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Abstract

In this work the mathematical modelling, and the numerical simulation
of the concentracion of pollutants in the air is presented. An advective-
diffusive evolution partial differencial equation is used, where pollutants
transport is caused by the predominant air movement. Finite Elements
of first and second order are used for space variables, and Crank-Nicolson
techniques for Finite Differences for the time variable.
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Introducgao

Inspirados pelo iminente mas felizmente anulado projeto de construgdo de
uma usina termoelétrica na cidade vizinha de Paulinia, foi que optamos por
fazer a modelagem matemadtica e aproximagdo numérica do estudo de polu-
entes no ar.

Segundo S. Barbosa [18], pesquisadora do Nicleo de Estudos e Pesquisas
Ambientais ~ NEPAM/UNICAMP - a poluigio atmosférica, expressio
concreta das transformagbes ambientais ocasionada em geral pelas usinas e
centros industriais em regides como o Sudeste e no Brasil em geral, aumenta
os ataques de asma, provoca enfisema € bronquite e aumenta os casos de
pessoas comn problemas respiratérios e de ordem cardiaca; esto acontece, por
exemplo, nas cidades de Perus, Cubatdo, Pdlo Petroquimico de Camagari,
Bahia; onde se impde ha muito tempo um quadro de saiide nos seus mora-
dores dos mais deprimentes. Numa pesquisa da mesma autora analisa as ca-
racteristicas epidemioldgicas que o Municipio de Paulinia apresenta de forma
historica no periodo de 1975-1989 constatando que, embora o curto espago
de tempo, as alteracdes significativas nesse periodo confirmam os padroes de
industrializagio de regides de paises onde os padrdes epidemioldgicos estan
associados a “modernizagio” e a industrializagio. E de se destacar que
néo é apenas que a saide da populacao ¢ afetada, também a Biota toda é
submetida a esses riscos de contaminagao.

S5é6 conhecendo os valores da concentracio de poluentes emitidos pelas
fontes poluidoras no ambiente e comparando-os com os padrdes permitidos
que poderia-se inferir o nivel de prejuizo ocasionado. E por tal motivo que
o objetivo deste trabalho é o de apresentar um modelo para descrever a
concentracao de certos poluentes do ar em termos dos fendmenos de difusdo
e de advecgdo — além de apresentar alguns métodos de aproximagao numérica,
servindo assim como ponto de partida para um trabalho posterior,

Enfocamos o problema da poluigio no ar, no primeiro capitulo, caracterizando-
a principalmente nas zonas de usinas termoelétricas existentes, descrevendo
alguns efeitos da contaminagéo sobre a saiide identificada pelos agentes at-
mosféricos mais daninhos (SO;, NO, NO;, CQO, CO,, etc.). E no segundo
capitulo que se apresenta uma introdugao tedrica da modelagem ecotoxi-
colégica: destacam-se classes de poluigdo no caso de modelagem matematica.
A saber, os modelo analiticos, numeéricos e estatisticos dos quais o interesse
de nosso trabalho é o de abordar os modelos numéricos de aproximagado e



por tal estabeleceremos em primeira instincia o modelo matematico dado
por uma equagao diferencial parcial. Esta equagdo descreve o fendmeno evo-
lutivo de difusdo-advecgio com duas sucessivas simplificacbes do problema.
Nos capitulos 3 € 4, depois de ter garantidas existéncia e unicidade da solugéo,
sdo apresentadas aproximacdes para cada uma das duas abordagens usando
Elementos Finitos de primeira e segunda ordem nas variaveis espaciais e
Crank-Nicolson na variavel temporal. Em ambos os casos e para garantir a
estabilidade da solugdo trabalhamos dentro da condigdo dada pelo niimero de
Péclet. Finalmente no 1ltimo capitulo apresentamos as conclusées. Comen-
tamos finalmente que a realizagdo deste trabalho foi feita com a intengio de
poder no futuro utilizar o modelo aqui simulado e que se constitua em mais
uma ferramenta de decisdo na construgao de complexos industriais, garan-
tindo para 0 homem uma melhor qualidade de vida e respeitando a natureza
para as populagodes futuras.



Capitulo 1

A Motivacao do Problema

1.1 Introducgao

Ao longo da Histéria, momentos de rapido desenvolvimento tém ocasionado
muitos problemas na preservagio (e até na sobrevivéncia !) dos sistemas
ecoldgicos. Localmente a polui¢io ocasionada por emissdes industriais em
muitas cidades do mundo tém ultrapassado os valores maximos permitidos
em diversos padrdes de seguranga. Se considerarmos também as concen-
tragbes de diéxido de carbono como resultado de grandes quantidades de hi-
drocarbonetos liberados por queimadas para a geracio de poténcia em grande
escala, o resultado global é o de um severo distirbio de sistemas ecologicos
existentes.

J4 no século XVII, um decreto proibia que se ateassem fogos durante a
sessdo do Parlamento, € no entanto, ainda nao existia inddstria em Londres.

Este probiema assumiu atualmente proporcdes tais que se consegue sen-
sibilizar a opinido piiblica por tratar-se de um assunto de grande interesse
para a salide do homem, assim como para toda a natureza. E nessa linha e
segundo o trabalho desenvolvido por [1] que nos referiremos.

A poluigio da atmosfera é produzida tanto pelos gases como pelos sélidos
em suspensao. Os primeiros provém especialmente da combustio dos muiti-
plos fogdes domésticos e fornos industrials. Os mals importantes sédo o gas
carbdnico € o monéxido de carbono, cuja influéncia sobre o homem pode ser
consideravel.

Os produtos da oxidagdo do carbono nao séo os unicos poluentes, pois
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a combustido mais ou menos incompleta das impurezas combustiveis utili-
zadas produz muitas outras, principalmente a amodnia e uma série de deri-
vados de cloro, flior, nitratos e enxofre. Os derivados de enxofre existem
em proporgdes considerdveis nos produtos das combustoes domésticas, mas
sdo mais abundantes ainda nos das combustoes industriais {(exemplo: uma
s6 grande central térmica rejeita por dia, 500 toneladas de compostos de
enxofre, especialmente sob a forma de diéxido de enxofre, que se oxida e se
transforma em &cido sulfiirico, cujas propriedades corrosivas se conhecem);
essas combustdes produzem abundantes produtos sélidos que permanecem
em suspensao no ar, alguns deles formando verdadeiras nuvens artificiais: os
aerossdis. InformagGes como as obtidas no Projeto da Termoelétrica de Pau-
linia [17] fazem referéncias que indmeros produtos quimicos, indo dos sais
minerais & silica e aos compostos sulfurados, alguns deles seriamente téxicos,
podem encontrar-se sob essa forma de poeira. A complexidade dessas sus-
pensdes misturadas com os gases naturais € ainda acentuada pelas diversas
reagoes quimicas que se ddo na atmosfera sob a agao do oxigénio, do ozonio
e da radiacao solar.

Os problemas de desequilibrios ecoldgicos e poluigdo atmosférica sao de
cardter internacional, sendo nas maioria dos casos o produto da ndo adogao
de medidas para evitd-los ou fazé-los de menor intensidade poluidora. Numa
regizo industrial pode-se determinar de muitos modos particulas de cimento,
particulas de borracha, mau cheiro {naquelas que expelem gases sulfurosos),
substancias mutagénicas e cancerigenas; dai o alto risco para a saide da
populagio vizinha e a biota toda em geral.

O interesse no presente trabalho adveio da possibilidade da construgao
de uma usina termoelétrica em Paulinia, e sendo que desde a década de 70
essa regido se constitulu em industrializada, pela existéncia de refinarias e
complexos industrials que usam o petrdleo e derivados nos seus processos de
producio, é que existe preocupacio com a piora da qualidade do ar, ja afe-
tado. Para a andlise do impacto nessa qualidade do ar € necessario considerar
a magnitude e direcio do vento predominante na regido de interesse e deter-
minar a quantidade da concentragido do poluente emitido através do tempo
e comparar com os maximos dos padrdes estabelecidos, pode-se assim, dar
uma contribuicio efetiva na avaliagdo do impacto ambiental - ajuda impor-
tante para facilitar ou impedir a factibilidade da construgao de um complexo
deste porte.



1.2 Caracteristicas da Poluicao Atmosférica
em Zonas de Usinas Termoelétricas Exis-

tentes

A contaminagfo atmosférica [19] emitida por grandes complexos industriais
existentes, produzida pela extragio ou refino de petréleo ou industrias de
derivados e pelas centrais termoelétricas constitui wm sério problema de riscos
nas populagdes residentes e vizinhas e cujos efeitos agravam a crise energética
e ambiental por causa dos gases que alteram o equilibrio geo-térmico, dos
gases que provocam acidificagdo da atmosfera (e das aguas e solos) além dos
acidentes como explosao e incéndio.

Sao poucas as centrais termoelétricas de grande porte {gerando 600 MW
de poténcia) operando no pais. Aquelas movidas a dleo combustivel (em
Santa Cruz no Rio, a Central de Piratininga, as margens da Represa de
Guarapiranga em Sao Paulo) e aquelas movidas a carvao mineral nas regides
mineiras do Rio Grande do Sul e Santa Catarina.

De forma paralela, muitos conglomerados industrials se construiram nas
dreas vizinhas nessas regifes de produgdo energética, quimica, minera¢ao €
metalurgia implantando-se instalagdes com processos de fabricagao quimica a
partir de derivados do petrdleo (os agroquimicos: herbicidas, inseticidas, fun-
gicidas) produtos quimicos para construgio (impermeabilizantes, aglomeran-
tes, tintas, vernizes, isolantes) € para a indistria téxtil e de couro (corantes,
colas, solventes), os artefatos pldsticos e de borracha, etc.

Com as instalagdes de centrais termoelétricas se garante o suprimento de
eletricidade nessas atividades produtoras que ndo podem ser interrompidas
pois seus processos de produgio estdo planificados durante as 24 horas do dia
(indistrias de cloro-soda, de insumos quimicos basicos, fabrica de celulose e
de muitas metalirgicas que produzem aluminio, chumbo, etc.)

Mencionados os mecanismos industriais de produgido podemos caracteri-
zar a poluicdo atmosférica pelo transporte dos gases, as particulas metdlicas
pesadas e os aerosséis. Fste transporte sera mais distante quanto mais altas
as chaminés das caldeiras industriais,assim se a altura delas estd entre 10 e
20 metros serfo atingidos bairros e faixas vizinhas, no entanto para alturas
entre 120 e 200 metros a zona afetada oscila entre 100 e 500 kilometros.

A queima do carvao e dos derivados do petrdleo consome grandes quan-
tidades de ar e devolve grandes quantidades de compostos quimicos gasosos



e particulados (gas carbonico, compostos nitrogenados, compostos sulfuro-
sos, etc.) cujos efeitos serdo detalhados na préxima segio com um breve
comentario sobre o impacto sobre a vida.

1.3 Agentes Atmosféricos que Determinam
Poluicao e o Impacto Sobre a Biota

Os efeitos da contaminagio sobre a vida e os da contaminagdo atmosférica so-
bre a satde (desde o incidente do grande smog de Londres em 1952 causando
a morte de 4000 pessoas e outro similar ocorrido em Los Angeles, Califérnia},
sem divida obrigam a valorizar a ameaca do neblo-humo em muitas cidades
como México, Sao Paulo, Lima, Santiago, etc.

Estudos epidemioldgicos realizados na Cidade do México [21] tém identi-
ficado alguns dos agentes atmosféricos mais daninhos:

1. O diéxido de enxofre em diferentes concentragdes afeta as vias respi-
ratorias e, e particular, a atividade ciliar vé-se reduzida. O sinergismo
deste composto com particulas que contém catalisadores metdlicos, con-
duz a sua oxidagio e eventual formagio de acido sulfiirico, muito mais
irritante. As particulas inaladas durante varios meses podem afetar a
arvore respiratdria, ainda depois de mudancas atmosféricas.

2. O dioxido de nitrogénio, muito nocivo por si mesmo, esta associado
com os fenomeno foto-quimicos da contaminagao e a parcial ionizagao
da atmosfera nas inversdes térmicas. Em concentragdes de 0.5 ppm,
que sio responsaveis por reagdes funcionais irritantes, sdo produzidas
certas mudangas morfolégicas na arvore respiratéria, como a contragio
bronquial e a diminuigio da capacidade de ventilagao respiratéria.

3. Ozbnio e oxidantes. O ozdnio é um contaminante cuja concentracio
aumenta no chamado smog foto-quimico, que ocorre nos dias ensola-
rados do verdo. Em concentra¢des de 0.1 ppm, produz ressecamento
da garganta, irritacdo do trato e mucosa respiratdria, aumentando a
suscetibilidade as infeccbes bacterianas. Em concentraces de 0.3 ppm
produz irritacio e contri¢do bronquial. Se associado a outros oxidan-
tes pode provocar asma, tosse, cefaléia e certa dificuldade respiratoria,
além da constante irritacido éculo-palpebral.



4. Monéxido de carbono. Este contaminante é produto da combustao
de hidrocarbonetos utilizados na maioria dos vefculos automotores. £
inodoro e particularmente perigoso porque une-se estritamente a hemo-
globina e reduz a capacidade sanguinea de transporte de oxigénio. Tem
efeitos toxicos evidentes e em concentragbes maiores pde em perigo as
vidas das pessoas mais expostas.

5. As particulas suspensas no ar e seu sinergismo com o didéxido de enxo-
fre na atmosfera sdo particularmente nocivas por concentrar elementos
toxicos voldtels, tais como o talio e 0 chumbo, além de microorganismos
e de material orginico diverso, em particular de compostos policiclicos
(aminas aromaticas) de efeitos deletérios demonstrados, como o benzo-
pireno que é comumente encontrado em concentragdes perigosas [21].

Embora os efeitos da contaminacao atmosférica sejam enfocados na satide
humana, o impacto sobre a vegetagido e o gado tem sido um problema de
grande evolugdo e no que se comprovam consequencias perniciosas.

A vegetacdo é muito sensivel aos contaminantes do ar e deve tomar-se
em conta as concentragdes desses agentes e o tempo de exposi¢éo, como por
exemplo: o didxido de enxofre (que sdo emitidos pelas industrias quimicas
e as termoelétricas, geradoras de energia elétrica) com derivados dos hidro-
carbonetos da combustio de automotores que, com o ozdnio, atuam sinergi-
camente sobre a fungdo clorofiliana, com repercussées negativas no ambiente
(efeitos téxicos da clorosis e despigmentacgdo verde, etc.), acumulando metais
tais como chumbo, niquel, cddmio, aluminio, cobre, com fitotoxinas oxidantes
que afetam as plantas em 4reas muito extensas de bosques e selvas.

As plantas podem ser entio monitores passivos da contaminacdo , em
particular quando acontecem acidentes industriais e radioativos. Quando
se libera um produto tdéxico, os seres humanos ¢ os animais podem (até
instintivamente) ficar longe da area contaminada, mas as espécies vegetals sao
fixas e a agressao bio-fisioldgica que recebem pode-se traduzir numa resposta
que oscila entre mudangas de cor até a morte, em relagdo com a magnitude
do prejuizo acidental ou cumulativo.



1.4 O Enfoque do Problema com um Exem-
plo

A tonelagem didria emitida principalmente pelo diéxido de carbono (CO,) e
o dioxido de enxofre (SO,) apresentam um risco geral.

No caso do didxido de enxofre, é produzida uma acidez que caird nas areas
localizadas na diregio dos ventos e das chuvas, e, dependendo da quantidade
de gas sulfuroso emitido, e da drea coberta pela precipitacio, a acidez das
chuvas {e dos solos e 4guas) serd maior ou menor; habitualmente essa acidez
oscilava entre 6.0 e 5.0 mas depois da industrializacdo e, dependiendo da
quantidade de gas sulfuroso emitido, esse valor atualmente decresce até 5.0
e &s vezes asume valores menores que 5.0.

Atualmente na Europa e na América do Norte existe a tendéncia de usar
petroleo e carvio de baixos teores de enxofre e de baixos indices de cinzas,
de compostos metdlicos pesados e de outros materiais agressivos ou toxicos,
os quais sao provenientes, em geral, de paizes do terceiro mundo, passando
previamente pela inspe¢io da EPA (Environmental Plotectlon Agency}, do
governo norteamericano.

Tem-se calculado, vide [17], em édreas criticas da Europa que as emissdes
séo da ordem de 50 mil toneladas por ano de SO,, envolvendo uma irea
de 10000 kilometros quadrados por ano, no entanto no Brasil em regides
altamente industrializadas como é o caso do Trio Industrial que inclui a regido
Metropolitana, o eixo Anhangera e a Baixada Santista, em Sao Paulo, que
determinam um territorio definido por um poligono que tem por lado entre
150 e 200 kilometros; as emissdes somam um total entre 150000 e 200000
toneladas por ano, sendo que cada uma dessas regides libera uma quantia
aproximada de 50000 toneladas por ano.

. Na regiio dada pelo Trio Industrial, os ventos predominantes sio de Su-
deste para Noroeste e tem como efeito, além da contaminacdo dos baiurros
vizinhos, a polui¢io das vertentes das Serra do Mar, da Cantareira, da Man-
tiqueira, do Japui e das cuestas de Sao Paulo e Botucatu.

Assim, se a Usina de Paulinia tivesse sido implementada, se estima que
suas desca.rgas teriam acrescentado as emissdes de SO, de 60.000 a 120.000 to-
neladas por ano, sendo que os valores exatos estio em posse da PETROBRAS
e da CESP.

O apresentado anteriormente nos motiva a considerar no proximo capitulo



as emissoes de poluentes emitidas por fontes poluidoras localizadas em zonas
industriais onde consideraremos a influéncia da magnitude e da diregio do
vento predominante e onde nio consideraremos, nos exemplos numéricos, o
fator chuva que poderd. ser considerado em trabalhos posteriores.



Capitulo 2

Modelagem Ecotoxicolégica e
Apresentacao do Modelo
Matematico

2.1 Introducao

O termo Feotozicoldgico é aqui utilizado no ambiente da Ecologia Matematica:
o uso de modelos para estudo da presenga de poluentes em um meio.

Na modelagem de poluicdo do ar destacam-se trés classes: os modelos
analiticos, os numéricos e os estatisticos, sendo que os dois primeiros sdo
deterministicos e podem predizer concentragoes que sao totais no espago e
tempo em um determinado dominio. O terceiro tipo de modelo, estatistico,
toma em consideragdo processos estocasticos e nao sera tratado aqui. Nés
optaremos pela modelagem numérica de nosso problema.

2.2 Modelagem da Poluigao do Ar

O grande interesse em modelos de substancias téxicas surgiu durante a
iltima década devido ao rapido crescimento dos problemas relacionados com
o ambiente. A maior dificuldade da modelagem do efeito e distribuigdo
das substancias téxicas é obter um conhecimento relevante da conduta das
substancias téxicas no ambiente e usar este conhecimento para fazer as sim-
plificagdes préticas.
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Em [7] , siao considerados modelos que incluem os aerosséis: SO,, NO,
como téxicos, caracterizando-os como modelos de poluentes cumulativos. Tambem
sao citados modelos de substancias téxicas tais como cadmio, mercirio e me-
tais pesados entre outros. A maioria desses modelos, no campo da modelagem
ecoldgica, refletem que um bom conhecimento do problema e do ecossistema
pode ser usado para fazer simplificacbes razodveis.

Muitos modelos de polui¢io no ar contém um vasto sistema de equagtes
que consideram processos aerodinamicos.

Modelos Analiticos

A determinacéo da concentracio de poluentes atmosféricos emitidos por uma
fonte pontual é um exemplo importante do uso do principio da conservagio
da massa.

Segundo [7] o modelo analitico chamado Modelo de Gauss se apresenta
nas condigbes de ter uma fonte de poluigio pontual de intensidade Q) sem
absorcdes (na regiao de trabalho ou dominio).

Nesta Stica a equagdo da conservagio de massa tem a seguinte solugao:

__ 9 Ley_i(z ‘
woy2) = S P73 ls) T2l

onde:
® u: € a concentragao do poluente;
e z: é a altura sobre o solo;

H: aliura efetiva da fonte;

bz, by, 6.t as variagdes horizontal e vertical da dispersao;
e V: velocidade média do ar predominante.

A figura 2.1 ilustra uma pluma de uma fonte localizadaem z =0, y = 0,
conforme a pluma se move sob a agdo do vento (downwind) ela cresce através



da ag@o da difusdo turbulenta. Na mesma figura pode-se observar que a
pluma de poluente instantanea tem uma alta concentracio sobre uma faixa
estreita. No decorrer do tempo, porém, a pluma atingird uma irea maior
mas a concentragao sera obviamente menor. A distribuigdo da concentragio
perpendicular aos eixos do vento apresentard forma gaussiana, dai que se
assumira que a distribuicdo gaussiana serd o modelo usual para o célculo da.
concentragdo pluma; sendo o interesse do modelo de dispersao de Jg’ rgensen
determinar a concentragio u de poluente proveniente da fonte como fungio
de sua posicio vento abaixo (downwind).

0.00004

0.00043

w
¢.00002

0.00001

Figura 2.1: Modelo de Dispersdo de Jg¢'rgensen



Um modelo deste tipo tem como principal qualidade a de ser de ficil uso
e hom para trabalhar em situagdes simples, por exemplo: nas situacdes de
terra plana e um pequeno tempo de permanéncia dos poluentes.

A debilidade destes modelos é que eles ndo podem tratar, ou o fazem de
modo muito pobre, problemas de dispersdo e de transformagdes quimicas.
Qutra limitacido — e esta mais séria — desta formulag2o é a de apresentar s6
o caso estacionario.

Modelos Numéricos

Os modelos numéricos tentam aliviar as limitagbes comentadas na segao
acima, logrando abranger outros problemas tais como aqueles onde o vento
tem uma grande influéncia, podendo considerar diversos fatores. Esses mode-
los conduzem a equacgdes diferenciais parciais as quais podem ser aproximadas
numericamente.

Esses modelos numéricos fornecem a facilidade de poderem ser usados
também em problemas de qualidade do ar urbano e no transporte de polu-
entes de longo alcance pela facil adaptabilidade nessas dreas.

Para a determinagio da solucio nesses modelos de Equacdes {ou Siste-
mas) a Derivadas Parciais podem ser usadas diversas técnicas, como as de
Diferencas Finitas ou a técnica dos Elementos Finitos (FEM).

Neste trabalho serdo utilizados os modelos numéricos usando FEM para
aproximacio espacial da solugio, além de diferencas finitas na varidvel tempo.

2.3 O Modelo Matematico

2.3.1 O Fendémeno Modelado

O comportamento do fluxo da substancias carregadas pelo ar neste modelo
tem componentes advectivas. Assim, o comportamento dos movimentos flu-
tuacionais podem ser consideradas como difuséo ao longo da corrente advec-
tiva principal do ar. Os entes poluidores de tipo aerossol que enconiramos
no ar sio diversos; deles nos interessa conhecer as concentracdes com que
se apresentam no meio em que vivemos. Considerando uma zona especifica
onde geralmente o desenvolvimento industrial é elevado, sob a influéncia da
magnitude e direcio do vento predominante, estabelecemos um modelo geral
segundo:



1. Considerar um paralelepipedo, com uma fonte emissora de poluentes
suficientemente longe da fronteira J€ - de tal modo que a concentragio
de poluentes é al nula; exceto nas faces superior e inferior do parale-
lepipedo onde se assume o fluxo nulo, isto é: o poluente nio ultrapassa
certa altura (face superior) nem penetra no solo (face inferior), como
se mostra na figura 2.2.

Z4

v P 2%

Yo 200

¥

Figura 2.2: Dominio 2 com fluxo nulo nas faces superior e inferior



Py difusio transporte

5 propriamente — advectivo
dita do poluente
_ reacao com n alimentadora da
o meio ambiente poluigdo
Nesta equagdo %‘t‘ € a taxa de variagdo da concentragdo do poluente u =
u{z,y,2,t) por unidade de tempo no intervalo de tempo It = [0,7], na

regido dada pelo dominio:

Q={x=(2,y,2) ERfr €L ,,y€ I,z €L}

com I, I, I, intervalos da reta real. A fronteira de 2 sera denotada por 912.
Ou seja, o dominio de trabalho do nosso problema sera :

QXITCRq

O modelo assim dado descreve de forma geral um modelo evolutivo do
problema sujeito a condigdes iniciais e de fronteira que dependerio do pro-
blema a ser especificado mais adiante. '

2.3.2 A Descricao Matematica

Seguindo os modelos estabelecidos por [1], {2] e [3] entre outros, podemos,
para formular matematicamente o modelo apresentado na subse¢io anterior,
utilizar o seguinte:

1. div{aVu): este termo representa a difusdio propriamente dita, onde
a = a(u,X,t) é o coeficiente de difusio, que em geral pode depender
do préprio poluente, da posicio e inclusive do tempo;

2. div(Vu): representa o transporte do poluenie seguindo a diregio dada
pelo vetor velocidade V = (14, 13, 13) das correntes de vento predomi-
nantes;



2. Ainda considerando o mesmo paralelepipedo (e com um coeficiente de
difusio e varidvel com respeito & altura na qual se encontra o poluente)
consideramos que a concentragdo emitida ndo atravessa os bordos da
regido, ou seja, o fluxo deles é nulo em cada uma das faces do dominio,
isto se mostra na figura 2.3.

Zi

V Gl

Yo 3

4

E 3

Figura 2.3: Dominio {? com fluxo nulo em cada uma das faces

O capitulo seguinte ird estabelecer o modo de se passar da equagao 2.1
com condigdes inicial e de cofitorno fornecidas de modo continuo a apro-
ximacdes discretas. Outras possibilidades — que podem ser objeto de estudo
posterior —podem ser apresentadas, como, por exemplo, ao invés de conside-
rar fluxos nulos nas faces, considerar que esse fluxo depende proporcional-
mente, da concentragio, e da velocidade respectivamente; assim, nas faces
laterais (9Q), esta expressdo poderia ser expressa matematicamente por:

—a ()_u =MV, em 90
dn

onde %“ e V,, 530 o fluxo normal e a componente da velocidade na diregao
normal as faces, respectivamente.



Capitulo 3

Uma Primeira Abordagem do
Problema

Nesta abordagem trata-se numericamente o problema considerando condic¢oes
de fronteira mistas na regido, garantem-se a existéncia e a unicidade da
solucio na formulacio variacional e faz-se uma primeira reducio do problema
a0 caso bidimensional apresentando-se os resultados obtidos.

3.1 Formulagao Classica do Problema

Consideremos o dominio {} como um paralelepipedo de dimensdes L., L, e
L, e uma situagio como aquela descrita em (1), na secio 2.3.3, isto é:

u(x,t) = 0 em Y e (3.1)
g—z(x,'t) =0 em 08, (3.2)

Assim podemos ilustrar esta situagéo segundo a figura 3.1.

26



0 %eix,t) =0
V vl 33(}{ ) as-fo
. ) &0 u(x,1) =

4

Figura 3.1: A llustragao das condigles mistas na Primeira Abordagem

Considerando ainda uma poluigio inicial constante ug no instante ¢t = 0,
a equagdo dada em 2.1, junto as condigdes iniciais e de fronteira definem a
seguinte formulacgao cldssica :

4

g—? —div(aVu) + div(Vu) + ou = f,
(X,t) € \Q X [07 T]? com
{ 15()(, [}) = ’U,Ev, CIIl Qx (33)

u(x,t) =0 em €Yy, e

| 8(x,t)=0em 09,.

3.2 Formulagao Variacional do Problema

Definimos o nosso problema no Espacgo de Hilbert dado por:



V={ve L*(I; H' (D) :v(x,t)=0, em o,

-g-%(x,t) =0em 00y, Vte I}

O problema 3.3 dado em sua formulagéo cldssica tem a sua equivalente
formulagdo variacional ou formulagdo fraca {4]; assim, se v é uma fungéo em
V denominada funcao teste, a formulagio estard dada por:

Ou du
fnamvdx+/9aVqudx—/Q anvds-l-/ div(Vujods -,

+/Qo'uvd:c=/ﬂfvda:, YoeV

onde o Teorema de Green foi usado e as integrais s&o no sentido de Lebesgue.
Usando as condicdes de fronteira 3.1 e 3. 3 o terceiro termo da altima
equagao fica determinado como:

Ju o
/anoan vds+ o 1%1:1713—-0

Dai a formula¢do variacional do problema ser dada por:

/Q g—? vdr+ fﬂ aVuVudz + fn div(Vu)v de + /ﬂ ouv de = “
(3.3)
fn fods, YoeV

que, em termos do produto interno, vide Apéndice A, pode ainda ser expressa
segundo:

(6u|1r) + (aVu|Ve) + (div{Vu)|v) + (culv) =
(3.6)
(flo), Vt€l, WveV

No que segue demonstramos a existéncia e unicidade da solugio apés
apresentagao do Teorema de Lions que serd usado nessa demostragéo .



3.3 O Teorema de Lions

Para estabelecer a existéncia e a unicidade da solugio de 3.6 fazemos uso do
Teorema de Lions [6] no caso de trabalhar no corpo dos nitmeros reais:

Teorema 3.3.1 (Lions) Dadoe o conjunto aberto & C R*, consideramos os
espagos H' (1), HL () e V tais que:

Hy(Q)cVcCHY(Q)

Para u = u(x,1) e v = v(x, 1), seja a funcdo dada por':

du av

a(t; u,v) Zfau xt Zf i(x,t vdr—l—/ aofX, t uvdx

£,7=1
onde:
o a;;, a;, ¢ € L (2 x (0,T));

o Se existe v > 0 tal que para x = (£1,62,...,&n)
Chmai(xt) 6 &2y (G +---+ 161", ¢tp;

e a{t;u,v) mensurdvel;
o |a(t;u,v)| < M{lull||lv|l, M constante independente de i, u e v;

o Existe A tal que a(t;u,v) + A ”U”ig(n} Z 7 ””Uﬂip(m, >0, YweV.

entdo pare f € L0 x [0,T]) e up € L2 x [0, T)) eviste uma tinica u €
L*({—00,T),V) nula para t < 0 que satisfaz:

alt;u(t), v) + (32(:) ,v) = (f(t),v), Vo €V

Prova
Vide [6].

1Em R"™ consideramos dz = dz, dzs ... dz,



3.4 Existéncia e Unicidade da Solugao

Identificaremos nosso problema com as condi¢des do Teorema de Lions se-
gundo uma simplicagdo feita no Apéndice A.
Nesta abordagem consideramos o coeficiente de difusio constante, ou seja,
a(x,t) = a, dai que:
divia Vu) = a Au
e no caso da velocidade constante,
div(Vu) = div({u Vi, u Vo,u 13)) = V.Vu.

Na formulacio variacional, para toda funcio v € V, temos

]Q(ﬂ-aAu+V.Vu+au)vd:c = /s;(—aVu.V-v—l-V.Vu : v+ouv)dr = alt; u, v),

Iremos, & semelhanga do Teorema, fazer uso de operadores convenientes,
para que esta equacdo possa ser expressa COo:

(Bu(t)}v) + a(t;u,v) = (f,v),

gt

onde

Ou 81} Z «{x, t) 2 U+ aofx, t)uv) do

a(t;u,v) f Za,;,(x t)

com a situagio modelada caracterizada por:

3
a(t;u,v)=§/ﬂ gz g;!d$+2f$’—vdr+/auvdx

assim, referindo-nos ao Apéndice A:

ai(x,t)=0, 1=1,23, a;(xt)=0
ai(%,t) =V, ax,t) =0
determinamos agora que nosso problema se encontra nas condi¢des do teo-
rema, a serem satisfeitas:



o As funcgdes a;;, a;, ap € L®(2 x (0, T)) pelo fato delas serem constantes
sobre dominio limitado © x (0,7);

. Z?ﬂ a:{x,1)€;& = a(|§112+|§2|2+|53|2), dai que o valor de «y procurado
- é igual ao valor do coeficiente de difusdo, isto é: y = a > 0;

¢ a(t;u,v) é mensurdvel, pois colocada na terminologia de produto in-
terno em L2{(2):

3 du 0 7.
a(t;u,v) = Z(a 3_:3’ a—:) Z(V 3.’? v) + {0 u,v)

i=1 i=1

é a soma de funcdes mensurdveis;
e Condicio de continuidade:

3 ou dv 3. du
Za 8_‘1&'13_'?3;0‘73{ ;Vg/;?a—ﬂsivdx-{—afnuvdx

=1

alt;u,v)| =

|v| dx

3 du v
< -
- ‘o: ;/939:;3:8, d&—}-a/uvd'v

como o, & > 0, entdo, tomando f = max{a,c} > b

la(t;u,0)| < B Z/ g: c’?:::) d1+/uvd1

f=i
|V| [

= Bi<y, v>H1|+Z|I|/

mas, pela desigualdade de Cauchy:

|v| dz

8:1:;

31& |'UI d’[,

(2, v) g} < Hlull g o]l e



e pela desigualdade de Hdlder e a imersdo continua® de V em H*

J

Ou
Oz,

du

dr <
|| B

”‘U”rﬁ(n} < Jullge ”""”Hl(n)
L3 ()

dal que:

la(t; u,v)] < (84 X Vi) Hlutll g lloll g

§=1

e assim M = (8 + 30, |Vi) e a(t;u, v) é uma fungao continua;

o Condigao de coercividade®:

a(t;, v, v) + A HU”i?(Q) =

o I de + ( a-{-/\)/|v| dt-{-h/—vdt

_a/Z

i=1

(3.7)

av |

2 , Jv _
o IURCERV PR -l

3
=QZ
f=1

mas COINo:

L)

Ou

> -
z - oz,

”v”w{n}

1t u
/ —uvdz
T 001‘1 Q)

e considerando que existe € > 0 tal que:

du
—_— l>_
Vl];:@ vdr > -V,

—ab> "% |af® — 512|b|2, Ya,be R

entio:

Zestas e outras nogdes tedricas estao resumidas no Apéndice de [16]
3Restringimo-nos apenas ao caso da velocidade V = (V4,0,0). Outros casos posuem
demonstragdes anilogas.



Ju
81‘1

W

Ju
Vi fga_” dx > V1 v ||U||L2(n)

T

L2(@)
e, em 3.7, tem-se

a(t;,u,v) + A ”U”izm) Z

I’I] 2 au
> a + (o + A - v—) Vi =
Z 53’= L2(0) 2e iz = "2 [0z, L2(Q)
€\ ¢ W 2
> (a-W ) Z + (o2 - 31 ol
2/ = 1Y% )
considerando

,
fm:min{(a—vl 2),(o+/\—h)}>0,
2 2e

basta considerar uma escolha conveniente para € ¢ A, e assim:

a(t;0,v) + A [l 120y 2 70 [0l oy

Por 1iltimo, por escolha,

FELXQX0,T]). e uoe LAR x [0,T])

Satisfeitas, assim, as condi¢des do Teorema de Lions, podemos dizer que
existe uma unica solugao do problema formulado variacionalmente.

3.5 Discretizagao do Problema

Uma solugao aproximada do problema se obtem fazendo uma discretizacio es-
pacial via Elementos Finitos aplicando o Método de Galerkin para a variavel
espacial e uma discretizagdo via Crank Nicolson na varidvel temporal. Neste
contexto vamos trabalhar em um subespago de dimenséo finita de V, método
cujos passos detalharemos a seguir.



3.5.1 Discretizagao Espacial

Sobre a regido ? dada, estabelecemos uma triangularizacdo que determina,
além dos tridngulos, um nimero de nds igual a N.
Seja Vi, um subespaco de dimensio finita do espago V, ou seja

VioCV edmVy=N<o

de modo que V, é gerado pelas fung¢des de base:

{éi}i\;l
onde cada ¢;, junto com os N nds e os triingulos € comumente chamado ele-
mento finito, cada um dos quais sendo composto por pedagos de tungdes
(lineares ou quadraticas) definidas sobre cada elemento da triangularizagio
do dominio {elementos finitos de primeira ordem ou de segunda ordem). As-
sim, nesta forma segundo o método de Galerkin, cada elemento do subespaco
Vi pode ser escrito como:

N
Vp = Zpg(t) (,6;‘(}{) (38)
=1
Entdo em V;, a formulagio dada por 3.6, considerando os produtos inter-
nos de V, pode ser expressa por:

(%lvh) + (aVu|Vur) + (div(Vudlvy) + (oufv) =
) (3.9)

(flon), VIEL, Wy E.Vh

Neste estagio da discretizagdo precisamos especificar a funcio dos parametros
no problema, bem como as caracteristicas dos termos dados pela fonte po-
luidora e o vetor velocidade do vento predominante.

Foi dito na se¢io anterior que os paradmetros de difusio e de decaimento
sao considerados constantes. A direcao do vento predominante considera-se
apontando no lado positivo do eixo X, ou seja:

V=(%,0,0) com V1 >0:, e

assim o termo dado pelo trasporte dos poluentes se reduz a:



. du du du du
div(Vu) =W ?5;-1-0@-%-05; _Vi-é;

Nesta primera Primeira Abordagem tomaremos a aproximacio do pro-

blema formulado para 8 C R3® reduzindo o dominio para apenas duas di-

mensées. E isto se justifica, em primeira instancia quando fazemos na regido

{1 as consideracles

L «l;el, <L,

e assim o fenémeno pode ser visto como ocorrendo numa regido determinada
praticamente por um lengol na superficie terrestre como se mostra na figura

3.2:

S . L~

Figura 3.2: Redugdo ao caso Bidimesional na Primeira Abordagem

I
Com estas hipoteses é possivel a redugio do problema ao caso bidimensi-
onal. Neste caso a formulacio classica é:



¢ Ou Su
| Et-—aAu-!-Vl-a—;+au—-f (z,y,t) € @ x [0, 7]
J u(a:,y,{)) = Up em Q, (310)

L u(z,y,t) =0 em 00

cuja formulagdo variacional em Vy, gerado pela base {¢;(z, y)};f\;l, se reduz
a.:

(8“ ) + a(Vu|Vey) + W (%m) +o(ulv) =

_|”Uh
o (3.11)
(flvh)s Vit = It e V'L-‘h e Vh.
Estamos interesados en encontrar u € V, que resolva 3.11, assim:
u= ) &t) di(z,y) (3.12)
i=1 -
[ 5
ou M.od _
7t = L o) #ilm ), (3.13)

nestas condigbes a equagao 3.11 se trasforma em um sistema ordinario de
equagodes diferenciais dado por: )

Aé+Be=d (3.14)

onde ¢ representa a derivada do vetor ¢ = ¢(t) de componentes:



A = [(il¢)],

B = [(VIVe;) + Vi (§l65) + a(4ilgy)], e

d = [(f|¢;)]

3.5.2 Discretizacao Temporal

Feita a discretizagdo espacial o passo seguinte é fazer a discretizagao tem-
poral da equagdo 3.14 via o método de Crank Nicolson. Para simplicidade

denotaremos:
no__
¢ = ci(fn)-

As seguintes aproximagdes serdo usadas em 3.14 :

. n+1 T
de; T~

@l S TR
Aty e
2 2
Assim sendo, obtemos o seguinte sistema linear:
A, ™ = B, e 1At d,

onde

cfo) =u(z;,¥,0), i=1,...,N.



os termos dessas matrizes sendo:

A : At [ 3¢, A
a=[a5ivaive) 5 (B) + (1o 3) ais] o

A At [ Dd; AY
B, = [—a SHVSIVE) -V S (a—'xléj) +(1-o3) (¢*'¢f)]

onde as ordens das aproximagdes sao respectivamente O(Az*+Ay?) e O(At?).

As solugdes aproximadas das equagdes de difusdo-advecgao como as apre-
sentadas ao longo deste trabalho sdo de carater parabolico-hiperbdlico, cuja
caracteristica depende dos valores dos parametros « (difusao} e V = (14,0)
(magnitude e diregio da velocidade predominante) e a equagio é mais de
carater hiperbdlico quando Vi > «, entdo, é de se esperar um comporta-
mento oscilatério na solugio aproximada; € por isto que nos restringiremos a
trabalhar com um conjunto de parametros ajustados a condigdo do namero
de Peclet:

V: Ax;

Pe:.:'. — i i
434

~ que garante a estabilidade nas solugbes quando Pe,, < 2, [10}.

3.6 Experiéncias Computacionais e Simulagoes

Nesta abordagem se desenvolveram dois programas em FORTRAN 77 (ver
Apéndice C) fazendo uso das rotinas SGECO e SGESL do LINPACK para a
decomposicio LU da matriz A, e a resolucao da equacio 3.17 respectivamente
com o dado inicial ¢!® para cada passo no tempo. Os dados obtidos na
execugao do programa foram levados ao soffware Mathematica para obtengéo
dos graficos. _

Todos os célculos se realizaram inicialmente em microcomputadores IBM
PC AT 386 ¢ pelas suas limitagdes e para obter melhores resultados passamos
a usar as estacdes de trabalho em sistema UNIX.

Os resultados de (V| Vé;), (995, (%Iéj foram obtidos analitica-
mente e com quadratura gaussiana com nimerc de pontos para se ter resul-
tados exatos (e posteriormente, com Mathematica).



Com o intuito de descrever a dispersio dos poluentes pela influéncia do
vento numa determinada regido € que os resultados seguintes serdo compa-
rados com aqueles onde a influéncia do vento é nula.

Os graficos foram tragados usando o software Mathematica disponivel nas
estagbes SUN, em sistema UNIX do LABMA e foram ohtidos usando diver-
sos conjuntos de pardmetros e em duas situacdes : quando a fonte poluidora
esta localizada no centro da regido e, para aproveitar a simetria do fenomeno,
a fonte situada no extremo dela.

3.6.1 Resultados com Elementos Finitos de Primeira
Ordem

Caso A - Fonte no Centro do Dominio

Al

Com a fonte no centro do dominio e os parametros a = 0.005, ¢ = 0.01,
Vo =0 e f = 1. Para dez passos no tempo (NPT=10) na figura 3.3 quando
* a velocidade V] = 0; na mesma figura nota-se ligeiramente a influéncia da
velocidade sobre a distribuigio da concentragio quando ¥; = 0.1.



JNPT=10, V; =0}

{NET=10,V;=0.1)

Figura 3.3: Caso A.l: « =0.005,0=0.01, V2 =0e f =1



A.2

Com o mesmo conjunto de pardmetros e com 50 passos no tempo da para
perceber a influéncia da velocidade o que é melhorado quando NPT = 100 e
com uma malha mais refinada (fig. 3.4).



{KPTws0, ¥, =0.1}

{N2T=IG, v mp.1;

Figura 3.4: Caso A.2: @« =0.005,¢ =0.01, Vo =0e f=1



Aproveitando o comportamento observado nas simulagdes feitas nos casos
A.l e A.2 colocaremos a seguir a fonte no canto.

Caso B - ante no Canto do Dominio
B.1

Com os parametros a = 0.01, 0 = 0.1, V, = 0 e f = 1 e com a fonte poluidora
no canto observa-se o comportamento, na figura 3.5, quando a velocidade é
nula. No caso do valor ¥ = 0.1 a influéncia que ejerce a velocidade € notavel;
ambas se realizaron para 20 passos no tempo.

B.2

Na figura 3.6, mantendo a velocidade € o mesmo conjunto de parametros de
B.1, observamos que depois de 100 passos no tempo as zonas afetadas serao
aquelas no sentido da velocidade. E pode-se inferir ji que a regido vizinha
localizada no angulo superior esquerdo da regido sera afetada com a menor
incidéncia.



(¥2T=20,% ~q.}

[K3T=22,%; =011

Figura 3.5: Caso B.l: «a =0.01,0 =01,V =0e f=1



HwET=50, v, =0.1)

[X2T=102, Vag-o W1t

lef=1

V, =

1

= 0.1

WA

=01,

0.01

O =

Figura 3.6: Caso B.2:



B.3

A titulo de ilustragdo observemos o que acontece na figura 3.7, ainda com a
fonte no canto, com o conjunto de parametros o = 0.01, ¢ = 0.1, ¥} = 0.5,
Ve=0e f=1.

Com apenas 10 passos no tempo a concentragio ficou deslocada no sentido
da velocidade e para NPT = 50 ela fica acumulada segundo o angulo inferior
direito do dominio, mostrando assim que quanto maior a velocidade, a difusao
dos poluentes é transportada mais rapidamente no decorrer do tempo.



|3URFTS: NET=IL v -3y
1

1$YPTTRE: KET4LS LYm €50

{3VRFTaE: NPTeE] LV, L5

Figura 3.7: Caso B.3: a=0.01,¢6=0.1, V1 =05, Vo =0e f =1



3.6.2 Resultados com Elementos Finitos de Segunda
Ordem

Nos resultados anteriores o programa permite o trabalho com uma matriz
de rigidez de ordem méxima igual a 125 cuja ordem pode ser acrescentada
fazendo algumas mudancas simples; pelas condigdes de Dirichlet do problema,
o ndmero de nés é igual a NN = (N, —1)(N, — 1), onde N,, N, sdo o niimero
de subintervalos nos eixos X e Y respectivamente. Usando elementos finitos
de segunda ordem (ver Apéndice B}, a matriz de rigidez requer uma dimensao
NN’ = (2N; — )(2N, — 1), onde para determinados valores de N; ¢ N, na
discretizacio teremos NN/ comparavelmente maior que N N; com a facilidade
de trabalho da estagio elabora-se outro programa que suporta dimensoes de
matrizes cuja ordem vao até 400 e se obtiveram resultados muito melhores
que os anteriores, cuja visualizacdo é evidente.

Caso C: Condicao Inicial Nula

No teste anterior consideramos ug = 1; aqui exemplificamos wy = 0 {fig.
3.8) que é o caso de contar com uma zona ainda nao poluida e poder obser-
var como se distribui a concentracio dos poluentes sujeitos & acdo de uma
fonte peluidora no meio da regiao quando nao se tem velocidade e quando
a velocidade € 0.1 para 10 e 50 passos no tempo.Os parametros usados séo:
a=0003c=001,V1=01,V, =0, f =1. Observe a similaridade com
aquele no modelo da Pluma onde a participa¢do da velocidade € minima .



PYOwT L HET=LY 4V, 20 S A AT

Figura 3.8: Condigde Inidial Nuls



Caso D - Fonte no Centro do Dominio

D.1
Na figura 3.9, com ¢ = 0.005, 0 =0.01, V1 =01, V3 =0, f=leuy = 1.

D.2

Com os parametros a = 0.01, ¢ =0.01, V; =0.1, V; =0, f=1leuy=1;na
figura 3.10.

D.3 "

Usando os parametros o = 0.005, ¢ = 0.01, 1 =01,V =0, f =leuy=1;
ohserve a figura 3.11.



$SURTIxE: NETmip JVem 01y

SLRIGIIT,

e
S ,.

Figura 3.9: Caso D.1: ¢ =0.003, ¢ =0.01, V1 =01,V =0, f=ley =1



Figura 3.10: Caso D.2: @ =001, =001, ; =01, ¥ =0, f=leu =1



Y { SURFDXF\.lO: NPT=50 ,Vi= 0.1}

Figura 3.11: Caso D.3: a = 0.005,6 =001, =01,%=0f=leuw= 1



D.4

Novamente a titulo de jlustracdo mais alguns resultados para 50 passos no
tempo, no caso ¥} = (.5 e os seguintes pardmetros: o« = 0.01, ¢ = 0.1,
Va=0, f=1eup=1 (fig. 3.12) onde a instabilidade no bordo superior do
dominio é devida ao forte deslocamento dos poluentes.



{ SURFDxt8: NPT=50 ,V,= 0.5}

Figura 3.12: Caso D4: o =0.01,0=0.1,V, =0, f=leug =1



Capitulo 4

Uma Segunda Abordagem do
Problema

Neste capitulo iremos reconsiderar algumas hipdteses simplificadoras assumi-
das anteriormente, embora mantendo o problema num dominio bidimensional
agora nas diregoes dos eixos z e z. O coeficiente de difusio ndo serd mais
considerado constante. Serdo garantidas existéncia e unicidade e métodos
numéricos de aproximagio serdo apresentados. -

4.1 Formulacido Cldssica do Problema

Tomando en consideracio que a difusdo é variavel em relagio a altura da
fonte poluidora o pardmetro de difusdo a(x,t) serd varidvel com respeito a
altura do eixo z, ou seja:

a(x,t) = afz).

Trabalha-se sobre um paralelepipedo 2 definido por:

Q= {(z,y,2) € Rfv € L,y € I,z € L}

com I, = [0, Ly}, I, = [0,L,}, I. = [20,1]. Com 29 > 0 e L, = z; ~ 2g, 0s
comprimentos desses intervalos sdo respectivamente Ly, L, e L.

Se as faces laterais sdo denotadas por 08, e %) denota as faces superior
e inferior, entédo:

36



20 = 90 U 80,

COII

890 N 891 = @.

De acordo com [1] e [3], neste caso, consideramos um dominio tal que uma
vez feita a emissdo de poluentes pela fonte poluidora nao ha transmissio de
poluentes nas faces laterais, ou seja, o fluxo em 9€1; é nulo:

du

an

Sendo que os poluentes de tipo aerossol ficam depositados no chao, isto

é, sem penetrar no solo, e pelas condigbes de vento e a acio da gravidade eles
néo chegam a face superior, entdo em 9Q;:

%(x,t) =0 em N {4.1)

Assumimos tamhém que no inicio a concentragao de poluente é dada por:

(x,8) =0 em 90

!

u{x,0) = up(z) em Q.

Entio o modelo matemdtico formulado classicamente é dado por:

r % _ div{a(z)Va) + div(Vu) + ou = f,
em {1 x [0, T,

u{x,0)=up em Qe

du
\ a—n(x,t)zﬁ em Jf.

4.2 Yormulacgao Variacional do Problema

Considerando a velocidade V = (V1,1;,V,) de componentes constantes e
sendo que:



da(z) du

div(a(z)Vu) = ofz)Au + dz 0z

entao em 4.2, teremos:

( gt; a(z)Au+V.Vutou=f emfx[0,T}],
Cu(x,0)=uy em £, e (4.3)
Ou
\ 8_1(x’t) =0 em 0.
comV = (W, Vs, 1) e V=1j — el

Similarmente a primeira abordagem, aqui definimos o problema no espaco

de Hilbert dado por:

V:_{UGIF(I:; HY(Q)): %—U em 90, VEEL}

onde os produtos internos sio aqueles definidos na secio 2 do capitulo 3.
Multiplicando a equagio diferencial pela funcgdo teste v € V e integrando

sobre (:

du .
i dzr — /Q.a(z)Au de — /n div(Vu)v dz+ )

+Ao‘uvd:v=/ﬂfvda:.l

Aplicando mais uma vez o Teorema de Green e considerando as condi¢des de
contorno de 4.3:

' {oc O
/Qa(z]Au de = -—L (a( WuVv + -;—it 8—” v) dz. (4.5)
Considerando uma variacio linear crescente no coeficiente de difusio ,ou seja:

afzy=az, a>0 e z € [z, 2] (4.6)

a equacao 4.5 se tornara:



du
—a/ﬂ(zVqu-i—Ev)d

. Substituindo-se 4.7 em 4.4 obtemos:

Ju

A vdz + f azVuVv dx + / (V Vu + aa—) v dx+

0z

+fﬂauvdxzjﬂfvd3:.

Por outro lado, como:

VVu+aa——-VVu
Jz

em termos do produto interno, temos que a formulacdo variacional é:

(%'U) + a(:Vu|Vv) + (V.Vul'v) -+ (Ju,l'.::) =
[flv)$ V’U - V

4.3 Existéncia e Unicidade

(4.7)

(438)

Remetendo-nos novamente ao Apéndice A e em forma similar aquilo que
foi feito na primeira abordagem, vejamos que a equacio 4.8 tem uma dnica

solucao.

Identifiquemos o operador A (x t —) , mencionado nesse Apéndice, com

b | ax
a Tun¢do a(t;u,v) na formulagao 4.3.
Observamos os termos de A.4 e assim:

& (x,1) = (e(2),0,0)
a2( )'_" (U,Q'{Z),U)
as(x,t) = (0,0,a(z))

Escolhendo

aii(x,t) = afz), e a;j(x,¢) =0, Vi#j, e com



a consideragao 4.6, teremos

V={WWV-a

da1
al(xa t) = I'!13 ﬂg(x, t) = I/Qt GS(X‘J t) = I/3 —4a
e
ao(x,1) = o,
entao se

1’;1.' - I;].'.! .r; = l/}, ng — 1/3 —a
identificamos facilmente:

et ) = San (vam) 2V o

i=1

obtendo o operador variacional associado

Ju Ov

eltsmv) Z/ aq,,aq,,dJerV'

i=]

+/00'u(:c v(z) do

'u(a,) de 4

Vejamos que as condiges do Teorema de Lions sio satisfeitas:

o Assumidas f e ug € L=(Q % (0,7));
® a;;, a;, ag € LP(l % 10,7);

8 Temos

3

- (49)

(4.10)

Z: s_g(x t {3 5: Zau(xat)é (a§3)(|€1|2 + |£‘2|2 + |§3|2)

i,j=1



como zp < €3 < z; entdo com a escolha y = azp > O

3

3 a(x,0) & & 2 v (1) + 16 + 16sl)

f,j=1

e Como

aw,) +,231: (‘" e ) (o ulo)

entdo é uma fungio mensuravel;

3
a(t;u,v) Z (az 5

=

e A continuidadel:

3 gu | 0 9}
| (t i, 'U SZI(alsau a’v) H ,tl (au ) +
=1 Ti/ 1) R A2 ()
+|(o ”|’”)L2(9)|
(4.11)
Como 0 < zg < x3 < 2¢ facilmente pode-se determinar que:
ou| v du| dv
23— — | < axn tt =— =— 1. 4.12
(aTS 31: 3$,) =45 (8;13,; 83,,) ( )

Usando 4.12 em 4.11 onde a.indz; se considera 8y = maxr{az;,c} >0e
se faz uso da desigualdade de Cauchy:

la(t; u, v)| <

3 3
< B (Z o

i=1 a‘r’:

&
8.’1:5

L2(0)

+ ||“||L2(m||””L2(m) +
L2(0) {4.13)

3

>V

i=1

Ju

Dz Hv”L?(Q)°

L)

18em perda de generalidade, considera-se z; = z e de acordo com o contexto especifi-
camos (|-} ou (:|-)ga(q) se for necessario.



Pela imersio continua de V em H!:

du

: 2
||“||i={9) < ”u”Hl{Q) ‘55: . < ||“||H1(m
€
v
e S [ll g2y
92ill 2y }

Substituindo os dois dltimos termos em 4.13 obtemos que:

3
la(t;u,v)] £ (“-Wa + Zﬂ/ﬂ) eell s gy 1ot 1 sy -

i=1

Assim se

3
M=48+> V{1 >0

i=1

demonstra-se que:

la(t;, v} < Mijuljflo]|-

o A Coercividade:

a(t;v,v) + A ||U||f22(n) =

= z/ au( -vi) de + (o + 2) (vl + Zf Vf—“ dx

i=1 i=1 (4. 14)
o |?

33:,-

) F(o+ ) ||UHL2{Q}+21 /—v dz

3
2 az (Z
=1

Imas comao:



v v
_ > / / —uvdz| > V 2
f 3m,vd V Q Bxgv o= ' awt L) |EU”L @
e considerando que:
€ 2 1, 2
~ab 2 —S laf* = 1o
entdo
3 o |? 1
rf de > —-—V’ — )2, ,
; i / a‘h - ; ( a'lt 12() 2“‘:6” ”L (9))
que em 4.14:
5 3 . av ||’ 2
a(t;v, v) + A ollzag= | Do ( - —‘ ) E o+ A Z 7V {[vl{z2¢0)-
=1 1 LQ(Q} =1 <
Tomando .
5 = min {az1 - EV;J} 3
2 " Jiz123
entao
a(t; v, v) + X ||vlf3 o | +lo+ -~ Z 1o}l Z20-
L) = 63,, L2m) = ZV ()

Para

%:mm{a frra-3 k)]

e fazendo uma escolha conveniente para A e ¢ tal que 6 > 0, 9o > 0
podemos garantir que:

ativ,0) + A el 2 o ol oy Vo €V

Satisfeitas as condicdes do Teorema de Lions podemos dizer que existe
uma tnica solucdo u do problema dado por 4.8.



4.4 Discretizacao do Problema

Procedendo de forma similar ao capitulo anterior usamos a técnica dos Ele-
mentos Finitos para a discretizacio espacial e Crank-Nicolson na varidvel
temporal.

4.4.1 Discretizacao Espacial

Usando o subespago V¥, C V de dimensdo finita e considerando uma base de
elementos finitos {¢:} 1., tal que V; é gerado por{¢:}"r, onde N é o ndmero
de nds da triangularizacio em 2. Entdo a formulagdo 4.8 em Vi vem dada
por: !

(%lvh) + (azVu|Vup) + (VVulva) + (oulvn) = (fles) (4.13)

Procura-se uma solucio? u, € V; de 4.15 tal qie:

N
us = Y ilt) i) )
i=1
Como o pardmetro de difusio é varidvel com respeito a z e que zg < z £
21, entdo hé difusio maxima, @p., = az; € difusdo minima a.in = azo.
Consideremos a superficie terrestre no eixo XY e o vento predominante
ao longo do eixo X, assim nosso dominio tem o plano XY como base. Os
poluentes influenciados pela gravidade apresentam uma velocidade na diregao
do eixo Z (apontando na diregao negativa) mas pelo fato de eles serem, em
geral, metais ndo pesados essa velocidade é muito pequena comparada com
o valor daquela no eixo X e pode ser considerada desprezivel.
Fazemos um corte transversal no paralelepipedo justo na posigio da fonte
(y = yy) tal que o problema pode ser considerado num dominio bidimensional
do plano XZ segundo a ilustracao dada pela figura 4.1:
Assim a formulacio cldssica do problema bidimensional em 4.3 é para
V={(V,Vi)comV,>0e V3 <0

2Como uy, aproxima u, no contexto do problema u, pode ser considerado como u.

T e




Zi

| V. > 0°” )
v 1 ' L/.:

Figura 4.1: Redugéo ao caso Bidimensional na Segunda Abordagem

— —az "53:—2'1-@ A—+(Va—a)—+ou=f, em €Qx{0,7T]

[ Ou v Pu 1 Ou Ou
ot 1oz Dz

u(z,z,0) =uwe em

\ -Ea%(:c,z,t):[} em OQ.

e a respectiva formulagfio variacional em Vy:

(au|vh) + (azVulVv) + (Vl Ou + V3 gu | h) + o(ulop) =
z (4.18)

(flow), Yo €Wy
onde
Ju Bu
Vu = (5;, g—z')

Assim procurando u € Vp, u = u(z, z,1):



u=3ci(t) di(z,2) (4.19)

i=1

€ para vy, = ¢; em 4.18 obtemos o sistema ordinario:

Aé+Bec=d (4.20)

onde ¢ é a derivada do vetor ¢ = ¢(?) e:

A= [(étléj)] 1
B = [a(:V5:|Véy) + Vi (2216,) + Vs (216;) + o(oulay)] e

d = [(f]¢;)].

A variante deste problema com o problema do capitulo anterior esta nos
termos da matriz B originando uma submatriz de rigidez que dependera da
posicdo do ponto na discretizacgdo . '

4.4.2 Discretizagao Temporal
Se por simplicidade:

¢ = ci(ts)

com as mesmas aproximacbes na equacao 3.14, obtemos o seguinte sistema
linear:

A = B, ™+ Atd (4.21)

onde



n=(asdm _ .
Ar = [(1+§0) (86) + 52V 8IV8) + §W (B16s) + 50 (B164)]
B, = (A - 4!B) |

B, = [(1- §to) (4il¢;) — 42(:VulV;) — 4V (Bles) — 5V (32145)]

e
0 =
0

& = u(2,y:,0), i=1,...,N.



4.5 Experiéncias Computacionais e Simulagoes

Com a mesma observacao feita no final da secio 3.5, desenvolveu-se um
programa en FORTRAN 77 (vide Apéndice C) que com a ajuda do LINPACK
usado no capitulo anterior e com uso do software Mathematica obtivemos os
seguintes graficos (inicialmente para L, = 0.05 e L, = 2):

Caso E - Fonte no Centro do Dominio
E.1
Com os pardmetros a = 0.1, 6 = 0005, f =1, uo =1. ¥ =0 (fig. 4.2).

E.2

Agora usando os parametros de E.1 e a velocidade V; = 0.1 (fig. 4.3).



[XPT=10, Lz=C.0% ,z0a 045, 28=0.1,V3=3.}

Figura 4.2: Caso E.1: ¢ =0.1,0 =0.003, f=1,ug=1e ¥ =0



£33 x 3
«50,Lz=0.05 ,3C= QC5,2f=0.1,V1=32.1}

[NBTa102, Lamt
Tmlll, l2=C_0 3 3
5 y2lm £33, zfa3.1,Vo=2.1}

Figura 4.3: Caso E2: ¢ =0.1,0 =0.005, f=1,yp=1e}; =0.1
3 - 1 =u



Nas figuras observamos o seguinte:

¢ O comprimento em Z é muito pequeno e nao da para perceber variacoes
e, para z fixo, a distribuicfio descreve o mesmo comportamento ao longo
do eixo X; '

¢ Quando ndo ha transporte e apés 50 passos no tempo a concentragao
de poluentes passa ser ligeiramente maior do que a concentragao inicial,
apresentando os mesmos efeitos para z fixo ao longo do eixo X. E se
fixamos x a distribuicdo ao longo de Z é a mesma se estabelecemos
uma simetria imaginaria na reta definida pela sexta particdo do eixo
Xj

» Com a presenca de transporte e para 50 passos no tempo, notamos
o acréscimo da concentracio no sentido da velocidade o que é mais
notdrio apds 100 passos no tenipo;

e « varia no intervalo [5.1072,1072].

E.3

O descrito anteriormente também é observado ao mudar o valor da counstante
a para a = 0.0l com um ganho na concentragio total atingindo uma faixa
préxima a 1.2 (maior, portanto, que ug).

Os efeitos da velocidade sdo observados para NPT = 50 e mais ainda para
NPT = 100; aqui a faixa para o parametro de difusao é [5.107%,107% (fig.
4.4).



Figura 4.4: Caso E3: a =0.01, ¢ =0.005, f=1,%40=1



Para o problema modelado nesta abordagem, o eixo Z tem a ver com a
altura da localizacio da fonte. Deve ser levado em consideracdo para a regido
em questdo, que o comprimento no eixo X é maior em relagio aquele no eixo
Z. Os testes feitos mostram que tais comprimentos guardam a relagdo de 1
para 40 de modo que, se trabalharmos com unidade de comprimento em km,
1 km no eixo Z seria mais que suficiente pois na verdade a altura da fonte
nao ultrapassa os 300 m (0.3 km). E por isto que na continuagio fazemos
mais simulagbes acrescentando o comprimento em L., mantendo o mesmo
valor no caso de L. E assim podemos visualizar as variagtes ao longo de Z.
Optamos entdo por tomar L. = 0.45.

E.4

Obtemos na figura 4.5 notiveis diferencgas quando temos ¥; = 0, V; = 0.1
para NPT = 50 e 100, usando os parametros: ¢ = 0.1, ¢ = 0.005, V5 = 0,
f=1elL,=2; 0 parametro de difusio pertence ao intervalo [5.1073,5.1072].



—3.85 ,z0=3.05, 28y =3.11

[upTeid, a=0-3.12

=0.45 4 0+, 2.2t L}

[weT=13, a=0. L

-t
PRI IS B AL ,‘-‘

a3eG. 0508

1spo=5l, 1=0.1. Lz=3.4% «

o Ed: a = 0.1, o = 0.005, v,=0, f=lels=2

Figura 4.5: Cas



Caso F - Fonte no Canto do Dominio

Fa

Por 1ltimo, conservando o comprimento anterior e aproveitando a simetria
nos resultados ja obtidos, deslocamos a fonte poluidora no canto do dominio
para observar como se distribui a concentra¢io dos poluentes quando a ve-
locidade é nula e com os pardmetros: a = 0.1, ¢ = 0.005, V2 =0, f = 1,
up = 1, resultando a difusio numa faixa dada pelo intervalo [5.107%,5.1077]

(figura 4.6)



(¥2T=10, a=0.1,L2=0.45 ,20=0.05,2f=,V:=0.}

Figura 4.6: Caso F.1: ¢ = 01,0 =0.005,¥; =0, f=1, g =1



F.2

Quando submetida a uma velocidade V; = 0.1 para 10, 50 e 100 passos no
tempo e com os mesmos parametros (figura 4.7).



.......

Figura 4.7: Caso F.2: e = 0.1, 0 =0.005, V1 = 0.1,V =0, f =1,uy =1



Assim, se hipoteticamente uma indistria estd localizada em uma cidade
no canto do dominio, as cidades ou bairros vizinhos comegariam a ter pro-
blemas, pois no futuro {ex.:NPT = 100) elas poderiam ser atingidas por uma
poluigdo alheia ao bairro ou cidades em questao. Com esse comentario final
passamos as conclusGes e recomendagdes deste trabalho.



Capitulo 5

Conclusoes e Recomendacoes

1

Existem muitos trabalhos em contaminagdo ambiental. Por um lado, ha
tratados desde o ponto de vista de Biologia, Quimica, Ecologia e Ciéncias
Ambientais. Também trabalham neste campo genericamente definido, entre
outros profissionais em Técnicas Sanitdrias, em Satide Piblica, e em Direito.
Infelizmente, ha relativamente pouco registro bibliografico de participagao de
Matematicos neste campo — guardadas as proporgdes.

E assim que na bibliografia disponivel praticamente nio tém sido en-
contrados trabalhos que enfoquem o problema de evolugao da poluigao at-
mosférica usando a linguagem das' Equagoes Diferenciais Parciais € ainda
menos na obtencao de solugbes aproximadas usando seja técnicas de Di-
ferncas Finitas ou ainda de Elementos Finitos (FEM). O Modelo da Pluma
de Gauss, como método analitico, apenas ilustra o problema em certos ca-
sos estaciondrios. Constitui-se pois o. presente trabalho em um dos pontos
de partida para trabalhos posteriores em que fenémenos condizentes com a
complexidade do assunto devem ser encarados no ambito de Equagdes ou
Inequacées Funcionais nio lineares.

As solugées aproximadas de nosso problema de difusdo-adveccdo com
FEM de primeira ordem sao visilmente melhoradas quanto maior o refina-
mento da malha na discretizagéo da variavel espacial, observando-se uma
concentragdo maior na zona de incidéncia da fonte poluidora, onde a presenca
do termo advectivo nas duas abordagens é notavel segundo a ilustragio dos
gréaficos pelo deslocamento desses poluentes no decorrer do tempo. Isto signi-
fica que pode dar-se o caso que em cidades ou bairros vizinhos o prejuizo seja
bem maior do que na regido onde a fonte esti localizada, dependendo, obvi-
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amente, da magnitude e dire¢io do vento e da quantidade e tipo de poluente
emitido. Na primera abordagem, em que o problema foi reduzido apenas as
variaveis horizontais, optamos pela utilizagdo de um cddigo numeérico com
Elementos Finitos de 2% ordem (FEM/2%). Além de verificar resultados an-
teriormente aproximados via FEM/1%, isto visava abrir a possibilidade de
usar esta ordem em futuras aplicagbes . A possibilidade de recorrer & rede
SUN em ambiente UNIX foi importante nesta escolha. Trabalhos futuros
(porém imediatos) devem incluir o recurso de técnicas SUPG (Streamline-
Upwind-Petrov-Galerkin}, possibilitando que seja desrespeitada a imposigao
da condigio de Peclet, aumentando tanto a malha espacial quanto a extenséo
temporal do estudo, segundo uma linha ja desenvolvida por outros colegas,
[15] e {16]. Além do desenvolvimento de melhores técnicas numéricas, traba-
lhos futuros tambem irdo fazer uso de contatos ja existentes com o NEPAM
(Nicleo de Estudos de Pesquisas Ambientais) e com a CETESB (Cia de
Tecnologia de Saneamento Basico) para o uso de pardmetros em estudos re-
ais - visando efetiva contribucfo em situacoes de estudos, de avaliagio e de
decisdo sobre centros poluidores para o justo e imprescindivel equilibrio, no
real interesse e bem estar tanto da coletividade presente, como das geragdes
futuras.



Apéndice A

Para £ C R™ usamos 0s espagos:

¢ H = L*(Q): o espago das fungdes quadrado integriveis no sentido de
Lebesgue:

o H'{(Q) e Hy(N): o espaco das funcées em L(Q) cujas derivadas de
primeira ordem pertencem a L*(f2), entendendo-se que elas séo consi-
deradas no sentido das distribuiges.

onde os produtos internos e normas sio:

e Em L3(Q):
(f:g)L2[Q} = fnfg dz
1l 2y = (o 11 d2)? 7
e Em H(Q):
(V) gy = (8, V) paq) + Tl (37“ 5)7) L3 (2) /
2 /2,
oy = (0, = [y + = [ 2] 0]

o Em H}{Q): similar ao caso em H(Q).

Com a finalidade de identificar os termos de nosso problema apresentado na
primera e segunda abordagem con os termos do Teorema de Lions precisamos
Estabelecer o seguinte operador diferencial:
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A( ) Z B2 (a,,xt 81)+Za x,t -a—q-+ag(x t)

i,=1 =1

e dentro do contexto do Teorema, fazemos a formulacio cldssica do seguinte
problema:

{A(xt,ai)u+%=f sobre 2 x {0, T} (A1)

Cl € CcC

sendo a sua correspondente formulagdo variacional:

/QA(x,t, C%) u ol dz,-l-/ — v(z fl:c:/nf(x,t)tr(:c)d.r (A.2)

usando produto interno a equagio A.2 no contexto do Teorema de Lions, faz
com que: '
a(t;u(t),v) = / Alx,t, 2 uv{x) dz (A.3)
o dx

Sendo que na passagem de A.2 e A.3 tém-se considerado algumas modi-
ficagdes pelo uso do Teorema de Green e as condigdes de contorno.

Na continuagao exemplificamos a expressio do operador A (x t 3x) no
caso n = 3. .

com
o u(x,0}) = uo(x)

o fooPv(z)ds =0, Vve)?

zgnl = E?j_l aij(x, 1) cos(n, x;) %, onde n é o vetor normal & superficie IQ
W 2



Vejamos como simplificar os dois primeiros termos de A.4:

3 Ju
Z_ (‘JXt 8$j)=

3} a b d
- 5——' (a ( ) aul -+ a’l?(x t) a:; + 0'.13(}(, f) ‘a"—:‘:;) -+
0 Ju Ju Su
'(:3_‘( 1(x, )3 o + ag(X,t) — B2, + aos(x,1) 0.1?3) +
d Ou du o
+BT‘3 (asl(x,t) a 1 + a32(x t) 8 - + 033(){ f) ();3) =3

= div(@(x,1). Vu,&{x, ). Vu, @a(x, 7). Vu)
com a previa definicéo :
ay(x,t) = (aui(x,?), a12(x, t), ara(x, t))

ag(x t) ( ( ) agg(x f) agg(x i))
az(x, t) = {az1(x, 1), aza(x, 1), aza(x, t)).

3 d Ou d
Y ai(x,t) a—; = ay{x,t) — oe, + aq(x, t) oz, +(I3(X 1) £ l
= V(%,1).Vu
com
V(x,1) = (a(x, 1), aa2(x, 1), a3(x,1))

Assim, a expansdo em A.4, no caso tridimensional, pode ser facilmente
considerada como:

A (x,t; 5(9;) w = —div(a;(x,1).Vu,&,(x, ). Vu,G(x, 1)} f.Vu)



+V(x,1).Vu + ap(x,t) u
entio a equagio A.3 fica®: B

a(t;u(t),v) = ./Q (—div(d;.Vu,d@ . Vu,@.Vu) + V.Vu + qp u) v(z)de
assim se,por exemplo, a; = a;a, =0 1 4, teremos que:

a(t;u(t),v) = /Q(—a Au+ V.Vu + go u) v{r) dz.

1

3Entenda-se o; = &i(x%,%), i=1,2,3 e ag = ao{x,1)



Apéndice B

Os espacos dos elementos finitos Vj, sdo determinados por pedagos de fungdes
polinomiais sobre subdivisées ou triangularizages T, = { '} de um dominio
denotado 2 C RY, d = 1,2,3. No caso d = 2 os elementos K podem ser
triangulos ou quadrildteros. '

No caso correspondente a problemas de contorno de segunda ordem é
necessario que seja satisfeito que:

Vi C HY(Q)
Desde que V), consiste em pedagos de fungbes polinomiais temos que:
Vi C HY(Q) & YV, C C%TY) (B.1)

onde

‘0=0nan

C%Q) = {v: & — R/v é continual.

A equivaléncia B.1 depende do fato das funcées v em V, serem polinomiais
sobre cada elemento K, ou seja, se v é continua ao longo do bordo comum
de elementos adjacentes, entdo a primeira derivada D%v, o] = 1, existe! e
sdo pedagos continuos, ou seja, v € H(f2).

lg = (@, @3) é um superindice e definimos |a| = o) + a.
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Por outro lado se v nio é continua ao longo de algum bordo entre ele-
mentos, assim v & C°(Q2), entéo as derivadas D%v, ja| = 1 nio existem como
fungdes em L3(£1) %, e assim v & HY ().

Definimos formalmente um elemento finito como a terna (K, Pr, 3,) onde:

¢ K: um objeto geométrico, no nosso caso o tridngulo;
o Py um espago vetorial de dimensao finita de fungées definidas em K

s Y. é o conjunto de graus de liberdade.

Assim uma fungdo v € Py é unicamente determinada pelos graus de
liberdade 3.

Nés usamos duas situagoes:

o K um tridngulo, Py = P{K) o espago dos polindmios de grau menor
ou igual a um definidos sobre K e trés graus de liberdade dados pelos
valores nos vértices do triangulo;

e K um tridngulo, Px = P,(K) o espago dos polinémios de grau menor
ou igual a dois definidos sobre X e seis graus de liberdade dados pelos
valores nos vértices e os pontos médios dos lados do tridngulo.

Segundo temos trabalhado nos capitulos 3 e 4 explicaremos aqui as ca-
racteristicas dos elementos finitos tomados em consideraco.

Sendo ¢ R? um dominie de fronteira poligonal 8Q e T, = {K'} uma
triangularizacio de  dada pelos tridngulos K3.

Usamos para r = 1,2

P.(K) = {v:v é um polindmio de grau < r sobre K’}

Assim para cualquer elemento v em Pj(K) e com trés graus de liberdade
tem-se a seguinte representacao :

v(a:,y) = a+b$+cy& (Tsy) € I{

*Se v é descontinua ao longo de uma fronteira I', entdo D, {a| = 1, poderia ser a
fungdo de Dirac é com suporie I', que ndo ¢ uma fun¢do quadrado integravel.

3Ty = {K),...,Kn} de ndo “overlapping” trinangulos K; onde nenhum vértice de
tridngulo qualquer cai sobre o lado de outro tridnguloe @ = Ugr, K = K UK:U.. . UK,,.



Seja o triangulo padrio K, de vértices numerados no sentido anti-horario.

E ainda

q51(x,y)=1-—:i:--y .

Ga{z,y) ==

¢3(z,y) = ¥
tal que se x = (2,y) e os vértices sdo denotados por &;, ¢ = 1,2, 3, teremos
que:

sy _J L se 1=3
"'5‘(‘“)‘{0, se i ]

ou simplesmente:

¢i(2;) = 6;;
assim {¢, da, $3} € uma base local para P () (figura B.1).

Nas equagbes de contorno de segunda ordem gue constam do termo ad-
vectivo, como no nosso caso, acontece que na construgio da matriz de rigidez
do problema é preciso fazer diferenga na posigio do triangulo na triangula-
rizacdo. E assim que tendo mais um tridngulo padrido: onde as fungoes de
base local seran {#;} com ;(T;) = §;; sdo:

Yi(z,y)=1+z+y
1!’2(3:13}] = =X
¥s(2,y) = —¥

Similarmente, para v € F(K) e com seis graus de liberdade:

v(z,y) = a+ bz + ey + doy + ex® + fy?, (z,y) €K

onde, além dos vértice do tridngulo padrae K, ¢ = 1,2 usamos os pontos
médios dos lados, teremos entao:

¢1(z,y) = 1 — 3y — 32 + day + 2y° + 222
da(2,y) = 4z — doy — 42?
ds(z, )_—x+2:r2

!I

(z,9)
¢s(z,y) = —y + 2y°
ge(2,y) = 4y — doy — 49°



(z,y) = 3 — By — bz + day + 2y° + 22°

(z,y) = —4 + 4y + 8z — 4oy — 42°
Pa(z,y) = 1 — 3z + 227

(z,y) =4 — 4y — 4o + day

(z,y) =1 —3y +2¢°

(2,y) = —4 + 4z + 8y — day — 4y*

e em ambos 0s casos:

éi(2;) = i, em 1@'1
?,ff','(ij) = 0;;, em Ky



Figura B.1: Base de um Elemento Finito de Primer Ordem

Figura B.2: Base de um Elemento Finito de Segunda Ordem



E facil de demonstrar que tanto no caso de FPi(K) e P,(K) uma fungdo
v € P.(K), r = 1,2 esta unicamente determinada pelos graus de liberdade
que possuem [4].. A figura B.2 ilustra como sao as fungdes de base no caso
dos elementos de segunda ordem.

E também de observar que para facilidade nos célculos nos elementos das
matrizes, os que sao integracdes, fizemos a consideragio:

[ [ st niedn =

rit+Ar {—may+y,.ﬁa,+ﬁy.1,+.’.\a,ﬁy
= [ [T @ e )t y)ide dy

fal /ll_gf(fvw)d& dy =

T+ AT
_/ /_ 'r:._,‘a‘ 'L y))lv](%(x,y),?)(ar,f; ))|d3; ({y

—x-ky+y.Ax+Ayx +azdy

onde J(é(z,y),n(a,¥)) é o Jacobiano da transformacdo que leva os pontos do
sisterna de coo;denadas £n em pontos no respectivo sistema axy.



Apéndice C
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PROGRAMA QUE FAZ A SOLUCAD DE:

Ut-ALPHA* LAP(U)+DIV(V*U)+SIGMA*U = F COM DIV(V+U)=VixUx+V2*Uy
COM F UMA FONTE LOCAL CONSTANTE E ALPHA,SIGMA,V1,V2 CONSTANTES.

RESOLUCAD VIA ELEMENTOS FINITOS NO DOMINIO RETANGULAR (a,b]lX[c,d]
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PARAMETER(NA=125,ML=288)

IMPLICIT REAL*4(A~H,D-Z)

DIMENSIGN D1(NA)

COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR

COMMON /SINT/DX,DY,DT

COMMON /MANTR/MALHA(ML,3),L(ML),IRA{ML)

COMMON /PAR/F,ALPHA,SIGMA,VX,VY ,IND1

COMMON /DAUX/IPVT(NA) ,Z{NA) ,RCOND

COMMON /MAUX/GSY(3,3),s16(3,3),VEL1(3,3),VEL2(3,3),5UB1(3,3},
1 SUB2(3,3),BU(3) ,A(NA,NA) ,A1(NA,NA) ,AD(NA,NA),



2 AE(NA,NA) ,D(NA)

CALL LETDAD
CALL INFO

CALL CALC

CALL RESOLVE(D1)

] CALL GRAFIC(D1)

SUBROUTINE LETDAD

COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR
COMMON /SINT/DX,DY,DT
COMMON /PAR/F,ALPHA,SIGMA,VX,VY ,IND1

* DADOS PARA A VARTAVEL ESPACIAL E VALOR DOS PARAMETROS

WRITE(*,*)*0 INTERVALO [XD,XFJ:
WRITE(*,*)*X0= *

READ (*,*)XC

WRITE(*,*)*XF="

READ (*,*)XF

WRITE(*,*)’0 INTERVALO [YD,YF]’
WRITE(*,*)’Y0= ?



READ(*,*) YO
WRITE(*,*)’YF=’
READ(*,%)YF
WRITE(*,*)’DAR 0 NUMERD DE SUBINTERVALOS NX’
READ (*,*)NX
WRITE(*,*)'DAR O NUMERD DE SUBINTERVALOS NY’
READ (% ,*)NY '
WRITE(*,*)’DAR VALOR DE LA FONTE CONSTANTE F’
READ(*,%)F
WRITE(*,%) ’POSICAD DA FONTE’
READ (*,%)IND1
WRITE(#*,*)’0 VALOR DO PARAMETRO ALPHA’
READ (*,%)ALPHA
WRITE(*,*)*0 PARAMENTRO DE DECAIMENTO SIGMA’
READ(*,*) SIGMA
WRITE(*,*)’0S VALORES DAS VELOCIDADES’
WRITE(*,*)'VX=’
READ(*, %) VX
WRITE(*,*) VY=’
READ (3, %) VY
WRITE(*,*)’0 DT:’
READ(x,%)DT
WRITE(*,*)’ ITERACAD REQUERIDA,NTR>=5’
READ (*, *)NTR

NT=2*NX*NY
NV=(NX+1)*{(NY+1)
NN=(NX-1)*(NY-1)

DX=(XF-X0) /NX
DY=(YF-YD)/NY

RETURN
END

* SUBROTINA FORNECE INFORMACOES NO PROCEDIMENTD PARA OBTER A



* SOLUCAO

SUBROUTINE INFO

COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR
COMMDN /SINT/DX,DY,DT
COMMON /PAR/F,ALPHA,SIGMA,VX,VY ,IND1

OPEN(UNIT=2, FILE=’EVOL.0UT’)

WRITE(2,*)' INFORMACDES DO PROBLEMA DE DIFUSAD-ADVECCAQ
WRITE(2,%) 'POLUENTES NA SUPERFICIE TERRESTRE’
WRITE(2,%)’F='F

WRITE(2,*)’ ALPHA=’,ALPHA
WRITE(2,*)’SIGMA=',SIGMA

WRITE(2,*)'VX E VY = *,VX,VY

WRITE(2,*)'NX E DX= ’,NX,DX

WRITE(2,*)'NY E DY= ’,NY,DY

WRITE(2,*)’NN =/ NN

WRITE(2,*) 'NV= ’ NV

WRITE(2,*)’NT =’ NT

WRITE(2,*)DT= ’,DT

WRITE(2,*)’ITERACAD REQUERIDA,NTR= ' ,NTR

SUBROUTINE CALC

PARAMETER(NA=125,ML=288)
COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR
COMMON /SINT/DX,DY,DT
COMMON /MANTR/MALHA(ML,3),L(ML),IRA(ML)



COMMON /PAR/F,ALPHA,SIGMA,VX,VY,IND1
COMMON/MAUX/GSU(3,3),81G(3,3),VEL1(3,3), VEL2(3,3),
1 SUB1(3,3), SUB2(3,3),BU(3),A(NA,NA) ,AT(NA,NA),
2 AD(NA,NA),AE(NA,NA) ,D(NA)

CALL MALHAM

IND2=IND1+1
M1=MALHA(IND1,1)
M4=MALHA (IND2,1)
M2=M1+1
M3=pM4-1
WRITE(2,*)’LDCALIZACAD DA FONTE:’
WRITE(2,*)’NA REGIAQO DOS TRIANGULODS:’,’NTf=’,IND1,’E’,IND2
WRITE{2,*) ’NOS NODOS:’,M1,M2,M3,M4

* LA SUBMATRIZ DE RIGIDEZ

ALPH1=0.5%(1.0/(DX*DX)+1.0/(DY*DY))
ALPH2=0.5/(DX*DX)
ALPH3=0.5/ (DY*DY)

GSU(1,1)=ALPH1
GSU(1,2)=-ALPH2
GSU(1,3)=-ALPH3 .
GSU(2,1)=CSY(1,2)
GSU(2,2)=ALPH2
Gsu{2,3)=0.0
GSU(3,1)=GsU(1,3)
GSU(3,2)=G3U(2,3)
GSU(3,3)=ALPH3

SIG(1,1)=1.0/12
SI1G(1,2)=0.5/12
SIG(1,3)=0.5/12
SIG(2,1)=8IG(1,2)



SIG(2,2)=51G(1,1)
SIG(2,3)=0.5/12

8I1G(3,1)=SIG(1,3)
$1G(3,2)=S1G(2,3)
$1G(3,3)=S1G(1,1)

v=1.0/6

DO 65 I=1,3
VEL1(I,1)=-V
VEL1(I,2)=V
VEL1(I,3)=0

VEL2(I,1)=-V

VEL2(I,2)=0

VEL2(I,3)=V
65 CONTINUE

DO 70 I=1,3
DO 70 J=1,3
GSU(I, J)=DX*DY+GSU(I,J)
SIG(I,J)=DX*DY*SIG(I,J)
VEL1(I,J)=DY*VEL1(I,J)
VEL2(I,J)=DX*VEL2(I1,J)
70 CONTINUE

DO 80 I=1,3
DD 80 J=1,3
SUB1(T, J)=ALPHA*GSU (I, J)+SIGMA*SIG(I,J)
SUB1(I,J)=SUB1(I,J)+VX*VEL1 (I, J)+VY*VEL2(I,J)
80  CONTINUE

DO 85 J=1,3
VEL1(1,3)=-VEL1(1,J)
VEL2(1,J)=-VEL2(1,J)
85  CONTINUE



DO 90 I=1,3
DO 90 J=1,3
SUB2(T, J)=ALPHA*GSU(I,J)+SIGMA*SIG(I,])
SUB2(I,J)=SUB2(I,J)+VX+VEL1 (I, J)+VY*VEL2(I,J)
90  CONTINUE

* 0 SUVETOR BU
BU(1)=F*DX*DY*DT/6
BU(2)=BU(1)
BU(3)=BU(1)

* 0 ASSEMBLE DA MATRIZ DE RIGIDEZ E O VETOR DE CARGA D

DO 92 I=1,NN

D{(I)=0
DD 92 J=1,BN
A(1,J) = 0

92 CONTINUE

DO 100 K=1,NT
DO 100 I=1,3
MIK=MALHACK,I)
IF(MIK.NE.0) THEN
DO 110 J=1,3
MIK=MALHA(K, I)
 IF(MJK.NE.Q) THEN
A1(MIK,MJK)=41(MIK,MJK)+SIG(T,])
IF(K.EQ. ((K/2)*2)) THEN
A(MIK,MJK)=A(MIK,MJK)+SUB2(I,J)
ELSE
A(MIK,MJK)=4(MIK,MJK)+SUB1(I,J)
ENDIF
ENDIF

110 CONTINUE



IF((K.EQ.IND1) .OR. (K.EQ.IND2)) D(MIK)=D(MIK)+BU(I)
ENDIF
100 CONTINUE

DO 150 I=1,NN
DO 150 J=1,NN
AE(I,J)=A1(T,7)+0.5+DT*A(I,J)
AD(I,J)=A1(I,1)-0.54DT*A(I,J)
150 CONTINUE

RETURN
END

SUBROUTINE MALHAM

*DECLARACAO DAS VARIAVEIS

*NX :NUMERO DE SUBINTERVALOS NO EIX0-X
*NY :NUMERO DE SUBINTERVALOS NO EIXO-Y
*NV :NUMERO DE VERTICES NA DISCRETIZACAD
*NT :NUMERQ DE TRIANGULOS

*NN :NUMERO DE NOS

+MALHA :MATRIZ MALHA '

IMPLICIT REAL*4(A~H,0-Z)
PARAMETER(NA=125 ,ML=288)

COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR

COMMON /SINT/DX,DY,DT

COMMON /MANTR/MALHA (ML,3),L{ML),IRA(ML)

NX1 = NX+1
NYi = NY+1
DO 10 I=1,NV

L(1)=0



IRA(I)=0
10 CONTINYE

*BORDE DA BASE

DO 20 I=1,NXi
L(I)=1
20 CONTINUE

*BORDE IZQUIERDO

DO 30 I=1,NYt
K=I*NX1+1
L{K)=1

30 CONTINUE

* BORDE DIREITO
DO 40 I=2,NY+1
K=I%NX1
L{K)=1
40 CONTINUE

*BORDE SUPERIDR
K1=NY*NX1+2
K2=NY1*NX1-1
DG 50 I=Ki,K2

L(I)=1
50  CONTINUE

5 J=0
DO 80 I=1,NV
IRA(I)=0
IF(L(I) .EQ.0) THEN
J=J+1
IRA(D)=J

ENDIF



80 CONTINUE
* A MALHA INCLUINDO QO BORDE

K=0
DO 100 J=1,NY
DO 200 I=1,NX
K=K+1
MALHA (K, 1)=(J-1)*NX1+1
MALHACK, 2) =(J-1)*NX1+(I+1)
MALHA(K,3)=J*NX1+I

K=K+1 1

MALHA(K,1)=J*NX1 +(I+1)
MALHA (K, 2) =J*NX1+1
MALHA(K,3)=(J-1)*NX1+(I+1)
200  CONTINUE
100  CONTINUE

* A RENUMERACAO DOS NOS DA MALHA
DO 110 KE=1,NT
MALHA(XE,1)= IRA(MALHA(KE,1))
MALHA(KE,2)= IRA(MALHA(KE,2))

MALHA(KE,3)= IRA(MALHA(KE, 3))
110  CONTINUE

SUBROUTINE RESOLVE(D1)

PARAMETER(NA=125)



DIMENSION UO(NA),D1(%)

COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR

COMMON /MAUX/GSU(3,3),5IG(3,3),VEL1(3,3),VEL2(3,3),

1 SUB1(3,3),SUB2(3,3) ,BU(3) ,A(NA,NA),

2 ~ A1(NA,NA),AD(NA,NA) ,AE(NA,NA) ,D(NA)
COMMON /DAUX/IPVT(NA),Z(NA),RCOND

* A CONDICAD INICIAL UQ

DO 140 K=1,NN
vo(K)=Uo(X,Y)
140 CONTINUE

CALL SGECO(AE,NA,NN,IPVT,RCOND,Z)
DO 170 N=1,NTR
* FAZ AD#U(N)+D COM RESULTADC EM D1
CALL PROD(NN,AD,U0,D,D1)
*  RESOLVE AE#U(N+1)=D1 COM RESULTADO EM D1
CALL SGESL(AE,NA,NN,IPVT,D1,0)

DO 180 I=1,NN
U0(1)=01(1)
180 CONTINUE

NTR1=NTR-3
IF(N.GT.NTR1)  THEN

WRITE(2,11) N

11 FORMAT(’0 VETOR SOLUCAG NA ITERACAD N= ’,I3)

DO 190 J=1,NY-1

J1=(J-1) % (NX-1)+1

J2=J%(NX-1)

WRITE(2, ) (D1(I),I=J1,J2 )

—



150 CONTINUE
ENDIF
170 CONTINUE

* SUBROTINA PREPARA O ARQUIVD PARA 0 GRAFICO DA SUPERFICIE
* SOLUCAD NA ULTIMA ITERACAQ:NTR

SUBROUTINE GRAFIC(D1)

DIMENSION D1(*)
COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR

OPEN(UNIT=3, FILE=’GRAFEVOL’)

NX1=NX-1
NY1=NY-1
WRITE(3,’(1X,6A)?) ' GRAF={"
WRITE(3, ' (1X,64)7)°{0," _
WRITE(S, ' (1X,64)°)(’0,7,I=1,NX1)
WRITE(3,’(1X,64)?)°0},’
DO 200 J=1,NY1
WRITE(3, ’{(1X,38{0,,\)")
DO 210 I=(J-1)*NX1+1,J*NX1
IF(J.EQ.NY1) THEN
IF(I.EQ. (NX1*NY1)) THEN
WRITE(3,’(1X,F12.6,4H,0}, ,\)?)D1(I)
ELSE _
WRITE(3,'(1X,Fi2.6,1H, ,\)’)D1(I)
ENDIF
ELSE
1F(I.EQ.NX1#J) THEN
WRITE(3,'(1X,F12.6,4H,0},,\) " )D1(L)
ELSE



WRITE(3,’(1X,F12.6,1H,,\) )D1(I)

ENDIF
ENDIF
210  CONTINUE
200  CONTINUE

WRITE(3,?(1X,64)?)*{0,’
WRITE(3,’ (1X,6A)?)(’0,’,I=1,NX1)
WRITE(3,’ (1X,64)°)'0}}’

RETURN

END
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* A CONDICAD INICIAL UO(X,Y)
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REAL*4 FUNCTION UO(X,Y)

REAL*4 X,Y

Uo=1

END
Kl 4 . L b e 0 i P o e o ot
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*SUBROTINA PRODUTD FAZ: AD*U(N)+D =D1
B e i Bk & ey o e e e e e T e

SUBROUTINE PROD(N,A,X,Y,Di)
PARAMETER (NA=125)
REAL*4 A(NA,*) ,X(x),Y(%),D1(*)

DO 10 I=1,N

8=0

po 20 J=1,N

S= S+A(I,J)*X(J)
20 CONTINUE



D1(I)=5+Y(I)
10  CONTINUE

RETURY

END
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Ut~ALPHA* LAP(U)+DIV{V*U)+SIGMA*U = F COM DIV{VxU)=Vi*Ux+V2*Uy
ONDE F E UMA FONTE LOCAL
RESOLUCAD VIA ELEMENTOS FINITOS DE SEGUNDA ORDEN NO RETANGULO
[a,b]lX[c,d]

i
CONDICAD DE BORDE:U =0 NO BORDE DE[a,b]X[e,dd
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PARAMETER (NA=400 ,MNA=200)

IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)

DIMENSION X1(NA) '

COMMON /INT/ NX,¥Y,NT,NNX,NNY,NN

COMMON /CIN/ DX,DY,DT,ALFA,SIGMA,V1,v2,FCT,IND1,IND2
COMMON /TEM/ NPT

COMMON /COM/ XL,YL o

COMMON /DAUX/IPVT(NA),Z1{N4) ,RCOND

COMMON /MAT!/ MALHA(MNA,6) ,SA1(6,6),3B1(6,6),SFI(6)
COMMON /MAT2/A(NA,NA),B(NA,NA) ,D(NA),SAS(6,6),5BS(6,6)
COMMON /MAUX1/ RF(6,6),RFG(6,6) ,RFX(6,6),RFY(6,6)
COMMON /MAUX2/ RFS(6,6) ,RFGS(6,6) ,RFXS(6,6) ,RFYS(6,6)

CALL LETDAD
CALL MALHA2
CALL ASSEMBLER
CALL RESOLV(X1)
CALL GRAFIC(X1)

END



* SUBROTINA LETURA DE DADOS E CALCULO DE PARAMETROS DA DISCRETIZACAQ
K e L e D il e . S S A ek b e . T S St e e % ———

SUBROUTINE LETDAD

COMMON /INT/ NX,NY,NT,NNX,NNY,NN

COMMOGN /CIN/ DX,DY,DT,ALFA,SIGMA,V1,V2,FCT,IND1,IND2
COMMON /TEM/ NPT

COMMON /COM/ XL,YL

i
CPEN(UNIT=12,FILE="FEM2.DAT’)

WRITE(*,*)’0 COMPRIMENTO EM X’

READ(*,#)XL

WRITE(#*,*)’0 COMPRIMENTO EM Y’

READ (*,*) YL

WRITE(*,*)’0 NUMERD DE SUBINTERVALOS EM X’
READ (%, #)NX

WRITE(*,*)’0 NUMERO DE SUBINTERVALGOS EM Y’
READ (%, ®)NY

WRITE(*,*)’0 PARAMETRG DE DIFUSAQ ALFA’
READ(*,%) ALFA

WRITE(*,%)’0 PARAMETRO DE DECAIMENTO SIGMA’
READ (*,*)SIGMA i

WRITE(*,*)’A VELOCIDADE EM X: VX’
READ(*,*)V1

WRITE(*,*)’A VELOCIDADE EM Y: VY’
READ (¥, %) V2

WRITE(*,%*)’0 VALDR DA FUNCAO FONTE’
READ (* ,%)FCT

WRITE(*,*)’FONTE NA REGIAO DOS TRIANGULOS’
WRITE(*,*)’IND1’

READ (*,*) IND1

WRITE(*,*)?IND2’

READ (*, %) IND2



WRITE(*,*)’0 DT:’

READ (* ,*)}DT

WRITE(*,*)’ ENTRE COM 0 NUMERO DE PASSODS NO TEMPO:’
READ (%, %) NPT ‘

DX=XL/NX

DY=YL/NY

NT=2+NX*NY

NNX=2*NX+1

NNY=2%NY+1

NN=(2%NX~1)#* (2%NY-1)

WRITE(12,25) NNX,NNY,DX,DY,NN,NT,NPT

25 FORMAT(/* NNX,NNY:’,2I8,5X,°DX,DY:’,2E14.5,5X%,
1 'NN,NT,NPT: ’,31I8)
RETURN
END
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SUBROUTINE MALHA2

PARAMETER (MNA=200)

DIMENSION L{400),IRA(400)

COMMON /INT/ NX,NY,NT,NNX,NNY,NN

COMMON /MAT1/ MALHA(MNA,6),SA1(6,6),SBi(6,6),SFI(6)

NV=NNX#NNY

NX1
NY1

[}

NNX+1
NNY+1

DO 10 I=1,NV
L(I)=0
10 CONTINUE



*BORDE EZQUERDO

DO 20 I=1,NNY
L(I)=1
20 CONTINUE

*BORDE DA BASE

DO 30 I=1,NNX-2
K=I*NNY+1
L{K)=1

30 CONTINUE

* BORBE SUPERIOR
DO 44 T=2,NNX-1
K=I*NNY
L{K)=1
44 CONTINUE

*BORDE DIREITO
K1=(NNX-1)*NNY+1
K2=NNY*NNX

DO 50 I=Ki,K2
L(I)=1
50 CONTINUE

J=0

DO 80 I=1i,NV
IRA(T)=0
IF(L(I).EQ.0) THEN

J=J+1
IRA(I)=J
ENDIF
80 CONTINUE
* A MALHA INCLUINDO O BORDE



DO 40 I = 1, NX
DO 40 J = 1, NY
K=K+1

MALHA(K,1) = 2%(I-1)*NNY + 2%(J-1)+1
MALHA(K,2) = MALHA(K,1) + NNY
MALHA{K,3) = MALHA(K,2) + NNY
MALHA(K ,4) = MALBA(K,2) + 1
MALHA(K,S) = MALHA(K,1) + 2
MALHA(K,6) = MALHA(K,1) + 1
K=K+1

MALHA(K,1) = 2%I*NNY + 2%J + 1
MALHACK,2) = MALHA(K,1) - NNY
MALHA(X,3) = MALHA(K,2) - NNY
MALHA(K,4) = MALHA(K,2) - 1
MALHA(K,5) = MALHA(K,1) - 2 oo
40 MALHA(K,8) = MALHA(K,1) - 1

* A RENUMERACAD DOS NOS DA MALHA
DO 110 KE=1,NT
DO 110 J=1,6

MALHA (KE, J)= IRA(MALHA(KE,J)
110  CONTINUE :

SUBROUTINE ASSEMBLER

PARAMETER (NA=400,MNA=200)



COMMON /INT/ NX,NY,NT,NNX,NNY,NN

COMMON /CIN/ DX,DY,DT,ALFA,SIGMA,V1,V2,FCT,IND1,IND2
COMMON /MAT1/ MALHA(MNA,6),SA1(6,6),5B1(6,6),SFI(6)
COMMON /MAT2/A(NA,NA) ,B(NA,NA),D(NA),SAS(6,6),SBS(6,6)
COMMON /MAUX1/ RF(6,6),RFG(6,6) ,RFX(6,6),RFY(6,6)
COMMON /MAUX2/ RFS(6,6) ,RFGS(6,6) ,RFXS{6,6) ,RFYS(6,6)

* 0S5 ARQUIVOS GERADOS PELQ SQFTWARE MATHEMATICA

OPEN(UNIT=111,FILE=’arF’,STATUS="0LD"’)

OPEN(UNIT=112,FILE=’arFX’,STATUS='0LD’)
OPEN(UNIT=113,FILE='arFY’ ,STATUS=’0LD’)
OPEN(UNIT=114,FILE=’arG’,STATUS=’0LD?)

OPEN(UNIT=116,FILE=’arFX2’,STATUS=’0LD')
OPEN(UNIT=117 ,FILE=’arFY2’,STATUS=’"0LD’)
OPEN(UNIT=119,FILE=’arF12’,STATUS="0LD’)

* CONSTRUCAO DAS SUBMATRICES DE RIGIDEZ
bo 251 I=1,6

READ(111,%) (RF(Z,J),J=1,6)

READ(112 ,%) (RFX(I,J),J=1,6)

READ(113,%) (RFY(I,J), J=1,6)

READ(114,%) (RFG(I,J),J=1,6)

READ(116,%) (RFXS(I,J),J=1,6)

READ(117,%) (RFYS(I,J),J=1,6)
251 READ(119,%) SFI(I)

DO 252 I=1,6
SFI{I)=DX*DY*SFI(I)

DO 252 J=1,6
RF(I,J)=DX*DY*RF(I,J)
RFS(I,J)=RF(I,J)



RFX(I,])=DY*RFX(I,J)
RFX3(I, J)=DY#*RFXS(I,J)
RFY(I,J)=DX*RFY(I,J)
RFYS(I,J)=DX*RFYS(I,J)
252 RFG(I,J)=(DY/DX)*RFG(I,J)

*  ENTRADA DE ELEMENTOS DAS MATRICES GRADIENTES

RFG(1,1)=0.5%DX/DY +0.5*DY/DX
RFG(1,5)=DX/ (6%DY)

RFG(5,1)= RFG(1,5)

RFG(1,6)= ~(2.0%DX}/(3.0%DY)
RFG(6,1)= RFG(1,6)

RFG(2,2)= (4.0«DX)/(3.0%DY)+(4.0*DY)/(3.0%DX)
RFG(2,4)=-{4.0+DX)/(3.0*DY)
RFG(4,2)=RFG(2,4)
RFG(4,4)=RFG(2,2)
RFG(5,5)=0.5%«DX/DY
RFG(5,6)=RFG(1,6)
RFG(6,5)=RFG(1,6)
RFG(6,6)=RFG(2,2)

DO 311 I=1,6
DO 311 J=1,6

311 RFGS(I,J)=RFG(I,])

* CALCULOS COM 0S PARAMETROS E A POSICAO DA FONTE(IND1,IND2)

WRITE(12,%*)°DT=*,DT,’ IND1=',IND1,’ IND2=',IND2

SDT2 = SIGMA#DT/2.0
ADT2 = ALFA%DT/2.0
ViDT = V1%DT/2.0
V2DT = V2+DT/2.0

DXY8 = DX*DY/8.0
FDT = DT*FCT



DO 261 I=1,6

DO 261 J=1,6
SA1(I,J)=(1+sdt2)¥RF (I, J)+adt2+RFG(I,J)+v1dt*RFX(I,J)
SA1(I,J)= SAL1(I,J)+v2dt*RFY(I,J)

SB1(I,J)=(1-sdt2)*RF(I,J)-adt2*RFG(I,J)-vidt*RFX(I,J)
SB1(I,J)= SB1(I,J)-v2dt*RFY(I,J)

SAS(I, )=(1+sdt2)*RFS(I, J)+adt2#RFGS (I, J) +v1dt*RFXS(I,])
SAS(I,J)=SAS(I,)+v2dt*RFY(I,J)

} 8BS(I,3)=(1-sdt2)*RFS(I,J)-adt2*RFGS(T,J)-vidt*RFXS(I,})
261 SBS(I,J)=8BS(I,J)-v2dt+RFY(I,J)

WRITE(12,*)’ALFA,SIGMA,V1,V2,FCT:’
WRITE(12,*)ALFA,SIGMA,V1,V2,FCT

DO 150 IND = 1, NT
DD 294 IL=1,6
IG=MALHA(IND,IL)
IF(IG.NE.O) THEN
DO 292 JL=1,6
JG=MALHA(IND, JL)
IF{(JG.NE.0) THEN
IF(MOD(IND,2).EQ.1) THEN
A(IG,JG) = A(IG,JG) + SA1(IL,JL)
B(IG,JG) = B(IG,JG) + SB1(IL,JL)
ELSE
A(IG,JG) = A(IG,JG) + SAS(IL,JL)
B{IG,JG) = B{IG,J¢) + SBS(IL,JL)
ENDIF
ENDIF
292 CONTINUE
ENDIF
IF((IND.EQ.IND1).0R. (IND.EQ.IND2)) D(IG)=D(IG)+SFI(IL)
294 CONTINUE '



150 CONTIRUE

SUBROUTINE RESOLV(X1)

PARAMETER (NA=400 ,MNA=200)

DIMENSION XO(NA),X1(%)

COMMON /INT/ NX,NY,NT,NNX,NNY,NN

COMMON/MAT2/ A (NA ,NA) ,B(NA,NA) ,D(NA) ,SA5(6,6),SBS(6,6)
COMMON /DAUX/IPVT(NA),Z1(NA) ,RCOND

COMMON /TEM/ NPT

C " A CONMDICAQO INICIAL
DO 301 I=1,NN
301 ' Xo(D)=1.0

CALL SGECO(A,NA,NN,IPVT,RCOND,Z1)

DO 170 N=1,NPT
* FAZ B*X0+D COM RESULTADO EM Xi

DO 280 I = 1, NN
S =0.0
DO 280 J = 1, NN
280 8 =5 + B(I,NN*X0(])
290 X1(I) = 8 + D(I)

*  RESOLVE A*X=X1 COM RESULTADO EM X1



CALL SGESL(A,NA,NN,IPVT,X1,0)

DG 180 I=1,NN
X0(I)=X1(I)
i80 CONTINUE

NPT1=NPT-3
IF(N.GT.NPT1) THEN
WRITE(12,11) N
11 FORMAT(’0 VETOR SOLUCAQ NA ITERACAG N= *,I3)
L1=2%NX-1
L2=2%NY~1
DO 190 J=1,L1
J1=(J-1)#L2+1
Jo=J4L2
WRITE(12,%) (X1(I),I=31,72 )
150 CONTINUE
ENDIF
170 CONTINUE

* SUBROTINA PREPARA O ARQUIVG PARA 0 GRAFICO DA SUPERFICIE
SOLUCAO NA ULTIMA ITERACAQ:NPT

SUBROUTINE GRAFIC(X1)
DIMENSIDN X1(*)
COMMDN /INT/ NX,NY,NT,NNX,NNY,NN

OPEN(UNIT=13,FILE=’GRAFICO.DAT’)



NX1=2%NX-1
NY1=2*NY-1
WRITE(13,’ (1X,64) ') *GRAF={’
WRITE(13,’(1X,64) ') {0,’
WRITE(13,’(1X,64)*) (0, ,I=1,NY1)
WRITE(13,’ (1X,64)’) 0}’
DG 200 J=1,NX1
WRITE(13,?(1X,3H{0,,\)")
DO 210 I=(J-1)*NYi+1, J*NY1
IF(J.EQ.NX1) THEN
IF(I.EQ. (NX1*NY1)) THEN
WRITE(13,’(1X,F16.6,4H,0},\) ) X1(D)
ELSE
WRITE(13,’(1X,F16.6,1H, ,\) ) X1 (D)
ENDIF
ELSE
IF(I.EQ.NY1%J) THEN
WRITE(13,’(1X,F16.6,4H,0}, ,\) " )X1(I)
ELSE
WRITE(13,’ (1X,F16.6,1H, ,\)’)X1(D)

ENDIF
ENDIF
210  CONTINUE
200  CONTINUE -
WRITE(13,’(1X,64)°)°{0,?"
WRITE(13,'(1X,64)?)(’0,?,I=1,KY1)
WRITE(13,?(1X,84)')70}}’
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* *
% PROGRAMA QUE FAZ A SOLUCAQ DE:. *
* . *
* Ut~ALPHA* LAP(U)+DIV(V*U)+SIGMA*U = F COM DIV (V+U)=Vi*Ux+V2+Uy *
* *
* COM F UMA FONTE LDCAL CONSTANTE,ALPHA,SIGMA,V1 E V2 SAO CONSTANTES *
* #*®
* RESOLUCAQ VIA ELEMENTOS FINITOS NO RETANGULO [a,blX[c,d] *
* *
* *
T

* PROGRAMA PRINCIPAL

PARAMETER(NA=125,NM=288)

IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)

DIMENSICON D1(NA)

COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR

COMMON /SINT/DX,DY,DT '

COMMON /MATR/MALHA(NM,3),COCR(NA,2)

COMMON /PAR/F ,ALPMAX ,ALPHA ,SIGMA,VX,VY KF1

COMMON /XEM/XO,YD

COMMON /DAUX/IPVT(NA),Z(NA) ,RCOND

COMMON /MAUX/GSU(3,3),S1G(3,3),VEL1(3,3),VEL2(3,3),5UB1(3,3),

1 suB2(3,3) ,BU(3) ,A{NA,NA) ,AL(NA,NA) ,AD(NA,NA),
AE(NA,NA) ,D(NA)

CALL LETDAD
CALL INFO

CALL CALC

CALL RESOLVE(D1)



CALL GRAFIC(D1)

SUBRUGUTINE LETDAD

IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)
COMMON /DATA/NX,NY,NT ,NN,NV ,NTR
COMMON /SINT/DX,DY,DT
COMMON /PAR/F,ALPMAX,ALPHA, SIGMA VX,VY,KF1
COMMON /XEM/X0,YO

* DADDS PARA A VARIAVEL ESPACIAL E 0S PARA‘METRDS

WRITE(*,*)’0 INTERVALO [XO0,XF]’
WRITE(*,*)'X0= °’

READ(*,*) XD

WRITE(#*,%)'XF=!

READ(*,*)XF

WRITE(*,*)’0 INTERVALO [YO, YF]’
WRITE(*,*)’Y0= ’

READ(*,*)YD

WRITE(*,*) YF="’

READ (%, %) YF

WRITE(*,*)’DAR 0O NUMERO DE SUBINTERVALOS NX’
READ (*,*)NX

WRITE{*,*)’DAR O NUMERO DE SUBINTERVALOS NY’
READ (*, *)NY

WRITE(*,*)’DAR VALOR DE LA FONTE CONSTANTE F’
READ (*,*)F



WRITE(*,*)’A FONTE NA REGIAD DO TRIANG. °
READ (*,*)KF1
WRITE(*,*)’A INCLINACAO DA RETA: ALPHA(Z)=ALPMAX#X, ALPMAX’

READ (*, %) ALPMAX
WRITE(*,%)’0 PARAMETRO DE DECAIMENTO SIGMA’
READ (%, %) SIGMA
WRITE(*,*)’0S VALORES DAS VELOCIDADES’
WRITE(*,*)?VX=’
READ (%, *) VX
WRITE(*,%) VY=’
READ(#,*)VY

* DADOS PARA A VARIAVEL TEMPORAL
WRITE(*,*)’0 DT:’
READ(*,*)DT
WRITE(#,*)’ ITERACAD REQUERIDA,NTR>=5’
READ (*,*)NTR

NT=2#NX*NY
NV=(NX+1)*(NY+1)
NN=(NX+1)*(NY+1)

IF (YF.NE.Q) ALPHA=ALPMAX/YF
DX={(XF-X0)/NX

DY=(YF-Y0)/NY

SUBROUTINE INFO
IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)

COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR
COMMON /SINT/DX,DY,DT



COMMON /PAR/F,ALPMAX,ALPHA,SIGMA,VX,VY,KF1

OPEN(UNIT=2, FILE=’PEVOL2.0UT’)

WRITE(2,*)’ INFORMACOES DO PROBLEMA DE DIFUSAO-ADVECCAD®
WRITE(2,%)' DE POLUENTES COM PARAMETRD DIF. VARIAVEL
WRITE(2,%)’F=',F

WRITE(2,*) ' INCLINACAD: ALPMAX’,ALPMAX

WRITE(2,*) 'SIGMA=" SIGMA

WRITE(2,*)'VX E VY = *,VX,VY

WRITE(2,*)'NX E DX= ’,NX,DX

WRITE(2,*)’NY E DY= ’,NY,DY

WRITE{Z2,*) NN =' NN

WRITE(2,*)’NV= *,NV

WRITE(2,*)’DT= ?,DT

WRITE(2,*)’ ITERACAD REQUERIDA,NTR= ’,NTR

SUBROUTINE CALC

PARAMETER (NA=125 ,NM=288)
IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)
COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR
COMMON /SINT/DX,DY,DT
COMMON /MATR/MALHA(NM,3),C00R(NA,2)
COMMON /PAR/F,ALPMAX,ALPHA,SIGMA,VX,VY,KF1
COMMON /MAUX/GSU(3,3),5IG(3,3),VEL1(3,3),VEL2(3,3),3UB1(3,3),
1 SUB2(3,3) ,BU(3) ,A(NA,NA) ,AL{NA ,NA),AD(NA,NA),
2 AE(NA,NA) ,D(NA)

CALL MALHAM



KF2=KFi+1
M1=MALHA(KF1,1)
M4=MALHA(KF2,1)
M2=M1+1
M3=Ma-1

WRITE(2,*)’LOCALIZACAQO DA FONTE:’

WRITE(2,*)’NA REGIAD DOS TRIANGULOS:’,’NTf=',KF1,’

WRITE(2,*) ’NDS NODOS:’,M1,M2 M3, M4
WRITE(2,+)’POSICAO DOS NOS NA MALHA’

* LAS SUBMATRICES DE RIGIDEZ

ALPH1=1.0/(DX*xDX)+1.0/ (DY*DY)

ALPH2=1.0/(DX*DX)
ALPH3=1.0/(DY+*DY)

GSU(1,1)=ALPH1
GSU(1,2)=-ALPH2
GSU(1,3)=-ALPH3
GSU(2,1)=GsU(1,2)
GSU(2,2)=ALPH2
GSU(2,3)=0.0
GSU(3,1)=GSU(1,3)
GSU(3,2)=GsU(2,3)
GSU(3,3)=ALPH3

SIG(1,1)=1.0/12
SIG(1,2)=0.5/12
SIG(1,3)=0.5/12
SI1G6{(2,1)=81G(1,2)
SIG(2,2)=51G(1,1)
SI1G(2,3)=0.5/12
SIG(3,1)=SIG(1,3)
81G(3,2)=81G6(2,3)
SIG(3,3)=SIG(1,1)

E ’,KF2



v=1.0/6

DO 65 I=1,3
VEL1(I,1)=-V
VEL1(I,2)=V
VEL1(I,3)=0

VEL2(I,1)=-V

VEL2(I,2)=0

VEL2(I,3)=V
65 CONTINUE

DO 70 I=1,3
DO 70 J=1,3
GSU(I,J)=DX*DY*GSU(I,J)
SIG(I,J)=DX*DY*SIG(L,J)
VEL1(I,J)}=DY+#VEL1(I,I)
VEL2(TI, J)=DX*VEL2(I,J)
70 CONTINUE

DO 80 I=1,3
DD 80 J=1,3
SUB1(I,J)=SUB1(I,J)+SIGMA*SIG(I,J)+VX+VEL1(I,J)+VY*VEL2(T,J)

80 CONTINUE

D0 85 J=1,3
VEL1(1,J)=-VEL1(1,J)
VEL2(1,J)=-VEL2(1,])

85 CONTINUE

DO 90 I=1,3

DD 50 J=1,3
suB2(I,J)=SUB2(I,J)+3IGMA*SIG(I,J)+VX+*VEL1(I,J}+VY*VEL2(I,J)

90 CONTINUE

* 0 SUVETOR BU

BU(1)=F*DT*DX*DY/6



BU(2)=BU(1)
BU(3)=BU(1)

* O ASSEMBLE DA MATRIZ DE RIGIDEZ E O VETCR DE CARGA D

DO 92 I=1,NN
D(I)=0
DO 92 J=1,NN
ALY = 0
AL{I,I)=0
92 CONTINUE

CALL MACOOR
DO 100 K=1,NT

YI=COOR(MALHA(K,1),2)
Z1=0.5%YI+DY/6
Z2=0.5%YI-DY/6

DO 100 I=1,3
MIK=MALHA (K, I)
DO 110 J=1,3
MIK=MALHA(K, J)
A1 (MIK,MJK)=A1 (MIK,MJK)+SIG(I,])
IF(K.EQ. ((K/2)*2)) THEN
AUX2=22+GSU(I,J)
AUX2=5UB2(I, J)+ALPHA*AUX2
A(MIK,MJK)=A(MIK,MJK)+4UX2
ELSE '
AUX1=Z1*GSU(I,J)
AUX1=SUB1(I, J)+ALPHA*AUX1 ~
A(MIK,MJIK)=A (MIK,MJK)+AUX1
ENDIF
110 CONTINUE

IF((K.EQ.KF1) .OR. (K.EQ.KF2)) D(MIK)=D(MIK)+BU(I)



100 CONTINUE

DO 150 I=1,NN
DG 150 J=1,NN
AE(I,J)=A1(I,J)+0.5+DT*A(I,])
AD(I,J)=A1(I,J)-0.5*DT#A(I,J)
150 CONTINUE

SUBROUTINE MALHAM
*
*DECLARACAD DAS VARIAVEIS
*NX :NUMERO DE SUBINTERVALOS NG EIX0-X
*NY :NUMERO DE SUBINTERVALOS NO EIXO-Y
*NV :NUMERQ DE VERTICES NA DISCRETIZACAD
*NT :NUMEROC DE TRIANGULOS
*NN :NUMERO DE NOS
*MALHA :MATRIZ MALHA

PARAMETER(NA=125 ,NM=288)

IMPLICIT REAL*4(A-K,0-Z)

COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR

COMMON /SINT/DX,DY,DT

COMMON /MATR/MALHA(NM,3),COOR(NA,2)

NXi = NX+1
NY1 = NY+1
K=0

DO 100 J=1,NY
DO 200 I=1,NX



K=K+1

MALHA(K,1)=(J-1) *NX1+I
MALHA(K,2)={J-1)*NX1+(I+1)
MALHA(K,3)=J*NX1+I

K=K+1

MALHA (K, 1)=J*NX1 +(I+1)
MALHA(K,2)=J*NX1+I
MALHA(CK,3)=(J-1)*NX1+(I+1)
200  CONTINUE
100  CONTINUE

SUBRUUTINE MACOGR

«DECLARACAD DAS VARIAVEIS
*NX :NUMERO DE SUBINTERVALOS NO EIX0-X
*NY :NUMERQO DE SUBINTERVALOS NO EIXO-Y

*NV ;NUMERO DE VERTICES NA DISCRETIZACAD
*NT :NUMERD DE TRIANGULOS

*NN :NUMERC DE NOS

*COOR :MATRIZ DAS COORDENADAS DOS NOS

PARAMETER(NA=125,NM=288)

IMPLICIT REAL*4(A-H,0-2Z)

COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR
COMMON /SINT/DX,DY,DT

COMMON /MATR/MALHA(NM,3),COOR(NA,2)



COMMON /XEM/XO, YO
*CALCULO DA MATRIZ DAS COORDENADAS DOS NOS

K=0¢
DO 10 J=1,NY+1
DO 10 I=1,NX+1
K=K+1
CODR(K,1)=(I-1)*DX+XD
CODR(K,2)=(J-1)*DY+Y0
10 CONTINUVE

RETURN
END

SUBRQUTINE RESOLVE(D1)

PARAMETER (NA=125)

IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)

DIMENSION UO(NA),D1(%)

COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,NTR

COMMON /MAUX/GSU(3,3),816(3,3),VEL1(3,3),VEL2(3,3),5UB1(3,3),
1 SUB2(8,3),BU(3) ,A(NA,NA) ,A1(NA,NA) ,AD(NA,NA),
2 AE(NA,NA) ,D(NA)

COMMON /DAUX/IPVT(NA),Z(NA),RCOND

* A CONDICAD INICIAL UO
DO 140 K=1,NN

Uo(K)=Uo{X,Y)
140  CONTINUE



CALL SGECQ(AE,NA,NN,IPVT,RCOND,Z)
DO 170 N=1,NTR
* FAZ AD*U(N)+D COM RESULTADO EM D1
CALL PROD(NA,NN,AD,U0,D,D1)
%  RESOLVE AExU(N+1)=D1 COM RESULTADO EM D1
CALL SGESL(AE,NA,NN,IPVT,D1,0)
DO 180 I=1 NN
UD(I)=D1(I)
180 CONTINUE
NTR1=NTR-5
IF(N.GT.TR1) THEN
WRITE(2,*)’0 VETGR SOLUCAQ NA ITERACAO N’,N
DO 190 J=1,NY+1 _

J1=(J-1) *(NX+1)+1
J2=J3*%(NX+1)

WRITE(2,*)(D1(I),I=J1,J2 ) ~
190 CONTINUE
ENDIF X

170 CONTINUE

REAL*4 FUNCTION U0(X,Y)
REAL*4 X,Y



END
* ______________________________________________________________________
B e e e e e i T T kX ke o
*SUBROTINA PRODUTO FAZ: AD*U(N)+D =D1
S o o o kb ki A A o o et i B o

SUBRQUTINE PROD(NA,N,4,X,Y,D1)
REAL*4  A(NA,*) ,X(¥),Y(x),D1(*)

DO 10 I=1,N

$=0

DO 20 J=1,N

S= S+A(I, 1) *X(I)
20 CONTINUE

D1(I)=8+Y(I)
10 CONTINUE

RETURN

END
e mmE————————— s EEEEE—E—E——,————— e E————————
et e e e e e e e e e e

* SUBROTINA PREPARA O ARQUIVO PARA O GRAFICO DA SUPERFICIE
* SOLUCAQ NA ULTIMA ITERACAQ:TR

SUBROUTINE GRAFIC(D1)

IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)
DIMENSION Di (%)

COMMON /DATA/NX,NY,NT,NN,NV,TR

OPEN(UNIT=3, FILE=’GRAFSOL’)

NX1i=Ni+1



NY1=NY+1
WRITE(3,’(1X,6A)’) 'GRAF={’
D0 200 J=1,NY1
WRITE(3,? (1X, 15{,\) ")
DO 210 I=(J-1)*NX1+1,J*NX1
IF(J.EQ.NY1) THEN
IF(I.EQ.(NX1#NY1)) THEN
WRITE(3,’(1X,F12.6,2H}},\)’)D1(I)
ELSE
WRITE(3,’ (1X,F12.6,1H, ,\) " )D1(I)
ENDIF
ELSE
IF(I.EQ.NX1%J]) THEN
WRITE(3,’ (1X,F12.6,2H},,\) )D1(D)
ELSE
WRITE(3,’(1X,F12.6,1H,,\)?)D1(D)

ENDIF
ENDIF
210 CONTINUE
200  CONTINUE
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