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INTRODUCAO

Em anilise de sobrevivéncia e confiabilidade existem algumas situacdes de
teste de vida onde as falhas das unidades experimentais podem ocorrer devido a uma
dentre k causas de falha. Nestas situacdes, frequentemente chamadas de problemas de
riscos competitivos, observa-se de cada unidade o par (T, I), onde T é o tempo de vida e
I a correspondente causa de falha. Uma abordagem muito utilizada desse problema (Cox
(1959), Moeschberger e David (1971), Gail (1975), dentre outros), associa a i-ésima
causa um tempo de falha latente (ou tedrico) T;, i= 1, 2, ..., k. Assim, o tempo de vida
observado de uma unidade é entdo T= min(T,, T,. ..., T\) ¢ a causa de falha & o valor
de i tal que T,= min(T,, Ty, ..., Ty).

Tais problemas de riscos competitivos também podem surgir em
experimentos de testes acelerados industriais, onde as unidades sdo expostas a condicoes
mais severas do que as de uso normal para a reducio do tempo de teste e custos. Nesses
casos, além do par (T. I), outras informagdes sio disponiveis, tais como varidveis
concomitantes, denominadas "stress”, que descrevem as diferentes condigdes nas quais o
experimento foi conduzido.

Comumente suposta na literatura, a independéncia das causas de falha nao ¢
realistica em diversos problemas de anilise de sobrevivéncia e confiabilidade. Portanto,

é descjavel um modelo que permita incorporar tal dependéncia. No contexto de uma
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inica causa ou de k causas supostamente independentes, o modelo Weibull (e também o
exponencial) tem encontrado considerdvel aceitacio na modelagem de tempos de vida.
Assim, pode ser razoavel desenvolver procedimentos de estimagfio no contexto de riscos
competitivos dependentes para algum modelo multivariado cujas distribui¢des marginais
sao Weibull (ou exponenciais).

O objetivo desta dissertagio € desenvolver modelos paramétricos dependentes
com distribui¢des marginais Weibull (ou exponenciais) para testes acelerados em
problemas de riscos competitivos com causas de falha dependentes.

No Capitulo 1 primeiramente sio introduzidas algumas notacdes e conceitos
bésicos de distribuicio de tempo de vida; a seguir, € feita uma revisdo dos modelos de
regressio paramétricos mais utilizados. Ainda neste capitulo, é apresentada a teoria de
testes acelerados. No Capitulo 2 séo feitas revisses da teoria de riscos competitivos e dos
conceitos basicos de confiabilidade e sobrevivéncia estendidos a riscos competitivos. Os
modelos independentes e bivariados dependentes com marginais Weibull sdo utilizados
em experimentos de testes acelerados no Capitulo 3, no contexto de riscos competitivos.
No Capitulo 4 é investigado o modelo bivariado de Sarkar com marginais exponenciais,
para testes acelerados no contexto de riscos competitivos. Finalmente, no Capitulo 5 sao
apresentadas aplicagbes numéricas ilustrativas dos medelos estudados nos Capitulos 3 e

4.



CAPITULO 1

MODELOS DE REGRESSAO PARAMETRICOS PARA TESTES ACELERADOS:
CONCEITOS BASICOS

1.1 - INTRODUCAO

A anélisc estatistica de dados de tempo de vida tem sido realizada em
estudos de diversas dreas especialmente em engenharia e ciéncias biomeédicas, de forma
que os objetos em estudo ndo precisam ser necessariamente organismos vivos {embora
eles possam ser). Eles podem ser ohjetos inanimados, por exemplo, artigos produzidos
em massa tal como limpadas elétricas, componentes elétricos ou varios tipos de
equipamentos, com falha significando inabilidade para desempenhar uma funcao
especiﬁca. Esses dados de tempo de vida frequentemente apresentam uma, caracteristica
que causa problemas especiais para a sua analise e portanto requerem os métodos
estatisticos especializados _desenvolvidos em analise de sobrevivéncia e confiabilidade.
Esta caracteristica ¢ conhecida como censura e surge em determinadas situacbes quando

nao é possivel esperar que todas as unidades experimentals em teste falhem e é
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necessario que o cxperimento se encerre num determinado tempo fixo, ou ainda, que ele
se encerre depois que um certo nimero de falhas tenha ocorrido. Essas unidades que
sobrevivemmn ao tempo fixo ou a um certo nfimero de falhas chamam-se Dados
Censurados e os correspondentes tempos. Tempos de Censura. Uma razio importante
para especializar métodos estatisticos para dados de tempo de vida é a necessidade de
acomodar a censura aos dados, uma vez que esta nio é utilizada na anélise classica pois
usualmente sua presen¢a complica a distribuicdo teorica dos estimadores até mesmo
quando o mecanismo de censura é simples.

-» Na inddstria, mais precisamente na analise de confiabilidade de componentes
manufaturados tais como, dispositivos elétricos, eletrénicos ou mecénicos, o0s resultados
de interesse sdo: o percentual de falhas num determinado tempo t e algum percentil de
vida sob condicbes normais de operacdo. Para estimd-los realiza-se um experimento de
forma a se obter uma amostra de tempos de vida. No entanto, devido a alta
confiabilidade dos atuais componentes, encontram-se dificuldades na obtencdo de uma
quantidade razodvel de dados quando as condicdes de operacéo (ou stress) se aproximam
das normais. Estes sdo entdo forcados a falhar mails rapidamente através de testes sob
condicdes muito mais severas do que as condicdes pretendidas. Dessa forma, o tempo
para a realizacdo do experimento bem como seus custus sdo reduzidos. Tais testes sdo
chamados Testes Acelerados. Os resultados obtidos nessas condi¢des sdo entdo
extrapolados para condicbes normais de forma a se obter uma estimativa da distribuicio
de vida sob essas condicdes. Nesses testes qualquer um dos mecanismos de censuras
podem ser usados.

Este capitulo tem como objetivo introduzir os conceitos basicos necessarios
para o desenvolvimento dos demais ca.pitulos. Na secdo 1.2 sdo explicados os tipos de
censura e na secao 1.3, conceitos basicos de distribuices de tempo ‘de vida e alguns
modelos paramétricos continuos que serdo utilizados neste e em ca,pitulos posteriores sdo
apresentados. Métodos assintoticos para estimacao e testes de hipdteses sio introduzidos
na secdo 1.4. Na secdo 1.5 sdo apresentados procedimentos graficos para verificagio do
modelo assumido. Na secio 1.6 sdo abordados os modelos de regressio paramétricos, e

finalmente, na secio 1.7 é apresentada a teoria de testes acelerados.
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1.2 - TIPOS DE CENSURA

Formalmente, uma observacdo pode ser censurada a direita ou a esquerda. E
dita censurada & direita em I se o seu tempo de falha ndo € conhecido mas somente que
é maior ou igual a L. Similarmente, ¢ dita censurada & esquerda em L se é apenas
sabido que o seu tempo de falha é menor ou igual a L. A censura a direita ¢ muito mais
comum em dados de tempo de vida e é referida simplesmente por "censura”. Somentc a
censura a direita sera discutida aqui embora muitas das idéias transferem-se de forma
dbvia para o caso de censura a esquerda. Dessa forma, quando uma unidade tiver seu
tempo de vida censurado em L, chamaremos L o seu tempo de censura.

Os tipos de censura mais comumente encontrados nos estudos em geral sac as
censuras aleardrias, do Tipo I, Tipo II e Progressivas. Considerando n o niimero de
unidades em estudo e supondo Y, o tempo de vida associado a cada uma das unidades,

fem-se que:

a) Censura Tipo I:

Algumas vezes os objetos de um experimento séo observados por um periodo
de tempo fixo de forma que o tempo de vida dos mesmos serdo conhecidos exatamente
somente se forem menores do que um valor pré-fixado. Seja r, 1= 1, 2, ..., n, 0 tempo

de seguimento pré-fixado para cada objeto em estudo:
Se Y, <1, ocorre a falha e se Y, > r; ocorre a censura tipo 1.

Quando os 7, i= 1, 2, ..., n, sdo iguals, ou seja, 0s 1 itens entram simultaneamente no
estudo, as censuras sio chamadas Censuras Simples do Tipo I, e quando estes sdo
diferentes, no caso dos itens entrarem no estudo em tempos diferentes, as censuras séo
chamadas Multiplas do Tipo 1. As figuras 1.1a e 1.1b ilustram as diferencas entre

ambas.
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Figura 1.1: Censuras Simples do Tipo I {a}, Censuras Multiplas do Tipo I (b}
(x falha, | censura}.

Assim, os tempos de vida dos ttens podem ser representados pelo par (T, §,), onde:

T=min(Y,r) e b= { 1 se falha
S Cellsura.,

A censura Tipo I € muito comum na pratica. Por exemplo, num teste de vida
de componentes mecéanicos ou eletrénicos, pode-se decidir terminar o teste em uma data
na qual nem todos os tempos de vida dos componentes sio conhectdos. Nesse tipo de
experimento,

- o tempo de término do estudo ¢ fixo e

- o numero de falhas ¢ aleatorio.

b} Censura Tipo II:
Esse tipo de censura ocorre, por exemplo, quando n unidades sio observadas

até que ocorra a falha de r delas (r <nj. As restantes (n-r) sao chamadas censuras do
tipo II. O teste termina quando a r-ésima unidade falhar. Portanto, na amostra de n
tempos de vida Y;. Yy .., Y,, 1 deles sdo tempos de falha e n-r de censura. Esse
esquema reduz o tempo de teste, uma vez que um tempo muito longo poderia ser

necessario até que todas as unidades falhassern.
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Uma generalizacao desse tipo de censura € a censura Tipo II Progressiva.
Nesta observam-se r, falhas numa amostra de n unidades; entao n, das n-r, unidades
que nao fatharam sio removidas do experimento, restando n-r-n; unidades ainda
presentes. Quando mais r, unidades falharem, n, das unidades que ainda nao falharam
sao removidas ¢ assim por diante. O experimento termina apds uma série pré-
estabelecida de repeticoes deste procedimento.

Se todas as unidades sio colocadas em teste simultaneamente ocorrem as
censuras simples do tipo II. Caso contrario, ocorrem as censuras mualtiplas do tipo II. As

mesmas encontram-se lustradas nas figuras 1.2a, 1.2b e 1.2¢.

Neste tipo de experimento, ao contrario da censura do tipo I, tem-se:
- 0 tempo para término do estudo aleatdrio e

- 0 niumero de falhas fixo.

Segundo Nelson (1990, pagl3), esse tipo de censura é mais comum na teoria

pois é matematicamente mais tratavel do que os dernais esquemas de censura.

(a) () ()

A * —_— b S—
. (L] —_— ] —
1 m 17 —— 1) ]
g ; 5
< - [
S 3. _ 2 :
= ES Z
=4 =
o] —— H —_ L X
o % —_—x H—
o o3 e
A A A M e 1 ot 4 1 & & 1 & % ¢ 1 [ [ PR
TEMPO TEMPQ TEMPO
n=6 =4 =6 = 4 n=§ r,=2 = = =
n 1 n= 2 3= 1 n,= 1

Figura 1.2: Censuras Simples do Tipo 11 (a), Censuras Multiplas do Tipo I (b}, Censtras Progressivas do Tipo 11 ()

(x falha, | censura}).

¢) Censura Aleatoria:
Para esse esquema de censura. assume-se que o tempo de censura ;.

i= 1. 2. ... n. para a i-ésima unidade é uma variavel aleatéria continua com funcoes
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de sobrevivéncia e de densidade G;(t) e g;(t), respectivamente. Além disso, assume sc
que 7y, Ty ..., T, 580 estocasticamente independentes uns dos outros e dos tempos de
falha Yy, Y,, ..., Y, {comumente denominada censura independente). Por exemplo, em
um ensaio clinico os pacientes podem entrar no estudo de uma forma aproximadamente
aleatdria de acordo com seu tempo de diagnostico. As censuras podem ocorrer devido as
seguintes situacoes:

- término do estudo,

- 0 paciente ndo retorna ao tratamento e a observagio é perdida,

- o paciente é retirado do experimento devido ao efeito negativo do

tratamento.

Note que esse modelo de censura aleatOria possui como caso especial a censura Tipo L

Para cada item observa-se, corno na censura do Tipo I:

: 1 se falha
T,= min{Y,, 7; e 6=
t (Yo r) 7 1 { se censura.
d) Censura Progressiva:
Nesse esquema, consideram-se que 1, 7, ..., T,, S840 0s tempos de censura
fixos nos quais um niimero fixo de unidades ¢,, ¢,, ..., ¢,, sdo removidas do teste. No
on um nnmero fixo de c,, unidades sdo removidas do teste ou o teste termina

tempo 7,,,

com um ntmero aleatério de c,, unidades ainda funcionando. Este procedimento

também é muito comurn na area industrial.

1.3 - CONCEITOS BASICOS DE DISTRIBUICAO DE TEMFO DE VIDA

Considere uma variavel aleatdria continua nio-negativa T, representando o
tempo de vida de um individuo ou dispositivo de uma populacio homogénea. A
distribuicdo de probabilidade de T pode ser especificada de varias formas, trés das quais
sao particularmente Uteis em aplicacoes na sobrevivéncia: a Funcdo de Densidade, a

Funcao de Sobrevivéncia e a Funcdo Risco.
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A Funcdo de Densidade é definida por:

P(t < T<t4 dt)

T , O<t <o,

f(t)=lim _

A probabilidade de um individuo sobreviver ao tempo t é dada pela Flmg:io

de Sobrevivéncia:

[v. o]

S(t)= P(T > t):J f(x) dx. (1.3.1)

14

Em alguns contextos, especialmente aqueles envolvendo tempos de vida de itens
manufaturados, S(t) é chamada Funcdo de Confiabilidade. Note que S{t) é uma funcio

continua mondtona decrescente com S(0)= 1 e S(o0)= %}_}3&0 S(t)= 0. Reciprocamente,
f(t)=—Z5(t). (1.3.2)

A Funcio Risco que especifica a taxa instantinea de falha em T= t,

condicionada a sobrevivéncia ao tempo t é definida como:

Pt < T<t+ dt| T>t)_ Pt < T<t+ dt)

Mt)= lim, a3t B =& e -
_[P(T2t)-P(T2t+dt)]  85(t) 1 f(t)
:1(}2%0 -0 =3 S0 S0 (1.3.3)

Em particular, A(t) dt é a probabilidade aproximada de falha em {t, t+ dt) dado que
sobreviveu a t.

As funcoes f(t), S{t) e A(t) fornecem especificacbes matematicamente
equivalentes da distribuicdo de T. Expressdes para S(t) e {(t) sdo facilmente derivadas

em termos de A(t). Das expressdes (1.3.2) e (1.3.3) tem-se que

Mx)= —4Hn S(x).

Assim,
Fi

n S(x) | = - J;A(x) dx.,

e desde que S{0})= 1, encontra-se:
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S(t)= exp[— [!60) J (1.3.4)

Para alguns propositos é ufil definir a Funcéo Risco Acumulada , a qual é expressa por:
i
H(t)= [ A(x) dx. (1.3.5)
Consequentemente,
S(t)= expl-H(t)]

Finalmente, em adicdo a (1.3.4), segue imediatamente de (1.3.3) que:

f(t)= A(t) S(t)= Alt) exP[_ ﬁ,\(x) dx } (1.3.6)

Desde que a taxa de falha A(t) varia com o tempo, é 1til definir um fnico
namero médio o qual represente o comportamento da taxa de falha sob um intervalo de
tempo. Uma forma natural de definir uma Taxa dc Falha Média {AFR) entre o tempo

t, e t, ¢ Integrar a taxa de falha sob o intervalo e dividir por t, —t,. Isto &,

Jtz A(t) dt
t In S{t,)-1n0 S(t
AFR(ty,ty)= — eI %i-tl (t2) (1.3.7)

Se o intervalo de tempo é de 0 a t, a AFR simplifica-se a

AFR(t)= 12 .St(t). (1.3.8)

A f(t} e a S(t) sdao representactes comuns da distribuicio de um variavel
aleatoria. A funcdo risco € wuma caracterizacho mais especializada, mas ¢
particularmente til na modelagem de dados de sobrevivéncia. Frequentemente em
aplicacdes, tem-se disponivel a informacéo de como a taxa de falha muda com o tempo.
Esta informacdo pode ser usada para modelar A(t) e facilmente traduzida em
implicacoes para S(t) e f(t) usando as fémulas acima. Por exemplo, na modelagem da
idade na morte de populacdes humanas, A(t) € inicialmente grande devido a mortalidade
por doencas infantis. Este € seguido de um periodo de relativamente baixa mortalidade

depois da qual a taxa de mortalidade cresce muito rapidamente. Em outras aplicacoes,
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riscos monotonicamente crescentes ou decrescentes podem ser sugeridos. Modelos com a
funcdo risco constante sdo importantes e tém uma estrutura particularmente simples.
Tal informacao qualitativa sobre A(t) é frequentemente titil na selecio de wma familia
de modelos de probabilidade para T. A seguir, para fins de ilustracido consideram-se as

seguintes distribuicoes:

a) A Distribuicdo Exponencial
A distribuicio exponencial tem sido amplamente usada em estudos sobre
tempos para falha de itens manufaturados e em pesquisas envolvendo tempos de

sobrevivéncia ou remissao de doencas cromicas. A distribuicao € caracterizada por uma

funcéo risco constante
Mt)=1x, t20, (1.3.9)

onde 2>0. A taxa de falha instantinea € independente de t. o que significa que a chance
de falha em um intervalo de tempo de comprimento especifico néo depende do tempo
que o objeto temha permanecido no ensaio (propriedade da Falte de Meméria de

Ezponencial). A S{t) e a {(t) sho obtidas de (1.3.4) e (1.3.6) e sao, respectivamente,
S(t)= exp( — At} e f(t)= X exp( — At). (1.3.10)

No caso particular onde A= 1 a distribuicao é chamada exponencial padrdo. A figura 1.3

fornece um esboco das funcbes A(t), f(t) e S{t) para A= 1.

1.0

Aff)

05—

£t) = (1)

1 2 3 4
13

Figura 1.3: Funcio Risco, Funcio de Densidade ¢ Funcio de Sobrevivéncia para o Modelo Exponencial Padrao.
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O (100P)-ésimo percentil dessa distribuigéo é dado por:

tPZ—In(}\_P). (1.3.11)

b) A Distribuicio Weibull

A distribuicido Weibull é talvez o modelo de distribuicio de vida mais
amplamente usado. Sua aplicacio em coneccdo com tempos de vida de virios tipos de
itens manufaturados, tais como: vaivulas eletronicas (Kao, 1959), rolamentos (Lieblein e
Zelen, 1956) e isolamentos elétricos (Nelson, 1972), tem sido amplamente defendida
{Weibull, 1951; Berretoni, 1964). E também amplamente usada em aplicacdes
biomédicas. Por exemplo, em estudos sobre o tempo para a ocorréncia de tumores em
populacées humanas (Whittemore e Altschuler, 1976) ou em animais de laboratério
(Pike, 1966; Peto et al, 1972) e em mutas outras situacoes. Essa distribuicio tem uma

funcdo risco da forma:
AMt)= 65, t>0, (1.3.12)

onde o>0, >0 sdo pardmetros de escala e de forma, respectivamente. Este modelo
inclul o modelo exponencial como caso particular onde o= X e 6= 1. A forma da funcéo
de densidade Weibull depende do valor de 6, por isso, § é chamado parametro de forma.
De (1.3.4) e (1.3.6) obtem-se:

S(t)= expl—a t7], 130 (1.3.13)
f(t)= 5 t*la expl~a t7], t>0. (1.3.14)

Os valores tipicos de 6 variam de caso a caso, mas em muitas situacdes distribucionais. &
na variacido de 1 a 3 parece apropriada. A figura 1.4a mostra a forma da densidade para
o= 1 e varios valores de §. A figura 1.4b apresenta as correspondentes fungdes risco. E
possivel notar gue o risco é_ monotonicamente decrescente para < 1, crescente para 6>

1 e constante para é= 1. O (100P)-ésimo percentil da Weibull é dado por:

tp= (—-——n“&'P))?»’& (1.3.15)
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(a}

1)

(&)

| ]

i 2 3 4 t

0

Figura 1.4: Fungies de Densidade Weibult (a} € Fungbes Risco (b) para o= 1 e 6= 0.5, 1.0, 1.5, e 3.0.

¢} A Distribuicio Valor Extremo

Esta distribuicdo ¢ também conhecida como a Distribuicio de Gumbel.
Passou a ser assim também chamada depois que Gumbel (1958) a utilizou
extensivamente em estudos de marés, aeronautica, metereologia, resisténcla a quebras.

geologia e engenharia naval. A distribuicdo valor extremo tem funcao risco dada por:

My)= ¢ exp(Eg) —co<y<or, (1.3.16)

onde s>0 é o parametro de escala e —oo<p<oo € 0 parametro de locacdo. De (1.3.4) e

{1.3.6) obtem-se. respectivamente, as funcdes de sobrevivéncia e de densidade:

S(}?): exp{—exp(y;’u) :’ — ooV <00 (1.3.17})

f(y)= %exp[y;’u—exp(};;—”) ] — ooy <o (1.3.18)
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Esta distribuicdo estd diretamente relacionada com a distribuicdo Weibull, pois se a
variavel aleatéria T tem uma distribuicdo Weibuli(e, §), entdo Y= In T tem uma
distribuicdo valor extremo com pardmetro de escala o= 6! e de locacio p= — —1?—"‘. De

fato, usando {1.3.13) tem-se:
S(y)= P(Y>y)= P(ln T>y)= P(T>exp[y])= exp| - a(exply])?]

Fazendo pu= ~—th“ e o= &' obtem-se a forma mais comum da funcio de sobrevivéncia

da valor extremo:
S(y)= exp] —exp( T )], ~oocy<ec,

onde ¢>0 e —oo<p<oo. Quando os pardmetros p ¢ ¢ sdo, respectivamente, iguais a 0 e
1, a distribuicio é conhecida como valor extremo padrio. O (100P}-ésimo percentil
dessa distribuigdo é dado por:

np= ptupo, (1.3.19)

onde up= In{(-In{1-P))} € o (100P)-ésimo percentil da valor extremo padréo.

d) A Distribuicdo LogNormal

Essa distribuicdo tem sido usada em diversas situacdes, como por exemplo, na
analise de tempos de falha de isolamentos elétricos e no estudo de tempo para
surgimento de cincer de pulméo em fumantes de cigarro.

Uma variavel aleatoria é dita log-normalmente distribuida se InT ¢
normalmente distribuida com média x ¢ varidncia o2 A funcio de sohrevivéncia e a

funcéo de densidade sio, respectivamente, dadas por:
5(t)= 1o 2t ), 0, (1.3.20)

onde dy(x}=JX —E»: exp(— %—2 ) du, ¢ a funcédo de distribuicio acumulada da Normal
-0 n

Padrao. e

1 1y Int - 4 ]
f(t)= o exp[ 5(———(., ).t>0. (1.3.21)
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De (1.3.3}, a funcao risco pode ser obtida por: A(t)= Kt-)j O (100P)-ésimo percentil ¢

(t

tp= eXp[,u-I-ZPU], (1.3.22)

encontrado por:

onde zp é o (100P)-éstmo percentil da normal padrio. E para utilizacio em capitulos

posteriores, é 1til definir a média e a variancia de T que sdo dadas por:
E(T)= exp[,ﬁ-%crz} (1.3.23)

V(T)={ exp(0?) — 1] exp|2u+o7] (1.3.24)

1.4 - ESTIMACAO E TESTES DE HIPOTESES
1.4.1 - Funcio de Verossimilhanca

Lawless (1982) mostrou que embora de diferentes origens, a forma da funcéo
de verossimilhanca obtida para amostras censuradas do tipo I, tipo II ou até mesmo
para processos de censuras mais complicados que satisfazem a condi¢do de existéncia de
um tipo de quase-independéncia entre censura e falha, € a mesma. Nela, cada tempo de
falha observado contribui com um termo f(t;) para a verossimilthanca e cada tempo de
censura contribui com um termo S(r;).

Supondo que os dados consistem de n observacoes independentes dos pares
(t;, 6,) i= 1. 2, .., n, onde t; é o tempo de falha ou de censura da 1-ésima unidade e §=1
se a i-ésima unidade falha e §,= 0 se censura e cuja distribuicido envolve um vetor de
parametros desconhecidos #'= (¢, 8,, ..., 8,). A funcdo de verossimilhanca de # ¢

proporcional a:

Lio)= [T £(z)" S(t)"
i=1
Como f(t)= A(t)S(t) , L(#} pode ser reescrita por:

Lo)= T 3(t)" S(t) = [T (o). (1.4.1)

t=1
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f(t,)= At;) S(t;) se falha

S(t;) se censura.

com Lj8)= {

Uma notacdo alternativa, denota F como o conjunto de observacoes que falharam e C
como o conjunto de observacdes que censuraram. Ent8o a verossimilhanca pode ser

escrita neste caso como:

L{g)= TI_f(t;) IT S(t,). (1.4.2)

1.4.2 - Estimador de Maxima Verossimithanca

O método utilizado para estimacdo dos parametros de modelos paramétricos
requer a maximizacéo da fun¢do de verossimilhanca L(8). Se 6'= (4, 6,, ..., 6,) é o vetor
de parametros desconhecidos e se L(#) satisfaz certas condi¢oes de regularidade, entdo o
estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de @, denotado por 8, é assintoticamente a

nica solugio para o vetor "score”:
U(a)’: [Ul(ﬂ)i Uz(a)- et Up(a)]z lepa (143)

onde U (8)= ggjlnL(ﬂ), i= 1, 2, ..., p, sdo chamados "scores”. As propriedades do
estimador & sdo:

- § é consistente para #8;

- sna distribuicdo assintotica é Normal Multivariada, com média ¢ e
matriz de varidncia-covariancia Y.= I(#) "', onde I(#) é uma matriz (pxp), finita ¢

positiva definida chamada Matriz de Informacio de Fisher ¢ é obtida por:

I(9)= (E(— 5-{%-% In L(ﬂ)))q_ Lj=1,2,..,p. (1.4.4)

Esta matriz pode ser consistentemente estimada por 1(f) ou ainda pela mformacao
observada I,(8), também denotada por I, onde:

Lo(#)= (g 1 L0, _; iv 5= 1. 2. ., p. (1.4.5)

58,00

il
@
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Assim, pode-se cquivalentemente empregar a seguinte aproximacio assintética:

8 £N(g, I;~1). (1.4.6)

1.4.3 - Método Tterativo de Newton-Raphson

Normalmente os estimadores ndo podem ser encontrados analiticamente, e
portanto métodos numéricos iterativos de maximizacao sio empregados. O mais
utilizado é o método de Newton-Raphson, o qual baseia-se na expansio em Série de

Taylor de primeira ordem de U{(#).

Metodologia:

Dado um valor 1nicial 6, a estatistica score em @ pode ser escrita por:
U(B)= U(te) — Io(6") (8 -8,),

onde 6* estd entre 6, e 6. Para um 6, na vizinhanca de 8, 1,(6*) ¢ aproximadamente

igual a Io{6,). Assim, fazendo U(#)= 0 segue que:
b= 0.+ Io(6,,) "'U(8,,). (1.4.7)

Repete-se esse processo iterativo para i= 1, 2, ..., até que algum critério de parada pré-
estabelecido seja satisfeito. Por exemplo, parar quando em uma dada iteracio o maximo
do valor absoluto do vetor "score” for menor do que um especificado valor & Alguns

comentarios acerca do método podem ser feitos:

- Se os valores iniciais dos parametros sao préximos a ¢ . o método converge
rapidamente.

- A teoria de verossimilhanca assintOtica garante a forma normal para
amostras grandes de § , e neste caso o método € eficiente.

- O meétodo tipicamente falha se a verossimilhanca é multimodal.



Estimagio e Testes de Hipéteses 16

1.4.4 - Testes de Hipéteses e Intervalos de Confianca

Quando os dados sio censurados, testes e estimativas intervalares para os

parametros podem ser baseadas em métodos assintoticos, isto €, baseados em grandes

amostras.

a) Relacionados a 6 ,,
Suponha que se deseja testar Hy: 6= 6, contra a alternativa H,: 0#6,

Usualmente trés estatisticas de teste sio empregadas para testar H,,.
a.1) Estatistica de Wald
W= (b - ¢,) Lo(8y) (B - 6,). (1.4.8)

a.2) Estatistica de Wilks ( ou da Razdo de Verossimilhanca)

Qw=~2In R(4,), (1.4.9)
L
onde R(d,) L((”aﬂ)).
a.3) Estatistica de Rao
Qr= U{8o)" Io{8,) ~"U(8,). (1.4.10)

As tres estatisticas acima, sob H,, possuem distribuicéo assintética x? com p

graus de liberdade.

b} Envolvendo Parimetros de Perturbacao
Suponha que o vetor ¢ de dimensio p seja particionado como #'= (8, 8,"),
onde ¢, tem dimensdo ¢ e 8, tem dimensio (p-q) e a matriz de informacao de Fisher

particionada da seguinte forma:
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(o) 111{#)gxq 112(0) gz (p-q)

i21(@)(p—q}xq 122(3)(13'-(1}"(1}51)
A inversa da matriz de informacio de Fisher também é particionada como segue:

g i)
i21(ﬂj i22(ﬂ)
onde i'(8)=( 1,1(8) —1;5(8) (i55(8)) =" 15,(6)) .
Se é de interesse testar, H,: 6,= 8, X Hy: 0, # 6, onde 8= (4, ..., Boq) €
conhecido e se 6, é o estimador de méaxima verossimilhanca de 8, sob Hy, as trés
estatisticas sdo formuladas como:
b.1) Estatistica de Wald
W= (6,-00)" (15" (80, B5)) ~1(6,-0,), (1.4.11)
onde 13'(6,, 8,) é a submatriz de informacso observada, sob Hy, correspondendo a i1(g).
b.2) Estatistica de Wilks
Qu=—2 luR(4,, 6;), (1.4.12)

L(8y, ;)
L(o)

onde R(8,, §,)=

b.3) Estatistica de Rao
Q}f: U(ﬂm 6‘,"2): iél(aﬂa 9_2) U(ﬂa, 6?2) (1'4'13)

onde U(g(]‘.' 52): {E@%ln L(Q):‘ w~ 3 ]: 1$ 2? ---2 .

b= by, 0;= 6,
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Sob H,, as trés estatisticas acima possuem distribuicdo assintotica x? com g
graus de liberdade.

Os intervalos de confianca aproximados para 8, i= 1, 2,..., p, podem ser
obtidos assumindo-se a normalidade assintética de 4, ou seja, 8 £ N{s, I,7').
Alternativamente, pode-se usar a estatistica Quw para a obtencdo dos intervalos de
confianga de aproximadamente {1-a)100% para @; encontrando-se o conjunto de todos os

valores 4, tais que Qu <x’(1) o

1.5 - PROCEDIMENTOS GRAFICOS PARA A ESCOLHA DE UM MODELO PARAMETRICO

Em geral ndo se tem conhecimento “a priori” da distribuicio associada a
variavel em estudo. Uma escolha errbnea da distribuicio obviamente pode induzir a
conclusoes errdneas quando da realizagido de inferéncias sobre a populacdo amostrada.
Para evitar esse problema pode-se estimar a propria distribuicdo desconhecida através
de um método ndo-paramétrico € depois disso realizar wma verificagdo grafica com o
objetivo dc obter alguma evidéncia do modelo probabilistico do qual os dados foram

extraidos, bem como obter estimativas iniciais dos pardmetros.

1.5.1 - Método Nao-Paramétrico Para Estimacio da Funcao de Sobrevivéncia e do
Risco Acumulado

Considere uma amostra aleatorla ndo censurada t,, t;, ..., t, de uma
populacio com funcdo de sobrevivéncia S5(t) e seja by < < ...< t, os dados
ordenados. A funcdo de sobrevivéncia S(t) é estimada entdo através da funcae de

*

sobrevivéncia empirica ou amostral, denotada por g(t) que é definida por:

_ (ntimero de observagdes > t)

5(t) T ,

ou equivalentemente,

S(t)= B = 1-

=]l

—
—
]
—

e
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o que implica em: S(t(o)):- le S(t(n))z 0. S(t) ¢ uma funcio escada que decresce por
{1/n) exatamente depois de cada tempo de vida observado se todas as observacoes sao
distintas.

Para a incorporagdo de dados censurados na estimacdo de S(t), Kaplan e
Meier (1958) apresentaram uma modificagéo de (1.5.1) que tem sido chamada
estimativa Produto Limite {P.L.) da funcdo de sobrevivéncia, ou simplesmente,
estimativa de Kaplan-Meier. Assim, sejam by < tg) € - <ty 08 r tempos de falha
ordenados (r <mn). Os tempos de censura l; entram na ordenacio e se censura e falha
oCOIrem ao mesmo tempo, convenciona-se ordenar censura depois da falha. A estimativa
P.L. de S(t} é definida como:

. d.
Stt= ]I {Lﬁ% (1.5.2)
j:t(j)<!

1

onde d;= nimero de falhas no tempo j e

;= numero de unidades em risco no tempo j.
A variincia de S(t) é estimada por:

V(S(£)= (S(t)? _. ) “_271?) (1.5.3)

As propriedades do estimador de Kaplan-Meicr tém sido estudadas sob diversos

aspectos. Basicamente S(t):

- E um estimador consistente de S(t) sob certas condicoes;
- B estimador de maxima verosimilhanga de S(t);

- Possui distribuic&o assintotica normal.

Desde que a funcao risco acumulada é definida como H(t)=-InS({t), uma

estimativa natural da mesma é:

H(t)=—In5(t). (1.5.4)
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Uma estimativa alternativa de H(t), que é algumas vezes chamada fungio risco

acumulada empi’rica.} é definida por:

Hi)= > ol (1.5.5)
j:t{j} <t
A variancia de H(t) (ou H(t)) é estimada por:
Vis(t)

VIA(t) (ou H(t))}= — 2. (1.5.6)

1.5.2 - Graficos Envolvendo as Estimativas das Funches de Sobrevivéncia e do Risco
Acumulado

Alguns gréificos podem ser usados para verificar se numa suposta e especifica
familia paramétrica de modelos é razoavel. A idéia basica & fazer graficos que devem ser
aproximadamente lineares se a familia de modelos proposta é adequada, desde que a ndo
linearidade pode ser prontamente visualizada.

Para verificar se uma determinada amostra € proveniente de uma populacio
com distribuicdo exponencial, utiliza-se o fato que InS(t)= —at. Portanto se o modclo
exponencial for apropriado, o gréfico *lng(t) x § resultante, além de ser
aproximadamente linear deve passar pela origem. A inclinacdo da reta ajustada pode ser
utilizada como uma estimativa inicial para o parimetro de escala A

No caso da verificacio do modelo Weibull, uma vez que S(t)= exp{-at’),
pode-se utilizar o grafico ln(—lng(t)) X Int. Se o modelo Weibull for apropriade, o
grafico resultante deve ser aproximadamente linear. A inclinacio da reta ajustada € il
como uma estimativa inicial para parimetro de forma § e ¢ intercepto uma estimativa
inicial para o lu do pardmetro de escala .

Alternativamente, pode-se tracar H(t) (Infi(t)) versus t (logt), no caso
expouencial {Weibull) com as mesmas caracteristicas scndo esperadas.

Procedimentos similares aos descritos acima podem ser usados para modelos
nos quais alguma transformacio do tempo de vida T, X= g(T), tem uma distribuicio

com parametro de locagio-escala. Neste caso X tem funcio de sobrevivéncia da forma
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(assumindo que X é uma fun¢do crescente de T'):
P(X 2 x)=S)( %= )= S(t)= P(T > 1),

onde t= g~ !(x). Entdo, S, '[S(t)] = 5 & uma fungio linear de x= g(t), e um grafico
de S, "[5(t)] x g(t) deve scr aproximadamente linear se a familia de modelos sendo
considerada é razoavel. Ambas as distribuigbes, Weibull e exponencial, pertencem a esta
categoria. Verificacbes similares podem ser feitas com outras distribuicoes. A

distribuicdo log-normal para T, por exemplo, pode ser verificada pelo grafico de

Q5(t)] (ou ¢h1[§(t)]) x Int, onde

v ]

Q(x)= l~¢(x)=Jx (—2;1}1—5 exp(—7‘2—2) dz,

é a funcio de sobrevivéncia da normal padréo.

1.6 - MODELOS DE REGRESSAQ PARAMETRICOS

Nas secoes anteriores considerou-se a variavel aleatoria T representando o
tempo de vida de um objeto de uma populacio homogénea. No entanto, pode ser de
interesse analisar tempos de vida provenientes de populacoes heterogéneas. Uma forma
de fazé-lo é através de modelos de Regressao Paramétricos.

(O modelo de regressio paramétrico é assim chamado por envolver a
especificacdo de um modelo para a distribuicio do tempo de vida T dado o vetor de
varidveis concomitantes z. Essa secio apresenta duas classes de modelos de regressao
amplamente utilizadas na analise de dados de tempo de vida: a Classe de Modelos de

Riscos Proporcionais e a Classe de Modelos de Tempos de Falha Acelerados.
1.6.1 - Modelos de Riscos Proporcionais
Nessa classe de modelos a razac entre as funcdes risco para duas observacbes

com variavels concomitantes z; € 2, ¢ constante com respeito ao tempo. Esse modelo

assume que as variaveis concomitantes atuam multiplicativamente sobre a funcao risco.
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Ou seja, a funcdo risco pode ser escrita por:

A(t] z)= A(t) Clz; ), (1.6.1)
onde
z'= (21, Z3 ..., 2,): vetor de varidvels concomitantes;
B'= (B, By, - B,): vetor de coeficlentes da regressao;
C(z; B): é qualquer funcéo de z e B tal que C(z; g) >0 e

Ao{t): funcéo risco bésica, para uma observacdo com C(z; )= 1.
0 efeito de z na funcdo de sobrevivéncia é dado por:

¢ t _
S(t] z)= exp{— [aul 2 du}: exp[ ~ | 2olw) €z ) duJ ~[ss(6)F P, (1.6.2)
onde Sy(t)= exp{v Jt)\ﬂ(u) duJ ¢ a funcio de sobrevivéncia basica quando C(z; g)= 1.
0

Vérias formas funcionais para C(z; g8) sdo possiveis, mas a mais utilizada é
C(z; p)= exp(p'z). Uma vantagem dessa forma é que a condicio C(z; B8)>0 ¢
automaticamente satisfeita para todo z e A. Em andlises de experimentos de testes
acelerados existem, em geral, razdes fisicas para a escolha dessa parametrizacio. Por
esse motivo somente esta € tratada exPlicitamente, embora procedimentos similares

possam ser desenvolvidos para modelos nos quais C{z; 8) é alguma outra funcdo de z.

1.6.2 - Modelos de Tempos de Fatha Acelerados

Essa classe de modelos assume que as varidvels concomitantes atuam
multiplicativamente sobre T, ou em outras palavras, z atua aditivamente sobre a escala
de Y=In T. Quando Y dado z, tem uma distribuicdo com pardmetro de locacio u(z) e

um parametro de escala constante o>0, o modelo pode ser escrito na forma:

Y = u(z) + o8, (1.6.3)

onde 8 é o erro associado & Y cuja distribuicio independe de z. Em termos da funcio
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risco para T, pode-se demonstrar que esta ¢ modelada por:

At] z)= ,\O(t exp[—;;(z)} ) exp[—,u(z)]. (1.6.4)

Demonstracio:
Utilizando a relagéo (1.6.3} e fazendo T°= exp(o8) obtem-se:

T=exp¥ = exp[,u(z) + 0'8] = exp[p(z)] T.

Reciprocamente,
T=T exp[ - p{z)].

Aléem disso, a funcio de sobrevivéncia de T é da forma:

S(t} z) = P(T>t| 2) (exp[p 0'8]>t):

:P(#(z)+a’8>ln t} P(s>l” t;,‘”("))z
_ n[t el sy, /e
=rfe>ml ) s ]

Fazendo %: 5 e Sc(lnwa]: Sl(w‘s)z So(w) pode-se reescrever S(t| z) como:

8(t} z)= S{ [m,[;(z)] T} %0 [EEW}

a

I T il vk

At 2)= - - expf-(z) =

Sg [WJ So(t exp[—,u(_z)D

—’\o(" exp[—u(z)} ) exp{—p(z)]. ]
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Essa classe de modelos é essencialmente distinta da classe de modelos de
riscos proporcionais. Como serd visto a seguir, o modelo Weibull { e consequentemente o
modelo exponencial) pertence a ambas as classes.

A distribuicio Weibull de dois pardmetros tem um pardmetro de escala o €
um de forma §, que pode ser estendido para um modelo de regressio fazendo o e 6
depender de z. Os modelos de regressio Weibull mais comumente usados sio aqueles
nos quais somente «, e ndo §, depende de z. A f.d.p. do tempo de vida dado z é da

forma:
£(t] z)= 8 t*~a(2) exp| —a(z) 1'], £ 0. (1.6.5)

A funcdo de sobrevivéncia dado z é expressa por:
S(t] z)= exp| - a(z) t*}, t20, (1.6.6)

e a funcéo risco dado z por:

A(t] 2)= %%: 6 t° ~Tafz), t > 0. (1.6.7)

E possivel verificar que a razdo entre A(t| z;) € A(t] z,) & constante com respeito ao

tempo t, ou seja,

Mt z)_ ofz)
At zg)  alzy)

Logo, a Weibull pertence a classe dos modelos de riscos proporcionais dada em (1.6.1).
Para isso, com Xy(t)= & 71 ¢ com C(z; B)= o(z)= exp{B'z), a funcdo risco da Weibull
pode ser reescrita por:

Mt] z)= 6 t* lexp(f'z), t2> 0. (1.6.8)

Para mostrar que a Weibull pertence a classe dos modelos de tempos de falha

acelerados, considere Y= InT cuja distribuicdo é valor extremo(u(z),s) onde o
In afz) Bz

pardmetro de locacéo u(z)= - ——"= -5 e o pardmetro de escala o= % . Entao Y

pode ser escrito como nm modelo de Tempo de Falha Acelerado

f,
Y= u(z) + o 8= -2 4 o6, (1.6.9)
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onde § tem distribuicio valor extremo padréo, desde que:

Sd{e)= P(g>e)= P]:Yn f(é) > e} = P(Y>oetpu(z))= exp[—exp(e)].

Desse modo, de (1.6.4), a funcdo risco de T & dada por:
5-1

At] z)= ,\E(t exp[ﬂTrz] ) exp{%z]= 8 (t exp{%"—ﬂ) exp{%?-]: & t* lexp(g'z),

que ¢é exatamente a funcdo risco em (1.6.8). Logo, a Weibull pertence as duas classes de
modelos acima. Kalbfleisch e Prentice (1980) mostraram que o modelo Weibull (e

consequentemente o modelo Exponencial) é o {inice modelo em ambas as classes.

1.6.3 - Funcio de Verossimilhanca Incorporando Vartaveis Concomitantes

Suponha que a cada unidade esteja associado um tempo de falha ou de
censura t; e um vetor de varidveis concomitantes z;'= (z;, ..., z;,,). Na secdo (1.4.1) foi
visto que a verossimilhanca pode ser inteiramente escriia em termos da funcdo risco
A(t] z). Assim, as varidveis concomitantes e seus correspondentes pardmetros de
regressdo podem ser imediatamente incorporados a ela, possibilitando que a estimacéo e
inferéncia procedam como usualmente. Dessa forma, a verossimilhanca baseada em n

ohservacoes sujeitas a censura é dada por:

L= 'ﬁl Mt Z")&i St 2;) = .ﬁlLs(ﬂ)a (1.6.10)
com L;(9):{)‘(tél z;) S(t,] z;) se falha

, ol equivalentemente,
S(ty] 2;) se censura

Lo)= I1_fit] =) II_S(t) =)

i€

A estimacdo e testes de hipoteses para 4 podem ser feitos de maneira andloga aos

obtidos nas secoes (1.4.2}, (1.4.3) e (1.4.4).
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1.7 - TESTES ACELERADOS

Como dito na introdugdo do capitulo, o teste de vida acelerado de um
produto é comumente usado para reduzir o tempo de teste e os custos operacionais. Este
teste é realizado submetendo-se as unidades em teste a condiges de stress mais severas
do que as de uso normal. O conceito basico de aceleracio é simples. Por hipbtese, um
componente operando sob certos niveis crescentes de stress tem exatamente os mesmos
mecanismos de falha como visto quando usado sob stress normal {ou também chamado
stress nominal}. A tnica diferenca é que as falhas ”ocorrem rnals rapidamente”. Por
exemplo, se as falhas por corrosdo ocorrem sob temperatura e umidade de uso normal,
entio o mesmo tipo de corrosio acontecera mais rapidamente num ambiente tmido sob
temperatura elevada. Em outras palavras, pode-se pensar no tempo como sendo
acelerado, como se o processo de falha fosse filmado e entdo repetido em uma velocidade
maior. Todo passo na sequéncia de eventos quimicos ou fisicos levando ao estado de
falha ocorre exatamente como em stress mais baixo; somente a escala do tempo que
mede a duracdo de evento &€ mudada. Isto significa que na escolha de valores mais altos
dos niveis de stress, deve-se assegurar que o stress nado seja tdo severo a ponto de
introduzir modos de falha completamente diferentes on a ponto de causar falhas
instantdneas das unidades em teste implicando numa distribuicdo degenerada
(possivelmente em zero) dos tempos de falha. Quando se encontra uma classe de valores
de stress sobre a qual esta suposicio € satisfeita e dito que se tem Acelerag:é’o
Verdadeira.

Existem varios métodos para conducdo de um teste acelerado. O método mais
simples tanto do ponto de vista fisico quanto da analise e inferéncia e que sera adotado
nesse e em capitulos posteriores, ¢ conhecido como Teste Acelerado de Stress-
Constante. Este envolve a escolha de varios niveis de um ou mais tipos de stress, e -
entao executa-se um teste de vida de stress constante para cada uma das combinacoes )
dos niveis de stress escolhidos. Por exemplo, na situacio onde k niveis de um tnico
stress sdo escolhidos, k testes de vida devem ser executados, um para cada nivel do
stress. Na situacdo de dois tipos de stress, supondo que se tenha escolhj_dd K niveis de
um stress e 1 niveis do outro, um total de (kxl) testes devem ser realizados, um para
cada combinacéo de seus niveis, A figura 1.7a mostra um grafico que ilustra a situacio

de um teste com um Unico stress com trés mivels. O sumbolo "x” denota falha da
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unidade em teste no correspondente tempo, € “o~" denota censura.

Strass
.3
3
3
4

tempo

Figura 1.7a: Teste Acelerado de Stress-Constante (X falha, 0— censura}

Um segundo método comumente empregado na pratica, porém com uma
quantidade literaria limitada a respeito da andlise de dados obtidos de tal teste, é o
chamado Teste Acelerado de Stress-Escada. Ao inves de escolher um determinado nivel
do stress e manté-lo constante por todo tempo, como no teste anterior., os niveis
crescentes do stress sio introduzidos em estagios, assim eles formam uma funcéo escada
sobre o tempo. Usualmente todas as unidades sdo testadas comn o mesmo padrio pré-
especificado de niveis de stress. No entanto, algumas vezes diferentes padrdes podem ser

aplicados a diferentes grupos de unidades. A figura 1.7b mostra um exemplo com dois

de tais padroes.

(

R

Padrac 2

N
%

Padrdo 1

|

tempo
Figara 1.7b: Teste Acelerado de Stress Escada (X falha, 0+ censura)

Finalmente, no terceiro ¢ ultimo método chamado Teste Acelerado de Stress-
Progressivo, ¢ assumido que o stress é uma funcéo crescente do tempo. Analogamente
a0 teste de stress-escada. diferentes grupos de unidades podem ser testadas em
diferentes padroes de stress-progressivo. Uma versao simples desse teste com um tnico

stress. admite um crescimento linear do stress sobre o tempo. Allen (1959) discute
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métodos para andlise de dados provenientes de tal teste. A figura 1.7¢ lustra o referido

teste com trés padroes - cada um admitindo um stress linearmente crescente.

Padrao 2

Strens

Padrao 1

tempe

Figura 1.7c: Teste Acelerado de Stress-Progressivo (% falha, 0 censura).

Como mencionado anteriormente, o método adotado nesse e em capitulos posteriores
baseia-se somente em Teste Acelerado de Stress-Constante, que de agora em diante sera

simplesmente referide como Teste Acelerado.

1.7.1 - Testes Acelerados em Modelos Paramétricos

O principal problema com inferéncia de testes acelerados, é que afirmativas
acerca do comportamento de falha das unidades sob stress normal tém que ser feitas
usando dados obtidos de testes com niveis de stress acima do pominal. Uma forma
paramétrica de abordar este problema e que foi discutido por Pieruschka (1961).
assume que as distribuicoes de vida das unidades sob varios niveis de stress pertencem a
mesma familia de distribuicdes e que seus parametros mudam com os niveis de stress de
acordo comn relacdes de stress-vida especificadas com pardmetros desconhecidos. Assim o
modelo resultante, que nada mais é do que um modelo de regressao paramétrico, é uma
combinacio de uma distribuicao de vida com uma relagao de stress-vida. Uma vez que
se tem como objetivo fazer a extrapolacdo a niveis de stress de uso normal, essas

relacoes de stress-vida sao normalmente derivadas do entendimento da fisica de falha do

dispositivo em discussao.
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Mais formalmente, seja f(t; 8) onde #/= (8,, 4,,..., 9,), a funcio de densidade
da variavel aleatéria tempo de falha da unidade experimental sujeita ao j-ésimo nivel do
stress V, j= 1, 2, ..., s. Cada parametro ¢, i= 1, 2, ..., p, da distribuicao paramétrica &

expresso como uma funcao desse nivel de stress V 3= 1,2, .., s, segundo a relagio:
8:(V ;)= oV, Bi), (1.7.1}

onde 8= (B0, Bits s Big)s 1= 1, 2, ..., p. Esta relagio é conhecida e valida para certos
niveis de V. Observe que uma unidade experimental pode estar sujeita a mais de um
tipo de stress. Nesse caso, na relacdo acima, V; é uma combinagio dos niveis dos
diferentes tipos de stress. O objetivo passa a ser entdo, obter as estimativas dos
pardmetros 8, i= 1, 2, ..., p, 1= 0, 1, 2, ..., q, utihzando-se a teoria de regressao e
entdo usa-las para fazer inferéncias acerca de 8 para as condicées de uso normal.

Desde que a distribuicio Weibull é extremamente flexivel tendo como caso
particular a distribuicdo exponencial, a mesma € amplamente usada na pratica. Desse
modo, a discussdo dessa secdo limita-se a essa distribuicdo. A defini¢do de um modelo
Weibull-Stress-Vida é feita supondo, em concordincia com Mann (1972), que o
parametro de forma da Weibull, §, & constante e que somente o pardmetro de escala o
muda quando mudam-se os niveis do stress. Entao, sob uma aplicacdo constante do
j-ésimo nivel do stress V, 1= 1, 2, ..., s, uma unidade com distribuicdo de tempo de falha

Weibull possui a seguinte funcéo de densidade:
£{t; 6, aj)= & tﬁﬂlaj exp[—aj té], t > 0,

onde a,= ¢V, ), =1, 2, ..., s. Em situacdes de um unico tipo de stress, trés relacoes

entre o e V; tém sido sugeridas na literatura:
a) Relacao Lei de Poténcia

o= [GX_P(TD)V,?"Y]T: exp[fyt 6, IV j]= exp(FV;), (1.7.1)

5

onde V= (1, InV,), F'= (By. B;) e V é voltagem. Estc modelo foi derivado via

cousideracoes da teoria cinética e energia de ativacdo. Aplicagdes incluem. dentre
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outras, testes para:
- Isolamentos elétricos e dielétricos;
- [Ampadas mcandescentes e

- lampadas para flash.

b) Relagio Taxa de Reacao de Arrhenius

o= [eXp('}-0+71g1(Vj))P= exp(Fo+518:(V;))= exp(8V;), (1.7.2)
onde g,(V;)= - I%OID, V é a temperatura absoluta obtida pela soma da temperatura em
graus Celsius mais 273.16, V= (1, 1{{0_0 )e 8= (6o, ). Este modelo foi derivado

empiricamente e é utilizado quando domente stresses termais sdo significantes. E
usada para descrever a falha de muitos produtos como um resultado da degradagdo
devido a reagoes quimica,s ou difusio de metal. Suas aplicabilidades para diversos
materiais, principalmente para os materiais semi-condutores, foram discutidas por
Thomas (1964) e Pershing e Hollingsworth {1964).

c) Relacao Eyring Para Um Unico Stress
ar= [V, exp{rptng (Vi)P= V. exp(sot oy (V)=
= exp(Ayt5, g1V, In V)= exp(8V ). (1.73)

onde V /= ( 1%00 In V. ) = {8y, B1s ﬁz) e V € a temperatura absoluta. Este modelo
tem derivacido tedrica baseada nos pI‘IIlCIPJOS da mecinica quantica e expressa o
parametro de escala como uma fun¢do da temperatura operante. E uma relacio
alternativa para a relacio Arrhenius. Para a maioria das aplicagdes ambas ajustam-sc

bem aos dados.

Essas rela¢oes, conjuntamente com as suposicdes acima, definem os modelos

Weibull-Lei de Poténcia, Weibull-Arrhenius e Weibull-Eyring. respectivamente.
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1.7.2 - Estimacdo de Fungdes no Stress Usual

Desde que um dos objetivos em testes acelerados é também obter estimativas
de percentis e de fra¢des de sobrevivéncia (ou de falha) em um dado tempo t em stress
de uso normal, intervalos de confianca aproximados para estas quantidades podem ser
encontrados utilizando-se aproximacdes normais usuais. Seja V, o stregss de uso normal
e a forma geral para o,

o= exp(p'V,), (1.7.4)

onde Vuf: (g{](vu)w gl(vu)1 Trna gp(vu)) ﬁfz (160: ﬁl: ey ﬁp)'} que inclui as rela*gbes
anteriormente mencionadas como casos particulares. Seguem-se as seguintes

estimativas:

a) Estimativa de percentil no siress usual V,,
Da relagio em ({1.3.13) verifica-se que, S(t| V, )= exp[-a, t’]. Fazendo
P=1-5(t | V,), obtem-se reciprocamente que o (100P)-ésimo percentil em stress V, é

estimado por:

: In{1-P) yi/3 .
tou= (- = ¥ (1.7.5)
onde &, e é séo os EMV de a, ¢ 6, respectivamente.

Limites de confianca aproximados para essa quantidade podem ser
obtidos por exponenciacio do intervalo de confianca para Intp,. A aproximacio
(5, B) L N((s, B), L), onde S2= I, ! é a matriz de variincia-covaridncia assintética

estimada de (8, B), resulta na seguinte aproximacdo para grandes amostras:
lntp, ¢ N(lntp,, ob,),

onde ¢b, é obtida pelo metddo delta {Apéndice A) por:

oh,= H'YH, (1.7.6)
COIn

& TR ) 0 g
H = [mlntpu . aﬂolntpu + aany 3,3,}111:}3“}6, ,6) _ {3 B)
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léj 1
At py = - p {ln(— In({1-P) )— ﬂ'Vu],
—é}:}-ntpu: - % gv(vu)? v= 0: 19 - P

Assim, o intervalo de confianga de aproximadamente ( 1-a)100% para tp, é dado por:

[épu CXP(“Zl-a,fzﬂrPu); EPu eXP(Z1-a/2"Pu)]- (1.7.7)

A aproximacdo normal para Intp, implica em uma distribuicdo  assintética

LogNormal(lntpu, O'pi‘) para tp,. Por consequéncia, tp, é um estimador viciado para

tp, com vicio exp( 5 ) desde que sua esperanca é dada por:

E(tp,)= exp(lnt Pu+a§. “).

Portanto, um estimador nao-viciado para ¢p,, denotado por tp,, é da forma:

. od, |
tPu: tpu_ EeXpl - g } (1.7.8)

b) Esttmativa da funcdo risco acumulada no stress usual V.,
Em um dado tempo t,, a funcio risco acumulada estimada em stress normal
V., é obtida por:
Hto) V)= a, t,'. (1.7.9)

Analogamente a tp,, este cstimador é viciado para H(ts| V.) com vicio exp(oi(ty)/2),
desde que a aproximacdo normal para (3, B), pelo método delta, implica que In
H{ty] V,) tem distribuicio assintética normal com meédia- In H(ty| V,) e variincia

estimada por:

7alto)= (Bo(Vul 81(Va)s s (Vo) 1nto) 3 (80(VL), &(V.), s 8,(V.). Inty)'. (1.7.10)

Portanto, H{t,| V) * LogNormal(InH(ty| V), ¢%(ty)). Um estimador nio-viciado para
H(tyl V) é dado por:
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Hto| V)= Hito| V. exp(— ﬁ%@l) | (1.7.11)

O intervalo de confianca aproximado de (1-¢)100% para H{t,| V), obtido por

exponenclacio do intervalo para In IZI(tD[ V.), possui a forma:

(o] Vi)exp(- 2405 aulto)); Hltol VJexp( 2,0y, o,(to)) |

¢} Estimativa da funcio de sobrevivéncia no stress usual V,

A sobrevivéncia no tempo t; e stress V,, pode ser estimada por:
S(tel V)= exp(- H(to] V..)). (1.7.12)

Ou alternativamente, utilizando o estimador nio-viciado H(t,| V).
O intervalo de confianga de aproximadamente (1-a)100% para S(ty] V,) pode
ser calculado por exponenciacao do intervalo para H(t| V) e é escrito por:

.e:.r:p(:zl_af2 (1)

- [ 2 a (T
(1] v T res D))}-

{S(toj V) (1.7.13)

1.7.3 - Analise Nio-Paramétrica

A analise nao-paramétrica de dados ndo envolve uma forma paramétrica da
distribuicio, ou seja, o ajuste é livre de distribuicdo. O modelo de regressio semi-
paramétrico de Cox que é amplamente difundido na literatura médica, emprega relacoes
paramétricas entre stress e vida, somente a distribuicho de vida ndo tem uma forma
paramétrica assumida. Apesar de ser amplamente usada para dados de vida biomédicos,
estimativas ndo-paramétricas sio raramente usadas para dados de engenharia. Primeiro,
estimativas ndo-paramétricas ndo sao tao acuradas quanto as parameétricas uma vez que
a distribuicio parameétrica assumida é adequada. Segundo, estimativas nao-paramétricas
de percentis ou de fracio de falha fora da amplitude dos dados amostrals ndo existe, ou
seja, nio se pode extrapolar para as caudas inferior e superior da distribuicao. Portanto,

pode ser usado para extrapolar em stress mas nao em tempo, porque é livre de
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distribuicdo. Dessa forma, é util somente para estimar a amplitude observada da
distribui¢do de vida em condigoes de uso normal. Por esse motivo tal modelo ndo sera
abordado.

1.7.4 - Avaliagio Grafica do Modelo

A acuidade de estimativas e de intervalos de confianca dependem de quao
bem estdo satisfeitas certas suposi¢oes:
- 0S TiSCOS 830 proporcionails, ou equivalentemente, o parametro de
forma da Weibull possui o mesmo valor em todos os niveis do
stress;
- a relacio stress-vida é adequada;
- a distribuicfo de vida assumida é adequada.

Para verificagio dessas suposi¢des alguns métodos graficos sio Oteis,

1.7.4.1 - Avaliacie da Proporcionahdade dos Riscos

A verificacdo dessa suposicido pode ser feita calculando-se as estimativas P.L.
da sobrevivéncia para os dados em cada nivel do stress, V,, j=1,2, ...,s.  Os gréficos
do In(-InS(t| V,)) x t, ou alternativamente In(-InS(t] V;)) xInt, j= 1, 2, ..., s, devem
ser aproximadamente paralelos se a suposicdo de proporcionalidade dos riscos for

apropriada.

1.7.4.2 - Avaliagio da Distribuicdo de Vida

Para a avaliagao dessa suposicdo dois métodos sao comumente usados:

No primeiro, se a suposi¢do de distribui¢do Weibull for adequada, os graficos
do ln(-InS(t| V,)) x Int para cada nivel do stress. V,, j= 1, 2, ..., s, devem ser
grosseiramente lineares. A inclinacdo da reta ajustada pode ser usada como uma

estimativa aproximada do pardmetro 6.
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O segundo método, baseia-se em uma analise grafica de residuos. Como visto
em (1.6.6), a funcdo de sobrevivéncia dado V;, j= 1, 2, ..., 5, no modelo Weibull é

expressa por:

S(t] V;)= exp(-a, t9).

Seja a amostra aleatéria de tempos t, t,, ..., tnj, correspondendo a cada nivel A\

i=1,2,..,s¢d&;ebos EMV de o e 6 obtidos desses dados. Desde que as quantidades:
ey=a;t7,

parai= 1, 2, ..., n; ] = 1, 2, ..., s, sdo independentes e identicamente distribuidos (11d.)

com distribui¢io exponencial padrdo, os residuos podem ser definidos por:

e
f
o
[
"Qvn-

= a5 b (1.7.14)
Tal residuo é censurado se a observagdo € censurada. Estes comportam-se
aproximadamente como uma amostra aleatoria de uma distribui¢do exponencial padrio.
Entéo, seja $(&) a estimativa P.L. de Kaplan-Meier descrita na segio {1.5.1), se a
distribuicio Weibull é adequada, o grafico do ~]n§(é) x & deve ser aproximadamente

linear passando pela origemn:.

1.7.4.3 - Avaliacao da Relacio Stress-Vida

Desde que a;= exp(p'V;), onde V;'= (gy(V), &,(V), ..., 85}, B'=(84: By, -, 5,,)

e
ln(1-P
pi= (- _(67_1 ye,
entao,
Intp;= L (In( - 1n(1-P))-p'V ).
Para o caso particular onde V= (1, g(V;)),i= 1. 2, ..., s, segue que:

Intp,= %(ln( --ln(l—P))—,ﬁn—ﬁlgl(\/’j))z Ba+8ie. V),
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ou seja, Intp; ¢ uma funcio hnear de g,(V,), j= 1, 2, ..., s. Para o caso onde
gl(Vj): vl%_ﬂ.ﬂj a; segue uma relagdo Arthenius e para o caso onde g1(V;)= InV;, este

i . . . . . . .
segue uma relagio Lei de Poténcia. Assim, para a verificagio da adequagio da relagio

de stress-vida Arrhenius ou Lei de Poténcia, utilizam-se os seguintes métodos graficos:

a) Relacio Arrhenius

Para cada nivel j do stress, )= 1, 2, ..., s, calcula-se a estimativa P.L. de

Kaplan-Meier da sobrevivencia e desta a distribuicdo acumulada emptrica. A seguir

estima-se um percentil especificado tp;, a partir da distribuicio acumulada empirica.

Para avaliacdo da suposicio deve-se tragar o grafico IuEPJ- X —-l%n-_g? =1, 2, ..., 5, que

deve ser aproximadamente linear se a relacdo Arrhenius for adequaéa,.

b) Relacio Lei de Poténcia

dessa relacio obtem-se os percentis tp;,

Para avaliar a adequacéo
., s, for

j= 1, 2, ..., s, como anteriormente. Se o grafico lufpj- x InV, =1, 2,

aproximadamente linear existem indicativas de que a relacdo Lei de Poténcia ajusta-se

adequadamente aos dados.

c) Relacao Eyring

Para avaliar a adequagdo da relacdo Eyring pode-se demonstrar que basta

aplicar a transformagéo:

tPJ_’: Epj\’rjj ]: ]_, 2’ ey 8,

e verificar se a relacdo Arrhenius ajusta-se adequadamentc a esses dados transformados.
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Demonstracao:

A relacao Eyring para a;, como apresentada na subsegao 1.7.1, pode ser escrita por:

o= [\"j MP(TO""Ylgl(VJ‘))Jﬁ'
Entéo,
Intp = % (ln( - IH(I—P))“IHQ(VJ’)): %(111( —In{1-P)) — 5(lnvj+7o+7lgl(vi))):

= —InV; + L (In( ~10(1-P)) = 803047, (V)
implicando em:
latp IV = %(m( —In(1-P)) = 8(rg+7y84(V ).

Exponenciando os dois membros obtem-se:

tp = tp V.= F___,‘_iril;].l)_____lf’&:[_]n(lfp) ]1/6
PiT P fexp(vo 112y (V )P & [

onde « ; Segue uma relacdo Arrhenius. Portanto Int P j’ pode ser tratado como uma funcao [inear de

g:(V;)=-1000/V,, j= 1,2, ... 5. O

Os graficos acima apresentados poderiam ser alternativamente feitos
utilizando-se os 1; tempos observados em cada nivel j do stress ao invés dos percentis
estimados, uma vez que no modelo Weibull o 1-ésimo In do tempo de falha no stress V P
Y= InT,;,

falha acelerado dado por:

i=1,2, ...,n; j=1,2, .., 5 podeser escrito como um modelo tempo de

. . Ine A
Y !?= }_I]_T!-j = 3 ¥ + Jsg'j: ._.(_.-U__.-lé.g_l_.(d_i)l +°'g£j?
onde §;; ~ valor extremo padrdo, para i=1, 2, ..., n; e j= 1.2, ..,8, e portanto Y;; é

uma funcéo linear de g;(V,). No entanto, as censuras podem dificultar a visualizagéo da
linearidade da relacao. Desde que os percentis sio estimados utilizando-se a informacao

contida nos dados censurados, os mesmos sdo preferiveis ao conjunto total de dados.



CAPITULO 2

MODELOS DE REGRESSAO PARA TESTES ACELERADOS EM RISCOS
COMPETITIVOS

2.1 - INTRODUGCAO

Uma grande quantidade de estudos apresentam meétodos para analise de
dados gquando existe um fnico modo de falha para cada objeto em estudo (dados de
tempo de vida untvariados). Entretanto, esses dados podem ser mais gerais se a falha de
um objeto puder ser classificada em uma dentre k classes mutuamente exclusivas,
usnalmente causas de falha (também chamadas causas de falha competitivas}, como se
existissern mecanismos de falha competindo entre si de forma que o pruneiro a atingir o
estado de falha causa a falha do objeto. Problemas que originam tais tipos de dados sao
comumente denominados problemas de riscos competitivos. Estes podem ocorrer em
muitos contextos, como por exemplo, na feoria de riscos competitivos da area médica
onde se lida com o interesse em estimar o efeito sobre o padrio de mortalidade de uma
dada populaciéo quando certas doencas sdo eliminadas, ou no contexto de confiabilidade,

num teste de vida de um produto que pode falhar em um dos k possiveis



Congceitos Basicos e Notagaes 39

lugares ou falhar de uma das k possiveis causas (nesse caso diz-se que o produto é um
sistema em série). A informacao basica disponivel neste tipo de ensaio ou teste de vida é
o tempo de falha e a correspondente causa de falha do objeto em observacio. Outras
informagoes podem também estar disponiveis, como no caso de variavels adicionais (ou
seja, varidveis concomitantes) que descrevem as diferentes condigdes nas quais o
experimento foi conduzido (por exemplo: niveis de stress num teste de vida acelerado,
tratamentos, etc). Tais informacdes precisam ser incorporadas na analise.

Este cap:ftulo tem como objetivo apresentar os conceitos apresentados no
capitulo 1 estendidos a problemas de riscos competitivos. Na secdo 2.2 € apresentada
primeiramente uma abordagem feita por Prentice et al (1978}, que leva em consideragdo
somente dados observaveis, ou seja, o tempo ohservado que pode ser de falha ou de
censura e a causa correspondente a falha. Posteriormente, ¢ apresentada uma outra
abordagem mais detalhada que tem sido amplamente discutida na literatura de riscos
competitivos por diversos autores, dentre outros, Cox (1959}, Moeschberger e David
(1971), Gail (1975), que introduz o conceito de "tempos de falha latentes”. Na secao 2.3
¢ discutido o "problema da identificabilidade” que surge da abordagem de tempos de
falha latentes. Na secdo 2.4 sdo apresentados os modelos de regressio do capitulo 1,
estendidos a riscos competitivos. Na secdo 2.5 é tratada a estimagdo dos parametros de
regressio por méxima verossimilhanga e, finalmente, na secdo 2.6 € introduzida a teoria

de testes acelerados para essa situacio de riscos competitivos.

2.2 - CONCEITOS BASICOS E NOTACOES
2.2.1 - Abordagem de Prentice et al (1978)

Essa primeira parte da secio introduz uma notacdo que € inicialmente devida
a Prentice et al (1978). Suponha que uma amostra é sujeita a nm experimento e que
cada objeto de estudo dessa amostra tenha um tempo de falha continuo T que pode ser
sujeito a censura e m vetor de variaveis concomitantes z. Suponha também que a falha
pode ocorrer devido a uma dentre k causas denotadas por i€ {1, 2, ..., k}. Portanto,

para cada objeto associa-se a tripla (T, 1, z) onde,
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i, se falha da causai |
= ' 1—‘—1,2,..., k

0, caso contrario

As fungoes de Sobrevivéncia e Risco para T, com tais varidveis concomitantes
sao definidas por:
S7(t] 2)= P(T>t] z) (2.2.1)

. P(T eft, t4dt)] T>t,z) Ir(t] z)
Mp(tl 2)= lim, I NCEL (222)

onde fy(t| z) é a funcdo de densidade de probabilidade de T dado z. Similarmente, a
Distribuicdo Conjunta de T e I dado z, pode ser caracterizada através das funcoes de
sobrevivéncia, de densidade (também denominada de sub-densidade por Kalbfleisch e

Prentice (1980)) ou de Risco de Causa-Especifica como segue parai=1,2, ... ki

8,(t] z)=P(T >t, I=i| 2), (2.2.3)
£(t] z)= ~ &St =), (2.2.4)
: Pt < T<t+dt, I= 1| T >t, g)
: . <I<t ,1=1 L >t 2
At 2) = lim, dt =
_ I Pt <T<t4dt, I=1, T>t]z)
“dioo &t P(T >t 2) =
oy P(T 2t I=1]2) - P(T 2 t+4dt, I= i) 2)]
= i Lt P(T > t] z) -

2819 it] )

T TSie) Sili[e) (2.25)

A funcéo A(t] z) representa a taxa instantinea de falha da causa i no tempo t dado z,
na presenca de todas as outras causas de falha.

Assumindo que a causa de falba 1 deve ser um tnico elemento do
conjunto de causas {1, 2. ..., k}, pode-se reescrever a funcao risco de T dado z, definida

em (2.2.2), em termos das funcdes risco de causa-especifica como:

plt] 2= E(t] 7). (2.2
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Em alguns estudos podem ocorrer duas ou mais causas de falha simultineas. Nessa
estrutura de trabalko quando duas ou mais causas de falhas ocorrem simultaneamente
tais eventos conjuntos podem ser tomados como tipos de falhas adicionais.

A funcio de sobrevivéncia de T dado z, definida em (2.2.1), devido a

formulacdo {2.2.6) pode ser fatorizada no tempo t da seguinte forma:

Sp(t] z)= exp{— J;AT(U| z) du}: exp[~ J; iél)us-(u] z) du}: Ik] G(tlz), (2.2.7)

=1

onde G,(t| z)= exp(— j;/\i(ul z)du): exp(-H,(t| 2)), i= 1, 2, ..., k, é interpretada por
Elandt-Johnson e Jobnson (1980) como uma distribuicdo associada com a causa i

somente. A distribuigio marginal de I é definida por:

7= P(I=i] z)= §,(0

7). (2.2.8)

Finalmente, usando {2.2.7) em (2.2.5), a funcédo sub-densidade do tempo de falbka para a

causa 1 dado o vetor dc variavels concomitantes z, pode ser reescrita como
k .
£,(t] 2)= A\ (t| 2 [[GL(tl 2),1=1,2, ..., k. (2.2.9)
i=1

Note que devido a fatoracdo de S(t] z) em (2.2.7), (2.2.9) é completamente especificada
pela funcéo risco de causa-especifica. Kalbfleisch e Prentice {1980} mostraram que
M(t] z) pode ser estimada dos dados do tipo (T, I) emm nma dada covaridvel z sem
suposices adicionais, o que permite a estimacdo de quantidades relacionadas tal como
f.(t] z), Ap(t| 2) e S¢(t| z), que podem ser definidas em termos de A(t] 2), 1= 1,2, .., k.
Para o estudo de inter-relacoes entre as causas de falha, Kalbfleisch e
Prentice (1980) sugerem uma abordagem alternativa utilizando covariaveis tempo-

dependente.



Conceitos Basicos e Notacdes 42

2.2.2 - Abordagem de Cox (1959) e Moeschberger e David (1971)

Alternativamente, grande parte da literatura de riscos competitivos tem
presumido para um sistema a existéncia de tempos de falha "latentes” ou ”potenciais”
correspordendo a cada uma das k causas de falha, Esses tempos sio denotados por
T= (T, T,. ..., T;), onde a coordenada T; é o tempo para ocorréncia da i-ésima causa
de falba. O tempo de falha real do sistema ¢ defirido por:

T: min(Tl, Tg: cany Tk)

Nesta formulacdo, restringindo-se a um vetor de varidveis concomitantes z
independentes do tempo e assumindo que T dado z, tem funcédo de densidade conjunta
#(t| z)= f(t;, t, ..., t4] 2), @ Funcio de Sobrevivéncia Conjunta dado z pode ser escrita
como:

S(ty, ty, -y bl 2)= P(T;>ty, Ty>ty, o, Ti>ty) 2)=

:Jm...wa(ul, Uy, ..., Ug| 2) duy...du;,
t1
O<t,<co, i= 1,2, . k. (2.2.10)
Pela definico acima é possivel notar que, $(0,0,...,0] z)=1 e S(oo, oc,..., 0o 2)= 0.
Claramente, a Sobrevivéncia Marginal do Tempo de Falha Latente T; dado z, obtida
parai= 1, 2, ..., k é dada por:
Sf(th Z)= P(T:>tsl Z): P(T1>O, T2>U: ...?Ti>t3':, .T;_)U'I Z):

=5(0,0, ..., 0, t;. 0, ..., 0] =) (2.2.11)

e a sua Funcio "Risco” (ou "taxa de risco liquida”, na notacio de Elandt-Johnson e

Johnson (1980)) correspondente é definida por:
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L 6_% 5,(t.| z) a .
&(ti’ Z)= — ‘—E— lnss(t‘l Z), 1= 1, 2’ .y k, (2.2.12)

St %)

assumindo que tais derivadas existam. Esta funcio & interpretada como a taxa de falha
instantanea associada ao tempo de falha latente T,. Ainda, se S ¢é diferenciavel em
f,= ty= .= t,= t, a Funcio Risco de Causa-Especifica (ou "taxa de risco bruta” na

notacéo de Elandt-Johnson e Johnson (1980}) pode ser escrita como:

P(t < T<t+4dt, I=i] T > t, 2)

A{t] z)=lim_ & =
_ ‘éQt: S(t17 t21 Teey tk[ Z) ‘tl =ty =... =tk=t__
- S(t, ¢, ..., t] 2) B
= —5_12; l118(1;1-1 tza---: tk‘ Z) |t1 Sty=..==b i= 1? 2! ey k.

(2.2.13)

Essa funcio fornece a taxa instantinea de falka pela causa i no tempo t dado z, na
presenca de todas as outras causas de falha. A Funcdo de Sebrevivéncia de T dado z,
também conhecida como Funcdo de Sobrevivéncia Total pode ser obtida como em
(2.2.7) ou por:

Sr(t] z)= P(T>t| z)= P(T,>t, T,>t, ..., T;>t| 2)= S(t. t, ..., t] z), (2.2.14)

e a Funcio Risco de T dado z, também chamada Funcdo Risco Total, pode ser escnita
por:
d Sy(t] 2)

Ap(t| z)= -

. _ g Y
.H.Sm_ - a-Flﬂ ST(t’ Z)‘_ _gtflll S(t, ty o0y t.i Z), (2215)

que é interpretada como a taxa de falha instantinea por qualquer causa de falha no

tempo t dado z. Esta corresponde a funcao risco dada em (2.2.6}.
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Assumindo agora que sempre que o sistema falhar pode-se observar somente
o par {T, I) e a covaridvel z, comumente chamado Minimo Identificado, onde T é a
vida do sistema e I= 1 quando T= min(T;, Ty, ..., Ti)= T, para i= 1, 2, ..., k. Por

suposicio a falha do sistema é devida a uma tnica causa, i.¢,

| P(T,= T,)= 0 parai #]| (2.2.16)

Sendo assim, a Distribuicdo de Probabilidade Conjunta de (T, I} dado z, que representa

a distribuicdo de probabilidade do tempo observado para falha devido a causa 1 pode ser

exXpressa Como;

Q. (t] z)= P(T <t, I=i| z)= P(T; <t, T,<T; p/i#jlz)=

= Jf lijm.,.[m f(tl, t2, taay tt': ceey tk‘ Z) H dt,,.:l dt: .
D ] r#i

1=1,2, ...k (2.217)
Obs: O simbolo 7+” & usado para denotar que a falha ou distribuicdo de sobrevivéncia
para a causa 1 ¢ observada na presenca de todas as causas atuando simultaneamente na
populagéo.
A Probabilidade de um sistema falhar da cauwsa i, denotado por 7%, com variavels
concomitantes z € obtida por:

= P(I= i 2)= P(T<ce, I= i| 2)= Q;(o0] 7), i= 1,2, ..., k, (2.2.18)

coIn
r Ay = L (2.2.19)

A Probabilidade do sistema sobreviver além do tempo t e entdo falbar devido a causa 1

dado z, (correspondendo a S;(t| z) na notagao de Prentice et al) & dada por:
P(t] )= P(T>t, I=i| z2)= P(T <. I= 1) 2)-P(T <t, I= 1] 2)= » - Q;*(t] z)=

:Jm I:Jm'-.Jm f(t]s t21 resy ti? = t.l‘n.‘ Z) H dtr dt, - i= 1, 2, ey k. (2_2_2{])
! . t. r#ET

!



Conceitos Basicos e Notagdes 45

As funcdes de distribuicio e de sobrevivéncia de T dado z, podem ser escritas

em termos de (2.2.17) e (2.2.20), respectivamente, por:

Sr(t| z)= k Po(t| z)= E m —_Ek:1Qi*(t| z)= l'f: Q. (t] z). (2.2.22)

:: =1 t = =1

Pela definigio em (2.2.20) pode-se notar que, =,;*= Q,*(co| z)= P;*(0] z) ¢
ainda segne de (2.2.19) que:

P(0] 2= 3 Qi (0] 2)= 1. (2.2.23)

Logo, P;*(0| z) ndo precisa ser necessariamente 1 e portanto P;*{t| z) néo é uma funcéo
de sobrevivéncia de acordo com a definicio em (1.3.1). Pode-se contudo, definir uma
funcio de distribuicdo acumulada ou func¢ido de sobrevivéncia verdadeira em termos
dessas fungdes. A funcdo de distribuicio condicional de T dado I=1 e z, que representa
a distribuicdo de tempo de falha observado dentre agueles que falharam da causa i, na

presenca de todas as causas é dada por:

P(T <t, I—1|£) Q,*(t| =)

Fx(t| 2)=P(T <t] I=1i, z)= P(I=117) —— (2.2.24)
¢ consequentemente, .
* = 1-F” = __,_Pi (ﬂ Z) 4
87(t] 2)= 1-F;7(t] 2) —<—. (2.2.25)
A correspondente funcdo de densidade é entio:
ot )= e § QI 2=~ 5 P4 ), (2.2.26)

e como demonstrado a seguir, esta pode ser reescrita por:

£.4(t

2)= }1— A{t] 2)S(t] ). (2.2.27)
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Demonsiracdo:

Derivando com relagao a t os dois lados da igualdade em (2.2.20) obtem-se:

gf Pt z):Jw...Jm f{ty, Uy, oo o by %) 1} di,.

¢ t T f

Procedendo de maneira anéloga para a relagio em (2.2.10) obtem-se:

6 [ &) (o e]
I S{tys by, oy tg| 7) |‘1 Styma=t =t T f J‘ f{tys tyy weny by wuy Ly g)[] dt,.

' i r#d
Logo, tem-se a seguinte identidade:
2 p 3
KN Pt 5)— S( ceey bg| 2) |t1 Sly=..=f =t (2.2.28)
Além disso, de (2.2.13):
ad
, 5@;5(31, R L P
i(tl 2) (6t ooy 0] 2
'3%5('31! Bor veey bl “) ftl Sty=aemig =t
T Sr(%) !
implicando em:
‘wa
E(t: S(tys bgo -oos tg] 2) !tl Sty=..=t =t = = A (4] 2)Sp(t} 2).
A identidade em (2.2.28) torna-se ent3o:
8 p= _ .
B P71l w= ~ A0 2541 9, (2.2.20)

e portanto a densidade emn (2.2.26) pode ser reescrita por:
7] m= Lo (1] 2)S (1] v). O
1

Lawless (1980} mostrou que Q;*{t) e #,*, podem ser estimados dos dados da forma (T, I)
sem suposicoes adicionais e este resultado estende-se diretamente a dados do tipo
(T, I, z), com z fixo no planejamento (como é o caso de testes acelerados). Estes

resultados encontram-se no apéndice B.
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Esta abordagem de tempos de falha latentes foi criticada por Prentice et al
(1978) por sua suposi¢io de que o tempo de falha da causa i sob um conjunto de
condicdes em estudo, no quel todas as causas estdo atuando, é precisamente o mesmo
sob um conjunto alterado de condi¢cées em que todas as causas, exceto a i-ésima, s3o
removidas. Esta suposi¢io pode ndo ser verdadeira desde que a eliminacdo de certas
causas de falha pode alterar os riscos de falha das demais causas, como j& indicado por
Makehan (1874) e Cornfield (1957). Prentice et al, criticaram também a falta de
significado fisico para os k-1 tempos ndo observados. Contudo, Elandt-Johnson e
Johnson apontam que esses tempos hipotéticos de falka sio introduzidos ”puramente
por conveniéncia matematica”, desde que a formulacdo latente para o problema de
riscos competitivos nio leva a dificuldades na interpretacio das distribuicées basicas da

causa i, G, e P;*, as quais podem: ser estimadas dos dados.

2.2.3 - Tempos de Falha Latentes Independentes

A situagio em que T,, T, .., T, sdo mutuamente independentes na
abordagem de tempos de falha latentes é de especial interesse. Neste caso, a funcio de

sobrevivéncia conjunta simplifica-se a forma:
k
S(t), tae oy 3l 23= T Si{t;} 2). (2.2.30)
i=1
Além disso, como um resultado interessante pode-se demonstrar que para todo
i=1,2, ..,k
h;(t] z)= A,(t] z) (2.2.31)

G,(t] z)= S,(t] z). (2.2.32)

Demonstracao:

De fato, pois pela definicdo de funcio risco de causa-especifica e de (2.2.30):
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(el 2) = —2- 1nS(ty, 1y, ...y 1] D, =

at’t 2:...=£k:!=
o i F -
= _é}_t‘. h: Elsf(tii z)]tl Ziy = = ¢y, = =
-0 g
- Bti 3';1 o i(ti| Z)If} =£2:... =tkzt:

__ 0 _
B at; InS,(tf z]lt,::t‘ h(4] 2).

De (2.2.12) e usando o resultado anterior, obtem-se que:
_ t t
S;{t]2) = exp[—jo h;{u] =) du}: CXF{_J A;(u] 2) du}: G,(t{ 2). D0
0

Assim, a fungéo de sobrevivéncia total dado z, pode ser obtida por:

Sr(t] 2)= 1jls,,(t| z)= [1 Gy(t| 2). (2.2.33)

=1
Contudo, deve-se enfatizar que 5;(t| =) # S,(t| z), pois de (2.2.25) e (2.2.29):

57(¢| z)= ;;1? L Ai(u

2)57(uf z) du,

a0 passo que,

S.(t] 2)= exp{ - [! hul ) du]: exp[— [3,tul =) du}.

Ainda pode ser de interesse estudar as mudancas que ocorrem na distribuicao
de vida de um objeto quando algumas causas sio eliminadas. Para esse caso de
independéncia, supondo que a causa j é eliminada, onde a causa j pode ser um grupo de

z)= 1 e a distribui¢do com as r= (k-j) causas restantes é expressa por:

causas, S,(t
§7(t] )= Sy(t] 2) So(t] 2)..8,4(t] 2) S, 4 (t] )...5(t] 7).

Esta equacao assume que:
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- as distribuicbes das cansas de falha restantes nio sio afetadas,
- nenhuma outra causa de falha é introduzida quando a causa j é
eliminada,

- & causa de falba eliminada é completamente eliminada.

2.3 - PROBLEMA DA IDENTIFICABILIDADE

Define-se uma Familia de Distribuicdes (segundo Elandt-Johnson ¢ Johnson),
como um conjunto de distribuicGes da mesma forma matematica onde cada membro da
familia é determinado pelos valores dos parimetros.

O problema de identificabilidade é verificado na teoria de tempos de falha
latentes no contexto de riscos competitivos. Primeiro, dada a distribuicdo de (T, I), o
problema de identificabilidade questiona a possibilidade da identificacao da familia das
distribuicdes de sobrevivéncia conjunta e marginais de (T,, Ty, ..., T}). Segundo,
assumindo que a fungio de sobrevivéncia comjunta pertence a uma familia especifica
questiona-se a identificabilidade de um membro desta fungio conjunta a partir da
distribuigao de (T, I).

Berman (1963) mostrou que, se € assumido que as causas atuam
independentemente, a distribui¢do do par (T, I) determina unicamente a distribuicdo de
T,

pardmetros. FEsse resultado pode ser estendido para o caso em que se tem disponivel um

1= 1, 2, ..., k, e consequentemente a distribui¢do conjunta de (T, ..., T;) e seus

vetor de varidvels concomitantes z fixo no planejamento, como nos experimentos de
testes acelerados apresentados anferiormente.

No entanto, desde que a suposicio de independéncia dos tempos de falha ndo
é realistica em muitos problemas de riscos competitivos, alguns estudos consideraram o
problema da identificabilidade para tempos de falha latentes dependentes; entre outros,
Tsiatis (1975). Peterson (1976), Langberg et al (1978, 1981) e Elandt-Johnson ¢ Johnson
(1980) (estes estudos ndo consideraram variaveis concomitantes). Eles concluiram de
que sem a suposicao de independéncia, a familia de distribuicdo de sobrevivéncia
conjunta e suas marginals nao sao identificveis a partir da distribuicio de (T, I), uma
vez que a partir de dados desse tipo néo ¢ possivel distinguir entre um modelo de riscos

competitivos independentes e uma infinidade de modelos dependentes com as mesmas
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funcées risco de causa especifica.

Assim, para obter conclusdes a respeito da distribuicio dos tempos de falha
latentes quando estes ndo sdo supostamente independentes, é usual assumir que a funcao
de distribuicdo de sobrevivéncia conjunta pertence a uma familia paramétrica especifica
e o problema consiste na identificabilidade dos parametros dessa distribuicio a partir
da distribuicio de (T, I). Este problema pode ser resolvido dependendo da familia
particular assumida para S(ty, ty, ..., tj). Alguns resultados particulares que dizem
respeito a0 estudo da identificabilidade dos pardmetros da distribuicio de sobrevivéncia
conjunta para o caso de tempos de falha dependentes em populacdes homogeneas, sio
conhecidos. Por exemplo, Nadas (1971) e Basu e Ghosh {1978) mostraram que sec a
funcdo de distribuicdo de sobrevivéncia é Normal Bivariada, entio seus parametros
podem ser determinados unicamente a partir da distribuicio de (T, I). Basu e Ghosh
(1978) provaram que a distribuicio de (T, I) identifica os pardmetros da distribuicdo
Exponencial Bivariada de Marshall e Olkin (1967), de Gumbel (1960) e da distribuicdo
Weibull Bivariada.

Deve-se enfatizar contudo, que mesmo sendo possivel estitnar os pardmetros
do modelo paramétrico assumido ndo se pode verificar a sua validade, desde que, como
mencionado anteriormente, a partir de dados do tipo (T, I) ndo ¢ possivel distinguir
entre um modelo de riscos competitivos independentes e uma infinidade de modelos
dependentes que possuem as mesmas funcdes risco de causa-especifica. Até mesmo se
um modelo paramétrico com riscos dependentes for assumido para S e todos os
parametros forem estimaveis, € impossivel fazer a distincdo entre este e um com causas
independentes, mas com as mesmas funcdes risco de causa-especifica. Consequentemente
é impossivel avaliar a adequacio de tal modelo e pela mesma razio é i111poss§vel avaliar
a independéncia das causas. Entdo os modelos devem ser confirmados através de
evidéncias fisicas ou do conhecimento do processo de falhas, caso contrario se é forcado a

acreditar na adequacgio de tal modelo. Essa situagéo é ilustrada no exemplo 2.1 a seguir:
Exemplo 2.1: Considere a funcio de Sobrevivéncia Conjunta:

S(ty: to)= exp[l- Ati- Aty explAjp(Art +ast0)] ) £>0, £,>0,
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onde, 3, >0, A,>0 e A ,>-1. O pardmetro 4, mede a dependéncia entre T, e Ty, com T,
independente de T, quando A ,= 0. As correspondentes funcdes risco de causa—espec{fica

580:
x(E)= % (1425 explp(y+2)t]) 5 1= 1, 2.

A funcio de verossimilhanca, que € escrita totalmente em termos da funcgfo risco de
causa—especifica. (como serd demonstrado na secdo 2.3), obtida dessa distribuicio &
contudo, idéntica aquela resultante de um modelo com causas independentes com as
mesmas funcdes risco de ca.usa-especiﬁca, e fun¢io de sobrevivéncia conjunta definida

por:

5™, to)= exp[l—klt1~,\2t2 1€xp02(A ) )1\3_“2 P(Ap(A+Ay) 2)}

Entdo, um valor estimado de A, #0 ndo deveria ser tomado como uma indicativa de
dependéncia entre T, e T,, a menos que exista alguma evidéncia externa para confirmar
o modelo paramétrico dependente. A estimativa do grau de dependéncia entre T ¢ T,

surge da suposigio de um modelo que nao pode ser testado pelos dados.
2.4 - MODELOS DFE REGR.ESS;&O PAR.AMETRICOS EM RISCOS COMPETITTVOS

Varios autores, tals como, Farewell e Preatice (1977), Lagakos (1978), Holt
(1978), Kalbfleisch e Prentice (1980), estudaram modelos de regressdo em situagbes de
riscos competitivos. Qualquer um dos modelos de regressdo apresentados no capitulo i,
que permitem Incorporar variavels concomitantes z tempo independentes, pode ser
estendido a riscos competitivos simplesmente impondo a formulacdo apropriada as
funcdes risco de causa-especifica. Sob a abordagem de tempos de falha latentes,
assumindo uma familia paramétrica para S(t;, t, .., t;| z) onde z é tempo

independente, pode-se modelar o risco de causa-especifica como mostrado a segnir:
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2.4.1 - Modelos de Riscos Proporcionais

Essa classe de modelos assume que as varidveis regressoras atuam
multiplicativamente sobre a fun¢io risco de causa especifica, quando para cada causa i,
i= 1, 2, ..., k, gquaisquer observa¢des com variaveis concomitantes z, € z, resultarem em

una razdo A(t| z;)/),(t] z,) invariante no tempo. Assim, tem-se a seguinte formulacio:

X(t| 2)=2(t) Clz; 8;) , i=1,2,..,k, (2.4.1)
onde
B= (8,1, Bigy .-y Bip): vetor  de pardmetros correspondendo a 2z, variando
arbitrariamente sobre as k causas de falha,
C(z; B;): qualquer funcéo de z e §; tal que, C(z; 8,)>0e C(z; 0)= 1,
Agi(t) : funcéo risco basica para a causa 1, sendo a funcéo risco de causa-especifica

para a causa i quando C(z; 8;)= 1.

Como anteriormente, é usual tomar C(z; 8;)= exp(8;'z}, uma vez que se tem garantido
C(z; 8,)>0 para todo z e 8, Em particular quando x;(t), i= 1, 2, ..., k, é arbitrério e
C(z; B,)= exp(B;z), (2.4.1) define o modelo semi-paramétrico de Cox para riscos

competitivos como estudado por Holt (1978).

2.4.2 - Modelos de Tempos de Falha Acelerados

Para cada causa de falha i, i= 1, 2, ..., k, Kalbfleisch e Prentice (1980)
sugeriram a seguinte extensdo do modelo de tempo de falha acelerado apresentado no
capitulo 1:

A{t] w)=x (texp-p{=)]) expl-pi(z)] , 1=1,2, ..., k, (2.4.2)
onde
y,(2) : pardmetro de locacio da distribuicdo de Y=InT dado z, para a causa i,

Agi * tem uma forma parameétrica particular.

Equivalentemente, para cada causa assume-se que as varlaveis Tegressoras atuam

multiplicativamente sobre T.



Estimagao de Parametros por Maxima Verossimithanca 53

Para ilustracdo, considere o seguinte exemplo:

Ezemplo 2.2: O modelo Weibull(a/z), 5;} independente associado a cada

causa de falha i, com o,(z)= exp(g;z}), tem A,; formulado como:
b1
A{)i(t): 55 t £ y tZ 0

Quando descrito em termos do modelo de Riscos Proporcionais, assumindo que
C(z, B;)= a,(2), obtem-se:

M{(t] 2)= 8, té"_lexp(ﬁi’z)., t>0,i=1,2, ..k,
onde 6.>0. Quando escrito em termos do modelo Tempo de Falha Acelerado:

At 2)= &, (t expl-p,(2)])7 "expl-py(a)],

f
17 . . e
onde u(z)= _# 4~ é o pardmetro de locacdo da distribuicdo Valor Extremo para a causa

1.

2.5 - ESTIMACAO DE PARAMETROS POR MAXIMA VEROSIMILHANCA

Utilizando a mnotagdo de Moeschberger e David (1971), pode-se
equivalentementc denotar o tempo de vida observado (T]I) como X, onde
X=T,)T= m{in T; . Sendo assim, a fdp de X; é dada por:

£ (x| z)= ;17 Xix) 2)Sp(x;

]

%),

Considerando primeiramente o caso em que ndo existem dedos censurados, ou seja, se n,
objetos fatham da causa i e X,; denota o tempo de vida do j-ésimo objeto falhando da

causa i associado ao vetor de covaridveis z, entéo a fdp conjunta de x,; é escrita por:

—l—rq H Ml 2)8r(xl 7). (2.5.1)

i=17; i=1

-

+{E SIS Kingr wees Xgpo oo ank| z)=
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Esta f.d.p. ¢ condicional sobre os n; os quais sio variaveis aleatérias com funcio de

probabilidade multinomial:

' k . k
f(n,, ..., nyf z)= —B— H 77", onden= ) n,. {2.5.2)
n n! i=1 t=1 '
i=1

Entdo, de {2.5.1) e (2.5.2), a fungdo de verossimilhanca de interesse é dada por:

, kP _
L= 2 H H Mxij] 2)Sr(xi;] =),
[Tn! i=15=1
i=1

Como o primeiro termo na verossimilhanca é uma constante, esta pode ser reescrita
simplesmente por:

.

L%,lj- ];[ z2)Sr(x;,| z)= ‘_]_j I;I (x5 2) l'k[=]Gm(x,-j| z). (2.5.3)

Nota-se portanto, que a j-ésima unidade que falbha da causa i contribui com um termo

k
M(xgl2) T1 Gp(xy;l %) para a verossimithanga.
m=1

Para o caso em que algumas observacdes sio censuradas, dentre as n

associadas ao vetor de variavels concomitantes z, e utilizando a notacao abaixo:

Notacdo:
1: causa de falha 1= 1, 2, ..., k,
n : namero de itens no inicio do estudo,
r; : nimero de falhas devido a causa i,
r : namero total de falhas (r:zk: r,-),
w : pumero de censuras, =t
t, : tempo de falha ou censura do r-ésimo item, r= 1, 2. .., n,
xy: tempo de falha do l-ésimo item pela causa i, 1= 1,2, ..., 1;

X, tempo de censura do l-ésimo item censurado, 1= 1. 2, .., n-r |

a contribuicde do l-ésimo item que falhou devido a causa i dado 2z, para a

verossimilhanca e:
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M=yl 2) ﬁ Grulxal 2), (2.5.4)

m=1

e a contribuicdo dos r; itens que falharam devido a causa i, para a verossimilhanca é:

T-

Ii {’\i(xil[ z)

=t

e Z)]— (2.5.5)

m=1

A contribuicdo das censuras para a verossimilhanca é dada por:

I P(Ty>% s Ti> %] 2) = 1':”[1{ ﬁ_'le(wa Z)J. (2.5.6)

I=1 =

Dessa forma, a verossimilhanca total é expressa por:

ol fif el o fi ot ] L] f1 ol 9] 25

=1l =1 m=

onde #'= (8,, 8;; -.., B;'). Elandi-Johnson (comunicagio pessoal) demonstrou que esta

pode ser equivalentemente escrita por:

o= B il 0] 1 Gl 2] (258

Demonsiracio:

De fato, pois a contribuicéo para a verossimilhanca das:
- 1, falbas pela causa 1 é: ’ r
1= [IMGd 2) TGl 3) Golxyyl 2)...Glxyyl 2),
=1 1=1

- 1, falhas pela causa 2 é: v, r,
2= H)‘z(xzﬂ z) HGl(Xzﬂ 7) Gylxgyl 2)..Gylxy] 2),
=1 1=1

- 1), fathas pela causa k é:
k=
1

I‘k I‘k
Ap(Xpif 2) HGl(XMJ 2} Golxp| 2)--.Gp{xyl 2),
1 1=1

-W Censuras é:
w

W= ] Gy(xul 2) Gyl 2).-Gilxyl 2.
1=1
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A verossimilhanga em (2.5.7) é obtida por, [f#2x...%kx#. Agora combinando os tempos com indices 1

obtem-se:
" i | Ty Tk w
[TMGl 2 [TG Gl 2 [[ Gl 8. T] G (xirl 2) ][ Go(xal 2)=
1=1 I=1 =1 =1 1=1
Ty _ n
= H}‘l(xlﬂ z) [ HG1(trI Z):‘-
=1 r=1
De forma analoga, pode-se combinar os tempos com os indices 2, 3, ..., k, obtendo-se entio:

i i=1

1=1

k T n

IS Tl B TGt =)0
r=1

a qual € a verossimilhanca em {2.5.8).[)

No caso particular onde os T;, i= 1, 2, ..., k, s3o independentes as funcdes de
verossimilhanca em (2.5.3) e (2.5.8) simplificam-se, respectivamente, a:

-
1

g~ 1 I bl 2 1 Sl 9

{ ] net 2] f1 5001

Kalbfleisch e Prentice (1980), utilizando a abordagem de riscos competitivos
de Prentice et al (1978), obtiveram uma verossimilhanca equivalente & funcgie de
verossimilhanca (2.5.7} (e consequentemente equivalente a verossimilham¢a em (2.5.8)).
Supondo que associado a cada uma das n observacbes encontra-se associada a
quadrupla (t,, é;, [;, 25}, j= 1, 2, ..., n, onde:

t;: tempo observado de falha ou de censura para a j-ésima unidade,

0 caso contrario,

5= { 1 se a j-ésima unidade falha
=

- i se a )-ésima unidade falha da causa i, i= 1,2, ..., k
5= 1 0 se a j-ésima unidade censura,

z; vetor de variaveis concomitantes para a }-ésima unidade.,
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sob um mecanismo de censura independente, a tal fungao de verossimilhanca é expressa,

utilizando a notagio acima, por:

H{[}. (t;] 2;)] }_H{ t|zj)] Gt z;)} (25.9)

=1

Pode-se verificar que, igualmente a funcéo de verossimilhan¢a em (2.5.7), a contribuicio

do j-ésimo item que falhou (6,= 1} devido a causa i dado z,, para a verossimilhanca é:

k
A (bl 25) 11 Gt 25), (2.5.10)
e a contribuicdo do j-ésimo item que censurou (é,= 0) dado z;, para a verossimilhanca é:
&
m=1

Portanto, a fungdo de verossimilhanca (2.5.9), da mesma forma que a verossimilhanca
m (2.5.7), é obtida pelo produto de termos da forma (2.5.10) e (2.5.11).
As estimativas de maxima verossimilhanca dos g;, 1= 1, 2, ..., k, podem ser

obtidas resolvendo-se iterativamente as equacdes:

i - .
o0 =InL(A=0,i=1, 2, ..., k, (2.5.12)
pelo método iterativo de Newton-Raphson.

Agora, se A\ {t| z})= X(t| B;, 2z) depende somente dos pardmetros g; e estes
parametros nao estio presentes em nenhuma outra funcdo risco de causa—espec{ﬁca,

entdo o vetor de pardmetros 8; pode ser estimado usando somente o i-ésimo fator de

(2.5.8):

Hjl,\,-(x MHG : |z} [ H,\ (x4 ?} I:illexp(— J;"Ai(tf %) dt)} (2.5.13)

ou seja, usando os r; tempos de falha da causa i sozinha e tratando os n-r; tempos

restantes como censuras, i= 1. 2, ..., k.



Testes Acclerados em Riscos Competitivos 58

2.6 - TESTES ACELERADOS EM RISCOS COMPETITIVOS

E muito comum em experimentos industriais, realizar testes de vida
acelerados de produtos que podem falhar em um dos k possiveis lugares ou falhar de
uma das k possiveis causas (também chamadas modos de falhas). Tais produtos sio
chamados sistemas em série. A "causa de falha” pode ser definida de qualquer forma
fitil. Por exemplo, pode ser a falha de um particular componente ou pode ser uma causa
de falha propriamente dita dentro de um componente. Exemplos incluem:

- um motor elétrico pode falhar em um dos isolamentos:

"turn”, "phase” ou "ground”,

- um dispositivo semi-condutor pode falhar em uma jungéo ou em um "led”.

No contexto de um dmico risco, foram tratados no cap{tulo 1 os modelos de
testes acelerados e estes nada mais sdo do que modelos de regressdo parameétricos com
pardmetros assumindo formas de acordo com relagdes de stress-vida derivadas do
entendimento da fisica de falha do dispositivo em questdo. Os mesmos modelos de testes
acelerados tratados em tal capi’tulo serio abordados nessa secdo, uma vez que estes
podem ser facilmente estendidos ao contexto de riscos competitivos. A discussdo dessa
$ecao, como no capftulo 1, limita-se ao modelo paramétrico Weibull. Primeiramente sera
tratado o caso onde os tempos de falha latentes sio assumidos independentes ¢
posteriormente serdo feitas algumas consideragdes sobre o caso onde essa independéncia

ndo pode ser assumida.

2.6.1 - Testes Acelerados em Modelos Paramétricos em Riscos Competitivos

Considerando-se a situagdo onde os tempos de falha latentes sdo
supostamente independentes, o modelo para dados com causas de falha competitivas
Weibull independentes pode ser estendido como um modelo Weibull-stress-vida para
cada causa de falha. Entdo sob uma aplicagdo constante do j-ésimo nivel do stress V,

j=1, 2, ..., s, a 1-ésima causa de falha terd a seguinte densidade:

f(t] V)= 6, t' oy expl- o 670, 620 i= 1,2 0k j= 1.2, s, (26.1)
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onde 6>0, a;;= ¢(V;, #;). Para caracterizacio do modelo Weibull-Lei de Poténdia,
Weibull-Arthemius ¢ Weibull-Eyring para cada causa de falha segnem as respectivas

relacoes de stress-vida:
a) Rela¢io Lei de Poténcia
X [CXP(T;'U)VJ?H]&": exp(fio+6y InV ;)= exp{g;V,), (2.6.2)

onde V é voltagem, V;= (1,1nV ) e 8/= (8, £4).

b) Relacio Taxa de Reacio de Arrhenius

S [eXP(7£0+Ti181 (Vj))]é": exp(B,o+F; 8:1(V ;)= exp(8V;), (2.6.3)

onde V é temperatura absoluta, g,{V,;)= -~ 1%0_0 , V= (1, —1-1?709) e B/= (B,g Biy)-

J 7

¢) Relacdo Eyring Para Um Unico Stress
r r L 8,
= [\'j exp(v,o+vi&i(V j))T‘: Vi exp(f,0+8q &(V;))=

= exp(Big+8; 81{V )48, InV ;)= exp(8,V ), (2.6.4)

onde V € temuperatura absoluta, V;'= (1} -—1%%0, anj—) ¢ B= (B0, Bi1s Bio)-

Para o caso em que os tempos de falha latentes ndo sdo supostamente
independentes ndo se pode ajustar um modelo Weibull-stress-vida para cada causa.
Neste caso, assume-se um modelo Weibull multivariado ¢ numa relagio de stress-vida
para os parametros de escala «;;, 1=1,2,....k j=1,2,..., s, como acima.

Vérios tipos distintos de modelos Weibull multivariados sio propostos na
literatura. No entanto, pouco se encontra a respeito de modelos multivariados para

analise dc dados obtidos de testes acelerados, menos ainda para. dados de testes
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acelerados de sisteras em série (ou seja, em situagoes de riscos competitivos).

2.6.2 - Funcio de Verossimilhanca para Testes Acelerados

Em experimentos industriais de testes de vida acelerados, estes sdo
conduzidos sob diversos niveis de stress pré-fixados no planejamento. Devido a esse fato,
para a estimacio de méaxima verossimilhanca dos parimetros do modelo paramétrico
assumido, além das verossimilhancas em (2.5.7) e {2.5.8), pode-se alternativamente
utilizar uma verossimilhanga equivalente a essas anteriores. Considerando testes
acelerados conduzidos em s niveis de um finico stress V, com n; itens testados em cada

nivel V i 1= 1,2, ..., s, e utilizando a seguinte notacio:

Notacéo:
i :causade falha 1=1,2, ... k,

: nimero de fathas devido a causa i dentre os n; itens testados,

r{j

w; :nimero de censuras dentre os n; itens testados,

t,. :tempo de falha ou censura do r-ésimo ittemem V, , r=1, 2, ..., 1,
X;; : tempo de falha do l-ésimo item dentre aqueles que falharam da
causa 1 em V,,

X, i tempo de censura do l-ésimo item censurado em V,

a contribuicdo do l-ésimo objeto que falhou pela causa i, em um dado nivel de stress V;

para essa verossimilhanca equivalente é:
k
Ailxizl Vj)mUIGm(Xe'jl| V;). (2.6.5)

A contribuicio dos 1;; itens que falharam da causa 1 sob o nivel V,; para a

verossimilbanca é:

-

i i X )
(Xl V) DE]Gm(xijl| Vi (2.6.6)

i=1L
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e a contribuicao das censuras para a verossimilhanca é:

Ij { m(Xjur] V )J (2.6.7)

Dessa forma, a verossimilhanca total equivalente é expressa por:

L8) 31:11{31:111[1 i(x‘.ﬂ| Vj)mllem(Xiﬂj Vj)} 1[11 LI:[ Gl ;,-wr| Vj)}} -
=i1j1 ;.-‘Ijl{ li/\i(xﬁd Vj)i! [rlj1Gi(tjrl Vj)J } (2:68)

Novamente, se A(t] V )= A(t] g, V,) depende somente dos parametros
Bi= (Bi» Birs - B;p) © estes pardmetros ndo estdo presentes em nenhuma outra funcéo
risco de causa-especfﬁca, entdo o vetor de pardmetros #; pode ser estimado usando

somente o i-ésimo fator de (2.6.8):

1—1[{ ]: X(xd V) liGi(tjrr Vj)}:;:
= j:{ ﬁ ,\‘-(xiﬂ| \Ij) ﬁexp(_ thr’\i(ﬂ Vj-) dt) H, 1=1,2, ..,k (2.6.9)
=1 r=1 0

ou seja, usando os Zr tempos de falha da causa 1 sozinha e tratando os Z(n —r;;)
=1
tempos restantes como CENnSUras,

Procedimentos de estimacdo e inferéncias para o modelo paramétrico Weibull
dependem das suposigdes feitas acerca do comportamento dos tempos de falha latentes e

serio tratados no capitulo 3.
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2.6.3 - Avaliagdo Grafica do Modelo

Como mencionado na secao 2.3, nio é possivel avaliar a adequacdo do modelo
utilizado nem avaliar a independéncia das causas a partir da distribuicdo de (T, I). No
entanto se, nesses experimentos de testes acelerados, de alguma forma existirem
evidéncias externas para acreditar na independéncia das causas, baseado em evidéncias

fisicas ou na experiéncia do pesquisador, pode-se verificar a validade das seguintes

suposi¢bes para cada causa:

- 0s Iiscos s&o proporcionais, ou equivalentemente, o pardmetro de
forma da Weibull possuil o mesmo valor em todos os niveis do stress,
- a relagdo stress-vida é adequada,

- a distribuicio de vida assumida é adequada.

Para verificacdo dessas suposicoes basta fazer, para cada causa em separado, andlises
graficas amalogas as apresentadas na secdo 1.7.4. Para confeccio dos graficos para uma
dada causa, considera-se gque cada unidade tem um tempo de falha da correspondente
causa ou caso contririo nm tempo de censura. Tal tempo de censura resulta quando a

unidade falba por uma outra causa, ou guando a unidade é removida ou ainda pelo

termino do teste.



CAPITULO 3

MODELOS DE REGRESSAO WEIBULL PARA TESTES ACELERADOS EM
RISCOS COMPETITIVOS

3.1 - INTRODUCAO

A suposicio frequentemente utilizada de independéncia das causas de falha
em problemas de riscos competitivos pode nio ser verdadeira em algumas situagdes
fisicas reais, ou seja, o tempo de falha latente associado a uma causa de falha de uma
unidade experimental pode estar correlacionado com o tempo de falba latente da mesma
unidade associado a uma causa diferente. Desse modo, é desejavel um modelo que
permita incorporar tal dependéncia.

Em estudos de tempo de vida onde a falha ocorre devido a apenas uma unica
causa. a  distribuicile Weibull tem  encontrado  considerdvel aceitacio.
Consequentemente, uma distribui¢do multivariada com distribui¢bes marginais Weibull
pode ser adequada a diversos dados de riscos competitivos.

Este capitulo tem como objetivo estudar modelos Weibull em ambas as

situacoes, causas independentes e dependentes, em experimentos de testes acelerados
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onde a vanavel concomitante € um stress,

0O modelo Weibull com causas independentes em testes acelerados, estudado
por Klein e Basu (1981), é revisado na secio 3.2. Na secdo 3.3 é discutido um modelo
bivariado, estudado por Moechberger (1974), que considera a dependéncia de duas
causas de falha, a distribuicio Weibull bivariada sugerida por Marshall e Olkin (1967).
Esse modelo & Gtil em situagdes onde ocorre uma causa de falha comum, ou seja, a falha
pode ocorrer por ambas as causas simultaneamente. Na se¢do 3.4 é realizada a extensao
do modelo para experimentos de testes acelerados.

Métodos de maxima verossimilhanca sio empregados para a estimacio dos
parametros dos modelos abordados.

Aplicagdes numéricas referentes a esses modelos sdo apresentadas nas secoes

5.2 e 5.3 do capitulo 5, respectivamente.

3.2- MODELO DE REGRESSAQO WEIBULL INDEPENDENTE PARA TESTES ACELERADOS
EM RISCOS COMPETITIVOS

Klein e Basu (1981) consideram testes de vida acelerados conduzidos em s
piveis de um Gnico stress V quando o objeto em estudo é um sistema em série com k
causas de falha. Assume-se que os k tempos de falha latentes, correspondentes as k
causas, sao independentes com distribuicdo Weibull possuindo diferentes parametros de

forma e escala. Uma relacio de stress-vida geral para o parametro de escala é utilizada:
a=exp(BVy), i=1.2, ... kj=1,2, .5 (3.2.1)

onde 8= (#i0: Bips -, ’Bipl-) e Vii= (8o(V;), 8a(Vy)s -y gipi(vj)) com gy(V;)=1¢e
ga(Vy), gl Vih o g,-p‘_(VJ-) sao p; funcoes ndo-decrescentes de V,, j= 1, 2, ..., s. Os
g{.), i= 1, 2, ... k, podem diferir de um componente para outro. Essa relacdo inclui
COIMO Cas80s especias:

- a relacao lei de poténcia quando 8;'= {8,,, £,;,) e V= (1, InV}),

- arelagio Arrhenius quando g/= (8,0, 8,1) € V= (1, -1000/V ;},

- a relagdo Eyring para um dnico stress quando 8;/= {8,. 8;), 8;5) €

V;/= (1, -1000/V . InV ;).
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O modelo assumido para cada funcdo risco de causa-especifica é o de riscos

proporcionais dado em (2.4.1), com C(V, 8;)= exp(8,'V;;).

3.2.1 - Estimacio de Maxima Verossimithanca

Como visto na secio 2.5, a verossimilhanca pode ser escrita inteiramente em
funcdo do rsco de causa-especifica. Dessa forma, as varidveis concomitantes e seus
correspondentes pararmetros de regressao podem ser imediatamente incorporados a ela,
possibilitando que a estimacdo e inferéncias procedam como usualmente. Métodos de
maxima verossimilhanca serao empregados para o calculo dessas estimativas.

Considerando n, itens testados no nivel V, do stress V, j= 1, 2, .., s,

utilizando a mesma notacio da secio 2.6.2, e seja

’\i(xijl| VJ')= hi(xeﬂ[ V;‘): 6 '-‘Csﬂa"‘ ! eXP(ﬁ."V.‘j),

e
bir o L0 —
Gilhy ) V= Sults V)= expl = [ 50" exp(pV,y) du] =
= exp [—t‘ % exp(ﬁ-'\f--)}
Jr i Yig/p
parai= 1,2, ... k. 1= 1,2, ., r;;, 1= 1,2, ..., n;, a verossimilhanca total sera definida
como em (2.5.8) por: .
L(ﬁ:a !325 Rhtd ] ﬂk) ﬁ_[.[lLia (322)
onde |
Ll: {{ Hé 3(”1 i exp ﬁ 'V } Hexp [ . 63' exp(ﬂ',V'J):’ :1:
j=1 =1 r=1
s ro. i) d- 1 2 8.
:H{(&- UGXI’)[I‘U ﬂ,-’ViJ-] H Xt ! CXPJ:—CXP([)"-!V;J') thjr‘ ’:‘ }
=1 I=] r=
Consequentemernte. |

. i i
In L= b {r,-lr- In 6, + 1, ﬂ;’V,-j + (5,--1)2:111 X1~ exp(ﬁ'V N 21 ”‘sr}.

=1
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Fazendo Z t; = T.(5;), a primeira e segunda derivadas do In L, i=1, 2, ..., k séo:
r=1 -
750 La'-jg[;f “|‘I§]111 xij— exp(B/Vs;) 36, (‘%)Jﬁ (3.2.3)
ag #a—ln L = Z:l[ 1] gm(\ j) _giu(\fj) pr(ﬁirvij) Tj(éi)}l u= Ua la woy Pis (324)
1 1=
NN z{ 94 exp(pVi) & &y )J (3.2.5)

aﬂwaﬂmln L Z[ m( )gs'w(\;j) exp(ﬁi'V,-J-) Tj(éi)}: u, w= 01 13 <y Py (326)

e
~ 55 aﬁmln L = 2[35 =T ( ) giu(vj) exp(ﬂirvij)} u= Os la ooy Py (327)
onde .
2
& Tie)= L b Inty,,
e .
2 2. &
ZTi(8)= L o5, (Int,)?
As equacdes de maxima verossimilhanca ——111 L=0 e 32 =—n L,= 0,
i=1,2, ... ku= 0,1, ..., p;, podem ser resolvidas pelo Metodo de Newton- Raphson ou

algum outro procedimento iterativo para os estimadores de méaxima verossimilhanca, &,

Bigs - Bip.-
A  matriz de informacdo de Fisher 1., correspondendo a L;

i3

é

[k{p,+1)]x[k(p,+1)] e é escrita de forma particionada por:
o In L) B - dédﬁ srapn L)

E( T -
B ﬁ, L i= 1,2, .. ke (3.2.8)

(- aéde mL) E(‘ %‘) |
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~

Um estimador dessa matriz pode ser obtido substituindo & e B; por § e B, nas
expressoes acima, de forma que:
st L) B~

E{ dﬁwdﬁm 3 dﬁ wapn L )

E(—mln L) E(_iiu L)

= 1,2, .k (3.2.9)
(B 6:)= (B, &)

Um estimador consistente da matriz de varidncia-covariancia assintética >, de (f},-, 3,-) e
dado por:
—T1-1
Yi=1
ou

>i= 1o (3.2.10)

onde I, € a matriz de informacio observada e é escrita como:

a.dluaﬁsw}n L - aétgzﬁiuln L£ .
I,= a? . Vi=1,2, .,k (3.211)
_.—uaéiaﬁiuln Ls' —W].n L{

(ﬁn e): (,ai: 3:)

As expressbes das esperancas da matriz de informacdo de Fisher serdo distintas para

cada tipo de censura. Estas devem ser avaliadas numericamente e encontram-se

desenvolvidas no apéndice C.

3.2.2 - Estimacio de Funces no Siress Usual

Sejam f; e é; os respectivos estimadores de maxima verossimilhanca de Bie 6,

para i= 1, 2, ..., k, obtidos de um testc de vida acelerado e seja Y, a matriz de

T -1

variancia-covarlancia assintotica de (8, §;), estimada por I, 77 ou I, ', como dado em

{3.2.11}), e particionada da seguinte forma:
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T Ty |
5 i=1,2, ..k, (3.2.12)

Zlsy

onde b (50 matriz de variAncia-covaridncia assintética de g
Z{ijﬁi):vetor coluna de covarifncias assintéticas entre ;€ 3, 1= 0, 1, ..., p;;
02(5!_}: variancia assintotica de ;.

Para tamanhos amostrais suficientemente grandes, as propriedades assintdticas dos

estimadores de maxima, verossimilhanga implicam que:
(ﬁia 3:) & N[(ﬂu 6:’): i:i]: i= 13 2: ey k!
al:’%N(ﬁﬂi(:’:))" i: ]., 2, aaay k.
Desse modo, utilizando-se o método delta (Apéndice A), obtem-se a seguinte
aproximacao:
atfviu’q" N[ﬂirviu'.l Jziu]v i= 13 21 ey ku (3213)

onde V= (1, g,4(V,), ... g:,.{V,)), com V_ o stress de uso normal, e

U?u: (1, gal(Vy)s - gip‘-(vu))i:(s‘,i}(ls gal(Vy), o gspt.(vu))" (3.2.14)

Thomas, Bain e Antle (1969) recomendam a utihzacdo de tamanhos amostrais de pelo
menos cem ttens em cada nivel de stress para esta aproximacao ser razoavel.
Abaixo encontram-se os estimadores de maxima verossimithanca e intervalos

de confianca para algumas funcdes de interesse no stress de uso normal V;:

a) Estimacdo poniual e intervalo de confianca para X (if V)
0O estimador de maxima verossimilhanca da fun¢do risco de causa.—especfﬁca
no tempo t e stress V,, & obtido por:

M V)= 8% a,= 8, 7 exp(BVL), i= 1, 2, . K, 00, (3.2.13)
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Utilizando-se 0 método delta (apéndice A), a aproximacio normal para (B;, 4;) implica
que:

ln’ii(t‘ \ru): ln[%i + [33"1) Int + E;'.’V‘_u,t{ N(].]l A;(t] \’ru)a O'tzu(t)):
onde

Uszu(t): (17 gil(vu)a i) gs’pf-(vu)a gl“[“hlt)ie (11 gi](vu)a frey gipsv(\’ru)a ;ﬁ"lﬂt)’. (3216)

Portanto,
A{t] V) £ LogNormal{ln A(t] Vs ed(t),i= 1,2, ..., k.

Pode-se demonstrar que este é um estimador viciado para 2(t] V,) uma vez que sua

esperanga é dada por:
B V)= expllant] Voo | 0] V.) eaflot, o)
Assim, um estimador nio viciado para A;(t] V,) é expresso como:
At V)= 5t V) expl- ) i=1,2, ., k. (3.2.17)

O iatervalo pode ser construido utilizando-se a distribuicio assintética normal

de In,(t] V), cujo intervalo de {1-a}100% de confianca &
[1H:\,(t| ‘Vu) _zl"a/'z O‘s'u(t); ]'n:\s'(t" \fu)—f_zl-afE Jiu(t)}ﬁ 1= i, 23 tres k.
Desse modo. o intervalo de confianca assintético de (1-a)100% para A(t] V) resulta em:

[:\x(tl Vu)exp( _Zihr_rf?. Jiu(t)); :\s(t’ \’Iu)exp(zl“a;‘? Jiu(t))]? 1: 11 23 trey k' (3218)

b) Estimacdo pontual e intervalo de confianca para H/V,)
O estimador de méaxima verossimilhanca do risco acumnlado para a i-ésima

causa no tempo t e stress V,, € escrito por:

Lt V, )= Iti,-(xf Vo)de =tfa,. i=1,2, ..k t>0. (3.2.19)
0
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Analogamente a A(t| V), pode-se mostrar que Hi(t| V,) é um estimador viciado de

H,(t| V,) desde que a aproximacio Normal para (3;, 4;) implica que:

In H(t| V,)= 5, Int+In &,, EN[In Ht| V), o%(t)] i= 1,2, .. &,
onde

Jtu( ) (1 g:l(\ ) g gip‘-(‘fuja Int)ii(la gél(\’ru)s-“v g:’pt-(vu)a 11113)’, t>0. (3220)

Portanto,

H(t] V,) 4 Log’\Tormal[ln Hi(t] V), e22(t )J i=1,2, ..,k
Um estimador nio-viciado de H,{t| V) possui a forma:
H(t] V)= Bt V,jexpl L2t hi=1,2, . k. (3.2.21)

O intervalo de confianca assintético de (1-)100% para H,(t| V o), construido

analogamente ao intervalo para A(t| V), é escrito como:

(L] Vadexp(— 21y omlt)} Blt] Vo)exp(zr.o s ) i=1,2, .k (3222)

c) Estimagdo pontual ¢ intervalo de confianca para S;(t/ V,)

A sobrevivéncia marginal S;(t] V) pode ser estimada por:
Si(t] V)= exp(-Hy(t] V), i= 1,2, ...k, >0, (3.2.23)
ou utilizando o estimador néo-viciado H,(t] V), resultando em:
Si(t] V)= exp(-H{t| V). i=1,2, ., k, >0, (3.2.24)

Exponenciando o intervalo de confianga para Hi(t{ V,) em {3.2.22) é possivel

construir uin intervalo de confianca aproximado para S;(t] V) da forma:

- T : t'.
Sr, f| V exp( 24 a(‘Q uc(f)) t| \I )PXP( 7]*'9-’12 ﬂ';u( )) ._. 1: 1 o . I{. (3225)

N odarm wwwg
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d) Estimacdo pontual ¢ intervalo de confianca para Sy(tf V,)

Klein e Basu (1981) definem a sobrevivéncia com causas eliminadas
S7(t] V,), apresentada na secdo 2.2.3, da seguinte maneira: supondo que um item é
sujeito a k causas de falha independentes, seja r um subconjunto de {1, 2, ..., k} ¢ ainda

supondo que tal item possa falhar somente das causas indexadas pelos elementos de r,

tem-se que:
7(t] V)= I Si(tf Vi) (3.2.26)
iEr
Quando r= {1, 2, ..., k}, entdo (3.2.26) é a funcio de sobrevivéncia total do sistema.
Quando r é um subconjunto de {1, 2, ..., k}, entdo (3.2.26) representa a funcéo de

sobrevivéncia de um sistema redesenhado de tal forma que as causas indexadas por r°

sdo completamente eliminadas. O estimador de S%(t| V) pode ser escrito por:

S” (t] V) H S (t| V,) (3.2.27)
1Er
ou alternativamente por:
Syt V= T Sit] v (3.2.28)
iEr

Para a obtencdo do intervalo de confianca de aproximadamente (1-«)100%

para S7(t| V), supde-se que:

exp(z g (t])

(1_3)1,-’1- { (t[ \;u EXP n, iu["}) < S;(t‘ \;u) < Sz(t] v ) fu J‘ para i er,

ifr . .
onde 4= 2-[-(1 Oé) . E desde que (S;(t] V,), Sz_,(t| V,)) sdo assintéticamente

independentes para 1 # 1’ obtem-se:

1 u)— HP]? t‘ Vn e p(zf,' <S (t] v )( S t] V .expl-z rrm{t)) J <
rEr
- P[Hi—(tl V)0 T < TT8 (1] Vo) < TS )™ ) }
iET ey e

Portanto. o intervalo de conﬁaﬁga de aproximadamente (1-a)100% para S7(t] V) é

[H 8,1 V177 WL T84 v, | (3.2.20)

iEr tEr J
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e) Estimagio pontual ¢ intervale de confianca para i;p,
O estimador de maxima verossimilhan¢a do {100P}-ésimo percentil para a

causa 1 no stress de uso normal V_, é escrito como:

. In(1-P)\, /5. . .
bipu= (M)f = 1,2, ., k (3.2.30)

iy

Desde que, Int;p, £ N{lnt;p,, c2,(p)}, onde ¢2,{p)= H'S" H com

H— (_;_ g,-](AVu) gépi(vu) Llr('lll(l'P)))
: e Flnl ———)}

b, &;

1 1 H i

Entao,

2
t:'Pu: t’iPu exp(- U"‘Z(p)), 1: 1, 2J venn k, {3231)

é o estimador nio-viciado para t;p,.
O intervalo de confianca de aproximadamente (1-¢)100% para t;p,.

construido com base na aproximagcdo normal de lnt;p,,, é dado por:

-

[E:“Pu eXP(-Zl—a;z Uiu(p)); Yipy exp(zl-a{Z Uiu(P))} i=1,2, ..,k (3.2.32)

3.3 - MODELO WEIBULL DEPENDENTE EM RISCOS COMPETITIVOS
3.3.1 - Distribuigio Weibull Bivariada de Marshall e Olkin (BVW)

A distribuicdo Weibull bivariada de Marshall e Olkin (1967), estudada por
Moeschberger (1974) ¢ denotada por BVW(a,, &, a,, 6, a;3), possui fungio de

sobrevivéncia conjunta da forma:
s _ & &, P 8, 5,
S(ty, to)= P[Ty>t,, To>ty]= expl-at; ! -agty 2 -apmax(t, 1, ty 2)], t,, t,>0, (3.3.1)
onde o, >0. §>0 para i= 1, 2, e oy, >0, 580 os pardmetros da distribui¢io. Esta

distribuicdo, tem a caracteristica interessante dc conter tanto uma parte absolutamente

confinua quanto uma parte singular. A presenca da parte singular ocorre porque
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P(T161: T262)>U. Num teste de vida tal caracteristica significa que o tempo de falha
latente associado a uma causa pode ser alguma poténcia do tempo de falha latente
associado & outra, ou seja, P{T;= T262/61)>0. Se 6,= §,= & em (3.3.1), entdo o evento
T,= T, tem probabilidade positiva e poderia ocorrer se uma unidade experimental falha
por ambas as causas simultaneamente, ou seja, a falha ocorre devido a uma combinacio

das duas causas.
Seguindo o método usado por Marshall e Olkin (1967), Moeschberger (1974)

verificou que essa distribuicio possui as seguintes propriedades:
P1) Marginais Weibull com parémetros (o;+ay3) € 6;, i= 1, 2, uma vez que:
§
Si(t;)= S(t;,0)= exp[-(ay+oya) t; 1],
e (3.3.2)

S,(ta)= S(0, t,)= expl-(ay+ay) £, 2.

P2) Uma condic@o necessiria e suficiente pare que T, e T, sejam
independentes: o), = (.

P3) A funcdo de sobrevivéncia conjunia pode ser equivalentemente eserita

como ume soma do tipo:

S(ty, ty)= S22 G (¢, ty)+ 22 8 (1, ty), (3.3.3)
onde
. Qyg :
Salty, to)= ;1__?,‘_&; S(t, t2)- arta, 8,(t, t)
e
S, (ts, ty)= expl-a max(t;'1, t,"2)].
P4) Se (T, T,) ¢ BVW(ay, §,, oy, 65, ay5) tem-se que:
P(T, 5T, )= 3 o P(T,1<T,"%)= (3.3.4)
Entao,
P(T,"1= T,%)= %2 (3.3.5)

Moeschberger interpreta (3.3.5) como uma medida de dependéncia entre T e T,
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Quando é,= §,= 4, além das quatro propriedades acima mencionadas outras

propriedades sdo encontradas. tais como:

P3) (T,, T,) ¢ BVWfa,, §, ay, 6§, ;) se e somente se  existem
varidvess aleatorias Wedull independentes, X, X;, X;, tais que T}= min(X,, X,)
e T,=—min(X,, X;).

Uma consequéncia dessa propriedade é que questdes relativas a variaveis
aleatorias Weibull dependentes com pardmetros de forma comum podem ser reduzidas a

questdes relativas a variavels aleatorias Weibull independentes com formas lguais.

P6) T= Min(T;, T,) tem distribuicio Weibull(a,6), desde que:

Sr{t)= S(t, t)= exp|-a t’. (3.3.6)

3.3.2 - Distnibuigao Weibull Bivanada de Marshall e Olkin em Riscos Competitivos

Além das propriedades acima, Moeschberger estudou tal modelo bivariado
para situacdes de riscos competitivos com duas causas de falha. Em seu estudo, foi
demonstrado que a distribuicio comjunta do par observavel (T, I) quando &, #6,,
depende do intervalo a que pertence, [0, 1] ou (1, ), depende ainda dos tamanhos
relativos de 6, e &,, bem como da causa de falha. Assim, a funcic de densidade de

(T, I) obtida é expressa por:

8- & & .
oy 6, U1 le}{p[-ﬂ:1 t1-(aytagp) b Z—J, sel=le (<t <1,

{ay+ay) & tal_lexp[—(al-Fa'u) £%1. @y t%]._ sei=1et>1;
fT,](t‘f ir (51>f52): 4 - s
(ayt+a,s) &, £ exp[-o(l £ (agtaps) t 2]. se1=2e <t <1;

51 oy tgi’] se1=2 e i1,

oy 6y t52_1e}{p[—(al+a-].2) t
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5,- .
{oyFayy) 6, E1 lexp{-(a'l—ka«lg) tgi—m2 tgz], sei=lel<t<l;

ay 6 t‘s‘-lexp[—(r:xI ¢1 (ag+ao) td.z], sei=let>1;
e fT,f(t? 1] 52>61)= 51 s 5
ey 6, 12 exp[~(a1+ agp) b -y 3}, se1=2e0<t<;

(og+ayy) & t's?*_lexp[—a] tal‘(az_}'alg) taQJ, sei= 2 et>1. (3.3.7)

A distribuicdo de probabilidade do tempo de falha da causa i, Q;*(t), i= 1, 2, é entao:

r fr (v, 1] o) du,se 0 <t <1
o I3

Qr(t)= ¢ (3.3.8)
J Fr.(u, i w) du, se t>1,
1

para i= 1, 2, onde w= 1 quando §,>§, e w= 2 quando é,>6,. Ainda, para a obtencao
da densidade condicional de (T| I), equivalente a varidvel X,= T, (Infin T= T,).
denota-se:

X, tempo de falha pela causa i no intervalo b, i= 1,2 h=1, 2,

onde h= 1 e h= 2, referem-se aos intervalos [0, 1] e (1, =), respectivamente. Desse
modo, a funcio de densidade de X; & obtida por:
£ (%) w)= f_{f_(ii,ﬂ_w_), x>0, (3.3.9)
Tihw
para i, h, w= 1, 2, onde 7, é a probabilidade de falha devido a causa i no intervalo h
dado w. Por exemplo, #},; é a probabilidade de falha da causa 1 no intervalo 1 dado
§,>6,.

Pode-se observar da funcdo em (3.3.7) que, no caso onde §, #6,, todos os
pardmetros sdo identificiveis a partir da distribuicio de (T,I). No caso em que
;= 8;= §, em consequencia da propriedade P35, pode-se reduzir o problema de riscos
competitivos com duas causas dependentes a um com trés causas independentes.
Portanto, todos os pardmetros sio igualmente identificiveis a partir da distribuicdo de
{T, T).
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3.4 MODELO DE REGRESSAO BVW PARA TESTES ACELERADOS EM RISCOS
COMPETITIVOS

Esta secdo tem como objetivo estender os resultados de Moeschberger a um
modelo de regressio BVW para o caso particular de testes acelerados, onde a variavel
concomitante considerada e um stress. Assim, supde-se novamente que testes de vida
sio conduzidos em s niveis de um finico stress V. Sob o nivel normal do stress, V,,
assume-se que o par (T;, T,), representado os tempos de falha latentes associados as
causas 1 e 2, respectivamente, tem distribuicio BYW(a,,, &, ayy,, 691 @12,). Assume-se
também que sob um determinado nivel de stress Vi,i=1,2, .., s 0par (T, T)) tem
distribuicio BVW(ay;, 6,, oy, &, ay;;). Portanto, a sobrevivéncia conjunta de (T,, T,)

sob o nivel de stress V;j=1,2, .., s, é expressa por:
_ 5, 5, RTINS
S(ty. tol V)= expl-ay; t) ! ~ay; ty 2 -0p,; max(t, 1, ty 2)], (3.3.10)

com relagdes de stress-vida para os parametros de escala o;;, 1= 1, 2, 12 escritas como

3

em (3.2.1), isto &, a; = exp(B;V;;), 1= 1,2, 12, j=1,2, ... s.
3.4.1 - Estimacio de Maxima Verossimilhanga

Caso 1: 6= 6,= 6

Em vista da propriedade P35, o probiema de estimaciao dos parimetros do
modelo pode ser reduzido a um no qual se tem interesse em estimar os pardmetros de
trés Weibull independentes com parédmetros de forma iguais e parametros de escala «;,
&y @25, Tespectivamente. Assim, em stress V; a distribuicio Weibull com pardmetro
de escala o,; corresponde & distribuicdo de vida associada a causa i somente, i= 1, 2. A
distribuicio Weibull com pardmetro de escala ay,; corresponde a distribuigdo de vida
associada com falha de uma combinacio das duas causas. Entdo. similarmente ao
procedimento usado por Marshall e QOlkin (1967) para o modelo exponencial bivariado
"shock fatal”, toma-se a falha de um produto devide a falha de ambas as causas
conjuntamente como uma causa de falha separada, por exemplo, causa 12.

Seja w;= {6, 8;), 1= 1, 2, 12, o vetor de pardmetros desconhecidos do modelo,

desde que o parametro & é comum a todos os fatores da verossimilhanca. ; nao pode ser
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estimado usando somente o i-ésimo fator, como na secio 3.2. Devese utilizar a
verossimilhanca completa dada por:

5 J
L~T[ I {[ Ilé& Xy exp(ﬁ'V )J{ I] ex [ o exp(ﬁ"vij)JJ} =
t 3= =
5 . Tij _ "y
=]] 1:[1{ & exp[rij »3.'"".'3'] (! ]:[lxg-ﬁﬁ 1) exp[—exp(ﬁ,-'V,- ;) iltjj} }
T N B (3.3.11)
Logo, o o
& 1 ]
].11 L =] Z E {133 1116 ‘+‘ rij ﬂ’rV,J + (6‘1)IE lnx,-ﬂ—-e}(p(ﬁ'-rv.-j) ZJ tjra} (3312)
1 j=1 =1

A primeira e a segunda derivadas de lnL sio

HL Z i { J + Z lnx;ﬂ-exp(ﬁ er’) Z tjra lut; }
i J=1

+2 L 2

7

ﬂ

l_;-'f E E exp(ﬁ rvlj) Z tjf‘5 ]'ntjr

i 73=1

= L
n m»‘:

8}3umh’1L g {ruj gum(vj) - exp(ﬁ rV ) gum(v ) z tJ"‘s}’

u=1,2,12 m=0,1, .., p,, (3.3.13)

FTT L enlsVy) 3

t j=1

t_;ra (lntjr)27

ﬂj s
- ﬁuﬂlnL ng{exp(ﬁ Vil V)V ) X €5, }

u=1,2,12 m, o= 0, 1,
- WIHL 0 ==

v Pas
w, v=1.212 Juzv,m=0,1, .., Pe n= 0,1, ...,
un

)U'.‘
_ "
- 5 fjum dglnL Z { exp(8,'V,;) Zum( V) r;t?’"s hltj;,},

u=1,212m=0,1. .., p,. (3.3.14)
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As equagbes de maxima verossimilhanca E%lnL-——U e B—E‘?——lnL:{], podem ser
resolvidas iterativamente pelo método de Newton-Raphson. o

A matriz de informacdo de Fisher, I, escrita na forma particionada é dada

por:
& w\
E(~ 6ﬁumaﬁmlnL)E( dﬁ 861111‘)
I= ' ! (3.3.15)
S
- 3ﬁum35 i | - 56—21111.‘
para u, v= 1,2, 12 em= 0,1, ..., p, e n= 0, 1, ..., p,- Um estimador consistente da

matriz de varidncia-covaridncia assintética Y. de (8, &) é obtido através de: 17! ou

I, onde I, é a matriz de informagio observada.

Caso 2: 6, # 6,

No ajuste de distribuices de sobrevivéncia aos dados pode ser desejavel para
uma particular causa, assumir uma distribuicdo marginal com risco crescente ¢ para a
outra assumir uma distribuicdo marginal possuindo um risco decrescente. Tal
flexibilidade nio é permitida no caso anterior. Entdo, quando se acredita que um
determinado conjunto de dados requer tal flexibilidade, parece razoivel ajustar uma
distribuicio Weibull bivariada com parametros de forma diferentes.

A extensio do modelo a testes acelerados para esse caso, é feita

introduzindo-se a seguinte notacio:

Vi j-ésimo nivel do stress V,j=1,2. ..., s, e
X;;: tempo de falha devido a causa 1 no mtelvaio h e nivel V,, ,h=1,2

1=1,2, .., 8

Assim. a funcdo de densidade de X; dado V; ¢ entdo escrita por:

fTI ahJ"‘UV)

ahju.;

r W \/? xa'hj>0r. (3316)

a' Xing Fi
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onde {7 ;(x;,;] w, V;) ¢ a densidade em (3.3.7) com pardmetros: a;, 6,, ayj, 6, € ayyj, €

7in;» denota a probabilidade de falha da causa 1 no intervalo h e nivel V ; dado w.
Ainda, utilizando a notacao abaixo:

n,: # de unidades em teste no nivel Vi

i: indice representado a i-ésima causa, i= 1,2, 3;

r;: # de unidades que falharam pela causa i

w;: # de censuras dentre as n; unidades testadas no nivel Vi

h: indice representando o p-ésimo intervalo de tempo, com

1 se o tempo de falha pertence ao intervalo [0, 1]
h= :
2 se o tempo de falha pertence ao intervalo (1, co);

I # de falhas devido a causa i no intervalo de tempo b e nivel Vi
X;nj0 1-ésimo tempo de falha devido a causa i no intervalo b e nivel vV,
=1, 2, .., Ting; ‘ .

Xyjit 1-ésimo tempo de censtra no nivel V,, 1=1, 2, .. E Z Ling)
t;,: r-ésimo tempo de falha on de censura no nivel V., 1,:2, N

a fungdo de verossimilhanga, obtida como na secdo 2.5, para 8,6, é expressa por:
L - | - LT - L * Too.r
L|(‘52>51) %_H] {(?Tujz) 1 (112;'2] 12 (""'21;,-'2) 2 (”223‘2) 227 4
J =
117 125 _ .
H 4" X11ﬂ| ba>by, V') il-j]f] (Xuﬂ] B8, V) ) =

T3 v .

onde n é a contribuicio das censuras para a verossimilkanca. Sem perda de generalidade
tomando x,,; > 1:

W, )
IHIP[T1>ijI: To>%yji | 8326 1, V,}=
e -

K 6 6, X
iH expl- g Kyjt - (_crzj+a]2j) Ko ji 2], (3.3.18)
=1
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Desse modo,

s | "L §-1 : 5 3
L|(52>51) ~ Hl Il:ll(alj“l’“:zj) by Xyy141 L eXP[‘(“L;i‘f““lsz Xy 0 - G5 X114 2}*

J =
1275 6,71 ] 8
i ey L1 . . g 2
::nlalj 61 X12ji GXP[ &y X]‘ZJI (azj‘f‘&]z;) X]ZJI ] *

.
217 8yl 5 6,
";H]%j by Xo151 ° €Xp ‘(913""(-"123‘) Korjr - Qyj Ny 4 *

T127

6,1
";1__[](“2;;""“12;;) 8y Xg951

5 5
1 ) .
eXP['ﬂ‘]j Xppjt - (o5t ea;) Xogi 2} *

!.._

w- s
ll GXP[ a1 Xt ! - (a5 tarz;) X, 2]} (3.3.19)

Portanto,

2 8
].H.Ll((52>51): Z I‘e- ].I].{Sf + E {rl]j 111((1’1;,"“0512:’;)‘1" rl?j Iﬂ(}:lj+ 1'21_?' 1n02j+
=1 =1

T Togj 1ﬂ(023+“123]+ Z (‘5 1) Z Z lnxthja' B

h=1i

2 Tilg

5 5
- Zl :E ((%J‘"‘ﬂxzj) Xz b gy X 2) -
1= =

6 5
1
(“1;‘ Xigji 1+ (g 40qs;) X241 2) -

{ §
-2 (“13‘ ij161 + (agjteqs;) Xy 2)} (3.3.20)

Desde que, a,;= exp(8,V,;), v=1,2,12 j=1,2, ... , 8, onde 8= (8,4, B, .-\ '6"1":;)
e Va};: (gnD(\’r‘f)! gvl(vj) ) gup (V )) tem-se:
8 1~l 2 Tihj Tilg 6
gé—lﬂL= 5 + Z Z Z lnxlhjf _Q]QJ Z Z Xalji ]-nxa'lﬂ -
1 1 i=1l h=1i=
2 2 Ting
- Uy '211521121 zhﬂ In}*;h‘;l + E Xw lnxwﬂ =
I, s 2 Tk 2 Tij "y 3
= 5 + > hZ” llnxlhjf ﬂ123 Z Z l;l;l 1113{:131 -y thjr llltj'r .
=1 = = =
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&1
Top» T w .
8 T s 2 2hy 2 123 & J 5
3—6;].11:[4— g "f—j.é:]{ hg][gllﬂxzhﬂ ‘0'12_:-" (igll.;lxi?j{ 2 lnxizﬂ +£¥ ijt' 2 lIIij'f
2. 2 Tihj 5, P 5
Toog| X Y Xy x4 3 Xy 2 10X, =
t=1th=1{=1 i=1 !
r, s 2 "2hj 2 Tigg s he} 5
- 5, +j§1 hguglinx%ﬂ 1 i §11§1x£2jl i lnxizﬂ +£§1 Xujt * lnstﬂ -
3 _ 3 U.‘uj' ‘ B
BﬁumlnL‘ jgl{ ruu“?(a'uj—Fam;)gm(VjH Fuj Buml ¥ j)
2. 2 Tikj ® P
] gum(vj) ZUZ]!ZI h*ah;,ll + z Xw_;.-l U=
I = T = = =
i " §
= Z gum( j){ ru.uj'( +i ) + r‘u‘uj c‘u; Z tjr v H u: V= l? 21 u ‘_Ié Va
J= uy 127 r=1
m=10,1, .., p,,
gl £ ST e (v
36121}1 i=1lli=1 “j(a'ij_f-al?j) 1am ’ 127 Sizm d
2 2 Tiki 5 v 5,
|2 Y Yxgalt+ ¥ Kewjl < 0=
t=1h=1{=1 =1
s 2 . 2 2 Tikj i€ s
= V T 12 o X -+ X 208,
jg gum( J){:gl “J(ﬂf,ff'ﬁu ) 125 =‘§1h§11§1 it IEI wil
m= 0, 1, ..., py,, (3.3.21)
82 I, 5 2 Tayg 51 2 nj 51 2
————ilnL: 3+ 2 @95 2, D, Xiigi (IIIX,-U;) + oy z b (lntjr) :
851 é] i=1 t=11{=1 r=1
2 1. s 2 Tiug . Y §
-—6"2-11111: %4 304 oy 20 2 Epy t(lnxp )t + 3 Xpjr 2 {Inx, )2 1+
352 52 i=1 1=1i=1 I=1
T 5 .
+ azj,,.z_:ltj’" 2 (lntj,)z},
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oy tag, - (a 0)?
3,3 3ﬂ s—s—InL= - Z gum( ){ wuj gun(vj) ( u.;-'( u_;r+ 12J) ( uJ) )

(Guj+a12j)2 .
i
Dy gun(vj) Z tjr o=
3 - {-22,;) d.os
= E Qg gum(V ) gun(v '){ruu L + t TS
5 B T BN e e B

u=1,2, m,n=0,1

s 2 oai{eijtary;)-(ay5,)7)
~mr InL=- (V. Liij B12n(V ;) 1207 T 25) s
081298125 j‘glglz ( J){ig 3 Branl ( U-me)z
2 2 Tikg s 5.
Qg5 ngn(Vj')(i?th::lIglxs'hjl h 4 1§1 X jit 2)}‘—?
> (V3) BuzalViH ¥ iy—
= Qg4 3 2n Y5
fragt 123 g12m 7 glz. ¥ i j( U+0‘123)2
2 2 Tihi 5, ) 5,
+ 2N Yxpat+ ¥ Xwjt “(p 0= 0,1, ..., py,,
i=lh=11=1 i=1
&?
~ 6,05, 75, pa,0L= 0,
35um lnL Z auj gum(Vj)rgltjr “Int;,, u=1,2, m=0,1 s Pus
3 — r— 4 =
—WIHL_ 0, u,v=1,2, u#v,m=0,1 Py
2 Vi
3512m35 m7——a—nL= Z 0123 glzm(v ) E Z Xi ;,'l lnx:];h m= 0 l s P12,
&* lnl= 3 a,,. o V 3 rf:j 2ln + o 82 Inx
—gmn _jg]‘l]zj 81_2m( J‘) s§1t=1 ;z;,»z Xi2j0 Z Xw BXwjt )
m=0, 1. ..., p,.
mlnL 0, m=0,1,...,p,. n=0.1, cees Dy

ERR pu')

82
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Cui195

mlHL Z gum( ) gl?n(vj) ruujm’

u=1,2, m=0,1,..,p, 0=0,1, ..., py, (3.3.22)

Para se obter a fungdo de verossimilbancapara 6,>6,, bem como as derivadas
primeira ¢ segunda do InL|(é,>6,), basta permutar as causas de falha em (3.3.20),
(3.3.21) e (3.3.22), respectivamente. O problema consiste em encontrar o conjunto de
estimativas dos pardmetros que maximizam cada verossimilhanca sujeita i restricdo
dada, e entdo selecionar o conjunto de estimativas correspondente a malor das duas
verossimilhancas restritas.

A matriz de informacdo de Fisher escrita ua forma particionada é dada

por

I= , (3.3.23)

32

u,v=1212, z,w=1,2 m=0,1,..,p, n=041, .., p,.

A matriz de variancia-covariancia é estimada, como nas secdes anteriores, por 17! ou

A

por I,7!

3.4.2 - Estimacdo de Fungdes no Siress Usual

Caso 1: 6= 8,— &

Para esse caso, a estimacdo de funcdes dos pardmetros no stress usual V,
relacionadas ao modelo independente, é feita de forma analoga a secdo 3.2.2. Basta
substituir &, por § nas expressoes, com a matriz de varidncia-covariancia assintdtica Y,
de (f;, ). i= 1, 2, 12, particionada como em (3.2.12), onde agora:

3 (ir0)" matriz de variancia-covariancia assintética de §;

3 (i.5) vetor coluna de covariincias assintéticas entre 3;; e &

%5y varidncia assintética de &
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Além destas, pode ainda ser de interesse estimar funcbes relacionadas ac modelo
dependente, tais como:
-hi{t] V), i= 1, 2: o risco marginal para a causa i sob o nivel V ;
-S,(t] V), i= 1, 2: a sobrevivéncia marginal para a causa i sob o nivel Vi
-t;py 0 (100P)-ésimo percentil correspondente a S;(t] V,,);
-tp,: 0 (100P)-ésimo percentil correspondente a S¢{t| V).

nofm

Utilizando o simbolo para as fungbes correspondentes ao modelo independente,

obtem-se os seguintes estimadores:

a) Estimacio pontual ¢ intervalos de confianca para X (tf V,)
O estimador de maxima verossimilhanca do risco marginal para a causa i,

1= 1, 2, € expresso pela relagdo:
Bi(t] V)= Mt V) 35a(e] V)= 85 b drg). (3:3.24)

Este pode ser alternativamente estimado através do estimador assintéticamente néo-

by(t) Vo= ht] V) exp(— %(i)) (3.3.25)

viciado:

onde o? (t) é a varidncia assintética de Inh,(t] V), obtida pelo método delta utilizando-

se a aproximagio normal de Inh,(t| V) e calculada por:

o (t)= 'Y 1,12,5,)C, (3.3.26)
<om '
U {41V ). <2 dnh. ). 2 nh. " o .
c= (W;lnh‘(t] Vel g it V- pglnbili V“))(ﬁ;, iy 8) = (Byy Bya, &Y
e
E)Limlnh“(t' \[“): gum(\;u)(ﬁ)' V= 13 2.‘ 12 m= U 1.* vy P

Snhy(t| V,)= % + Int.

O intervalo de confiangade (1-2)100% para h(t| V., construido a partir da

aproximacao normal de Inh;(t| V), possui forma anéloga & apresentada em (3.2.8).
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b) Estimacao pontual ¢ intervalos de confianca para S;(tf v,)

Desde que,
Sl V)= expl-{a o)) 0= SYH V) 85 (¢ V)= S50 V),
onde r= {i, 12}, i= 1, 2. O estimador de maxima verossimilhanca de Sit] V,) é
expresso por:
St V)= 878 v,), i= 1, 2, (3.3.27)
ou alternativamente por:

St V)= $7(t] v,),i= 1, 2. (3.3.28)

O intervalo de confianca de aproximadamente (1-a)100% para, S;(t] V),
equivalente ao intervalo para Sp/(t] V), com r= {i, 12}, i= 1, 9, apresentado na secio

3.2, possui a seguinte forma:

[gs-(t] V“)exp(z? U,‘u{t)); Si(ﬂ Vu)cxp(*zfy & ult)) l i=1, 2. (3.3.29)

1, (L)'
onde y= 5+—>3 e o7,(t) é dado em (3.2,20).

¢} Estimacio pontual ¢ intervalo de confianga para i,p,
O estimador de méxima verossimilhanga do (100P)-ésimo percentil para a

causa 1 em stress V, é:

- Iﬂ(l-P) 1)‘3 .
t:'Pu: (- m) y 1= 1, 2. (3330)

A aproximacio Int;p, £ N(Int, p,, o%x(p)), onde
ofs(p)= D'i{;ﬂz:&JDs 1= 1, 2, (3.3.31)

com 3¢ 12,5 @ Matriz de varidncia-covariancia estimada de (Biy Pia, ) particionada

por:

2hi) Lz 5:(,:,5)
Eia26=| Thrn Lo Spas bis 1,2, (3.3.32)

] - a'd
LZU,aJ Znzs s
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e
D= |9 Int;p, , -0 =—Int, p, i)‘-lntt- y .
(3ﬂ 9Byt o8P (B; Byg: 0) =8y By, 6
para
1 Oy .
aBéimlntiPu: “3 gum(Vu)(m), 1= 1, 2 v= 1, 2, 12 m= {], 1, vees Do
e
2 _ 1 In(1-P) 19
5 Wipv= - 3 0 a Fan = L2

resulta numa distribuicdo assintética Logl\ormal(lntspw o%2(p)) para f,p,, implicando

em vicio na estimacdo de t,p,. Assim, o estimador nio-viciado para t;p, € da forma:

2%
fipu= tipu exp(- Umz(P))a =1, 2 (3.3.33)

O intervalo de confianca de aproximadamente (1-2)100% para t;p,, obtido

por exponenciagio do intervalo para lnt,p,,, é escrito como:

{Ewu EXP(“Zl—a,fz"'fu(P))E ££Pu eXP(%-aﬂ"fu(P))]: =1, 2. (3.3.34)

d) Estimacdo pontual e intervalo de confiance pare ip,
O estimador de maxima verossimilkanca do (100P)-ésimo percentil total em

tpu= ( ]—HE’—))”‘?} (3.3.35)

Xy

stress V,, é:

onde &,= &, Fag,Fayy,. Utilizando a aproximacio Infp, € N(lntp., o2(p)), onde
ou(p)= E'YE, (3.3.36)

com Y : a matriz de varidncia-covariincia estimada de (B, 8), A= (By, B2 Byy), €

| 8 lij
=[|ZInt., . <lnt a n o
= (Mln Fur 380 ‘”“)(ﬁ, 8) = (@, 6)
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para
5o Intpu:-%gum(vu)(%%), v=1,2,12 m=0,1,...p,,

In{1-P
—a%lntpu: - 6%111{- a ))

obtem-se, de forma an&loga ao estimador tpy, que:

2
Epy= bp, exp( f-glﬂ) (3.3.37)

é o estimador ndoviciado de i pu Ainda  dessa aproximacio, o intervalo de

aproximadamente (1-)100% de confianca obtido para tp, é expresso por:

[EPu Cxp(_zl—afz Uu(p)); EPu exp(zl—a/B Ju(p))J (3338)

Caso 2: 6, #34,
Seja 3. a matriz de variancia- -covaridncia assintética estimada de (8, 8),

B= (B, By, Byy) € b= (8, 8,), particionada como:

L Som Soay Sow |
yo| =02 =2 Zea Leg im0 (3.3.39)

ZE1,12) 222,12) 2(12,12} 2 (12,8)
\_wa Yie Lhze s

onde i(,- j) matriz de varianecia-covariancia estimada de (2., ﬁj), 1,i=1, 2, 12;
E{‘ .5)° Matriz de varidncia-covariincia estimada de (Ba 8).i=1, 2, 12;
E(a) matriz de varidncia-covariincia estimada de (8,, b5):

e seja Z(z 12,6, @ matriz de varidncia-covaridncia estimada de (B;, Bio: 6. o= 1, 2,

particionada como:
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2 (i) Z(.‘,u) Z(f',é}-i
Z(i,]?,&i): ZEi,l'zj 2{12’12} 2(12365) o 1: 1; 2; (3340)
ifs,a'{) Zf12,5,—) &?5,-)

onde Z(, j matriz de varidncia-covariancia estimada de (B, B30 1, 5= 1, 2, 12
3 (6 ,)° VEbOT coluna de varidncia-covarifncia estimada de (8,, 4;), u= 1, 2, 12;

(2 5 ) varidncia assintotica de 8.
13

Os estimadores pontuals e intervalos de confianca para as seguintes funcdes dos
pardmetros no stress usual V
-b;{t| V), i= 1, 2 o risco marginal para a causa 1 sob o nivel V,;
-S,(t| V,), i= 1, 2: a sobrevivéncia marginal para a causa i sob o nivel Vi
-t;py: © {100P}-ésimo percentil correspondente a S;(t| V,,);
-S7{t] V,): a sobrevivéncia total,

sio obtidas por:

a) Estimacdo pontual e intervalos de confianca para hi(tf V, )

O estimadores do risco marginal para a causa 1, i= 1, 2, s80 escritos como em
(3.3.24) € (3.3.25), com § substituido por é; nas expressdes.

Como anteriormente, o intervalo de confiancade (1-)100% para hi(t] V,)

possui forma andloga & apresentada em (3.2.8).

b) Estimacio pontual ¢ intervalo de confianca pera S;(tf V,)
O estimador de maxima verossimilhanca da sobrevivéncia marginal para a

causa 1 no tempo t sob o nivel de stress usual V,, é escrito como:
5,(t] V)= expl-{ucting = el 1t V.)] (3.3.41)

: L - 8 . : : i
onde H(t| V)= (&i,+é12,) t'' € 0 estimador do risco marginal acumulado para a causa

i no tempo t sob o nivel de stress V. Alternativamente, esta pode ser estimada usando:

5,0t V)= exp[-H(t] V,)] (3.3.42)
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. : 2 (1)
onde H{t] V )= H;(t| V) exp(- -[T—‘“z—(l), é o estimador nao-viciado de H{t| V,) e o%,(t)

¢ a varlancla assintotica de lnI:I,-(t-l V,), obtida pelo método delta utilizando-se

aproximacéo normal de InH(t] V). Assim, tem-se:

ol (t)= F’i:(s,m,si)F} (3.3.43)
onde
F'= ( ﬂlnH (t| V), ag Ao—InH,(t] V), B%InH (t]Vu)){ﬁa b1 5= (B Bags 317
Ccom
aimlnH (t] V)= gV, )(T) v=1,2,12 m=0,1, .., p,,
e

a—aé:lnH,-(t[ V)= Int, i=1, 2.
Exponenciando o intervalo de confianca para H (t] V,) escrito por:

[ {t] Vi)exp(-z, af2 @ w(t)); H (t’ V. Jexp(z,- af2 7 wlt ))} 1=1,2, (3.3.44)
obtem-se o seguinte intervalo de confianca aproximado de (1-2)100% para Si(t] V)

[gi(t] Vu)e?ﬂ)(zl-a/z Jiu{t)); S,(t] V )exp 10f2 am(t))l‘ e 13 9 (3345)

c) Estimacdo pontual e intervalo de confianca para t,p,

Os estimador de méaxima verossimilhanca, o estimador ndo-viciado e o
intervalo de confianca de (1-a)100% para t;p, posstem a mesma forma dada em
(3.3.30), (3.3.33) e (3.3.34), respeciivamente. Basta substituir § por §; nas expressdes e

utilizar (3.3.40) para estimar a matriz de varidncia-covaridncia de (f;, Bys, &;), i= 1, 2.

d) Estimag@o pontual e intervalo de confianca para Sr(t| V,)
O estimador de méaxima verossimilhanca da sobrevivéncia total no tempo t e

nivel de stress V', é expresso por:
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Si"(t' V)= eXP[‘alu £1 -Gy, %2 ~G124 méx(tala t'az)}:
exp(-C, ), se §,>5, .
_ p( Am). 17 (3.3.46)
exp(_c2u).‘ 8¢ 62>61:

) ~

onde C, = (&;uFbpg,) £ +éy, t0 1, v= 1,2 i#v.

Para a construgio do intervalo de confianca para Sp(t| V,) utiliza-se a

aproximagao InC,, £ N(inC,,, og«‘_u(t)), onde a%iu(t) resulta do método delta em:

ot (t)= G'S;G, (3.3.47)
COIn
'={00nC,, Oin, . s
G (aﬂln FTT3 66 ncsu)(ﬁjﬁj:(ﬁ, 6)"

para

g InCo= oy g (V121,219 me 0. 1 ;

aﬁs'm tu Ciu i gem u 1 E * L B pu

é’?ﬁlnc’,u: 61; (a£u+a12u) t's{ lIlt, 1= 1‘,! 21
e

2 InC, = CL ayy t0Int, i v=1,2 ixv.

Assim, o intervalo de confianca aproximado de (1-2)100% para Ciy resultante da
aproximagao normal para lnciu, é dado por:

-

(Civ 50210y 00 (6); Cay exp(zy.., ro ] i= 1,2, (3.3.48)

a partir deste, obtem-se o seguinte intervalo de confianga aproximado de (1-a}100% para
ST(t[ Vu):

. ey 0o (1) R P 1) B
{ST(trVuJ e/2 ;ST(T’] Vu_) ez lu ]1 se 61>(52;

ou
. exp(z) 5 T (L)), .o explay e Ta (1)) P
[ST(tl Vil R ) v ) e Tl s
{3.3.49)
Obs: A forma do intervalo aclma. assegura limites de confianca com valores dentro da

amplitude (0. 1) de S4(t] V).



CAPITULO 4

MODELO DE REGRESSAQ EXPONENCIAL BIVARIADO PARA TESTES
ACELERADOS EM RISCOS COMPETITIVOS

4.1 - INTRODUCAO

Quando se considera um sistema que pode falhar devido a uma dentre k
causas de falha, comumente o modelo paramétrico utilizado € o modelo independente
que pressupde a independéncia das causas de falha, como foi visto no capitulo 3. No
entanto, essa independéncia pode nado ser realistica em algumas situacdes de riscos
competitivos, tornando-se necessario assumir uma distribuicdo dos tempos de vida que
permita incorporar a dependéncia das diferentes causas. J4 foi estudado no capitulo 3
um modelo Weibull que assume essa dependéncia. Contudo, a distribuicio Weibull
dependente estudada nio é absolutamente continua, gerando a possibilidade de falhas
simultaneas por diferentes causas que, embora possa ser de interesse em alguns
experimentos ndustriais, pode ndo ser em outras situagdes, principalmente em ensaios

clinicos.
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O objetivo desse capitulo é desenvolver um modelo para testes acelerados em
riscos competitivos cuja distribuicdo paramétrica dos tempos de vida por duas causas
seja dependente e absolutamente continua.

A distribuicdo exponencial tem encontrado considerivel aceitacdo na analise
de sobrevivéncia dec um componente {ou de tens sujeitos a uma finica causa de falha).
Entéo, em experimentos envolvendo duas causas de falha, seria desejavel trabalhar com
alguma distribuicdo exponencial bivariada com marginais exponenciais. Um niimero de
distribuicées exponenciais bivariadas tém sido propostas na literatura para descrever,
em particular, falhas de sistemas de dois componentes. Uma tal distribuicio que satisfaz
as condigbes acima € a distribuicao exponencial bivariada de Sarkar (1987), pois ela ¢
um modelo dependente e que possui marginais exponenciais. A distribuicio é
absolutamente continua, o que a torna adequada para situacdes onde, teoricamente, a
falha dos dois componentes néo ocorre simultaneamente.

Na secao 4.2 é apresentado o modelo exponencial bivariado de Sarkar (1987) e
suas propriedades. Na secio 4.3 o modelo é abordado sob o contexto de riscos
competitivos. Na secio 4.4 é estudada a inclusdo de variaveis concomitantes na funcio
risco de causa—especfﬁca e finalmente, na secdo 4.5 é tratada a estimacdo de méaxima
verossimilhanga dos pardmetros e de algumas funcdes destes, bem como testes de
hipéteses de interesse para tal modelo de regressdo. Estes procedimentos sdo ilustrados

na aplicacio numérica apresentada na segao 5.4 do capitulo 3.

4.2 - DISTRIBUIGAO EXPONENCIAL BIVARIADA DE SARKAR (ACBVE,)

Uma distribuicio Exponencial Bivariada é um caso especial de uma
distribuicio  Exponencial  Multivariada. Especificadamente, wuma  distribuicio
Exponencial Multivariada é uma distribuicio multivariada com marginais exponenciais.
A distribuicdo Exponencial Bivariada pode ser usada, por exemplo, para descrever o
comportamento de falha de sistemas de dois componentes com tempos de falha
dependentes. Entre as varias distribuicbes exponenciais bivariadas propostas na
literatura estatistica a FExpomencial Bivariada de Marshall ¢ Olkin (1967),
abreviadamente BVE, é amplamente aceita. Ela possni algumas propriedades que tém

interpretacoes fisicas muito {iteis, no entanto, uma dessas propriedades que diz que se
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(Ty, T,) tem distribuicio BVE entdo P(T,= T,)> 0, a torna inapropriada em algumas
situacGes praticas. Por exemplo, em certos tipos de doencas onde a ocorréncia de falhas
simultineas de um par de orgios é rara, uma distribuicio exponencial bivariada
apropriada para descrever a falha desses orgdos pareados deveria ser utna que fosse
absolutamente continua, pois nesse caso P(T,;= T,)= 0.

Sarkar {1987) derivou uma distribuicdo exponencial bivariada absolutamente
continua que contém as propriedades desejaveis da BVE e a denotou por
ACBVE,(}}, Ay, Ap2), onde A > 0, 3> 0, A, > 0 sdo os parametros da distribuicio.

As respectivas funcoes de densidade e de sobrevivéncia de (T;, T,) sfo dadas

por:
. AA
£ty ,ba)= m exp{-Aytr-(g Aotz (0 +3,) (A Ar2)dod expl(-Ayty)}
1 2
A )] [Alxty)] 07, se 0 <ty <y,
A
= m eXP{*)'ztz‘('H+’\12)t1}{('\1+’\2)("1+’\12)"\1’\ exP(*’\ztl)}
f[A(E)]Y [AQt)] T sety >t, >0  (4.2.1)
c

S{tysta)= exp{—(/\2+)\12)t2}{1~[A()\1t2)} _7[A(’\1t1)}] +7} ;8¢ 0 <ty < by,

= exp{-(A1+A12Jt1}{1—[A(Aztz)J‘*[A(Agtz)l”"’}..se by 2 1, >0, (4.22)

onde y= :\i_%\_ e A(z)= 1- exp(-z) , para z> 0. Note que T, e T, sao independentes
A

quando A= 0. Essa distribuicdo é caracterizada pelas seguintes propriedades:
P1) Marginais Ezponenciats:
Sy, (t)= S(t, 0)= exp{~(2\1+)\12)t}, ¢ > 0. (1.2.3)

Sy (8)= 8(0, t)= exp{-(ht At} t > 0. (12.4)
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P2) T= Min(T, T,) é ezponencial com pardimetro \:
Sp(t)= S(t, t)= exp{-(,\1+,\2+)\lz)t}= cxp{w\t}, t > 0. (4.2.5)
P3) (T, T,) é ACBVE,(A,, Aps A12) s€ € somente se:
1) min(Ty, Ty) ~ Exp(a);

ii) min(T,, T,) e T, ~Ty+k(Ty, T,) sdo independentes, onde
(

A2 ]
Ont ) g Fagy) lﬂ{A(/\ﬁl)/A(Aitg)}, se ) <ty < ¢,
Kl ta)=1 A (4.2.6)
12
(M+2) (3 +4;9) In{AQ)/A(gts))}, se b2ty >0,

e a func¢do de distribuicio de T1-To+k(T,, T,) é dada por:

r A

,\]+I,\2 exp{(A+Ay)z}, sez < 0,

F(z)=/{ (4.2.7)
A

I—K_ﬁ—/\—g exp{(\+2,)z}, sez > 0.

P{) A ACBVE, pode ser representade em termos de varidveis aleatorias

independentes

Esta propriedade, 1itil para simula¢do, fornece uma forma de gerar a.
ACBVE, em termos de trés varidveis aleatérias exponencias independentes e de uma
varidvel uniforme independente. Seja A7 x)= ~log(l-x), 0 < x < 1, e sejam Z,, 7,
Z3,  V variaveis aleatérias independentemente distribufdas, respectivamente, como
Exp(X ). Exp(3,), Exp(A,). e U(0,1). Defina:

Ty= X, +{1 - IZ:>Z) o, TIATVYEEIAGY)) S X,

Te= YiH{1-LZ>Zo 0, AT VYO M 9A0,X)) 1Y) (gos)
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onde I(Z;, > Z,) denota a fungéo indicadora do conjunto {Z;, > Z,}, X,= min(Z,, Z,) e
Y= min(Z,. Z,). Entao, (T, T,) ¢ ACBVEy(A,, Ay, A;y). '

4.3 - DISTRIBUICAO EXPONENCIAL BIVARIADA DE SARKAR EM RISCOS COMPETITIVOS

Wada e Sen (1993) utilizaram o medelo exponencial bivariado de Sarkar para
situactes de riscos competitivos com duas causas falha, com o objetivo primordial de
realizar testes de hipoteses para comparagbes entre duas amostras. Neste contexto, um
teste de hipotese para alternativa restrita (a sobrevivéncia do grupo experimental é
maior do que a sobrevivéncia do grupo controle) foi proposto. A seguir sdo apresentadas
as funcdes basicas em situacgdes de riscos competitivos desenvolvidas por Wada e Sen
(1993) utilizando o modelo de Sarkar.

As funcdes risco por causa especifica na presenca de cada uma das outras

causas sdo:
~ 98ty ta)ly = em
FtoNV Py ==t AN -__
Ai(t)‘ ST(’G) RPYE (1+7)1\g: 1=1, 2. (4.3.1)
Desde que,
A S(tnts)= (L2), exp{-h i} expl (Ao HA(ba)] ~TADE)],
se 0< ty <ty
e

%s(tntz)z (I+7)A; eXP{"\ztz} eXP{‘(’\1+’\12)t1}[A()‘2t1)] ~AAt)]7,
se ty; > t,> 0,
as quais avaliadas no ponto t,;=t,=t resultam, respectivamente, em:
(L), expl-ath, set; < t

(147)x, expl{-at}, set; < t.

A distribuicdo de probabilidade do tempo de falha para a causa i, como

definida em (2.2.17), sem considerar covaridveis é dada por:
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Qi (6= | A(w) Sp(u) du=| a3 exp(- aujdu= 155 [1-exp(- )], (432)

parai= 1, 2, e de (2.2.18), tem-se que a probabilidade de falha devido a causa i é:

_ \ A; )
‘ﬂ'i"‘: P(I: 1): Qi*(oo): Al_;l\z. (433)

A partir destas relagdes, segue que a probabilidade de falha da causa 1 num tempo maior

do que t é escrita por:
e - A;'
P t)=x"-Q;(t)= I exp(-At}, (4.3.4)

e a funcédo de distribuicdo condicional de T dado I por:

Fi(t)= 9;;@-= 1—exp(- X)), (4.3.5)

ou seja, (T| I} ~exp{x). Como mencionado no capitulo 2, as fungdes Q;* e T, e
consequentemente F;*, podem ser estimadas dos dados da forma (T, I). Observando-se
tais funcoes estimaveis, verifica-se que os pardmetros do modelo néo sio identificaveis.
Da distribuicdo conjunta de (T, I) em (4.3.2), observa-se que somente fungdes destes,

tais como, -/\—_fr e A, sdo identificaveis. Desse modo, fazendo:
1 2

Ay __ M _
= (91— Ny T E T *}
a funcdo risco de causa-especifica reparametrizada ¢ escrita por:
A(t)= 6, b5, =1, 2, (4.3.6)

onde 6,>0, 8,>0, 0,>0 e ¢,+8,= 1. Tsiatis (1975} provou que uma reparametrizacao
permite escrever um modelo independente equivalente ao dependente que fornece
pardmetros identificiveis. Por isso 6,, #, € 8, que sdo os parametros do modelo
independente equivalente para T, e T, séo identificaveis. Essc modelo independente

possui funcoes de sobrevivéncia marginais G;{t) estimaveis e dadas por:

G{t)= exp[-004t]. 1= 1,2, (4.3.7)
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a qual pode ser interpretada como a distribuicio de sobrevivéncia associada com a causa
i somente (Elandt-Johnson e Johnson (1980}).

A fTungdo de verossimilhanca obtida para estimacao de 6, sujeita a restricdo

L{o}= H

t=1

31“}‘62:1? é: {

H[MMHexpeg tJ (4.3.8)

onde r; é o numero de falhas pela causa 1, 1= 1, 2. Os estimadores de méaxima

verossimilhanca para 8 { como em Wada e Sen (1993)) sao:

e -1 i=1,2, e g iR (4.3.9)

j=1

A seguir, nosso estudo propde a incluséo de varidveis concomitantes a funcio

risco por causa especifica reparametrizada.

44- MODELO DE REGRESSAO EXPONENCIAL BIVARIADO DE SARKAR EM RISCOS
COMPETITIVQS

O interesse nesta  secio é 1incorporar variaveis concomitantes
7'= (2,, 2y, ..., 2,) mo modelo de Sarkar. O modelo de Sarkar na situagio de
riscos competitivos fol revisto na segdo anterior. Fol visto que os parametros
0'— (61— < /—\IL\ fy= 3 :f/\ , By= )\) sdo os pardmetros identificaveis na situacio de riscos
competmvos De (4. 3 9), observa-se que o estimador de méxima verossimilhanga 7, é

funcio dos tempos observados. Em consequéncia, um modelo para a relacdo entre # ¢ z é

dado por:
84(z)=exp|p'z), (4.4.1)
onde #'=(8, 8y w0y ﬁp).Portanto, a funcéo risco de causa~espec§fica pode ser formulada
por;
\{t] z)= 6; explp'z], i= 1, 2 (4.4.2)

com a restricao de que 4,+6,= 1.
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No caso de testes acelerados conduzidos em s niveis de um tinico stress V, a

relacdo de stress-vida para o parametro ¢, € escrita por:
f3,= exp[ﬁ’V _,-],

onde V= (g,(V;), 8:(V;), -, gp(V;)) e B'= (8 By, -, Bp)- Nos casos particulares das
relagdes Arrhenius e lei de poténcia, Vj": (1, gl(Vj)) e = (B, 8,); na relagio Eyring,
ijz (1, gl(vj)a gg(Vj)) e f'= (ﬁm By, fa).

Note-se no modelo para o risco, definido em (4.4.2) para incorporagio de
varidvels concomitantes, que os parametros 8, 8, e B, sio identificaveis. Os parametros
M Ay € Apy, continuam sendo ndo identificaveis, J4 que por exemplo, (A, A;) e (¥, A,")
poderiam determinar o mesmo ¢, (¢,). Portanto, prosseguindo encontram-se os

estimadores de maxima verossimilbanga para ¢,, 8, e g.

4.5 - ESTIMACAO E TESTES DE BIPOTESES
4.5.1 - Estimacio de Maxima Verossimilhanga

Considerando n objetos em estudo associados ao vetor de variaveis
concomitantes z'= (zy, 7;, ..., Z,), denotando por z/= (zg, 2y, ..., Z,) o valor

correpondente a l-ésima observagio e ainda utilizando a notagdo abaixo:

Notagao:
i: causa de falha, i= 1, 2,
r;: 7 de falbas da causa 1,
x;: 1-ésimo tempo de falba pela causa i, 1= 1, 2, ..., 1},

t,. tempo de falha ou de censura.

A funcio de verossimilhanca total € dada por:
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1o, 0= 14| ot o[ 1,6, 2] I
:iljl{ L ﬁ] g; 93(31)‘” r]jleXP(‘ J;T-A;(ll| z,) du) J:

=i=ﬁ1{9,-” [ jlﬂg(zﬂ][ (-4, 0, 0n(s,)) |-

r=1

=£1j]{ 87 Ll:l exp| ﬁ’éﬂ] exp[ 3 exp| f'z,] t J} (4.5.1)

Portanto,
In L9, 8)= Z:{ lnf?—f—z Bz~ 0, Eexp[ﬁ"] } (4.5.2)

Os estimadores de méxima verosmmllhanga de (8, B) sio as solugdes do sistema de

equaces: aln L(g, p)=0¢e ﬂln L{8, p)= 0, sujeitas a restricio 6,40,=1, ou seja,

9 o) 2 o <
i L — ; ]. g, — o £ o -
69111 (6'} ﬂ) Fﬂ{igl{rs 11 s-l-! ;1 ﬂzf} rglexp[ ;Bzr] r + (9]+62 1)}

a a) & ik ! L T
galn L(s, ﬁ):%{igl{r; 1m9,-+l ;1 i z,} - rglexp[ﬂ z,] t, +a(e,+92-1)}.

(4.5.3)
As primeiras e segundas derivadas parciais sao dadas por:
9 _ I I
agllnL(ﬂ, ﬂ)_" 9_! (1_61)1
dg 1HL(9 ﬁ)_ Z Z Ziy — f: tr Ly exp[ﬂfzr]‘ n= 0- 1': 21 - By
=1lil= =1
{4.5.4)

‘;r;—alnL(ﬂ, B)= %+ 2o

I
—
——
—t
|
I
—
R

_o‘i d InL g, 8= i 7,,1, Zyp by exp[ﬂ'z,_], wv=90.1.2, ... p.
o =
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-3 36 ——InlL(g, B)=0,u=0,1,2, .., p

Portanto,
. Iy " o ry

g, = , O,= 1-6,— .
(1'1‘!‘1'2) P ! (1"1+1'2)

As equacdes de verossimilhanca 75, InL(ﬂ B8)=0,u= 0, 1, 2, ..., p, podem ser resolvidas
pelo método de Newton-Raphson para o estimador de maxima verosszmﬂhauca B.
A matriz de informacdo esperada I, correspondendo a L, escrita na forma

partictonada € dada por:

q
_ & 1nL(e 0
E( gﬁ?n (8, ) Y
I= X {4.5.7)
0 E( 55 aﬂvlnL(ﬁ 6))
para u, v= 0, 1, 2, ..., p. Um estimador consistente da matriz de varidncia-covariincia

assintética 2(9]"3) de (8, 8) é dado por:

o=

onde I, é a matriz de informacdo observada obtida de forma andloga as secdes

anteriores.
4.5.2 - Estimagio de Fung¢bes no Stress Usual
Sejam 8, #,, B os estimadores de méxima verossimilhanca de 8,, 6, e 8

respectivamente, obtidos como descrito na secdo anterior. Seja > (6,8 @ matriz de
1

varidncia-covaridncia assintética estimada de (8,, 8) particionada da seguinte forma:
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onde &ﬁt_ é a variancia assintotica estimada de §;,i=1, 2, e 3 s ¢ a matriz de variancia-
covariAncia assintética estimada de B. Para tamanhos amostrais suficientemente
grandes, a teoria assintOtica para os estimadores de maxima verossimilhanca resulta na
seguinte aproximacio:

(4:, ) = N((0,, 8), i:(gs., g i=1,2. (4.5.8)

Utilizando-se estes estimadores e a aproximacéo normal acima citada pode-se
obter estimativas pontuais e intervalos de confianca para determinadas funcdes de
interesse tals como: a funcido risco de causa,—especiﬁca, a funcio de sobrevivéncia
marginal G, a sobrevivéncia total e ainda percentis para cada causa bem como o
percentil de vida do sistema. Em particular, para testes acelerados as func¢oes acima
citadas sdo obtidas para o stress de uso normal V,, que serdo objeto de detalhamento

abaixo.

a) Estimacdo pontual e intervalo de confianca para ) (i} V,)

O estimador de maxima verossimilhanca para A,(t| V) € dado por:
Nt V)= 8 exp[V,), (4.5.9)

onde V"= (g0(Vy), 81(Vy)s - 8p(V,}) € B= (8o, 815 ...y Bp). A aproximagio normal de
(8;, B5) em (4.5.8) resulta, pelo método delta {apéndice A), em:

Ind,(t] V)= In 0+8V, 2 N(lnx(t] V), o2),
onde

or;z'u = ( 31__3 gU(Vu)a e gp(vu))i:(e!., ﬂ)( %a gﬂ(\’ru)'! s gp(vu))l- (4510)

Assim, A(t] V) & LogNormal(lnAi(t[ Vo) o ) e portanto, este estimador ¢ viciado para
2{t] V) com vicio exp( % afn). Entdo, um estimador nao-viciado para A(t| V,) é escrito
por:
- v A P 1 .
Ot V= Al V) expl- 5 03,) (4.5.11)
O intervalo de confianga assintotico de (1-«)100% para A(t] V) pode ser

obtido a partir da distribuigio assintotica normal de In;(t| V,) que resulta em:
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[ Xt V) CXP(‘Zz-a,fz Tiu)s Adlt] V) exp(zl-cr(? )] (4.5.12)

b} Estimacdo pontual e intervalo de confianca para H,(t| V,)

A fungdo risco acumulada pode ser estimada por:
P t . ~ -
H(t) V)= J M V) dx= 66, expl V] (4.5.13)

Da mesma forma X;(t] V,), este estimador é viciado para H(t| V). Um estimador nio-

viciado é dado por:
Bt V)= Bift) V) expl- § o2,). (4.5.14)

O intervalo de confianca aproximado para H;(t| V,} pode ser obtido através

de exponeciagio do intervalo para In H,{t] V,). Uma vez que:
InH(t} V,)= Int+lnd+ #V, 2 N(aH,(1] V), o2,).

Assim, o intervalo de aproximadamente (1-2)100% de confianca para H,(t] vV,) é
€XPIesso Por:
[ Hs(t] \’Fu) exp(_zl-a,’z Jiu); Hs(tl \(ru) exp(zl-aﬂi U:'u)]‘ (4515)

c) Estimacio pontual e intervalo de confianca para Gt/ V,)
A fungio G{t] V,) pode ser estimada através de:

Gi(t] V)= exp(-H,(t| V), (4.5.16)
ou alternativamente por:

Gi(t’ V.u): CXP(_I:Is'(t] \Iu)j' (4517)

Seu intervalo de aproximadamente (1-0)100% de confianga, obtido por

exponenciacdo do intervalo acima, é dado por:

A . . expl(z o 0“-“] A . Lexp(-z a crm) 5
[Gtf Vi) el Gy v )T a2y (4.5.18)
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d) Estimacdo pontual € intervalo de confianca para Sy(t/ V, )
A funcdo de sobrevivéncia total Sr(t| V) pode ser estimada através de:
ST(t] V,)= exp(— exp[#'V,] t), (4.5.19)
com um intervalo de confianga de aproximadamente (1-2)100% escrito por:
[Sa(t] V,) " g 4 v ) e (4.5.20)

uma vez que, In(-In(S(t| V.))=Iht+5V_ < N{n(-In(S7(t| V,)), +2), onde oi=V, S gV,

e) Estimacio pontual ¢ intervalo de confianca para tp,
O estimador do (100P)

-ésimo percentil do sistema possui a forma:

> In(1-P) x
tpu-— - &};[_ﬁ;v_“]_ (4021)

Da aproximacio Intp, £ N(lntp,, 02), segue que:

bpu= tp, exp(- ";) | (4.5.22)

¢ o estimador nao-viciado para t Pu> COm um intervalo de confianca dado por:

ip. GXP(‘Z1~Q/2%)S tpu eXszl-a,fou)}- (4.5.23)

f) Estimacio poniual e intervalo de confianca para i;p,

O estimador do (100P)-ésimo percentil para a causa i no stress V., pode ser

btid :
obtido por _ (1P 5o
b explpV] .
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Desde que, lnt;p, 2 N(int;p,, ¢2,), onde o2, foi fornecida no item a) desta secao, o

estimador:
. 2

tipe= tipy GXP(' %E)a (4.5.25)

é nio-viciado para t;p, e o intervalo de confianca € dado por:

[t':'Pu exp(-zl—aﬂgiu); £iPu exp(zlhaIZJm)]' (4526)

4.5.3 - Testes de Hipoteses para Comparacgio das Distribuigoes de Sobrevivencia

Para a comparacio das distribuigdes de sobrevivéncia para as duas causas

para um determinado 2, ou seja,

Hy: Go(t] 2)= Gy(t] 2) x Hy: Gy(t] 2) £ Gt

z),

a formulacao das hipbteses estatisticas envolvem a igualdade dos pardmetros das
correspondentes distribuigbes, ou em uma forma equivalente, envolve a diferenca entre
os parametros correspondentes s duas distribuicbes. Em termos desses pardmetros, a

hipdtese acima pode ser reescrita por:
que sob a restricdo #,+8,= 1 ¢ ainda equivalente ao teste da seguinte hipétese:

Hy: 6= % x Hy 0, #5.

Para testar H, contra H, acima, o vetor A= (By 80 s ﬁp) é tratado como um vetor de
pardmetros de perturbacdo. Os testes utilizando as estatisticas de Rao, Wald e Wilks,
apresentadas 1o capftulo 1, envolvem a estimacdo de méaxima verossimilhanca dos
pardmetros de perturbacio sob H,. Assim, sob a hipétese nula o in da funcio de

verossimillianca em (4.5.2), pode ser escrito por:
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In L(s, ﬁ):sél{ri lu(%)-;} i:l ﬁle}_ rilexp[ﬁ'z,] t,. (4.5.27)
£ poss{vel notar que os estimadores de maixima verossimilhanca de # obtidos sob Hg,
denotados por 8, sio idénticos a B, uma vez que a primeria e segunda derivadas parciais
do In da verossimilkanca acima com relacio a g sao idénticas as obtidas em (4.5.4).
Para a obtengio da estatistica de Rao é necessario o calculo da funcdo escore sob H,.
Esta é obtida de (4.5.4):

L5 Iy _ o
b " (T6,) ]91 =1/2; p=p = 200 T2)

Ui(1/2; B)= g‘}]lﬂL(“’ Plo, 172 5=

]

: i &* - —
111(1/21 ﬁ) (—'8—9;5111:[;(5, ﬁ)) Ilﬂl =1/2 ﬂ=;§ -

N (‘ T (1-91)2)” oy =17 pp = (Alrrt))

Entio, a estatistica de Rao Para este teste é escrita por:

P

Q= Ui(1/2; B) (12 ) U,1/2; By L2’

ey (4.5.28)

A estatistica de Wald ¢ obtida por:
W= (8- L F (12 B) 1= (&3 P (xy41y). (4.5.29)

Para a obtencao da estatistica de Wilks ( ou da razio de verossimilhanca) para este

teste, sao necessarios os calculos das seguintes quantidades:

2072 )= BB E Fal- 5 el ),

=1 r=1

InL(3, §)= f:{r,- Wit X B 35 expl B, }
1 =1 r—=

P =
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Desde que, f= B tem-se:

i=1 1=1

InL(1/2; B)- InL(8, B)= ln(—%-) i r; — i r; Ing,,

e portanto a estatistica de Wilks resulta em:
L{1/2 B) 1) 2 L s
R A R Ry BN R B S
O ﬂ( L(o, p) 2 £§1r’ £§1I’ nd, (4.5.:30)

As trés estatisticas estatisticas sio assintdticamente equrvalentes e sob a hipotese nula

possuem distribui¢do assintética yv2 com 1 grau de liberdade.



CAPITULO 5

APLICACOES NUMERICAS

5.1 - INTRODUCAO

Este capitulo tem como objetivo ilustrar a teoria exposta nos capitulos
anteriores e para tanto sido apresentadas algumas aplicagdes numéricas.

Na secdo 5.2 é apresentada uma aplicacdo numeérica a uma situacdo de um
teste acelerado num contexto de riscos competitivos com causas de falha atuando
independentemente. O objetivo desta secdo € ajustar o modelo apresentado por Klein e
Basu (1981), revisto na sec¢do 3.2 do capitulo 3.

Os dados do teste acelerado considerado foram gerados aleatoriamente
baseados em um exemplo de Nelson {1990). Este referc-se a um teste acelerado aplicado
a sistemas de isolamento da Classe-H em motores elétricos, testados em temperaturas
altas de 190. 220, 240 e 260 graus Celstus. Trés tipos distintos de falha sdo consideradas
na analise: "Turn”, ”Phase” e "Ground”. Cada uma atua independentemente em una
parte separada do sistema de isolamento. Para obtencdo do conjunto de dados gerou-se

para cada causa de falha tempos seguindo o modelo Weibull-Arrhenius com pardmetros
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(6;, B}, 1= 1, 2, 3, e a seguir tomou-sc O minimo de cada tripla de tempos gerados. A
esse minimo observado foi associado o respectivo valor do stress (temperatura) e a causa
de falha (0, 1, 2, 3), onde o valor "0” indica que o tempo observado corresponde a um
dado censurado.

A partir desse conjunto de dados ajustou-se o modelo Weibull independente
para testes acelerados. As estimativas dos parimetros do modelo foram obtidas através
dos procedimentos de méaxima verossimilhanga em conjunto com o método iterativo de
Newton-Raphson descritos em tal capftulo. A seguir foi feita a verificagdo do ajuste do
modelo através da analise de restduos. Além do ajuste de wm modelo parameétrico
aos dados, o teste tem como propdsito estimar a vida mediana de tal isolamento em sua
temperatura de uso normal de 180 graus Celsius. Uma vida mediana de 20000 horas é
necessaria para a perfomance satisfatoria desses sistemas de isolamento. Outros
propdsitos foram determinar a principal causa de falha na temperatura de uso normal e
avaliar se uma mudanca no desenho do 1solamento, para eluminar tal causa, melhoraria
a distribuicdo de vida apreciavelmente. Assim, as estimativas obtidas foram entéo
utilizadas para a estimacdo das funcdes de Interesse no stress normal de 180 graus
Celstus.

Na secédo 5.3, a aplicacio numérica apresentada enfoca a situacio de um teste
acelerado no contexto de riscos competitivos dependentes com dados provenientes da
distribuicdo Weibull bivariada de Marshall e Olkin (BVW), estudada na secio 3.4 do
capitu]o 3.

Os dados utilizados nessa aplicagdo, como na secio anterior, foram gerados
aleatériamente por simulacdo de um teste acelerado hipotético de dispositivos sujeitos a
altas temperaturas de 190, 220, 240 e 260 graus Celsius. Duas causas de falha foram
consideradas e denominadas simplesmente, causa 1 e causa 2. A geracio dos pares de
ternpos da distribuigio bivariada acima citada foi feita utilizando-se a propriedade P3
apresentada no capitulo 3, que sugere uma forma de obté-los a partir de variaveis
aleatérias Weibull independentes. Assim, tais pares de tempos foram gerados seguindo o
modelo BVW com pardmetros de forma 6= é,= & e uma relacio de siress-vida
Arrhenins para os parametros de escala a;. oy, ap,.

Desde que em sifuagées de rscos competitivos o tempo de vida observado
corresponde ao minimo dos tempos de falha latentes, a seguir tomou-se o minimo de

cada par gerado e associou-se a esse minimo observado o correspondente nivel de stress
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aplicado e a causa de faltha (0, 1, 2, 12}, onde causa "12" indica falha do dispositivo
pelas causas 1 e 2 simultaneamente.

Ao conjunto de dados resultante, ajustou-se o modelo BVW com as
estimativas dos paradmetros obtidas pelos procedimentos de maxima verossimilhanca
descritos em tal capitulo. Posteriormente, foi feita uma anélise grafica de residuos para
verificacdo do ajuste do modelo. Ainda, em testes acelerados se tem como proposito
fazer extrapolacées para o stress de uso normal. Desse modo, utilizando as estimativas
dos pardmetros obtidas anteriormente, foram estimadas algnmas fungdes de interesse no
stress de uso normal de 180 graus Celsius.

Na secio 5.4 é apresentada a situacdo de um teste acelerado no contexto de
riscos competitivos com duas causas de falha dependentes com distribui¢do de vida
exponencial bivariada de Sarkar, conforme a metodologia estudada no capitulo 4.

Os dados para essa aplicacdo, como nas secOes anteriores, foram gerados
aleatoriamente com auxilio computacional considerando um teste acelerado hipotético
de dispositivos sujeitos a altas temperaturas de 190, 220, 240 e 260 graus Celsius. O
conjunto de dados dessa aplicagao foi gerado utilizando-se a propriedade P4 apresentada
no capitulo 4, que fornece uma forma de gerar os pares de tempos correspondentes ds
duas causas em termos de variaveis aleatdrias independentes. Assim, os pares de tempos
foram gerados seguindo um modelo exponencial bivariado de Sarkar e uma relagio de
stress-vida Arrhenius para os parametros A, A, A;,. A seguir, tomou-se o minimo de
cada par gerado e associou-se a esse minimo observado a correspondente causa de falha
(0,1,2)eo0 nivel de stress aplicado.

Ao conjunto de dados resultante ajustou-se o modelo de Sarkar
reparametrizado. Os procedimentos de maxima verossimilhanca descritos no capitulo 4
foram empregados para a estimacio dos pardmetros desse modelo reparametrizado.
Essas estimativas foram entdo utilizadas para a realizagdo do teste de hipotese de
homogeneidade das distribuigbes de sobrevivéncia marginais G; i= 1, 2, do modelo
reparametrizado, e para a estimacdo de algumas fungées de interesse no stress normal de
180 graus Celsius.

Ainda para esse conjunto de dados foi ajustado um modelo exponencial
independente para cada causa de falha com o objetivo de comparar as curvas de
sobrevivéncia estimadas sob a suposi¢do de independéncia e as G, i= 1, 2. do modelo

reparametrizado com relagdo 4 curva de gobrevivéncia marginal verdadeira {do modelo
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original).
Para a obten¢do dos conjuntos de dados bem como dos resultados e graficos
das aplicagdes numéricas utilizou-se o software estatistico SAS Institute Inc. (versdo

6.04). Os programas desenvolvidos neste software encontram-se no apéndice E.

5.2- APLICACAO NUMERICA PARA SITUACOES DE RISCOS COMPETTITIVOS
INDEPENDENTES

5.2.1 - Descricio dos Dados

Essa primeira aplicacdo refere-se a um conjunto de dados provenientes de um
teste acelerado hipotético de sistemas de isolamento da Classe-H em motores elétricos,
testados em quatro niveis de temperatura: 190, 220, 240 e 260 graus Celsius. Foram
consideradas trés causas disfintas de falha atuando independentemente: ” Turn” (Causa
1}, ”Phase” (Causa 2) e "Ground” (causa 3). A tabela D.1 (Apéndice D} sumariza os
resultados de 200 motores eléiricos com 50 motores testados em cada um dos quatro
niveis do stress. Os dados contidos nessa tabela foram gerados pelo programa
PRG1.SAS que se encontra no apéndice E. A primeira coluna da tabela contém o tempo
de sobrevivéncia indicado por "t”. Esses tempos foram obtides gerando-se 200 tempos
(50 em cada nivel de temperatura) para cada causa de falha separadamente através do
método da transformacio inversa (Kennedy e Gentle (1980)), com sementes 378746,
267323 e 789651 respectivamente. O modelo utilizado para cada causa fo1 0o modelo
Weibull-Arrhenins com parametros de forma 2 e parametros de escala seguindo a

relagido de stress-vida Arrhenius:

Q'sz exp[ﬁil)_l-ﬁilgﬂ(\fj)]? 1= 1? 21 3:' J: l‘.' 2'! 33 4:

onde g, (V)= '1.\9.00 e V ¢ a temperatura em graus absolutos. Com os seguintes valores

de g i=1,2,3: "
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Tabela 5.1: Verdadeiros Valores de (8;, 8;)

causa Big B

Turn 8.2607 12.31006
Phase 3.7748 10.42530
Ground 13.0340 14.74870

A seguir tomou-se o minimo para cada tripla de tempos gerados, ou seja,
ti= min(tu, t?h t3f)! 1:— 1, 2, cay 200.

O tempo para término do teste foi fixado em 11000 horas e assim classificou-se o I-ésimo

tempo observado, I= 1, 2, ..., 200, como tempo de falha ou de censura por:

- Se tlz min(tu, tgj, t31) < 11000 entio t;: tl!

A segunda coluna da tabela contém o nivel de temperatura aplicado denotada por
"stress”. A terceira coluna, denotada por "causa”, contém o indicador de causa de falha,
onde 0" indica censura. Da quarta a sexta coluna encontram-se listados os indicadores

de censura para cada uma das causas denotadas por "C1", C?2” e (3", onde
P > ,

Cl— {1 se falha devido a causa 1 =1, 2, ..., 200.

0 se censura ou falha por causa 2 ou 3°

Analogamente para C2 e C3 tem-se, respectivamente:

_ | 1 se falha devido a causa 2 _
C2= {U se censura ou falha por causa 1 ou 3° I=1,2, ..., 200
e
1 se falha devido a causa 3 _
C3y= {O sc censura ou falha por causa 1 ou 2° I=1,2, ... 200.

Como resultado dessa geracio observou-se 196 falhas e 4 censuras. Na tabela
5.2 abaixo, encontra-se sumario do ntumero de observagoes censuradas e nlo censuradas

para cada causa de falha para cada um dos mveis do stress:
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Tabela 5.2: Sumério do Numero de Qbservacies Censuradas ¢ Nio Censuradas

nivel causa falhas censuras Y%censuras
1 20 30 60
190 2 18 32 64
3 08 42 84
1 18 32 64
220 2 10 40 80
3 22 28 a6
1 18 32 64
240 2 10 40 80
3 22 28 a6
1 19 31 62
260 2 09 41 82
3 22 28 56

OBS: Resuliados obtidos pela PROC LIFETEST do SAS programa PRG2.5AS (Apéndice E)

Perfazendo um total para cada causa de:

Tabela 5.8: Nuamero de Falhas de Cada Causa

causa falhas censuras  Yocensuras
1 75 125 62.5
2 47 153 76.5
3 74 126 63.0

O alto percentual de censuras em cada causa se deve ao fato de que tempos de falha por
uma determinada causa sdo considerados tempos de censura para as demails causas. Por
exemplo, se um motor falha pela causa 1 entdo seu tempo de falha é tomado como

tempo de censura para as causas 2 e 3.
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5.2.2 - Procedimentos Graficos
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Como primeiro passo para a analise desses dados fez-se uma verificacio

grafica para cada causa em separado, com o objetivo de avaliar a validade dos

procedimentos graficos apresentados no capitulo 2, uma vez que & conhecido o modelo

paramétrico que originou o conjunto de dados.

5.2.2.1 - Avaliagdo da Proporcionalidade dos Riscos e do Modelo Weibull

Para avaliar a proporcionalidade dos riscos (ou equivalentemente a igualdade

do pardmetro de forma em todos os niveis do stress) e da adequagio do modelo Weibull,

utilizam-se os graficos ln(_-ln(sé(tl V;))) x Int para cada causa de falhai,i= 1,2, 3,
e cada nivel j do stress, j= 1, 2, 3, 4. Se o modelo de riscos proporcionais Weibull for

adequado os graficos devem ser aproximadamente paralelos e lineares. As figuras 5.1a.

5.1b e 5.1c mostram tais graficos.
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FIGURA 5.1c: Grafica do Ln(-Ln(S,(t| V))) x Lat

Os graficos acima nao fornecem fortes evidéncias que violem a suposicao de
que os tempos sejam provenientes da distribuicao Weibull e da proporcionalidade dos
riscos. Deve ser levado em consideracao, o alto percentual de censuras para as causas 1.

2 e 3 (62.5%., 76.5% e 63%. respectivamente}.

5.2.2.2 - Avaliacao da Relagio Arrhenius

Para avaliar a adequacio da relacdo Arrhenius para a causa de falha i, i=
1, 2. 3. ¢ necessario estimar em cada nivel j da temperatura, j= 1, 2. 3, 4, um percentil
espec{fico tip; @ partir da sobrevivéncia estimada pelo método de Kaplan-Meier. Os
graficos de ln[f-épj) x g,(V;)= -1000/V,, j= 1, 2, 3, 4, para cada causa 1, i= 1, 2. 3,
devem ser aproximadamente lineares se a relacdo Arrhenius for adequada. Os 25-ésimos
percentis estimados em cada um dos niveis do stress para cada uma das causas
encontram-sc listados na tabela D.2 (Apéndice D). As figuras 5.2a. 5.2b e 5.2¢ abaixo

mostram os graficos para cada causa de falha.
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As figuras 5.2a e 5.2b acima (causas 1 e 2}, sugerem que a relacio de stress-
vida Arrhenius para o parametro de escala da Weibull é adequada. Da figura 5.2c
{causa 3), embora exista um ponto fora da reta ajustada visualmente para a
temperatura 190 graus Celsius, nfo se pode concluir que a relagdo Arrhenius nio é
adequada uma vez que esse ponto distoante do grafico foi obtido a partir de um nivel do
stress cujo percentual de censuras é de 84% (ver tabela 5.2).

As estimativas das sobrevivéncias foram obtidas utilizando a PROC
LIFETEST do SAS (versdo 6.03) no programa PRG2.SAS que encontra-se listado no

apéndice E.
5.2.3 - Estimacao de Pardmetros

As estimativas de méaxima verossimilhanga dos parametros obtidas pelo
método iterativo de Newton-Raphson para cada uma das causas e seus desvios-padrao

encontram-se na tabela 5.4 a seguir:

Tabela 5.4: Fstimativas dos Parémetros e D.P. do Modelo Wetbull Arrhenius

causa 3,— DP. Bio D.P. ,5',-1 D.P.
1 1.9523071 0.1840442 8.7678969 2.3374468 12.450641 1.5930130
2 2.1697221 0.2538123 4.7552485 2.9823001 11.665001 2.1049947
3 1.9948098  0.1884289 14.930664 2.4946034 15.724625 1.6765298

Com as seguintes matrizes de varidncia-covaridncia estimad as:
5.4636574 3.3648451 0.1624344

»

3.3648451
0.1624344

Y=

8.8941138
5.6237032
.3122125

2.5376906
0.2158865

5.6237032
4.4310026
0.4130778

0.2158865
0.0338723

0.3122125
0.4130778
0.0644207
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6.223046 3.8009687 0.1637297
S,=| 3.8009687 2.8107522 0.2241132
0.1657297 0.2241132 0.0355004

Esses resultados foram obtidos pelo programa PRG3.5AS (Apéndice E).

5.24 - Testes de Hipoteses para os Parametros

Testes das hipoteses Hyp: 6,= 1, i= 1, 2, 3, podem ser de interesse desde que
8,= 1 implca em uma distribuicdo exponencial dos tempos para a causa i. Essas
Lipiteses podem ser testadas usando a normalidade assintotica dos estimadores de

méxima verossimilhanca em grandes amostras através da estatistica:

2
2 S"-l -
g =l-—) 1=1,2,3
’ (d.p.(éi) ’ T
que sob H,, tem distribuicdo x? com 1 grau de liberdade. Alternativamente, essas
hipdteses podem ser testadas através do teste da razdo de verossimilhanca descrito no

capitulo 1. Como nessa aplicagdo n= 200 para cada uma das causas, o teste de hipdtese

realizado baseou-se na estatistica z;%. Os resultados encontram-se na tabela abaixo:

Tabela 5.5: Testes das Hipoteses Hyy: 6, = 1,1 =1, 2, 8

causa z;* gl p-valor
1 26.77 1 0.0000
2 21.24 1 0.0000
3 27.87 1 0.0000

As  estatisticas  calculadas  demonstram  que  existem  evidéncias
estatisticamente significativas contra as hipéteses H,, (p-valor= 0.0000) e

consequentemente contra o modelo exponencial.
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5.2.5 - Analise Residual

Para verificagao do ajuste do modelo foi utilizado o método grafico da analise
de residuos para cada causa de falha como descrito no capitulo 2. O conjunto de

residuos fol obtido para cada causa de falha separadamente pela seguinte relagio:

) . L ~ o~ (-1000)\ 6 . _ .
&= i b 1= exp(dg-o—{-ﬁﬂ—-vj—m) tpt,1=1,2,31=1,2 ...,n;j=1,2,3,4
onde t; ¢ um tempo de falha ou de censura para a causa em questao. Como os residuos
devemn se comportar como uma amostra aleatéria de uma distribuicdo exponencial
padrio, se o modelo Weibull-Arrhenius for adequado os gréficos -In($(&;)) x & para
cada causa i, i= 1, 2, 3, devem ser aproximadamente lineares com inclinacio 1
passando pela origem. Q(é,-) € a estimativa produto limite da funcdo de sobrevivéncia de
é; e foram calculadas com o auxilio da PROC LIFETEST do SAS pelo programa
SOBRES.SAS (Apéndice E). As figuras 5.3a, 5.3b e 5.3c mostram o graficos dos

residuos para cada causa de falha respectivamente.
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FIGURA 5.3a: Grafico do -Ln(8(%,)) x & FIGURA 5.3b: Gréfico do -Ln(8(3,)) x &,
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FIGURA 5.3¢: Grafico do -Ln(5(25)) x &4

Pela analise visual dos graficos verifica-se que os pontos situam-se
aproximadamente em torno de uma reta com inclinacdo 1 e portanto nio demonstram
qualquer evidéncia contra a suposicio de que os residuos sejam uma amostra aleatoria

proveniente da distribuigido exponencial. Consequentemente o modelo Weibull-Arrhenius

para cada causa de falha ajusta-se bem aos dados desta aplicacao.

5.2.6 - Estimacao de Funcdes no Stress Usual
a) Estimacdo da sobrevivéncia, do risco € de percentis para cada causa

Utilizando-se os procedimentos deseritos no capitulo 3, as funcoes risco e de

sobrevivéncia para cada uma das causas de falla em um stress de uso normal de 180

graus Celsius foram estimadas por:

U

" R ) @
:\5(13[ V.= 3; ot eXP[.i}so‘!’.ﬁngﬂ(Vu)] exp{- _"?(_—)J i= 1.2, 3.



com V,= 180+273.16= 453.16 , g, (V)= —
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gx(t| "Fu): €XP| - t‘Si exp{)@f0+’éilgil(vat]l exp[_ —__J B i=1 1 21 3':

1000

Vo

e

2

g?u(tJ: 1: ge’l(vu)v gl'-l'ln(t) 25 1? gil(vu)a :;L_{—In(t) ’:

ofa(t)= {1 ga(V.), In(t) ] (1, ga(V), In(t) |1
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As figuras 5.4a e 5.4b a seguir demonstram os comportamentos das curvas paramétricas

estimadas para cada causa no stress de uso normal:
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FIGURA 5A4a: Riscos Estimados no Stress

de 180 grans Celsius.
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FIGURA 5.4b: Sobrevivéncias Estimadas no Stress

CAOSA

16000

de 180 graus Celsivs.

- I3 - . .
E possivel verificar que as curvas de sobrevivéncia para as causas 1 e 2 apresentam-se

inferiores a curva de sobrevivéncia para a causa 3 e estas ndo sugerem diferencas entre

3

81.

Ainda. para cada um dos riscos e sobrevivéncias calculados é possivel obter

seus respectivos intervalos de confianca. Para ilustracdo. as estimativas pontuais o
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intervalares para essas fungbes num tempo t= 20000 horas e tetuperatura de 180 graus

Celsius foram calculadas e encontram-se na tabela 5.6 abaixo:

Tabela 5.6FEstimativas e LC. de 90% dos Riscos e Sobrevivéncias
em 20000 horas ¢ temperatura de 180 graus Celsius
causa X; I.C. S, 1.C.
1 0.0061735 (0.0001071, 0.0003120) 0.1691573 (0.0409012, (0.3338280)
2 0.0002074  (0.0001184, 0.0004216)  6.1477678 (0.0205314, 0.3358336)
3 0.0000919 (0.0000535, 0.0001808) 0.3979157 (0.1631781, 0.5846823)

Dos graficos das sobrevivéncias é possivel também obter estimativas
aproximadas de percentis de interesse. Nessa aplicacao, tem-se o Interesse nas medianas
para cada uma das causas que sdo graficamente estimadas por 12000, 12100 e 17000
horas, respectivamente. Pela teoria apresentada no capitulo 3, esses percentis podem ser

calculados utilizando-se o estimador:

| PH)e
e} 80 o e

e o intervalo de confianca:

[Eipu exp(-zi-afﬂr’ripu); £iPu exp(zl—a_}'2aéPu)]'

Os resultados dos percentis estimados sdo compativeis com os obtidos graficamente e

encontrarn-se na tabela 5.7 a seguir:

Tabelg 5.7 Estimativas ¢ I.C. de 90% pare as Medianas

sob a temperatura normel de 180 graus Celsius

causa tiPu 1.C.
1 _ 11924.980 (09755.88, 14811.58)
2 12011.011 (09815.19, 14938.07)

3 16554.184 (12946.42, 21691.43)
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b) Estimacio da sobrevivéncia total
Para esse caso de independéncia é possivel estimar a sobrevivéncia total por:

Sz{t) V)= Si(t] Vil

n
[ R [
—

A curva de sobrevivéncia obtida para o isolamento é apresentada na figura 5.5 abaixo:
1.9 7
™,

£ d
®
¥
L]
*
L
L]
£
-

- 4 M om o@m og ot

B = s oa

o toocoo 20000 Lo vih]
TENIOB

FIGURA 5.5: Sobrevivincdia Total Extimnada

no Siress de 180 graus Celgins.

Pode-se portanto, observar que para uma sobrevivéncia total de 0.5 e
temperatura de 180 graus Celsius o correspondente tempo observado é de
aproximadamente 7650 horas. resultando em uma estimativa aproximada do tempo
mediano de vida do isolamento sob tal temperatura.

Ainda pela teoria exposta no capitulo 3, pode-se obter intervalos de confianca
para sobrevivéncias totais estimadas. Assim por exemplo. a sobrevivéncia total estimada

no tempo t= 20000 horas e temperatura de 180 graus Celsius foi de 0.0099463 com um
[.C. de aproximadamente 90% de {0.0000266, 0.0998611).
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Para melhorar o produto, certas causas de falka podem ser eliminadas por
mudancas em seu desenho. Eliminando-se a causa com o menor percentil estimado em
uma temperatura de 180 graus Celsius (causa 1) e utilizando-se o mesmo procedimento

anterior obteve-se a figura 3.6 abaixo:

1n

< ™ ® ® g

L] 10000 0000 30000
TRUPOR

FIGURA 5.5: Sobrevivencis Total Estimada Eliminada a

cansa 1, no Stress de 180 graus Celsius.

De forma analoga, pode-se observar que a mediana € de aproximadamente
10000 horas, e esta apresenta-se muito abalxo do desejado (20000 horas). Ainda ¢
possivel observar que a sobrevivéncia estimada em t= 20000 horas, bem como o I.C. de
aproximadamentc 90% para esse sistema redesenhado foram 0.0387991 e (0.0019914,
0.2249823), respectivamente. Esses resultados indicam portanto. que wmesmo com a
eliminacao da causa 1 nao scria verificado uma performance satisfatoria do isolamento.

Todas as estimativas e os intervalos de confianca acima apresentados, foram

obtidos através do programa PRG3.5AS listado no apéndice E.
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5.3 - APLICACAO NUMERICA PARA SITUACOES DE RISCOS COMPETITIVOS
DEPENDENTES COM DISTRIBUICAO BVW '

5.3.1 - Descri¢ao dos Dados

O teste de vida hipotetizado para essa segunda aplicagdo, como na primeira,
refere-se a um teste acelerado de 200 dispositivos sujeitos aos niveis de temperatura:
190, 220, 240 e 260 graus Celsius (com 50 itens em cada nivel). Considerou-se a
existéncia de duas causas de falha: Causa 1 e Causa 2. Além disso, considerou-se
também falhas por causa 1 e 2 simultaneamente como uma causa de falha adicional
denominada causa 12.

Os dados gerados pelo programa BVWI1.SAS (Apéndice E) encontram-se
sumarizados na tabela D.3 (Apéndice D). Para a sua obtengéio primeiramente foram
gerados os pares de tempos da distribuicdo BVW utilizando-se a propriedade P5 do
capitulo 3, que sugere uma forma de obté-los a partir de trés varidveis aleatérias
Weibull independentes. Desse modo, gerou-se através do método da transformagdo
inversa { Kennedy e Gentle, 1980), trés vetores de tempos de dimensdo 200: W,;, W,
W,,, provenientes do modelo Weibull-Arrhenius com pardmetros de forma 2 e
i= 1,2, 12 j=1, 2, 3, 4, seguindo uma relagdo de stress-vida

parametros de escala o}

Arrhenius com os sguintes valores de g, i= 1, 2, 12:

Tabela 5.8: Verdadeiros Valores de (B9, 8,,)

i Bio Bl
8.2607 12.31006
2 13.0340 14.74870
12 3.7748 10.42530

A seguir tomou-se o minimo de cada par {W,, Wp,), u= 1, 2, ou seja,
ty= min(wy. wyy), 1= 1, 2, ... 200,

tgr= min(wy. Wig), 1= 1, 2, ... 200.
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Desde que em problemas de riscos competitivos apenas o minimo dos tempos latentes
bem como a causa de falha sdo de fato observéveis, tomou-se o minimo de cada par de

tempos gerados:
tl—'_— min(t”, tQI)’ l= ].J 2, waey 200,

e a correspondente causa de falha. O tempo para o término do teste foi fixado em 10000
horas e assim o I-ésimo tempo observado, 1= 1, 2, ..., 200, foi classificado como de falha
ou de censura por:

- Se t;= min(t,,, t4) <10000 entido t,= t,,

- Se t;= min(ty, ty)>10000 entdo t;= 10000.
A listagem dos tempos obtidos para essa aplicacdo encontra-se na primeria coluna da
tabela D.3, indicada por "t”. A segunda coluna, indicada por ”stress”, contém o
correspondente nivel de temperatura aplicado. A terceira coluna, indicada por "causa’”,

contém o indicador de causa de falha, onde

(1 se falha pela causa 1,
2 se falha pela causa 2,
causa= .
12 se falha pelas causas 1 ¢ 2 sirnultaneamente,

{} se censura.

Finalmente, da quarta & sexta coluna encontram-se listados os indicadores de censura
para cada uma das causas denotadas por "C17, " C2" ¢ "C12".
A tabela 5.9 abaixo sumariza o namero de falhas e censuras para cada causa

de falha em cada um dos niveis de stress:

Tabela 5.9: Sumario do Nimero de Observacées Censuradas ¢ Nio Censuradas

mvel cansa falhas censuras %censuras
1 20 30 60
190 2 13 37 74
12 11 39 78
1 17 33 66
220 2 21 29 58
12 12 38 76
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continuagdo da tabela 5.9:

1 19 31 62

240 2 22 28 56
12 09 41 82

1 21 29 58

260 2 21 29 58
12 08 42 84

(OBS: Resultados obtidos pela PROC LIFETEST do SAS programa BVW2.5AS (Apéndice E)

Perfazendo um total para cada causa de:

Tabela 5.10: Nimero de Falhas de Cada Causa

causa  falhas censuras  Jocensuras
1 77 123 61.5
2 77 123 61.5

12 40 160 80.0

Como na primeira aplicagdo, 0 alto percentual de censuras ¢ resultado de falhas por

outras causas serem consideradas como censuras para a causa em questdo.

5.3.2 - Procedimentos Graficos

Como observado no capitulo 2, em situacbes de riscos competitivos a
suposicio de independéncia ndo pode ser avaliada analiticamente nem graficamente.
Partindo da suposicin de dependéncia das causas de falha, resultante de alguma
evidéncia fisica ou quimica ou até mesmo da experiéncia do pesquisador, depara-se com
a necessidade de alguma indicacéo da familia de modelos dependente a ser assumida.
Em situacdes onde se considera a presenca de duas causas de falha, as falhas por causas
simultaneas fornecem uma _indica.tiva do possivel ajuste do modelo BVW com 6,= é,= 6
uma vez que neste caso, como visto no cap:itulo 3, a probabilidade de ocorréncia do
evento {(T;= T,) € positiva. Tal modelo com &= é,= &, pela propriedade P5 (cap. 3),

pode ser reduzido a um modelo Weibull-Arrhenius com trés causas de falha
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independentes ¢, pela propriedade P6, possui min(T,, T;)= T com distribuigao
at agt ey j= 1002, 30 40 Assim. o conjunto de

Weibull(c;, 6). onde o;=
escotha do modelo BVW consiste dos

procedimentos graficos auxiliares na
procedimentos apresentados no capitulo 2 e do grafico de Ln{-Ln{Sp(t] V;})) x Lnt,
i= 1, 2, 3, 4, que deve ter pontos aproximadamente paralelos e lineares se T tem

distribui¢ao Weibull. Nas sub-segbes seguintes sdo apresentados os graficos para essa

aplicacio.

5.3.2.1 - Avahacio da Proporcionalidade dos Riscos ¢ do Modelo Weibull

12, de Lu(-Ln(S,(t] V,))) x Lat, j= 1, 2, 3,

O grafico para a causa i, i= 1, 2,
riscos bem como a adequagio do modelo

4, permite avaliar a propocionalidade dos

Weihull, desde que este apresenta pontos
diferentes niveis de stress se o modelo for adequado. As figuras 5.7a, 5.7b e 5.7c

aproximadamente paralelos e lineares mnos

mostram tais graficos:
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FIGURA 5.7c: Grifico do La(-Ln(8 ,(t] V)}) x Lnt

Os graficos acima apresentam-se aproximadamente paralelos e lneares
sugerindo que o modelo de riscos proporcionais Weibull para cada causa pode ser

razoavel. Na figura 5.8 abaixo encontra-se o grafico do Lo(-Ln(Sqp(t| V;))) x Lat,

=1, 2,3, 4
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FIGURA 5.8: Gréfico do Ln{-Lan(S(t] V))) x La
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Novamente observa-se um padriao de pontos aproximadamente paralelos e

lineares indicando uma possivel adequagao do modelo Weibull para T.

5.3.2.2 - Avaliacio da Relacido Arrhenius

Os 25-ésimos percentis estimados a partir das sobrevivéncias obtidas pelo
método de Kaplan-Meier para cada uma das causas em cada um niveis de stress
(temperatura). encontram-se listados na tabela D.4 (Apéndice D). As figuras 5.9a, 5.9b
e 3.9c a seguir, mostram os graficos do Ln[‘Ez-PJ-) x g1(V;)=-1000/V, j= 1, 2, 3, 4,
para as causas 1, 2 e 12, respectivamente. FEstes apresentam-se aproximadamente

lineares sugerindo que uma relagdo Arthenius para os pardmetros de escala a s

i=1,2.12, j=1, 2. 3, 4, pode ser adequada.
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FIGURA 5.9a: Grafico do Lu(i, p) x -1000/V FIGURA 5.9b: Grifico do Ln(i,;,) x -1000/V
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FIGURA 5.9¢: Grifico do Ln(i;,p) x-1000/V

As estimativas utilizadas para o tracado dos graficos foram obtidas através da
PROC LIFETEST do SAS pelo programa BVW2.5AS (Apéndice E).

5.3.3 - Estimacao de Parametros
Conforme os procedimentos de maxima verossirilhanca descritos no capitulo
3 para o caso é,= &,= 6, foram obtidas as estimativas dos parametros do modelo hem

como seus desvios-padrao. Estes enconfram-se na tabela 5.11 a seguir:

Tabela 5.11: Estimativas dos Pardmetros ¢ D.P. do Modelo BVW

5 DP.  causa Bio D.P. Bi D.P.
1 10.654314 2.302507 13.542375 1.336665
2000476  0.113674 2 13.590089 2.357273 15,015215 1.36888"

12 07.225430  3.114491 12161069  1.686445
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Com a seguinte matriz de variancia-covariancia de (8, ) estimada:

N 5301537  2.905284  0.342224  0.433197  0.332136  0.428157  0.066036 ]
2.905284  L.786673  0.436879  0.553014  0.424001  0.546579  0.084301
0.342224  0.436879  5.556736  3.096171  0.336812 0.434184  0.066966
0.433197  0.553014  3.056171  1.873838  0.426346  0.549603  0.084767
0.332136  0.424001 0.336812 0.426346  9.700053  5.059177  0.064992
0.428157 0546579  0.434184  (1.549603  5.059177  2.844098  0.083781
0.066036  0.084301  0.066966  0.084767 0.064992  0.083781  0.129218 _‘

M)
Il

Esses resultados foram obtidos pelo programa BVW3.SAS (Apéndice E).
5.3.4 - Testes de Hipoteses para os Parimetros

Pode ser de interesse testar a hipotese H: é= 1, uma vez que é= 1 implica na
distribuicdo exponencial bivariada de Marshall e Olkin. Utilizando a propriedade de

normalidade assintética de &, ja que n é suficientemente grande {n= 200), a estatistica:

22:( -1 )2
d.p.(6}/°

sob Hy, tem distribuicio x? com 1 grau de liberdade. Esta resulta em: z?= 77.46
(p-valor<0.00001), fornecendo evidéncias estatisticamente significativas contra o modelo

exponencial bivariado.
5.3.5 - Analise Residual

Ainda, para a verificacao do ajuste do modelo Weibull para cada causa de
falha, pode ser feita uma andlise residual grafica por procedimento analogo ao utilizado
na primeira aplicacdo. Os residuos foram estimados para cada causa pelo programa
BVW3.SAS (Apéndice E). As figuras abaixo apresentam os graficos de ~Ln(S(éi)) X ¢,
i= 1, 2, 12. Em todos os graficos observam-se pontos sitnados aproximadamente em
torno da reta com Inclinagao 1 e portanto nido demonstram fortes evidéncias contra o

ajuste do modelo Weibuli-Arrhenius para cada causa.
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FIGURA $5.10c: Grafico do -Ln{8(2,,)) x &,

FIGURA 5.10b: Grafico do -Ln(3(8;)) x &,
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5.3.6 - Estimacao de Fungoes no Stress Usual
a) Estimacdo da sobrevivéncia, do risco e de percentis para cada causa

As estimativas das fungdes risco, de sobrevivéncia e percentis em stress de
uso normal de 180 graus Celsius para cada uma das causas, foram obtidas através dos
estimadores utilizados na primeira aplicacao para 6= 6§, i= 1, 2. As curvas de risco e de

sobrevivéncia encontram-se tracadas nas figaras 5.11a, 5.11b abaixo:

INITEHE 1.t
.
I H
o
o
FRELH] -‘ : [ 4
]
B T oL
1 INITHE I
y ¥
C X B.5
o a.11915 4 1
PR N
1
1.60830 -| A
0.1
0. 90805
11
'WIIITE. [N ——rrr——— . —_%
5 thagu zedon  dedmr  LOBEG D 10801 stomn s0a00 LR
198RS TEKPOD
T 1 i 17 CATY 1 7 11
FIGURA 5.11a: Riscos Estimados no Stress FIGURA 5.11b: Sobrevivéncias Estimadas no Stress
de 180 grans Celsius. de 180 grans Celsias.

Uma andlise visual das curvas acima permite verificar gue as curvas de
sobrevivencia cstimadas para as causas 2 e 12 sdo bastante proximas entre sie
superiores a curva de sobrevivéncia estimada para a causa 1.

Estimativas pontuais e intervalares para o risco e a sobrevivéncia para ui

tempo t= 20000 horas e temperatura de 180 graus Celsius foram calculadas por:
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Tabela 5.12: Estimativas e 1.C. de 90% dos Riscos e Sobrevivincias
em 20000 horas e temperatura de 180 graus Celstus

causa A I.C. 5/ L.C.
1 0.000172  (0.000112, (.000287) 0.177774  (0.062593, 0.315046)
2 0.000125  (0.000079, 0.000216} 0.285387  (0.122946, 0.442947)
12 0.000115  {0.000068, 0.000219) 0.315117  {0.118308, 0.496449)

Os tempos medianos de vida (50-ésimos percentis) para cada causa estimados
graficamente a partir da figura 5.11b, foram aproximadamente 12800, 14800 ¢ 15000
horas, respectivamente. As estimativas nao-viciadas e os intervalo de confianca obtidos

foram:

Tabela 5.18: Estimativas ¢ 1.C. de 90% para as Medianas
sob a temperatura normal de 180 graus Celstus

causa ‘pu I.C.
1 12348.57 (10078.35, 15380.49)
2 14427.03 (11564.85, 18353.57}
12 14853.75 (11448.58, 19811.35)

b) Estimacio da Sobrevivéncia, Risco ¢ Percentis Marginais do Modelo BVW

Pode ainda ser de interesse estimar as funcdes risco, de sobrevivéncia e
percentis das marginais do modelo BVW sob o stress usual de 180 graus Celsius. As
figuras 5.12a e 5.12b abaixo. mostram as respectivas curvas de risco e de sobrevivéncia
estimadas para os dados dessa aplica¢do a partir das relacoes definidas em (3.3.25) ¢

(3.3.28):
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FIGURA 5.12a: Riscos Marginais Estimados FIGURA 5.12b: Sobrevivencias Marginais Estimadas
no Siress de 180 graus Celsius. i no Stress de 180 graus Celsius.

Da figura 5.12b observa-se que a sobrevivéncia marginal estimada para a
causa 2 é ligeiramente superior a sobrevivéncia marginal estimada para a causa 1. Como
anteriormente, juntamente com as estimativas pontuais, pode-se obter as intervalares do
risco e da sobrevivéncia para qualquer tempo t. No caso em que t= 20000 horas.

para a temperatura usual de 180 graus Celsius obtem-se:

Tabela 5.14:Estimativas ¢ 1.C. de 90% dos Riscos e Sobrevivéncias Marginais
em 20000 horas e temperatura de 180 graus Celsius

causa h, I.C. S, ILC.
i 0.000287  (0.000193, 0.000471) 0.056019  (0.005236, 0.176465)
2 0.000240  (0.000158, 0.000406) 0.089930  (0.010613, 0.244066)

As estimativas graficas dos tempos medianos de vida para as causas 1 ¢ 2. a
partir da figura 3.121» acima sao. respectivamente: 9500 e 10100 horas. Estes podem ser

alternativamente calculados utilizando o estimador nao-viciado em (3.3.33) com
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intervalo de confianca definido em (3.3.34). Os resultados obtidos encontram-se na

tabela 5.15 a seguir:

Tabela 5.15: Estimativas ¢ LC. de 90% para as Medianas
sob a temperatura normal de 180 graus Celsius

causa tipu I1.C.
1 9528.24 (7878.40, 11689.51)
2 10386.24 (8474.11, 12941.12)

Estes resultados sao bastante proximos aos obtidos graficamente.

c) Estimagdo da Sobrevivéncia Total

A figura 5.13 a seguir mostra a curva de sobrevivéncia total estimada para

um stress de uso normal de 180 graus Celsius:
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FIGURA 5.13: Sobrevivéncia Total Estimada

no Stress de 180 graus Celsius.
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A sobrevivéncia total estimada no tempo t= 20000 horas e temperatura de
180 graus Celsius foi de 0.015987 com wm intervalo de aproximadamente 90% de
confianca de (0.000323, 0.097403).

O tempo mediano de vida do dispositivo sob a temperatura de 180 graus
Celsius estimado graficamente da figura acima foi de aproximadamente 8000 horas.
Utilizando o estimador em (3.3.38) e o intervalo de confianca em (3.3.39), obteve-se um
tempo mediano de vida estimado em 7986.61 horas com um intervalo de
aproximacdamente 90% de confianca de (6978.48, 9204.97).

Todas as estimativas acima apresentadas foram obtidas através do programa
BVW4.5AS listado no Apéndice E.
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5.4 -APLICACAO NUMERICA PARA SITUACOES DE RISCOS COMPETITIVOS
DEPENDENTES COM DISTRIBUICAO ACBVE,,

5.4.1 - Descrigdao dos Dados

Essa aplicacio refere-se a um teste acelerado hipotético de dispositivos
testados sob altas temperaturas de 190, 220, 240 e 260 graus Celsius. Duas causas
distintas de falha sdo consideradas com tempos de vida estatisticamente dependentes e
sao referidas simplesmente por causa 1 e causa 2. Os dados de 200 itens em teste. com
50 em cada nivel do stress, foram gerados pelo programa ACBVE1L.SAS (Apéndice E) e
encontram-se sumarizados na tabela D.5 (Apéndice D). A primeira coluna da tabela,
indicada por "t”, contém os tempos de sobrevivéncia observados. Para a obtengao desses
tempos, primeiramente foram gerados 200 pares de tempos (ty, tor), 1= 1, 2, ..., 200, da
distribuicdo bivariada de Sarkar. O algorftmo apresentado no capitulo 4 wutiliza os
parametros (A, Ay, A;3) da distribuicdo original, ndo os pardmetros ¢, u=1, 2, 3, da
distribuicao reparametrizada, para a geracdo desses pares de tempos. Desse modo, para
gerar tempos provenientes da distribui¢do reparametrizada no caso particular onde 4,
i= 1, 2. independe do stress e 6, segue uma relacdo de stress-vida Arrhenius para o
j-ésimo nivel do stress, j= 1, 2, 3, 4, foram utilizadas as seguintes relacdes de stress-vida

Arrhenius para os pardmetros da distribui¢do original:
= exp(By+8y81(V)) 1= 1, 2,12 5= 1,2, 3, 4,

onde g,(V;)= ﬁl%_(]@ e V é a temperatura em graus absolutos, uma vez que assim:
]
g = Aij . exp(A;0) g
9T Aty exp(B0t ) T

para i= 1. 2. ¢ portanto ndo depende de V' e
b3;= Ao tadrg;= (eXP(310)+eXP(»320)+eXP(f"3120)) exp(8;g(V;))=
= fag expf-ﬁlgl(\'rj)): exp(lnﬁw—i-ﬁlgl(\fj)): eXP(.ﬁo‘!‘ﬁ'l&(Vj))}

possui a forma desejada Arrhenius. Os valores comsiderados para 8. i= 1. 2, 12, e 3,

foram G. 5.2. 4 e T, respectivamente. Implicando nos seguintes valores verdadeiros para
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6,i=1, 2, ¢ = (8y, B,):

Tabela 5.16: Verdadeiros Valores de 0, e (8, #,)

pardmetro valor
¢, 0.6899745
g, 0.3100255
B, 6.4603726
8, 7

Assim, para a obtencdo do lésimo par (ty. ty), 1= 1, 2, ..., 200, da distribuicao
bivariada foram gerados os vetores Z;, Z, e Z; de dimensédo 200 (50 observagdes em cada
um dos quatro niveis de temperatura), de observacées independentes exponencialmente
distribuidas com pardmetros Aj;, Ay; € Agj, J= 1, 2, 3, 4, respectivamente, além de um
vetor U (também de dimensdo 200} de observagdes uniformes em (0, 1). Tais vetores
foram obtidos através do método da transtormacdo inversa com as respectivas sementes:
145237, 473389, 547321 e 857689, Utilizando-se esses vetores, os pares (ty, ty),
I=1, 2, ..., 200, foram obtidos por:

ty= xt{1-Hzy>z) (V) T 1A l(u"l/(lﬂz}A(h(VI)YH)) - Xpp-

o= Yo { 1120220 HOR(V)) 7A=Y DAL (V)x0) - v

1 se zy>2y

onde xy,=min(z,;, z3). yy=min(zy, z3). A~ (x)=In(l-x) e I(z1,>z2!):{ 0 cc. .

e a seguir tomou-se o minimo de cada par de tempos, ou seja,
tt': min(t];, tg;), I= ]., 2? ey 200.

0 tempo para o término do teste fol fixado em 15000 horas e assim t; foi classificado

como tempo de faltha ou de censura por:

- Se t;= min(ty,, t5;)>15000 entdo t,= 15000.
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A segunda coluna da tabela, denotada por “stress”, contém os niveis de
temperatura aplicados. A terceira coluna da tabela denotada por "causa”, contém as
causas de falha com valor ”0” indicando que o valor do tempo observado corresponde a
uma censura.

Como resultado dessa geragéo obtiveram-se 195 falhas e 5 censuras. A tabela
5.17 abaixo apresenta um sumario com o namero de observacoes cenmsuradas © nio

censuradas para cada causa de falha em cada um dos nivels do stress.

Tabela 5.17: Sumario do Nimero de Observacoes Censuradas e Nao Censuradas

nivel causa falhas censuras %censuras
1 33 5 13.16
190 2 12 5 29.41
1 35 0 0
220 2 15 0 0
1 37 0 0
240 2 13 0 0
1 35 0 0
260 2 15 0 0

OBS: Resultados obtidos pela PROC LIFETEST do SAS programa ACBVE2.5AS (Apéndice Ej

Resultando em um numero total de falhas e de censuras para cada causa dado por:

Tabela 5.18: Numero de Falhas de Cada Causa

causa falhas censuras  %censuras
1 140 5} 345
2 055 5 8.33

O baixo percentual de censuras em cada causa se deve ao fato de que tempos
de falha por uma determinada causa nao sdo considerados tempos de censura para as
demais causas, uma vez que tal procedimento resultaria num mecanismo de censura

dependente. Tal dependéncia é indesejada para a estimagio de parametros por maxima
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verossimilhanga, Ja que este pressupde um mecanismo de censura independente.

Wada e Sen (1993) derivaram um estimador para §,, i= 1, 2, que pode ser
interpretado como a propor¢io de falhas da causa 1 com relagio ao total de falhas.
Utilizando essa interpretacdo, pode-se verificar a validade da suposi¢do de independéncia
de 8, i= 1, 2, do stress V, observando se a propor¢do estimada de falhas da causa i em
cada nivel do stress é aproximadamente constante. Assim para essa aplicacdo

obtiveram-se os seguintes resultados para cada causa:

Tabela 5.19: Proporgio de Falhas da Cause i, 1= 1, 2,
em Stress Vj; =1, 2, 3, 4

stress % causa. 1 % causa 2
190 73 27
220 70 30
240 74 26
260 70 30

Pode-se observar que as proporgdes estimadas de falbha sdo aproximadamente constantes
nos diferentes niveis de temperatura, logo existem indicativas favoraveis & adequagio da

suposicao de independéncia de 4,, 1= 1, 2 com relacdo ao stress.

5.4.2 - Procedimentos Graficos

Um conjunto de procedimentos graficos que auxilia na escolha da familia de modelos
exponencial bivariada de Sarkar, dentre as diversas familias de modelos dependentes
existente, utiliza o fato que no nivel j do stress tanto T= min(T;, T,) quanto (T|I),
possuem distribuicdo exp(¢y;) {propriedade P2 e resultado (4.3.5) do capitulo 4,
respectivamente). Entdo para cada nivel ] do stress, j= 1,2 .3, 4, os graficos
In(Sq(t] V,))xt e ‘ID(STJ A(t] 1,V;)) x t| i, devem ser grosseiramente lineares passando
pela origem e similares entre si. Deve-se enfatizar no entanto, que esses procedimentos
graficos nao sao suficientes para concluir que os tempos observados sejam provenientes

do modelo exponencial bivariado de Sarkar. mas somente que existem indicativas de que
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tal modelo tenha originado os dados.
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uma vez que outras familias de modelos

dependentes podem também possuir as propriedades acima citadas. Assim, para essa

aplicacao os graficos obtidos encontram-se na figura 5.14a. 5.14b e 5.14c abaixo:

+ +
.
-
.
-
-
Yo Y—r=r
18pE2 15440
H 2 0 O
L= - I - |

FIGURA 5.14a: Grifico do -Le(Sy.(t} V)) x ¢

! o . ©
a L] o
3«
o A o
—
—_ o = o
= D+ o
- n a2 o
- 3 o & o
e B 4 &
o O & @
— D & B
= Oa o
] D‘l o
T 2 .
t
-
i “r;-’
{J'
£
.
‘*l‘
I T
3 §400
TERFUICAEDIA -
- &
4
o * o
—_
— 3.
= " o
~ o * o
I
R
+ *
- 1 5% o
— a * o *
= » "
<0N o, ° +
o) o "
7 | el ‘
] ot o .
e o +
] a +
-
2
+ +
+
“f
+ f
‘l-
r Tr A
H L] {0aog 15000
t]i= 1
[ 13 + v+ ¢ o g
THAPRLaTILS SI ogse o

FIGURA 5.14b: Gréfico do -Ln(S.,. [r(ti=1, V) xe|i=1

¢
- : )
—_ o o
- -
o
i
-1 o e
= *
=
ol o o
.:_' »
L1495 4] <
" - * *
= = ° *
._‘1 1 n*e .
> o +
Oa ¢ +
Ou0 *+
.
"
n@f . e
1 §aaq 1a604 150810
t} i= 12
TOAPRIAGRIS - #f o233 §i

FIGURA 5.14c: Gréfico do -Ln(S. =2 V) xifi= 2



Aplicagio Numérica para Situagdes dc Riscos Competitivos Dependentes com Distribuicio ACBVE, 143

Através da analise visual dos graficos em cada nivel do stress verifica-se quc,
os pontos situam-se aproximadamente em torno de retas passando pela origem e ainda
que as diferentes figuras comparativamente sio muito similares entre si. Assim, pode-se
dizer que existem indicativas do possivel ajuste do modelo exponencial bivariado de
Sarkar.

Pode-se ainda, avaliar a relacido stress-vida Arrhenius para o pardmetro 6,
através do grafico Lntp,; x g:{V;)= -1000/V;, j= 1, 2, 3, 4, o qual deve ser
aproximadamente linear se a relagio for adequada. A estimativa de tp; € obtida a partir
da estimativa P L. de Kaplan-Meier da sobrevivéncia, calculada para cada um dos nivels
do stress. Para essa aplicacio foram estimados os 50-ésimos percentis em cada nivel da
temperatura. Estes encontram-se¢ sumarizados na tabela D.6 (apéndice D). Na figura

5.15 abaixo encontra-se o grafico resuitante dessa aplicacdo:

5 —

-1.158 -3-‘.5! '3;‘!55 -1.86%
31( v)

FIGURA 5.15: Grafico do Lt , x g, (V)= -1000/V
A figura 5.15 sugere que a relacao Arrhenius para o parametro 6; ¢ adequada. As

estimativas nao-paramétricas utilizadas mnessa secao foram obtidas pela PROC

LIFETEST do SAS no programa ACBVE2.5AS listado no apéndice E.
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5.4.3 - Estimacio de Parimetros

As estimativas de maxima verossimilhanca dos paridmetros do modelo
reparametrizado e seus desvios padrdo, obtidos pelos procedimentos de maxima

verossimilhanca descritos no capitulo 4, encontram-se na tabela 5.20 a seguir:

Tabela 5.20: FEstimativas dos Pardimetros e D P.

parametro estimativa D.P.
8, 0.7179487 0.032225
g, 0.2820513 0.032225
By 7.1149777 1.353596
8 7.3104827 0.676264

Com a seguinte matriz de varidncia-covaridncia estimada:
0.001039 0 0
> (0.8= 0 1.832223 0.914106 | i= 1, 2.
0 0.914106 0.457333
Esses resultados foram obtidos pelo programa ACBVE3.SAS (Apéndice E).

5.4.4 - Teste de Hipéteses para Comparacio das Sobrevivéncias Marginais

O teste da hipdtese de igunaldade das distribuicoes de sobrevivéncia marginais

da distribuicdo reparametrizada,
Hy: Gyft] Vi= Goft V) x Hy Gylt] V) £ Golt] V),

equivale ao teste das hipdteses:

Os resultados obtidos através das estatisticas de Rao (Qp), de Wald (W) e de Wilks

(3w} sdo apresentados na tabela 5.21.
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Tabela 5.21: Resultados do Teste de Hipoteses

estatistica valor gL p-valor
Qnr 37.05 1 0.0000
W 37.06 1 (.0000
Qw 3832 1 0.0000
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Pode-se observar que esses resultados sdo bastante proximos entre si e sdo concordantes

uma vez que todos rejeitam fortemente a hipétese de igualdade entre as distribuigdes de

sobrevivéncia. para as duas causas com p-valor< 0.0001.

5.4.5 - Estimacio de Funcdes no Stress Usual

a) Estimacio do Risco, da Sobrevivéncia Marginal ¢ de Percentis para Cada Causa

Através dos procedimentos descritos no capitulo 4, foram estimadas as

fungdes risco em (4.5.11) ¢ as sobrevivéncias marginais G; em (4.5.17), para cada uma

das causas de falha em uma temperatura de uso normal de 180 graus Celsius. As figuras

5.16a e 5.16b demonstram os comportaimentos dessas curvas parametricas estimadas:
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Verifica-se que a curva de sobrevivéncia marginal estimada para a causa 1 é inferior 4
curva de sobrevivéncia para a causa 2. De acordo com o resultado do teste de hipbtese
realizado na secdo anterior estas sao estatisticamente diferentes.

Além das estimativas pontuais do risco e da sobrevivéncia pode-se calcular
seus respectivos intervalos de confianca assintoticos definidos, respectivamente, em
(4.5.12) e {4.5.18). Assim, para ilustracdo as estimativas obtidas para o tempo t= 7000

horas e temperatura de 180 graus Celsius foram:

Tabela 5.22:Estimativas e 1.C. de 95% dos Riscos e Sobrevivéncias
em 7000 horas e temperatura de 180 graus Celsius

causa A I.C. G, L.C.
1 0.0000859 (0.0000664, 0.0001142) 0.5480147 (0.4497197, (.6281192)
2 0.0000336 (0.0000248, 0.0000472) 6.7905830 (0.7187165, 0.8405925)

Percentis de interesse para cada causa podem ser estimados através dos
graficos das sobrevivéncias na figura 5.16b acima, ou ainda pela relagdo (4.5.25) com
intervalo de confianca definido em (4.5.26). Supondo que se tenha interesse no tempo
mediano para cada causa no stress de 180 graus Celsius, obtiveram-se graficamente
estimativas aproximadas de 8000 e 18500 horas para as causas 1 e 2, respectivamente, e

pela relacéo:
Tabela 5.23: Fstimativas e 1.C. de 95% para as Medianas
s0b a temperatura normal de 180 graus Celsius

causa t;p 1.C.
1 7852.915 (06071.64, 10433.91)
2 19879.211 (14690.29, 27941.70)

b) Estimacio da Sobrevivéncia Total

Pode também ser de interesse estimar a sobrevivéncia total de um sistema

bem como algum percentil dessa distribuicdo em um stress de uso normal. Sendo assim,
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a sobrevivéncia total estimada através de (4.5.19) para o dispositivo em estudo na

temperatura de 180 graus Celsius, representada na figura 5.17 a seguir, foi:
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FIGURA 5.17: Sobrevivénda Total Estimada

no Stress de 180 grans Celsius,

Da. figura acima observa-s¢ que o tempo correspondente a uma sobrevivéncia total de
0.3 é de aproximadamente 5500 horas, resultando em uma estimativa aproximada do
tempo mediano de vida de tal dispositivo sob a temperatura de 180 graus Celsius, Este
percentil, calculado através de {4.5.21), resultou em 5G43.67 horas com um intervalo de
aproximadamente 95% de confianca, definido em (4.5.23), de (4404.37, 7414.05).

Analogamente a segdo anterior, pode-se associar a cada estimativa pontual da
sobrevivéncia seu respectivo intervalo de coufianga aproximado {4.5.20). No tempo t=
7000 horas, por exemplo. a sobrevivéncia total na temperatura de 180 graus Celsius foi
estimada em 0.427804, com um intervalo de aproximadamente 95% de confianca de
(0.332326, 0.5197343).

Todas as estimativas e intervalos de confianca foram obtidos pelo programa

ACBVE3.SAS.
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5.4.6 - Estimacio do Risco e Sobrevivéncia Marginais Supondo Independéncia das
Causas de Falha

Ainda, para o conjunto de dados dessa aplicacdo foi ajustado um modelo
exponencial-Arrhenius independente para cada causa de falha com o objetivo de
comparar as curvas de risco e de sobrevivéncia estimadas sob a suposicio de
independéncia e as estimadas utilizando ¢ modelo reparametrizado, com relagdo & curva
de sobrevivéncia marginal S; do modelo original.

As estimativas dos coeficientes da regressio obtidas sob a suposigio de

independéncia sdo tabeladas abaixo:

Tabela 5.24: Estimativas de (8, 8,), 1= 1, 2e D.P. sob a
Suposicio Independéncia das Causas de Falha

S

causa Bio D.P. B D.P.
1 6.6052647 1.595204 7.2212726 0.796570
2 6.3061448 2.558908 7.5391849 1.280092
OBS: Resnltados obtidos pela PROC LIFEREG do SAS.

com as seguintes matrizes de varidncia-covariancia estimadas:

. 2.544677 1.268907 . 6.548009 3.271086
"1 1.268907 0.634523 271 3.271086 1.638635
Assim, em um stress usual V,= 180 grans Celsius, a curvas de risco e de

sobrevivéncia foram calculadas através das seguinte relacoes, para i= 1, 2:

§i(t] V)= exp{ - 3i(t] V,) t exp(-o%//2))

e ) ) 0-2 ,
. At(t‘ \:ru): ‘}‘:(tl \?u) CXP{- __82_11_]}

onde M{t| V)= exp{ B, Bug (V) g(V,)=-1000/V, ¢ o7/ =(1, g, (V, ))Z (1, &, (V)"

Estas podes ser graficamente visualizadas pelas figura 5.18a e 5.18b a seguir:
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FIGURA 5.18a: Riscos Estimados no Stress FIGURA 5.18b: Sobrevivéncias Marginais Estimadas

de 180 grans Celsius. no Stress de 180 graus Celsins.

Os respectivos intervalos de aproximadamente 953% de confianca para

Nt V,) e 8/(t] V,), i= 1, 2, obtidos de:

P‘:(tl V., ) exp(- Z]-ajzo'szur/z)i 'i:(ti V) exp( Zl-af2o-?u}/2):[a

- 2 ! 2 “ . 27 9
{exp(—f\f(t] v, ) )" Bear® P s ) vy 6 e )J,

para o tempo t= T000 horas, foram:

Tabela 5.25:Estimativas ¢ L.C. de 95% dos Riscos e Sobrevtvéncias
em 7000 horas e temperatura de 180 graus Celsius
causa A/ I1C. o) LC.
1 0.0000872  (0.0000858, 0.0000917) 0.5431195 (0.5261188, 0.548563)
2 0.0000312  {0.0000293, 0.0000356)  0.8039923 (0.7791583, 0.811507)
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5.4.7 - Comparacio entre G,- e g‘,f

A comparagio entre os modelos dependente e independente, serd restrita
somente & comparacio das estimativas das fungdes de risco e de sobrevivéncia associada
5 causa 1 obtida usando Sarkar (i;e G;) e & marginal estimada usando independéncia
(5/), devido & impossibilidade de estimagdo da sobrevivéncia marginal do modelo
original de Sarkar.

As figuras 5.19a e 5.19b abaixo apresentam, respectivamente, as curvas de

sobrevivéncia estimadas para cada uma das causas po stress usual de 180 graus Celsius:
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0.5 [}
¥ o6t 1 0.k 9
0 9
¥ og.7 LI B R
1 1
| N B D
T ¥
1ons 1 a5
T T
Io0d ] LI N
¥ I
¢ i ¢ 0.
I 1
L I i
0.3 4.1 ]
0.8 1 0.2 JTHWWWW
] 1BE0D HELL o e SENDG | 15000 orad ELLL L] taenn SELOE
TEAFODY TIEROY
Sobrevivéncia Sl “““ G] _____ S’; Sobrevivencia 52 ...... G2 e é"z
FIGURA 5.19a: Sobrevivéncias Margmais no Stress FIGURA 5.19b: Sobrevivéncias Marginais no Stress
de 180 graus Celsius, cansa 1. de 180 graus Celsius, cansa 2.

Observa-se da figura 5.19a {causa 1). que fanto G1 quanto §) encoutram-se
muito préximas a sobrevivéncia marginal verdadeira do modelo original, ou seja.
estimam bem S,. Da figura 5.19b (causa 2), no entanto, e possivel observar que embora
a sobrevivéncia marginal estimada por G2 seja ligeiramentc superior a S, esta ainda
encontra-se mals proxima a S, do que §%. Note-se que a proximidade da curva estimada

sob independéncia a verdadeira decorre do fato de que o valor verdadeiro do parimetro
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de dependéncia );,. nesse stress de 180 graus Celsius, é relativamente pequeno dado por
0.0000107.

Ainda, para a comparacio dos intervalos de confianca obtidos num tempo t=
7000 horas e stress 180 graus Celsius, foram calculados os verdadeiros valores das

fungées risco e de sobrevivéncia que encontram-se a seguir:

Tabela 5.26: Verdadeiros Riscos e Sobrevivéncias Marginais
em 7000 horas e temperatura de 180 graus Celsius

causa A; S;
1 0.0000896 0.534085
2 0.0000461 0.723981

Das tabelas 5.22 e 5.25 pode-se verificar que apesar dos infervalos calculados usando
Sarkar serem mais amplos do que os calculados sob independéncia, verifica-se da tabela
acima que os intervalos obtidos para a causa 2 usando independéncia nfo contém os
verdadeiros valores das funcdes de risco e de sobrevivéncia.

Pode-se concluir entdo, para essa aplica¢do, que o uso de éi como estimador
da sobrevivéncia marginal S; resulta em uma estimativa mais razoavel de S; do que 5,

i=1,2



CONCLUSOES

Nesta dissertagdo foi considerada a andlise de experimentos de testes
acelerados em problemas de riscos competitivos. Tais testes sdo realizados submentendo
as unidades experimentais a condigdes mals severas do que as de uso normal para &
reducio do tempo de teste e custos. Nestes experimentos, além do tempo até a falha,
tem-se como resposta de interesse a causa de falha.

Uma. variedade de modelos para experimentos envolvendo riscos competitivos
independentes foram investigados na literatura. No entanto, pouco se encontra a
respeito de modelos para testes acelerados envolvendo riscos competitivos dependentes.
Assim, um dos propdsitos desta dissertacio fol fazer uma revisdao do artigo de Klein e
Basu (1981) que, assumindo independéncia das causas de falha, considerou um modelo
paramétrico Weibull independente para cada causa.

Outros propdeitos foram investigar os modelos, Weibull bivariado estudado
por Moeschberger (1974) e exponencial bivariade de Sarkar, em testes acelerados
quando se considera a existéncia de duas causas de falha dependentes. Estes modelos
foram escolhidos por serem, respectivamente, iitels em situacdes onde falkas por causas
stmultdneas podem ocorrer e onde a ocorréncia de tal evento é rara. O modelo Weihull
bivariado ¢ 1til também para situacdes onde os riscos marginais ndo sio conjuntamente

crescentes. decrescentes ou comstantes. Ainda, o desenvolvimento de procedimentos
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para a estimagio dos pardmetros de tals modelos, possibilitando a estimagao de funcoes
no stress de uso normal e a realizacio de aplicagdes numéricas ilustrativas dos mesmos,
foraimn propositos desta dissertacéo.

Através da primeira aplicacio numérica, onde a independéncia das causas fol
suposta, pode-se verificar que o modelo Weibull-Arrhentus ajustou-se satisfatoriamente
ao conjunto de dados analisado. Isto evidencia que tal modelo pode ser 1itil na andlise de
dados com caracteristicas similares aos desta aplicacao.

Observou-se das duas ultimas aplicagbes que, se existe alguma razdo para
acreditar que duas causas de falha s3o dependentes e se os dados satisfazem
determinadas propriedades, verificadas através de procedimentos graficos, fornencendo
indicativas de que as distribuigdes de vida pertencern a uma particular familia
paramétrica, Weibull bivariada ou exponencial bivariada de Sarkar, entdo os
procedimentos de estimagcio desenvolvidos nesta dissertacdo tornam-se aplicaveis.

Finalmente, deve-se enfatizar que apesar dos procedimentos graficos
auxiliarem na escolha de uma particular familia paramétrica de modelos, tal escolha
depende, em grande parte, do conhecimento do pesquisador acerca do mecanismo de
falha. Assim, quando se acredita que as causas sdo dependentes e observam-se falhas por
causas simultdneas ou ainda que as taxas de falha marginais ndo séo ambas crescentes,
constantes ou decrescentes, entdo algum modelo complexo tal como o Weibull bivariado
pode ser empregado. Por outro lado, se existirem fortes convicgoes de que um modelo
majs simples descreveria o mecanismo de falba razoavelmente bem, tal como o
exponencial bivariado de Sarkar ou mesmo o Weibull independente, entio nao ha

motivos para utilizar os mais complexos.



APENDICES



APENDICE A

METODO DELTA

Seja o vetor T, /= (T,,, T,; ..., T,z) com distribuicio assintética normal
multivariada com média ¢'= (¢,, 6,, ..., 6;) e matriz de covaridncia ¥ . Suponha que a
fungdo git,, to ..., t;) tenha diferencial ndo nulo em 0. Entdo, a distribuicio assintética

de g(T,) € obtida pela seguinte expansio em série de Taylor:
8(Ta)= g(0)H(T,- 6)'d +8,/|T,.-9]], (a.1)

Y] .
onde d'= (d;, dy, ..., d;) com d,= % le=g. i= 1,2, ...k, e Snf» 0 quando n—ec. Esta
expansao indica que g(T,)-g(#)} comporta-se como uma funcio linear da variada
aproximadamente normal (T,- #} para n grande. Assim, para n suficientemente grande

tem-se;

&(Ta)-g(0)= (T,-0)d (a.2)

Varlg(T,)-g(0))= d'T . d (a.3)
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Dessa forma, g(T,) é assintéticamente normal com média, g(8) e varidncia d'Y) d. Esse

método de usar diferenciais para obter a varifncia assintética de g(T,) é chamado
Método Delta.

OBS.: Um caso especial importante do resultado acima é obtido para k= 1: Se T,
tem distribuigdo assintética normal com média ¢ e variancia o2, entdo se g(t) possui

primeira derivada ndo-nula em 8, g'(t), para um 1 suficientemente grande tem-se que:

8(Tw) £ N(g(6), ('(6))%32). (a.4)



APENDICE B

PROCEDIMENTO PARA ESTIMACAO NAO-PARAMETRICA DE P;* ¢ x.*

Suponha que as observacbes sio tomadas de uma amostra aleatéria de n
unidades. Quando ndo existem cenmsuras, estimativas de P,* e 751= 1, 2, .., k, sio

respectivamente obtidas por:

- imero de ob 0€s © s e =i
P(t)= numero de o servacr;loes corml T >t e I=i (b.1)
e
# = P (0). (5.2)

Quando existem censuras, sao desenvolvidas as estimativas P. L. de G,(t) e destas as
estimativas de P;*(t) e =", i= 1, 2, ..., k. Assim, as estimativas P. L. de G(t) sdo

expressas por:

Gi(t)= =12,k (b.3)
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onde n; é o niimero de unidades em risco imediatamente antes de + P

d,; é o numero de falhas da causa i em b

Desde que G,{t)= exp(-H,(t)), uma estimativa alternativa de G;(t) pode ser obtida por:

Git)= expl- Ht)],i= 1,2, ..., k, (b.4)
onde 1
ﬂ:'(t): Z Tli:‘la i= 1? 23 ey I{, (b5)
It tj <t 7
.=

2

é a funcio risco acumulada empirica. Uma vez que, P(t)= J A{u)So(u) du, uma

estimativa razoavel de P *(t) é dada por:

>
jal

Prt)=3" 317’ Sr(t;),i=1,2, ..., k, (b.6)
j:tjzt
Ij:t'

onde gT(tj) € a estimativa da funcio de sobrevivéncia de T em t;, obtida por:

» -

Sz(t;)= Gi(t;)...Gylty), (b.7)

ou alternativamente, pela estimativa P. L. ignorando causa de falha. Ainda, como S{t)=

exp[-H(t)]. a estimativa pode ser obtida pela funcio risco empirica.

As quantidades r*, i= 1, 2, ..., k, podem ser estimadas como em (b.2). Pode-
se observar que quando nio existem censuras: #,"= 1. Como em geral elas existenn,

if: 1 . > ry
para a obtencao de estimativas que somam um é usual estimar 7;" utilizando:

-~

o

i

k A M
Zﬂ'!
=1

Li= 1,2, ., k. (b.8)



APENDICE C

CALCULO DA MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER PARA O MODELO
WEIBULL INDEPENDENTE

a)Censura Tipo I:

Denotando:

en; # de itens testados sob o nivel V; do stress, j=1, 2, ..., s;

«0 l-ésimo item em teste no nivel V, é testado até falhar ou até um
tempo fixo 7, que pode variar de item para item, permitindo
entradas multiplas;

e R ;:3 de falhas no nivel Vi

* R, ;:# de itens que falharam devido a causa i no nivel Vi

* X;jrtempo de falha dos R, itens cujas falhas ocorreram devido a
causa i no nivel V. =12, Ri;;

oY = min.(Tlﬂ, ces Ty;i)itempo de falha dos R, itens no nivel V5. semn
levar em conta a causa de falha, 1=1, 2,..., R

« 7’ ;ptempo de censura do item removido do teste, 1=1, 2..... n-R;,
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tem-se que a verossimilhanca total pode ser escrita como em (3.2.2)

n

R. n-R.
5. Je, & g7 .o .
T‘J(éf): th:” = l leaz_i_ IZ T?jfsg, 1= ]_’ 2, eey k J: 1:| 2? . 5
=1

r= =1

160

(c.1)

Quando os n; itens em V entram ao mesmo tempo no estudo, ou seja, tém tempo de

censura comum 7 ;, entéo

BE.
J ;. )
T,(6.)= lleﬂé‘-i- (Bj-Rj)TJ—E‘,

para j= 1, 2, ..., 5. A matriz de informacao é obtida calculando-se:

2 5| Ry; 9?
=g i g o)

=1

{Eg@) N a,.ja(%m,.))}

9 8
E(_'—ﬁ,i?_ﬁg_wln L;‘): E(J__Z__:lgm(v 8iw(V;) Qszj(‘Si)):

= Y 8ulV,)giu(V,) o E(T (5,),

Para tanto é conveniente definir:

I seY,;<r,
Cj!:{ J K

0 cc
e T;(8;) dada em (c.1), é reescrita como:

n

b s ] g
TJ((ST): Zcﬂl V}.ﬂ'ée ‘i‘ l;(].“cj';)?'jféj.

1=1

=42 .08 1=1,20 ., nj,

(c.2)

(¢.3)

(c.4)
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Entao, . o
i, L 5, ! 5. -
e n, "
62 - J 1 r '5:' 2 ) E & -
5‘5?1}(55)_ lg(-'ﬁ Y (ln Y+ l;(l—Cj-f)rﬂ t(In 751)2. (c.7)
Pode ser demonstrado que a funcio de densidade de Y ;; € escrita por:
fy ()= 6 Nays y'i) eXP(-ia-- vi), y20
ij 1 =1 17 - iS5 17 kel y_ M
Demeonstracio:
De fato pois a funcio de distribuicio de Yﬂ & expressa por:
FYﬂ(y): P(}rﬂ < y):P[min(Tlﬂ, ey Tka) < y]:((Tlﬁ, e Tkﬂ} L) independentes>:
k k 5. k 3
=1- HIP(T.‘J‘P}’): 1-1T1 GXP{“ oy = - eXP(-Z“g;: yé‘), y=0
1= 1=1 i=1
¢ portanto a funcdo de densidade & escrita por:
k 51 k 5,
fyﬂ(y)z 8, ( igcr!-j y ! )exp(—igcrij ¥ ‘) , ¥y2>0.0
Além disso, é conveniente definir:
7= P(C;=1)= P(ij <Th)= P(Inin(leh vy Thpr) < )=
= 1-P(min(T, 4, ..., Tkﬂ)>'rﬂ)=<(T1ﬂ, wves T jt) 880 independentes>:
k . k 5
= 1'_[_1181'(%1‘ \‘j): 1‘_H16XP[_“£3‘ Tt ’}=
k 5.
= 1- exp —‘Zla-,_-j Tit bl (c.8)
1=

A funcéo de densidade conjunta de Y, e C;; é dada por:

k- &.-1 k 5
_;51' i ¥t exp[— _2‘%‘; Y ’Je paray <t
v Cp)=q = - (c.9)

0. caso contrario.
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Dessa forma, . N
J v b2 w6y
E(T;(s,))=E ¥ C; Y, X (1-Ch)ry =
=1 1=1
TIJ i
:1§E(Cﬂ Yy )+ZT: —EE( Mk 31 =
_ A (T b, & 8,1 k &
= 15 JU ¥t (mglém Qi ¥ jexp "mzzlﬁ'mj Y m} deg-F
+1§1Tﬁ lerﬂ [1 exp( mZ=:I mi Tl m)}:
Nt o6k -1 k
:]:1 J'OJ YJI ’(Z 6m amj }ﬂ )exp[ Z j Yﬂ :‘ dYJI
nj 5. k 5m
Similarmente,
nj , 6 TIJ 5
E(E%Tj(ﬁi)): E(ILSIC}I Yt 111Yj1+l§(1'cj!)7ﬂ ‘lor g, )=
) k 5. k
=l§1J Y i % Iny 5 (m Z] O Oy Vi1 ™ JeXp[ Zl mj };1 ]dyﬁ
s k 5
+]§T‘?g t ].nTJ! eXp(- zlﬁ'm:j ij m). (C']‘]')
o3 5, i v, od 5, )
dé T {6;) = E > Cu Y, (InYy) +25.(1-Cy)ryy (lor ) =
1=1 =1
[T 5 5, & 5 -1 k 5
= 12 JU ¥ {lny;) (mzzjlém Gy ¥ ™ ]exp[— Z_I O ¥t mJ dy -+
n, 5 K 5
+I§Tﬂ ¢ (llla eXp( Z_:lﬂmj Tﬂ m). ((,12)
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Para o calculo de E(R;,} é necessario definir:

5 { 1 se o l-ésimo item em V; falha da causa i
i

0 caso contrario,

onde P(6,,= 1) é equivalente a Q,* em (2.2.17) e é obtida por:

Pl=1)=P(C;=1I=i| V)= P(Y; < rp, I= i| V)=

v

= P(Xsﬂ ST Xijl < Xyji p/ 1# ul Vj):

T

Tj'i oo o0
= L] I: '--J'a:‘.ﬂf(tm: cees bl VJ)I;I_ dtrﬂ] dt, ;=

T }
- J o”"f(tfﬂl Vi) Spltinl V) dty =
k

T4 &1 &
= JOJ [51 t'iﬂ t 0‘3'3‘ eXp(—- zlﬂ‘mj ti'jf m) dt‘ﬂ

n -

J
Como R;,=3. b;5pr SEGUE que:
=1

j=tJ O m=1

j o4 5o - k
E(R;;)= E(};as.ﬂ): S B(s)= EJ s, %7, exp(-3. a,,; €l dt. (c13)

Todas as integrais das expressbes acima devem ser avaliadas numericamente. A matriz
de informacao de Fisher pode agora ser obtida usando (c.10) a (c.13) para calcular as

esperancas em {c.2) a (c.4).
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b)Censura Tipo II:

Denotando:
en;:# de itens testados no nivel Vyi= 1,2, s
o O teste para quando um nimero pré-determinado r ; de sistemas
tenham falhado:;
e R;; e X;;;: definidos como em a),1= 1,2, ..., R;;,i= 1,2, ..., k;
Y;u 1= 1,2, ..., r:tempos de falha definidos em a} ordenados.

A verossimilhanca total é dada por (3.2.2}, com

) . & 5. . .
TJ-(:S,-): l;ﬁjm it (115, rj)l i) Li=1,2.,ki=1,2, .., s {c.14)
Eniio, .
BT (5)= oY 05 Y 4 ()Y, % InY 5
o5, VT i iy AR ) 7 B ey (e.15)
e
8 _ & 8
W ,’.(58)— ]gl YJ(” (IHYJ(”)2+(HJ-TJ)Y}“J) i (].IIYJ(,.J])Q ((,16)

Pode ser demonstrado que a densidade de Y é dada por:

n! -1 ,
fl";,-( )(Yj )= m (Zél i ){1 —exp(—éﬂu Yj(s)ﬁ’)} =

k A,
~exp(—(11r1+1).§“if Viey ). 0<yp<oe.l=1,2, . m
Demonsiracgao: -

De fato, pois por definicdo:
-1

f}-'jm(,.’j-( p)=1 ( 1 ) [FY (¥509) } H[l - Fyﬂ(}'j(l))rj by sy

Entao,

- n k i (5!- 1-1 k LAY
REON W—)‘ [l'exp(‘éi“ﬁ i) )} [e”’(‘é“‘i it ')]j '

k svk §.-1
*{CXP(__Z:“;;' Y i) 'XEI‘S:‘- @i Yim )}:

i=1
n I

sk
(‘]“)“;;—1(‘26, 4 Vi) {]_ex"( Eﬂus () )}Ll*

k 5.
* exp( (r 1-—l+1)lz:1 i3 Y500 :) R ¥ jy<oe- |
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Assimm, as esperancas de (c.14) a (¢.16) séo, respectivamente, calculadas por:

=

_ rj ry ; 5. J i ,
E(T,(5,))= E(ZY;,.-(;) i+ ()Y ) a): E(Yj(l)5=)+ (njwrj)E(Yj(rj)'S;):

1=1 1=1

T -

J oo 5. o 8,
= EJ Yin ' f(}'j(:)) d}'j(i)"'(uj'rj)f Y_j{r 3} (Y;(r ) d},(r. (c.17)

I=1J0 0

1

0 _wf dy s
E((?TT ( t))“‘ l;YJ“) In YJ(”‘f'(Ilj.‘ ) _;t{r' 111 Y 3)

I oo 5.
=y J Vi 10y Hy i) dy i+

=120

0o
J 6 in ¥ j¢ r) (Yj(,-j)) dYJ‘(,-j} (C.lS)

B 6 B3 Y, (Y, oY, G Vi

I oo &. 9
= ZJ Viay ' (Iny ) £(5 o)) dy jp+

o]

+Hnyry) J

LY
o Yitey * (In Yitr; ) ) 4y e s (c.19)
Estas integrais devem ser avaliadas numericamente.

Agora com rt; fixo, (R, » Ry;) tem uma distribuicdo Multinomial com

s'jj LY
parametros =;;, cujas expressdes sio cquivalentes a (2.2.18) e sdo dadas por:

o0 - k . .
tl_:-': J’O 6!- t'53 IO:U, EXI)(_ Zlu’mj' tgm) dt1 1= ]-, 2’ “eay kJ': 1’ 2, rray S._,
m=

que é interpretado como a proporcio de falhas da causa i sob o nivel de stress V.

Entéo,
E(R‘j): I‘J?TU (CQU)

Assim, a matriz de informég&o pode ser obtida usando (c.17) a (¢.20) para calcular as
esperancas de (3.2.5) a (3.2.7).
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c¢)Censura Progressiva:

Denotando:
en: # de itens colocados em teste no nivel Vii=1, 2, ey 8
7. tempo de censura fixo no nivel V,1=1,2,.
oc,: # flxo de itens retirados do teste no tempo 7,
oR,=n,; ch,. # de falhas no nivel Vi
*No tempo 7 jm . O um nimero fixo Cjm, 1tens sio removidos do teste ou o
3

teste termina com um nimero aleatorlo C.

ijn
Y ;2 tempo de falha sem levar em conta a causa de falha, 1=1, 2, ..., R;
*R;j, Xijit sdo definidos como em a).
A funcdo de verossimilhanca é dada por (3.2.2), com
R. m -
I 6 I 5. : .
Tj(éa)zngﬁ - 1§1Tﬂ 'Cip 1= 1, 2, . k =1, 2, saey 8. ((,2]_)

Por conveniéncia define-se:
e F ;1 # de falhas no intervalo [’rﬂ_l, i), 1= 1,2, .., m;+1, onde Tjm  + 1700}

o U;;,: tempos de falha dos F 41 itens que falhara.m no intervalo 1,
p=1,2, ., F

Logo, (¢.21) pode ser reescrita como:

i

m +1F i
Ti(&)= Z ZUﬂp +zrﬂ icy 1= 1,2, ., kj=1,2, .., s (c.22)
Entao, m +1F m
T (6 )* Zi P;]U lﬂUﬂp“[’igTﬂ iCﬂ ].IlTﬂ (C23)
€ ; m 41 F m -
82 T 2 3 L 2

i

Para o célculo das esperancas de (c.22) a (c.24} € necessario utilizar o resultado devido a

Cohen (1963) que mostrou que:

n, Sﬂ, para l=1
E(Fﬂ ( ll (

P—IS )(g ﬂhgﬂ'l)’ para l= 2, ... m+1, se C;‘mj-é fixo e

ie
para l= 2, ..., m;. se C,,, ) é aleatorio.
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- k N = —
onde 5;= 3;(7 ;)= P(Y; > 7= exp(*‘gﬂgj Tﬂg’)a Sy=1-8;e S ;o= 0. Além disso,

deﬁﬂe' se: 1
Yjlp {

0, c.c,

§€¢ T4 % Uﬂp<‘rﬂ

)

COIIl P(’Tj,'p: 1): P(Tﬁ_] < Ujlp<TjI): P(Xfﬂ<1’ﬂ)—P(1’ﬂ<‘rﬂ_l): -S_Jf g i A fungao de
densidade de U, dado 7ip € €Xpressa por:
fY .I(u)

4
P(y
thp]"rﬂp=1(u| Titp= )=
0, c.c

5 T-I_]SU.<T 1
Y jip= 1) 7 7

X & -1 k )
(2}61’” Con j u ™ )exP["E Ky U m:j

g

y Ti-1 SU<T

Assim,

5.
‘): E{ Z U;:p 4 )J= E(F ;) E(Ujfp Hraa < Uj:p<sz}=

= E(F )JTJH u'if f(uf 7;,= 1) du=

. fy . (v
=E(Fﬂ)rf‘ Wit du, 1=1,2, . m, (c.25)

T i
i S ;=8 ;i

A integral deve ser avaliada numericamente, com expressdes similares para:

Fio
E( P;]Dﬂp ¢ ].IlUJ';p)

F
( Ebﬂp (Inbﬂp )

Usando essas expressdes pode-se calcular as esperancas de (c.22) a (c.24) para o caso em

ue ¢ é fixo ou aleatério.
Jm?
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1=1 p=1 =
_ fy (1)
— le YJI
= . LI— . d
n; S, Jo u 5.-5, u +
m.:+1 L1 ¢ _ T 5 fy I_(u) m
ip Fi i .
5 B [ o 1 5
m.+1 1 L .
=1, ; f:ﬂ utfy (u) du- JZ E]E”’ & U % fy I(u) d11+27' =
=1 3t =2 p=1

a 1 41
Y B ) J 35 o
(Sj] + sz) T fy I(U) du
C:
Y S G oI it i
(S.ﬂ * Sj2 * +Sjm ) JT h Yﬂ( ) du+ ZT 1

Y
oo . C; O S
=n; L} s fyﬂ(u) du—(s—:‘ﬁ) J ue f}r}_!(u) du—
T

il
C I
- | = 11‘f;_(u) dll—...— )J 11‘ff_(11) du—l—zf. LT T—
(SJ'Z)J[TJQ b i Sjm -m- 1JI ; 1:1 g Mgl

m -
=n; JO b f} ( ydu- 3 1_1( ) i ' fy I uj du + ZT£3C (c.26)

De forma analoga, pode-se obter as esperancas abaixo:

( ): IHLJIP)+Z g G lnr =
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: fy (u)
— T Y i1
=n;95 J i 2 d
n; 05 o Ut inu g p . u +
m. 1 o fy (u)
J L1 ¢ — b
ir J
+ 1§2 {(ﬂj _pzlgls #= 5 1) JT w I =5 i du}—}»
+ E :T;u' (’ﬂ ].ﬂTﬂ =
=n J w ¥ Inu { (u]du—mgll_l “ip J % nu f d
=m0 Y =2 p=1 35, J 7 u 't nu Yj;(“) u +

i
A =
~+ lg:l*rﬂ Ci 11173

=1, Jo 1oy fyﬂ(u) du—g‘; (S—ﬂ)Jleu Inu fyj!(U) du +1§1Tﬂ <51 Inr

(c.27)
82 mj+1 F.ﬂ a. 7 mi & 9
E WTJ'(&-) = lg pZ::]Uﬂp : (anﬂp) +1§1Tﬂ cy (inrﬂ) =
o0 g m, oo _
=n; J‘o uéa(lnu)2 fyjl(u) du - ; S_?J az(lnu)ﬁfyﬂ(u) du+
+ I;Tjr "Cﬂ (]'HTJI) . (C'28)
Como ¢

é fixo, entdo r; também ¢é fixo. Logo, (R

; (Riyy .oy Ry) tem novamente uma
distribuicio Multinomial cuja esperanca é dada em (c.20)

Caso 2: ¢

im, aleatorio
Desde que,

mj—l mj
Cim = 0= 1—21 i~ X Fj.

169
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Tem-se que:

mj—l mJ- mj—l mj
E(C'jmj): E( ;2 Cj."'lgFﬂ ): n;- Z Cir— EE(FﬂP

=1 i=2
m -1 m - m -
7 7 J k1
= — — | . - p
- Il;,- z (’ﬂ n; S_;.-l EHJ(SJJ 1 Sj! T (Sﬂ'l SJI)
= =2 p=1 ir
Fazendo,
my M c
—_ Jp
®_Zu3{sjf~1_sﬂ) e ©EO= ), ——( ji-1 Sjl)a
1=2 1=2p=10jp

e desenvolvendo essas expressbes, segue que:

e=1n; [(5;'1 = 850) (S5~ Sja) b (S m 1 - Sjmj)k 13(S;1=S;m ),

€
m . m
J i-lc, J 1 ¢,
P Jp__
=3 Sy L% - ¥ S Y=
1=2 p=ivjp  1=2 7 p=idjp

7l il j2 g1 32 j
C c C c Cim -
7l 71 32 21 32 7
- Sj2g —S; g, tg. )= Sim, S_+S + +S =
g1 7l 72 7 i 72 jmj—l
mj_lc- mj-l m—lc
ir__ ir
C_?}—I—Cjz—l_ 'I'(’Jm 1 S_,rm- Z S Z ('jl S_;,-m E g“‘*
p=iv;p  1=1 p=1v5p
LOgO, my 1C
_— e
E(Cjn b= Sim [ ny— ¥ 22
2 J p=1 ip
Portanto,
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mj F ji ij +1 5 m}—l s

_ fy (u)
= T Y
— 4.3 IR S
w8 [ gt s
m i} . _ f,‘(u)
H Cp i Y
- =2 ¥q . { I
+ lg{(nj p———lsjpl A 5 31-1) J 1 u SIS P du}—f—

_ 8 ke &
=1, ZJ G fyj( )du—z Z“SEJ' g © fyﬂ(u) du+

-1 —
mj m —1

6. 5. 8. Y4
Pic, - %g . A
+1§ Tt "t F T Sy D Tyt S 32wt

7.
_ Jm. 5’: & :
= DJU.D ju fyﬂ(u) du4d ey i Simj }- Tim.

7

c 2 8, Cs i
— (S_J'l) JTJI ut fyﬂ(ll) du—(gi + SL;) f“'f u? iy [1) du —

Ch Cja ijj-_l R I
— ~—~+S‘;+...+ - J 4 ‘fy,(u) dn+ Z"'; c iy
31

Tj'm =1
Tim, &, &
= F) L] . 1 . _
ﬂ"’“o 1 fyﬂ(u_) dll‘i-’fj.mj S}mj }

m -1 m -1
JC . s, 1 .
]L_Y;l S_ﬂ{J' '* 7 u f}, ( ) du—i— ijj ' Sjmj}—F_ Z Tﬂéacﬂ‘ (029)

De forma analoga:

m +1
E(O‘ T 6 )): E’( Z Lﬁp 1nb_;fp)+z T;I C_,n’ lnr_;u' +ij- thjij(ijJ-) =
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n J’ijj Wi lny £ (u) du+ big. ]
=n, _ Toipe a ATL T —
e Y gy Tam ymy

m -1

iy

. 5.
1_1 S J. J 3 1 ],I.I.U fY ( ) du_i—rjmj- ! Sjmj In T_;cmj}“i’

mJl

6.
+ ]; T 'Cl In T ((..3[])
a6, g i

2 rn 41 F i mj-l . _ ,
E( g ( )) E E Z UJIP (IHUJIP)Q)"{'IE Tﬂfslc‘ﬂ (IBTJ‘!)z"}'TJmJé'E(CJmJ)(].I].Tj,m _)2:

T. . g '
= nj{jOJmJ u’i(lnu)? fy 4(0) du+¢jm;: S jm (11 ijj)z}_

m -1
- il JT“; j 118"(111u)2 fy (u} dut T irm % Sjm (0 750 _)2}—1-

1=1 S_ﬂ 3 J i J J
mJ—l 5 R
+ lgl Tﬂ ‘Cﬂ (h‘l Tﬂ) . (Cgl)

Ainda, para o calculo da matriz de informacdo é necessario obter o valor esperado de

R,, uma vez que C im, aleatorio implica em R ; aleatério.

m -]

)= Efn, - z it~ Com )= 0= 32 ¢~ E(Cy, )=
m ] mile m -1 mplo
= ]'_lj—lzzl Cﬂ_SjmJ(nj'_ Z —j—): I}.j— Z CJ;—SjmJﬂj—f-Sjm g‘?—:
e s ey
=1 (1 Sjm ) (]. S_;-m ) "—: S_;.‘mj Ilj‘—" Z = [ (C32)

Substituindo essas esperancas nas equacoes {3.2.5), (3.2.6) ¢ (3.2.7) obtem-se a matriz

de varidncia-covariéncia assintética de (B, 8;) para este esquema de censura.
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TABELAS

Tabela D.1: Dados gerados pelo programa PRG1.5AS

obs i stress causa Cl1 C2 C3 | obs i stress causa Cl €2 C3
1 4053.83 180 1 1 o 90 14 4604.27 199 1 g 0
2 352781 190 3 6 o0 1 15 5059.58 190 2 0 1 0
3 11000.00 190 0 0o o 0 16 8330.90 190 1 I ¢ 0
4 4293.99 190 1 1 0 0 17 6756.61 190 1 1 0 0
5 2516.92 19¢ 3 0 0 1 18 0425.92 190 1 T 0 0
6 8924.08 190 2 g 1 0 19 2540.12 190 2 ¢ 1 0
7 4678.35 190 1 1 o0 0 20 9079.83 190 3 0 0 1
8 6085.58 190 1 1 ¢ 0 21 1106¢.00 19¢ 0 0 6 o0
9 10478.05 190 1 I 0o © 22 8707.67 190 1 T 0o 0
10 10853.25 196 2 0o 1t 0 23 5837.30 190 1 I 0o
11 11000.00 190 0 4 0 O 24 5523.02 190 1 1 0
12 2320.75 19¢ 3 0o o0 1 25 10196.32 190 1 ] o0
13 5005.83 190 1 1 ¢ O 26 2977 .41 190 2 01 9
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coniinuagao da tabela D.1:

[: obs t siress causa Cl C2 C3 | obs i slress cauwsa C1 G2 (3
27 1982.82 19¢ 1 0 0 a8 522.92 220 3 0 o 1
28 10103.61 190 2 0 1 0 59 811.84 220 H 1 0
29 3250.60 190 1 1 & 0 60 1218.35 220 3 0 o0 1
30 4449.13 190 1 1 0 ¢ 61 2119.10 220 3 0 0 1
31 T806.43 190 2 60 1 6 62 2163.54 220 1 I 0 0
32 8398.76 190 1 1 0 0 63 1024.17 220 i 1 0 0
33 3731.39 190 2 0 1 0 64 3392.47 220 2 0o 1 o0
34 6041.41 190 2 0 1 O 65 2709.86 220 3 0 0 1
35  8583.92 190 3 6 0 1 66 3041.26 220 2 6 1 0
36 1379.43 190 2 0 1 0 67 1972.84 220 3 n o 1
37 6536.21 190 2 0 1 6 68 2546.77 220 4 g 0 1
38 6903.29 190 2 0 1 0 69 1953.51 220 3 0 0 1
39 2949.91 190 2 0 1 0 70 3210.31 220 2 0 1 0
40 11000.00 190 0 ¢ 0 ¢ 71 2051.74 220 1 1 0 0
41 2538.40 190 2 0 1 0 72 3818.56 220 2 ] 1 0
42 10094.3% 190 3 6 0 1 73 3005.92 220 3 ¢ 0 1
43 4892.39 190 3 0o o 1 74 1879.98 220 2 0 1 0
44 508L.25 190 2 ¢ 1 0 75 3473.18 220 2 g 1 0
45 8100.36 190 3 0o 0 1 76 3432.63 220 1 1 8 0
46 6007.85 190 2 6 1 0 T 4292.15 220 1 1 0 ¢
47 1587.82 190 1 1 ¢ 0 T8 1758.37 224 3 ¢ 0 i
48 4041.62 190 1 10 0 7Y 3012.69 220 1 I 0 &
49 4462.10 196 2 60 1 © 80 1036.40 229 3 ¢ 0 1
a0 4243.29 190 2 0 1 0 81 972.00 220 1 I ¢ 0
51 1688.04 224 1 1 ] 0 82 3267.48 220 1 1 0 0
52 333.4R 220 3 n o ] 83 -ATH.BR 220 1 1 0 0
23 2479.54 22¢ 1 J3 0 L 84 68097 220 3 i o 1
54 2326.71 220 _1 1 0 0 85 1409.10 228 3 4 0 i
h] 4TH8.74 220 2 0 1 49 86 3545.74 220 3 0 @ I
b 1148.89 220 3 ¢ 0 1 87 3858.72 220 2 0 1 0
a7 1046.77 220 1 i & 0 88 430,18 221 3 4 0 IJ
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continuagao da tabela D.1:
’—obs t siress causa Cl C2 C3 | obs i stress cawsa (it C2 C3
r 89 3478.84 220 1 1 o 0 !120 2263.04 240 3 0 0 1
90 3986.35 220 3 0 0 1 {121 1104.44 240 3 0 0 1
91 2052.61 220 3 6 o0 1 4122 1926.77 240 1 1 0 0
92 298.48 220 2 g6 1 0 [123 3145.89 240 3 0 0 1
93 3213.97 220 1 T 0 0124 2071.13 240 1 1 0 o0
94 2886.73 220 3 0 0 1 {12 2477.84 240 2 6 1 4
95 341589 220 3 0 0 1 4,126 2749.56 240 2 0 1 9
96 576.14 220 3 0 0o 1 ]127 1362.21 240 3 0 0 1
97 2003.25 220 3 6 0 1 {128 1606.78 240 3 0 o0 1
98 1942.50 220 1 1 g & ;129 1220.57 240 i 1 ¢ 0
99 2013.11 220 2 0 1 0 |13 1038.73 240 3 0 0 1
100 3275.47 220 1 1 0 0 ;131 2061.60 240 1 1 0 0
101 2149.58 240 1 I o 0 ]132 1287.22 240 1 1 0 0
102 1144.67 240 2 6 1 0 4133 471.22 240 1 1 0 0
103 176.87 240 1 1 & ¢ 134 2386.38 240 2 0 1 0
104 £a2.22 240 3 0 o0 1 |135 941.93 240 3 (U ) B |
105 919.49 240 3 6 0 1 |136 10924.20 240 3 0 0 1
106 847.03 240 1 1 0 6 |137 964.77 240 1 1 0 o
107 2221.65 240 3 ¢ 0 1 {138 899.8% 240 2 ¢ 1 0
108 2059.34 240 2 0 1 ¢ [139 488.70 240 3 0 0 1
109 1265.93 240 3 ¢ 0 1 {140 2395.82 240 1 10 0
114 20427.91 240 3 0 ¢ 1 141 1866.03 241} 3 0 b 1
111 1823.21 240 2 0 1 0 {142 1933.19 240 3 0 ¢ 1
112 1052.20 240 2 0 1 0 | 143 422.63 249 3 0 0 1
113 1161.39 240 1 1 0 0 | 144 2506.57 240 1 1 0 0
14 1953.26 240 2 0 i 0 | 145 1641.21 241 3 ¢ n 1
115 1174.59 240 i 1 G ¢ ;146 1634.67 240 1 1 G 0
116 560.0t 240 3 0 0 1 j14v 2035.35 240 3 0 0 1
117 2211.09 240 1 I 0 0 | 148 2845.33 240 3 ¢ 0 1
118 256.00 240 2 0 1 0 [ 149 1329.64 244 i 1 0 0
119 721.44 24( 3 0 0 1 150 2975.87 240 1 10 UJ
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obs t siress causa CI CZ C3 | obs i siress cawsa Cl C2 C3—~|
151 764.21 260 3 0 0 1 |17 874.04 260 1 16 0
152 1237.72 260 1 1 6 0 ;177 628.71 260 ¢ 1 0
153 228.12 260 2 0 1 0 (178 1034.28 260 2 0 1 o0
154 264.66 260 1 1 6 0 |17% 397.35 260 3 0 0 1
155 636.72 260 3 0 o 1 ]180 1509.16 260 3 0o 0 1
156 196.39 260 1 I 0 0 i8] 437.13 260 1 I 0 0
157 385.33 260 3 0 o @ 1182 1295.67 260 1 16 0
158 581.11 260 1 1 0 0 |183 1990.57 260 3 00 1
159 1073.17 260 1 1 ¢ 0 184 817.76 260 1 & 9
160 321.03 260 1 10 0 |18 264.90 260 1 T 0 90
161 984.86 260 3 0 0o 1 186 1215.81 260 3 0 v 1
162 $09.38 260 3 0 0 1 |187 266.56 260 1 1 0 0
163 1141.31 260 3 6 ¢ 1 |188 969.72 260 1 1 0 0
164 1690.05 260 3 0 0 1 |189 601.62 260 1 (R | I |
165 1329.00 260 3 0 o 1 190 1002.59 260 3 0 0 1
166 239.03 260 2 0 1 0 1% 1268.79 260 3 0 0 1
167 1222.93 260 1 T 0 0 192 478.95 260 3 0 0 1
168 1066.42 260 1 1 0 ¢ ;193 1563.26 260 i 1 ¢ 0
169 628.23 260 2 6 1 0 ]194 1552.04 260 3 60 1
170 1372.06 260 2 0 1 0 |19 374.44 260 1 16 0
171 1586.68 260 2 6 1 0 |19 2105.00 260 3 0 0 1
172 101¢.:34 260 3 0o 0 1 |19 1851.90 260 3 0 0 1
173 103.31 260 3 ¢ 0 1 | 198 378.14 260 3 00 1
174 773.92 260 2 0 1 0 |199 1329.50 260 3 0 6 1
175 1720.14 260 i T 0 0 | 200 1796.95 260 2 0 10
—_—
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Tabela D.2: Estimativas nido-paramétricas dos 25-ésimos percentis em cada nm

dos niveis do stress para cada uma das causas de falha.

-

-

stress calusa t; .05 stress causa, ;.95
1 5425.9 1 1634.7
190 2 6007.9 240 2 2386.4
3 9100.4 3 1362.2
1 2326.7 1 874.0
220 2 3473.2 260 2 1372.1
3 2003.3 3 1002.6

Tabela D.3: Dados gerados pelo programa BVW1. SAS

[ obs L stress causa Cl1 (€2 Cl12| obs i siress cansa Cl C2 Clﬂ
1 4793.45 199 12 g 0 1 20 4816.23 130 12 0 0 1
2 7640.16 190 1 1 o 0 21 2970.71 190 1 1 0 0
3 4422.58 190 1 1 0 0 22 16000.00 190 0 0 0 0
4 3445.74 190 12 0 0 1 23 8497.47 190 12 0o o 1
5 10000.00 190 0 6 0 0 24 1808.67 190 1 1 0 0
6 2166.81 1490 1 1 o 0 25 54972.68 190 1 1 0 0
7 T147.28 190 1 1 0 0 26 1639.45 196 1 I 4 ¢
& 10000.00 190 0 0 0 0 27 5206.22 190 2 0 1 0
9 1133.98 140 12 0 ¢ 1 28 1933.92 190 1 I 0 0

10 8812.33 190 12 0 0 1 29 3935.83 196 2 n 1 0
11 B117.14 190 1 1 0 ] 30 8053.16 1490 1 1 0 0
12 10066.00 190 0 0o ¢ 0O 31 8802.12 190 1 1 0 0
13 4150.39 190 12 o 0 1 32 8082.98 194 2 0o 1 o
14 8513.36 190 12 ¢ 0 1 33 5340.78 190 2 0 1 0
15 5520.2¢ 160 2 0 1 0 34 5678.41 190 1 T 0 0
16 6232.49 190 1 1 0 O 35 10000.00 194 0 0 0 6
17 3378.54 190 2 0 1 0 36 10060.00 180 0 a0 0
I8 1795.22 190 12 0 1 a7 7977.16 180 2 0 1 1]
19 8h7a.17 190 2 0o 1 0 3R 2836.67 190 1 0 0




contlinuacio da tabela 1.3:

Apéndice D

173

obs t siress causa Cl C2 Cl12, obs i stress causa Cl1 C2
39 7938.59 190 2 0 1 0 70 1390.91 220 1 1
40 1511.76 190 12 0 0 1 7l 3481.21 220 12 0
41 5754.10 190 2 0 1 0 72 2949.91 220 2 0
42 2518.91 180 1 1 0 0 73 2343.78 220 12 0
43 6910.75 190 1 1 6 0 74 1033.96 220 2 0
44 4562.42 190 2 0 1 0 75 1380.80 220 2 0
45 6867.75 190 1 10 0 76 1756.84 220 1 1
46 8440.43 190 12 0o 0 1 77 588.29 220 2 0
47 6650.78 190 1 1 6 0 78 1350.69 220 2 i
48 5503.31 190 2 n 1 0 79 2002.62 220 i 1
49 6385.12 190 1 10 ¢ 80 495.84 220 2 0
30 1610.28 190 2 0 1 ¢ 81 1868.55 220 2 0
51 1243.15 220 1 1 0 0 82 2572.70 220 12 0
o2 6851.56 226 1 1 0 0 83 5062.99 220 1 1
53 4223.51 220 1 1 8 0 84 3975.94 220 1 1
54 4776.33 220 2 0 1 0 85 1826.59 220 2 G
55 6037.26 220 1 1 0 0 86 2088.28 220 1 1
56 3312.51 220 12 ¢ 0 1 87 1810.62 220 1 1
57 3108.28 220 2 0 1 0 88 2114.46 220 1 1
8 1563.34 224 12 0o 90 1 89 1440.73 220 12 0
59 4718.14 220 2 6 1 6 90 2TTB.78 220 1 1
60 3354.10 220 12 0 0 1 91 5453.06 220 1 1
6l 1172.89 226 12 0 0 1 92 3287.92 220 2 ]
62 2448.33 220 2 6 1 9 93 277298 220 1 1
63 3431.23 224 2 0 1 0 04 3161.65 220 12 @
64 2691.37 220 2 1 ] 9h HRE.R81 220 2 ]
65 338397 220 4 0 1 G 96 2663.35 224 12 0
66 3367.39 24 12 0 0 1 97 1752.46 220 2 0
67 945.47 220 -2 0 1 0 98 3653.35 220 12 0
63 606.25 220 p) 6 1 8 99 2351.00 220 2 0
6% 2528.64 220 1 1 0 0 ] 106 81428 220 1 ]

]
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continuagao da tabela 1.3
obs i stress cauwsa €1 C2 Cl12)| obs i stress causa I C2 CIET
101 1303.15 240 2 ¢ 1 0 ]132 1099.40 240 1 1 0 0
102 1119.47 240 1 1 0 0 133 142973 240 1 1 6 0
103 1551.33 240 2 0 1 0 [134 1408.63 240 12 g 0 1
104 1465.71 240 1 1 0 0 |135 1725.85 240 2 0 1 0
105 1195.62 240 1 1 ¢ 0 |136 1092.55 240 1 T 6 0
106 1237.30 240 2 0 1 0 137 2314.53 240 1 1 0 90
107 2108.74 240 2 ¢ 1 0 ]138 2644.38 240 12 0 0 1
108 459.41 240 1 ¢ 0 ]139 383.61 240) 1 1 ¢ 9
109 2037.19 240 1 1 0 4 |140 1432.05 249 2 0 1 0
110 2121.42 240 12 ¢ 0o 1 {14 1354.95 240 1 [ |
111 831.95 240 2 0 1 0 | 142 2797.24 240 2 0 1 0
112 378.01 24() 2 0 1 0 )143 1476.58 240 2 0 1 0
113 1967.22 240 1 1 0 0 144 1926.10 240 2 ¢ 1 0
114 2276.91 240 2 0 1 © |145 641.19 240 1 1 0 ¢
115 1547.16 240 1 1 0 O |146 1256.65 240 2 0 1 0
116 705.99 240 1 1 0 0 ]147 588.46 240 2 0 1 0
117 2219.98 240 12 0 ¢ 1 148 640.65 240 12 0 0 1
118 634.46 240 12 G 0 1 [149 1383.36 240 1 1 0 0
11¢ 1022.40 240 2 0 1 0 |150 1138.62 240 12 6 0 1
120 1861.92 240 12 6 0 1 |151 450.08 260 1 1 0 0
121 1261.12 240 2 0 1 0 | 152 1241.36 260 2 @ 1 ]
122 967.20 240 ] 1 0 0 ]153 855.38 260 2 0 1 ]
123 1406.09 240 12 6 0 1 |154 1275.56 260 1 16 0
124 1991.09 240 1 1 0 0 |15 2011.94 260 2 0 1 0
125 417.98 240 2 g 1 0 | 156 1167.29 260 2 0 1 0
126 1319.83 240 2 0 1 {4 1 IA7 1094.30 260 1 1 n o
127 250.62 240 2 ¢ 1 0 {158 1227.80 260 i 1 0 0
128 1774.02 244 1 1 ¢ 0 | 159 646.25 260 2 0 1 0
129 122217 240 2 g 1 0 | 160 889.37 260 2 o 1 ]
130 1901.17 240 2 ¢ 1 0 |161 1844.17 260) 12 0 8 1
131 1253.04 240 2 0 1 0 162 494.67 260 1 1 0 {
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continuacdo da tabela D.3:
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obs L stress causa Cl1 €2 C12| obs i stress causa Cl1 C2 Ci2
163 1318.59 260 12 0 0 1 182 131.31 260 2 0 1 0
164 495.57 260 12 0 o 1 1183 471.39 260 1 1 0 0
165 1647.34 260 2 ¢ 1 0 ;184 1513.50 260 1 1 ¢ 0
166 900.83 264 2 0 1 0 | 185 1733.45 260 i i 06 0
167 311.57 260 2 0 1 0 1186 575.78 260 12 60 0 1
168 416.36 260 2 0 1 0 | 187 743.32 260 i2 0 0 1
169 340.46 260 1 1 0 0 188 136.97 260 2 n 1 ]
170 1575.46 260 2 0 g | 189 571.23 260 2 0 1 0
171 284.80 260 1 1 6 0 |19 1078.23 260 1 I 0 0
172 426.10 2610 1 0 0 191 1359.57 260 1 1 0 0
173 641.05 2640 1 1 0 0 192 654.28 260 2 D1 0
174 606.72 260 1 1 ¢ ¢ )193 606.34 260 2 0 1 0
175 1419.11 260 1 0 0 |194 1025.34 260 1 1 0 0
176 782.17 260 2 6 1 0 |19 924.04 260 12 0 ¢ 1
177 1898.40 260 1 1 0 o 196 169.77 260 12 0 0 1
178 255.73 260 1 i 60 0 |197 120.96 260 1 1 0 0
179 780.43 260 2 0 1 0 | 198 1068.04 260 2 0 1 )
180 742,15 260 2 0 1 0 | 199 679.85 260 2 o 1 0
Bl 132942 260 1 1 0 0 {200 81569 260 12 0 0 1
Tabela D.4: Estimativas néo-paramétricas dos 23-ésimos percentis em cada nivel de

stress para cada uma das causas de falha.

stress causa Ei.zs stress Causa £.‘.25
1 5972.7 1 1383.4
190 9 5754.1 240 2 1961.1
12 8497.5 12 2121.4
1 2773.0 1 1025.3
220 2 2448.3 260 9 780.4
19 3312.5 19 1318.6




Tabela D.5: Dados gerados pelo programa ACBVEL. SAS
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obs i siress causa obs L siress causa| obs t stress c:us:‘
) 2211.44 190 2 32 1356.12 190 1 63 100.12 220 2
2 696.26 190 2 33 8055.77 190 1 64 726,35 220 1
3 611.56 190 1 34 4014.84 190 1 65 1425.73 220 1
4 4153.66 190 2 35 2644.43 190 1 66 1832.72 220 2
5 3007.73 190 ] 36 4494185 140 1 67 163.11 220 1
6 7420.36 199 1 37 142276 190 2 68  2313.52 2924 1
7 11518.26 190 1 38 13617.84 190 1 69 390.55 220 1
8  7574.99 190 1 39 743.47 190 2 70 3692.54 220 1
9  6604.10 190 1 40 488.61 190 2 71 632.77 220 1
10 09644.27 190 1 41 746.22 190 ] 72 1621.60 220 2
11 4023.83 190 1 42 b112.97 190 2 73 1703.48 220 2
12 3348.11 190 1 43 31.16 190 1 74 2724.61 220 1
13 13466.17 190 1 44 15000.00 190 0 75 1574.22 220 2
14 6807.35 190 1 45 600.69 190 1 76 186.36 220 2
15 5420.87 190 1 46  156000.00 190 o 77 2899.54 220 2
16 9528.08 190 1 47 15000.00 190 0 78 2354.42 220 2
17 1638.42 190 1 48 4945.92 190 1 79 6651.40 220 2
18  15000.00 190 0 49 1030.49 180 1 80  1535.34 220 1
19 6751.66 190 2 50  15000.00 199 0 81 1480.19 220 1
20 13512.93 196 1 51 272248 220 1 82  b873.97 220 2
21 3252.02 190 i 52 531.53 220 2 83 832.02 220 1
22 6956.97 140 1 53 553.22 220 1 B4  3578.56 220 1
23 4424.90 190 2 54 4458.47 220 1 85 779.05 220 2
24 4761.32 190 1 55 6192.07 220 1 86 716.02 220 2
25 4039.04 190 1 b6 b54.58 220 1 87 109297 220 1
26 2270.10 190 2 57 484 .28 220 1 RS 500.03 221} 1
27 B58.30 190 1 bl 654.24 229 3 89 JU4.15 220 1
28 1172.71 190 1 59 627.58 220 i 90  580T.92 220 1
29 3307.87 190 2 60 2130.64 220 i 91 606.24 220 ]
30 4897.05 190 1 61 3863.26 220 2 92 1023.27 220 i
31 2964.26 190 2 62 3614.11 224 1 93 1493.79 220 1
L i



continuacio da tabela D.5:
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[:obs { stress caus;[_obs t stress causa | obs L stress causa
94 6998.20 220 1} 125 1118.28 240 1 156 297.01 260 2
95 262.50 220 1§ 126 413.54 240 i 157 107.54 260 1
96 274.37 220 1 }127 1135.33 240 1 158 1211.17 260 1
97 176.27 220 1 7128 1025.19 240 1 159 207.74 260 1
98 1869.56 220 1 | 129 1322.53 240 | 164 1548.50 260 i
9y 974.45 220 2 (130 1004.92 240 1 161 191.80 260 1
100 1264.67 220 i |131 645.10 240 2 162 2096.40 260 1
101 553.06 240 2 1132 634.03 240 1 163 1454.35 260 1
102 1807.65 240 1 {133 335.36 240 1 164 936.85 260 2
103 2666.62 240 I 1134 961.96 240 1 165 397.86 260 ]
104 1871.62 240 2 | 135 125.68 240 2 166 1621.60 260 i
105 707.71 240 2 1136 227.31 240 1 167 356.43 260 1
106 147.75 240 2 1137 647.18 240 2 168 633.04 260 i
107 4707.49 240 2 1138 72731 244 - 1 169 643.28 260 2
108 963.69 240 1 1139 2509.45 240 1 170 552.43 260 1
109 2051.59 240 1 | 140 578.65 240 2 171 997.49 260 1
110 2136.00 240 1 | 141 1158.30 240 2 172 596.83 260 1
111 3803.41 240 2 {142 1636.42 240 1 178 3144.04 260 2
112 270.86 240 1 {143 3517.27 240 2 174 544.76 260 2
113 336.01 240 1 ] 144 505.21 240 1 175 87.73 260 1
114 6377.58 240 1 7145 114,97 240 1 176 646.16 260 1
i15 748.56 240 1 | 146 87.88 240 1 177 241.45 260 1
116 1580.76 240 2 1147 1488.05 240 i 173 278.68 26¢ 2
117 1491.64 240 1 | 148 575.94 240 1 179 2294.19 260 I
118 169,13 240 bo| 149 16.16 240 1 180 423.90 260 1
119 65.47 240 1 ] 156 224178 240 1 181 294.78 2610 2
120 $84.51 240 1 1151 433.13 260 ] ise  1445.79 260 2
121 2684.53 240 1 1152 35341 260 2 183 38.31 260 i
122 2021.59 240 .1 153 275.12 260 1 184 354.13 260 !
123 1054.88 240 1| 154 1181.90 260 ! 185 609.85 260 1
124 862.40 240 1 §155 1134.82 260 1 186 109¢.05 26t 1
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continuacéo da tabela D.h:

obs t stress causal obs i shress ca.usa—’ obs t stress ca.us;.—r
187 738.51 260 1 192 1952.30 260 1 197 218.64 260 2
188 232.08 260 1 |193 199.26 260 1 198 991.45 260
189 396.82 260 1 1194 2508.13 260 199 836 260
190 279.88 260 1 | 195 178.14 260 200 290.04 260
191 426.53 260 1 196 526.98 260

it AR
[l =B A

Tabela D.6: Estimativas ndo-paramétricas dos 50-éstmos percentis

em cada nivel de stress.

stress E.m
190 4289.3
220 1314.9
240 962.8

260 480.1




APENDICE E

Programa PRG1.SAS

libname nove ’c:’;

data novo.simvep;

0=200;

doj=1ton;
ul=ranuni(378746);
u2=ranuni(267323);
ud=ranuni(789651);
wl=log(-log{ul));
w2=log(-log{u2});
w3=log{-log{u3));

output ; keep wl w2 w3;

end;

proc 1m] wrksize=15(;

use NOVO,.slnvep; _

read all var{wl w2 w3};
n1=a0; n2=350; n3=50; nd4=>50;
n= nl+n2-+n3+4nd;
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continuacao do programa PRG1.5AS:

wn=j{n,1);
stress=j(n1,1,190)//j(n2,1,220)//3(n3,1,240}//;(n4,1,260);
aux=(-1000)*(um/(stress+273.16});
x=um]|aux;
b1={ 8.2607, 12.31006};
b2={ 3.7748, 10.4253};
b3={ 13.0340, 14.7487);
d=2, s=1/d,
Intempl= sx(-(x+bl)4+wl);
Intemp2= s=(-{x*b2)-+w2);
Intemp3= sx(-(xxb3)+w3);
t1=exp(lntempl); t2=exp(lntemp2); t3=exp(intemp3);
t=11000;
Cl=j{n,1,0); C2=j{n,1,0); C3=j(n,1,0);
temp=t1; causa=j{n,1);
do i=1 to n;
if t1{1,]>12[1,] & t2[1,)>t3[i,] then do;
temp|1,]=t3{1,];
causalfi,]=3;
end;
if t1{i,]>t3[1,] & t3[1,]>t2[i,) then do;
templ(i,]=t2[i,};
causali,|=2;
end;
if t2[1,}>t1[i,] & t1[1,)>t3[i,] then do;
templ(i,]=t3[1,];
cansalt,]=3;
end;
if t3[1,]>t1[1,} & t1[i,]>t2[i,] then do;
temp(i,]=t2[i,];

causafi,]=2;

end;

185




continuacéo do programa PRG1.SAS:
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if tempfi,] > t then do;
templi,|=t;
causa[i,]=0;

end;
if causafi,]=1 then C1[i,]=1
if causa{i,}=2 then C2[i,]=1
if causafi,|]=3 then C3[i,]=1

end;

1
1

H

append from arg;

arql=tcmp||stress||CI;
r={tempo stress C1};

append from arql;

arg2=temp||stress||C2;
r={tempo stress C2};

append from arqg2;

arq3=temp||stress||C3;
r={tcmpo stress C3};

append from arqg3;
proc print data=novo.arq;

quit;

arq=temp||aux||stress|[causal|C1}[C2|{C3;
r={tempo temperat stress cansa C1 C2 C3};

create novo.arq from arq|colname=i];

create novo.argl from arglfcolname=r];

create novo.arq2 from arq2|colname=r|;

create novo.arq3 from arq3fcolname=r};
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Programa PRG2.SAS
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proc lifetest data= novo.arql method=pl outs=novo.testel plots=(lls);
time tempoxcl{0);
strata stress;

un;

proc lifetest data= novo.arq2 method=pl outs=novo.teste2 plots=(1ls);
time tempoxc2(0);
strata stress;

run;

proc lifetest data= novo.arqd method=pl outs=novo.tested plots=(1ls);
time tempoxc3(0);
strata stress;

run;

Programa PRG3.SAS

proc iml wrksize=200;

/* Este modulo calcula os valores iniciais dos parametros da regressao */
start reg;

xpxi=ginv{X‘*X};

beta=xpxi*(X‘*Int);

Inthat=Xxbeta; /* valores preditos */

restd=Int-Inthat; /* residuos */

SQE=ssq(resid); /* soma de quadrados dos erros */
gle=n-ncol(X), /* graus de liberdade do erro */
EQM=SQE/gle; /* erro quadratico médio */
d=1/sqrt(EQM); /* estimativas iniciais dos pardmetros */

beta=(-beta)*d;
param=beta//d;
print ,”Estimativas [niciais dos Parametros” ,param;

finish;
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continuacio do programa PRG3.SAS:
/* Célculo do risco */ ]
t0=20000; lnt0=log(t0);

1b0=1; Ibl=2u[,2]; Id=(1/d)+Int0;
z=1b0]|1b1]{ld;

run desvio;
lambch=d*{t0#+#(d-1))*ach;
lambtin=lambchxexp(-s/2);
lilamb=lambch/ed; Islamb=lambch+*ed,

print,” Estimativa pontual e intervalar do risco”,

"no tempo t=20000 sob a temperatura usual de 180 graus C”,
lambch lambtiu lilamb lslamb,
"OBS: O intervalo de confianca tem aproximadamente 90% de confianca”;

/# Célculo da sobrevivéncia =/
zu=zu||1nt0;
run desvio:
Hch=(t0##d}*ach;
Sch=exp(-Hch);
htiu=hchxexp(-s/2);
Stiu=exp(-htiu);
li=Sch#tfted; ls=Sch##(1/ed);
print,” Estimativa pontual e intervalar da Sobrevivencia”,
"no tempo t=20000 e sob a temperatura de 180 graus C”, Sch stiu Ii I,
"OBS: O intervalo tem aproximadamente 90% de confianca”;
/* Calculo da sobrevivéucia total com todas as causas atuando =/
zn=2.12;
run desvio;
li=Sch#t#ed;
ls=Sch##(1/ed);
ST=ST=*Stiu;
L1S=118x1i; 1sS=1a5xls;
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continnagao do programa PRG3.8AS:

/* Este médulo estima os desvios para o calculo de LC. x/
start desvio;
s=zx(inviobs+z');
ed=exp(znxsqrt(s));
fimish;
/+ INICIO DO PROGRAMA PRINCIPAL »/

use novo.arg;
setin novo.arq;
read all into w;
censura= w| ,9:7);
n=nrow(w); um=j(n,1};
t=w[ ,1}; Int=log(t); Int2=Int#int;
X=w| 2]; X=um]|X;
free um w;
nr=>50; ns=j(4,1,0);
aux1=0; NX=j{4,2,0);
do s=1 to 4;

auxi=auxl-nr;

ns[s,)=auxl;

NX[s,J=X]ns[s,].};
end;
aux=j(3,1,1)+ns{1:3,};
aux={1}//aux;
£=J(4,1,0);
ST=1; 1iS=1, Is5=1;
e=j(n,3,0):
Saux=j(1.3,1); lisaux=3(1.3,1}; Issaux=j(1,3,1};
paramet=;j(3,3,0); cov=j(9,3,0);
do j=1to 3 _

print,” CAUSA™j;
run reg:

cens=censural ,il:
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continuacio do programa PRG3.5AS:

r=sum(cens);

do s=1 to 4;
flsJ=censfauxls,Jusls.), I+
end;

print,,” Numeros de Falhas em Cada Nivel do Stress” f;

nxf=nx"*{;
eg—exp(Xxbeta);
td=t#+#d;
tdlnt=td#Int;
egtd=eg#td:
dscore=(r/d)+(cens‘sInt)-(eg'*{tdlnt));
bscore=(NXf)-(X‘x(egtd)};
ddparc=-(r/d**2}-(eg'x{td#Int2));
bbparc=-(X'+(X#{egtd)));
bdparc=-(X‘*(eg#tdlnt)});
score=bscore/ /dscore;
Iobs=-({bbparc//bdparc’)||(bdparc//ddparc));
invichs=ginv(lobs);
iter=>0;
do while ({max{abs(score))>1e-5) & (iter<50));
param= param -+ {inviobs*score);
beta=param|1:2,1];
d=pararm|3,1};
eg=exp{Xxbeta);
td=t##d;
tdlnt=td#Int;
egtd=eg#td;
dscore=(r/d )+ (cens sint )-(eg'*(tdlnt));
bscore=(NXf)-(X‘(egtd));
ddparc=-(r/d#+2)-(eg**{td#Int2));
bbparc=-{X‘*(X#(egtd)});
bdparc=-(X‘*(eg#tdlnt)):

189
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continuagao do programa PRG3.8AS:

score==bscore/ /dscore;
Iobs=-{(bbparc//bdparc)||(bdparc//ddparc));
inviobs=ginv(lobs);
iter=iter+1;
end;

paramet|,j]=param;

cov|,j]=inviobs[1:3,1]/ /inviobs[1:3,2])/ /inviobs[1:3,3];

DP=sqrt{vecdiag(inviobs));

print, "Numero de Iteracoes=" iter;

print,,” Estimativas dos Parametros” param DP;

print,, "Matriz de Var-Cov de (b0,bl e delta) " inviobs;

/+ Calculo de residuos */
el,jj=td#eg;

/* Célculo do percentil 50% */
v=180;

zu=-1000/(v+273.16); zu={1}||zu;
zb=zuxbeta;

ach=exp(zb);

la=-log{0.5}/ach;

tpbll=-1/d;

tpbl=tpblxzu[,2];
tpd=(-1/(d##£2))*(log(-log(0.5))-zb);
z=tpb0||tpbl||tpd;

zn=1.65; run desvio;
tpch=la##(1/d);
tptin=tpchxexp(-s/2};

litp=tpch/ed; lstp:tp(;h*ed;
print,” Estimativa pontual e intervalar do percentil de 50%”,
“sob a temperatura usual de 180 graus C”, tpch tptiu litp Istp,

"(BS: O intervalo de confianca tem aproximadamente 90% de confianca”™;

i
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Programa BVWI1.SAS
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libname novo '¢:’;

data novo.bvwl;

n=200;

do j=1 to n;
ul=ranuni{813657);
u2=ranuni(697953);
ul2=ranuni(574629);
wil=log{-log(ul));
w2=log(-log(u2));
wi2=log{-log(ul2}));
output; keep wi w2 wl2;

end:

proc iml wrksize=150;

use novo.bvwl;

read all var{wl w2 wi2};

n1=50; n2=50; n3=50; n4=>50; n=nl+n2-+n3+n4;
v=j(n1,1,190)//i(n2,1,220)//i(n3,1,240}//j(n4,1.260);
um=j(n,1); aux1=(-1000)x{um/(v+273.16)};
x=um/||auxi;

betal={8.2607, 12.31006}

beta2=—{13.0340, 14.7487};

betal2={3.7748, 10.4253};

d=2; s=1/d;

yl=s*(-(x*betal)+wl);

y2=sx(-{xxbeta2)+w2);
y12=s+{-(x*xbetal2)+wl2);

xl=exp(y1); x2=exp(y2); x12=exp(y12);
tl=x1><x12; t2=x2><x12;

£=10000; |

cl=j{n1,0); 2=j(n,1,0); c12=j(n,1,0); causa=cl;

temp=j(n,l); censura=temp:
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continuagao do programa PRG3.SAS:

/+ Célculo da sobrevivéncia total eliminada a causa 1 */

zn=1.88; run desvio;

Saux[,j]=Stiu;

lisaux|[,j]=Sch#tH#ted; lssaux[,j]=Sch##(1/ed);

end;

print,” Estimacao pontual e intervalar da Sobrevivencia”,
"no tempo t=20000 e temperatura de 180 graus C”, ST 1iS 1s5;

ST=saux|,2]*saux[,3};

li=lisaux[.2]+lisaux[,3); ls=Issaux|,2]*lssaux{,3];

print,”Estimacac pontual e intervalar da Sobrevivencia”,

"no tempo t=20000 e temperatura de 180 graus C”,

"eliminada a causa 17, ST 1i Is;

res=ej|censura,

r={el e2 e3 cl ¢2 ¢3};

create novo.res from res[colname=r];
append from res;

quit;

Programa SOBRES.SAS
proc lifetest data=novo.res method=pl outs=novo.sobresl plots=(ls};

time elxcl(0);

Tuln;

proc lifetest data=novo.res method=pl outs=novo.sobres2 plots=(ls);
time e2+c2(0};

run;

proc lifetest data=novo.res method=pl outs=novo.sobres3 plots=(ls);

time e3+c3(0);

run,
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Programa BVW2.SAS
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proc sort data=novo.arql;

by causa;

proc lifetest data=novo.arql method=pl outs=novo.arq3 plots=(1ls);
time tempoxcensura(();

strata stress;

by causa;

run;

proc lifetest data=novo.arq2 method=pl outs=novo.argé plots=(1ls};
time tempoxcensura{0};

strata stress;

rua;

Programa BVW3.SAS

proc iml! wrksize=150;

/* Este modulo calcula os valores inicials dos parametross/

start reg;

x1=x[loc(causa=1),]/ /x[loc(causa=0),);

x2=x{loc{causa=2),]/ /x{loc(causa=0),};

x12=x{loc(causa=12),]/ /x[loc(causa=0),};
Int1=Int1//Int{loc(causa=0),);

Int2=Int2/ /Int{loc{causa=0),];

Int12=Int12//Int{loc{causa=0),];

xpxi=ginv(x‘*x};

xpxil=ginv(x1‘*x1); xpxi2=ginv(x2'*x2); xpxil2=ginv(x12'+x12);
beta=xpxix(x‘*Int};

betal=xpxil#{x1‘*Intl); beta2=xpxi2+(x2'*Int2); betal 2=xpxil2+(x12‘xInt12);
Inthat=xxbeta; _

Inthatl=xlxbetal; Inthat2=x2xbeta2; Inthat12—x12xbetal2;
e=Int-Inthat:

sqe=ssq(e};
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do i=1 to n;
if t1[3,]>12[1,] then do;
temp|i,]=t2[i,];

causafi,]=2;
end;
else do;
templi,|]=t1fi,};
causafi,}=1
end;

if t1[1,]=t2[1,] then do;
templi,]=t1[i,};
causali,]=12;
end;
if templ[i,|>t then do;
templ[i,]=t;
causali,|=0;
censural[i,]|=0;
end;
if causafi,]=1 then clji,]=1;
if causali,]=2 then ¢2[i,]=1;
if camsali,]=12 then c12[i,]=1;
end;
arq1=(semp/ ftemp] ftemp)||(eL//<2/ JA2|Gi(mL, 1)/ fi(e,1,2)/ fi(o L))
(v/fv//v);
r={tempo censura causa stress};
create novo.arql from argl{colpame=r};
append from arql;
arq2=temp]|v||auxl||causa)|censural|cl||c2||c12;
r={tempo stress x causa censura cl c2 cl2};
create novo.arq2 from arq2[colname=r};
append from arq2;

proc print data= novo.arq2; quit;
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nr={50,50,50,50};
nx=j(4,2,0); ns=j(4,1,0);
auxl=0;
aux={1}//ns;
do s=1 to 4;
auxl=auxl+nrls,];
nsls,|=auxl;
nx[s,|=xns[s,]};
aux([s+1,]=ns]s,]+1;
end;
Int1=Int[loc({causa=1),];
Int2=Int[loc(causa=2),);
Int12=lntfloc{causa=12),];
stf=sum(Int1)+sum(lnt2)+sum(lnt12);
run reg;
td=t##d;
tdlnt=td#flnt;
exbl=exp(x*betal);
exb2=exp(x+betal);
exbl2=exp(xxbetal2);
exb=exb1}lexb2||exb12;
exbt=exbl+exb2+exbl2;
dscore=(r/d}+stf-(exbt‘xtdint);
bscore=nx"*11]-( x#td) *exb;
dparc=(r/d##2)+exbt *(tdIint#Int);
blparc={exbl#x) «(x#td);
b2parc={exb2#x ) *(x#td);
bl2parc=(exb12#x) x(x#td);
bldparc=(exbl#x)‘*tdint;
b2dpa.1‘c=:(exb2#x)"*tdlnt;
b12dparc={exhl24x) *tdlnt;
score=bscore],1]//bscore[,2//bscore 3]/ /dscore:
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continuagao do programa BYW3.5AS:

gle=n-ncol(x);

eqm=sqe/gle;

d=1/sqrt{eqm);

betal=(-betal )xd;

beta2=(-beta2)*d;

betal2=(-betal2)xd;

param=hetal//beta2//betal2//d;

print, "estimativas inicials dos parametros” ,param;

finish;

/* INICIO DO PROGRAMA PRINCIPAL =/

use novo.arq?;

setin novo.arq?;

read all var{tempo stress x causa censura ci ¢2 c12};

aux=stress||censura;

aux]=aux[loc(causa=1),];

aux2=auxloc{causa=2),);

aux!2=aux[loc(cansa=12),J;

rij=(anx1[loc(aux1{,1}=190),2][+,]||aux2[loc(aux2[,1]=190},2][+,]||
aux12[loc(aux12[,11=190),21{+,1}//
(aux1{loc(aux1[,1]=220),2][+,]| |aux2{loc(aux2[,1]=220),2][+,]|
auxi2[loc(aux12[,11=220),2][+.})//
(aux1{loc(aux1[,1]=240),2])[+,]]laux2{loc(aux2],1]=240),2][+,]||
aux12[loc{aux12[,1{=240),2]1+.])//
(anx1[loc(aux1],1}=260),2]{+,]||aux2[loc{aux2[,1]=260),2][+,]l|
aux12{loc(aux12[,1]=260),2}{+.]);

free aux auxl aux?2 aux12;

ri=rij[+.}; m=rij[,+}:

print 1ij 11 )%

r=sum{censura;

t=tempo; Int=log(t}; |

n=nrow(t};

x=j(n,1)||x:
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continuagio do programa BVW3.5AS:

iter

iobs=(blparc|lj(2,4,0)||bldparc)//(i(2,2,0)|[b2parc][j(2,2,0)||b2dparc)//

(3(2,2,0}]13(2,2,0)|[b12pazc|ibl2dparc}//(bldparct| b2dparc’||bl2dparc’]|dpazc);

inviobs=ginv{iobs};
=0;
do while ({max(abs(score))>1e-5) & (iter<50));

param=param-{inviobs*score};
betal=param[1:2,};
beta2=param[3:4,];
betal2=param[5:6,];
d=param|7,];

td==t##d;

tdlnt=td#lnt;
exbl=exp(x*betal );
exb2=exp(xxbeta2);
exbl2=exp(x+betal2);
exb=exbl||exb2|jexbl12;
exht=exbl+exb2+exbl2;
dscore=(r/d)+stf-(exbt‘xtdInt);
bscore=nx‘xr1j-(x#td) *exb;
dparc=(r/d##2)+exbt‘*(tdlnt#lnt};
blparc=(exbl#tx) *(xFtd);
b2parc=(exb2#x) *(x#td);
bl12parc={exbl2#x) *(x#td);
bldparc=(exbl#x) *tdlnt;
b2dparc={exb2#x ) *tdint;
bl2dparc=(exbl2#x) *tdlnt;
score=hscore[,1]//bscore[ 2]/ /bscore[ 3]/ /dscore;

iobs=(blparc||i(2,4,0)|[bldparc)//(j(2,2,0)|[b2parcii(2,2,0)||b2dparc)//

(3(2.2,0)]1j(2,2,0}|[b12parc]| Ibi2dparc)//(bldparc|[[b2dparc'{{bl2dparc||dparc);

inviobs=ginv{iobs);
iter=iter+1;

end;

—
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dp=sqrt(vecdiag(inviobs});

print,iter param dp;

print, inviobs;

el=(td#exbl); e2=(td#exb2); el2=(td#exbl2);
e=cl//e2//el2;
causa=j(n,1,1}//j(n,1,2)//I(n,1,12);
c=cl//c2/[cl2;

ec=el|c||causa,;

r={e censura causa};

create novo.bvwres from ec[colna.me———r];

append from ec;

parcov=paramj||inviobs;

r={param cov};

create novo.parcov from parcov]colname=r},
append from parcov;

quit;

Programa BVW4.SAS

data novo.tempos;

do i=0 to 40000 by 400;
t=1;

output; keep t;

end;

run;

proc iml wrksize=150;
/* Este médulo auxilia o calculo dos I1.C. */
start desvio; _
var= Gx{inviobs+G'};
des= exp(zxsqrt({var));
finish;
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/+ INICIO DO PROGRAMA PRINCIPAL «/
use NoOVOo.tempos;
read all into t;
n=nrow(t);
use OVO.parcov;
read all into w;
beta=w[1:2,1]||w[3:4,1]||w[5:6,1]; d=w[7,1]; _
cov=(w[122]//w[1:2 3])||(w[3:4 4]/ / w[3:4,5])[|(w[5:6,6]/ /w[5:6,7]);
covbd=w[1:2,8]||w[3:4,8]||w[5:6,8];
vard=w][7,8];
v=180; g1=-1000/(v+273.16);
risco=j(n,3,0); sobrev=risco;
P=0.5; alfa=j(1,3,0); ST=1; liS=1; ls5=1;
Saux=j(1,3,1); ltinaux=j(1,3,0); lchaux=j(1,3,0);
lisaux=j(1,3,1); lssaux=j(1,3,1};
do j=1 to 3;
do 1=1 to n;
if t[1,]=0 then do;
riscoli,j}=0;
sobrevli,j]=1;
end;
else do;
der={1}||g1]|(d+log(t}i,])); ders={1}||g1/{log(t[i,]);
inviobs={cov[1:2,j]}|cov[3:4,j]||covbd[1:2,3]}//
(covbd[1:2,j]*||vard);
sigr=dersinviobs+der'; sigs=dersxinviobs*ders';
riscoft,j]= dx(t[1,|##(d-1))+exp(beta[l,j]+beta[2,]*gl)=
exp(-sigr/2};

exp(-sigs/2));
end;

end;

sobrev[i,j]= exp(-(t[i,[##d)*exp(beta[l J]+H(betaf2,j]xg1) )=

. M.EC.C
BIBLIOTECA
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—

/= Célculo do percentil 50% =/

v=180; vu={1}{/(-1000/(v+273.16));
vub=vuxbeta[,j];

ach=exp(vubj};

alfaf j]=ach;

tpbl=-1/d;

tpbl=tpb0svu[,2];
tpd=(-1/(d442) log{ log(1-P))-vub);
G=tpb0||tpbl]jtpd;

z=1.653; run desvio;

la=-log{1-P)/ach;

tpch=la##(1/d); tptiu=tpch+exp(-var/2);
litp= tpch/des; lstp= tpchxdes;

print,”CAUSA" j;
print,,” Estimativa pontual e 1.C. de 90% para o percentil”,

"de 505 sob a temperatura usual de 180 graus C”, tptiu litp lstp:

/+ Célculo do risco */

t0=20000; Int0=log(t0);

1b0=1; Ibl=vu[,2}; ld=(1/d}+Int0;

G=1b0|{Ib1{1d;

run desvio,

lambch=d*(t0##(d-1))*ach; lambtiu=lambch*exp{-var/2);
lilamb=lambch/des; Islamb=lambchxdes;

print,,” Estimativa pontual e 1.C. de 90% do risco”,

"no tempo t=20000 SO]’) a temperatura de 180 graus C_‘-'.'?

lambtin lilamb lslamb;
/x Célculo da sobrevivéncia */
G=vu||Int0;
run desvio;

Hch=(t0#+td)*xach; Sch=exp(-Hch};
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continuacdo do programa BVW4,5AS:
Htin=Hchxexp(-var/2); Stin=exp(-Htiu);
li=Sch#f#des; ls=Sch#t#(1/des);

print,,” Estimativa pontual e 1.C. de 90% para a sobrevivencia”,

"no tempo t=20000 e temperatura de 180 graus C”, Stiu li Is;

/* Calculo da sobrevivéncia total com todas as causas atuando =/
z=2.12; run desvio;
li=Sch#+#des; Is=Sch##(1/des);
ST=ST*Stiu;
1iS=1iSxli; 1sS=1sSxls;
z=1.88; run desvio;
Saux/[,j]=Stiu;
Itivaux(,jj=lambtiu; ichaux[,j]=lambch;
lisaux[,jj=Sch#t#des; lssaux[,j]=Sch##(1/des);
end;
print,,” Estimativa pontual e 1.C. de 90% da Sobrev Total”,
*no tempo t=20000 ¢ temperatura de 180 graus C", ST liS 1sS;

covva=(w[1:2,6]//w|[1:2,7)}]|(w]3:4,6]//w[3:4,7]);

/* Célculo da sobrevivéncia, percentil e do risco marginal do modelo bivariado */
do i=1 to 2;
SM=saux|,i]*saux|,3];

lism=lisaux[,i}*lisaux[,3]; lssm=lssaux],ij*lssaux],3];

print,,” Estimativa pontual e 1.C. de 90% da Sobrev Marginal”,
"do Modelo Bivariado no tempo t=20000 ¢ temperatura ",

“de 180 graus C”, "Causa” 1, SM lism lssm;

/* Calculo do percentil de 50% do modelo bivariado */
inviobs=({cov[1:2,i]{{cov[3:4,i]}||(cov[1:2,i]||cov[3:4,i])||covbd[1:2,i])//
((covv[1:2,i]ljcovv[3:4,i] )| |(cov[1:2,3}]lcov[3:4,3]}|[covhd[1:2,3])//
({covbd[1:2,i])|[(covbd[1:2,3])‘||vard};
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Hipch(-log(1-P)/ (alal - alfal 3] A (1/d);

tpb={-1/d)«(alfa,i]/({alfa{,i]+alfa],3]) )xvu;

tpb12=(-1/d)*{alfa[,3]/(alfa[,i]+alfa[,3]))xvu;

tpd=(-1/(d=<2))log( log(1-)/ (altal,i-+alfal,3))

G=tpb|{tpb12||tpd;

7=1.65; run desvio;

tiptin=tipchxexp(-var/2);

litip=tipch/des; lstip=tipch=*des;

print,,” Estimativa pontual e I.C. de 90% para o percentil”,
"de 50% sob a temperatura usual de 180 graus C”,
"Causa” 1, tiptiu litip lstip;

Im=}tjvaux|,i]+ltivaux],3];
imb= (alfa],i]/(alfa[,i]+alfa[,3]) }vu;
Imb12= (alfa],3]/(alfa|,ij+alfa],3]))*vu;
Imd= (1/d}+log(t0);
G=Imb||{lmb12|/lmd;
run desvio;
lilm=(Ichaux[,i]-+lchaux{,3])/des; lskm=(lchaux[,ij+Ichaux[3]}*des;
print,.” Estimativa pontual e 1.C. de 90% do Risco Marginal”,
"do Modelo Bivariado no tempo t=20000 e ternperatura ”,

"de 180 graus C”, ?Causa” i, Im lilm lsim;

end;

/x Céalculo do percentil total de 50% »/
tptch=(-log(1-P)/alfal,+])##(1/d);
tptbl=-(1/d}«(alfa[,1]/alfa],+])*vu;
tptb2=-(1/d)*(alfa[,2]/alfa],+])*vu;
tpth12=-(1/d)*(alfa],3]/alfal,+])+vu;
tptd=-(1/(d=+2))xlog(-log(1-P) /alfa],+]);
G=tpthl||tpth2||tpth12][tptd;

L inviebs=w][1:7,2:8];

203
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run desvio;

tpttiu=tptchxexp(-var/2};

litpt=tptch/des; lstpt=tptchxdes;

print,,” Estimativa pontual e 1.C. de 90% para o percentil”,
"total de 50% sob a temperatura usual de 180 graus C”, tpttiu litpt Istpt;

rt=risco[,+};

st=sobrev|,1]4tsobrev],2]#tsobrev] 3];

rst=t|rt|st;

r={tempo 1t st};

create novo.rst from rst[colnamc=r];

append from rst;

guit;

Programa ACBVEL.SAS

libname novo ’ct’;

data novo.uniforuie;

nr=>50; n=4xnr;

do 1=1 to n;
ul=ranuni(145237);
u2=ranuni{473389);
u3=ranuni(547321);
u=ranuni{857689);
output; keep ul u2 u3d u;

end;

proc iml wrksize=100;

use novo.uniformc;

read all into w;

1={1}H|( -1000/(190+273. 16));

_h{l}”( 1000/(220+273.16) };

v3={1}|](-1000/(240+273.186));

v4={1}(-1000/(260+273.16));
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b1=16,7}; b2=1{5.2,7}; bl2={4,7);

111=exp{v1xbl); 121=exp(v1xb2}; 1121=exp(v1*b12};

112=exp(v2+bl); 122=exp{v24b2); 1122=exp(v2xb12);

113=exp(v3+bl}; 123=exp(v3+b2); 1123=exp(v3xb12);

114=exp(v4+bl); 124=exp(v4*b2); 1124=exp({vdxb12};

nr=>5{;
l1=repeat(111,nr,1)//repeat(112,nr,1)/ /repeat(113,nr,1)/ /repeat(}14,nr,1);
12=repeat(121,nr,1)/ /repeat(122,nr,1)/ /repeat(123,nr,1}/ /repeat (124,nr,1};

1=11)112(112;

free 11 12 112;

n=4*nr;

um=j(n,1);

v=j(nr,1,190)//j(nr,1,220)/ /j(nr,1,240)/ /j(nr,1,260);

stress=repeat(v1l,nr,1)/ /repeat(v2,nr,1)/ /repeat(v3,nr,1)//repeat(vd,nr,1);

stress=stress|,2];

z=j(n,3,0);

do 1=1 to 3;

2] (o1 ) # log(w ) )

end;

free wm;

x1=z[,1]><z[,3]; yl=z[,2]><z[,3];

x=j(n,1,0); y=x: u=w[,4};

free w;

gama=1[,3]/1{,1:2][,+};

do 1=1 to n;

if z[i,1]>2[1,2] then do;

x[i,]=x1[i,};
a=1-exp(-1[1,2]*x1[i,]);
imva=log{1-((ufL (1 /(1 gamali ) Jva));
y[i,]=(1/1]i,2]}*inva;

L end;

112=repeat({1121,0r,1)/ /repeat(1122,nr,1)/ /repeat(1123,n1,1}/ /repeat(1124,nr,1);

H
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free x1 yl u gama;
t0=15000; t=x;
causa=j(n,1); c=causa; c1=)(n,1,0); c2=cl;
do i=1 to n;

if x[i,]>y[},] then do;

bl J=yi];
causali,}=2;
end:
if t{i,]>t0 then do;
t{i,]=t0;
causali,]=0;
end;

if causalfi,]=1 then cl[i,}=1;

if causali,]=2 then c2fi,}=1;

if c1[i,]=c2[i,] then c[i,]=0;
end;
free x y;
eb=t||stress||v||c1||c2]|c]fcausa;
r={tcmpo stress nivel cl ¢2 censura causa};
create novo.eb from eb[colname=r];
append from eb;
aux=t||stress||v||causa:
aux1l=aux[loc( causa=1 INE
auxl2=auxloc{causa=0),};

aux]3=aux{loc(causa=2}.];

L

[ else do;
a=1-exp(-l[i,1]*y1[i,]};
inva=-log(1-((u[i,]J##(1/(1+gamali])))xa));
x[1,)=(1/1]i,1))*inva;
ylil= yi[i,};
end;
end;
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continuagic do programa ACBVEL.SAS:

auxl=aux11//aux12; aux2=aux13//aux12; ]
nfe2=nrow(aux2);
do 1=1 to nfc2;

if aux2[i,2]=2 then aux2[1,2]=1;

end;

r={tempo stress nivel censl};
create novo.ebcl from aux1[colname=r};

append from auxt;

m={tempo stress nivel cens2};
create novo.ebc2 from aux2[colname=mj;
append from aux2;

quit;

Programa ACBVE2.5AS
proc lifetest data=novo.ebC1 outs=NOVO.LIFETC1 method=pl plots=(ls);
time tempoxCENS1(0);
strata nivel;
proc lifetest data=novo.ebC2 outs=NOVQ.LIFETC2 method=pl plots=(ls);
time tempoxCENS2(0);
strata nivel;
proc lifetest data=novo.eb outs=NOVO.LIFETT method=pl plots=(ls);

time tempoxcensura(0);

strata nivel;

TUmn;

Programa ACBVE3.SAS

proc im! wrksize=100;
/* Este modulo calcula os valores inicials dos parametros da regressio */

start reg:
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continuacao do programa ACBVE3.SAS:
T Int=log(t);

xpxi=ginv(X*X};
beta3=xpxix(X‘Int);
betad=(-beta3);

param=beta3;

print ,”Estimativas Iniciais dos Parametros”,param;
finish;
/+INICO DO PROGRAMA PRINCIPAL*/
use novo.eb;
setin novo.eb;
read all into w;
t=wl[,1];
cens=wl[,4:5];
v=w{,3]; free w;
n=nrow(t); um=j{n,1);
x=(-1000)/(v+273.16); x=um||x;
free um;
run reg;
exb3=exp{xx*betal);
nr=>50: nn=4; ns=repeat(0,nn,1);
rij=j(4.2,0); nx=j(4,2,0); auxl=0;
aux={1}//ns;
do s=1 to 4;
auxl=auxl-4mnr;
ns{s,|=aux1; nx[s,]=x[ns[s,],]:
aux[s+1,]=nsls,|+1;
rij[s,|=cens{aux[s,]:ns[s,].]{+,]:
end;
free ns aux ; _
i+ : =il
b3score=nx'*rj-{x#exb3) *t;
b3parc=(x#exb3)x(x#t);
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continuagao do programa ACBVE3.SAS:

score=hJscore; ' -f
iobs=h3parc;
inviobs=ginv{iobs);
iter=0;
do while ((max(abs(score))>1e-5) & (iter<50));
param=param-{inviobs*score};
betad=param;
exb3=exp(xxhetal}),
b3score=nx‘#rj-(x#exb3) xt;
b3parc={x#exb3) «(x#t);
score=b3score;
iobs=b3parc;
inviobs=ginv(iobs);
iter=iter+1;
end;
dpb3=sqrt(vecdiag(inviobs));
thetal=ri[,1]/(zi[,1]+ri[,2]);
theta2=ri[,2]/(ri[,1]+xi[,2]);
iobthetal=ri[,1]/(thetal##2)4ri[,2]/{theta2##2);
iobtheta2—iobthetal;
vthetal=1/iobthetal; vtheta2=1/iobtheta2;
param=thetal //theta2//betad;
dp=sqrt(vthetal)//sqrt(vtheta2)//dpb3;
print rij ri 1j;
print, "Estimativas dos Parametros” iter param dp;
print inviobs;
t0=7000;
v=180; vu={1}{{{-1000/(v+273.16));
covl3=(vthetal|]J(1,2,0))//(J(2.1,0)[linviobs);
cov23=(vtheta.2l|J(l,2,0)]//(3(2,1,0JHinviobs);
theta3=exp(vuxbetad);
print thetal theta2 theta3;
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continuagdo do programa ACBVE3.SAS:
slu=({1/thetal)||vu)xcov13=(({1/thetal)|jvu)‘;
s2u=((1/theta2)|lvu)*cov23x((1/theta2)|jvu);
thetai=thetal//theta2;
siu=slu//s2u;
p=0.5; zn=1.65;
do i=1 to 2;
/+ Calculo do risco */

lich=thetaili,|*theta3; litiu=lichxexp{-siu[i,]/2);

desvioi=exp(zn*sqrt(siufi,]));

lili=lich/desvioi; Isli=lich=desvioi;
print,,” Estimativa pontual e intervalar do risco”,
"sob a temperatura usual de 180 graus C”, litiu 1ili Isli,
"OBS: O intervalo de confianca tem aproximadamente 95% de confianca”;
raich=thetaifi,]xthetad«t0;

raitin=raich*exp(-siuli,]/2);

/# Calculo da sobrevivencia =/
gich=exp{-raich};
gitiu=exp{-raitiu);
ligi=gich##desviol; lsgi=gich##(1/desvioi};
print,,” Estimativa pontual e intervalar da Sobrevivencia”,
"no tempo t=7000 e sob a temperatura de 180 graus C”, gitiu ligi Isgi,

"OBS: O intervalo tem aproximadamente 95% de confianca”;

/* Célculo do percentil 50% =/
tipch=-log(1-p)/(thetaili,|xtheta3};
tiptin=tipch*exp(-siufi,]/2);
litip=tipch/desvioi; lstip=tipch*desvioi;
print,,” Estimativa pontual e intervalar do percentil de 50%”,
"sob a temperatura usual de 180 graus C”, tiptiu litip Istip,

"OBS: O intervalo de confianca tem aproximadamente 95% de confianca”:

end;
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continuagio do programa ACBVEJ3.SAS:

/= Calculo da sobrevivéncia total com todas as causas x/

stch=exp(-exp(vurbeta3)«t0);

s=vuxinviobsxvu';

desvio=exp(znxsqrt(s));

list=stch##desvio; Isst=stch##(1/desvio);

print,,” Estimacao pontual e intervalar da Sobrevivencia”,

"no tempo t=7000 e temperatura de 180 graus C”, stch list lsst;

/+ Célculo do percentil totalx/
tpch=-log(1-p)/thcta3;
tptin=tpch+exp(-s/2};
litp=tpch/desvio; Istp=tpch*desvio;
print,,”Estimacao pontual e intervalar do Percentil Total”,

"sob a temperatura de 180 graus C”, tptiu litp Istp;

quit;




BIBLIOGRAFIA

Allen, W. R. (1959). Inference from tests with continuously increasing stress.
Operations Research, 7, 303-312.

Basu, A. P., e J. K. Ghosh (1978). Identifiability of thc multinormal and other
distributions under competing risks model. J. Mullivar. Anal., 8, 413-429.

Basu, A. P., e J. K. Ghosh (1980). Identifiability of distributions under competing risks
and complementary risks model. Commaun. Stat.. A9, 1515-1525.

+Basu, A. P., ¢ N. Ebrahimi (1987). On a b.iva-riate accelerated life test. J, Stat. Plan.
Infer., 16, 297-304.

Berman. S. M. (1963). Notes on extreme values, competing risks and semi-Markov
processes. Ann. Math, Stat., 34, 1104-1106.

Berretoni, J. N. (1964). Practical applications of the Weibull distribution. Ind. Qual
Control, 21, 71-79.



Bibliografia 213

Block, H. W., ¢ A. P. Basu (1974). A continuous bivariate exponential extension. J.
Am. Stat. Assoc., 69, 1031-1036. _

Birnbaum, Z. W. (1979). On the Mathematics of Competing Risks. Washington, D.C.:
U.S. Government Printing Office.

Cornfield, J. (1957). The estimation of the probability of developing a disease in the
presence of competing risks. Am. J. Public Health, 47, 601-607.

Cox, D. R. (1959). The analysis of exponentially distributed lifetimes with two type of
failure. J. R. Stat. Soc. B, 21, 411-421.

Elandt-Johnson, R. C., e N. L. Johnson (1980). Survival Models and Data Analysis.
New York: Wiley.

Farewell, V. T., e R. L. Prentice (1977). A study of distributional shape in life testing.
Technometrics, 19, 69-75.

Gail, M. H. (1975). A review and critique of some models used in competing risk
analysis. Biometrics, 31, 209-222.

Gumbel, E. J. (1958). Statistics of Extremes. New York: Columbia University Press.

Gumbell, E. J. (1960). Bivariate exponential distribution. J. Am. Stat. Assoc., 55, 698-
707.

Holt, J. D. (1978). Competing risk analyses with special reference to matched pair
experiments. Biometrika, 60, 267-278.

Johnson, N. L., e S. Kotz (1986). Encyclopedia of Statistical Sciences, Vol. 2, New
York: Wiley.



Biblicgrafia 214

Kalbfleisch, J. D.; e R. L. Prentice (1980). The Statistical Analysis of Failure Time
Data. New York: Wiley.

Kao, J. H. K. (1959}. A graphical estimation of mixed Weibull parameters in life
testing of electron tubes. Technometrics, 1, 389-407.

Kaplan, E. L., e P. Meier (1958). Nonparametric estimation from incomplete
observations. J. Am. Stat. Assoc., 53, 457-481.

Kennedy, Jr.. W. J., e J. E. Gentle (1980). Statistical Computing. New York: Marcel
Dekker.

© Klein, J. P., e A. P. Basu (1981). Weibull accelerated life tests when there are
competing causes of failure. Commun. Stat., A10, 2073-2100.

Klein, J. P., e A. P, Basu (1982}, Accelerated life tests under competing exponential
failure distributions. JAPQR Trans., 7, 1-20.

Lagakos, S. W. (1978). A covariate model for parfially censored data subject to
competing causes of failure. Appl. Staf., 27, 235-241.

Langberg, N.. F. Proschan, e A. J. Quinzi (1978). Converting dependent models into

independent ones, preserving natural features. Ann. Probab., 6, 200-210.

Langberg, N. F., F. Proschan, e A. J. Quinzi (1981). Transformations yielding
reliability models based on independent random variables: a survey. Em Aplications
in Statistics. P. R. Krishnaiah, Ed. North Holland, Amsterdam.

Lawless, J. F. (1982). Statistical Models and Methods for Lifetime Data. New York:
Wiley.,

Lee, L. (1979). Multivariate distributions having Weibull properties. J. Multvar. Anal.,
9, 267-277.



Bibliografia 215

Lieblien, J., e M. Zelen (1956). Statistical investigation of the fatigue life of deep
groove ball bearings. J. Res. Nat. Bur. Stand., 57, 273-316.

Makehan, W. M. (1874). On an application of the theory of the composition of
decremental forces. J. Inst. Actuaries, 18, 317-322.

Mann, N. R. {1972). Design of over-stress life-test experiments when failure times have

the two-parameter Weibull distribution. Technometrics, 14, 437-451.

" Mann, N. R., R. E. Schafer, e N. D. Sinpurwalla (1974). Methods for Statistical
Analysis of Relinbility and Life Data. New York: Wiley.

Marshall, A. W., e I. Olkin {1967). A multivariate exponential distribution. J. Am.
Stat. Assoc., 62, 30-44.

Miller, R. G. (1981). Survivel Analysis. New York: Wiley.

Moechberger, M. L. {1974). Life tests under dependent competing causes of failure.
Technometrics, 16, 39-47.

Moechberger, M. L., e H. A. David (1971). Life tests under competing causes of fajlure
and the theory of competing risks. Biometrics, 27, 909-923.

Nadas, A. (1971). The distribution of the identified minimum of a normal pair

determines the distribution of the pair. Technometrics, 13, 201-202.

‘t Nelson, W. B. {1972). Graphical analysis of accelerated life test data with the inverse
power law model. IEEE Trans. Reliab., R21, 2-11.

Nelson, W. (1990). Accelerated Testing- Statistical Models, Test Plans and Data
Analyses. New York: Wiley.



Bibliografia 214

Peterson, A. V. (1976). Bounds for a joint distribution function with fixed sub-
distribution functions: application to competing risks. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A.,
73, 11-13.

Peto, R., P. N. Lee, ¢ W. S. Paige (1972). Statistical analysis of the bioassay of

continuous carcinogens. Br. J. Cancer, 26, 258-261.

Pershing, A. V., e G. E. Hollingsworth (1964). Derivation of Delbruck’s model for
random failure of semiconductor material. Em Physics of Failure in Electronics,

Vol. 2, M. F. Goldberg e J. Vaccaro, Eds.

n Pieruschka, E. (1961). Relation Between Lifetime Distributions end the Stress Level
Causing Fatlures. LMSD-800440. Lockheed Missiles and Space Division, Sunayvale,

California.

Pike, M. C. (1966). A method of analysis of a certain class of experiments in

carcinogenesis. Biometrics, 22, 142-161.

Prentice, R. L., J. D. Kalfleisch, A. V. Peterson, N. Flournoy, V. T. Farewell, e N. E.
Breslow (1978). The analysis of failure times in the presence of competing risks.

Biometrics, 34, 541-554.

Sarkar, S. K. (1987). A continuous bivariate exponential distribution. J. Am. Stat.
Assoc., 82, 66T-675.

SAS Institute Inc. SAS User’s Guide : Statistics, Version § edition. Cary, N.C.: SAS
Institute Inc.. 1985, 956 pp.

Thomas, R. E. {1964). When is a life test truly accelerated ?. Electronic design, 64-70.

Thomas, D. R., L. J. Bain-: e C. E. Antle (1969). Inferences on the parameters of the
Weibull distribution. Technometrics, 11, 445-460.



Bibliografia 217

Tsiatis, A. (1975). A nonidentifiability aspect of the problem of competing risks.
Proc. Nat. Acad. Sci. U.S5.A., 72, 20-22. '

Tobias, P. A., e D. Trindade (1986). Applied Religbility. New York: Van Nostrand
Reinhold Company.

Wada, C., e P. K. Sen (1993). Restricted alternatives test in a parametric model with
competing risk data. J. Stet. Plan. Infer. Submetido para publicacio.

Weibull, W. (1951). A statistical distribution function of wide applicability. J. Appl.
Mech., 18, 293-297.

|
Whittemore, A., e B. Altschuller {1976). Lung cancer incidence in cigarrete smokers:

further analysis of Doll and Hill’s data for British physicians. Biometrics, 32, 805-
816.



