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Introducao

Este trabalho contém alguns métodos que tratam o problema de Dirichlet

Au=0 em {1
u=¢ em O}

onde 2 é um dominio limitado de IR ™ , e ¢ é uma fungdo continua sobre a
fronteira de £ que é conhecida.

A idéia original era estudar o trabalho de H. Weyl, [28], e adaptar os
resultados levando-se em conta a linguagem matematica de que dispomos
atualmente e as ferramentas oferecidas com as nocoes de espaco de Sobolev
e solugao fraca. As idélas geométricas exploradas por Weyl acabaram con-
duzindo de maneira natural a curiosidade de conhecer e comparar a outros
métodos que também resolvessem o problema dé Dirichlet.

Dividimos o trabalho em dois capitulos, o primeiro apresenta os métodos.
Assim, na se¢do 1 fazemos uma apresentagio do problema discutindo a ques-
tdo de unicidade da solugdo , caso exista; na se¢ao 2, expomos as idéias ex-
ploradas por Weyl e, na secdo 3, ainda tendo em mente o aspecto geométrico,
apresentamos os teoremas de Stampacchia e Lax-Milgram. As propriedades
de carater minimizante que a solu¢ao do problema deve satisfazer, presen-
tes no teorema de Stampacchia, nos levaram ao estudo do método original-
mente proposto por Dirichlet, finalmente demonstrado com o rigor exigido

pela Anélise por Hilbert, o que apresentamos na seg¢io 4. Apresentamos o
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Método de Perron, que, apesar de fugir dos conceitos de espacos de Sobolev
e solucao fraca, produz a solugao classica do problema. Por fim, fazemos
algumas observagbes no sentido de comparar os diversos métodos.

Tendo obtido a solugio fraca para o problema de Dirichlet, nosso préximo
objeto de trabalho foi a sua regularizagio, o que foi tratado nas primeiras
secoes do capitulo 2. Apresentamos explicitamente a solucéo do referido
problema no caso em que £ é o disco em R %, utilizando os conceitos de
séries de Fourier.

A monografia tentou ao maximo ser autocontida, contornando na me-
dida do possivel as diferencas de tratamento dadas ao problema nos diversos
métodos. Varios resultados foram por conseqiiéncia enunciados sem demons-

tragdes, evidentemente indicadas nas referéncias bibliograficas.
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Capitulo 0
Preliminares

Estabeleceremos a seguir algumas notaces utilizadas neste traballo e
resultados elementares concernentes as mesmas.

Ao longo destas notas IR ™ designara o espago euclideano de dimensao
n, € um dominio (isto é, um subconjunto aberto e conexo) em IR *, 40
designa a fronteira de e § sna aderéncia.

Chamaremos operador de Laplace ou Laplaciano em dimensio n o opera-

dor diferencial linear a coeficientes constantes
T 32
A=y
2
=1 8:5‘-
Para k > 0, inteiro, C*(Q) denota o conjunto das funcdes reais w : 2 — IR
com derivadas parciais continuas até a ordem & em 2. Por C}(Q) denota-
remos o conjunto das fungdes reais com derivadas parciais continuas até a

ordem k em £ e com suporte compacto em {2.

A equagdo de Laplace é dada por
Au=10. (0.1.1)

A equagdo de Poisson é dada por

Ay = —4xp, (0.1.2)
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onde p é uma fun¢do continua conhecida.
Funcoes u que sdo continuas e satisfazem a equacéo de Laplace sdo cha-

madas harménicas.
Exemplo 0.1.3:

1. No plano, temos que u(z,y) = az + by + ¢, para quaisquer constan-
tes @, b, c é fungao harmonica. A fungdo u(z,y) = z? — y? é também

harmonica.

2. Se f: 2 — € for uma fungio analitica complexa, entio suas partes

real e imaginaria sdo fungdes harmonicas.

Observacao: A hipdtese de continuidade na definigdo acima nao pode ser
dispensada uma vez que uma fungzo u que satisfaga a (0.1.1) ndo é necessa-

riamente continua. De fato,

Re e~ sez =z +iy £ 0;
u(z,y) = { 0 s 0 v (0.1.4)

é tal que u satisfaz (0.1.1) em todo o plano mas, como é de facil verificacio,
u é descontinua na origem [9, 14].

Notacao: Introduzimos aqui uma abreviagao para o operador diferencial

0
.’_SZ)_

Isto quer dizer que, dada u € C1(§}), o gradiente de u, que denotaremos por

_, 0
v=(8—$1’

Vu, é uma funcio de € em IR *, isto €, um campo vetorial em §}, e

Ou du
(6_221’,6_9:;) -

Dado um campo vetorial F' : £ — IR ™ cujas componentes f; pertencem a

Vu =

C*(§)), i=1,.--,n, o divergente de F' é uma fungdo de Q em IR dada por

_\-9f
V‘Fzga:ri.
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Assim, sob a hipétese da existéncia de Au em uma vizinhanga de um
ponto z € {1, obtemos
Au(z) =V . Vu(z).

Para um campo vetorial F : £ — IR ® cujas componetes f; pertencem a

CY), ¢=1,---,3, o rotacional de F' é uma funcio de £ em IR ® dada por

oh, 9f 0f 0f 0
dzs’ O0zs Oz, 017 Oz’

VXFE(giz



Capitulo 1

Métodos para a Resolucao do
Problema de Dirichlet

1.1 O Problema de Dirichlet

O problema de Dirichlet para a equacio de Laplace que estudaremos ao
longo destas notas € o seguinte: dados um dominio limitado 2 C IR " ¢ uma
fungio continua ¢ definida sobre a fronteira de {2, encontrar uma funcio u

tal que:

Au=0 em
(1.1.1)

u=¢ em 00
A origem histérica do problema de Dirichlet remonta a meados do século
XIX, intimamente ligada ao desenvolvimento da teoria do potencial. Nomes
notadamente relevantes da Matematica, Gauss, Riemann, Hilbert e claro,
Dirichlet, dedicaram atencgoes a este problema, ¢ coube a Hilbert em 1899,

dar justificativas completas as 1déias inicialmente exploradas por Dirichlet e
Riemann [3, 10].



Observacao: A condigio de {2 ser limitado pode ser retirada, iremos nos
limitar, no entanto, na maioria dos casos a seguir explorados, a esta condigao

mais restrita.

Definigao 1.1.2: Seja @ C IR ™ um dominio e ¢ uma fungao continua defi-
nida sobre a fronteira de }. Uma solugdo cldssica do problema de Dirichlet
(1.1.1) é uma funcgio u € C*(2) N C°(N) tal que u satisfaca a equagdo de
Laplace (0.1.1) em £} e que seja igual a » em 0%

Um outro problema que nos interessara ¢ apresentado a seguir. Dados
um dominio limitado @ C IR™ e ¢ € C°(0) uma fungdo real, encontrar uma

funcio u tal que:

{ —Au=4 em 0 (1.1.3)

=10 em Of1

Definicao 1.1.4: Seja 2 C IR™ um dominio. Uma solugde cldssica de
(1.1.3) é uma fungdo u € C*(2) N C°() que satisfaca a equagdo —Au = ¢

no dominio {2 e que seja igual a zero em 94).

Observacgédo: Consideremos n > 3. Suponhamos que o problema (1.1.1) te-
nha solucio classica qualquer que seja ¢ dado de fronteira. Dado o problema

(1.1.3), supondo que ¢ ¢ Holder-continua, definamos a fungao,

* — 1 2—n
(@) = e ol 90 4

onde o, ¢ o volume da bola unitaria de dimensio n.

Mostra-se ([15]) que ¢* € C*(Q) N CYQ) e Ap* = ¢.

Seja v a solugao do problema de Dirichlet (1.1.1) com ¢ = ¢*|aq. Assim,
% = v — (p" resolve o problema (1.1.3) proposto.

Inversamente, suponharmos que o problema (1.1.3) seja solivel para qual-

quer ¢ definida em §}. Dado o problema (1.1.1) onde a fungao ¢ é tal que pode
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ser extendida continuamente para uma funcéo ¢ que seja Holder continua em
{} e pertenga a C?(§1). Seja v a solugio do problema (1.1.3) para ¢ = A@.
Assim, u = v + @ é a solu¢do do problema (1.1.1) proposto.

E sempre possivel obter ¢ nas condi¢bes requeridas pois #6) é um conjunto
fechado e por hipdtese, ¢ é continua neste conjunto ([25], pp.172).

O caso n = 2 é tratado de modo anélogo substituindo-se a poténcia na.
integral acima por log |z — y|.

Deste modo, sob hipdteses de Holder continuidade e diferenciabilidade,
dado um problema como (1.1.3) podemos obter uma formulagio analoga a
(1.1.1), e vice-versa; além disso, conhecendo-se a solugao de um dos proble-
mas, obtém-se a solucdo da formulacio equivalente.

A fim de obter a unicidade da solugéo dos problemas de Dirichlet (1.1.1)

e (1.1.3) vamos estabelecer os principios do méximo e minimo.

Teorema 1.1.5(Forma Forte dos Principios do Maximo e Minimo):
Sejam 2 C IR ™ um dominio e u € C*(Q) tal que Au >0 (Au <0} em Q.
Suponhamos que exista um ponto y € N que satisfaga u(y) = supgqu (u(y) =
infqu). Entdou é constante. Conseqientemente, uma fun¢do harménica néo

pode assumir um mdzimo ou minimo interior, a menos que seja constante.

Demonstragao: Seja Au > 0 em ), M = supg u e defina
Qum = {z € Qlu(z) = M}.

Por hipétese, {13 néo é vazio. Mais ainda, como u é continua, Qs é fechado



com relagio a {}. Seja z um ponto em 2y € aplique o teorema (A.2.2) para
a fungio u — M em uma bola B = Bg(z) CC 2. Obtemos

O=u(z)—M < /B(u—M)dxgﬂ,

A

e assim, © = M em Bpg(z). Decorre que $}; é também aberto com relagio a
Q. Portanto, 3y = 2.
O resultado para Au < 0 é obtido substituindo-se u por —u. |

Teorema 1.1.6(Forma Fraca dos Principios do Maximo e Minimo):
Sejam 2 C IR ™ um dominio limitado e u € C*(0) N C°(N) tal que
Au>0 (Au<0) em 2. Entio,

supott = supgqu  (nfou = infyqu) .
Conseqiientemente para uma fungdo harmonica u

infaqu < u(z) < supyqu, = € £

Demonstragao:
Como ! € limitado, segue-se que Q1 é compacto. Da continuidade de u e

do teorema anterior segue-se o resultado. [ ]

Coroléario 1.1.7:  Dados um dominio limitado §) e umae fungdo continua ¢
definida sobre a fronteira de § eziste no mdzimo uma fung@o u harménica,

u € C*(Q) N CYQ) que seja igual a @ em todos os pontos da fronteira.

Demonstragao:



De fato, sejam f e g fungdes que satisfacam as hipdteses. Definindo
w = f — g temos que w ¢é harménica , w € C*() N C°(Q). Aplicando a
forma fraca do principio do maximo e a forma fraca do principio deo minimo,
segue-se que w = 0, pois w(x) = 0 para todo z pertencente & fronteira de 2

e portanto, f = g¢. [ |

Observacao: Notemos que este resultado nao assegura a existéncia de uma
funcdo u nas condigdes do corolério; garante, no entanto, a unicidade de tal

funcao , caso exista.

Assim, de acorde com o corolirio (1.1.7), se existir solucao classica do
problema de Dirichlet (1.1.1) esta € Gnica.

Estabelecer a existéncia de solugio para o problema (1.1.1) em uma regido
{) arbitriria é uma questdo bastante delicada. Teremos oportunidade de
perceber que, na verdade, este fato depende diretamente das propriedades
geométricas da fronteira de €. Para apreciar a importancia deste aspecto
geométrico, consideremos o exemplo a seguir, devido a 8. Zaremba, j& conhe-

cido em 1911.

Exemplo 1.1.8: Considere {} o dominio definido pelas desigualdades
0<z?+yt <1

isto é, o disco unitario sem a origem (portanto a origem constitul parte da

fronteira de ). Seja ¢ definida sobre a fronteira de {} como se segue:
¢ =0 sobre z®4+¢y?=1, ¢(0,0)=1 (1.1.9)

Pela simetria e unicidade, nao é dificil ver que, se o problema tem uma
solucdo , esta deve possuir simetria rotacional, isto €, a solu¢io é uma funcao

de r = («? + yg)%, independente do 4ngulo polar 8. A solugio ! é portanto

Veja segao 3 do capitulo 2.



da forma,

u=alogr+5b

A primeira condigdo de (1.1.9) implica que b = 0; por outro lado, a escolha
de qualquer ¢ # 0 implica que u é ilimitada préxima 3 origem, e a escolha
de ¢ = 0 nos leva a u = 0; em ambos os casos, a segunda condigéo de (1.1.9)

nao é satisfeita. Logo, o problema de Dirichlet ndo possui sclugéo .

O exemplo precedente nos conduz de maneira natural & questio de procu-
rar estabelecer condigbes sob as quais o problema de Dirichlet (1.1.1) possui
solucdo classica.

Neste capitulo estaremos interessados em estabelecer a existéncia de so-
lugdes para este problema, assim passaremos ao conceito de solugao fraca,
e para isto iremos introduzir os espagos de Sobolev; a seguir explicaremos
varios métodos através dos quais podemos garantir a existéncia de solugio
fraca para (1.1.1) e (1.1.3).

As propriedades gerais dos espagos de Sobolev que a seguir introduzimos
estdo, para maior comodidade do leitor, relacionadas no apéndice.

Seja 0 C IR ™, aberto, nio vazio.

Consideremos o espago L2(Q):={f: @ > Rtalquef, | f | <« o .}

Definicao 1.1.10: Definimos

H'(Q) := {u € L*(R) tais que Tg;, -+ g, € L*(Q) satisfazendo

0 :
/QHEE = —Lyié Y ¢eCP(Q) Vi=1,2,---,n}.

Dada u € H'(§?) denotamos



Em H'(Q), podemos introduzir o seguinte produto interno: dados u,v €

), ou 3
(u,0)1 1= (1, v)L2+2 a“ 8”)52 ,

cuja norma assoclada €

i du
o =l + 32 1 5

Observacao: O espaco H! munido do produto interno definido acima torna-

se um espago de Hilbert. A demonstracao deste fato pode ser encontrada em

[1}.
Defini¢io 1.1.11: Definimos

HA(Q) == Ce @)™ .

Lema 1.1.12 (Desigualdade de Poincaré): Suponhamos que ) é um

aberto limitado. Entdo existe uma constante C (dependente de ) tal que:

|l < OVl Yu€ HNQ) . (1.1.13)

Demonstracao: Veja [1], pp. 174. [

Segue da desigualdade de Poincaré que a expressio ||Vul|zz define uma
norma em H}((2) equivalente & norma ||u|{z. Em HI(Q), fp VuVv é o pro-
duto escalar que induz a norma ||Vul|z-.

Observagio: As funcgdes de Hy “s@o” as fungdes de H! que “se anulam”

sobre Q. E delicado dar um sentido preciso a esta afirmagdo , j4 que uma
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funcao u € H]} 86 esta definida q.t.p. ( e O} tem medida zero!). Veja mais
detalhes no apéndice.
Temos agora condigdo de reformular o problema de Dirichlet.
Multiplicando a equagéo (1.1.1) por uma fungéo v com suporte compacto

em {} e integrando por partes, obtemos
[ Vu-vo=0 (1.1.14)
Q

Versdo generalizada do problema (1.1.1): Dada uma fungao ¢ € H'(Q2),
encontrar uma fungdo v € H'(Q) tal que u satisfaca (1.1.14) para toda

veE HY Q) eu—¢ € HY{D).

Defini¢ao 1.1.15: Sejam @ C IR™ e p € HY(R}). Uma solugdo fraca do
problema de Dirichlet (1.1.1) é uma funcdo v € H () que satisfaga (1.1.14)
para toda v € H}(Q) e tal que u — p € HL{$).

Lema 1.1.16: Toda solugcdo cldssica do problema de Dirichlet (1.1.1) que

pertence a CYQ) é uma solucéo fraca.

Demonstragdo: Como u € C*(22) N CY§), u possui derivadas parciais

cldssicas continuas em 1, e portanto % € L?()) Vi=1---n. Basta tomar

gi = g—; e temos que u € H'(2). Ainda, sendo H(f)) espago vetorial,
u —p € H(2) e mais, como v —¢ = 0 em 05, decorre do teorema (A.1.10)
que ¥ — ¢ € H3{($}). u

Multiplicando a equagdo (1.1.3) por uma fungéo v com suporte compacto

em {2, e Integrando por partes, obtemos

/gVu-V‘u:]Qqﬁ-v (1.1.17)

Isto nos fornece a idéia para a versio generalizada de (1.1.3).
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Versio generalizada do problema (1.1.3) :Dada uma funcio ¢ em L2(})
encontrar u € H}() tal que u satisfaga (1.1.17) para toda funcio v € H} ().

Definicdo 1.1.18: Seja @ C IR" e ¢ € L?(f2). Uma solugdo fraca de
(1.1.3) é uma fungdo u € H}({2) que verifica (1.1.17) para toda v € HI{(2).

Lema 1.1.19: Toda solugdo clissica do problema de Dirichlet (1.1.3) que

pertence a C*(Q) € uma solugdo fraca.

Demonstragao: Dada uma solucao classica v de (1.1.3), pelos mesmos argu-
mentos do inicio do lema (1.1.16), temos que u € H'(}). Ent#o, na verdade
v € H'(Q)NC(Q) e pelo teorema (A.1.11), temos que u € H}(2). Por outro

lado, se v € C}(}) entédo
[ vu-vo=[ g0
Q 0
e, por densidade, para toda v € H3(f). ||

Observagao: Um ponto crucial € a regularizacdo da solugdo fraca, isto
é, quando a reciproca dos lemas (1.1.16) e (1.1.19) podem ser obtidas. O
capitulo 2 fornece condigao para responder a estas questes em alguns casos.

Nos lemas precedentes, a hipétese de u pertencer a C'(Q) pode ser en-

fraquecida, pedindo-se que o gradiente de u pertenca a LZ.

1.2 Meétodo de Ortogonalizacao de Weyl

Apresentamos a seguir um método de ortogonalizagdo , que garante a
existéncia de solucdo fraca para o problema de Dirichlet. Baseamo-nos no

artigo de Hermann Weyl [28].
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Seja © C IR 3 um dominio limitado, nao vazio, cuja fronteira é de classe
.
Denotemos por Fy o espago (L#(2))? , isto é, F' € Fy se, e somente se,

F = (f1, f2, Js) com f; € L*(Q).

Em Fo consideremos o seguinte produto interno:

(F,G) = ]ﬂgﬁg{ dz

onde F = (f1, fa, fa) eG= (91192,93)-

Tal produto interno induz a seguinte norma, dado F € Fy ,

| FIP= [PP=[ #4747 < oo.

A fim de explicar em que consiste 0 método de ortogonalizagiao de Weyl,

consideremos os seguintes subespagos de Fyp:
I:={FeFotalque (F,VxG)=0YG € (H;)"}

Q:={H € Fytal que (H,V¢) =0V ¢ € H}}

T é chamado espago dos campos irrotacionais. O é chamado espago dos
campos solenoidais.

Observagao: A motivagao para o nome dado ao espago Z decorre de que se

F e (CY{))® , entao
FelIoFeFeVxF=0,

onde o rotacional de F' é tomado no sentido classico.
Analogamente, dado um campo H € (C?{(f1))3, temos a seguinte caracte-
rizacao:

HeOOSHeF, e V-H=0,

13



onde o divergente de H é tomado no sentido classico.

Lema 1.2.1: Para toda fungdo p € HY(Q) e para todo campo F € (H}(R2))®
temos

(vcp,VxF)zanfp L (VxF) =0.

Demonstragao: De fato, consideremos a seguinte identidade:
V-A(FxVp)=Vp-(VxF)-F.(VxVp).

Aplicando o Teorema da Divergéncia (A.2.1) 4 expressdo no primeiro mem-

bro, e tomando o limite, obtemos:
/ﬂv-(va(,o) dx =LH(FXV@)-n ds =0
pois F' € (Hj(02))%.

Conseqlientemente, da identidade decorre que:

]nVc,o-(VxF)zfﬂF—(Vchp)=0
pois V X Vi = 0. [ |

Tomemos ainda os subespagos de Fy definidos por:

'R:z{FEfotalqueHGE(H3)3comF=VxG}fo
G:={F € Fy tal que 3y € H) com F = Vi) }

R é chamado espago dos campos rotacionais. G é chamado espago dos campos

gradienies.

Lema 1.2.2: O subespago G de Jy € fechado.

Demonstracao: De fato, considere (G“)neN € G uma seqiliéncia con-

vergindo na norma de Fo para G. Paratodon € N,G, = Vi, ,p. € H ().

14



Como G, € uma seqiiéncia de Cauchy , segue-se que ¢, é Cauchy em H].

Seja @ o seu limite. Logo, Vi, — Vi em L2, Temos que
Yoyl dr < 2 / - 2 / IR IRT.
/ﬂ IG—Vp|? dz < /ﬂ |G—Gaf? det [ 1Gu=Via? dot [ [Vipn=Vipl? da < c.
Logo, G = V¢ o que implica G € §. Portanto, G é fechado. |

Esses subespacos admitem complemento ortogonal, pois sdo subespacos

fechados em um espago de Hilbert. Assim:
Fo= GGt
Fo = ReR*
Os subespagos de Fy se relacionam através do resultado a seguir.
Lema 1.2.3: Valem as seguintes relagées :
RY=1T

gt=0

Demonstragao: Dados 7 € T e R € R, temos que ||R — Ry||7 — 0, onde
R, =V x T, para T,, € (H;(2))* . Segue-se que,
(I,R)= lim ([,VxT,)=0, pois [ €T .

=00

Assim, Z C R*L.
Dado H e R*,seja G € (H})PP e R=V x G , logo R € R. Temos que

0=(H,R)=(H VG
Assim, H € T , portanto R+ C 7.
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Dados O € O, seja G € G, entdo G = Vip para algum o € HJ(£2). Temos
que

(0,G) = (0, V) =0, pois O € O.

Logo, O C GL.
Dado H € G, seja ¢ € H} e tome G = Vo, logo (7 € G. Segue-se que

(H,G)=(H,Vyp)=0, pois H e G".

Assim, H € O e portanto, G+ C O .

Observacio: Os lemas (1.2.1) e (1.2.3) nos fornecem:
GCZ

RCO

Decorre em particular que,

I=Ga(0ONI).

Teorema 1.2.4: Seja F € INO. Entdo F € C* e F satisfaz as equagies:

V- F=0¢e¢ VxF=0.

Demonstracio: Seja F € 00 e W € (HE(2))? isto é, W = (Wi, Wy, Wa)
com W; € H(§). Como F' € O temos que (F,Vy) = 0 para toda ¢ €
HE (). Assim do fato de que V- W € H}{(}), segue-se que:

(EV(V-W)=0 (I)
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Ainda temos que V x W € (H}(f2))® ¢ entdo, como F € 7,
(FYXVxW)=0 (II)
Subtraindo (1) e (II) chegamos a
(F,V(V-W))~(F,V XV x W) =0

Daidentidade AW = V(V-W)—-V xVxW, onde AW = (AW, AW,, AW;)

podemos concluir que
(F,AW) = fQFAW =0
ou ainda, temos que
fQF_,- AW; =0 VW e HYQ) ,j=1,2,3

Pelo Lema de Weyl, segue-se que as componentes de F' sio fungoes harmo-
nicas, com derivadas classicas de todas as ordens. Consideremos agora a
identidade

VA(FxG)=G-(VxXF)-F-(VxG).

O teorema da divergéncia implica que
: — . - 1701)3
]ﬂv (F x G) dz ]m(p x G) -vdS =0 VG € (HXQ)).

Usando este fato e lembrando que [, F' - (V x G) = 0, decorre da identidade
que

/ﬂG-(VxF):U VG € (HHQ)) .

Concluimos que V X F = (.

De modo anilogo, usando a identidade
V-(pF)=F (Vo) +o(V-F),

17



e lembrando que f; F': (Vi) = 0, obtemos

fntp-(V-F)=0 Vo € Hy(0) ,
donde V- F = (. [ |

A demonstragio do teorema utilizou o lema a seguir, conhecido na lite-

ratura atual como Lema de Weyl
Lema 1.2.5(Lema de Weyl): Se uma fungdo v € C%Q) € tal que

/ﬂu(Afp) dz=0 YgeCQ),

entdo u € C°()) e Au=0.

Demonstragao:
Mostremos? que u satisfaz a propriedade do valor médio (A.2.3) donde
poderemos concluir que # é harmonica em (2.

Consideremos a fungdo v : 8 — IR definida por

y—z|?~-r?)P° se ly—z|<r
I UEE Y B 2
0 se ly—zl>r
Assim definida, temos que v € C3().
Calculando Av obtemos
Ap = 6(7T|y — z[* —10r2ly — 2>+ 3rY) se |y—z|<r (1.2.7)
0 se |ly—z|>r
Por hipotese, temos que
j[ < w(y)(Tly — 2| — 10r%|y — z|* + 3rt)dy = 0 (1.2.8)
y—o|<r

ZEsta demonstragio seguiu [24].
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ou ainda
] f u(y)f(p,r)dS, d, =0 (1.2.9)
0 Jly—zi=p
onde
f(p,7) = Tp* — 10r%p* + 3r* (1.2.10)
Para obtermos a propriedade do valor médio para u, basta calcularmos

algumas derivadas com respeito a r nas equagdes acima. Derivar (1.2.9) em

relacio ao parametro r corresponde a derivar a integral

/D Flp,r)dp , (1.2.11)
onde F(p,r) = fi,_p=, w(y)f(p,7)}dS,. Aplicando a regra de Leibniz para

derivagido de uma integral dependente de um parimetro, obtemos

%/ﬂ’p(p,r)dp - ] r)dp + F(r,r) (1.2.12)

= /ﬂ aF(p,r)‘cz,o (1.2.13)

pois F(r,r) claramente se anula.

Derivando (1.2.8) com relagdo a r e considerando (1.2.13), obtemos
fl o Ul =2l + 3%y = 0 (1.2.14)
—y|<r
Ainda com o argumento de (1.2.12) e derivando (1.2.14), obtemos
7‘/ u(y)dS. — 3 u(y)dy =0,
ly—zl=r y—al<r
isto é,

1 1
4mr? '/Iy**ZI:r u(y)ds; = 4rr3/3 Jy-zi<r u(y)dy .

Derivando a igualdade com relagéo a r, o lado direito nos fornece

d 1
—_ d =
dr [47!'?‘3/3 [y—-z|<r U(y) y] 471'?‘4/ fy-x| =p dS dp

4773 /y—xl:r u(y)dsr )

(1.2.15)

._i..
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Considerando-se (1.2.15) a tltima parcela na soma acima pode ser subs-

tituida por
] 3 1
a5 = S [ ds,
4777'3 ~/1.L"—Z|=r U(y) r47r? ly—z|=r U(y)
3 3
T rdxr3 /|y-zg5r uly)dy

q r
- 4drrd -/D /Iy—~::|=p U(y)dsp dp

Tornando claro que

d l 1 u(y)dy] _0. (1.2.16)

dr |47r3/3 Jy—sisr

Portanto, chegamos a

d| 1
E lm ]ly__.,:I:r u(y)dS,] =0.

Podemos concluir que

[ ulgas,=c=
ly—z|=r

471'1‘3/3 ty—z|<r ¢

1
4dr?

(y)dy .

O lado esquerdo da equagzo acima € uma fungio de r, constante. Assim,

podemos calcula-la para r = R, nao alterando o seu valor

1 1
4n 2 ~/E‘y—mI=R uly)dSe = C = 4rr3/3 Jyy-zl<r u(y)dy -

Tomamos o limite do lado direito r — 0. Da continuidade de u, podemos

usar os teoremas de Fubini e do Valor Médio para Integrais, [19], obtendo

u{z) = C. Assim provamos que

u(z) = 4;}22 f|y“xi=n u(y)dSr (1.2.17)
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satisfazendo a propriedade do valor médio em . Logo, « é harmonica em

{1, donde u € () e Au=0em {1 =

A importancia do resultado anterior para a resoluc¢do do problema (1.1.1)

torna-se mais evidente no préximo coroldrio.

Corolario 1.2.18: Se F e INO entdo F € C™(Q) e existe uma fungdo
harmoéntca h, h: 1 = IR tal que F=Vh.

Demonstragao: Suponhamos que §2 seja simplesmente conexo e, para sim-
plificar as contas, que a origem pertence a . Segue-se do teorema {1.2.4)
que F € C*(Q). Seja z = (21,22,23) € . Definamos h: & — R como a

integral de linha ao longo do raio r unindo a origem a e z, isto é,

We) = [ Flalr))-2'(r) dr

onde z(7) denota o caminho z{7) = rz.
Observemos que, para qualquer curva lisa por partes, simples e fechada

a C (1, bordo de uma superficie D, decorre do teorema de Stokes que
f F(z(r)) - 2'(7)dr :va xF.dS=0,

pois F' € um campo Iirrotacional.

Calculemos a derivada %‘1. Por definigao:

8h _ l_ h(u"‘:],i‘g, 33) - k(.?.',‘] —|— Awl,.’l}'g, 5‘33)
- = 11 .
62}1 azy—0 A$1

Termos

Il

h(z) fa Fla(t) - o'(t)de
ho+(8200,0)) = [ F(B)-p(0)de
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com a0) = B(0) =0, o(1) =z e B(1) = z + (Az,,0,0):

x
xX+Ax

0

Claramente os caminhos o e § podem ser unidos pelo caminho
(1) = (=1, x2,23) + 1{Az1,0,0) , t € [0,1]
formando uma curva fechada. Assim
fa o Flele)) - /(e)ds =0
donde podemos concluir que
h{z) — h(z + (Az1,0,0)) = L Fly(1)) -~ (8)dt .

Portanto
Ok o F(y(®)) - v'(t)dt
0z, Azy—0 Az
fo F(1(t)) - (Azs,0,0)dt

az;—0 Axy

= Jim [ i)

QI]. —}

e quando Az, tende a zero, vemos que a curva - se comprime no ponto z.
Logo
oh

o0 = (1.2.19)

Podemos proceder de forma anéloga com as derivadas de k& em relacio a z;

e z3, mostrando que Vh = F.
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Portanto h é harmonica:

Ah = V-Vh
= V-F=0, (1.2.20)

pois F' é solenoidal.
O argumento acima se estende facilmente ao caso de (2 nao ser esférico,
hipétese que utilizamos tacitamente na definicdo de k. Para isto, tomamos

uma definicio recursiva de h:

h(z) = h(zo) + jo ' Fa(r) - '(r) dr

onde z(r) é o caminho z(7) = &7 + zo(1 — 7), cujo vetor velocidade esti ao

longo do raio £ — zp da bola de centro em =zo. [ |

Definicao 1.2.21: 5Seja ! C IR ™ um conjunto aberto. Dizemos que um
campo F' : § — IR " deriva de um potencial se existe uma funcao escalar u
continunamente diferencidvel tal que ¥ - Vu. A funcao u é dita o potencial

do campo F.

O corolério anterior nos garante, portanto, que o campo F € INQ deriva
de um potencial dado pela funcao A.

A titulo de curiosidade enunciaremos alguns resultados sobre os campos
potenciais, as demonstracées podem ser encontradas em [18]. A referéncia
[12] traz a interpretacdo destes resultados sob o ponto de vista da Fisica,

fornecendo intimeros exemplos que envolvem o conceito de campos potenciais.

Teorema 1.2.22: Seja F = (fy, fo, -, fu) um campo de classe C! definido

em um aberto U CIR ™. Se F € um campo potencial, entdo
DiszDjfi Vi:j=1)"°1n'
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O teorema anterior nos fornece um critério necessdrio para que um campo
seja potencial. Vejamos uma condigdo suficiente, para fixar idéias, conside-

remos n = 2.

Teorema 1.2.23: Seja a < b e ¢ < d nimeres. Seja F' um campo vetorial
de classe C1 sobre o retdngulo R = {(z,y) € R%la < z < bec <y <
d}. Suponhamos que F' = (f,g) € tal que suas fungoes coordenadas f e g
satisfazem: '

D2f = Dlg -

Entao F € um campo potencial.

Nao é dificil ver que o teorema se generaliza para n variaveis. Em
dominios mais gerais que retangulos nem sempre existe uma func¢ao poten-
cial para o campo de vetores, no entanto, podemos estabelecer o seguinte

resultado.

Teorema 1.2.24: Seje U C IR ™ um conjunto aberto e conexo. Seja F' um
campo vetorial continuo em U. Entdo as seguintes condigdes sdo equivalen-

ies;

1. F tem uma funcdo potencial em U.

2. A integral de F ao longo de dois pontos quaisquer de U independe do

caminho que une os pontos.

3. A integral de F' ao longo de qualquer curva fechada em U € igual a

ZETO.

Retornando ao nosso ponto de interesse, vejamos como aplicar os fatos
demonstrados em (1.2.4) e {1.2.18) ao problema de Dirichlet.
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Dada uma funcio f € C?({1) , observemos que do lema (1.2.1) decorre
VfeR*=1I Logo
VfFeI=Ga(IN0)

Ou seja, podemos decompor V f como sendo:
Vf=G+H ,onde GeGHeINO

Como G € G, G é um campo gradiente logo 3¢ € Hj tal que G = Vg . Isto
é:

Vf=Vg+H , onde gc Hj;HeEINO

Decorre do corolario (1.2.18) que H é o gradinte de uma fun¢o harménica

ky , donde obtemos:
Vf=Vg+Vh;,onde g€ Hy; Ahy =0 em §2
Logo, podemos concluir que,
g=f—honde Ah=0 em §I
e como g = 0 em Jf1, obtemos
f=hem 30

Em outras palavras, k& € a solugio do problema de Dirichlet:

Ah=0 em
h=f em 00

Observagao: Notemos que a decomposi¢ao de V f em um campo gradiente
Vg com um campo H € TN O nao é trivial, pois a principio n3o temos

informacdo do comportamento de V f na fronteira do conjunto {1,
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1.3 Os teoremas de Stampacchia e Lax-

Milgram

Iniciamos esta segao com alguns resultados® classicos da teoria dos espagos
de Hilbert, que serdo necessarios para a apresentacao do teorema de Lax-
Milgram e sua relagdo com o problema de Dirichlet (1.1.3) tratado neste
capitulo.

Ao que se segue H € um espago de Hilbert. Denotaremos por H' o dual
topoldgico de H, isto €, o espago vetorial dos funcionais lineares continuos
de H.

Teorema 1.3.1(Projeciao sobre um convexo fechado): Seja K C H
um conjunto convero, fechado e ndo vazio. Enido pare lodo f € H ,eriste

um #nico u € K tal que
| f-ul=minjf-v].

Além disso, u se caracteriza pela sequinte propriedade:

ue K 132
(f—uyo—u)<0 Yoek (1.32)

Denotamos u = P f = Projegao de f sobre K.

Proposicao 1.3.3: Sob as hipdteses do teorema anterior temos gue

| Pkfi—Pefa|SVA—F| Vi, o€ H .

5As demonstracdes podem ser encontradas em [1}, pp. 79 a 81.
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Corolario 1.3.4: Seja M C H um subespago vetorial fechado. Seja f € H.

Entdo u = Py f se caracteriza por

ue M (13.5)
(f—u,v)=0 YveM o

Além disso Py é um operador linear.

Teorema 1.3.6(Teorema de Representagao de Riesz-Fréchet): Dada
@ € H jexiste um tnico f € H tal que

(g0} =(f,v) YveH

Além disso, temos que

| £ 1=l e

Definigao 1.3.7: Dizemos que uma forma bilinear a(u,v): H x H - R é

1. continua se existe uma constante C tal que
| a(w,v} | Clullv]| Vu,v€ H,

2. coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

a(m,u,)20:|u.|2 Vue H.

Teorema 1.3.8(Stampacchia): Seja a(u,v) uma forma bilinear continua

e coerciva. Seja K um convezo, fechado € nio vazio. Dado ¢ € H' ezisie
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um unico u € K tal que paratodov € K,
a(u,v—u) > {p,v—u) . (1.3.9)

Além disso, se a € simétrica, entdo u se caracteriza pela propriedade

{ u€K (1.3.10)
3a(u,u) — (o, u) = minuex {3a(v,0) = (0,0)}

Para demonstrar o teorema de Stampacchia, utilizaremos o seguinte re-

sultado cldssico; cuja demonstragio pode ser encontrada em [5).

Teorema 1.3.11(Teorema do Ponto Fixo de Banach): Seje X um
espaco métrico completo e seja S : X — X uma aplicagdo tal que existe
k<1 com

d(Svy, Sva) < kd(v1,v2) Yvy,vz € X,

Entio § tem yum tnico ponto fize, u = Su.

Passemos & demonstrac¢ao do teorema de Stampacchia.

Demonstragao: Pelo teorema de representacio de Riesz-Fréchet existe f €

H tnico tal que

(‘Psv.) = (f,?)) YveH.

Por outro lado, para todo u € H fizo a aplicacdo v — a(u,v) é uma forma
linear, continua sobre H, e novamente pelo teorema de Riesz-Fréchet existe
um elemento de H, denotado por Au ,tal que a(u,v) = (Au,v) Vv € H. E

claro que A é um operador linear de H em H e que
| Au | Clu|Vue H
(Av,u) > a |u*Yuec H .
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Nosso problema consiste, portanto, em encontrar u € K tal que
(Av,o—u) 2 (fiv—uVveK .

Seja p > 0 uma constante que fixaremos mais tarde. A {ltima desigualdade
equivale a
(pf — pAutu—u,v—u)<0WWve K
isto é,
u= Px(pf — pAu +u).
Para todo v € K definamos Sv = Px(pf — pAv + v). Mostremos que se

p > 0 é convenientemente escolhido, entdo S é uma contragéo estrita, isto é,

existe k < 1 tal que
| Svy — Svp |[€k|vy—wp| Yo,v€ K.
Com efeito, pela proposigao (1.3.3) temos que
| Svy — Svg | (v1 — v3) — p(Avy — Avg) |
€ entao
| Svy — Svp |2<) vy — 02 | -—2,0(Avi — Avg, vy — vg) + p* | Avy — Avy P

<| vy —vg > (1 ~ 2pa + p*C?)

Fixando p > 0 tal que k> =1 —2pa + p*C? < 1 (tomar 0 < p < %5 ) vemos
que S admite um 1nico ponto fixo.

Suponhamos agora que a forma a(u, v) é simétrica. Entdo define um novo
produto escalar em H, cuja norma associada é equivalente a norma | - |. As-
sim H é também um espaco de Hilbert para este produto escalar. Aplicando
mais uma vez o teorema de representacao de Riesz-Fréchet, obtemos ¢ € H
tal que

(p,v) =a(g,v) YveE H .

29



Logo, (1.3.9) se escreve
alg—uw,v—u) <0 Yve H ,

isto é, u = Pxg , onde a projegao é tomada com relacdo ao produto escalar
definido pela forma bilinear simétrica a. De acordo com o teorema (1.3.1)

equivale a achar u € K onde se atinge

* _ _ 1!2
f,%]}{*m(g v,g—v)’%.

Isto é , minimizar sobre K, a{g — v,¢ — v) ou ainda

1
a(v,v) — 2a{g,v), ou ainda §a(u,v) — {p, v} .

Coroléario 1.3.12(Lax-Milgram): Seja a(u,v) ume forma bilinear, con-

tinua e coerciva. Entdo para tode @ € H' existe um dnico u € H tal que
a(u,v) = {p,v) VYwe H .

Além disso, se a € simélrica, entdo u se caracterize pela propriedade

ueH
{ %a(u’u) — (QO,‘U,) = minﬂEH{"lia(U,‘U) _ (‘P,U)} (1313)

Vejamos a aplicagio deste resultado para o estudo do problema de Diri-
chlet {1.1.3).

Consideremos a forma bilinear simétrica ¢ : Hy X Hy — IR dada por

alu,v) = /ﬂVu Vo
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e o funcional ¥ : H! — IR dado por

F(v)=fn¢'v

Aplicando o teorema de Lax-Milgram, encontramos um tnico v € Hy que é
a solugio fraca do problema de Dirichlet (1.1.3), devido a defini¢do da forma
bilinear e do funcional associado. Observemos ainda que o teorema de Lax-
Milgran garante que esta solugdo u satisfaz (1.3.13), ou seja é o minimo de
um certo funcional .

Para encerrar este paragrafo fagamos alguns comentarios sobre o teorema
de Stampacchia. Expressoes do tipo (1.3.9) séo chamadas desigualdades va-
riacionais. Aqui esta equacdo apareceu como uma condigdo suficiente para
o problema de minimizagio do funcional ®(v) = a(v,v) — 2(é,v) (que no
paragrafo (1.4.1) a seguir sera melhor explorado) no caso em que a forma
bilinear a(u,v) é simétrica, e possibilitou a resolugao do problema que en-
focamos, na verdade, (1.3.9} é também uma condi¢io necessaria, como esté
demonstrado em [23].

Suprimindo-se a hipdtese de simetria em a(u,v), o teorema de Stampac-
chia ainde garante a existéncia e unicidade de uma func¢io u que satisfaz 3
(1.3.9). A referéncia [22] é um artigo onde os autores Lions e Stampacchia
obtiveram generalizacoes deste resultado e aplicagbes do mesmo.

Neste aspecto reside a importancia do teorema de Stampacchia e permite
sua grande aplicabilidade na resolugio de problemas de equagées diferenci-
ais parciais eliticas, onde as solugdes devem satisfazer certos vinculos. Sob
o ponto de vista abstrato, isso requer que a solucio do problema esteja em
certos conjuntos convexos K do espaco de Hilbert. Foge ao espirito deste
trabalho aprofundar esta questdo, o leitor interessado pode consultar as re-

feréncias [7, 22, 23, 24] para apreciar esta teoria.
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1.4 Método de Dirichlet

Ao Jongo desta segao {1 serd um dominio limitado, contido em IR *, cuja
fronteira denotaremos por 9€1.

O problema de Dirichlet pode ser convertide em um problema de Célculo
das Variagoes conhecido como Principio de Dirichlet.

Dadas fungdes u,v € C1(Q) , definimos a forma hermitiana D por
=f{Vu-Vuvd 1.4.1
D(u,v) /Q w-Voude (1.4.1)
A integral de Dirichlet de u € C'(f) é definida por
D(u,u) = ] IV uf? de . (1.4.2)
a

Por simplicidade, abreviaremos D(u,u) por D(u).

Vamos fazer uma reformulagao do problema (1.1.1).

Problema de Dirichlet Variacional: Dada uma fung¢io ¢ € H'(2), encon-
trar uma funcdo u € H'(Q) tal que u — ¢ € H}(N) e ||u||4 seja a menor
possivel.

Mostraremos que a solugdo do problema de Dinichlet variacional é a
mesma e unica solugdo do problema de Dirichlet generalizado, proposto na
segao 1.

Antes necessitamos de alguns teoremas de cariter geral.

Teorema 1.4.3: Dada uma fungio w € HY{(Q) temos que w ¢ harménica

em (} se, e somente se, w € ortogonal a HY{() com respeito a D, isto é,
D{w,v) =10

para qualquer v € H}(Q).

Demonstragao:

32



Decorre do teorema de Green (A.2.8) que, se w € C1(Q) e v € C§(R),
entao

/nwAv dz = —D(w, v)

pois v se anula na vizinhanga da fronteira de {}. Passando o limite, temos
que esta equagio permanece verdadeira para w € H'(). Obtemos assim as

seguintes equivaléncias:
1. w é harmonica em  ;
2. w é solugdo fraca de Aw =0
3. foqwAwv dz = 0 para toda v € C§°(€2);

4. D(w,v) = 0 para toda v € H} ().

Teorema 1.4.4: O problema de Dirichlet variacional tem no mdzimo uma

solugdo.

Demonstragao:

Suponha que u e v 330 duas solucdes, entdo para qualquer ¢ temos
D(u + e{v — u)) = D(u) + 2eD(u, v — u} + ezD(u —v) 2> D(u), (1.4.5)

pois (v —u) € Hi(R?). Claramente, a fungdo quadritica de € que aparece
em (1.4.5) atinge seu minimo em dois valores de ¢, e =0 e € = 1. Isto s6 é
possivel se esta fungéo for constante, o que implica que D(u — v) = 0. Pela

desigualdade de Poincaré (A.1.9), temos que
2
— dr =0
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ou seja, u = v. |

Teorema 1.4.6: A selugdo do problema de Dirichlet generalizado, se exis-

tir, é a solugdo do problema de Dirichlet veriacional.

Demonstracao:

Seja u a solugdo fraca para (1.1.1) e w qualquer fungao satisfazendo a
condigao de fronteira, isto é, w — ¢ € H3 ().

Ent3o pelo teorema (1.4.3) D(u,w — u) = 0 e portanto

D{w} = D(u) + D{w — u) > D(u)
mostrando que % resolve o problema variacional. |

A seguir apresentaremos duas maneiras de seguir este problema, a pri-
meira utilizando resultados de Anilise Funcional e Topologia Geral, e a
segunda introduzindo o conceito de sequéncia minimizante. Veremos as
relagoes existentes entre estas duas formas € os métodos anteriores, bem

como as vantagens de uma e outra na secgio 6.

1.4.1 Método de Dirichlet via Topologia Geral

Nesta secgdo enunciamos varios resultados de Topologia Geral e Analise Fun-

cional que iremos precisar. As demonstracdes podem ser encontradas em

[20],(6][41,[1].

Definigao 1.4.7: Uma fungdo real f : X — IR definida em um espaco

topoldgico ¢ semicontinua inferiormente se a imagem inversa, pela f, de qual-
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quer semi-reta aberta (a, +o0o) é um aberto de X.

Teorema 1.4.8: Seja f: X — IR uma fung@o real semicontinue inferior-

mente definida em um espago topolégico compacto. Entio:
1. [ é limitada inferiormente,

2. existe zp € X tal que

flao) = inf f

Demonstragao:

1. Como

X= Uﬁz;}o _1(—‘]’!..,00)

segue-se do fato de X ser compacto, que existe ng inteiro positivo, tal
que
X = Uiz £ (=n,00),
o que mostra que f(z) > —np para todo z € X,
2. Seja K o infimo de f em X. Suponhamos por contradi¢do que k ndo
seja atingido. Entdo
n=1

X = Ur=e® 3k + =, 00)
n

Usando a compacidade de X, obtemos um n; tal que

X = Uigie [ k4 2, 00),

o que implicaria que f(z) > k +ng' para todo z € X. Isso contradiz

o fato de & ser o infimo de f em X.
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Definigdo 1.4.9: Uma funcdo real f : X — IR definida em um espago
topolégico X é seqiiencialmente semicontinua inferiormente se, para toda

sequéncia convergente em X, &, — z, tivermos que

f(z) < Lim inf f(z,)

Pode-se demonstrar os seguintes fatos:

1. toda fungéo semicontinua inferiormente é seqiencialmente semiconti-

nua inferiormente;

2. em espacos que satisfazem o Primeiro Axioma de Enumerabilidade (em

particular, em espacos métricos ) os dois conceitos sdo equivalentes .

Estamos interessados no conceito de semicontinuidade inferior em espagos
de Banach munidos da topologia fraca. Relembremos este conceito.

Seja E um espago de Banach e denotemos por E’ seu dual topoldgico,
isto €, o conjunto dos funcionals hineares continuos em E. A colegio de todos
os conjuntos V(A, e) definidos a seguir constituem uma base de vizinhangas

do 0 para a topologia fraca de E.
V(A, €)= {z € E tal que |7'(z)| < ¢,2" € 4},

para todo subconjunto finito A de F' e todo € > 0.
Seja A um subconjunto limitedo de um espaco de Banach F, e em A

consideremos a topologia induzida pela topologia fraca de E. Temos entio:

1. Se f : A — IR for seqliencialmente semicontinua inferiormente, e o dual

FE’ de F for separavel, entdo f é fracamente semicontinua inferiormente.
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De fato, a demonstracao deste item segue-se do seguinte resultado: “A
topologia fraca da bola unitiria fechada de um espago de Banach ¢é
metrizavel se e 56 se B’ for separavel” [6] . Em particular, o resultado é
valido se E for reflexivo e separavel, pois neste caso, E' sera separivel

também.

2. Se f: A — IR for fracamente seqiiencialmente semicontinua inferior-
mente e E for um espago de Banach reflexivo, entao f é fracamente

gsemicontinua inferiormente.

A demonstragio deste fato reside em que “sendo A um conjunto limitado
num espago de Banach reflexivo, entao para todo z na aderéncia fraca de A
existe uma seqiiéncia (z,) de pontos de A que converge fracamente para z”.
Insistimos no fato da necessidade da limitac¢do de A; ha um exemplo devido a
Von Neumann de um subconjunto (ndo limitado) A de um espago de Hilbert,
tal que 0 pertence 4 sua aderéncia fraca, mas ndo existe nenhuma seqiiéncia
de elementos de A convergindo para 0, [6].

Reunindo os resultados anteriores e o teorema (1.4.8) concluimos que:

Teorema 1.4.10:  Sejam X a bola unitiria fechada de um espago de Ba-
nach reflezivo, e f : X — IR uma funcdo fracamente segiiencialmente se-
micontinua inferiormente. Entao f é limitada inferiormente e assume seu

infimo em X.

Vejamos as relagbes entre esses resultados € o problema (1.1.3).

Consideremos o funcional ® : H}(€}) — IR dado por:

®(u) = %D(u)— fo du (1.4.11)

que esté definido em todo o espago H}(R) ; e D() é como em (1.4.2). Se

ug for wum minimo ( ou, mais geralmente, um ponto critico) de ® entio ug
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é solugdo do problema de Dirichlet generalizado formulado anteriormente.
De fato, (1.1.17) é a equagio de Euler Lagrange * do funcional definido em
(1.4.11). Portanto, estamos interessados em encontrar um ponto critico para
o funcional em (1.4.11). Neste ponto, utilizamos os resultados anteriores,
antes, porém, necessitamos de um teorema sobre os espagos de Sobolev, cuja

demonstracgio pode ser encontrada em [1].

Teorema 1.4.12(Teorema de Imersao de Sobolev): Suponhamos que
Q seja de classe Ct. Entdo a incluséo H(Q) C L*() é compacta; isto €,
uma segtiéncia limitada (u,) em H() possui ume subseqiiéncia convergente
em L*((2).

Usando, sucessivamente, a desigualdade de Cauchy-Schwartz para fungées
de L? e a Desigualdade de Poincaré (A.1.10), obtemos:

1 1 1
(u) 2 5llullzy — N llmllullez > Slluliz — C*léllllully
Portanto, existe K > 0 tal que
O(u) > 0 V|ullg; > R. (1.4.13)

E imediato que o funcional é fracamente seqiiencialmente semicontinuo in-
feriormente. De fato, a norma de qualquer espago de Banach o é, e pelo

teorema de imersao de Sobolev a aplicagao

ue HY(®@) - [ pu

é fracamente seqiiencialmente continua. Como Hj(§1) é um espaco de Hilbert,

segue-se que podemos aplicar o teorema (1.4.10) para concluir que existe
ug € HY Q) , ||ug||H& < R tal que

B (uo) = min{®(u) : [[ullg < B} -

4Para o leitor interessado recomendamos a referéncia 19
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Como ®(0) = 0 segue-se ®(up) < 0 e consequentemente, Hu0||H01 < R, em
vista de (1.4.13). Vé-se também que up é o miimo de & em todo Hj().
De acordo com o que estudamos, up € a solugio do problema de Dirichlet
generalizado (1.1.3).

O procedimento acima para a equagao (1.4.11) é essencialmente o que foi
exposto na secgdo 1.3. Entretanto, esta técnica de Calculo das Variagdes é
muito Gtil na resolucio de certos problemas lineares e nao lineares.

Por exemplo, seja f : IR — IR uma funcio continua limitada e considere

o problema de Dirichlet nio linear:

{ ~Au= f(u) em Q

(1.4.14)
uw=>0 em Jf)

O problema generalizado associado é: determinar u € H}(2) tal que

/ﬂVu-szfnf(u)-v Vv € Cg(R) (1.4.15)

O segundo membro de (1.4.15) faz sentido porque f(u) € L%(Q}) quando
u € L%(f)); mais ainda, f(u) € L=(Q). O funcional & : Hj(}) — IR
assoclado & equagao de Euler-Lagrange (1.4.15) ¢ dado por

O(u) = %D(u) —/ﬂF(u), (1.4.16)

onde F(t)= [ f(s)ds, t€IR .
Note que a segunda integral em (1.4.16) faz sentido porque

|F(t)| < C|t| Vte R (1.4.17)

e, conseqgiientemente, F(u) € L*(?), quando u € L*(Q). Usando (1.4.17) e a
desigualdade de Poincaré (A.1.9), obtemos

1
®(w) 2 3 |ull* - Culful]
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onde () é uma constante que depende somente de C' em (1.4.17) e do volume

de (1. Logo existe R > 0 tal que

®(u) > ®(0), Vilu||> R. (1.4.18)

A idéia é aplicar o teorema (1.4.8) ao funcional @ restrito 3 bola Bp(0)
de H}(§). Para tanto, resta mostrar que & é fracamente seqiiencialmente
semicontinua inferiormente, e para isso basta provar que, se u, converge

fracamente para u € H}({?), entdo

/ Plu) — [ Flu). (1.4.19)

Isto, porém, se segue do teorema de imersdo de Sobolev, que implica que
u, — u em L?(Q), e do fato que F(u,) — F(u)em L*(£}} como conseqiiéncia
de (1.4.17). Decorre de (1.4.18) que ug satisfaz ||uo|| < R e entdo, ug é solugio
de (1.4.15).

Um outro tipo de operador diferencial que pode ser tratado por estas

técnicas € o chamado p-Laplaciano, dado por:
Apu =V - ([Vul?Vu) (1.4.20)

Este operador coincide com o Laplaciano usual quando p = 2. Dado f € L¥

onde 1 4+ 1 =1, consideremos o problema de Dirichlet
I ’

-Aju=f em §
©u=0 em Of}

Como no caso do Laplaciano usual, consideramos o funcional
d(u) = f Vul? — f fu

que agora estd bem definido no espago de Sobolev W;™(Q). Prova-se de

maneira analoga que ® é fracamente semicontinuo inferiormente numa bola
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de Wy *(£2) que é um espago de Banach reflexivo. Conseqiientemente, pode-se
aplicar o teorema (1.4.10).

QOutras aplicagbes referentes ao p-Laplaciano podem ser encontradas em

[27].

1.4.2 Método de Dirichlet via seqiiéncias minimizan-

tes

O que apresentamos a seguir tem um grande interesse histérico, pois € es-
sencialmente esse o procedimento usade por Hilbert em seu famoso trabalho
sobre o Principio de Dirichlet.

Consideremos novamente D{u) como em (1.4.2). Como D(u) nao pode

ser negativo, podemos definir d como se segue
d =inf D(u) ,

onde u € H* (), u — ¢ € Hi(£2).
Embora nfo seja 6bvio que exista uma funcio para a qual o infimo é

atingido, podemos determinar uma seqiiéncia de funcoes (u,) tal que
D(u,) — d,

onde, paratodon € N |, u, € H', eu, — p € Hj.
A seqliéncia (uy) € denominada segiéncie minimizante.

Destacamos duas propriedades das seqiiéncias minimizantes.

Lema 1.4.21: Dado g € Hj() temos que
D{uj,g) — 0

quando 3 — oo.

Demonstracao:
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Por continuidade, basta estabelecer o lema para g € C§°(f2). A forma

quadrética em ¢
D(u; + eg) — d = D(u;) +2¢D{u;,9) + €D(g) — d

é nao negativa para qualquer ¢, pela definicdo de d e pelo fato de que u;+eg €
HY(Q).

O discriminante da forma quadratica em € precisa entdo ser ndo positivo,

isto é
[D(us,9))" < [D(u;) — d|D(g) (1.4.22)
E como
ID@)llg < M e D(uy) =% d
o resultado segue. [

Lema 1.4.23: A seqiéncia minimizante (u;) € de Cauchy em H(Q).

Demonstragao:
Da identidade

D(u; — ug) = Dl(uj,u; — ug) — D{ug, uj — ui)
decorre que

[D(u; —u)| = [D(ujyu; — ur) — Dlui, uj — )|
< [ D(uy,u; — un)l + [ D2, v — ug)| -

Segue-se, usando a desigualdade (1.4.22) do lema anterior, que

D(u; —w) < (D(w;) — )" (D(u; - ws))* +
+ (D(we) — )Y (Dl{uy — wp))* (1.4.24)
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Como existe M > 0 tal que D(u;) < M para todo j, pois D{u;) é limitado
pela norma de H', temos de (1.4.24) que

D(u; —ui) — 0. (1.4.25)

Lembrando que para todo j € N, u; — p € Hj, segue, pela desigualdade
de Poincaré (A.1.9), que

luj — uklle = i — @) = (ue ~ @)
< CD(uj— ¢ —ue+¢) = CD(u; —ux) — 0,

o que, com (1.4.25) implica que |ju; — w||; — 0. |

Usaremos a seqiiéncia minimizante para construir a funcdo minimizante
que resolverd ambos os problemas, o variacional € o generalizado.
Para R > 0, seja Qg o conjunto dos pontos z € €} tais que dist(z,00) >

R. Definimos em Qg wmna fungo u; r como
ua(e) = (R [ usly) dy
onde B = Bgr(z) e w, é o volume da bola unitaria.

Lema 1.4.26: A segiiéncia (u;r) € uniformemente convergente em Qp.

Demonstracgao:

Pela desigualdade de Schwartz, temos

2

IA

|us,r(%) — ur,r(2)]

(B2 | [ (w50) — us(v)) ]
< (wnR“)‘sz dy[B(uj(y) —u(v)” dy

(waB) " s —uall

IA
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e esta Ultima expressdo tende a zero, em virtude do lema anterior. "

O lema precedente nos permite determinar uma fun¢éo continua em Qg:
up = lim; o u; p. A fung¢do ug(z) parece depender de R. O lema a seguir

mostra que isto nao é o caso.

Lema 1.4.27: Sejo r < B. Entdo u, coincide com ug em Qg.

Demonstragao:

Associado a um ponto z° € Qp, definamos a fun¢io

ﬁ(?"z_“ _ Rz"“)lx _ mﬂlz(r—n - R—n) se |.’B _ x(]l 5 r
2_},;“37“30|2_n_Rz_“)+(|~"f“$0|2_n_ J:I:—-.TL‘OIZR_“)
se r<{z—z% <R

se [z—2% >R

ofz) =

o

Derivando vemos que a(z) € C1(Qg). Como tem suporte compacto em
2, segue-se que
D(u;,a) = 0.

Aplicando o Teorema da Divergéncia (A.2.1) as trés regides B,, Bp — B,
e {1 — Bg, temos

D(u;,a) = ——/ u;Aa dr .

Bg
Mas,
Aa = 20(r™"—R™) em B, e
Ax = —2nR™ em Bp—B..
Assim

D(‘UJ',OI) =2nR™™ ./BR u; dz — 2nr™" .[B,. Uy dx
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e quando 7 — oo

0 = 2nw,ur(z”) — 2nw,u(2°)

isto &, u,(z%) = ug(z). |

Deste modo, a partir de uma seqiiéncia minimizante (u;), determinamos,
tomando médias aritméticas e passando o limite, uma tnica fungio u(z),
continua em ). Mostremos que u(z) é a solugio para o problema variacional.

Precisaremos de alguns resultados.

Lema 1.4.28: Seja A um comjunto tal que vol(A) é finito. Entdo dado
€ > 0, existem bolas abertas disjuntas By = B, (21),--+,By = B.,(zn)

contidas em A e tais que

ri<e j=1,--,N

vol( A —UB;) < ¢

Demonstragao: Veja [12], pp. 158. |

Lema 1.4.29: Sejo (ur) uma seqiéncia minimizanie e seja v ¢ funcdo
continua @ ela associada pelo processo das médias aritmétices. Entio, para

gqualquer subregido A CC 2, temos

/A(uk—u) dr - 0, k—o0. (1.4.30)

Demonstragao:
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Dado € > 0, determinamos, pelo lema anterior, bolas B,,---, By de raio
menor que ¢ e tais que o volume do conjunto A’ = A\(UB;) é menor que
e. A integral acima se decompée em N + 1 integrais, cada uma das quais €

majorada por:

Ij‘;'(uk—u) dz

Esta, pela desigualdade de Schwartz &€ menor que

< jA' lug| dz 4 ellleajdu(:r)l . (1.4.31)

2 |ugl| + ¢ nax lu(z)| (1.4.32)

As integrais sobre as bolas sdo assim estimadas.

[B (uy —u) dz

§

[PAN

+

ij(uk —u(z;)) dz /B_(u(:c_,') —u) dz

F) 7

< war gy, (25) — ulz;)| + war} p(e) (1.4.33)

onde p(-) é o médulo de continuidade da funcdo u(z) que é continua em A.

De (1.4.33), concluimos que

N N
Z: /B. < vol A [g |tk r5(25) — u(z;)] + P(ﬁ)] : (1.4.33)
Entdo (1.4.31), (1.4.32) e (1.4.33) implicam (1.4.30). -

O lema nos fornece o seguinte resultado:

Coroldrio 1.4.34: A fungdo u(z) € harménica em Q.

Demonstragao:
Mostremos que u(z) satisfaz a Propriedade do Valor Médio (A.2.3). Ora,
pelo lema (1.4.28)

]jg(uk—u)d:!::j;;ukdz—-]l;udz — 0.
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Mas, pela definigio de u:
u(y) = lim(w, R*) ™ /B up dz

e das duas relagdes acima decorre o corolario. |

Teorema 1.4.35: Seja (ur) uma seqiéncia minimizanie ¢ seja u a fungdo
continua a ela associada pelo processo das médias aritmélticas. Enitdo pare

toda subregido §' CC Q) temos
/ (up —uwjvde — 0
o
qualquer que seja v € L,(1) N CO(9).
Demonstragao:
Sendo v € C%fY) e dado € > 0, existe uma fungo simples w tal que
(z) —w(z)|<e, €Y

onde w(z) = w; para ¢ € Aj, UL Aj = © e wy,wy,- -, wn sdo nimeros
reais.
Mas

‘/ﬂ:(uk —u)v do

< |]’(uk—u)(v—w) de +|/ﬂf(uk—u)wd$
L}_(uk——u) dz

H

N
< ce+ E |wn|
=1

onde ¢ € uma constante.

A demonstracgo segue do lema (1.4.28). |

Do teorema anterior e do lema (A.1.11), segue que a fungio u definida

pelo processo da sucessdo minimizante € a solu¢do do problema variacional.
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Portanto,
Teorema 1.4.36: A funcdoue H' €tal queu—p € H} e D(u)=4d.

O teorema anterior assegura a existéncia de uma fun¢io u que é a solugio
fraca (1inica !) do problema de Dirichlet (1.1.1).

1.5 Método de Perron

Seja 2 C IR ™ um dominio limitado. Mostraremos através do conceito
de fungio barreira, condigao necesséaria e suficiente para solubilidade do pro-
blema de Dirichlet (1.1.1).

Utilizaremos o método de Perron de fungdes subharmaonicas, o qual distin-
gue o problema da existéncia de solugéo no interior de 2 do comportamento
desta na fronteira.

Antes enunciaremos dois resultados® sobre funcdes harménicas.
G

Teorema 1.5.1: Seja B = Bp(0) uma bola de centro O e raio R e ¢ uma

func@o continua sobre B. Entdo a funcdo u definida por

R?-|=f? w(y)dsy )
u(m) — { nwn R f&B |:_r:—y|“ sc T E B! (15.2)

o(z) se T € 0B

pertence a C2(B) N C%B) e satisfaz Au=0 em B.

Teorema 1.5.3: Qualquer seqiéncia imitada de fungoes harmonicas em

um dominio §} contém uma subseqiéncia convergindo uniformemente sobre

5 As demonstracgtes pode ser encontradas em [15]. No caso de dimensdo n = 2, apre-
sentamos no capitulo 2 um método de obter essa formula usando Séries de Fourier.
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subdominios compacios de ) para uma funcdo harménica.

Definigao 1.5.4: Uma funcio u € C°) é chamada subharménica em
Q) se para qualquer bola B CC £ e qualquer funcio h tal que Ah =
0 em B e u<h na 0B ,tivermos u < hem B.

Definigdo 1.5.5: Uma fungao u € C°(Q) é chamada superharménica em
() se para qualquer bola B CC ) e qualquer funcéo & tal que Ah =0 em B

eu > h na 0B, tivermos u > h em B.

Exemplo 1.5.6: Tomando n = 1, temos que as fungdes subharmaonicas sio
as fungbes continuas e convexas, enquanto que as superharméonicas sdo as

continuas cdéncavas. As harménicas sao as retas.

Lema 1.5.7: Valem as seguinies propriedades de fungées subharmonicas e

superharmonicas:

1. Se u € subharmdnica (superharménica), entdo —u € superharménica

(subharmonica).

2. A soma de duas funcdes subharmonicas (superharménicas) é subharmé-

nica (superharmonica).

3. Sewu é subharménica e v € superharmoénica, entdo u—v € subharménica.

Em particular, se v € harménica, entdo u — v ¢ subharménica.

4. Se u ¢ harmdnica em um dominto §) entdo u salisfaz a forma forte do
Principio do Mazimo (1.1.5) em ().

5. Sejem u subharmonica e v superharmonica em um dominio imitado O

comv > u em I Entdo, ouv>uem Q ouv=uem .
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6. Seja u um fungdo subharmonica em e B uma bola estritamente con-
tida em 2. Denotemos pordu a funcio harménica em B tal que i = u
em OB dada por (1.5.1). Definindo a funcio levantamento harménico

de u em B por:

B u(z) se x € B;
Uia) = { u(z) se r€Q-B (1:58)

Temos que U € subharmonica em €1;
7. Sejam uy,uq, - -, Uy, funcdes subharmonicas em (). Entdo a fung¢do
u(z) = mazr{uy, g, , Un}

¢ também subharmonica em 1.

Demonstragfio: As propriedades (i), (ii) e (iii} seguem-se trivialmente das
definigoes .

(iv) Suponhamos que exista um ponto y &€ (2 tal que

u(y) = supu = M.
0

Seja Qpr = {z € O tal que u(z) = M}, temos que Qpr # V. Seja z € Qpy um
ponto arbitririo e consideremos Bp(z) uma bola de raio R centrada em 2
compactamente contida em . Seja () a fungio dada pelo teorema (1.5.1)
tal que T = u em 8Bg(z) € A% = 0 em Bg(z), onde @ € C?(B) 1 C%(B).

Da subharmonicidade de u, segue-se que v — % < 0 em Bg(z). Logo

M =supu > sup u= sup u>u(z) > ulz) =M.
Q 8Bx(z) 8Bg(z)

A segunda desigualdade segue-se do fato de que % harmonica em Bg(z) im-
plica que

sup® > (z) > infu Vz € Bgr(z).
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Assim,

M =%u(z)= sup u
9B g(z)

e, usando o fato que A% = 0 , pelo Principio do Maxime (1.1.5), obtemos que
% = M em Bpg(z), implicando que v = M em 8Bg(z). Variando R obiemos
que v = M em B e, portanto, {1;s é aberto.

Logo, ! = Qs € u é uma funcio constante.

{(v) Suponha que v < u € v # u em {I. Entao em algum ponto zy € {1,

temos
0 <M = (u—v)(zo) =sup(u—v).
)

Podemos assumir que existe uma bola B = B{xzg) tal que u — v # M em
O0B. Denotemos por %, 7 as fungbes harmonicas, respectivamente iguais a u

e v em dB, dadas pelo teorema 1.5.1, segue-se que
M = sup(u—v) > sup{u—v) > sup(u—7o) > (u—9)(z0) > (v—v)(xo) = M.
Q 5B 2B

Logo,

M= su}%)(ﬁ —7)=(u—?)(zo) onde zg €B.
2

Como @ — 7 é harmonica em B, segue-se pelo Principio do Maximo (1.1.5)
que T—7 = M em B e, portanto, u—% = M em 0B, coniradizendo a escolha
de B.

(iv) De fato, seja B' CC {1 qualquer bola em Q e seja h harmonica em
B tal que h > U em 0B'. Como u £ U em B’ temos que u < h em B’
e, portanto, /' < h em B’ — B. Ainda, como U é harmdnica em B, pelo
Principio do Méximo (1.1.5), U € kem BN B'. Assim, U <hem B'e U ¢é
subharmonica em (1.

(vii) Sejam B CC e h uma funcio tal que Ah = 0 em Beu <
h em 99 Logo u(z) = max{ui(z),us(z), ,un(z)} < h(z) implica que
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g < b, o-,un, < hem 0B. Pela subharmonicidade das fungbes u; temos
que u; < h em B para todo ¢ =1,---,n. Logo

11151%351{15,-(:1:)} = ux) < h(r) em B.

Assim, u é subharmonica em 2. [ |

Definigao 1.5.9: Consideremos §) C IR ™ dominio limitado e  uma fun¢ao
limitada em 8Q. Uma fungao u € C%(€1) subharmonica é chamada subfungdo

relativa a p se satisfaz u < @ em 99,

Definigdo 1.5.10: Consideremos £ C IR™ dominio limitado e ¢ uma
fungdo limitada em 8%2. Uma funcio v € C%(R) superharménica é chamada

superfuncdo relativa a ¢ se satisfaz v > ¢ em 06).

Observe que a classe das subfungoes é nao vazia pois a funcgie constante

¢ = minago{|e(z)(}

¢ uma subfungao (andlogo para superfungdes trocando min por max). Pelo
Principio do Maximo, qualquer subfun¢do ¢ menor ou igual a qualquer su-
perfuncio . Em particular, func¢des constantes menores ou iguais ao infimo
de ¢ em 990 sdo subfuncoes .

Seja S, o conjunto de subfungoes relativas a .

O resultado basico do Método de Perron esta contido no seguinte teorema:

Teorema 1.5.11: A fungdo

U(z) = sup{v(z)}

vES,
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¢ harménica em €.

Demonstracio: Primeiramente notemos que a fun¢do de Perron € limitada
em (1. De fato, seja M = maxag |p| € v € S,. Como v é subharmdnica em
1 e continua em §, pelo Principio do Maximo, 0 maximo de v é assumido
em um ponto da fronteira de 2, considerando agora o Principio do Minimo,
segue-se que para todo v € S, [u(z)| £ M, o que resulta [U(z)] < M. Para
mostrar que U/ é harmonica mostremos que o é em qualquer bola Br(y), de
raio B e centrada em y, compactamente contida em §2.

Pela definicdo de U, existe uma seqiiéncia {v,} C S, tal que limv,(y) =
U(y). Podemos assumir que a seqléncia v, € limitada se considerarmos a
seqliéncia v, = max(vy,1nf ).

Definamos V, como sendo o levantamento harmonico de v, em B, isto é,

Vi(z) = { (@) seaeB; (1.5.9)
v(z) se z€Q—-DB

Entdo, V,.(z) € S, e imV,(y) = U(y).

Pelo teorema 1.5.2, a sequéncia V,, contém uma subseqliéncia V,, conver-
gindo uniformemente, em qualquer bola B,(y) com p < R, para uma fungio
v que € harménica em B. Claramente v < U em B e v(y) = U{y).

Mostremos que v = U em B. Suponha, por absurdo, que existe z ¢ B
tal que v(z) < U(z). Entio existe uma fungéo © € S, tal que v(z) <
%(z). Definimos wp = max(%,V,,) e consideramos Wy os levantamentos
harménicos de wg. Obtemos, como anteriormente, uma subseqiiéncia de
{wg} convergindo para uma fungio harménica w satisfazendo v < w < U em
B e v(y) = w(y) = U(y). Pelo principio do Maximo, precisamos ter v = w

em B e isto contradiz a defini¢io de %.
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Assim, U/ é harmonica em §2. .

A importéancia deste resultado para o nosso problema reside em que ob-

temos o seguinte resultado:

Teorema 1.5.12: Se o problema de Dirichlet tem solugdo, entio esta serd

a fungdo de Perron U(x) a ele associada.

Demonstragio: Admitamos que exista uma fungio u(x) que é solugio do
problema de Dirichlet (1.1.1). Notamos que u € Sy e portanto u < U, Por
outro lado, sendo v € 5}, temos que v — u é subharmoénica, pelo item (iii)
do lema (1.5.6) e na fronteira de , v — u < 0. Pela propriedade (i) do lema,
(1.5.6), segue que v —u < 0 em {). Como v < u para toda v € 5y, temos
U<u. Logou="U. [}

Notemos, porém, que o teorema nao fornece condigdes existenciais para a
solugao do plroblema- Neste sentido, podemos dizer que, dentro do método de
Perron, o estudo do comportamento da solugéo na fronteira do dominio con-
siderado estd essencialmente separado do problema de existéncia. A hipétese
de continuidade dos valores de fronteira esté intimamente relacionada com
as propriedades geométricas da fronteira, o que nos direciona ao estudo de

fungéo barreira.

Definigao 1.5.13: Seja £ um ponto de . Uma fun¢io w = we € C°(07) é

chamada uma barreira em ¢ relative a §2 se:

(a) w é superharmoénica em Q;

(b)) w>0emQ~¢; w(é)=0.

I fundamental percebermos o carater local da defini¢ao de funcio bar-
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reira. Especificamente, definimos w como sendo uma barreire localem £ € 05}
se existe uma vizinhanga V de ¢ tal que w satisfaz a defini¢zo acima em NV
Por exemplo, uma barreira em £ relativa a § pode ser definida como se segue:

considere B uma bola tal que £ € BCC V em :=infy_p w > 0. A funcio

() = { min{m,w(z)), z€QNB (1.5.10)

m, zrefl—B

é uma barreira em § relativa a {1.
De fato, @ é continua em £} e é superharmonica em §2 pela propriedade

(vii) de funcdes subharmonicas. A propriedade (b) € imediata.

Definigio 1.5.14: Um ponto ¢ € 90 sera dito reqular, com respeito ao

Laplaciano, se existe uma barreira neste ponto.

O vinculo entre fungédo barreira € o comportamento das solugdes na fron-

teira do dominio estd contido no resultado a seguir.

Teorema 1.5.15: Seja u uma fungdo harmonica definida em §} pelo método

de Perron (1.5.9) . Se £ é um ponto regular de Q € ¢ € continua em £, entéo

u(z) — o(€) quando z— ¢ .

Demonstracao:
Sejam ¢ > 0 e M = sup|p|. Como ¢ é um ponto regular, existe uma

barreira w em £, e como ¢ é continua em £, existem § > 0 e k tal que

lo(z) —p(y) <€ se |z —¢| < $

kw(z)>2M se |[z—¢[ 26 .
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Temos que
Pl +et+kw

¢ uma superfuncao relativa a ¢ e

w(l) —e—kw

¢ uma subfunc¢do relativa a .
Decorre da definicao de u e do fato de que qualquer superfuncdo domina

qualquer subfuncgao, que
@{€) — e~ kw(z) < uz) < p(§) + e+ kuw(z)
em {1, ou ainda
[u(z) - p(a)] < e+ ku(z)

Como w(z) —+ 0 com = — £, obtemos u(z) — ¢(£) com & — &. |
Imediatamente obtemos um resultado crucial para os nossos estudos:

Teorema 1.5.16: (O problema cldssico de Dirichlet (1.1.1) em um dominio
limitado € solivel para funcées de fronteira continuas arbitrdrias se, e so-

mente se, os pontos de fronteira sio todos regulares.

Demonstracao: Suponhamos que os valores de fronteira ¢ sdo continuos e
a fronteira 9 consiste de pontos regulares, entdo o teorema (1.5.12) garante
que a fungio harmdnica U/ dada pelo método de Perron é solugio do problema
de Dirichlet (1.1.1).

Reciprocamente, suponhamos que o problema (1.1.1) é soliivel para fun-

¢oes de fronteira continuas arbitririas. Seja ¢ € 0Q. Entéo a fungio

ol@) = |~ £
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¢ continua em J¢} e a funcio harmonica resolvendo o problema de Dirichlet
em §) com dados de fronteira iguais a ¢ € uma barreira em §. Logo, & é

regular e, portanto, 0} € regular.
|

A relevancia deste ultimo resultado se traduz justamente pelo carater
existencial do mesmo, assegurando a existéncia de solugao classica do pro-

blema de Dirichlet em dominios de fronteira regular.

1.6 Comentarios sobre os métodos

Nesta se¢do encontram-se alguns comentarios sobre os vérios métodos
estudados anteriormente e a maneira pela qual garantem a existéncia da
solucdo fraca para o problema de Dirichlet.

Pode-se perceber que, tanto o método de Weyl como os teoremas de
Stampacchia e Lax-Milgram, exploram fortemente o aspecto geométrico dos
espagos de Hilbert para tratar os problemas (1.1.1) e (1.1.3) respectivamente,
mostrando a importancia dos espagos de Sobolev dentro da teoria de equagdes
diferencias parciais. Ha, no entanto, uma diferenca marcante entre os dois
procedimentos, enquanto o método de Weyl restringe-se a dimenséo trés, os
teoremas de Stampacchia e Lax-Milgram apresentam um carater bastante
geral, apresentando-se como ferramenta util para tratar problemas eliticos
mais elaborados, inclusive de ordem superior®.

O método de Dirichlet apresentado na se¢io 1.4 difere muito do inicial-

mente proposto por Dirichlet. Foi preciso quase meio século para encontrar

na Anélise rigor matematico suficiente que justificasse as idéias de Dirichlet

SExemplos podem ser encontrados em [1, 7, 22, 23].
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e devemos a Hilbert tal mérito. Os procedimentos em 1.4.1 ¢ 1.4.2 tém em
comum a idéia basica de minimizagio de um funcional e diferem na maneira
pela qual buscam a existéncia do infimo. Em 1.4.1 os argumentos baseam-se
em propriedades estruturais dos espacos de Banach, enquanto que em 1.4.2
é construida uma seqiiéncia minimizante pensando-se tio somente no con-
ceito de infimo. Assim sendo, 1.4.1 apresenta a vantagem de poder tratar
problemas mais gerais, como o citado problema do p-Laplaciano, perdendo
a regularidade j& obtida através da harmonicidade, como demonstrado em
1.4.35.

Finalmente, o método de Perron discutido na secao 1.5 é extremamente
diferente dos anteriores, pois permite obter diretamente uma solucao classica
do problema de Dirichlet (1.1.1) para regides cujos pontos de fronteira séo re-
gulares. Naturalmente, deveria apresentar restrigoes por ser um resultado tao
forte, e podemos encontra-las na dificuldade para se decidir se um ponto da
fronteira € ou nio regular. Neste sentido as condigoes (suficientes) da esfera
de Poincaré ¢ do cone de Zaremba tornam-se valiosas, podemos encontrar

essas condigdes em [10].

58



Capitulo 2

Regularidade das solucoes

fracas e exemplos

2.1 Regularidade da solugao obtida em 1.4.1

Consideremos o problema (1.1.3) e suponhamos que a fungao ¢ seja
Holder-continua. Mostremos que a solugao ug obtida em (1.4.1) possui deri-
vadas segundas continuas.

A solugao fundamental® da equacdo de Laplace (1.1.5) é a funcéo

1 Z-n > 9.
G(z) ={ O=rjan |20 pera n 2 3, (2.1.1)

2 log |2|, paran = 2,

onde w, é a 4rea da fronteira da bola unitéria de IR . Se ¢ € C*(Q) entdo

u=¢*xGcCN) e Au= ¢. A fungéo u é definida por

1

u(z) = [ Gla—1)éy) dy. (2.1.2)

Basta mostrar que uo € C?(§¥') para abertos §¥' tais que {1 C €. Seja
P € C() com ¥ = 1 em Q. Entdo —9é € C§(S2), e pelo resultado

1Weja secgdo 2.3.1 a seguir.
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anterior obtemos que
U—(—9pd)+*GeC*(Q) e AV=—¢ emfll.
Conseqlientemente, usando integracio por partes, temos
/V(ug ~T).Vy=0 Vvell)

de onde se segue, usando o Lema de Weyl (1.2.5), que uo — ¥ € C=(Q).
Como ¥ € C?%(Q'), obtemos finalmente que up € C%(§)'), como querfamos

provar.

2.2 Regularidade da solucao obtida em 1.4.2

Seja 2 C IR ™ aberto, limitado e consideremos u uma solugio fraca do
problema (1.1.1) obtida pelo método de Dirichlet. Vamos mostrar que a
solucdo v € H'(}) é de fato uma solugdo classica, como foi definido em

(1.1.2), no caso de n = 2.

Teorema 2.2.1: Seja Q C IR ? uma regido do plano que satisfar o seguinte
propriedade, para cada z° € 05} existe um nimero R > 0 tal que todo circulo
de raio menor que R e centrado em z° intercepta a fronteira 8. Entdo,
dada ¢(z) continua em 1 € pertencente a H'(§1), a fungdo u(z), obtida pelo

processo das médias descrito na segcdo 1.4, € tal que

u(z) = ¢(z%) quando z — 2°.

Demonstracao:
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Seja P gualquer ponto de § cuja distancia, 2h, da fronteira é menor que
2R
an
tal que PQ = 2h (a0 menos um tal ponto existe, por hipétese), e seja S o

seja A o disco de raio h, com centro em P, seja @ um ponto da fronteira

conjunto consistindo de todos os pontos de €} cuja distancia a @ é menor
que 3h. Ent3o S é aberto, contém A, e cada circulo C; de raio k menor
que 3h com cenfro em Q, pertence parcialmente, mas nao inteiramente, a
S. Denotemos a parte de Cy pertencente a S como I'y; Iy consiste de um
ou mais, talvez infinitos, arcos circulares cujos pontos finais sdo pontos da
fronteira de .

Noés mostraremos que, para qualquer fungio p pertencente a H}, a desi-

gualdade
( ] fA odzdy)? < 367°h / /S (6% + o2)dady (2.2.2)

é verificada. Aceitando tal fato momentaneamente, notemos que f fs(o2 +
02)dzdy cresce quando S é substituido pelo conjunto de pontos de  cuja
distancia da fronteira é menor que 3h, e que a nova integral obtida aproxima-
se de zero com h (isto é apenas uma reformulagao de que ¢ € H}), nés
concluimos que (rh?)~! [ f, edrdy aproxima-se de zero com P aproximando-
se da fronteira.

Substituindo-se g por u — ¢ (relembrando que u — ¢ € H}(§1), nos con-

cluimos que, com P se aproximando da fronteira,

# ] jA ud:cdy——go(P)—% ] A lo—o(P)ldedy —0  (223)

Pelo teorema do valor médio, o primeiro membro da esquerda é igual a u(P).

O ltimo termo é dominado por

max|¢(P’) - o(P)|

que, por sua vez, é dominado por
max |p(P') — o(P)| (P €, P €Q, PP <h),
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Observe que para isso estamos utilizando o fato de que ¢ pode ser extendida
continnamente para §}, pois isto garante a continuidade uniforme de  em
() e, conseqientemente, a existéncia do maximo acima. Como este maximo
precisa se aproximar de zero com h (novamente pela continuidade uniforme),
obtemos que u — p aproxima-se de zero na fronteira, como queriamos provar.
Resta estabelecer (2.2.2).
Pela designaldade de Schwartz, o lado esquerdo de (2.2.2) é dominado

( j fA 12dzdy)( / fA otdzdy)

e, portanto, por 7h? [ [s p?dzdy. Assim, é suficiente provar que

f fs o’dedy < 36n°H? f ]s (62 + o)) dzdy (2.2.4)

por

Consideremos as coordenadas polares, r e # € introduzamos a origem em Q,

entido g é expressa em qualquer ponto T de S na forma

oT) = j 050 (2.2.5)

onde a integragdo é tomada ao longo do arco de T, cujos pontos finais sao
T e um ponto da fronteira de Q. (Aqui, r=0QT, e estamos usando o fato
de que p € H}(Q).) Aplicando mais uma vez a desigualdade de Schwartz,

obtemos,
[ 12d6)( ] o2df) < 2x f o2df (2.2.6)

Como (2.2.6) é vélida para todos os pontos T em Iy, obtemos, integrando

ambos os lados
[ (1) a8 < (2’ [ é a0
Iy T,
Multiplicando ambos os lados da desigualdade por rdr e integrando de 0

/ /392 drdy < (2)? /S o dudy (2.2.7)
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O lado direito de (2.2.7) aumenta quando a integral € multiplicada por
(Sh

r

)2, pois r < 3h em todo 0 5. Assim,

.[/.992 dzdy §36?T2h2f/8(r'199)2 dzdy (2.2.8)

Finalmente, notamos que
(rtee)? < (ros) + (0-)* = 02 + 02 (2.2.9)

e temos que (2.2.7) implica {2.2.2), a prova estd completa.

2.3 Solucao em alguns casos especiais

2.3.1 Solugido Fundamental para o Laplaciano

Uma das principais caracteristicas da equagao de Laplace é a simetria
esférica. A equacio é preservada sobre rotagoes ao redor de um ponto £, isto
é, sobre substitui¢bes ortogonais lineares de r — £. Isto torna razoavel que
existam solugdes v(x) para esta equagio que sao invariantes sobre rotagdes

ao redor de £, Tais solugdes sao da forma

b= $(r) (23.1)

onde

r=lo—¢l= [Y(a - &) (2:3.2)

representa a distincia euclideana entre z e £.
Derivando (2.3.1) e usando a regra da cadeia encontramos que, em di-

mensao n, 1 satisfaz a equagdo diferencial ordinéria

n—1

Av = $"(r) +

P(r)=10 (2.3.3)

r
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cuja solucdo é dada por

Y(r)y = Crt™™ (2.3.4)
Cye—n

_ o= se nn> 2 235

) {C’logr se n=2 (2:3:5)

onde C' é uma constante.
A fungdo v(z) = (r) satisfaz a equacgio de Laplace (0.1.1) para r > 0,
isto é, para z # £, mas tende a infinito para ¢ — £.

Escolhendo C = L onde wy € a 4rea da bola unitaria em IR ™, obtemos

2—n
L i, > 2
)= B PERT (2.36)
l—gfr—' para n =2

que € a solugdo fundamental para o operador A.
Observacao: Usando a teoria de distribuigdes, podemos ver que v satisfaz a
equagdo : Av = & Aqui é; é a distribuicdo § de Dirac, isto &, {(6(¢),¢(z)} =
©(¢) , para fungdes “testes” (z).

A solugio fundamental é usada para compor novas fun¢des harmonicas,

veja, por exemplo, [12].

2.3.2 Solugao do problema de Dirichlet para o disco

Usando coordenadas polares, o problema de Dirichlet para a equacgio de
Laplace pode ser formulado da seguinte maneira: dada uma fungao continua
f(8), 0 <0 < 2x, com f(0) = f(27), determinese v(r,f) para 0 <r < pe
0 <8 <2x, tal que

1. v seja continua e v(r,0) = v(r, 27),

2. v seja de classe C? em 0 < r < p e satisfaca a equagio
1 1
Ver + ;‘U,. + —vg5 =0, (237)

rz
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3. v(p,0) = f(8).

Vamos buscar solugdes na forma v(r,8) = A(r)B(#), um método conhe-
cido como de separagéo de varidveis. Substituindo em (2.3.7), obtemos duas

equagdes diferenciais ordinarias

r2A" L rA'—GA = 0
B"+0B = 0, (2.3.9)

onde o é um parametro independente de p e 0.
Como B deve ser uma funcio periddica de periodo 2%, pois contém toda
a dependéncia de v com respeito a #, conclui-se que 0 = 3%, j € N, e que a

solugao geral de (2.3.9) é dada por
B;i(6) = ajcos 70 + b;sin j6 . (2.3.10)

A equacio (2.3.8) tem, para cada j, um par de solucdes linearmente in-

dependentes dadas por
1 e logr, se y=0,

e rd se j>1.

As solugdes log r € =4 nao podem ser usadas, pois o dominio onde buscamos
a solugéo contém a origem. Logo A:r) = i, para j > 0.

Concluimos que para cada j > 0, a fungdo com «¢; e b; constantes quais-
quer, satisfaz (i) e (ii). A condicdo (iii) especifica estas constantes. Vejamos
de que modo.

Como queremos v(p, ) = f(#) temos que

f(6) =ao+_ a;p’ cosjb + b;p’ sin j0 (2.3.11)

=1
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0 que exige

a = %]ﬂ”f(e) o

1 .

0 = — ] F(0)cos j8 do e (2.3.12)
1 .

b; = Py f( )sin j8 df

Teorema 2.3.18: Seja f(6), 0 < 8 < 2%, uma fungdo continua com
f(0) = f(2r). Entdo
o(r,0) = Zr‘? {8;cos 30+ b; sin 70) , (2.3.14)
=0
com 08 coeficientes a; e b; definidos pelas equagées (2.8.12), ¢ uma fungdo

harménica no disco D, e
v(r,0) — f(6o) quando (r,8) — (p,0) .

A demonstragio deste teorema sera feita através de varios lemas.

Lema 2.3.15: Nas condigdes do teorema (2.3. 13) a expressio (2.8.14)

define uma funcdo harménica em D,.

Dermonstracéo:

Esta demostragio sera feita em alguns passos:
(1) A série em (2.3.14) converge, quando r < p. De fato, de (2.3.12) con-
cluimos que

lajl <Kp~ e |bj| <Kp™7,

onde K é uma constante independente de 7. Portanto a série em (2.3.14) é

majorada por

21{i (=),
=0
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que converge se r < p.

(2) A série em (2.3.14) define uma fungio continua no disco D,. Para tal,
basta mostrar que a série converge uniformemente nos discos r < r, para
todo rp < p. Mas isso do teste M de Weierstrass, pois a série em (2.3.14) é

majorada (uniformemente) pela série numérica convergente
o T
T
K3 (2)
3=0

no disco r < ro.
(3) A série em (2.3.14) define uma funcio de classe C? em D,. Para isso
basta mostrar que as séries obtidas de (2.3.14) por derivagio termo a termo
convergem uniformemente em discos r < rg, para todo ro < p. Este fato
decorre de que as séries derivadas sao majoradas (uniformemente), no disco
r < 1o, por séries numéricas da forma

Zﬂ:j(g‘f)f , zojj?(’"—;)f (2.3.16)
as quals sao convergentes.
(4) A fungado v(r,d) definida em (2.3.14) é harmonica. De fato, como as
derivadas de v podem ser obtidas por derivagio da série termo a termo,

essa afirmacdo se segue lembrando que cada termo da série é uma funcio

harménica. -

Lema 2.3.17: A funcdo v(r,0) definida em (2.8.1f) parar < pe0< 8§ <

2%, pode ser expressa por

_ 1 A ,02 2
o(r,0) = 2 /o p?+ 12— 2prcos(f — a)f(a)da ’ (2.3.18)

conhecida como formula de Poisson.

Demonstragao:
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Usando as expressdes dos coeficientes, dadas em (2.3.12) e observando

que a série converge uniformemente em ¢,
2r | 1 1& .
‘U(T‘:ﬂ)—fo [2—w+;§(;) cos j(0 — )| f(a) da

Para calcular a soma da série acima, notemos que

i)@' cosj§ = Re) Me' ¥
1 1

€ que

Z/\J”g )\)e‘ew para [Al <1,

Tomando a parte real e substituindo na equagio para v(r, §) mais acima, fica

demonstrada a férmula de Poisson. [

Lema 2.3.19: Suponha que, além das hipdteses do teorema (2.8.13), f seja
de classe C1. Entéo a série em (2.8.14) define uma fungdo v(r,8) continua

em D, e v(p,0) = f(8).

Demonstragao:
Basta mostrar que a série (2.3.14) converge uniformemente em D,. A

integragio por partes, em (2.3.12) conduz a

1

a-=——.—.ﬁ' e bj=—aq;
2 J,OJJ J g 3

onde B; e oy sao os coeficientes da série de Fourier de f/(8). Logo a série

(2.3.14) é majorada, em D,, pela série numérica

é%uw 1851
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que é convergente, por ser majorada por

® 1 +_1' oo (|a'i2+|ﬁ'|2)
2 :_72 2 E: J 3 L
=1 i=1

que finalmente é convergente, esta 1iltima pela desigualdade de Bessel.
Para garantir a convergéncia da série (2.3.14) em D, basta aplicar o teste

M de Weierstrass. ]

Lema 2.3.20: Parar < p e (0 <8 <27 tem-se

L por do =1 2.3.21
é/o p2+r2—2prc039—aa_ (2:3:21)

Demonstragao:

Considere o problema de Dirichlet no disco com f{8) = 1. Pela unicidade
deste problema, provada na secdo 1.1, segue-se que a tnica solugio deste
problema é v(r,8) = 1. Por outro lado, v(r,8) é também dada pela série
(2.3.14), em D,, pois o lema (2.3.19) pode ser aplicado a dados de fronteira
constantes. E, no disco I,, v(r, 0} é também dada pela férmula de Poisson.
Dai se segue {2.3.21). |

Lema 2.3.22: Suponha as hipéteses do teorema (£.8.13) € seja 6y € [0, 2x].
Entio v(r,0) definida em (2.3.18) € tal que

v(r,8) — f(6o) quando (r,8) — (p, bo)-

Demonstragao:
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Usando (2.3.18) e (2.3.21), temos

om0 -0 =5 [ oy — [f(e) = f(60)ldo

—2prcosf — a
Mostremos que, dado € > 0, entdo existe § > O tal quese [p—r| < S e
|6 — 6ol < & entdo |vy(r,0) — f(f)} < €. Para um g > 0, a ser fixado
posteriormente, decompomos a integral em acima na soma

L+ L= / -I-/ .
lo—8o|<u  J|o—bo|>n

A primeira,integral pode ser majorada assim

1 2 p2
|L] < _/ rF-T
27 Jla—tol<p p? + 12 — 2prcosf — o

|/ (e) = f(Bo)lder < wlps) .

onde w(-) é o médulo da continuidade de {, e onde usamos o lema (2.3.20).
Para majorar a segunda integral, fomamos § < £ e entdo, |[§ — o > £ se

|0 — 8| < §, para os « tais que |a — 6p| > g. Chamando de M o maximo de
| f(8)|, obtemos

2 _ .2 : - 2
[ARS )/ ) <o 2ple =)

ptA+rt—2prcost p—rcost

e, se r > £, temos

4Mp(p — 1) 16M

r3{1 —cos£)? = p(1 — cos £)2 (=)

FARS

IA

Para concluir a demonstrago , tomamos g tal que w(y) < 3, a seguir, com
p fixado, tomamos 6 tal que § < £ e BTI%MM—%_);(*O —r) < £. Assim, |I| e ||
$30 menores que ;. [ |
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Apéndice A

A.1 Os espagos HF

Nesta se¢do vamos estabelecer algumas propriedades dos espacos de So-
bolev introduzidos na secdo 1 do capitulo 1. Passemos assim a algumas
definigOes.

Seja & C IR ™ um dominio, nio vazio, consideremos o espago

Ce () = {¢: 2 — IR, talque ¢ € C*( Q)

e suporte de ¢ compactamente contido em 2 } .
Vamos introduzir em C§°(£)) o seguinte conceito de convergencia.

Definigao A.1.1: Dizemos que uma seqiiéncia {¢} N € C5°(§2) converge
para uma fungao ¢ € C§°({) se:

1. suppyp, C K CC ) para qualquer n € N , onde K é um conjunto

compacto fixo contido em ().

2. D%p, converge uniformemente para D% em K para todo multifndice

a={a, -,05), s, €N,
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Cs° (1) com esta nogio de convergéncia é denotado por D(f}).

Definicdo A.1.2: O espago das distribuicées sobre £} € o espaco ve-
torial topolégico T/(Q) dual topoldgico de D(}). Isto é, para toda F €
D (), o1, 92 €D(Q)eAr €0, temos:

1. Fle1 + ¢2) = Flp1) + Flpa)
2. F(dp1) = A Flp)

3. Se or. —» pem D, entdo Flp,) — F(g).

Exermnplo A.1.3: Seja L}, (1) o conjunto das funces integraveis sobre com-
pactos contidos em 2 . Tomemos f € L}, ({1). Podemos associar a f uma

distribuigdo , Ty € 7, dada por:

Ty = fn o(z)f(z) dz .

Definigao A.1.4: Seja T € T, defininos
(Do) = —T(Dsgp) -
Em geral, se o = (e, - -,an) , e |la|=a1+ -+ a,, s €N,

(D°T)(p) = (~1)T(D).

Exemplo A.1.5: Seja @ = IR e definamos a fungio de Heaviside,

_ Y
H(z) = 1 se z>0;
0 se z < 0.
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Entao (DH)p) = 8(p) = ¢(0) onde &, representa o Delta de Dirac

€In Zero.

Definigdao A.1.6: Consideremos # C IR ", dominio, nao vazio. Definimos

para k € N,
HY Q) := {u: Q= R | D*u € L*(Q), para todo |a |< k}
onde D?® indica derivadas no sentido de distribuicGes.

Em H*(Q), podemos introduzir o produto interno seguinte.

Dados u,v € H*(Q),

(u,v)k = Y (D¢, D)2

el <k

cuja norma associada €

I lle= (32 || D |i22)%

|| <k

Lema A.1.7: (H*Q); (-, -)i) € um espaco de Hilbert.

Defini¢do A.1.8: Definimos

HE(S) = Oy

Lema A.1.9(Desigualdade de Poincaré): Suponhamos que Q) é um

aberto limitado. EniGo existe uma constante C (dependente de Q) tal que:
lullzs < ClIVulls Vo€ H(®) - (A.1.10)
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Demonstragio: Veja [1}, pp. 174. [ |

Teorema A.1.11: Suponhamos que  seja de classe C1. Sejau € H ()N

C(Q). Entdo as seguintes propriedades sio equivalentes:
1. u =0 sobre 0};

2. u € H (D).

Demonstragao: Veja [1], pp. 172. [

Observagao: Usando a nog¢io de “trago” de uma distribuicao , conceito
que nio definiremos aqui, é possivel dizer que se f € HF((1) entao D f =
0em 0 para |a| < k.

A seguir vamos enunciar um lema que nos foi 1itil na secgio 4 do capitulo

Lema A.1.12: Scja (ux) ume seqiéncie de Cauchy em H. Suponhamos

que existe u € C tal que para toda subregido ' de ) se tenha

/s;(uk —ujv dr— 0.

para qualquer v € L. Entdo u € H' e ux tende para v ne norma de H'.

Demonstragao: Veja [12], pp. 149. |
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A.2 Teorema da Divergéncia

Teorema A.2.1(Teorema da Divergéncia): Seje Q C IR " um dominio
limitado com fronteira 8Q € C! e denotemos porv a normal unitdria exterior

a 8%). Para todo campo vetorial w € C1(Q), temos que:

/v-wdx=f wev ds
Q a0

onde ds indica o (n-1)-dimensional elemento de drea em OQ.

Demonstragao: Veja [12]. n

Observagao: Formulagbes mais gerais do Teorema da Divergéncia podem
ser encontradas em [12].

Em particular, se u € C?(f)) obtemnos, fazendo w = Vu:

ou
/ﬂAudx =/, Vu-vds = / —ds . (A.2.2)

an Ov -

Como conseqiiéncia desta identidade, obtemos a propriedade do valor

meédio para func¢des harmonicas, subharmonicas e hiperharmonicas .

Teorema A.2.3: Seja u € C*()) satisfezendo Au = 0{< 0,2 0) em .
Entdo para qualquer bola B = Bg(y) CC (1 temos:

1
u(y) = (Z’S)W faBuds , (A.2.4)

u(y) = (>, S)wﬂan /Buda: . (A.2.5)
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Demonstragio: Veja [15], pp. 14. |

Para func¢bes harmonicas, o teorema afirma que o valor da fun¢do no
centro da bola B é igual ao valor médio sobre a superficie da bola ou sobre

a propria bola. Este resultado, de fato, caracteriza as fun¢des harménicas.

Teorema A.2.6 (Propriedade do Valor Médio): Uma funcdo u €
C%(Q) € harmdnica se, € somente se, para qualquer bola B = Br(y) CC

ela satisfaz:
1
uly) = ——— fa juds. (A.2.7)

nw, K1

Demonstragao: Veja [15] , pp. 21. =

Para finalizar, enunciaremos o Teorema de Green utilizado na secio 4 do

capitulo 1.

Teorema A.2.8 (Teorema de Green): Seja ) CIR™ um dominio limi-

tado e uy,uy funcdes pertencentes a C*(Q). Entdo:

Ju
——u ds= Au+Vo- d
/v u ds [Q(v u+ Vo-Vu) dr,

W D
20" Ov v

onde 359; ¢ a derivada direcional na diregdo da normal unitdria exterior v.

) ds= /ﬂ(vAu — ulv) dz,
Demonstragio: Veja [13], pp. 89. |
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