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INTRODUCAD

Seja X uma curva projetiva plana definida por um polindmio F.
Para cada desomogeneizagio F, de F, para cada inteiro A, com
1 = X < degF, e para cada P € X, consideramos o desenvolvimento
T? Fe, de F, em P, truncado em ordem A. A curva definida pela
equacgio Ti Fe = 0, se existir, & chamada de curva assint6tica a X
em P de ordem A relativa descmogeneizagio F,.

0 estude das curvas assintéticas é iniciado no capitule I,
onde fazemos =2 andllise das possiveis multiplicidades de intersegfio
de um curva af'im com as suas curvas assintdéticas. Denotando pecar"'r;’t
a nmultiplicidade de intersegfio num ponto geral P da curva com a
sua curva assintética de ordem A em P, temos que para toda curva,
™ > A+l e para a curva geral (para o seu grau), n, = A+l

Quando = Aa+l, dizemos que a curva € A-genérica, caso
contrario, ela & dita A-nfo genérica. Em (1.11) damos condig@es

sobre a equagdc da curva e sobre I para se reconhecer quando

n, > Atr.
No capitule II estabelecemos condi¢des para a existénecla
projetiva das curvas assintéticas, Mais precisamente,

estabelecemos condigles para que o fécho projetivo da curva
'rif F, = 0 lndependa da desomogeneizagio F*' de F.
Se p é a caracteristica do corpo de base, temos os seguintes

critérios:



Se p = 0, a curva assintética existe projetivamente apenas
para A = 1. Se p > 0, a curva existe projetivamente se, e somente
se, A & um truncamento do desenvolvimento p- adico do grau d da
curva, ou A & uma poténcla de p que divide d (note que A = 1 se
insere no segundo caso).

Na secie 2, estudamos as curvas A-ndoc genéricas,
caracterizande as equagbes das que tem singularidades amenas.
Neste particular, generalizamos resuliades obtlidos para A = 1 por
R. Pardini, A. Hefez e E. Ballicq-

Na segio 3 determinamos o nimero de pontos A estaclonéries de

uma curva A-genérica, iste € o numero de pontos P para os quais
h -
I[P’Fi‘TP Fel > A+t

onde I(P,F*.'ci: F,) denota a multiplicidade de intersegio em P de

F, com 1": F,. O resultado que obtemos é que o mimerc de pontos -

*

esta.cion_'éu‘ios de uma curva Jisa de grau d, -contados com

apropriadass multiplicidades & dade por
d.[d(A+2} - 3(A+1}]

Para A = 1, obtém-se a férmula de _Plﬁéker classica en
caracteristica arbitréria.

Na secgi@o 4 estudamos as aplicagBes assintéticas, 1.6 , as
aplicagbes r'a.cionais. que a cada ponto P da curva associan as
coordenadas projetivas da curva assintética em P. Obiemos para

A < p, a caracterizagfo das curvas para as gquals o morfismo

il



assintotico & separavel. Estes resultados generaiiZam 0 Teorema de
Ordem Genérica de Contato de Hefez ‘e Kleiman ([H-K{], Tecremna
3.5),que relaciona a Inseparabilidade da apllcagio Qe Gauss com a
multiplicidade de intersegio da curva com a sua reta tangente num
ponto geral da curva.

0 capitulo III contém ag aplicagBes do nosso trabalhoe a
teoria dos numeros. A fonte de inspiragfio ¢ o trabalho de Stthr e
Voloch [S-V] , onde para contar o nimero N{X,q) de pontos
racionais de uma curva plana X sobre um corpo finito Fq , estes
autores contam o nimero de pontos da curva para os quais a imageﬁ
do ponto pelo morfisme de Frobenius F; perteﬂce a reta tangente a
curva n¢ ponto. Deste procedimento, isclames a seguinte idéia:

Seja dada uma familia’(?ﬁ J X de curvas planas parametrizadas por

PE
X tal que P ¢ 9; para todo P € X. 0Os pontes racicnais de X estio

entre os pontos paraios quais
F(P) e (% =0) (%)
q P

Se nem todos os pontos de X(Eq), onde ?q é o fécho algébrico
de Fq, possuem a propriedade (*), dizemos que a curva X &
F-Frebenius nfioc degenerada; caso contrario dizemos que ¢
degenerada. Se X € F-Frobenius ndo degenerada, entic o numerc de
pentos que satisfazem a {*) nos d4 uma cota superior para o numero
de pontos racionals de X.

Aplicamos o método acima descrito no caso em que ¥ = ?A, com

1ii



| (%,) ;_I{Ti’j Fe = 0)
e generalizamdé para A arbitrario varios resultados obtidos por
Hefez e Voloch em [H-V] no caso A = 1.

”0. capitulo se encerra com o estudo das curvas do tipo
y® = ¢(x) para as quais estabelecemos cotas para N(X.q) e as
comparamos com as cotas existentes, mostrando com exemplos que as
nossas colas podem em certos casos serem bem melhores do que as
cotas conhecidas. O estude das curvas de Fermat foi abordado pelos
autores no trabalho [H-K].

No capitule IV relacionamos a sequéncia de ordens de uma
curva irredutivel mergulhada em Pu com os graus de
inseparabllidade de certos mapas duais. Mais precisamente, a uma

curva X € PN, ndo degenerada assoclia-se uma sequéncia crescente de
inteiros positivoes

D=¢g <1=¢g, < ... < &g
0 i . K

que representam as possivels multiplicidades de intersegéio da
curva colm 08 hiperplanos nos pontos de um aberto U da curva.

- Por outro lade, consideram-se, CnX_.o fécho em P' x (PH)’ do
conjunto

(P, e Ux (" IPXH) 25},

e a projegio sobre o segundo fator

Nl-
w : CX >ch(IP]

n n

O Teorema central do capitulo ¢ o teorema 2.5 cujo enunciado

iv



O grau de .inseparabilidade de m’ & a malor poténcla de p que
divide én.

Este resultado & demonstradoe inicialmente quando n = N e en
seguida generalizado por um argumento de segio e ﬁrojeqao. Este
teorema é também uma generalizacgfo do Teorema de Ordem Genérica de
Contato. O caso N = 3 foi tratado anteriormente por Hefez em
[H.2].

0 capitulo’'V é devotado a estabelecer as diferencas entre o
nosso método e o método de StOhr-Voloch. No métode de
St8hr-Voloch, usa-se a familia de curvas osculantes de um
determinado grau &4 curva dada {sfo os hiperplanos hiperosculaﬁtes
da curva imersa pelos morfismes de Veronese). Esse método daria
boas cotas desde que se tivesse critérios eficieﬁtes para a
" Frobenius ndo degenerag8o, o que na pratica ndo ocorre.

Propomos entéo o métode alternative que utiliza dﬁs curvas
assintéticas de uma determipada ordem & curva dada. Neste caso,
temos critérios bastante simples para a Frobenius nfo degeneragfo.
Mostramos finalmente que mesmo quando as cﬁrvas assintéticas
coincidem com as curvas osculantes, a nossa abordagem di cotas
melhores do que as conseguidas em [S-V] .

Ne apéndice célocamos os resultados sobre polindmios em
caracteristica positiva que necessitamos no curso do trabalho.

Estes resultados ndo se encontram nz literatura, foram ali



incluidos,
Para finalizar, quero registrar que este trabalho foi

realizado em co-autoria com © meu orientador de tese Prof. Abramo

Hefez.
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CAPITULO I

CURVAS ASSINTOTICAS A CURVAS AFINS

Seja
C: fix,y} =0
uma curva plana afim irredutivel de grau d, definida sobre um

corpe algebricamente fechado K de caracteristica p, com p > Q.
Para A um inteiro tal que 1 < A < d e para P = (wab) um

ponto de C  defina,

A
A : RS PR
T, £= T D TP (xx) (y-y,)
)=t

onde Dl ¢ o operador diferencial de Hasse de ordem i com relacgfo

a ¥, ¢ de ordem j com relagio a y.

Chamamos de Curva assintética de ordem A & C em P, a curva

def'inida pela equagéo:

A
To f=0
As curvas assintéticas de ordep A =1 s8o as retas
tangentes, e ag de ordem 2, 3,..., seréo chamédas respectivamente

de conicas assintéticas, clUbicas assintéticas,...

Observe que pela unicidade do desenvelvimento em série de
poténcias de f e:ﬁ P, temos que 'rtf‘ independe de mudanca de
coordenadas afins.

Se ja



uma desingularlzacio de C. Dado um ramo de C em P, sejam Po ponto
de C gue lhe 'cor‘responde, et eQ _ wn pardmetro local de C em
C,P
P. Entfio no completamento Q__ do anel local Q_  , tem-se:
c,P c,P
~ 1 ~a
x(t) = x(P) + Dt x(P) t + ..

1

\ viP) t + ...,

y(t) = y(F) + D

r

t

yomt est@o sendo identificados com X e y respectivamente.

onde DI, é o operador diferencial de Hasse de ordem r. Aqui, xow e

(1.1) Proposigéo A funcio:

N

> ORDW[‘CA . f]
PL n(P)

& semi contirma superiormente.

v: C

W

ot

Demonstracgéio: Seja ﬁo um ponto de C e s um parémetro local de G

em P .
0

ot

Seja U a vizinhanga de ﬁo en C constituida pelos pontos
tais que t = s -~ s(P) & um parémetro local de P.
Para P(t) = (x(t),y(t)) uma parametrizacio como acima, tem-se

que:

A . - .1 R
ek = L b £F) x)-x(B) ° (wit)-y(E
1 +1 =1 01
o 1

Logo,
e (P(t)) = g I (F)t7
P relor !

com oS Ir polindmios em Dlj f, Di X e Di ¥, e portanto fungbes



regulares em U.

Como D;"= D para 1 > 1 (veja por ex. [H - 1]}, entéo as

i

t [

fungSes regulares Ir nda dependem do ponto P ge U.
Agora, € claro que, para todg R

{Peu: ORD_ (r?f] >n}h,
P

& fechado em U.

Logo, v é semi-continua supericrmente em U e portanto em C m

A semi~continuidade superior de v implica que o seu minimo é
-atingido num aberto de C.
Seja
M, = min { v(ﬁj : PeC}
0 minino Ny serd chamade de ﬁultiplicidade de intersecio
genérica de C.com a éurva assintbtica de ordem A.
Indicande por I(P,f.g) a multiplicidade de‘interééqﬁo em P

das curvas f = 0 e g = 0, podemos também dizer:

{1.2) Corolérie A fungBo:

PelC —m— I(P,f.ti f)

é semi-contimia superiormente e o seu valor minimo é -

No que segue suporemos que X ¢ uma varidvel separante de k(C)

e denoctaremos Di vy por y'.



(1.3) Observagiio Se P & um ponto geral de C {1.e no complementar
de um fechado proéprico de C) entfo uma parameirizacio P(t) =
(x(t),y{t)) de C em P pode ser dada por:

x(P) + t

x(t)

2
y(t) b0 + b1t + b2t ...,
. |
onde, b1 = Dx y(P).
0 desenvolvimento da série rif(P(t)). mencionade na

demosntracio de (1.1) ¢ dado pelo seguinte lema:

(1.4) Lema Se P é um ponto geral de C, entio:

A _ r
'rpf[P(t)) = ¥ Ir(P)t

r>t

A 1 -1 - :
onde,I = Y D f )j;(—l)s[j] y' oo ().

r il 2 X

1+31=1 5=0
Demonsirag&o: Como _
A

de= 3 D, £(P) (x=x(P))" (y-y(P))Y,

1+5=1 i

entdo para uma parametrizac@o P(t) como em (1.3) temos que,

A
ri}f(P(tn = LC X DI Dyt) - yen?] )¢
r>1  i+j=f -

Sendo,

. J
r=i _ = _4 51 = r=1 j-s -
7w - v, = E D (] vy o e,

]
=( ¥ (-1)9[2] (y° D;“(y"“mpl,

s=0

obtemos a série requerida, n



(Y

Note que para A = 1, a série contém a seguinte informagfo:

o]

n, > 2 se e somente se Dy = O sobre C. Para A > 1, a analise de

»

nh mediante ¢ anulamentc das fungdes racionals Ir sobre C, &
extremamente complicada, e para tornd-la acessivel propomos uma

forma alternativa devido & igualdade:

I{P,f.tgf) = 1(P, ¥, (f—ri‘f})

{1.8) Teorema Se C:f(x,y)=0 é uma curva irredutivel de grau d, e A
um inteirc tal que 1 < A < d, entéo
(i) ny >A+ 1
(ii) n > A+ 1 se, e somente se

A+

A+1-i
X Dh+1—1,1
1=0

i =
f {DIGfJ (—Dolf] = 0 (mod f).

Demonstrag8o: A expansio de f em série de poténcias em Pz{xb,yb) é

da forma; f = f1 + ... + fd’ onde, para r = 1...., d,

- 3 (v - v )]
£.= L D (B (xx) y-y)

i+j=r -

Se P @ um ponto geral de C, entfio para uma parametrizagfo

P(t) de C em P como em (1.3} temos

(£5, *--* fd)(P(ﬁ]] = [DA+1,0 (P} + D, , f(P]b1 +

Ati,, A+l
+.. .+ Do,A+1f(P) b1 it +.ou {1.5.1}
Como
Aoy _
I(P,f.TPf) = I(P,JS‘.(f‘.’\+1 +.,.* fﬁ))

segue de (1.5.1) que n o2 A+l.



(i1) Como (1.5.1) ocorre para todo P geral em C e b1 =
- (D1of/Du.1f)(P)' tem se que LN > A+1 se, e somente se
Al

g
12; DA+L4,1f (D)) (=D, f)

As1-i O(mod f). n

Una curva C & dita A-genérica se nh = Atl, e A—nfo genérica
se m, > A+l., Note que para p # 2, as curvas l-genéricas s8o as
curvas reflexivas,

A multiplicidade genér‘ica‘n1 ¢ em geral denotada por e, e é

sabido que:

Se C no ¢& reflexiva, entio £, ¢ uma poténcia de

caracteristica.

(1.6) Exemplo Para todo d e A com 1 < A < d, existe uma curva
irredutivel A-genérica de grau d.
A curva
d A+l

C: y+x +x =0

é A-genérica por (1.5,11). _ "]

(1.7) Corolério Uma curva genérica de grau d, € A-generica para

todo A, 1 £ A < d.

A fim de darmos um critério prético para o cllcule de My

intﬁoduzimos as seguintes fungdes racionais:

8
- i ) y 1=
grs T q Ep [r'] Ds-i R lf (y ) )



(1.8) Lema Ser e s s@o Inteiros tais que 0 <r <s, entio

Dx[grs) = {s-f-l—r*]g.l_'B+1 + (r+1]y-,gr

+1,3 :

Demonstrac@o:

[

Dx(grs) =

[:‘] Dx {Ds-i 1f) (y’}lir *
i b

r

+
ye1e

[:_] D ,E£D(y)T. (1.8.1)
i E ]

A primeira parcela de (1.8.1) é igual a:

i P ' y yier
2 ["] (54170 Doy F 70

841

-1 ,y1-r '
+ 3 [r ] 1D, f )T (1.8.2)

1=r+1

Como 1[‘;1] = (i-r')[i] , temos que (1.8.2) é igual a:
s+1 i i - .
I [(s+1—i)[:] + {i-r) [r]]Ds+1—l £ (y’)' " = (s+1-1)g .
i1=r ¥ \ . T"'B“"

Verifica-se facilmente que a segunda parcela de (1.8.1) é&.

igual a (r+1)y”gr+1 . . =

(1.9) Lema Seja y(t) = Y, * bt +... € K[{t]] , ent8o para todo

i2> 1, temse que:

J
(y(t) - y(}]l = ¥| L [;]bi"“ ch(P]] g1,
}20%s=0

_ o .
onde,cjs(PJ = Dt.(bzt +...) It=°-

Demonstracdo: Pondo u = b2t +..., Ltemos que



{y{t) - be’ = tltb1 + u)} =t

Assim, para tedo J > O,

1

i+ i = i t-= J .
[13t (y(t) - yo)] = [s] b, [Dt u] :
t=0  s=0 L=0

Pelo fato que cja(P) = 0 para J < s, segue que

1
N L L

j>0*~ s=0

(1.10) Lema Seja P(t) uma parametrizaciode C centrada em um ponto

geral P como em (1.3), entéo

A _1-1
f(P(t)) =7 f (P(t)) + T TLlg

(P} bi +
i1 }=0

J’h"'i"j

+ j)_:1 c. (P) (p)] tM*1
) gg,?ﬂ-i-j ?

=0 ]

onde cjs & como em (1.9).

Demonstragio: Escrevendo f = f1 ..o+ f‘d, onde para r = 1,...,d

£ =

r

D, £(P) xx)"" (y-y)'

r-1

ek

temos por (1.9) que,

£f(P(8)y= T % D, if(p)[nj_fj (y(t) - yo)‘] ¢ -
r 20 1=0 7 t=0

J r
i -5 r+) =
b )Eocis(?)ii[s] D, £P) )7 ¢

. J
r+j
JEO )=:° cjs[P) gsr(P)] .



]
Pondo ajr = ¥ st(P) gsr(P), tem?s:
5=0
LT
(f;\+1 ...+ fd)(P[t)) Y 2 aJ =
. 120 r=A+1
d-A -1
A+k Ari
= Yy ¥ a t = ¥ E a t
120 k=1 HAsk i>1 j=0 I’ A+i-)
Logo
A 1-1 ]
(£ - TEIP()) = F ):[g (P) ) +
P 151 =0 3 A=) 2
j-1
R-l-i
+ Ec (P}g hiJ{P)] .
s=0
onde a Ultima igualdade decorre do fato que cjj = bi. ]

(1.11) Teorema Se C ¢ reflexiva entfio para cada r e A tais que
1 < r £ A+l e p > A+r, as seguinteé afirmagbes s&o
equivalentes:

{1) LN } At

(ii) gon1 =,.,.= gr-1,)l+1 =0 sobz.'e c.
(111) g, = 0 sobre C, para i+J < Mr-e > A+l .
Demonstragéo:

(ii) = (iii) A prove desta implicagéo sera féita por inducio
sobre r

Para rr = 1} € trivial.

'Supondo que 2 implicacdio (ii) = (iii) seja verdadeira para r

com 1 < r < Aa+l, e que (ii) ocorra para r+l; basta mostrarmos que



se p » Atr+l, entéo gij = para i+] = A+r+l e § > A+1,

Pela hipétese de indugiio e por (il) temos respectivamente:

gr—l,?ui T s go,?u-r =0 e gr,?u-l =0

Derivando essas fungbes racionals com respeito a x e usando o

fato que C é reflexiva e p > A+r+l, conclui-se sobre C que,

gr,h+1 = gr—1,h+z Teee= 8b,h+r+1 =0,

(iii) = (i) Segue imediatamente de (1.10).
(i} = (ii) Esta implicagéo seréd demonstrada por induglc sobre r.

0O caso r = 1, segue de (1.5,11).

.Suponha gque (i) = (ii) ocorra para r.

Se n > A+ (Pfl) conm ﬁ > A+ (r+1) entfio (ii) & verificada
para r.

Logo, pela implicaciio (ii) = (iii) j& provada, segue que:

g . =0, i+j £ Atr e j > Aa+l.

ij
Portanto,
i-1 j-1
Z L oc, 8 a0 L=l (1.11.1)
j=1 s=0 ’

Assim, por (1.11.1) e (1.10) temos que:

1-1

A _ ' i A+t

(f - T00)(P(E)) = § [ TN ¢ bz] £ (111.2)
12p - j=0

A hipétese ny > A + (r+1) Jjuntamente com (1.11.2) implicam o

anulamento de
r

(2),}
j§0 gj JA4r+1-] )

)

sobre C, onde y(2 denota D:y.

10



Logo,

r-1. (él) 3 '
) {y

M 1

- _ (2),r
9y Asrei-) (v = T8 et ). (1.11.3)
J=0 -
Por outro lado, sendo gj’?m‘_-1 = 0 para j = O0,...,r-~1, temos
que
= = - (2)
0= Dx(g_'l,?i.+r—j) (A+P+1 2J)g],?t+r+1-—j * 2(J+1)gj_+1,?t+r—j Y
Assim,
r-t1 2),§
0= X Dx[gj.li-r-.'l] ()" =
j=0
rel (23 ' (2)
_ T
= (A+r+1) j);o gj,k+r+.1—j (y ) + 2r g?'}‘ﬂ (y ™) ,
e dai
r-l (2) ) (2) '
(A+r+1) (y %)) = —2r g (y )", (1.11.4)

)—:o gj,?t+r+1-—j

5= r,hi-l

" Multiplicando-se (1.11.3) por A+r+l e subtraindo-se de

(1.11.4), obtém—se

(2) _
(A+1-r) y gr,;\.-r.t -
Sendo C reflexiva e p > A+r+l, concluimos gque o xu = 0, e
com isso terminamos a demonstragéo. : o

(1.12) Lema Se J ¢ um inteiro tal que 1 < j £ A, entéo

A
(A+1-1) gj,?m = Y, [i

»y1-3

Demonsiragio: Como para todo i, com j< i £ A temse que

A+l~3 = (A+1-i) + (1-]), e [;] (1-3) = [111] L

segue que,

11



' = L 114
(A+1-3) g‘j,}\-i-.l = A+1-1,1f (v *

,..
] >

[’] (A+1-1) D
3 J

A+l
. [1—1

1=3+1 J
A i . -
1§J [J] [(h+1-i) D?t-rl-i,lf + (i+1) Dh-i,iuf Y] (¥’ ) =

H l'J =
] 1 D?.u-—l,if (y*)

!
b3

A
1 sy 13
R [j] wah-x,if) (y’) . _ "

(1.13) Proposiciio Se C & reflexiva e p > 2Aa+1, entdo ny > 2a+l

se, e somente se Dx{DUf‘) = 0 sobre C, para todo (i, ]J} tal _

que i+j = A,
Demonstracéo: Pelo teorema (1.11), Y > 2A+1 se e somente se
gj,?u-i =0 sobre C, para j=1,...,A.
Assim, de (1.12) segue que,
A i | -3 | '
3 [j] D0, , B v =0, (1.13.1)
i=} .
Tomando-se j = A,...,0 em {1.13.1) obtemos respectivamente:
Dx[Do,hf] = L= Dx(DA,of) =0
A reciproca é imediata em vista do lema (1.12), n

(1.14) lema Se waijf} = 0 sobre C para todo (i,j} tal que

i+J = A, entdo n, = o(pJ.

Demonstrag8o: Para provar o lema basta gque Sse verifique =a

12



seguinte afirmacio:

(1.14.1) Se Dx(DUf) = 0 para todo (1,J) tal que i1+J = A, entdo

D(I.} = {r+1) I para todo r > A+l; onde I é come no
x T r+i r

lema (1.4).

De fato:

Admitindo (1.14.1) verdadeira tem-se que: Dx(In _1] = I

A

com Inh‘l =0e I“A # 0 sobre C. Logo, ny = o{p).

Demonstracio da afirmacéio (1.14.1).

Denotando por:
J-1 _
= ¥ (-1)° [i] A D;" ¥y,
=0

r-i,]

podemos escrever:
A

I =% b_ DT
r 1+]=1,1>1 rf’J J

Como LN > 2A+1, entdo per (1.13) temos que:
Dx(D”f‘} =0, i+j = A.

Dai
A A1
D(I)= Y D(b )D. £+ Y b D (D, f).
X r 14§=1 X f”i:j 1) 143=1 r-i,§ =x i)

Agora, verifica—se facilmente que:

= _ . ' -
Dx(br-i,j) - J br-i,_‘l"i y* (r+1-1) br+
e que

A

A
E br-l

Lo ymt rel1-1,] 1§

i+31=2,)21

A
+ Y Jb fy.

-1,3-1 Di
tey=2 r » 3 }

De (1.14.2), (1.14.3) e (1.14.4) segue que

13

1-1,]

,0( )= L ib D, £ +

™

(1.14.2)

(1.14.3)

(1.14.4)



A
D(l) = T [(r+1-1) + il b D f=(r+t) I . ]
x r 1+3=1, )21 . r+1-1,5 1} r+l

(1.15) Teorema Seja C uma curva reflexiva e A um inteiro tal que

p > 2A+1, Se L > 2a+1, entéo n, = 0 (p).
Demonstracéio: Segue imediatamente de (1.13) e (1.14). n

(1.18) Proposgicgiio Se C & nfio reflexiva entdo para todo A tal gque

A+l < €, C & A—ndo genérica e 2 €,

Demonstragdo: Sendo C néo ref‘lexiva,' €, é uma poténcia q’ de p e
2 = = pd =
Dx ¥y = ... D y=0

Assim, para uma parameirizacfio P(t) centrada em P geral de C
como em (1.3), tem-se para algum pu € K [[t]] que

r-i

el 3 - q’ 1 -
[D, (y(t)—y(P)) o= [ (bt + bt +...)71 =

t=0
r=1. 3.3 q’
[Dt -(b1t + t “”t:o'
Logo

(0] (y(t) - y(P) _ =0, J<ri<q. (1.16.1)
Sendo pox:' (1.5) LN > ?‘L+1, temos que

A
eeen= T[T 0, s@] T rw-yen'1 N7 (i)
e r>A+L M4 )=1, 521 ] T

Portanto, de (1.16.1) e (1.16.2) concluimos gque C €& A-nio

genérica e 2 q’. .

14



(1.17) Exemplos

3+p

(1.17.1)} Sejé C: ax + by§+p =1lcomp>3eab=0,

C & reflexiva, 2 genérica, mas 3-nfo genérica com n, = P

(1.17.2) SejaC: x* W'+ 1=0comp>5.

C ¢é reflexiva, mas 2-néo genérica com n, = 4,

(1.17.3) SejaC: xy° +1=0comp>0e p # 2, 3.

C é reflexiva, mas 2-nfio genérica com na = 4,
(1.17.4) SejaC: xy* ' + 1 =0, com p # 2.

C é uma curva estranha (portanto nfo reflexiva) e n, 2P

para todo A < p.

15



"CAPITULO 1

CURVAS ASSINTOTICAS A CURVAS PROJETIVAS

1. CONDE(;‘-OES PARA A EXISTENCIA PROJETIVA

Seja X uma curva projetiva plana irredutivel definida por uma
equagio F = 0 de grau d, sobre um corpo algebricamente fechado K,
de caracteristica p, p > 0.

Iniciaremos com o seguinte exemplo:

Ezemplo
' Considere a curva. X definida por
F=X X +X. =0
01 2
Suponha p=7 e P = (-1:1:1).
Desomogeneizando F com relacio a X2 e a Xl, obtemos

respectivamente as curvas afins:

fix,y) = xsy2 +1=0
glx,y) =x° + y> =0
Logo
'r:f_1 1)i‘ = -3x2 + 3xy + ya ~4dx -y + 5,
. .
2 2
= - -— + .
T(—1,1)g 3x X+ 2
. . ~ 2 2
Portanto, =as homogeneizagdes de T(-1,1}f 'r(_l’“g séo

16



distintas, mostrando assim que as cdnicas assintéticas dependem do
aberto afim de X considerado.
A nossa meta neste pardgrafo & determinar condig@es para a

existéncia projetiva das curvas assintéticas.

(1.1) Definigiio Sejam F ¢ K[XO,Xi,Xz} um polinémio homogéneo,
Pek® es unminteiro positivo.

Def ine—-se:

111
_ 0,1 .2
}f: F(X,X,X)= L D,  FP)X"X" X~
i #1 4§ =5 012
0 1 2
Se para algum (10,11,12) CcOm 10+11+1:3 = 5, D - F(P) = 0,

i
o012

entfo & curva ?rf; F =0 & exatamente a (d-s)-ésima curva polar:

d-g 0.1 2
1)P F(Xo’xfxz] = ): a b e D1 - F=0,
i +t +1 =d-s o012
0o 1 2
onde, P = {a,b,c) e & = deg F,
Para ver isteo, basta tomar:
o M e
F=X"X"X", n +n +n =d
0 1 "2 0

H
b1

n n n 3 j 3 n -] n—Jj n_-%
[Jo][1][2]aoblcaxo 0y 11 g2 2=$dsp‘

j0+j1+12=d—s [+]

(1.2) Lema Sejam P = (a:b:1) € X e f(Xu,Xl) = F(Xo,Xi,l]. Para

todo A, com 1 < A < d, tem—se que:

17



1
» D,  fla,b) (x-a)° (y-b) ! =
; +11=l+1 01 ;

d-{A+1)+r A+i-p
[ . ].RP F{x,y,1).

A
= L (-1

r=0

td do polindmio do lado esqguerdo

Demonstragéo: O coeflciente de x'y

da identidade acima & igual a:
1,71 1,7

i~
T (—1)7‘”"“”[1"] [jl] D, fla,b)a® b’
i0+11=7t+1 VI |
que pode ser escritc sob a forma:
) (-t g D, £) (2,b) P

at+B=A+1~(1+]) B
Agora por (A.1), para todo k com 0 < k < (A+1)-(i+j) tem-se

(1.2.1)

que,
={1+f+k)
[:.+1—(1+j+k)]Di_]k F(a,b,1) =
- T (D,g, Dy F)(2,b,1) ¥ b=
oHBry=(A+1)-(1+j+k) v 4 “
A+1-(1+]J+Kk)
= L [‘a’:k] 0,0,7+k [ L Do:. 8,0 Di 3 OF]
=0 ' a+B=A+1-{1+J)-(y+k) 77 P
{1.2.2)

(2,b)a% P
Multiplicande ambos os lados de (1.2.2) por (j"‘l)lk‘, e somando -

essas igualdades para todo Kk, obtemos,

TArI-(i+]) X =(L+J+k) _
(-1) [: ] Dijk F(a,b,1} =

k)=:0 +1-{1+j+k)
Ari=(1+4]) A+l=(1+1) e (e L
- 2 ) el B el
k=0 ek k 0,0,t SB=AT1-(14§)-t «,B,0 t,1,0
(a,b) a* bB.

18



Como, para 0 < t < A+1-(i+j),
TOA+1=(843) - t
k [e] _ ik (Y] 2

tem-se que:

7“'"(“”(_1)k[d-{1+j+k)

T h+1-(1+1+k)] D, Fla,b,1) =
k=0 _
= ¥ (D, g o Dy, oF) (a:b) a® 1P (1.2.3)

C+S=A+1-(1+})

Ascsim, de (1.2.1) e (1.2.3) obtemos,

i : i
£ D, flab) (x-a)° (y-b) ' =
10+11=A+1 01

A+l +1={1+])

- 4 Ar1-(14]) [d-(i+]4k) S
= X L (1) [A+1—(i+j+k1]nijk F(P)] 4
1+3=0 k=0 :

Il
1]
OMP}

(-1)“["“7‘“’“‘] [ £ D _F(P) x y’] =

1
r T i4]+k=A+1-r J

(_l)r[d—(?h-i)w] ;{:si-r F(x,y,1). -

r

"
npg >

r

{1.3) Proposicio Com as mesmas notacbes de (1.2), temse que:

A=l
iy = E.(-n“[d“";““‘] ®T Flx,y,1).

r=0

Demonstracéo: .Provaremos o resultado por indugfo sobre A.
Para A = 1, & trivial.
Suponha a lgualdade acima verdadeira para A. Para provar que

a formula é verdadeira para A+l, basta calcular a diferenga:

18



A A 1 L
'L'Pﬂf -t f= - § D flab) (x-a) (y-b) ",
[3#11=h+1 1o 1 :

u

que ¢ dada precisamente pelo lema (1.2). ]

Denotaremos por f* a homogeneizaglio do polindémic nfo
homogéneo f e por F, a desonogeneizag&@o do polinémio homogéneo F

com relacfio & uma indeterminada especificada Xi.

(1.4) Proposicio Seja X : F =-0 uima curva irredutivel de grau d,
e sefa A com 1l £ A < d, um inteire tal gque alguma derivada
de ordem A de F € nédo nula, entdo as seguintes afirmacbes
sdo equivalentes:

(i} (ti F;)* independe da desomogeneizago F, de F, para todo
ponto P geral de X.

(i1i) A = 1 ou A ¢é& tal que para tode r, 1 < r £ ?t-i,

d-A+r-1
r

nulas,

11

0(p)} ou todas as derivadas de ordem A-r de F sio

* .
{iii) (tz Fy) Hﬁ F, para toda desomogeneizagdo F, de F e para

todo P em X.

Demonstragio:
{1) =» (ii) Suponha sem perda de generalidade que f e g sio
respectivamente as desomogeneizacdes de F com relagéo a Xo e Xi.

A A \*
Supondo A > 1 e (tp f) = (TP g) tem-se que:
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A-i

¥ d-A Rl_iF+...+XA'1 d-2} 41 p _
o (%) )

_ Xi[d—l] }{X-i E et xk-:[ct—z] # F (1.4.1)

o 1 A-1 P

0 coeficlente de X; X‘l X; , com i+j+k = A, do pollndmio a

esquerda de (1.4.1) é&:

[T e

d-Ar-1] p F(P) se 1> 1
1 r y=r, 5,k -

r

O
n
1]
[
li
o

e do polindmio & direita é:

3
d-A+r-1 s
¥ [ - ] b, . F(P) e J>1

r=1

6]

0 se Jj=0

Se i = A, i.é j+tk = 0, entso para P geral em X temos:

A-1 .
d-A+r-1 i
L [ r ] Dh—r,o,oF[P) =0
r=1
Portante, para r = 1,...,a-1, [d_h:rd] = 0(p) ou

Dh—r,o,o F=0.
A demonstragfio segue por inducic sobre j+k, provando para

todo i >1er=1,...,i, ql:le:

d-A+r-1] _
[ . ]=O(p),

oau

Dy, i F =0 ¥ (3K ixj*k =2 (1.4.2)

Escapa na nossa andlise, 0 caso em que 1 = j = 0. Supondo que
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th:rq] # 0(p), entdio por (1.4.2) e (A.1) tem-se que

SESE

-1 0,0,A-r

Sendo F irredutivel, conclui-se que Doc)h—rF = 0,
(ii) = (iii) Pela hip6tese (1i) juntamente com {1.3) segue que

A
@ (F) = o ),

Como deg t: (Fy) = A = deg H? F ou ambos os polindmios s8o
nules, temos dque:

*
(17; F) =¥ F.

(iii) » (1) E imediato. ' n

Definicdo Dados a = a+...+ap e b = b+...+bp" comab # 0 e
0 r 0 5 rs
s < r. Diremos que b é um truncamento de a se a, = bi para

1=0,...,5.

{1.5) Lema 4As notagdes sendo as da proposigdo (1.4), suponha que
as condicbes de (1.4) sejam berificadas. Se p & um iIinteiro
positivo menor que A, tal que p & p-adicamenle menor que A

ou p & um truncamento de d, entfo:

a-p-1} _
[51] = oo,

Demonsiracdo: Suponha que p é p-adicamente menor que A. Como uma
das derivadas de ordem A de F & nfoc nula, segue de (A.2)} que nem

todas as derivadas de ordem p s&0 nulas.
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Agora, se p & um truncamento de d, entfo alguma derivada de

ordem p de F & n3o nula, pois caso contrario, por (A.1) teremos
[;] = 0{p), o que & um absurdo,

Em ambos os casos, por (1.4 (il)) segue que r;e;i] = 0(p). =
(1.8) Teorema Seja X : F = 0 uma curva irredutivel de grau d, e
seja A um inteiro tal que 1 < A < d. Suponha gque alguma
derivada de ordem A de F é nfo nula, Temse entSo que

(1:: F;)* independe da desomogeneizacio F, de F, para todo P '

em X se, e somente se A é um itruncamento do desenvelvimento

p-adico de d; ou A = p- coms > 0 e A divide d.

Demonstragio: Sejam d = d +...+d pr e A = A+ FA ps com d A 20, -
Q r : .0 8 rs
*
Suponhamos inicialmente que ('.':i: F,) independe da desomogeneizagio

Fy de F, para todo P em X.

Caso A =p.

Se ¢ = 0, a2 conclusfio segue de (1.4).

Suponhamos entfc que s > 0, e que exista di # 0 para algum i,

0 <1 <8,

Para p = d0 L ds_lps-l, temos que 1 £ p < A e

[d;f:] # 0(p), o que contradiz (1.5).

Assim, d & da forme dsps ot drpr, e portanto A divide d.
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Caso A # p.
A demonstracio serd feita em 3 etapas:
(a) Se para algum i, ;\1 # 0, entdo cli < ,\i.
De fato:
6 - i a
Para A # ?tsp , tomando-se P, = AO ...+ .Alp +...4+ }\Bp ,

temos pelo lema (1.5) que

-
A-p, ] =z 0(p).

Se di = 0, a firmagio é& trivial.

Agora, se d1 # 0, entéo

(o= 0 = (e )= ()

<
Logo, dl £ ?Li

Para A = Aspg. com A_ 2. 2, tomando-se p = (hs—l)ps, temos por

a-p-1) _
(1.5) que [A-p] = 0{p).
Supondo por absurdoe que ds > PLS , temos
d-p-1} _ N '
[h-p]'ds hs+1.

Dai, d = As - 1, o que ¢ contra a hipétese.

8
(b) Se A # p°, entdo existe i, 051 < s tal que di = 0.
De fato:

Se do =,...=d = 0 entéo para p = pEl temos por (1.5) que

d-p-1] _ :
[A-p ] = 0{(p).

d-p=-11 _ |p-1 p—1 p-2
Sendo, [A—p] = [7& ][A ] [>t _1] # 0,
4] s-1 -]
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concluimos que algum d € ndo nulo.

(¢) Por indugiioc sobre i, provemos que

Como A # 0, por {a) d. < A,
B 5 8

Supondo que d3 < A, entBo p = d0+...+dsps, tal que p < A e
-]

0(p), o que contradiz

por (b) temos que g > 1, e ainda [d-P-i]

A-p
(1.5).
Suponha verdadeiro que d  =A_, para i =0,...,] com j<s.
Se As—(ju) = 0 mostremos que ds_(j+1) = 0
_ —(j+1)
+ - - °
Se ds—(j+1) 0 entdo para p cl.o oo S=(J+1) )

temos que 1 < p < A, e send;:) dg_i' = A , para i € J, segue que

[d__._l] # 0(p), contradizendo (1.5).

A-p
. & <
As—(ju) # 0, entio por (a) ds-(j+1) < hs_(jﬂ, Supondo
: - : a
que ds-(j+1) < As—(_1+1}’ entdo para p = do +...+ dsp , teremos
1 <p <A

Pelo mesmo argumento anterior, segue que [d;p:] £ 0(p), o

que contradiz (1.5).

Reciprocé.ment.e, se A & um truncamento de d, entfio d-A = ag’,

s+1

para algum &« e @ > p = > A.

Logo, para todo r com 1 < r < A, temos que:

() ) ) e

Se A=ped= dsps +o+ drpr, com d_ > O entfio d-A = p°,
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para algum B.

Loga, pafa toedor, com1 <r <A temos que:

) ) (-

»
Em ambos os casos, a proposigfieo (1.4) garante que (Ti Fy)

independe da desomogeneizagidc F, de F, para todo P em X. n

Note que para 1 < A < p, as curvas assintéticas de ordem A
existem projetivamente se, e somente se d = A(p); e que para p = 0

as curvas assintéticas existem projetivamente apenas para A = 1.

Definicéo Diremcs que o par (d,A) é admissivel se A & um

truncamente de d ou se A & uma poténcia de p, que divide d.

(1.7) Corelario Se (d,A) & um par admissivel entdc as curvas
assintéticas de ordem A a uma curva irredufivel de grau d,

independem de mudanca de coordenadas projetivas.

Demonstragdo: Se T é uma transformacéo projefiva tal que T(Q)=P,

entdo por (A.3) e (1.6) tem—se que:

(T’Q‘ (FH = (F) = (}?; P’ = ((«ti‘ Fo) ). "
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2. AS EQUA(;EJES DAS CURVAS A-NAO GENERICAS

Neste paragrafo, e nos préximos X : F = 0 ser& uﬁa curva
projetiva plana irredutivel de graud, e A & um inteiro positive
tal que (d,A) & admissivel.

Neste caso, o teorema (1.6) garante que a multiplicidade
genériéa LY da curva F, = 0 com as curvas assintéticas de ordem a,
independe da desomogeneizacgdo F, de F, o que torna consistente a

seguinte definicsdo:;

Definicdo Uma curva X : F = 0 é dita A-genérica se nh = A+l e

A-nfio genérica se nh > A+l

Seja,

A+l

A = T (-1)° (@7 07 F) (-F)° (R )M,
1) 1 J i B

s=0 :

onde D: denota a r—ésima derivada parcial de Hasse com respeito a

variavel X e D' F=F .

1 i 1

Tem-se pelos teoremas (I-1.5) e (II-1.6) que, X & A-nfo

genérica se, e somente se Aij = O(mod F)}, para todo i, j =0,1,2,

1=+ 3

A definigio que segue é uma adaptagBo para o nossoc caso, de

uma definlg8o dada por E. Ballico e A. Hefez em [B-H] .

0 tem

Definig&o Diremos que uma curva irredutivel X : F
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singularidades controladas com relaqéo a0 par admissivel (d,A) se:

) e, < ad + Y m (m - (A+1)),
P mP>l+1 P .

onde m, denota a multiplicidade de F em P, e
eP = min {I(P,FaFi), 1 =20,1,2}.

Exemplos dessas curvas sfio as curvas lisas.

(2.1) Proposigdo Seja X : F = 0 uma curva com singularidades
controladas. X & A-nfo genérica se, e somente se D? D?F =0

para todo 1,J = 0,1,2 e todo par (m,n)_tal gue mtn = A+l.

Demonstracgio: Se X & A-ndo genérica entdo &IJ = (0 sobre X, para

todo i,j = 0,1,2, e portanto
% (017 D°F) (-F.)% (F))
i J i 1

s=0

A-s

D?+1F (P = F, (2.1.1)

Supondo por absurdo gque D?+1 F # 0, para algum J, enté&o para

todo i = 0,1,2 e todo P € X, temos por (2.1.1) que:
I(P,F.Dt+1F) + (a+1) I(P,F.F ) z,I(P,F.Fj). (2.1.2)

Ap6s uma mudanga de coordehadas, se necessirio, podemos supor

que nun ponto singular P qualquer de X,

ep = I(P,F-Fj}: j = 0’152- (2-1-3)

Se P ¢ um ponto regular de X, entéo e, = 0 e de (2.1.2) temos

I(P,F.D?+1F) > I(P,F.F ). (2.1.4)

Se P ¢ um ponto multiplo, entdo por (2.1.3) temos que
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A+l

s F) + e, 2 e, = I(P,F.FJ). (2.1.8)

I(P,F.D

Se P & um ponto miltiplo com m, > a+l, temos que

A+t
I{P,F.Dj F) > m, (mP (Aa+1)).
Logo
A+t - ;
I(P,F‘.D-1 F) + [ep - mp(mp - {(A+1)) g_ep = I(P,F.Fj). {2.1.8)

Somando (2.1.4) sobre todos os pontos regulares de X, (2.1.5)
sobre todos os pontos P singulares de X tais que mp = A+t, e
{2.1.8) scbre todos os pontos P tals que mp > A+l, tem-se que

A+
L I(P,F.D| F)+Le, - L mim - (1)) 2 § I(P,F.F ).

P P m_>A+1
P .

Pele teorema de Bézout, segue que

d(d - (A+1)} + T e_ - Y m(m - (A+1)) > d{d-1).
P P P .
P m >A+L .
P
Logo,
Te - I mm - (1)) 2,
P mP>?t+1

o que & uma contradicfo, pois X tem singularidades controladas.

Temos, entdo que D?+1 F=0, para j = 0,1,2.

Agora a expressfio (2.1.1)} nos fornece:
A-t A+l-g .8 s
X [Di Dj F) [_F1] (Fj)

g=0

A A A-s
(Dl DJ F) (Fx) = Fj .

Pelo mesmo raciccinio, prova-se que:
D, D? F=0, Vi,j=0,1,2.
Seguindo passo a passo o argumento acima, obtemos

D‘:D‘J‘F=0, v i,J=0,1,2, ¥V mn, mn = A+l,
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A reciproca segue trivialmente de (I - 1.5). o -

Observacgao SejJa X : F = 0 uma curva com slngularidades
controladas de grau d, d = d0 +. ..+ d}pr. Se 1 g'd0< p-1 ou d1<p-1
e X & do-nﬁo genérica, entBc X é (do +...+ dlpi)—né.o genérica,

para todo §{, 0 £ 1 < r.

A afirmagiio acima segue de (2.1), (A.2) e do fato que hi+1 =
= do +...+ dip1 + 1 & p-adicamente majior ou igual a d0 + 1,’ com d0

nas condigédes acima.

(2.2) Teorema Seja X : F = 0 uma curva de grau d, com
singularidades controladas é seja A um inteiro tal que
d = A(p) com 1 £ A < p-1. As seguintes afirmacies s#o
equivalentes:

(i} X é A-ndo-genérica.

(1) n = p"“t , para algum a > 1,

o 1 1 1
P . 1]

(iii) F ¢ da forma Y Q X~ X7 X% para algum
L o+t st =y lolds O 1 2
0 1 2
Q y € K[Xo'xfxz]"
012
Demonstracgo: - (i) = (1i) Sendo X A-nic genérica e com

singularidades controladas, entfo pela proposigéo (2.1), temos que

F=0, ¥mn, min= A+l
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Segue de (A.2) que D1J o F =0, para todo (1,]}) tal que i+}

é p-adicamente major ou igual a A+l.

Sendo A+1 < p, temos que Dlj o F = 0, para tode (i,j) tal

que i+l < i+j < pa, para algum « > 1 e portanto N = pa.

{ii) =2 (iii) Se u, = pa para algum « > 1, ento por {2.1) e por
{(A.4) e (A.2) tem-se que todas as derivadas de ordem A+l até p“—l

sfo nulas.

5 i, i +1 +1 = :
Temos entfo, para todo {10,11,12) com i +i, 12 A, que:

r T
P _ P _
D1 (D1 - F) = D1 L (D1 F) =0,
0 1 2 012
para i = 0,1,2er =0,...,a1.
Portanto, existem Q1 vy K[Xb,xl,Xé] tais que
012
&
D F=0Q
‘ol1'a tolila

Sendo d = A(p) entfo pelo lema (A.1) tem-se que
o TS U
F = ) QP X X' X

I_+1 +1 =A 101112 0 ! 2
0 12 :

{(i11) = (i) E imedizta pelo teocrema (I-1.5). | -
Observagéio O teorema acima ¢ uma generalizagéo dos resultados de

E. Ballico, A. Hefez e R. Pardini em [B-H], [H.1] e {P] que tratam

do caso A = 1.
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(2.3) Exemplo: Curvas de Fermat

" .
Sejam a,b € K, d e A inteiros tais que (d,A) ¢ admissivel
com pfd e d > p.
Seja,
X:Xd d=d.
a X +b X1 X2
Escrevendo d = do +...0F drpr, das hipdteses sobre d e A segue
B
= ...+ < # 0,
que A d0 dsp coms <I e d0 0

Portanto, por (2.2) tem-se que:

(2.3.1) X & A-ndo genérica se, e somente se A+l < pBH' ou ds+1=0'

+

Mais ainda, se d = A+aq’ com pfa, entdo n=d -

(2.4) Ezemplo

Seja ¢(x) € K[x] de grau n, tal que pfn, e definamos

pl(x) ~ ely)
xiy

flx,y) =
Seja X a curva projetiva definida pela equagfo afim
f(x,,y) = 0. .
Considere as seguintes condig8es:

(a) ¢ (x) = g% tem n-1 raizes distintas.

(b} ¢ ¢ injetiva sobre as raizes de ¢’.

Em [V], Voloch obtém os seguintes resultados:
(1) X & lisa se, e somente se ¢ satisfaz s condigdes (a) e (b).

(2) Se ¢ satisfaz as condicdes (a} e {b), entfio X & reflexiva,
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A fim de estudar a A-genericldade da curva X, necessitamos

das seguintes'identidades. cujas demonstracfes sé@o Imediatas

mn
Dx plx} — Dm_ f

1,0
Dm,O r= X -y
- D) ely) + By, neaf
- b4 s =
Do,n £= X~y
Dm 1 nf - Dm n—1
Dm,n £ = iy

para m,n > 1.

{2.4.1) Proposicéio: Se as condigdes (a) e (b) sfo satisfeitas por

¢ , entdc X & A-genérica para todo truncamento A de n-1.

Demonstragio: Como (a) e (b) sfio satisfeitas por ¢, X & lisa,

Supondo X A-nfo genérica, entdo pela proposicéo (2.1), temos

que:

D £f=0, Ynmn mmn= A+l
m,n
Portanto, das identidades acima segue que:
M y(x) =D, f£=D f=.=D.f=b" gy
x 7 A,0 A-1,1 0 T Yo, y -
Assim, [)7“'1 p(x) & uma constante.
% ..

) n
i .
Escrevendo ¢{(x) =} a, x , com a # 0, a condigfio acima
n
i=0

implica em particular que [hz] = 0(p), o que é um absurdo, pois A

sendo truncamento de n-1, existe q° uma poténcia de p, tal que

n=xi (q'), g > a+l. n

33 o



3. PONTOS RTESTACIONARIOS

Assumiremos neste pardgrafo que a curva irredutivel ¥ : F =
Otenha grau d ¢ que A é um inteiro tal que (d,A) €& admissivel.
Seguiremos de perto o tratamento dado por A. Hefez em [H-2],

onde sédo estudados os pontos de inflex&o.

Definicéo Um ponto P € X é chamado de ponto A-estaciomario se P &
um ponto regular de X, e que para alguma desomogeneizagfo F, de F
se tenha:

A
I(P,F¥.tP Fel) > L

Note que a definigfio acima & consistente, pois pelo teorema

(1.6} tem—se que:

A

s F)

I(P,F,.T) F,) = 1(P,F.%

Note também que Rt F # 0, para tecdo P regular de X, pbis caso

contrério t: F, = 0, e en particular P & singular.

Para relacionar os pontos A-estacinarios com os pollndmios
Alj definidos  no pardgrafo anterior, necessitamos do seguinte

lema:
(3.1) lema Se F e K[Xb,Xl,Xz] ¢ um polindomio homogénec de grau d,

e A é um inteiro tal que (d,A) & admissivel entdo para todo

1,J,£=0,1,2, 1 # jed#+ j temse:
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+1 - [y (AFL
XMy = XNt 8, (mod F).

i 1]

Demonstragio: Como (—XbFO] = X1F1 + XEFZ {mod F), entfo

i

s _ s s a-1 i
(—XOFO) = 15:0 [] (XiFi) (X2F2) - (3.1. 1)

Substituinde (3.1.1) na expresséo:

A+l
+1 +1-8 A+l-g 8
Xﬁ Ao e Xh ?L 1—5,3,DF (F1) ( ono) '

e pondo j = s—i, obtém-se:
Xh+1 A =
0 01

A+1 1+1—1[

_ A+1-1 i
= TEYTTOGFIL
1=0 j=0

+1~{i+%)

1+ Xi]

1 ] A+*1=-(1+§),1+5,0 4]
(3.1.2)

Pondo r = A—-i, temos que (3.1.2) & igual a:

A = (XFO)*p F +
o a1 2 2

0,A+1,0

A
r+1 A+j-r r+l-§ J '
* EO(F1) [xzpa) [ E [ ] r+1—1,1+j—r,oF X0 X1] (3.1.3)
r= -

Pelo lema (A.5), a expressfio (3.1.3) pode ser escrita como

XA+1 A =

o 01

a N
?t+1 r+l AT r+l1
= GF)Y Doy of * L EDTIRE)TT I )™ D

0,A=T,r+1

Pondo k = A-r, obtemos
: Arl

+1 — +1 _ A+i-k k _ A+l
xﬁ Bor = "Z N o vtk CFy) (F)7 = X0 4y,

As demais identidades se obtém de modo andlogo. =
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(3.2} Proposicio Seja X : F = Q uma curva irredutivel A-genérica
de gr‘ati d, tal que (d,A) ¢ admissivel. Se P é& um ponto
regular de X, entdo P é um ponto A-estacionfrio se,e somente

se a”(P) =0 para 1,1 =0,1,2 e 1 = j.

Demonstracio: Seja P = [xole:xz) e X um ponto A-estacionario e
suponha sem perda de generalidade que xz = 0.
Pelo teorema (I-1.5) temos que

A . —
I(P,F,.‘rP F) > 7, se, e somente se A01(P) = 0.
Das identidades:

+1 _ A+l +1 o (o A+l
Xg By = (CX)70 A, e XT By = (X, oo

Juntamente com a hipétese x2 # 0, segue que
A21 (P) = ﬂzo (P) = 0,

A reciproca é imediata por (I-1.5), _ : n

Definigéo Seja P um ponto de X, e definamos:

i =min {I(P,F.8 ), 1,]=0,1,2 ¢ 1% 512

Se P & um ponto regular de X, ip € chamado de multiplicidade

do ponto estacionrio P.
(3.3} Teorema Se X & uma curva A-genérica de grau d, com (d,A)

admissivel entdo

I 1, =d.[d(a+2) - 3(a+1)]
P
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Demonstragio: Seja P = (xo:x :xg} um ponto qualquer de X,

1

Caso 32 # 0.

Nesse caso temos qﬁéﬁffvé"ifP,F-ﬁol].v”"W““ e 1 (3.301)

De fato, das ldentidades:

+1 = r_y yA*l +1 [y (At
XZ a01 = Xﬁ} A21’ X? aox = ( X2] Azo' (3.3.2)

temos que I[P.F.nm) < I(P.F.Am} e I(P,F.Am) < I(P,F‘.Aao). e

portanto 1 = I(P,F.A }.
P 01

Caso x = 0.
2 .
Mostremos que nesse caso,

I(P,F.bbi) = (A+1) I(P,F.Xé] + ip.

Se Xy # 0 (resp. X, # 0), como no caso anterior temos que:
i, = I(P,F.Azl) (resp i= I(P'F'Aao))'
Logo, das identidades em (3.3.2), segue que:

I(P,F.A_) = (A+1) I(P,F.X ) + 1 . ' {3.3.3}
01 2 P

Por (3.3.1), (3.3.3) e pelo teorema de Bézout, tem se que:

¥ 1p + (A+1)7 I(P,F.XZJ =d [d - (A+1) + (ar1)(d-1)].
P P

Logo,

Li,= d.[d(a+2) - 3(a+1)]. n
P

(3.4) Corolario Se X € uma curva de grau d, A-genérica para o par
(d,a) admissivel entSo o ntmero de pontos A-estacionérios é

no maximo d.[d(A+2) - 3(Aa+1)].

37



(3.8) Corclario Suponha o par {d,A) admissivel. Contados com as
suas respectivas multiplicidades, uma curva lisa de grau d

tem d. [d(A+2) ~ 3(A+1)] pontos A-estacionarios.

Observe que ¢ tecorema acima para A = 1, nos fornece a

classica férmula de Plicker.

4. MORFISMO ASSINTOTICO

Seja X : F = 0 uma curva irredutivel de grau d, e seja a um
inteiro tal que 1 < A < d.

Suponhamos que alguma derivada de ordem A de F ¢ nio ﬁula, e
definamos a aplicagio racional: |

: N(A)
: —_— ey
¥, + X P

P —— (D, F(PY), .,
g

11
o012

*1 =A
12
onde N(A) = A(A+3)/2.

Se (d,A} & um par admissivel, o morfismo l,{ll serda chamado de
morfismo assintético.

Tem-se pelo teorema (1.B8), =a seguinte interpretagio
geométrica: w?t associa a cada ponto P de um aberte afim, as

N(A) da curva assintética Tz Fe, onde F, & uma

coordenadas em P
desomogeneizacéo de F.
Sejam X = XE/XQ, y = X1/X2 e suponha sem perda de

generalidade que X € uma variavel separante de K(X).
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Ponhamos;

j (x,y) = D, F(x,y,1)

i il
o1z 01112

A Tim de analisar a inseparabilidade de "bi\’ usaremos uma
parametrizacéo P(t) centrada num ponto geral P de X, como em

(1-1.3).

(4.1) Proposigdo Suponhamos 1 < A < p tal.. que d = A(p). Se "b}l é

inseparavel entéo Dx(t,b11 \ } = 0 sobre X, para todo
01z

(io,il, 12] tal que 10+11+i2 = A.

Demonstragio: Suponhamos inicialmente que 12 > 1. Pela relacgéo de

Euler, juntamente com o fato que d = A(p), temos que

X (i +1)D F + X {i-+1)D F + X1D F =
0 o 10+1,11,12-1 171 11t 2 2 141
- D1 1,11 F
o e
Logo
iawi i 4 (P(t)) = "bi i, —1(P[t}) - x(t](io+1)!ﬂl +1,1 ,1 -1[P(t))
ot2 01’2 0 1"72
- y(t)(11+1)4’10'11”,12_1(?(1:)). _ (4.1.1)

Agora, pela regra da cadela segue que:

thl Jio,1 -1(P(t” = (10+1}wl +1,1 ,1
0 1’72

_(PLE)) +
1" 2 0

+ (1) ¥ () g _, (P, (4.1.2)
0 2

,11+1,1

De (4.1.1) e (4.1.2) temos que
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1ID, (¢ - D (¥, )

111 1,8 ,1 -1 U s1,1,1 -1
012 ,’o+’1’2 ottty 012

= y(t)(11+1) [Dt(w )Y/ -

1,1 +1,1 1 1 +1,1 ,1 -1
o''1 72 o "1’z

~ D, (¥ ) W 1+ D (¢

i +1 - i ,1 +1,1 -1 t
o "1'121 o'’ e

) ¥
+1,1_,1_- -
R T R PR S

(4.1.3)

Sendo wh inseparivel, entfo por (B.1) e {4.1.3) segue que

D (¢ ) (P(t)). w (P(£)) = 0, en K((2)),
LR Lgrtyrigt
Se ¥, o _1(P(t]) # 0 entio Dt(qbl i _1)(P(t)) =
0’1" 2 o 1’2
Suponha agora que wi | 1_1(P(t)) =
0’1" 2

Sendo P{t) centrada num ponto P geral de X, tem-se que:

D, , , ,F=0 (4.1.4)
0" 1" =2

Pela regra da cadeia e por (4.1.4), levando -em conta que

io+1 < A < p, segue que

th’i +1,1_,1 -1) = (10+2M’1 +2,1 ,1 +{1 ﬂ]"’i RN -1y = 0.
0 172 0 172 1 2

Conclui-~se entdo que

Dt(l,ti )= 0, jo >1, 0< ,j2 < A, {(4.1.5)

Por simetria, segue também que

! T i <
Dt(uj )y }'= 0, L2 0<J, <A (4.1.8)
o172
Resta entdo provar que D (l,bo o ?L = 0.
A relagiio de Euler, Jjuntamente com a condigdio d = A(p)

inmplicam que:

Dt('po,o.h—i) = x(t) D Cy '/ + y(t) D (y +

10}\1 1,0,A=1 01;\1
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+ A D o)

+y' (L) l’%,1,)&—1

Assim pela regra da cadéia, temos que.

A D, (¥ ) = -[x(t) B, (¥ ) + y(t) D (y ). (4.1.7)

0,0,A 1,0,A-1 0,1,A-1

=0 e

De (4.1.8), (4.1.8) e (4.1.7)} tem-se que Dt(wOJLA)

portanto:

D(%&“;(HHJ=Q VHWHJJ,%HJ%=R (4.1.8)

Como pela regra da cadeia,

Dt(wioiila(P(t}) t=0 - Dx(wloilia) (P)

entdo de (4.1.8) temos que:

Dx(¢%9112)(?) =0,

para todo ponto P regular em X tal que t = x ~ x(P) & um parémetro
local.
Portanteo, para todo (10,11,12) tal que lo+i;+iz =_a, tem~se’

sobre X que:

Observagdo O resultado acima nfio & valido para A = 1, e nesse
caso a inseparabilidade de wl é caracterizada pela proposicio

(B.1)}.

(4.2) Corolario Com as mesmas hipéteses do teorema (4.1), temse

0(p).

que: se Wi ¢ inseparavel, entéo Y

Demonstrag@o: Segue do teorema anterior e do lema (I-1.14). |
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(4.3} Teorema Se X : F = 0 tem singualridades controladas e
1 < A < p-1, entdo as seguintes afirmagBes sfo equivalentes:
(i) X é A-nAo genérica.

(ii) llb?t & inseparéavel.

Demonstiragio:

(i} = (i1) O teorema (2.2) prova que se X & A-ndo gendrica entfo

n, = pa, para algum « > 1; e que para todo (10,‘11,12) tal que

- _ . X :
1Q+11+i[2 A existem Qioil12 e X[ 0’x1’X2] tals que

D F=0 (xP .Xf X ).

Assim, gbl - (P(t})) = Qi - (x(t})P ,y(t)® ,1} e portanto,
012 012

r
t

o

D (P{t)) =0, r=1,...,p -1.

(wlli
012

Lo_go, por (B.1), I,(JA ¢ inseparéavel e degi "bl > p“ = .

(1i) » (i) Se Y, ¢ insepardvel temos por (4.2) que UN o(p).
Sendo 1 < A < p-1, temos que ¥ & A-nfio genérica e por (A.2),

n =paparaalgumoc31. ]

A

OBSERVAGOES
(4.3.1) A demonstragio acimz contém a seguinte informagfio: Nas
mesmas condigBes de (4.3), se v, ¢ inseparavel, entéo

deg, ¥, = M-
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(2.3.2) Para A 2 p-1 , as afirmagdes do teorema nio s#o
necessariamente equivalentes, como se vé& no seguinte exemplo:

2
Xx: ¥t

1 2.
+ XX T+ X =0
o i 2

X é& A-genérica para A = p-1, mas wA é& inseparavel.
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CAPITULO MmN

APLICA(;?OES A TEORIA DOS NUMEROS

{. TEORIA GERAL

Seja X uma curva projetiva plana e irredutivel de grau 4,
definida sobre um corpo finito Fq. Denctaremos por N(X¥,q)} o numero
de pontos racionais de X sobre Fq.

Seja € : F, = 0 um modélo afim de X, e considere a familia

g, = (C* F,)

Note que os pontos raclionais afing de C estfo entre os pontes

PeC”

para os quais € satisfeita a seguinte condigéo:
A . .
Fq(P) € (TP F, =0) ] (1.1)

onde F; é o automorfismo de Frobenius.

Diremos que X € uma curva A-Frobenius nio degenerada se nem
todos os seus pontos num aberto afim satisfazem & condigéo (1.1);
e A-Frobenius degenerada, caso contrario.

Os pontos P de C paré os quais (1.1) é satisfeita s#o

precisamente os pontos para os quais se anula a fungdo racional:

A
hy(,y) = L D, (F)(x*0 (y%y).
. 1+j=1
Assim, X & uma curva A-~Frobenius nfio degenerada se, e somente
se hh ¢ ndo nula sobre C.
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Para as curvas A-Frobenius nfic degeneradas uma cota superior

para N{X,q) ¢ dada por:

d. deg
.__#_I'l"___ + R (1.2)

N(X,q)} <

onde I & uma cota inferior para a multiplicidade de intersecgfio de
C com a curva h7L = 0 num ponte raciconal gualquer IP em C, e Ré o
numero de pontos racionals no infinite de ¥ que nZo estio scbre o
fécho projetivo da curva h_)t = 0.
Trataremos agora do caso em gue as curvas assintéticas de
ordem A tém existéncia projetiva. Para isso definamos:
10q 1qg i 4q

H, = ¥y D Fx°x'x?%.

11 o 1 2
I +1 +i =A 012 _
D 12

(1.3) Proposicio Se (d,A) & um par admissivel entio ha(x,y] =

= H, (x,y,1) (mod F,).

Demonstracdo: Ponha:

(1:7; Fix,y) - }fi: Flx,y,1) = ):‘a.”(P):Aciy‘1
’ 1,

Como (d,A) é admissivel, pelo teorema (II-1.6} temos para
-todo P e C, que
(<} Fyl0x,y) = # Flx,y,1)

e portanto a_ € (F,).

i)
ASsim,

- = (P a 9y _ T8 1y =
h(x,¥) - B(xy,1) = (7 FOOTY -8, Py =
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q

=73 alj(x,y]xiq_yj e (F,).

Loga, hh (x,¥) = HA(x,y,l) (med F,). ]

(1.4) Corolério Se (d,)) & admissivel entfo:

(1} X & uma curva A-Frobenius degenerada se,e somente se HA é um
maltiplo de F,

{(i1) Se X & uma curva A-Frobenius nio degenerada e I(P,F.Hh) > I,

para todo P racional de X, entio

N{X.q) £ d(d-Aa+rq}/I.
Demonstragio: Imediata. g

Considere a seguinte condigéo:

(1.5) Todas as derivadas de F de ordem a+l1 até q'-1 sfo nulas,

onde q’ & uma poténcia de p.

As curvas F = 0 de grau d com singularidades controladas e
A-ndo genéricas com 1 < A < p-1 e d = A(p) satisfazem & condicgdo

(1.8).

(1.6) Proposicio Seja P um ponto racional qualquer de X : F = 0,
Tem-se entio que:

(1) I(P,F.h) > A+l

(ii) Se a condigdeo (1.8) & verificada entéo,

I{P,F.hhl > min(q',q).
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Demonstragdo: Escrevamos por simplicidade que F, = f.
Para todo'P racional e tedo r < g tem—se que:

(-1)! se p=1

. a_. 41 - q_,.1 =
Dl_,o(x x) (P} =D r[y vl (P) -—{

0. g se r=»1

Assim, para todo m,n < g e P racional,

\ |
D h(P)= % (-1}" D |, (D, £)(P) =
mnn 1+j=1 m—1l,I .

A
=[ ¢ D [‘;‘] [’;]1 D_£(P).
1+j=1

Logo, para tedo m,n < g ¢ P racional
D hA(P) =a D f(P) {1.8.1)
mn mn mn

onde,

A 141
a = ¥ (-1 Fﬂ Fﬂ.
e i+j=1 1 3.

Como, para todo m+n < g tem-se que

-1 se m+n < A
a =
n AfAei-1
-1+(-1) [Rh ] se mtn = A+l

entdo de (1.8.1) segue que
A a-(A+1) N E&+i—1]
hy = -t £+ 1§1 -1+ (-1) A JIe o+
+ (polindmio de grau maior ou igual a g),

onde f = f1 +...4 fd & o desenvolvimento em série de poténciag de

f num ponto racional P.
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Asslim,

. N q—<A+1>[A+bq]
R S E E
1=1
+ {polindmic de grau malior ou igual a q). (1.8.2)}

Por (1.86.2), a assercfio (i) & verificada.

Agora, se F satisfaz & condicBo (1.5), entdo:
f = ... =°f = 0. (1.8.3)

De (1.6.2) e (1.B.3) segue entfc para todo P racional de f=0,
que:

I(P,f.hl) > minlq,q’ ). H

(1.7) Corolario Se ¥ :+ F = 0 é& uma curva A-Frobenius nio

degenerada de grau d, entio:

d degha

N(X.q) < e

+ R.
Se além disso, F satisfaz (1.5) entao:

d deg,l'n?t
N(XC{) < m""

.

onde R & como em (1.2).

Demonstracdo: Imediata por (1.2) e (1.6). [

(1.8) Observagéio Se X : F = 0 & a-Frobenius degenerada de grau d,
com (d,A) admissivel, entfio R pode ser omitido das desigualdades

acima, pols na intersecdo de F = 0 e HA = 0 J4 sdo contados os



pontos que ddo origem a R.

A proposiciio seguinte ¢ uma generallzagéo da'p'r-oposiqao 5 em

[H-V], onde o caso A = 1 & considerado,

(1.9) Proposigiic Seja X : F = 0 uma curva de grau d e A é um
Inteiro tal gue (d,A) é admissivel e suponha que a condigio

{(1.8) & satisfeita por F com q > 2A+1. Se ¥ A-Frobenius

degenerada, entdo < g e d < A{lg-1)/(qg'-1).

Demonstracdo: A condigdo (1.5) juntamente com (A.8) implicam que

2

4 4] 1 2
H, = Y Q2 XU X5 x*.
t i1 0 1 2
1 +t +1 =A @12
o] 1 2

Supondo per absurdo que g’ > q, temos que

i ti
I +1 +3 =A 012
0 1 2

1 i, 1
= q’/q 0,1 4 2.9
H?s = ( L. Q Xo X xz) )
Sendo X uma curva A-Frobenius degenerada e F irredutivel,
segue de (1.4) que F divide H.;/q , © que é& um absurdo pois
deg H;(q < deg F. '

Portanto,
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9 <q e Fdivide B'9. (1.9.1)

Como d = A+aq’ onde g = deg Qi 1 © deg H;/q’ = w+Ag/q’, de
012

(1.9.1) temos que At+taq’ < a+dg/q’.
Logo,

d < alg-1)/(q’ -1). _ B

Daremos agora uma caracterizagfiio de uma classe de curvas
A-Frobenius degeneradas de grau d = A{g-1)/{q’-1), generalizando o
Tecorema 2 em [H-V]. Usaremos a seguir a seguinie notacio:

2

_ 1 PR
X = X X1 X2 e ¥ = X X Xz, onde I (10,11,12). Os

0 0 1
milti-indices que aparecerioc na proposicfio abaixe terfo todos

comprimento A.

(1.10) Proposigio  Suponha que as hipdteses de (1.8) sejam
satisfeitas e que d = Alg-1)/(q’-1). X & A-Frobenius

degernierada se e somente se as seguintes condigiies sio

satisfeitas: .
| (n-1) 1 q,(n-—l) . 11
(1) F é da forma ¥ a?r . o ...X " com
Iseend IR
n

eF en=1lo .
q 8,4

. q
(11) 1, = P 1,1
n 1

para algum p e F tal que
R o q

Demonstracio: Como X satisfaz (1.9), de (1.9.1) tem-se que, X &
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A~Frobenius degenerada se, e sb6 ge

F=10"x divide B/ =§ox'¥Y
1 X

ou seja, para algum p,
' ol

Lox' ¥ = pypal x.
I 1

(1.10.1)
Como 4 = A(g-1)/{q’-1), os dois polindmios em (1.10.1) tém o
mesme grau, e assim g € IFq.
Suponde que X ¢ A-Frobenius degenerada, mostremos (i) e (ii).

Para n = 2, deg QI = (d-A)/g’ = A e portanto,

q S

= q

QI E: a'(I,Ia)__K
2

Segue ent@iv que, F é da forma (1).

Aplicando o© operador diferencial A = Dl Ly com A+l <
012

< ilo+i1_+i2 < q , 4 igualdade de (1.10.1) obtemos,
7 (8Q,) x'79" = o, (1.10.2)
1
Como d = }\{q’n—l}/[q’-lJ = alq’ (n-”+...+1)< Algtl) e deg QI=
= {(d-A)/q’ temos que deg Q, < Aq/q’.

Logo, de (1.10.2}, con¢lui-se que AQI = 0.

Assim,
q’ T2
Q: =Y Q(I,I )X (1.10.3)
1 2
_ 2
Substituinde (1.10.3) na expressio de F, temos que:
,2 I q’
F= %Q  x* x. (1.10.4)
I,1 o



Agora, se n = 3, entdo deg Q(II y = A e portanto,
. [] 2

I
3
Qurry = L2%q,1 1F
2 13 2

que substituido em (1.10.4) nos da que F é da forma comec em (1i).

Prosseguindo com esse raclocinio, por indugio sobre n, temos

que F & da forma (1).

Logo
(n-2) KU ‘2
- q'(n-~
QI - L S ST X X
1 I, , 1 1 n
2 n
Pondo J =1, J =1,..., J =1 , entédo F se escreve
1 n 2 1 n n-1
COmo:
(n-2) ‘I1 , {n-1) an’(n-2) Jz
F = Y a X X ¢
O S S
i SRR ¢ 2 n’"1
1 n
De {1.10.1) segue que
(n-2) Ilq,(n-a) Inq,tn—z) S
) a:'I . X X S=
I ,...,1 1" """ *'n
1 n
, (n-1) qu'f“'i) 3,
=p T ‘{‘J PR & WX S
B SR, - A | :
1 n
Assim,
o 2 LY < g (P2
= pa =ul=a ) . (1.10.5)
(11,...,1n) (12,...,1n,11> {1 .,In,ll)
s , (n—2)
Pondo p = p*’7? , (1.10.8) se escreve como:
b (1 )
a = pa . .10,
(1 ,....,13 P ,....1 ,1) 10.6
1 n 2 n 1

Resta entio, provar que pdﬁl = 1.
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De fato, pela relaglio obtida em (1.10,8) temos que

S 2
q’ g _q?
a P2 =plp” a })=...=
(11"'"!111) (12’.-.'11'1’11) (13’...'10'11'12,
_,lra’ . +q’{n_1)aq " - dsA
(11. ,In) (11, .In)
Logo, p"wab =1,
Reciprocamente, se F satisfaz as condigdes (i) e (ii) entdo a
, (n-2)
igualdade (1.10) ¢ satisfeita para p = p° , € portante X &
A-Frobenius degenerada. . -

2. COTAS PARA O NUMERO DE PONTOS RACIONAIS

Contar o ntmero de pontes raclionais de uma curva algébrica
definida sobre um corpo finito Fq, & um dos problemas classicos da
teoria dos numeros.

Relacionaremos neste parédgrafo ascotas anteriorménte
conhecidas, para na proxima seclo compararmos estas com a cota

obtida em (1.7} para as curvas do tipo 9“ = @(x).

(2.1) A hipétese de Riemann provada por Weil [W] nos fornece
N(X.q) < q+1+2gq*%,

onde g denota o género da curva.

(2.2) K. 0. Stbhr ¢ J. F. Voloch em [S-V] demonstram os seguintes

fatos:
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Se X é curva plana reflexiva de grau d entfo:
N(X.q) < dl(d-1+q)/2. (2.2.1)
Se X € uma curvae Dndo degenerada em PR, com seqguéncia de

i =0 < <...< v entio
Frobenius va 01 Ne1 .

{v +....+vn_1](2g—2)+(q+N)degX
N

N{X.q} £ (2.2.2)

{2.3) Seja X uma curva plana irredutivel de grau d, mergulhada em
FN‘A}, onde N(A) = A{A+3}/2, pelo morfisme de Verosese ¢A'
Pelas proposigdes (2.1} e (2.3) em [S~V], tem-se que
{vi,...,vu_i} < {81""'8n} e todo Iinteirc p-adicamente
menor que v, é¢ também uma ordem, para cada i. Conclui-se

ent&o que:

{2.3.1) Se p > N(A) e X ¢é ¢A—classica entfio X é Frobenius cléssica

 para ¢A’ e (2.2.2) nos fornece a seguinte cota: -

N

(a)y . N(N-1){g-1)}+{q+N)ad
sV N S

Se s(P) denota o peso de Frobenius para um ponto racicnal P

de X%, resulta de (2.4,a) em {S-V] que,

N

s(P) 2 ¥} (81-v1-1)'
=1

E portanto:

(2.3.2) Se X & Frobenius cléssica para ¢A’ entdo s(P) > eu, e uma

cota para N(X.q) é dada por:
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N(N-1){g-1)+{g+N)Ad

>4
N

Nsv =
A. Garcla e J. F. Voloch, em [{G-V,2], obtém para as curvas de

Fermat,
X: ax" + by = 1, ab*0 e pln,

o seguinte critério de Frobenius classicalidade.

(2.3.3) Se p > 5, ent®o X & Frobenius nio cléssica para ¢2 sobre

F , exatamente nos seguintes casos:
m
P

(i) p/n-1.

(ii) p/n2e n = 2(p-1)/(p -1) comr<m, r/m e a,b € F -
P

(iii) p/2n-1 e n = (p-1)/2(P-1} com m = tr, t par e a?,
b2 e F .
r
P

Se X é& Frobenius cléssica para ¢2, entéo:

{g+2n-1)-£(2n-5)

N(X,q) < 2n 5 | s

onde ¢ é o numero de pontos racionais sobre os eixos coordenados.

Nesse casco, usaremos a seguinte notacgio:

_ 2n(g+2n-1)

cv £
5

(2.4) A. Befez e J. F. Voloch em {H-V] determinam ¢ valor exato de

N(X,q) para as curvas X planas, lisas e TFrobenius n#o
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classicas

N(X,q) = d{g-1)-2(g-1).

As cotas citadas em (2.1) e (2.2.1) serdo denotadas

respectivamente por Nw e Ni.

3. CURVAS DO TIPO Y™ = o(x)

Seja X o fécho projetive da curva irredutivel,
C: fix,y) =0
onde f(x,y} = yn - @{x), com ¢(x) € Fq[x].

Essas curvas vem sendo estudadas ao longo de mﬁitos anos, € .
recentemente por M. Homma em [Hb,2] quanto a reflexividade, e por
A. Garcia em {Gj quanto a contagem de pontos racionais. 0 caso
especial das curvas de Fermat foi tratadeo em [G-V,2] e em [H-K].

Denotaremecs por K ¢ fécho algébricq de Fq.

A curva X é absolutamente irredutivel se e somente se pin e
mdc(p,rl,...,rs) = 1, onde rl s8o as multiplicidades das rajizes de
e(x) (veja p.ex. [HB,Z]).

M. Homma em [H0,2] mostrou o seguinte:

TEOREMA {Homma) X & ndo reflexiva se e somente se @(x) € K[x") ou

¢(x) & da forma:
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(MP(x) + hP00))" gh(x)
para algum g,ho.h1 e K[x] com mdc(hb,hl) = 1 ealgum r com 1<r<p

tal que r = n{p).

{3.1) OBSERVAGAD Se ¢{x) tem pelo menos uma raiz simples, entéo,

X néo é reflexiva se e somente se ¢{x) é da forma:

gz(x) + g:(x)x e n = 1(p).

(3.2) Com algumas excegdes (p.ex. degf < p) podemos tornar a curva
C, A-ndo genérica para algum A, <com o argumentoc que
descreveremos a seguir.

t B )
Suponha n = n+...tnp, n * 0 e pix) = B ta X t...taKk

tal que dege = my.

Para j = 1,...,4, escrevamos:

o
= + + ... # 0,
mj boj b”p + bHJp , com buﬂ Q

Para cada i, 0 < i < max{t,M}, definamos:
i S
A(i] - Il'la.X{no"’...‘*'n!p 3 boj+l L] '+bijp ] J - 1,:. .,8}.

Assim,

i+l _ 1+1
n= ui + ap mj = vij + Bijp ,
para algum u, vlj <Aafi), j=1,...,L&

Portanto, £ = yn - ¢(x) assumird a forma:

u +a q’ q’ ql q!
i 11 t 1 1 A

- +...+
Y (go * 81 x gh(nx )
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onde q; = Pm eg € Klx], k = 0,...,a{i).

Para cada 1 tal que A(i)+1 < g ou n, = bi+1,j = 0 para

J=1,...,¢ temos que C ¢ A(i)-nfo genérica com Ty 2 q', pois
nesses casos, temos que:

D _(y™-¢(x)) = 0, r+s = A(1)+1;
para r, s tais que A{1)+] < r+s < q;.

Observe que com e} procedimento acima, nao temos
necessariamente que A{i) seja um truncamento do grau f.

0 nosso método para determinar cotas, consiste em escolher
A(i), para o qual a curva seja A(i)-nfio genérica e A(i)-Frobenius
ndo degenerada, de modo que em (1.2) se tenﬁa um valor grande para
I.

A fim de estudar a Frobenius degeneragio das curvas A-nfo
genéricas suporemos ¢(x) da forma:

qi q’ . qsh
gt E Xt .. tg X,

onde A = A{i) e q’' = p1+1 para algum i. Nesta situacfo temos que

A< g < deg f.

Observagdo Se mdc(n,gq-1) = ! podemos reduzir a curva yn = p(x) &

curva y = ¢(x) com o mesmo numero de pontos racionais mediante um
*

automorfismo de IFq; além disso se deg ¢ > ¢, substituindo os

q+r

termos de ¢ da forma x° por x='7, obtemos um polindémio W(x),

com degy < q, de modo que as curvas y = @(x) e y© = y(x) tém o
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nesmo namero de pontos racionals. Assim, sem perda de generalidade

suporemos daqlii per diante que n/(g~1) e deg ¢ < q.

A
(3.3) Lema Seja @(x) = ¥ g?xi, comA < q <g. Sen = ulqg') com
=0

1

. a
u < A, entfio hh+f = ynw(q_n -3y g‘: x4,
1=0

Demonstragio: Sendo
A nl n-i, g i 1 q H
h = ¥ [[,]y -yt - 0 6 - 0 ]
1=1 )

mostremos inicialmente que:

N )
> [?]y“"i{yq N yn+u{q-1) ey (3.3.1)
i=1

Podemos escrever o lado esquerdo de (3.3.1) sob a forma:

A n ! Jli) n#{i-j){g-1) A : i-t|i}|n] n+ti{q-1)
O B e - b Eeon (e
1 .

i
i=1 t=0
A

A
S 11 T [ S

t=1H1=¢%

Como n = u(q’) e u < A < q", entéo:

()= () ocicne )0 ncicn.
- [0 - G

Assim, pondo j = i-t, (3.3.2) & igual a:

fr—
Faal
S
[ |
- J
M
I

A u-t '
..yn + E [:][ E (_1}J[U;t]]yn+t(q—1) = __yn + yn+u(q-1)- (3.3.3)

t=1 ]=0
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Resta provar que

p(x) + T (Dl«p)(xq*x)" = ¥ g? LI {(3.3.4)

A A
=0

1=0 1
Desenvolvendo {xq-x)J. para J = 1,...,A, podemos escrever o

lado esquerdo de (3.3.4) scb a forma:

A i A s-l[s] s-i 5
x¥ 7 (-1) [i]x D¢ : (3.3.5)

A 1
Como D:;o = ¥ [:]xt_s g: , segue que (3.3.5) ¢ igual a:
o .

A g X2 t ). t~1 '
Tx? Y ¥ (-1FT [f][s]x - g‘: . (3.3.8)

i=0 s=1 t=s

Sendo [?] [t] = [:] [::i], pondo r=s-i, (3.3.8) se escreve como

[ Eot t-1Y] t-1 ’ A 1 :
R T W
=] r=0 )

i=0

De (3.3.3) e (3.3.7), conclui-se que:

AL : :
h,+f = yrrutatt) oy g; x'9. | s
t=0

A proposigiioc a seguir ¢ uma generalizagfo do Teorema 2 em

[G], onde & tratado o caso A =1,

A’ 2
¥ gi‘ x' com A < q’ < g e suponha
i=0 .

H

(3.4) Proposicio Seja ¢(x)

n=ulq') comu<A. Se acurvaC : y = 9p(x} & A-Frobenius
degenerada, entio existe um inteiro p tal que:

p=-11(g"), n=ulg-1)/p e by +f = ynmu) - px)H*1.
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Demonstrag@o: Pelo lema anterior,

h—A+f - yn+u(q-1} - )-_-: g:.‘[ xlq'
i=0

- 8e C & A-Frobenius degenerada, entéo sobre C, tem—se que:

1q

A
n+u{qg-1) _ '
y = L g«
i=0

i

Assim, a funcic racional y satisfaz a ceondigfo:
yrruta-1) o Fq(x). (3.4.1)

Pela irredutibilidade de £ = y~ - ¢{x), Segue que n & O menor
inteire positivo para o gual V' e Fq(x).
Portanto de (3.4.1), temos que u{g~1) = O0(n). Logo, existe um

inteiro p tal que:

n = u(g-1)/p
[
10 L e D 'L SR € W)
De (3.4.1) e (3.4.2), tem—se que,
h+f = y"”“ii - @(x)”+1. "
A -
{3.5) Corolarice Seja p(x) = Y} g? st com A < ¢ < q e suponha
1=0

n=u+aq’ com U < A. Se a curva C : yn = ¢{x) & A-Frobenius
degenerada entio:

degh?L = EEEEE_ degC.

(3.8) Proposicio Seja X : % & yd + 1 =0, com pfd e seja A um

inteiro positivo tal que d = A+oq’ com ple.Tem-se que X é
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A-Frobenius degenerada se, e somente se d = A(q-1)/(q’-1).

Pemonsiragdo: Sendo d = A+taqg’, pele lema (3.3) tem—se que:

Ag/qt+ot

¥
?tq/q + +y

h+f = (X

Agora, X & A-Frobenius degenerada se e somente se f divide

+ 1)qﬂ

Ag/qts O

Ag/gtt o
xtaar + y

g = + 1.

Como pla, a curva de Fermat g = 0 & irredutivel, e portante

d = Aq/q’ + a = Alg-1}/(q"~1). [

Agora, como teremos que considerar curvas assintéticas que
possam ndo existir projetivamente, devemos fazZer uma andlise mais

»* .
aprimorada dos pontogs racionals comuns & X e a curva hﬁ = 0, no

infinito.

v ¥
(3.7) Lema Sejam o(x) = Tg x

i=0

tais“que degey = m, g, * G, com

degv = B en=u+ . Suponha m < ¢, n/{g-1) e ponha
A= max{;,v}. Seja X.o fécho projetivo da curva y" = p(x).
Tem-se que: ’

(i) Se n # m, entdo X possul um unico ponto no infinito Pm.

0) se, e somente se u = v

*
Para n < m, temse que.Pm € {h7L
e a < B.

0} se, e somente se v < u

»
Para n > m, tem-se que Pm € (h)L
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cuv=uef < o
Em ambos os casos, tem;se que:
I(Pm,F.h;) > [|v-ularg’ + |B-a«|limn|q’.
(ii} Se n = m, entio X possul n pontos no infinito.
Para u = A, temse¢ que X e h; = 0 tém os mesmos pontos
racionais no infinito,
Para u < A, temse que X e h; = 0 nio tém pontos racionais

comuns no infinito.

Demonstrag8o: Verifica-se facilmente que se n < m (resp. n > m)
entfo Pm = (0:1:0) (resp. Pw = (1:0:0)) é o 1unico ponto no
infinito de X.

Pelo lema (3.3), temos que

] v ]
h1+f =yttt Y g x'q, (3.7.1}

Caso n < m.
’ *
De (3.7.1), segue que Pw € (hh = Q) se, e somente se:
uq + aq’ < vq + Bq’
e isto, em presenga das nossas hipéteses, & equivalente a u < v
ou, u=veac<chf

Nesse caso, temos também de (3.7.1) que:

» Tem ¥ 1] - - ] v , *
h;\ + zvq+Bq ma¥ yuq+c¢q z(v ulgq+(B-atiq _[ » gt: XIQ] i (3.7.2)
1 =0

De (3.7.2) tem-se que:

m, (h; ¢ B eaty [(v-u)q/q’ + (B-a)]q’. (3.7.3)
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A hip6tese n < m implica trivialmente que:

m (F} > m-n. (3.7.4)
poo

* » + Fo *
Como f e + 2P 2T ven no ponto P_ tangentes comuns,

entfo de (3.7.3) e (3.7.4}) conclui-se que:

I(Pw,F.h;) > [(v=ulg/q’ + (B-a)]{m-niq’.

Caso n > m.

N .
De (3.7.1) segue que P_ & (hh = 0) se e somente ge

vq + Bq" < uq + «q’
e isto é equivalente, em vista das nossas hipdteses a v < u ou
v=ue B < a.

Nesse caso, (3.7.1) nos fornece:

* y _ #* 3 - _ ¥ v s : #*
lh s pUarea’-n.F yuqﬂxq _ z(u vig+ia-f1g [E g? X1q] . (3.7.8) -

De (3.7.5) tem-se que

Il].p (h; + zuq+ocq’-np) l [(U"V)q/q’ + {G”B)]q'- (3.76)

Sendo nn > m, temos que

m (F) > n—m,
pm

* * ,_ *
Como £ e h, + 29T £ yam no ponto P, tangentes comuns,
entfo de (3.7.5) e (3.7.8B) conclui-se que:

(P, F.hy) > [(v-ulg/q® + (a-)l(n-m)q’.

{ii) Se n = m, entfo o conjunte dos pontos no infinito de X é:

A= {{1:y:0): ¥y = ah}’
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n
onde ¢p(x) = Y a x! com a # 0.
l:Ol n

Sendo n/{g-1), temos que #A = n.
Se u = A, entfio m = A+aq’ = v+Bq’.
*
Nesse caso, o conjunto dos pontos ne infinito de hh =0 é:

’
Agrolg =a}.
n

{(1:y:0): ¥y

Como, y" = th+aq' para y € Fq, temos que a assercgio {(ii) &

verificada no caso u = A,
Se u < A, entlo v = A e ug'+uq’ < Agq+Bq’.
*

Portante, (0:1:0) & o fnico ponte no infinito de hh =0, e

ndo pertence a A. N

(3.8) Proposiciic C(Com as mesmas notagdes de (3.7), se X é uma
curva A-Frobenius nio degenerada, tem—se que:

»*
(i) Sen#me Pm € {h>L = 0), entdo

' degX degh?L
N{X.q) < — [u-v|a/q’ + |a-B|]|n-m].
* ~ - degX deghh
Sen#mne Pm 3 (hl = 0), entdo N{X.q) < — g + 1.
n degh>t
(ii) Sem =n e u = A, entdo N(X,q) £ —
) n degha
Sem=neu<A, entdo N(X,q) < — + n.

Demonsiragéo:
" .
(i) Sen# m e P e (hl = 0) entdo pelo teorema de Bézout e por

(3.7) tem—se que:
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L ] *
N{X,q") < [degF degh{,‘t - (I{Pm'F‘hA)_q W7q' <

degF degh;
S —g— " [lu-v|a/q’ + |a-8|]|mn].

» *
Se Pm = (hk =0) en<m({resp. n> m) entéo deghh = AG+Bq’ e

v = A (resp. degh, = Agq+aq’ e u = A).

A
* : *
Se P ¢ (h1 =0)en<m (resp. n > m) entdo degh, = Aqtaq
*
{resp. degh?L = Aq+B8q’). O resultado decorre irivialmenie de (1.7].
(i1) Se n = me u = A (resp. u < A) entio R = 0 (resp. R = n),

onde R é como em (1.7). =

{3.9) Denotaremos por NR a cota obtlda em (3.7). Como a esceolha de

A pode ser efetuada de diversas maneiras come descrito em

(3.2), a melhor cota pode ser obtida calculande para cada A,

as expressfes em (3.7).
Observe ainda, que a cota:

d[Aq + max(a,B)d’]
q’

+ 1

Ni =
majora NA para cada caso consider?do enm (3.7).
Basta nmotar, param = n e u < A, que degh; = AgtBq’.
Assim, « > B e N, = nlAg+fq’)/q" + n = n(Aq+Bq’+q’) <
= n{Aq+eq’ )/q' < Ni. |
Suporemos a partir daqul que a curva y© = g(x} seja
irredutivel de gfau d, com ¢ sSeparéavel,

Daremos a seguir, condigBes suficientes para que a cota Ni

melhore cada uma das cotas menclonadas no paragrafo 2.
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Utilizando-se da cota NA’ podemos em cada caso consideradc em

(3.7}, obter condi¢Bes mais precisas.

(3.10} Comparacfo com a Cota de Weil

Sendo ¢ separavel, tem-se que g = {m-1)}(n-1)/2 e a cota de

Weil é dada por:

N =q+1 +(m—1)(n—1)qua.

(3.10.1) Se q/%1 < m, n < @, ou g/ < m n <

< (VB-1)q""?/2, entso NO<N

De fato:

Supondo q1/2+1 <m<n < qg/q temos que

N, - N, =nq+ [(m-1)q"® - q] - Aa/q’ - n.max(e,B) >

> nlag’ - Aq)/q’ - n° > nla/q’ -n).

Supondo quz?t/q’ +1<m<n < (v’g—l)qyz/Z temos,

N - Ni = q + [n(m—l]qifz - [m_l)q1/2] - mq/q’ - nma.X((I’ B) >

W

vz . nAgq/q’] + {q*nq1/2 - n% > 0.

> n{m-1)g
Se n > m =a desigualdade & verificada por simetria, pois

nesse caso max(a,B) < m. =

(3.11) Comparacfes com as cotas de StOhr-Voloch

Se X € reflexiva e p > 2, entéo

N = é[(m—l)(n—-l) -2 + (q+2)d].
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(3.11.1) Se A £ q°/3 e m,n < 4/ entdio: N; < N,

Supondo n > m, entdo N;) = %[mn -1 + (nm} + ngl] , e
portanto
(1) , 1. _ -
Nsv NA > 2[mn 3) + ng/2 - nAg/q nmax(a,ﬁ) >

> (nq/3 - mAg/q’) + (ng/6 - n).

0 caso n < m, segue de modo analogo.

Se X & qba-clé.ssica e p > 5, entéo:

2} _ 2((m-1)(n-1)-2) + (q+5)2n/5.

N
sy

(3.11.2) Se A < q’/5 e m,n £ 4/5 - 2, entéio N} < Néi)

Supondo n > m, nas condigdes acima

‘2 _ N?; = (2mn-3) - 2m + 2ng/5 - nAgq/q’ - nmax(e,B) >

NSY

> nq{1/5 - A/q’) + n(g/5 - n) - 2m > 2(n-m).

Ocaso n < m segue de modo anilogo.

(3.12) Comparagéo com a cota N1

Se X & reflexiva ent&o por (2.2.1) temos que;
Ni =d(d -1+ q)/2

(3.12.1) Se A < g’/2 entdo N;’L < NI.

1/2 -
Sen>me A <qg entdo,

N1 - N;t = n{n-1+g)/2 - n{Ag/q’ max(a,B)) - 1 > n(q/2-Aq/q’) +

+ n[(n-1)/2 - max(e,B)] - 1 > n-}.
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A Gltima deslgualdade segue do fato que:.
a < xq’/2 < (n-1)/2 e B < Bg' 72 £ (m—v)/2 < (n-1)/2.

Se n < m, a desigualdade & igualmente satisfeita. |

(3.13) Comparagio com cota Trivial
Se n # m, entdo X pessul um dnico ponto no infinite. Se n<m,
entdo ¢{(x) assume no médximo q valores em Fq, e para cada valor de
@tx), a equaciio y© = ¢(x) tem no maximo n valores, segue entfo que
X tem no méximo ng + 1 pontos racionais.
Se n>m temos de modc analogo gue X tem no méXimo mgq + 1
pontos raciconais. Obtendo assim, uma cota trivial:
NTR = min{n,nm)g + 1
(3.13.1) Se ¢" > 22 e m < n £ mq’/2A, oun < m £ nq’/2A, entdo
7 < .
NR Nfa
Supondo n < n £ mg'/2a, temos que
N_ - N =mg - nig/q’ - nmax(«,B) =

= m{q/2 - nAq/q’) + (mg/2 - nmax(e,B8) > mg/2 ~ nmax(«,B8) > O.

A dltima desigualdade ocorre devido as desigualdades:
ng/2 > nAg/q’, a < nq’' < Aq/q’ e B < wq’ < Aq/q’.

Para n < m < ng’'s/2A, obtém-se a desigualdade por simetria. =

(3.13) Exemplos

A fim de construir exemplos de curvas y = ¢(x) de modo que
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n/q-1 com q = pa. utilizamos do seguinte fato:

Como x*-1 = o ¢r(x), onde ¢r s80 os polindmios ciclotémicos
r/o

em ZIlx], entfio os divisores préprios de 1 ¢r(p) nos fornecem
r/o

alguns valores para n, gue satisfazem a condigio: n/pa—l.
Nos ¢trés primeiros exemplos abalxe, embora n@oc sabendo

decidir se a curva ¢ ou nfo Frobenius cléssica para ¢2, comparamos

(2} - .
a nossa cota com Nsv’ visto que esse numero € menor ou igual a

cota dada em (III - 2.2.2).

2+3
xP

2
(3.14.1) Seja X : y'PurLP + 1, definida sobre F _

P

com p > 5.

Tomando-se A = p-1, temos que n = A + (p—l)pz, m= 2 + p3 e
, 2
=p.
Sendo degh, = (p-1)p° + (p-1)p° = ug + ag’, entdo:
' degh, #* {(ug + ag’ Im.
Logo, por (3.5), X € A-Frobenius nfio degenerada.
) .
Como n <me u=p-1>2=v, temos de (3.7) que Pm ¢ [hl=0)'

e portanto,

m(uq + ag’) .

N, = = 1 = (p-1)+p+(p-1)p°+(p-2)p°+p +(p-1)p°.

Sendo X reflexiva por {(3.1), e p # 2 temos que

N = (24 3p® + p® + 2p° + pthis2

(1)

N =
5Y

(p + (p-1p% + p* + (p-1)p° + 20° + p'Yys2.
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Temos ainda,

NH =1 + (p—2)p4 + (p—l)pB + (p—z)p7 + p8 ¥ (p—l)pg N

_ iy, B PR T
NTR =1+ (p~1)p + {(p-1lp

e

Ng’ = 2[(p-2) + (p-1)p° + (p~1)p° + (p-1)p] + (4 p° + 2 p'1)/5,

Obtendo assim, as seguintes desigualdades:

2) {1)
N, <N <N <N_* <N,. 0
' (p-1)+(p-1) 2 (p-1)4p°
(3.14.2) Seja X : y P UTPTHR o PP 4 1 definida sobre
F g* COm P > 8.
P

Tomando-se A = p-1, temos que n = A + [p—l)pz, m= A + p3 e
- p .
8 3 . 8 2
Como degha = (p-l)p  + p e uq + « = (p-1)p + (p-1)p°,
tem-se que:

m degh, # n{uq + ag’)

Assim, por (3.5) X & A-Frobenius nio degenerada.

Sendon <m u=v=3aea=pl<p=24,, temosquerE
*
(h.‘l = 0).
Logo, de (3.8) segue que,

N?l = Méﬂ + [(A-u)g/q’ + (B~a)] (m~n) =

]

(b-l)p + (p~1)p° + (p-1)° + B° + (p-2)p° + (p-1)p°.

Como X & reflexiva por (3.1), e p # 2, temos,
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N =1[2 + (p-3)p + (p-3)p° + p* + p° + (p-1)p° + p'')/2
N;:,) = [(p-2)p + 2p° + (p-3)p° + p* + (p-1)p° + (p-1)p° + p''V2.
Alén disso,

N =1+ 2p* + (p-3)p° + (p-8)p + 2p° + (p-1)p°,

=
1]

1+ (p-1)p° + (p-1)p™°
) N

3
{p-4)p~ + p* + p1 + 2[(p-1)p° + p't1/5.

+

N;j’=2[1 + (p-2)p + 2p°

Logo,

N. <N <N _ < N2 <y ¢y, n
TR Sy SY 1

2 2
(3.14.3) Seja X : ylEurerleRe o lpmieEpes % g,

definida sobre F g comp > B,
P

Tomando-se A = 3p, temos que degh)L = Bp? e ug+aq’ = (p—1)pB +

+p o+ (p-z)pa.
Como degX = n e degh}l #* uq +.aq{, temos por (3.5) que X ¢é
A-Frobenius néo degenerada.
Sendo n > me u = (p-1) + p < 3p = v = A, entdo por (3.7)
*
tem-se que P_ ¢ (hl = 0].

Assim, de. (3.8) segue que,

N, =3np° +1

De (3.1} tem-se que:

N, = nl(p-2) +p+ (p-2)p° + pT1/2,
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N;:} = [((p-2) + 2p + p° + p°) + p + (p-3)p° + plr2.
Além disso,

No= 1+ p% + (n-1)({p~-2) + 2p + p3),

. I 7 8
NTR =1+ (p-1lp + 2p" + p

N;f’ = 2(n-1)[{p-1) + 2p + p> 1 + 2n(p° + 5)/5.

Obtendo assim,
(2) (1}
< < <
N}\ N“ N’m Nsv < Nsv < N:‘ [ |
Apresentaremos a seguir dois exemplos de curvas de Fermat,
cujo grau ndoc é obtido através de polindmios ciclotémicos.

(3.14.8) Seja X : 20 + y29 4+ 1 = 0, definida sobre F g

7
Sendo n = 240 = 2 + 6.7 + 4.7°, entdo para A = 2, temos que X
¢ 2-ndo genérica e q' = 7.
Como n = 2(74—1)/(7—1). temos porM(3.6) gque X & 2-TFrobenius
ndo degenerada, e

N2 = n(n-2 + 2q)/q’ = 720n.

Agora, sendo n # 1(7) e n = 2(7) temog que X é reflexiva e
qbz-nﬁo classica com g > 7lveja Teorema 2, [G-V,1]).

Além disso, sendo n # 2(7° - 1)/(7° - 1) parar = 1, 2, temos
por (2.2.1) e (2.3.3) que:

N1 = n{n-1 + q)/2 = 1260n, Ny = 2n(g+2n - 1)/7 > 822n.
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Agora, como X & lisa tem-se que

N, = 7% + 1 + (n-1)(n-2) 72

_Assim,

N <N <N <N. |
2 GV 1 W

(3.14.5) Seja X : x2° + y*®® 4+ 1 = 0, definida sobre F \
' 7
Sendo n =480 =4 + 5.7 + 2.72 + 73, temos para A = 4 +.5.7 +

£ 2.7° gue X é A-Frobenius nfio degenerada com q' = 7°.
Como n # 1(74—1)/(73—1), tem—se por (3.6) que X & A~Frobenius

néo degenerada, e portanto

860mn.

n-

N

Agora, sendo n # 1(7), 2n

11

107 e n # (7% = 1)/2(7°-1) temos

que:

N1 = 1390n, N SE0n.

oY

Logo
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caPIiTULOD W

SOBRE A GEOMETRIA DAS CURVAS NAQ CLASSICAS

PRELIMINARES.

Seja X € PY uma curva algébrica irredutivel definida sobre um
corpo K, algébricamente fechado  de caracteristica p. Suporemos X
nio degenerada 1.é X nfio estad contida em nenhum hiperplano de PR.

A sequéncia de ordens de X em X, ¢ a sequéncia crescente de
mimeros naturais gque descreve as ﬁossiveis multiplicidades de
intersecéic de X com os hiperplanos de PN, em X,

Para tedo ponto de um aberto U de X temos a mesma sequéncia
de ordens, que & chamada de sequéncia de ordens de X, e denotada
por (so,;..,su). Note que £, = 0Oe € = 1;

A sequéncia (eo,...,eu) & também caracterizada como sendo &
menor sequéncia de nimeros naturais (em ordem lexicografica) para
a qual & inversivel a matriz:

£

(1.0) ' w=('

N xj)

1,320,...,N

onde D: & a r-ésima derivada de Hasse com respeito & uma variavel
separante ¢t e xJ = de% com XB,...,XN as coordenadas de Pu(veja
p.-ex.[S-V] ).

Se H ¢ um hiperplano de P, denotaremos-por ¥’ o ponto em
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»
(PM que lhe corresponde.

Definimos para cada n € N e x € X, o conjunto:

L =¢m e (P': 164X H) > n).

X,n

. *
E facil ver que Lx N ¢ um sub-espago linear de V) ; e assim

para todo x € U, temos a sequéncia encaixante de espagos lineares:

N*

(P’ =1L L

D ... 3 .
* *+ x,£
e, U

Portanto, Lx c congiste de um unice hiperplano denominadc de
TN

hiperplanc osculante de X e'm X.

0 dual i H doespago L . & chamado n-ésimo plano
HEL "ot
X, E
n+l

osculante de X em x, e denctado por T::n) X. Esse espacgo tem

dimensfo projetiva n, e é gerado pelos pontos:

£y : €y
(Dt. XO(X]""’Dt xN(x)), i=0,...,n

A aplicagéo racional:

*
¢: X — (PY)

{(¥-1)

que a cada x € U, associa o hiperplano osculante T X, é

X
*
denominada de aplicagéio de Gauss, e o fécho de ¢{U) em {IP“) sera
denotado por X’ e chamado de dual esirita de X.
Por outro lado, para cada n, 2< n £ N, define-se C X, como
n

- *
sendo o fécho em P' x (PY) do conjunto:

(n~1)

CU={(xH)ecUx (P : 121"V,
n x

Se jam noe n; regpectivamente as projecgdes de CnX sobre as

»
imagens em Ple (Y, e seja X = n;(CnX).
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A variedade CnX serd denominada de n-ésima variedade conormal
de X. Em part'icular CX ¢é a variedade conormal de X e X, ¢ a
variedade dual de X.

Como CnU & um flbrado projetivo sobre U com fibra PV ", temos
que CnX ¢ irredutivel e dianX = N-n+l,

Por outro lado, sende X néo degenerada, tem—se que dim Xn =

= dim C ¥, pois case dim CnX > dim Xh, para cada ponto geral H' de
n
X, teriamos X = w (' 'H’) € H.
n n n

Temos assim, o seguinte diagrama:

& XM_1 g...g...xg

Nos paragrafos que seguem, usaremos as seguintes notagfes:
M[L?n x m), 0 conjunto das matrizes n ¥ m com coeficientes em
L. Quande n = m, tal conjunto ser denotado por M(L,n).

cofa}s, o cofator do elemento a _ da matriz quadrada {aij).

1. APLICAQ?—RO DE GAUSS

0 propésiteo desta sego é determinar o grau de
1nsepérabilidade da aplicag8o de Gauss e para tal necessitamos dos

seguintes lemas.
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{1.1) Lema Se (ars) € M(K((t)},N) e n € N, entfo:

' j
D:(det(am)} = ¥ det(D "a ).

j1+...+jN= n
DemonstragBo: Provaremos a identidade acima por indugio sobre N.
Para N = 2, a igualdade ocorre trivialmente.

Agora, por hipdtese de induclio, segue que:

i
Y det(D © a )=
AR i, 3, i,
D "a ..D7a_ ...D "2
. 21 . 2s . 2N
n N st 5 . .
=y Dt0%'0ola ) % : ;
d=0 ==l gt -t dy=n-d Iy /}ﬁ I
D 'a ..D a ...D &
N1 Ns MK
A
o . CIETRREE YRR 20
- E E {1)s+1 Dj( )Dn—j A
j=0 s=1 s - B veense a
N1 Ns NN
N n j n-J n X n
=% 5D (ais) D (COfa1s’ =D(}% a, cofa )= El(det{a}s))
s=1j=0 s=1
onde D =D . [ ]

t

(1.2) Lema Seja p‘JL a maior poténcia de p que divide Sy Se jer

sdo Inteiros positivos tais que r < N-1, } < pm e er+J > g

+ 3
entéo [C e ] = 0{p).

N
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Demonstragdo: Suponha e = cpa com plc.

Como € <Ieu = {c—llpa + p“, er+J > cN e J < pa, temos que
r .

' &
€ > {c-1)p~.
Logo [c—1)pa' <e < (c—l]pctt + pa.
Assin,
€ = (c—l]pa +t, t<p.

cp“ + (t+j—pm) e er+j > cpa,

Sendo & +J = (c-1)p~ + (t+3)

tem-ze que

s=t+J-p* 20 e 0<s<t,

Portanto,

+

ab .
r+'1__ P +s_=S_0 _
e T lle=np* e t] T ) T "

(1.3) Teorema Seja ¢ a aplicag8o de Gauss. 0 grau de Insepara-

bilidade de ¢ é a malor poténcia de p que divide o

(-1}

Demonstracéo; Para x € U, o hiperplanc osculante T X é gerado
. x

pelos pontos:
€ >

(nr‘xotx),...,nt‘xn(x)), i=0,...,N-1,

onde t & um parametro local de X em X.
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S . . ' e
1 ' = (-1)8*1 cothF X,

com respeito & matriz W em {1.0).
Se P(t) & uma parametrizacgido primitiva de X num ponto geral
x € X, entéo por (1.1} temos que

D, ¢i(P(t)) =

3 @ 3
D 1y ..D tx .D *x
JN +£:M__1 0 . i . n
5 (G ?1_}...[ ] : :
Tgteeotiyg=n © “a-s *INTEN-1 (}N+BN—1 Iy
D xo...D - xi...D bls

Para n < pa, na expressac de D: ¢1(P(t)) comparecen derivadas

€ +)
r . o .
da forma Dt x_ com j £n<p, r<N-les=i.

Logo, por (1.2) temos que

t )
. r -
€*j<e, ou re ] = 0(p).

o

Sendo (80,...,€N) minimal para a ordem'lexicografica tal gque

os vetores,

£ } 54
(Dtixo,.,.,DtlxN)[P{t)), i=0,...,N (1.3.1)

sfio linearmente jndependentes sobre K((t)), segue que os vetores:

' Cr-i-j €r+j
(Dt Xgp+ea Dy xn)(P(tJ), cr+j <g
s8o combinagdes dos vetores em (1.3.1), para i = 0,...,N-1.

Assim, para todo n < p¥, existe A e K((t)) tal que:
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o - =
Do, =Ae , 1=0,...,N

Portanto, os vetores D:¢(P(t)) e ¢(P(t)) sfo 1inearmente
dependentes sobre K((t)), paran =0,... ,pa—l; e conseguentemente
por {B.1) segue que deg ¢ 2. .

Agora, pelos lemas (1.1) e (1.2), para 1 = O, ..., N,

o

Df @1(P(t)) dependem somente dos determinantes que envolvem

derivadas da forma:

&
= <
Dt X, J=p ou er+J ey

a '—-.
Logo;“D:;¢i(P(t]) envolve determinantes que sfio matiplos de

¢,» € determinantes com uma linha da forma:
o o a
e fp Er-l_-p E +p

r o
. eees D, i,...,Dt xu), g+p 2 e (1.3.2)

Sendo o vetor em (1.3.2) uma combinag8o dos vetores em

(1.3.1)} obtemos determinates da forma:

€ €
r N
o + L co
Arc th xi p} th Xi,

com hr eu e K((t}), independentes de i. Note que e_ = (c—l)pa é

uma ordem {veja p.ex. [G-V,11).
Assim, para 1 = 0,...,N,

o £ £
P - s N
Dt ¢1(P[t]) = Ascoth x1 +, ..+ hucoth xi. (1.3.3)
com A ,...,A_ € K((t)) e
-+ N -

— e P
hs = [ paf] # 0(p).

o

P o(P(t)) s@oc linearmente

Como AB + 0, os vetares @(P{t)) e Dt
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independentes sobre K((t)}, pois caso contrario,

L
D, ¢ (P(t)) = ap (P()), 1=0,..., N

para algum A € K({t)).

e
Com ¢, = {—1)“+1cof‘DtNx1, entfio por (1.3.3) segue que

24

€ e
cofD ®x = - 1 [A cofD % ...+ (A * A)cofD Nx]
t 1 PLB =+1 t 1 N t 1

Assin a s+l-ésima coluna da matriz adjunta de W & uma
combinacéio das demais colunas o que €& um absurdo, pois W é

inversivel.
(1.4) Corolario ¢ & separdvel se e somente se e ® o{p).

0 tecrema acima ¢é uma generalizagfio do teorema de ordem
genérica de contato [H-K&]. O caso N = 3 foi anteriormente tratade

emn IH,Q]-

2. PROJECOES GENERICAS E AS n-£SIMAS VARIEDADES CONORMAIS DE UMA
 CURVA

A projegdo centrada em P € IPH, é uma aplicagdo racional:

PROJ : Py - pt

X > (L (x):...:L  (x))
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N
onde Li = E__}Oa”xj, para i = 0,....N-1, e A = (aij] €
J= N-1
M(K,N x (N+1)) de posto N, com n ‘!(Li) = {P}.
t =0

Se P & um pontc geral de PY (i.é P no ‘complementar de um
fechade prépric de EPN}, PHC}.Jp é dita projegio genérica com centro

em P.

(2.1) Proposicdo Seja (80""’8n) a sequéncia de ordens de uma
curva ndo degenerada X & IP“ com N > 3. Se PROJP é uma
projecao genérica, entdo (80"”’81\1-1) & a sequéncia de

ordens de PROJPX em PY L,

Demonstracéo: Se jam (xo: ceeiX ) e (y.i... :yn_i) regpectivamente
as coordenadas de X em P e de PROJ X em P,

Entao,

para algum A = (a”) de posto N.
Como P & um ponto geral de PP e N > 3, ¥ & bi-racionalmente
equivalente a PROJPX.

“Assim se t & uma varidvel separante de K(X) = K(PROJPX),

temos que
Yo V-1 o N
. . . t
Ex-1 éu 1 ) Cy-1 N-1 3§
Dt yo. . 'Dt. yﬁ_1 Dt. Xy Dt xH

Agora, o posto das matrizes acima é N se e somente se a
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aplicag8o linear:

t A K}h 1 KN
W — v.tA
é tal que os vetores:
€, Sx
vl = (Dt xo""’Dt XN)’ i=0,...,N-1

nido estejam contidos no micleo de YA, Isto equivale a dizer que

P g TLN4AX para quase todo x € X, o que & verificado se P & um

ponto geral de PN.

Como (eo,...,e 1) & a menor sequéncia em ordem lexicografica

N

para a gual tem posto N, a matriz:

%o : *x
€ e
N-1 N-1
D ¥x...D bi4
t o t i
gegue que (eo"°"eu-1} ¢ a sequéncia de ordens de PROJPX em
Pl R

(2.2) Proposigéo Se P & um ponte geral de PH,_com N>3eX¢g pY

uma curva nio degenerada entio:

(n)

- {n)
(i) PROJP : Tx X—me— TPROJP(x]

(PROJ X}
€ um isomorfismo linear, para quase todo ¥ € ¥, e 1<ng<N-2.
*
(ii) X nP = (PROJX), 2 £ n < N-1.
n P n -

(11i) € (PROJpX) =~ [(PROJ, x id  ,)C XI n P""x P'1, 2<nen-1.
" ' (P")
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Demonstragio: Primeiramente note que para um ponto geral P € IP“,
tem~se que uma variavel separadamente de PROJPX ¢ também uma
variavel separante de X; e que se x & um ponto geral de X,
PROJP(X)' ¢ um ponto geral de PROJX.

(n)

(i) Como Tx X é gerado por:
© )
(Dt xo(x},.. . ,Dt xuix)). i=0,...,n,
(n})

segue ue PRDJP(T X) é gerado por

x

5 1 _
( anj Dt. xj(x),..., Dt xj(x)). 4d=0,...,n. (2.2.1)

auj
j=0 3

N £ N £
=0

Por outro lado, se x &€ um ponto geral de X, ent3c pela

Cpin)

proposigéo (2.1} tem-se que TPROJP(X)(PRDJPX] ¢ pgerado pelos
pontos:
s €5 £y .
(Dt. Fgr--- ’Dt Ygr o - - ,Dt yu_l)(PROJP(x)), i=0,...,n
: | m
Sendo, Y, =J§0arjxj, para r = 0,...,N-1, TPROJP(X)(PROJPX) é

gerado pelos pontos em (2.2.1), e portanto,

(n)

{(n) _
PROJP(T:: X} = PRDJP(X]‘

(PROJPX), n=1,...,N2. (2.2.2)

Como o5 espacos lineares em (2.2.2) tém a mesma dimenséo,

concluimos gque PB:CLIP é um isomorfisme linear entre esses espagos,

N-1.%

*
(ii) O isomorfismo patural P = (P ) induz um isomorfismo

*

v : X nk

P n

W

¢ PROJ X)
P n

Hl

N

(PROJPH) !
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De fato:

. ' *
Para cada H' de um aberto denso de Xn | P existe x um ponto

{n-1)
X

geral de X tal que H2 T X.

Assim, por (i) temos que,

PROJ H 2 PROJ (T Pxy = 1 (pROJ X),
P P ® PROJP'('KJ P

ou seja (PROJPH]’ € (PROJPX)n.
Logo
*
!ﬂP(Xn nNPl)e¢ [PRDJPX)R.

Por outro lado, sendo P um ponto geral de ﬂ’“, temos que

n

E 3 .
dim(X nP]=dimX—1=N-n=dim(PROJX).
n P n
Portanto,

*
X NP = (PROJX) .

_ * .
{iii) [(PROJP x id . g,‘)CnX] n [IPK xp ] é o féche do conjunto:
(P '

V= {(PROJ(x),E'): x e U, H2T VX eP cH)
cnde U é como no § 0, eventualmente eﬁcolhido de medo que
U= FﬂﬂJJPLL e
C,(PROJ X) ¢ o fecho do conjunto:

(n-1)

V' = {(PROJ_(x), (PROJ.H)’): xeU, PeH e PROJ.H 2 T,,Ro,p{x,

(PROJ X)}
P

O isomorfismo em (i) e (ii) permite identificar V e V', e

isto estabelece o isomorfismo em (iii). "
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(2.3) Proposigio Sejam os morfismos:

i CX —m% e n
n n n n,P

: C (PROJ X} —— {PROJ X)
n P P n
*
e H' um ponto geral de Xn NP . temse entédo:

(' )™ = (x ) '(PROJ H)’.
n n,p P

Demonstracgéo: Seja U um aberto come no § 0, eventualmente
encolhido de modo que U = PROJPU.

Como,
* . *
CnUxX(XnnP)ﬁ(PROJPX1dN*)CHUXX{XHX N*P)"—‘
n (P) n . (P

¥*
(PROJ_x id _ L)CUx P =«
P o MR

It

Rk

- N-1 *
. JdeunlP xpPle C_(PROJ U},

[(PROJ x id
P (FY)

segue que ¢ cartesiano o diagrama:

C (PROJ U) — C U
n P n
g u] =’
n,p N n
*
(PROJ X} =X P - X
P n n n

. *
Come um ponto geral de Xn N P ¢é também um ponto geral de X,
n

' (C (PROJ U)) contém um aberteo denso de {(PROJX), e ainda a

n,P n P P 'n

fibra geral de CU — Xn (resp. C (PF{(}JPU ———>[PROJPX) ) & igual
n n n

a fibra geral de =’ (resp.n; P), o resultado segue.m
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(2.4) Coroléaric Os graus de separabllidade e inseparabilidade de

u, sdo invariantes por projectes genéricas.

(2.5) Teorema O grau de inseparabilidade de n; & a maior poténcia

de p que divide € -

Demonstragio: (A) Mostremos inicialmente para n = N.

C X
N
T T
’ .
' ) ,
X > Xh— ¥

onde ¢ € a aplicacdo de Gauss.

Se ja:

Como L. admite a segio:

S: xel ———— (x,T
) k4
LS ¢ separavel.
Sendo ¢ o n= n; , entdo pelo teorema (1.3), segue que
dEgiHN = degi@ = [EN]p'

onde [a] denota a maior poténcia de p que divide a.
P

(B) Supcnhamos n 5hN-1.
Por meio de projecies genéricas, a proposigéo (271] e o
corolario (2.4) permitem reduzir o estudo em questio para X em P",
Portanto, péla parte (A}, tem-se:

deginn = [en]p . ™
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CAPITULO Vv

RELA(’}E\O ENTRE AS CURVAS ASSINTOTICAS E AS CURVAS QSCULANTES

Seja X uma curva plana irredutivel de grau d, mergulhada em

PN(A), onde N(A) = A(A+3)/2 com A<d, pelo morfismo de Veronese P -

~ Pu(h)

A imagem de X per ¢A é uma curva X em ndo degenerada.

Denotaremos por €, <...< & a sequéncia de ordens de X,

N(A)
Diremos, seguindo a terminologia de [GV,1] que X & uma curva
¢A-c1éssica se g = i para i = 0,...,N{R), caso contrario X & dita

¢ -nAo classica.
A

Dizer que X é ¢A?néo classica significa que num ponio geral P
de X, existe uma curva Gi = 0 de grau A, tal que I(P,X.Gi) > N(A).
Num ponto geral de P de X, a curva G? = 0 é determinada pela

conpdigéo: I(P,X.G:) & chamada de curva osculante de X

= enthi’
em P,

A motivagio para o estudo das curvas assintéticas vem do fato
-que estas podem ser expressas em fungdc da equagfo da curva,
enquanto que para as curvas oculantes, isto é praticamente
impossivel. Isto se reflete na andlise da classicalidade em cada
caso.

Para distinguir os varios conceitos de classicalidade,

consideramos parﬁ cada n, 2 < n £ N(A) a projegéo:

n : CX > X
n
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DMiremos que X ¢ geometricamente niio classica, se para algum
n, n; ¢ inseparavel, e que X ¢ numericamente nfio clissica, se para

algum n, e #* n,

| Observe que pelo teorema (IV - 2;5}, X & geometrlcamente ndo
clédssica se, e somente se e = O(p) para algum n. Assim, se
N{A) > p, entéio X é geometricamente ndc cléssica.
Por outro lade, X é numericamente nfo classica se, e somente
Se eHUU > N{A). Assim, se X ¢ numericamente ndc cléassica eﬁtéo X
¢ geometricamente ndo classica, pois € sabido que se e > N(x),
entfo existe n tal que g = pa para algum o 2 1 (veja p. ex. [8-V]
Cor 1.9).

0 resultado que. segue, consequéncia dos tecremas 1 e 2 em

[G-V,1] , caracteriza as curvas geometricamente nfo cléssicas.

(1.1}_ Seja X + £ = 0. As seguintes afirmacges sﬁo'equivaientes:
(1) X & geometricamente nfo cléssica.

. o
(ii) S 2P com « > 1,

o

(111} Um maltiplo de f & da forma: A x'y!, com
o<t + J€A .

z,, # O(mod f) para algum (i, j).

ObservagZo: Se N(X) < p, as afirmagfiles acima sfo equivalentes a X

ser numericamente nio classica.

Considere agora, X : F = 0 uma curva irredutivel de grau 4,

e A um inteiro positivo tal que (d,A) é admissivel.
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Se ja ?A o morfismc assintétice

;&A:X > P

P > T F
Diremos que X & geometricamente nao genérica se wh &

inseparavel; e que X é numéricamente nfo genérica se LN > A+l

{i.2) Se X tem singularidades controladas e 1 < A <p-1i, pelos
teoremas (II - 2.2) e (II ~ 4.3) temos que as segulntes
afirmagdes sic equivalentes:

(1) X é numericamente nfo genérica.

o i i 1
P 0 1

{ii} F & da forma ¥ Q Xb X1 X2

P +1 +i =A 012
0 1 2

(iii) X & geometricamente nido genérica.

Nesse caso, podemos caracterizar a A-genericidade de X, em
termos da equagdo da curva. De (1.1) e (1.2) podemos estabelecer a
seguinte relaco:

(1.3) Com as mesmas hipéteses de (1.2} sobre X, tem-se que: se X
¢ geometricamente nio genérica entdo X ¢ geometricamente

nidc cléssica.

Do teoreme (II - 4.3) resulta que, se X satisfaz a uma das
afirmacies de (1.2}, entédo deglwA g,pm = -
Pela proposicfio abaixe, devida a A. Hefez e D. Sevcovitz,

[H-1.] Proposiciio Se f:Z —— X & uma aplicag8o dominante e 2’ &
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uma sub-varledade de Z tal que Z' ¢ singZ, entio
deglflz, 2 deg f,

o teorema acima & generalizado pela proposigio:

{i.4) ProposigBec Se X : F = 0 & uma curva irredutivel de grau d,

entfo para todo A tal que (d,A) & admissivel, tem-se que
> .
degiwh - [n}l ]p

Demenstracéo: Sendo . F = 0 uma curva de grau A para um ponto

geral P de X, a esta correspende um hiperplano HP em PH{A) tal que
I(¢A(P),X.H%) =My

Logo, existe n tal que < E .
Benotando por Z° o fécho da imagem da aplicagfo racional,

v: X > p¥ M

*
X (PN(A))

PelU (¢A{P}’T: F}
obtemos o seguinte diagrama

/;/” 2’ > Cn(X]
¢?L

K/ \
n T
~ o]
X —> X

\ wh

Como sing Cn(i) ¢ n;I{sing X), segue que 2’¢ sing Cn(i).

Sendo v claramente separavel,

entfo pela preposicio [H-L] e
por (IV - 2.5) tem-se que

degiwl = degln; A 2 degin; = [en}p - [nh]p' "
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(1.6} Corolério Se X & reflexiva, W, > 2A+1 e p > 2a+1, entdo ¥,

é inseparavel.

Demonstragio: Pela proposigéo (I - 1.15) temos que ny = O0(p), e o

resultado segue de (1.4). ' "

(1.8) Relacfio enire Frobenius classicalidade para ¢, ¢ A-Frobenius

genericidade.

Se jam fo""’fn as coordenadas de X em PN, N = N(A).

Em [S-¥] , & curva X & associada uma sequéncia de numeros
naturais vo = 0 < v, <,..« vH__1 {menor em ordem lexicografica)
para a qual

[ o £l 1
] ]
det f'o ?‘H # 0
i Dl:“'lfo. : .nul:“"fH )

Diremos, seguindo a terminologia de [S~V] que X é Frobenius
clédssica para ¢h Se 'vi =i, I =20,...,N1, elcaso contrarioc X é&
dita Frobenius réo cléssica.para ¢l'

Note que para A = 1, o conceltc de Frobenius classicalidade
para ¢, (ou simplesmente Frobenius classicalidade) coincide com o
de A-Frobenlus nio degeneracgdo.

Determinar critérios para a Frobenius classicalidade para ¢A’
é em geral um problema dificil, pois censiste em determinar as

equagbes das curvas oesculantes. Az equagbes das curvas
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essintoticas sfo mals ficels de se determinar. Entrefanto ndo se

generaliza a afirmac¢io:

(1.8.1) Se p 2 2 e X & reflexiva entdo X é Frobenius cléssica

(veja II1 - 2.3,1).
Isto se v& no seguinte exemplo:

. - q-1 -1 qg-1 -
X: F=x""+ xf + X3 0, q > p.

Para A = p-1, temos que X ¢ A-genérica, mas A-Frobenius

- yPla-1) | plg-1) plg-1} _
degenerada , pols H, = XZ X + X0 .

A discussfioc que segue trata do caso especial A = 2.

(1.8.2) Seja X uma curva reflexiva de grau d, com d = 2(p) e
suponha que X seja 2-n3o genérica e 2-Frobenius nio

degenerada.
Se além disso, ¥ tem singularidades controladas, entfio por

{1.3), X é& ¢b—nﬁo classica. Nesse caso as céniczs assintéticas

coincidem com as conicas osculantes, e portanto n2 = 85 = q'. Em

vista disso, seria de se esperar que N;v = N2. Isto no entanto nfo

ccorre pois se X & lisa temos que:

_dld - 2 + 2q)

N, 3
e
N = d(10(d-2) + 2q)
5V q’

A explicagdo disso ¢ dada abalixo
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Seja:

x-x3 ®E-x" oyt 0 ~(yy)?
1 oy ytl} y—yq 0
g, = 0 1 y(2) y{l) (y(x})z
0 0 y(3) y(2) 2y(1) y(2}
0 0 y(4) y(3} 2y(z)y(3)+(y(2))2

Apés alguns calculos e valendo-se da proposigic (II - 2.1},
temos que

(y(z)la.h2‘= - E51f'gé'

Observacio A relaciio acima permanece valida sem a hipotese de X

ter singularidades controladas, mas com a hipbdtese de na > B.

{1.6.3) Exemplo

Seja X uma hiperelitica definida sobre F el » por

P

r
y2=x2+p +1, p>85 e r > 1.

A curve X é& 2-nfic genérice com n, 5 p > B,

Sendo deg h2 = 2pr+1 +p e ug + g = 2pf+1, temos por (IIl
- 3.8) que X & 2-Frobenius nfio degenerada.
Agora, como n<m u=s=v=2ea=0<1=8 temse por (III
»*
- 3.7) que P_ e (hh = 0).

Logo

m deg
N = — 2 i} 2p™" + 4p + 2.

R 3 - {g-a)(m-n}
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Come, X ¢é reflexiva, 2-Frobenius nfic degenerada e n, > 5

entfo pela observagdo acima temos que X é Frobenlus classica para

9, e _
SV £
5
Portanto, N_ < N’ _, #
2 Sy :
As proposigdes {(III - 3.5, 3.6} nos fornecem critérios de
A-Frobenius genericldade das curvas yo = ¢(x) para todo 2,

enquanto que critérics de Frobenius classicalidade para ¢?1 sio
conhecidas apenas para A = 1 e para A = 2 ‘no caso especial das
curvas de Fermat.

Ter critérios de Frobenius classicalidade, bem como ser alta
a muitiplicidade de intersegéo genérica de uma curva X com =a
familia de curvas (??t' = 0, p € X) considerada, sfo dois fatores -
que contribuem para a obtengio de boas cotas palr‘a 0 .nﬁmero de
pontos raclionais de X.

A familia de curvas assintdéticas preenche tals requisitoes

para as curvas do tipo yn = @(x).
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APENDICE

A. ALGUMAS PROPRIEDADES DOS POLINOMIOS HOMOGENEQS

Desenvolvemoa aqui algumas das propriedadeé de polindmios
homogéneos, decorrentes das necessidades surgidas no estude das
curvas assintéticas.

0 resultado a seguir é uma generalizagéo da bem conhecida

relacgéo de Euler.

(A.1) Lema Se F e K[Xh,...,Xn] ¢ um polindémio homogéneo de gréu d

e A & um inteiro positivo, entdo

Demonstragfio: E claro que basta provar a féormula para F da forma:

Nesse caso,

) xi". . .xi“ D F = xJ°. . .XJ“ T [j"]. . [j“] =
n

[ -
i +...41 =A o n - i 4+...41 =A
o) n 0 n

) -

{A.1.1) Observagdo Na demonstragfio acima usamos a seguinte

igualdade:
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. b SN A
i +...41 =2 O o
g n
que pode ser provada, desenvolvendo ambos os lados da igualdade

] B
(t+1) % (ee1) M= ()4
Definicdo Sejam p = P, t PP ... e = My + [P +....Diremos que
p €& p~adicamente maior ou igual a p se P, > B, para todo

i=0,1,.

(A.2) Proposicido Suponha car K =p > n. Sejam F € KIXO,...,XJ
um polinbmio homogénec e p um Inteiro positivo. Se todas as
derivadas parciais de ordem p de ¥ sfo milas, entdoe todas de
ordem pu s80 mulas, para todo p p-&dicamente malor ou igual

ap.

Demonstracio: BSelJa p = p0+...+psps. Para demonsirar a proposicéo,

& suficiente provar o seguinte:

Se !:11“-1 F = 0 para todo (io"l"ln] tal que io+...+in=p,
0 n .
entdo D F =0 para todo j+...+] = p+p£, com p, < p-1.
S, 0 n £
. . . . . - 4

Assim, dado (JO,...,Jn) com j+...+J = p+p, basta

encontrarmos um operader diferencial A, indices io,...,i com
n

+... = . i ’
i0 +in p e.c ¥ 0 tais que

A(D, . F) =c.D F, (A.2.1)

Escrevendo,



e denotando a soma a, +...+a1 por a, temos que
0 n '

12
A A a;sp =po +,..+ {p£+1}p +,,.+ psps.

[\
Assim, existem Tooe sl e {0,...,n} tals que
= - = =
@ =p *tTP-T ., i=¢ r, 0, e

o, = [p€+1] *rp T, -

Caso @, > 1.

Nesse caso > 1, para algum i1 = 0,...,n. Supondo sem perda

20

de generalidade gque ap > 1 e tomando—se:

¢ . I =
1O_J0_p'llﬂ‘j1’.”’ln_‘jneﬂdnz »
p lo! . ,o
obtém-se
A(D F) =a, D F.
i0'”in to SRR
Caso ay = 0.
Nesse caso Ty = Qe Tp, ~ Py = 1.
Pondo sl = ri_i - pi, para i = 1,...,f temos que S!L =1, e o
resultado segue comc consequéncia dos deis lemas seguintes:
. <
{A.2.1) Lema Se @, , < SgPr--vs %y <5, L Pe& > Sy_,P

entfic existem um operador diferencial A e indices

is---»1 com 10+...+in =pec#0 tals que

A(Di . F} =c D F.
0" ''m 0" n
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Demonstracio: Mostremos inicialmente a seguinte afirmacfo:

]

com sj >0 e i = 0,

(A.2.2.) Se o < s,,,P. para algum j < &1, entdo @ = s ps

De fato:

5 - <n <
Se ocj < sjﬂp entéo (rj st]p <s <n<p.

= i = - < .
Dai, r'j sjﬂ, pois S_}+1 rj pJ+1 < r-j
Portante,
Pi = 0e @ =Tp- (I‘J_l—pj) =§,,P = S, coms > 0.
Logo, se @y < ¥ TR PR Sp141P tem-se por (A.2.2) que
aJ = S}HP - s_j, J=£&1,...,81
e .
£-1 -1 _ ¢ £-1 »
@ P t...t @ p’ o =p -8, P . {(*)
Agora, conmo aZ—(1+1) > S&—ip’ coln SE—& > 0 existem bo""'b
tals que:
2 (a),k = B K=0...m e
(aﬂ-(in),o - bo} Foon ¥ (af.—(i«l-i_),n K bn} = Spu P
Tomando-se, para k = 0,...,n,
s - £-(1+1) . £~1
11; = (aﬂ-(uil,'k bk)p aﬁ-l.kp ’
e
A= ‘DJ . i
0 ‘o’ n
temos por (*)} que,
U &y - 21, _
10+...+1n = (Jo+...+.]n) gg_ip - (az_ip +otey, ) =

— ¢ <y _ 8
—(J°+...+.Jn) P =p, e
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;!!L(D1 . F) = C.D_1 o F,

0 n Q n
onde ¢ = [a&-(:n),o]”. [aﬁ-(u:),n] < 0. .
b b
0 n
2. H e < . > .
(A.2.3) Lema: Se %, < S, S entdo o 2. s,P

Demonstragio: Como por {(A.2.2), @ =sDp - s, coms, >0e s, =

r,oP,» segue que,

= > . = > .
a =0, + rp 2 rp [sl+p1]p 2sp a

(A.3) Proposicio Seja T uma transformacio projetiva plana tal que

2
T(YO’Y].,YZJ = (Xo.xl,xz), com Xi = jgoainJ para 1 = 0:1:2.

Se T(Q) = P entso (#‘P T = R:{FT).

Demonstragio: E suficiente provar a proposicéo pera F da forma:
] n n

0 vl o2 _
Xo X1 X2 . Escrevendo P = (Po’p1’P2) temos que

u u u u, -y
1 2

u
i 2 o _
IJx 1:1x FI{P) X" X " X ° =

Il
oy
=

#F
P |“|=)L xo 1 2 o) 1 2

2 nr nr"ur ur
|§|=h rEO [ur]Pr (aroYo * arlYl * arzYz) '

. Py P, P,
ici +0 + =
Sendo o coeficiente de YO Yl Y2 Py pre, A, do preoduto
2 u
rEo(a“OYO + a.rl‘{1 + arzYz) , dado por:

P, P, P, 2 u
(Dy DY DY m (aroYo * ar1Y1 * ar2Y2) (0,
0 1 2 r=0
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que é igual a

u u ~f 5 u -1 -] k J 1
r r r r r'r r r r
[‘][J ][ ]aza *
{*)} r=0%r r

. 2
E I r ri ro0O
r
onde o somatério (*) percorre os indices 1 = (10’11’12)'
J = (JO'Jl'J2) e k = (ko’ki’k2) tais que |i| = pg. IJI = pl'

[k| =P, € ir+,jr+kr su, r= 0,1,2.

Obtemos entfo:

nr ‘r jr nr‘ur 4] pl p2
= ) i1 1k !
(A.3.1)
Por outro lado,
p. P, P _ p. P, P
#*FHY= ¥ 0°D D FY@ Yy Yy (A.3.2)
Q o] Yoy Ty 0 1 2
pl=2 0 "1 T2
T 2 e
Come F = r[L(aboYD +a Y o+ a}zYé) , temos que,
P, P, P
(DYO DY1 DY2 F)(Q) =
0 1 2
2 n nr—i; nr—i;—j; 1 j; k? nr-(1’+j;+k;)
= r r r EREN} 'S
(‘g} rgo[i;][ j; ][ k; ]ar2 arl-.ro r /1r°jr'kr'

onde © somatério (*¥)

=p, |3 =e e K] =p,

1

(A.3.3)
percorre os indices 1i',j’,k’ tals que
,uz), temos que ju| =2 e

- n n =~i’a n —1°*-1"? n
r r r r r "r r
: =1 !
r r r r

|t
Pondo u = i’¥j’+k’ eu={y,u
r r r r 0
Assim,
portanto:
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T _ T
@ ) (Y ¥, ¥ = n’; F(X,, X, X)) = }fz ENY, YY), .

{A.4) Lema Sejam d = deg F e X um inteiro tal quel < A < p-1 e

"F=0 para todo 1, j = 0,1,2 e todo par

d = A(p). Se D‘: D]

{m,n} tal que m+n = A+l, entdo D1 " F = 0 para todo
012

(10,11.12) tal que 10+11+12 = A+l.

Demonstracio: Basta provar o lema para F do tipo
n n n ’

o} 1 2
X n +n + = d.
Xﬁ Xa 01 n2

3

Pela hip6tese segue que:

[:’] [:J] =0, (A.4.1)

para todo m, n tal que min = A+l e 1, = 0,1,2.

+ nup +..., 1 =0,1,2, segue de m+n =

Escrevendo n. = n
i i0

SINENIH]

Logo, por (A.4.1) segue que n,,* PJD

= A+l < p, que

Assim,
Z(nq0 *o ot nzo) < 3A. (A.4.2)
Por outro lado, sendo d = A(P) temos que
n _+n_+n_=A+rp, re{0,1,2}. (A.4.3)

00 10 20

De (A.4.2) e (A.4.3) obtemos 2rp < A < p; e portanto r =0 e

n +n_ +n_ =2
00 10 20
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Assim, para todo (10,11,12) tal que 10+11+12 = A, tem-se que
0 1 z| _
NENENAL .
0 1 2

Observagio: Pode-se provar que (A.4) ainda ¢ verificada para todo
A< p5 com (d,A) admissivel. 0O exemplo abaixo mostra que para

valores de A > ps. o lema pode falhar.

e T
Sejam F = XB X1 X2 ep =25,
onde,
n,=4+16+ 4.5 + 4.58% + 4.5°
n, =4+ 1.5+ 3.52 + 4.5° + 3.5
n, =4+ 4.5+ 4,5° + 1.5° + 4.5% + 1.58°

Dai, d =2 + 3.5 + 2.5 + 2.5° + 2.5 + 2.5° + 55

Se A = d - 56, verifica-se facilmente Que [fj [B] = 0 para
m

n

todo (m,n) tal que m#n = A+l e i, = 0,1,2.

1+5+5°+5 +5

[y
i

i =1+5+5 45 +5%4+6°
i =1+5+5 +5°

tem-se que,

{A.S) Lema Se (d,A) é um par admissivel entdo para todo inteiro

ri,1<r <2 temse que
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rilpisior Xr+1—1 i r+l
L 1 ] Dr+1—1,?t+1—r,0 F xx = (sz) D

{20 [s] O,A-f,r+1

Demonstragé&o; Para provar o lema, basta tomar:

2
n +n +an =d.
' 0 1 2

Temos entéo que,

+t A+l-r =11 .
1?0 i ]Dr+1—1,h+i-—r,0 F X:l Xi * [‘Xa) DD,R—r,r--:-i F=

n, ni—(h—r) n, r+1 JA+i-r n, n (M1 5 ]
XO Xi X2 [i ?0 i ] [r+1-i] [?n-i-rr] + (1) [?L-r] [:4-1]_ -
n n —{A-r) n_en r+1 n 0 ={A-p) n - -

0o, 1 21 o 1 rf2
Xo X1 Xz [}\-r][ % [r+1-1][ ot ]+( 1) [r+1] (A.5.1)
- 1=0 . b
Pela observacio (A.1.1}, a express3c (A.5.1) & igual a

xno Xni—{h—r) an n, n0+n1-{l—r) . (_1)1__ n, )
o 1 2 {A-r r+t ' r+i

ny ni-(l—-r) n, eny -?t-(nz-r} - (P2 -
= Xo X1 Xz [?L—r‘] [[d r+l ] + (1) [r+1]] (A.5.2)

A{p) e portanto

i

Como {d,A) & admissivel, d

-A-(n_-r) WY
r 2 ] (—1}”1[‘ ] . (A.5.3)
r+l r+l

Logo, por (A.5.3) conclui-se que o polindémio em (A.5.2) € nulo. =

Facilmente, segue de (A.5) que,

(A.5.4) Seja F e K[XO,Xi,X2] um polindmio irredutivel de grau d e

seja A um inteiro tal que (d,A) & admissivel. Se D, 5,00
para todo (1,J) tal que i1+j = A+l, entdo D, o3 F =
=D, ') F = 0 para todo i,j com 1_+J=?L+1.‘-
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(ATG] Proposigdo Sejfa F € K[Xo’xi’le um polindbmio homogéneo de
grau d e A & um inteiro tal gue nem todas as derivadas de
ordem A de F s&o rnulas.

(1) Se A = pﬁ, pﬁﬂ divide d e todas as derivadas de ordem A+1
de F s8p nulas entdo I & redutivel.

(11) Se (d,A) & admissivel, ndo da forma (i) e séo rulas todas as
derivadas de F de ordem A+l atée ' -1, onde q° & uma poténcia

de p e q@° > 2A+1 entdec F & da forma

— q’ XO
F L Qlli o T e’
i +1 +1. =A ‘012
o 1 2

Demonstracio:
1 X o 1L
(i) Suponha F = ? aIX , onde X = XO X1 X2 com nmi.-r11+n2 = d; e
escreva:
—_ T =
n1 = am + aup ... F aup s 1 0,1,2
e
I)=a =a +a +a  , =0,...,s.
eIy =ap=a,ta,+a,.d
s s+l .
= +. ..
Como, . +.,..+ «p +... daup : , tgmos que
a =rp-r ,r {0,1,2}, =0,...,5. (A.B.1
3 TR T e T J )

Se ra* 0, entdo ocs;t 0, e dai ais:t 0 para algum i € {0,1,2}.

Supondo aOS #* O, temos pela hipbtese que

oen - [7(2)
1"'pssoro
e portanto a_ = 0. Como D X =0 =01 XI, concluj-se

00 8 8
P ,1,0 p,0,1

106



que a, =a = 0, e dai ocO[I) = 0.

A conclusfio & a mesma se a. # 0 ou a,_ ¥ 0.

11
Se r =0 entdo por {(A.6.1), ocs{l) =, .= ocO(I) = Q.
Em ambos os c¢asos, tem-se que

ao[l} =0, V I.

Logo, existe Q € K[Xo’xfx.'a] tal que F = QF.

(ii) Para todo (10,11,12)_ tal que 1+l = Ae j=0,1,2 temos

Dq’—r(Di F) =0, A1 <r<qg-1, e
] o'z

i i3 vy

13‘;""(13i F) = D YT F) =0, 1 <r<q-{a+1).
o012 012

Come q’ > 2A+1, tem-se que:

13‘}""'(1:11 L, F)=0, r=1,...,q-1 (A.8.2)
01 2

lLogo, de (A.6.2) existem Q: {1 € K[xo,xi,xa] tais que
o012

q’
D111F=Q111'
o112 o1¢e

Agora sendo (d,A) admissivel e nfio da forma (i) temos por

(A.1) que:
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B. A INSEPARABILIDADE DE UMA APLICAEJE«D RACIONAL

Sejam X e ¥ curvas e £ : X —— Y uma aplicagio raclonal

dominante. O grau de inseparabilidade de f & por definigfo,
deg, f = EK{X]:K{Y]]I

0 estudo de deglf tem um carédter local, e para empreendé-lo
estabeleceremos alguns resultados sobre parametrizacgtes.

Uma parameirizagio de uma curva X S P" centrada num ponto
¥ € ¥, & um ponto: _

N
R(te))’
nio racional sobre K, tal que 1";‘{'[1] = x e P(t) € X(K(t)).

Uma parametrizacio P(t) & dita primitiva, se nfo é racional
sobre K((t7)), para algum r > 2.

Se P(t) & uma parametrizacio primitiva de X em x, entio a
parametrizaciéo Q(t) = £f(P(t)) de Y nfo ¢é necessariamente
primitiva.

Tem-se que, degl f > p se, e somente se Q(t) & racional

r+l1

r
sobre K((tP )). Além disso, Q(t) nfc é racional sobre K((t® ))

se, e somente se deg f = p.

Daremos a segulir um critério pratico para se determinar o
grau de inseparabilidade de uma aplicaclio racional, e isto nos

fornece o valor para €, (veja a definicio de €, no capitulo IV).

M

i
E((t)) S

(B.1) Proposigio Sejam Q(t) = [yﬂ(t}:...:yn(tﬂ e P
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r
Entio Q(t) é& racional sobre K((t? )} se, e somente se Q(t) e

1 .
DE {Q(t)) s8o linearmente dependentes sobre X((t)), para

1=0,...,r-1.

r .
Demonstragio: Se Q(t) é raclonal sobre X((t®)), entdoc para algum

hit) € K({t])*_, temos que

T r
Q(t) = h(t) (HO(tp ):...:Hn(tp .
Assim, para 1 = 0,,..,r-1
pi pi pr pr
Dt (Q(t)) = Dt h(t].{Ho(t ):...:Hﬁ(t )).

1
Isto implica que, Q(t) e Di (Q(t)) s80 Ilinearmente

dependentes sobre K({t}), para i = 0,...,r-1.
Provaremos a reciproca por indugfo sobre r.

Para r = 1, Q(t) e Q (t} s3ic linearmente dependentes sobre

K((t)) se, e somente se

yi(t]oYS(t) = yj(t).y;(t) * i:,j =0,..., M
Como yl[t) # 0 para algum i, sem perda de generalidade

podemos supor yﬁ(t) # 0,
Portanto,

y . [ - » 2 -
[(yl(t)/yu(t)] = [y, (tly; (t) yH(t]yi[t}]/(yu(t)) = 0.
Assim,
y, (t)/y (t) « K((tP)), 1=0,...M,

ou geja th] & racional sobre K((tP)).

. 1
Suponhamos agora, gque Q(t) e D: (Q{t})) sejam linearmente

dependentes sobre K((t)) para i = 0,...,r.
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r
Pela hipétese de indugdo, Q(t} é racicnal sobre K((tP }}, ou

N r
seja y, (t)/y, (t) =z (L) € K((t?)).

Logo,
™

r r
P — P P
D, yl[t) = Dt yH(t) z![t] + yH[t]Dt zitt). _ (B.1.1)

r
Sende Q(t} e Di {Q{t)) linearmente dependentes, entfio por
(B.1.1) temos,
Pr Pr pr 2
Dt (yi(tJ/yH(t)} = [Dt yi[t) yh(t} - yi(t) Dt yh(t)]/(yu{t]) = 0,

Portantag,
r+i

yl(t)/yH(tJ e K((tP 1)), i =90,..., M g
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