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RESUMO

O objetivo deste trabalho é o estudo dos gréaficos minimos no grupo de Heisenberg de
dimensao trés. Primeiramente fizemos uma descricao deste grupo como grupo de Lie e
sua algebra de Lie. Verificamos que a aplicacao exponencial é um difeomorfismo global
entre a algebra de Lie e o grupo de Heisenberg. Seguindo o ciclo natural, passamos
a estudar a geometria Riemanniana do grupo de Heisenberg com métrica invariante a
esquerda, calculando os campos invariantes a esquerda, as curvaturas, as geodésicas, os
campos de Killing e o grupo de isometrias deste espaco. Subseqiientemente, estudamos
a aplicagao normal de Gauss para graficos no grupo de Heisenberg, concluindo, entre
outras propriedades, a nao existéncia de superficies totalmente umbilicas neste grupo.
Classificamos todas as superficies minimas cujo posto da aplicacao de Gauss é zero ou um
e concluindo que tais superficie sao regradas. Finalizando, analisamos alguns exemplos
de graficos minimos completos cuja aplicagao de Gauss tem posto dois. A classificacao
de graficos minimos com aplicacao de Gauss de posto dois é ainda um problema em
aberto.
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ABSTRACT

The purpose of this work is study minimal surfaces in tri-dimensional Heisenberg
group. Firstly, we made a description of Heisenberg group as Lie group and its Lie
algebra. We examined that the exponential application is a global difeomorfism between
Lie algebra and Heisenberg group. Thereafter, we investigate Riemann Geometry of left
invariant metric Heisenberg group, we consider left invariant fields, curvatures, geodesics,
Killing fields and isometry group of this space. Subsequently, we examined the Gauss
normal application to surfaces in Heisenberg group and we conclude a series of peculiarity
as, for example, the not existence of umbilic surfaces in this group. We classified all
minimal surfaces with rank-zero Gauss application or rank-one GGauss application and
we conclude that these surfaces are ruled. To put an end, we analyzed some examples
of complete minimal surfaces with rank-two Gauss application. The classification of
minimal surfaces with rank-two Gauss application is a open problem.
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Introducao

A teoria das superficies minimas em R3 comeca em 1760 com o trabalho do mate-
matico italiano Lagrange ([Lal). Ele se propos a estudar o seguinte problema:

Dado um aberto Q C R? e uma funcao' g : 00 — R, achar as funcées f: Q — R
tais que flag = g € o grdfico de [ tem drea minima em rela¢ao ao grdifico de qualquer
outra fung¢ao com o mesmo valor em OS).

Ele determinou a equagdo diferencial parcial que a (eventual) solugdo do problema
tem que verificar. Esta equacao é conhecida como a equacao dos grificos minimos.

Vale ressaltar que satisfazer a equacao dos graficos minimos ¢ uma condi¢ao neces-
saria, para que o grafico seja um minimo da area, mas nao suficiente. Em geral uma
solucao da equacao serd um ponto critico da fungao area.

Alguns anos depois, o matematico francés Meusnier, deu uma interpretacao da equa-
¢ao dos graficos minimos em termos das curvaturas principais. Este avanco foi signi-
ficativo pois, além de permitir estender o conceito de superficie minima ao caso de
superficies que nao sao necessariamente graficos, permite também estender o conceito
para subvariedades de uma variedade Riemanniana arbitraria. E este é o ponto que nos
interessa neste trabalho.

Um famoso teorema, devido ao matematico russo Bernstein, garante que uma solucao
da equacao dos graficos minimos, definida em Q = R?, tem que ser afim, isto ¢, seu gréafico
tem que ser um plano.

Este teorema tem motivado grande parte das pesquisas sobre superficies minimas
em R? ou, para um caso mais geral, sobre hipersuperficies minimas em R".

Nosso objetivo neste trabalho é estudar o problema analogo no grupo de Heisenberg
‘Hs. Este grupo é o grupo das matrizes 3 x 3 dadas por:

Hs = cx,y,z €R B,

o O =
O~ 8
[l SR

que sera identificado com R? através da bijecao:

Itodas as funcdes consideradas serdo “suficientemente diferenciaveis”.



1 z 2+ %a:y
plz,y,2)=| 0 1 y
0 0 1
Esta identificacao é essencialmente a aplicacao exponencial da algebra de Lie b3 do
grupo de Heisenberg, com Hj.
Com esta identificagdo temos um plano privilegiado, o plano {z = 0}, por ser orto-
gonal ao centro de bs.
Portanto, é relevante estender o problema de Lagrange para gréficos sobre este plano.
A situacao interessante é que o Teorema de Bernstein nao vale neste contexto. Portanto
um problema atraente é tentar classificar os graficos minimos completos de Hs. Neste
trabalho tentaremos entender melhor este problema.
A linha que seguiremos é a seguinte: para superficies em um grupo de Lie tridimen-
sional temos, em analogia ao caso das superficies em R3, o conceito de aplicagcdo normal
de Gauss. Sao, portanto, nossos objetivos neste trabalho:

e Classificar as superficies minimas “verticais”, isto é, as superficies minimas cuja
aplicacao normal de Gauss é constante.

e (lassificar os graficos minimos cuja aplicagao normal de Gauss tem posto um.

e Produzir exemplos de graficos minimos completos, isto é, definidos em todo {z =
0}, cuja aplicacdo normal de Gauss tem posto dois.

Vamos descrever a estrutura e os pré-requisitos do trabalho:

e Suporemos que o leitor esteja familiarizado com os conceitos e resultados béasicos da
teoria das variedades diferenciaveis. Na primeira se¢ao do primeiro capitulo, iremos
enunciar os resultados que precisaremos, principalmente para fixar as notacoes.

e Iremos discutir os fatos basicos de geometria Riemanniana, ora demonstrando-
os, ora somente dando as idéias das demonstragoes, ou as vezes dando apenas
referéncias, ao longo do restante do primeiro capitulo.

e No segundo capitulo discutiremos a geometria Riemanniana (conexao, geodésicas,
curvatura) do grupo de Heisenberg Hs e as propriedades basicas das superficies
deste espago mostrando, em particular, a nao existéncia de superficies umbilicas.

e No terceiro capitulo discutiremos a equacao dos graficos minimos e classificaremos
as superficies minimas de posto um (nossa demonstracao se baseia na tese de
doutorado de C. Figueroa Serrudo).

Finalizaremos esta introducao observando que a classificacao dos graficos minimos
completos de H3 é ainda um problema em aberto.



Capitulo 1

Conceltos basicos de Geometria
Riemanniana

Neste primeiro capitulo apresentaremos uma introducao a alguns conceitos basicos de
Geometria Riemanianna. Assumiremos que o leitor seja familiarizado com os conceitos
bésicos da teoria das variedades diferenciaveis. Suporemos todas as variedades diferen-
ciaveis Hausdorff e com base enumerdvel. As duas hipoteses sao condicoes necessarias e
suficientes para a existéncia de uma particao da unidade.!

1.1 Variedades diferenciaveis e grupos de Lie: Fatos
basicos

Nesta primeira sessao vamos lembrar, essencialmente para fixar as notacoes, as de-
finigoes e os fatos basicos da teoria. A referéncia bésica sera (|W]).
Considerando M uma variedade diferencidvel, usaremos as seguintes notacoes:

e C°(M) é o espaco das fungoes diferencidveis em M a valores reais.
o Ty)M & o espaco tangente a M em p, isto é, as aplicagoes R-lineares X (p) :
C*(M) — R tais que:

X(p)(fg) = X(p)(fglp) + X (p)(9)f(p).

e T'M = U T,M & o fibrado tangente a M e w: TM — M é a projecao natural.

peEM
O fibrado tangente tem uma estrutura natural de variedade diferenciavel cuja dimensao

é o dobro da dimensao da variedade e, além disso, torna 7 uma aplicacao diferenciavel.

TA existéncia de uma particio da unidade permite provar a existéncia de uma métrica Riemanniana
na variedade (ver [C], pg. 47)



e X(M) é o espago dos campos de vetores tangentes diferencidveis, isto é, as fungoes
diferenciaveis X : M — TM tais que m o X = 1. Este espaco sera identificado com
o espago das aplicagoes R-lineares X : C*°(M) — C*(M) tais que:

X(fg)=X(flg+ X(9)f.

e Observamos que a composi¢ao de dois campos em X(M) ndo é, em geral, um
campo. Porém o comutador é, novamente, um campo. Definimos portanto o produto:

[ ] E(M) x X(M) — X(M), [X,)Y]=XoY -YoX.

Com este produto, chamado de produto de Lie ou colchete de Lie dos campos, X(M)
adquire uma estrutura de dlgebra de Lie, isto é, de espaco vetorial com produto que
verifica as duas seguintes condigoes:

1. [X,Y]=-]Y, X],
2. (X, [V, Z]|+[Y,[Z,X]]+ [Z,[X,Y]] =0 (identidade de Jacobi).

e Sev:I CR— M é uma curva diferenciavel, um campo ao longo de v é uma
funcao diferenciavel X : I — TM tal que m o X = . Os campos ao longo de v tem
uma estrutura natural de espaco vetorial real e de mdédulo sobre a algebra das fun¢oes
C>* de I em R. Tal espago sera denotado por X(). Generalizando, se f : N — M
¢ uma aplicacao diferenciavel, um campo ao longo de f é uma funcao diferenciavel
X : N — TM tal que mo X = f. Este espago serd denotado com X(f).

e Sep: Q1 CR" — M é uma carta local, 8—x(p) serd o vetor tangente e:
(2

) = L),

Tais notagoes sdo analogas para campos de vetores em X((2)).
e Se v : (a,b) — M & uma curva diferenciavel, o vetor tangente em ¢y € (a,b) é
definido como:

(1) () = S5 07

e Se X € X(M), o problema de valor inicial:

'7$(t) = X(V:v(t)% '795(0) =r e M,

tem uma solucao em um intervalo suficientemente pequeno, contendo 0 € R, e é unica
se fixarmos o intervalo. Tal curva serd chamada de curva integral do campo X.

e A aplicagdo ®(z,t) := ~,(f), definida em um determinado aberto de M x R, é
chamada de fluzo de X. Se fixarmos x € M, ®(z,t) é uma curva integral do campo, se
ao invés disso, fixarmos ¢, fornece uma aplicacao ¢;, definida em um determinado aberto



de M em M, que é localmente inversivel. De fato, se fixarmos z € M, ¢; 0 ¢5 € ¢y
sao duas curvas integrais com a mesma condicao inicial e portanto, pela unicidade das
curvas integrais, coincidem. Em particular (¢;)™! = ¢_;.

e O fluxo é uma aplicacao diferenciavel definida em um determinado aberto de M xR,
pois as solugoes de uma equacao diferencial ordinaria, com coeficientes diferenciaveis,
dependem diferenciavelmente das condicoes iniciais.

e O campo X é dito completo se as suas curvas integrais sao definidas para todo
valor de t € R ou, equivalentemente, o fluxo é definido em todo M x R. Por exemplo,
se M é compacta, todos os campos sao completos. Neste caso, o fluxo pode ser visto
como uma aplicacao:

d: R — Diff(M), O(t)(z) == ®(x, 1),

onde Diff(M) é o grupo dos difeomorfismos de M (onde a operagio é a composi¢ao).
Além disso ® é um homomorfismo do grupo aditivo R em Diff(M), pois ¢; 0 ¢5s = ¢pis,
como observado anteriormente.

Uma classe extremamente importante de variedades diferenciaveis é a classe dos
grupos de Lie.

Definigao 1.1.1. Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura diferencidvel tal
que para todo g, h € G, temos que a aplicagao:

GxG—G, (g,h)— gh™,
€ diferencidvel.

Desta definicao é imediato que, dado g € G, as translagoes a esquerda e a direita
dadas respectivamente por

L,:G— G, Ly(h):=gh,

1.1
R,:G — G, Ry(h):= hyg, (1.1)

sao aplicacoes diferencidveis. E mais, sao difeomorfismos, visto que Ly o L,-1 = R, 0

Ry = 1g.

Definicao 1.1.2. Um campo de vetores X em G € dito invariante a esquerda se
(dLp)p(X(k)) = X(hk), Vk,heQG.

Analogamente podemos definir os campos de vetores invariantes a direita.

Os campos invariantes a esquerda ficam inteiramente determinados pelos seus valores
na identidade e € G' do grupo, pois para todo h € G temos X (h) = (dLy).(X(e)). Em
particular o espaco dos campos invariantes a esquerda pode ser identificado com T,G.

Um fato bésico é o seguinte:



e Se X e Y sao campos invariantes a esquerda, entao [X, Y] é invariante a esquerda.
O mesmo acontece com campos invariantes a direita.
Podemos entao definir um produto:

[,]:T.G x T.G — T.G,

da seguinte maneira. Se X, Y € T,G, estendemos X, Y a campos invariantes a esquerda,
tomamos o produto de Lie, e calculamos o mesmo em e € G.

Com este produto, 7.G torna-se uma algebra de Lie que serd chamada de dlgebra de
Lie de GG e serd denotada com g.

Podemos também definir a representacao adjunta na estrutura de algebra de Lie
como:

ad(X):g — g, ad(X)(Z)=[X,Z]. (1.2)

Pode-se mostrar que os campos invariantes a esquerda sao completos. Em particular
as curvas integrais sao definidas para todos os valores do parametro t € R. Isso permite
definir a aplicacao exponencial:

erg— G, e(X) =X = x(1),

onde vy é a curva integral do campo invariante a esquerda, determinado por X € g.
O argumento usado anteriormente para o fluxo de um campo de vetores mostra que,
fixado X € g, a aplicacao:

t5R — X e @G,

¢ um homomorfismo do grupo aditivo dos reais em G. A imagem de tal homomorfismo

é chamada de subgrupo a um parametro determinado por X. Em particular, a aplicagao
exponencial leva as retas tX, ¢t € R, X € g, em subgrupos a um parametro.

Observacao 1.1.1. O caso mais interessante de grupos de Lie € o caso de subgrupos
do grupo GL(n,R) das matrizes n X n_com entradas reais, e determinante nao nulo.?
Neste caso temos que:

e A dlgebra de Lie é uma dlgebra de matrizes e o produto de Lie é o comutador de
matrizes.

e A aplicacao exponencial € a usual exponencial de matrizes:

00
=2
0

Esta aplicagao nao deve ser confundida, em geral, com a aplicacao exponencial
Riemanniana, que introduziremos nas prorimas segoes.

| —

k
!A.

o

2De fato é possivel mostrar que, pelo menos localmente, todo grupo de Lie é subgrupo de GL(n,R)
(Teorema de Ado).



1.2 Meétricas Riemannianas e conexao de Levi-Civita

Definicao 1.2.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M € uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (-,-), no es-
pago tangente T, M, que varia diferenciavelmente com p. Isto significa que se X,Y €
X(M) sao campos diferencidveis, a fun¢ao que associa ao ponto p € M o nimero real
(X(p),Y(p))p, € uma funcao diferencidvel.

Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana é chamada de
variedade Riemanniana.

Seja M C R™ uma subvariedade diferenciavel e X,Y € X(M). Se v é uma curva
integral de Y podemos considerar a derivada direcional:

@10 X ().

Porém, £|,_oX(7(t)) em geral ndo ¢ tangente a M. Logo, se quisermos derivar
campos, devemos introduzir uma estrutura que permita fazé-lo.

Definigao 1.2.2. Uma conezxao afim em uma variedade diferencidavel M é uma aplica-

cao

V @ X(M) x X(M) — X(M), (X,Y) — VyY,

que satisfaz as sequintes propriedades:
1. Vixinwy Z = fVxZ + hVy Z,
2. Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ,
3. Vx(fY) = [VxY + X(f)Y,
onde X,Y, 7 € X(M), f,h € C®(M).

Além disso:

e A conexdo é dita simétrica se, para todo X,Y € X(M), tivermos

VyY — VyX = [X,Y]. (1.3)

e Se M for uma variedade Riemanniana, a conexao € dita compativel com a métrica
se:

X(Y,Z) = (VxV, Z) + (Y,VxZ),  ¥X,Y,Z€XM)

Uma conexao simétrica e compativel com a métrica Riemanniana é chamada de conexao
de Levi-Civita ou conexao Riemanniana.



Teorema 1.2.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana (M, (-,-)) existe uma
unica conexao de Levi-Civita associada a métrica (-,-) dada pela sequinte formula, dita
a formula de Kozul:

2AVxY, 2y =X(Y, Z)+Y(Z,X)— Z(X,Y) (1.4)

_<[X7Y]7Z>_<[Y7Z]7X>_<[X7Z]7Y>u X7Y726x(M> .
Demonstra¢ao. Seja V uma conexao de Levi-Civita e X,Y,Z € X(M). Pela condicao
de compatibilidade temos as seguintes identidades:

X(Y,Z) = (VyY, Z) + (Y,Vx Z),
Y(Z,X) = (VyZ,X)+ (Z,VyX),
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,V,Y).

Somando as primeiras duas, subtraindo a terceira e usando a simetria temos a formula
de Kozul. Portanto, se a conexao de Levi-Civita existir, é unica.
Por outro lado, definindo V pela formula de Kozul, verifica-se facilmente que V ¢
uma conexao de Levi-Civita. Portanto a conexao de Levi-Civita existe e é unica.
O

E facil ver que uma conexao (ndo necessariamente simétrica ou compativel com
uma meétrica Riemanniana) é um operador local, isto é, o valor de Vy X em p € M,
depende somente do valor de X,Y em uma vizinhanca de p. Na realidade Vy X em
p € M depende somente dos valores de Y (p) e dos valores de X ao longo de uma curva
v (—€,€) — M, v(0) = p, tal que ¥(0) = Y(p). Isso permite “derivar” campos
definidos em abertos de M.

Em particular, se ¢ :  — M é uma carta local, podemos considerar os campos

coordenados —. Definimos:
al'i

o 0

o gii(x) = ,— , a expressao local da métrica.
c%ci al'j W(z)

v, » Y 0 io local d i
oV o — = ".——. a expressao local da conexao.
dz; 3%‘] A ) axk p

As funcoes Ffj sao chamadas de simbolos de Christoffel da conexao.
Observamos que os simbolos de Christoffel sao definidos para qualquer conexao.

1.3 Transporte paralelo e geodésicas

Podemos definir, usando o conceito de conexao, a derivada covariante de um campo
ao longo de uma curva diferenciavel. Mais precisamente temos:



Proposicao 1.3.1. Dada uma curva diferencidvel v : [a,b] C R — M em uma
variedade com uma conexao V, existe um tunico operador R-linear:

= X(7) — X(3),

tal que:
1. Se f:[a,b] — R € uma fung¢ao diferencidvel e £ € X(v), temos:

V.. df \V
(10 = e+ €

d \Y \%

3. Se & ¢ a restrigao a vy de um campo de M, entao:
\Y%
IV vV

Demonstracao. Observamos novamente que a primeira propriedade implica que, se um
tal operador existe, é local, isto é, em um ponto (), dté’ depende somente dos valores
de v e £ em uma vizinhanca de . Podemos entao supor a imagem de v contida em uma
vizinhanca coordenada.

Suponha que tal operador exista. Escrevendo {(t) = )", fi(t)a—(v(t)), as proprie-
T

dades implicam:

d&; 0 a
f Z dt Ox; ”8 (15)

Portanto o operador é, se existir, univocamente determinado.
Além disso, a formula acima define um operador que goza das propriedades que

queremos.
]

: \%
Usaremos também a notacdo £'(t) ou & para indicar —&(t).

dt
Definigao 1.3.1. Seja v : [a,b] C R — M uma curva diferencidvel.

o Um campo & € X(7) ¢ paralelo ao longo de v se £ = %f =0.

e Uma curva v : (a,b) CR — /\/l € uma geodésica se vy € paralelo ao longo de vy
ou, equivalentemente, se v := dtﬁ)/ = 0.



As propriedades fundamentais relacionadas aos conceitos introduzidos sao as seguin-
tes:
e A equacao f = 0 é uma equacao diferencial linear® de primeira ordem. Portanto, dada
uma curva v : [0,1] — M e § € T, )M existe um tinico campo paralelo { € X(v) tal
que £(0) = &. Este fato permite definir uma aplicacao:

P7 : TW(O)M I T’y(l)Ma P«,(ﬁo) = 5(1)7

chamada de transporte paralelo ao longo de ~. Tal aplicagao é linear, pois a equagao o
é, e, no caso em que a conexao é compativel com uma métrica Riemanniana, a aplicagao
é uma isometria linear.*

E conveniente ter uma expressiao da equacio do paralelismo em coordenadas locais.
Seja y(t) = (x1(¢), ..., x,(t)) a expressdo da curva vy em um sistema de coordenadas locais

e &(t) = > &(t) o expressao de & € X(v) na base dos campos coordenados. Entao a

equacao pode ser escrita como:

=Sl Y ngTh —0. (1.6)
k i

e Se v é uma geodésica, 7y é paralelo ao longo de . Se a conexao é compativel com uma
métrica Riemanniana, a norma de ¥ é constante. Portanto, neste caso, as geodésicas
sao parametrizadas proporcionalmente ao comprimento de arco, isto é, o vetor tangente
tem norma constante.

e A equagao 7y := %"y = 0 é uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem (néo
linear) e portanto, dados p € M e & € T, M, existe ¢ > 0 e uma tnica geodésica

Veo - [076) — M com ’7(0) =D 7(0) = 50-

Em uma vizinhanga coordenada, com coordenadas locais {x1,...,2,}, se y(t) =
(z1(t),...,2,(t)), a equagdo 4 = 0 se escreve na forma:
Fr+ Y Thisd; =0, k=1, n (1.7)
]

Observamos explicitamente que em (1.6) as fung¢oes z;(t) sdo dadas e portanto a
equacao do transporte paralelo € uma equacao linear diferencial de primeira ordem. Em
(1.7), as fungoes x;(t) sdo incognitas e portanto a equagao é diferencial de segunda ordem
e nao linear.

De agora em diante vamos assumir, por simplicidade, que M seja uma variedade
Riemanniana e V seja a conexao de Levi-Civita.

3isto &, se &,m sdo solucdes e a,b € R, entdo a& + by é também solucio.
“Se use a propriedade: £ (£(t),n(t)) = (€'(t),n(t)) + (£(t), 0 (2)).
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Seja v uma geodésica. De (1.7) segue que, fixado s € R, a curva ¥(t) := y(st) ¢,
onde definida, uma geodésica e (0) = s7(0). Em particular, se ||| é suficientemente
pequena, € > 1 e y(1) é definido. Esta observagido permite definir uma aplicagao:

expy : V — M, eapp(€) = 7e(1),

de uma vizinhanca V de 0 € T, M in M. Tal aplicacao é chamada de aplicacao expo-
nencial. Usando esta aplicagao podemos escrever a geodésica 7, na forma:

Veo (1) = expy(tE).

A aplicacao exponencial é diferénciavel, pois as solu¢des de uma equacao diferencial
ordinéria, com coeficientes diferenciaveis, dependem diferenciavelmente das condigoes
iniciais.

Um calculo simples mostra que, médulo a usual identificagao Ty (7,M) = T,M, temos
dexp,(0) = 1 e portanto exp, ¢ um difeomorfismo de uma vizinhanca de 0 € 7, M de raio
e(p), sobre sua imagem. O extremo superior de tais €(p) se chama o raio de injetividade
em p e sera denotado por r(p). O extremo inferior de tais r(p) é chamado o raio de
injetividade de M e serd denotado com r(M).

Uma vizinhanga de p, contida na imagem via exp, do disco aberto de raio r,, chama-
se de vizinhanca normal.

1.4 Geodésicas de um ponto de vista variacional

A estrutura Riemanniana permite definir comprimento de curvas. Se v : [a, b)) — M
é uma curva diferenciavel, o comprimento de vy é:

L) = [ Il

E facil ver, pela formula de mudanca de variaveis nas integrais, que o comprimento
¢ invariante por reparametrizacoes, isto é, se ¢ : [¢,d] — [a,b] é um difeomorfismo,
L(vy) = L(y o ¢). Além disso, o conceito de comprimento se estende de maneira 6bvia
ao caso de curvas diferenciaveis por partes.”

Dada uma variedade Riemanniana M e pontos p, ¢ € M, denotaremos por Q(M, p, q)
(ou simplesmente 2, quando claro do contexto) o conjunto das curvas v : [0, 1] — M,
diferenciaveis por partes, e tais que v(0) = p,y(1) = ¢q. Podemos entdo definir:

dpm(p, q) = inf{L(7) : v € Q}. (1.8)

E claro que da é uma funcdo nao-negativa, simétrica e verifica a propriedade trian-
gular. Além disso, como conseqiiéncia do Lema de Gauss (1.4.1), temos que d(p, q) =0

5Uma curva ~ é diferenciavel por parte se é continua e existe uma subdivisdo tg = a < t; < -+ <

ty, = b do intervalo de defini¢do [a,b], tal que |, ] € diferencidvel, Vi = 0,..., k.

11



se, e somente se, p = q. Portanto d,, é uma métrica e esta métrica induz a topologia
de M.

Classicamente, as geodésicas foram introduzidas como "curvas de menor compri-
mento entre dois pontos", isto é, como minimos da funcao L : 2 — R. Vamos agora
explorar este ponto de vista.

E oportuno, por motivos que nao explicaremos aqui, considerar, ao invés da funcao
L, a funcao energia:

E:Q—R, E) ::/0 1%(¢)[|2dt.

Observamos que, ao contrario de L, a funcao E nao é invariante por reparametriza-
¢oes. Modulo este fato, as duas fungoes tem os mesmos minimos. Mais precisamente:

Proposicao 1.4.1. Se v € Q) € um minimo de E, entao é um minimo de L. Se é um
minimo de L e é parametrizada proporcionalmente ao comprimento de arco (isto é, |||
é constante), entao € um minimo de E.

Demonstra¢ao. Lembramos a desigualdade de Schwarz para fungoes de [0, 1] em R:

1/2

[ sstoar < (/ 1 foga) " (/ 1 slofat)

onde a igualdade vale se, e somente se, g ¢ um miltiplo de f. Em particular, tomando
g(t) =1e f(t) = [|7(t)|| temos: )
[L(N] < E(7),

e vale a igualdade se, e somente se, ||§(¢)|| é constante, isto é, v é parametrizada pro-
porcionalmente ao comprimento de arco. Suponhamos que 7 seja um minimo de F e
o € Q. Seja ¢ uma reparametrizacao proporcional ao comprimento de arco de o. Temos
entao:
L(v)* £ E(v) < E(6) = L(5)* = L(0)*.

Portanto v é um minimo de L.

Por outro lado, supondo que 7 seja minimo de L e seja parametrizada proporcional-
mente ao comprimento de arco, temos:

E(v) = L(7)? < L(0)* < E(0).

Portanto v ¢ um minimo de F.
O

A pesquisa dos minimos ou, mais geralmente, dos pontos criticos de uma funcao
é, geralmente, feita olhando os zeros da diferencial da funcao. No nosso contexto isso
pode ser feito definindo em  uma estrutura de variedade de dimensao infinita. Nao
seguiremos aqui este caminho e teremos uma postura mais direta.

Dado um “ponto” v € €, definiremos curvas em {2 passando por 7y ao tempo s = 0,
calcularemos a fungdo ao longo destas curvas e sua derivada no tempo s = 0.

12



Defini¢ao 1.4.1. Uma variagao (propria) de v em 0 € uma fungao:
[:[0,1] X (—€,€) — M,
tal que:
1. T'(t,0) = ~(t), Vvtel0,1].
2. T'(0,s) =p, ['(1,s) =q, Vs€ (—¢e).

3. T é continua e existe uma subdivisio ty =0 < --- <t = 1 do intervalo [0, 1], tal
que Ty, 1., % (—€,€) € diferencidvel.

O campo variacional associado a I € o campo ao longo de v dado por:

d
W(t) = dr(t,o) (@) s

por t # t;. Este campo serd denotado também como Z—E
Observagao 1.4.1. Podemos considerar T' como a fun¢ao que associa a s € (—¢,€) a
curva v5(t) = L'(t,s) em Q. Neste sentido I' é uma “curva de curvas” isto €, uma curva
em Q) (pela sequnda condigdo), que passa por v no tempo s =0 (pela primeira condi¢do)
e € "diferencidvel por partes”(pela terceira condi¢do), cujo "vetor tangente em s = 0"¢é
0 campo variacional.

No caso cldssico de variedades diferencidveis, um vetor tangente em um ponto € o
vetor tangente a varias curvas que passam pelo ponto. No nosso caso temos a mesma
situagio. Se W € X(v) com W(0) = 0 = W(1) e valem certas hipdteses de regularidade,

temos wvdrias variacoes que tem W como campo variacional. Uma delas é dada por
I'(t,s) = expywysW(1).

Seja v € e I' uma variacao fixada. Consideramos a funcao:

L/or or
E(s) = E(vs :/ <—,—>dt
(s) = E(vs) o
Temos entao:

, ti /7 90 AT tir /7 9T 8T
E(0) —2;/“ <£E’E> ls=o dt = 2;[ <a$,5> |s=0 dt.

Usando a relaca 2 (00 90\ _ /oL ar\ - jor vor oncin
sando a relacao 5%\ 2 /) =\ @25 ot 55 di 9t , conseqiiéncia da

compatibilidade da conexao com a métrica, e calculando para s = 0:

tit1

) /t (W (8, 5(1))dt. (1.9)

A formula (1.9) é chamada de fdrmula da primeira variacao da energia.

E(0) =23 (W (0. 5(0)
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Teorema 1.4.1. Se, para qualquer variagao T’ de vy, temos E'(0) = 0, entao vy é uma
geodésica.
Em particular se v € um minimo de E, entao v é uma geodésica.

Demonstrac¢ao. Primeiramente provaremos que v ¢ uma geodésica por partes, isto é,
4(t) = 0, t # t;. Suponhamos que, para algum t # t; temos %(t) # 0. Entao %(s) #
0,5 € (t — €,t + €) para algum € > 0, e podemos assumir t; ¢ (t — €, + €). Seja ¢(t)
uma fungao diferenciavel nao negativa que vale 1 em (t — €/2,t + €/2) e zero fora de
(t —e,t+e€). Seja W(t) = ¢(t)5(t). Claramente W é um campo diferenciavel em [0, 1]
que se anula nos extremos e portanto é o campo variacional de uma variacao I' de
(veja (1.4.1)). Para esta variagdo temos, pela formula (1.9):

t+e
0=E'0) = S5 (t)|*dt > 0,
t—e
ou seja, uma contradicao.

Vamos agora mostrar que 4 é continuo. Sejam (¢7),(t%) os limite esquerdo e
direito de #(s), s — t, e & = F(t7) — 4(t7). Escolhemos um campo W tal que
W (t;) = &;,. Por uma varia¢ao que tem W como vetor variacional temos, pela formula
(1.9)que:

2

0=E(0)=2_II4,

Portanto v é uma geodésica por partes com vetor tangente continuo. Pela unicidade
da geodésica com dado vetor tangente inicial segue que v é uma geodésica. O

O Teorema (1.4.1) nos diz, entre outras coisas, que podemos restringir nossas con-
sideracoes as curvas diferenciaveis. E util ter também uma descricio da formula da
primeira variacao em coordenadas locais.

Seja ¢ : Q@ C R™ — M uma carta local. Se X € X(M), consideramos sua expressao

nos campos coordenados:
n
e
X = E Ti—.
1 3@

O vetor X é entdo determinado pelas 2n coordenadas {x;, &;}, i,j = 1,...,n. Usando
a notacdo compacta x = (x,...,2,) e & = (&1,...,&,), definimos a fungao:

E(w, i) =) gij(w)ai;.

Se y(t) = =z(t),t € [0,1], € uma curva diferenciavel em Q e I'(¢,s) = z(t,s) é uma
variacao propria diferenciavel de 7, a fungdo E(s) correspondente é dada por:

E(s) = /0 E(a(t, s), #(t, 5))dt.
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A derivada de E(s), calculada em s = 0, apos célculos similares aos de (1.4.1), é

dada por:

d Log doE ox
EE‘sfo :/ (_ - ——.)_dt7
0

onde tudo é calculado em s = 0.
Raciocinando de novo como anteriormente, temos que:

Teorema 1.4.2. v(t) € uma geodésica se, e somente se:

o€ : d o0& .
e @ (t),2(0) = o (w0, 6(1) = 0.

O Teorema (1.4.1) nos diz, na realidade, que geodésicas sdo pontos criticos de £, ndo
necessariamente minimos. O resultado a seguir, conhecido como Lemma de Gauss, nos
diz que se 7 é uma geodésica e (0),v(to) sao suficientemente proximos, entao | €
um minimo de F.

Seja p € M e € < r(p), onde r(p) é o raio de injetividade em p. Seja U = {X €
T,M : | X|| < €} e U = exp,(U). Entio exp, : U — U é um difeomorfismo. Seja
w: [a,b] — U\ {p} uma curva diferenciavel por partes. Entao a curva pode ser escrita,

de modo tinico, como:
~1
exp ' w(t)

wlt) = expy(r(OV (D), ()= exp WO, V()= roO ST

Lema 1.4.1. (Lema de Gauss) L(w) < |r(b) — r(a)| e a igualdade vale se, e somente
se, r(t) € mondtona e V(t) € constante.
Uma demonstra¢ao do Lema de Gauss pode ser encontrada em [C].

Definicao 1.4.2. Uma geodésica entre p,q que € um minimo de E, e portanto de L, é
dita uma geodésica minimal.

Seguindo as mesmas notagoes temos:

Corolario 1.4.1. Se q € U, a geodésica exp,(tV(q)),0 < t < r(q), é uma geodésica
minimal entre p e q.

O corolario anterior garante a existéncia de uma geodésica minimal unindo "pontos
proximos". A questao que aparece naturalmente é: quando dois pontos, nao necessari-
amente proximos, podem ser unidos por uma geodésica minimal?

Esta questao conduz ao conceito de completude.

Definicao 1.4.3. Uma variedade Riemanniana é dita completa se a métrica definida
em (2.4) € completa.

Teorema 1.4.3. Seja M uma variedade Riemanniana. As condicoes abairzo sao equi-
valentes:
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1. M € completa.

2. Emiste um ponto p € M tal que exp, € definida em todo T, M (isto é, as geodésicas
que saem de p sao definidas em todo R ).

3.V peM, exp, é definida em todo T, M (isto €, todas as geodésicas sao definidas
em todo R).

4. Um conjunto K C M € compacto se e somente se € fechado e limitado.

Além disso, se M € completa, todo par de pontos pode ser unidos por uma geodésica
minimal.

O Teorema (1.4.3) é conhecido como o Teorema de Hopf e Rinow. A parte nao trivial
da demonstracao é a afirmacao que dois pontos quaisquer de uma variedade completa
podem ser unidos por uma geodésica minimal. Para outras propriedades das variedades
completas e para uma demonstragao de (1.4.3), pode-se usar a referéncia |C|.

1.5 Curvatura

A nocao de curvatura para superficies em R? foi introduzida por Gauss, em seu tra-
balho publicado em 1827 (|Ga]). Ele definiu a curvatura como uma forma de medir
o quanto uma superficie M se afasta, em cada ponto p € M, do seu plano tangente
em p, T, M. Mais tarde a definicao de curvatura foi generalizada para variedades Rie-
mannianas. Este conceito mede, intuitivamente, o quanto a métrica difere da métrica
euclidiana g;; = d;;.

Definicao 1.5.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € a correspondéncia
que associa a cada par X, Y € X(M) a aplica¢io

R(X,)Y): X(M) - X(M), R(X,Y)Z=VyVxZ—-VxVyZ+VixyZ,
onde Z € X(M) e V € a conexdao de Levi-Civita.

Seja ¢ : U C R® — M um sistema de coordenadas locais. Entao, podemos escrever:

0 0 0 0
R(a—a—) By~ 2T

As funcoes R, sao as componentes da curvatura R na parametrizacao (U, ).
ijkl 9
Claramente R é um operador local e R-linear em cada uma das trés variaveis, pois a
conexao o é. Cabe-nos destacar o seguinte resultado:

Proposigao 1.5.1. R é C*°(M) linear em cada varidvel, isto é, R é um tensor. Em
particular, R(X,Y)Z(p) depende somente dos valores de X,Y,Z em p € M.
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Demonstragao. Seja f € C*°(M). Substituindo fX em X na defini¢ao, temos que os
termos na soma a direita sao substituidos por:

1. Y(f)VXZ -+ nyVXZ,
2. —fVxVyZ,
3. Y (f)VxZ+ fVixyZ.

Somando estes termos teremos R(fX,Y)Z = fR(X,Y)Z.
Calculos similares mostram a C*°(M)-linearidade nas outras variaveis.
O

Além disso, o tensor curvatura tem as propriedades de simetria listadas na proposicao
abaixo.

Proposigao 1.5.2. A curvatura R de uma variedade Riemanniana possui as sequintes
propriedades:

1. RIX,)Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0 ( primeira identidade de Bianchi),
2. R(X,Y) = — R(Y, X),

3. (R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W, 2),

b (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y).

Demonstragao. (Idéia) A primeira afirmagao segue expandido o termo a esquerda, se-
gundo a definicao, e usando a simetria da conexao e a identidade de Jacobi. Em parti-
cular vale para qualquer conexao simétrica.

A segunda segue diretamente da definicao.

A terceira é equivalente a mostrar que (R(X,Y)Z,7Z) =0, VXY, Z € X(M). De
novo expandindo a expressao e usando as propriedades da conexao de Levi-Civita, che-
gamos a demonstracgao.

Para a quarta, escrevemos a identidade de Bianchi para as quatro permutacoes ciclica
dos argumentos X, Y, Z, W. Somando as quatro chega-se ao resultado. O

A partir do tensor curvatura, podemos definir varias medidas de curvatura. Uma
das mais importante é a curvatura seccional.

Seja M uma variedade Riemanniana, p € M e X,Y € T, M vetores linearmente
independentes. Definimos:

K(X,Y) = (R(X, V)X, V) . (1.10)
XY = (X, Y)?

Seja o C T, M o subespaco 2-dimensional gerado por X e Y. Nao é dificil ver que
se {X",Y'} é também base de o, K(X,Y) = K(X',Y’). Portanto K(X,Y) depende
somente de o e é chamada de curvatura seccional de o.
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Se n = 2 a curvatura seccional coincide com a curvatura Gaussiana.
A importancia da curvatura seccional vem de varios fatos; destacaremos, aqui, dois
deles:

e A curvatura seccional determina o tensor de curvatura, isto é, se duas métricas
Riemannianas em M tem as mesmas curvaturas seccionais, elas tem o mesmo
tensor curvatura.

e A curvatura seccional aparece naturalmente, e de maneira decisiva, na féormula da
sequnda variagao da energia, isto é, na derivada segunda do funcional da energia.
Logo, é decisiva em decidir se uma geodésica é um minimo (local) da energia, e,
portanto do comprimento.

Veja ([C|) para mais detalhes. Também podemos dizer que espagos de curvatura sec-
cional constante sao aquele que tém mais "simetrias", isto é, grupo de isometrias de
dimensdo maior (veja a proxima segdo). Tais espacos sdo classificados, em oportunas
hipoteses:

Teorema 1.5.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa
e de curvatura seccional constante c. Entao:

1. Sec >0, M € isométrica a esfera.
2. Sec=0, M € isométrica ao espag¢o Fuclideano.
3. Sec< 0, M € isométrica ao espago hiperbolico.

Observacgao 1.5.1. Para o conceito de isometria, veja a proxrima Se¢ao.

1.6 Isometrias e campos de Killing

O conceito natural de equivaléncia entre variedades Riemannianas é o conceito de
1S0metria.

Defini¢ao 1.6.1. Dadas duas variedades Riemannianas, M, N, diremos que um dife-
omorfismo f: M — N € uma isometria se:

<u’ U>p = <dfp(u)a dfp(“))f(p)’ (1.11)
para todo p € M, u,v € T, M.
As vezes é util considerar também o conceito de isometria local.

ica a funca : — 5 uma isometria local se, para tod
Definicao 1.6.2. Uma funcgao M N € uma isometria local se, para todo
p € M, eziste uma vizinhanca aberta U, de p tal que f|y, € uma isometria sobre um

aberto f(U,) CN.
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Uma isometria (local) f : M — N preserva todas as propriedades geométricas
(locais) da variedade Riemanniana, em particular:

o df(VyX) = Vymdf (X).

o df(R(X.Y)Z) = R(df(X),df (Y))df(Z).

o K(0) = K(df(o)).

e Se v é uma geodésica de M, entiio f o~ é uma geodésica de A,

Se M = N, denotaremos com Iso(M) o conjunto das isometrias de M. Iso(M) é
claramente um subgrupo do grupo dos difeomorfismos de M e pode-se demonstrar que
¢ um grupo de Lie. Indicaremos com Isog(M) a componente conexa de Iso(M) que
contém a identidade 1 p4.

Vamos agora dar uma interpretagdo geométrica do grupo Isog(M). Seja M uma va-
riedade Riemanniana conexa de dimensao n. Consideramos a variedade dos referenciais
ortonormais de M:

OM) :={(p.e1,...,en) :p € M,{ey,...,e,}, base ortonormal de T, M}.

Caso M seja uma subvariedade de R", fato nao restritivo pelo Teorema de Nash,
O(M) é uma subvariedade de R” x R" e herda naturalmente uma estrutura de variedade
Riemanniana.

Fixamos agora um elemento (p, ey, ...,e,) € O(M) e consideramos a aplicagao:

O : Isog(M) — O(M),  O(f) = (f(p),dfp(er),...,dfp(en)).
Proposicao 1.6.1. ¢ ¢ injetiva.

Demonstragao. Temos que mostrar que se f e g sao isometrias tais que f(p) = g(p) e
df, = dgp, entao f = g. Por isso é suficiente mostrar que se h é uma isometria tal que
h(p) = p,dh, = 11,0, entdo h = 1 °. Consideremos entio:

U={q€eM:h(q) =q,dhg = Ly,m}.

Pela continuidade de h e dh, U é um conjunto fechado em M e nao vazio pois p € U.
Vamos mostrar que U é aberto. Seja ¢ € U e V C M uma vizinhanga aberta de ¢
tal que por qualquer ¢’ € V existe uma tnica geodésica ~y : [0,1] — V unindo ¢ e ¢’
(por exemplo uma vizinhan¢a normal de ¢). Consideramos h(q’) e h o~. Esta altima é
uma geodésica entre h(q) = q e h(q') e, pela nossas hipoteses, o vetor tangente inicial é
dhy(%(0)) = 4(0). Portanto v = h o7 e, em particular, h(q') = ¢'. Segue que hly = 1y
e, portanto, V C U. Segue entao que U é aberto e, sendo M conexa, U = M. O

6Considerando h = fog~!.
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Com um pouco mais de trabalho é possivel mostrar que ¢ é uma imersao e, em
particular, Isog(M) é uma subvariedade de O(M).
) _ n(ntl1)
2

Observamos que a dimensao de O(M) é n + n(ngl _

, . 1 , . , . . . ~
de Isog(M) é menor ou igual a % Além disso, é simples verificar que se a dimensao
, . 1 .
de Isop(M) é igual a %, M tem curvatura seccional constante.

Um fato interessante, que nao demonstraremos neste trabalho, é o seguinte Teorema
de Fubini (veja [?]):

. Portanto a dimensao

Teorema 1.6.1. Nao eriste variedade Riemanniana n-dimensional, n > 2, com grupo

. . . N 1
de isometrias de dimensao % —1.

Uma maneira de achar isometrias de uma variedade riemanniana é através do con-
ceito de campo de Killing. Dado um campo X € X(M), consideremos o fluxo associado,
em particular as funcoes ¢, definidas na secao 1.1.

Definicao 1.6.3. X € um campo de Killing se ¢; €, onde definida, uma isometria.

Antes de caracterizar os campos de Killing, vamos recordar o conceito de derivada
de Lie, que usaremos a seguir e também mais adiante. Seja X € X(M). A derivada de
Lie na direcao X, Ly, é o operador definido a seguir:

e Se feC®M), Lxf:=Xf.
¢ SeY € X(M), LyxY :=[X,Y]
e Sew € X(M)* (0 dual de X(M)), Lx(w)(Y) :== X(w(Y)) —w([X,Y]).

Podemos estender a terceira definicaio ao caso de p-formas, isto é, aplicacoes p-
multilineares de X(M) X -+ x X(M), p-vezes, em C>°(M), exigindo que a derivada de
Lie seja uma derivacao em relacao ao produto exterior:

e Se 0 ¢ uma p-formae X;,..., X, € X(M),

bS]

(Lx0)(X1,...,Xp) = Lx(0(X1,.... Xp) — > 0(Xq1,..,LxX;, ..., X,)

1

= X(O(X1, . Xp) = Y 0(X1, ., [X, Xi], 0, X))

™M=+

=1

Estamos mais interessados no caso de métrica Riemanniana g = (-, -), onde a defini-
cao anterior, para p = 2, e as propriedades da conexao Riemanniana, nos da:

Lxg(Y,Z) = (Vy X, Z) + (Y, V2 X). (1.12)
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Observacgao 1.6.1. Em termos do fluzo ¢; do campo X, a derivada de Lie de uma
p-forma 0 ¢é dada por:

1
Lx6 = Pn% E((d)t)*@ —0). (1.13)
Vamos agora caracterizar os campos de Killing:

Proposigao 1.6.2. X € X(M) é um campo de Killing se, e somente se:
(VzX, Y)Y+ (Z,VyX) =0.

Demonstracao. Se X é um campo de Killing, a métrica é constante ao longo do fluxo
de X, isto &, ¢7g = g. Portanto, por (1.13) e (1.12), temos:

0= Lyg(Y, Z) = (Vy X, Z) + (Y, V,X).

Por outro lado, se vale a equacao acima, g é constante ao longo do fluxo de X e
portanto ¢; ¢ uma isometria (onde definida). O

Consideramos X(M) como algebra de Lie com o produto dado pelo comutador. Um
calculo simples mostra que:

Proposigao 1.6.3. Os campos de Killing sao uma sub-dlgebra de X(M).

Seja M uma variedade Riemanniana e £ um campo de Killing completo. Entao &
gera um subgrupo a um pardmetro do grupo de Lie Iso(M), isto ¢, um homomorfismo
diferenciavel do grupo aditivo dos reais em Iso(M), ¢¢(t) := ¢, onde ¢, é o fluxo de &.
Em particular, podemos identificar a algebra de Lie de Iso(M) com a sub-élgebra de
Lie de X(M) dos campos de Killing completos.

1.7 Imersoes isométricas: Conceitos basicos

Definicao 1.7.1. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Uma aplicaciao diferencidvel
f: M — N éuma imersao isométrica se

(u, v}y = (dfp (), dfp(v)) r)s
para todo p € M, u,v € T,M.

Se f: M — N & uma imersio isométrica entdo, f é uma imersao no sentido da
teoria das variedades diferenciaveis, isto é, df, : TuM — TN é 1-1. Segue da teoria
geral das variedades diferenciaveis que, dado p € M, existe uma vizinhanca U > p tal
que f(U) é uma subvariedade de N e f|y é um difeomorfismo sobref(U).

Para todas as consideracoes de caracter local, identificaremos U C M com a subva-

riedade f(U) C N.
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Se a dimensao de M é n, a dimensao de N é n+ k,k > 0. O inteiro k é chamado
de codimensao de M em N

Um ponto de vista essencialmente equivalente, e muito 1til, é o que segue.

Seja M uma variedade diferenciavel, N uma variedade Riemannianae f : M — N
uma imersao, isto &, dfy : T,M — Ty ¢é injetora. Definimos um produto escalar
em T, M colocando

(XY = (dfp(X), df,(Y)) ), PEM, XY € T,M.

Este produto escalar define uma métrica Riemanniana em M tal que f é uma imersao
isométrica. A métrica assim definida em M é chamada de métrica induzida por f.

Para cada ponto p € M, considerando a identificacdo natural T, M = df,(T,M),
temos uma decomposicao ortogonal:

TN = T,M ® M, v,M = (T,M)* (em TyN). (1.14)

Se X € Ty, indicaremos com X, Xt as projegdes ortogonais de X em T,M e
v, M (respectivamente).

Lembramos que um campo de vetores diferenciavel ao longo de f é uma aplicacao
diferenciavel

X M—TN, X(p) €TipN.

Quando nao der confusao, em particular para todas as consideragoes locais, indica-
remos com X(M) o espago dos campos ao longo de f, isto é, as aplicagoes diferenciaveis
X : M — TN tais que X (p) € df,(T,M),¥ p € M, e com X(M)* os campos para os
quais X(p) € v, M,V p € M.

O espaco v, M sera chamado de espago normal a M em p e o espa¢o vM := U vpM

peEM
de fibrado normal de M.

Denotamos por V, V as conexdes Riemannianas de M, A/, respectivamente. Sejam
XY € X(M), € € X(M)1, podemos estender, localmente, estes campos a campos em
N. As derivadas covariantes sao operadores locais, e portanto podemos derivar um em
relagdo ao outro. Decompondo de acordo com equacgao (1.14), temos:

{ VY = (VxY)" + (VxY)*,
Vxé = (Vx&)' + (Vx&)™

E facil ver que:

e A aplicagao (X,Y) —>_(7XY)T verifica as propriedades da conexao de Levi-
Civita de M, portanto (VyY)' = VY.

e A aplicagio (X,Y) — (VxY)* é C®(M)-bilinear e simétrica. Portanto ¢ um
tensor que denotaremos com B(X,Y') e chamaremos de sequnda forma fundamen-
tal.

22



e A aplicagio (X,&) — (Vx&)T é C°(M)-bilinear. O operador A X := —(Vx&)'

serd chamado de operador de Weingarten, ou operador de forma, na direcao &.

e A aplicacio (X, &) — (Vx&)* verifica as propriedades de uma conexao em v M
que é compativel com a métrica. O operador V¢ := (Vx&)! sera chamado de
conexrao normal.

Resumindo, temos as chamadas formulas de Gauss e Weingarten:

{ VxY =VxY + B(X,Y),

X 1.15
Vxé = —A:X + Ve (1.15)

Os operadores B e A sdo ligados pela relagao abaixo (que também justifica a escolha
do sinal menos na defini¢do de operador de Weingarten).

Proposicao 1.7.1. (B(X,Y),£) = (A:X,Y).
Demonstragio. (B(X,Y),&) = (VxY,&) = —(Y,Vx&) = (A X,Y). O

Observamos que, pela Proposicao 1.7.1, a simetria de B implica na simetria de A;.
Em particular A, é diagonalizavel.

Definigao 1.7.2. Os autovalores de A¢ sao chamados de curvaturas principais na dire-
cao &. Os autovetores sao chamados de direcoes principais na direcao &.

Usando a conexdo normal V*, podemos definir a curvatura normal:
RH(X,Y)E = Vi Vi€ = ViVl + Vix 6,

onde X, Y € TMe & e TM

Dada uma imersdo isométrica f : M — N, indicamos por R e R os tensores
curvaturas de M e N respectivamente. Estes tensores, e o tensor curvatura normal,
sao relacionados por trés equacgoes fundamentais, as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci.
Antes de enunciar estas relacoes, vamos definir a derivada covariante da segunda forma
fundamental” como sendo:

(VxB)(Y,Z) :=Vx(B(Y,Z)) = B(VxY,Z) = B(Y,VxZ).

Teorema 1.7.1. Temos as sequintes relagoes:
e Fquacao de Gauss:

R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W)+(B(X,W),B(Y, Z)) — (B(X, Z), B(Y,W)), (1.16)

“Em geral, uma conexdo em um fibrado vetorial induz uma derivada covariante, na direcio de um
vetor tangente & variedade, de campos tensoriais do fibrado.
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e Equagio de Codazzi:
(R(X,Y)Z)* = (VxB)(Y. Z2) — (VyB)(X, Z), (1.17)
e Equagio de Ricci:
(R(X,Y)E,m) = (RT(X,Y)E ) — ([Ag, A,]X,Y), (1.18)

onde XY, Z,W € TM, &,n € TM* e [Ag, A)] = Aco A, — A, 0 A¢ é 0 comutador

usual de operadores.

Demonstracao.
VxVyZ =Vx(VyZ+ B(Y,Z)) = VxVyZ + B(X,VyZ) — Apy.2X + VxB(Y, Z).
Analogamente:

VyVxZ =VyVxZ+ B(Y,VxZ) — Apx.2)Y + VyB(X, 2),

v[x,y}Z = V[Xy]Z -+ B([X, Y], Z)

Somando com os sinais oportunos, e fazendo o produto escalar com um vetor W
tangente a M, temos a equacao de Gauss. Fazendo o produto escalar com um vetor &,
normal a M, temos a equacao de Codazzi.

Um calculo similar prova a equacao de Ricci. O

Observacao 1.7.1. Caso N seja uma variedade de curvatura seccional constante, tam-
bém conhecidas como formas espaciais, as equacoes de Codazzi e Ricci se simplificam
bastante pois os termos contendo o tensor de curvatura de N se anulam.

No caso de hipersuperficies, isto é, no caso de codimensao um, cabe observar que, se
£ é um campo unitario normal, temos que VX € X(M) resulta:

0= X(£¢&) =2(VxE€).

Em particular Vx& é tangente a M e V& = 0.
Neste caso a equacao de Ricci é a identidade trivial e a equacao de Codazzi pode ser
escrita como:

(RI(X,Y)6)T = Vy(4eX) — Vx(AY) + A[X, Y], (1.19)
No nosso trabalho estaremos interessados essencialmente no caso de superficies em
variedades tridimensionais. Neste caso vamos introduzir algumas notacoes classicas.

Seja ¢ : Q@ C R* — AN uma parametrizagao local e seja {1, 1, } a base de T,M
dos campos coordenados.
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O produto escalar, classicamente chamado de primeira forma fundamental, pode ser

escrito, na base dos campos coordenados {¢,1,}, da seguinte forma:

FE = <¢x,’¢x>, F = Wx,%% G = <¢y>¢y>'

Logo temos a métrica dada, nas mesmas coordenadas locais, pela matriz:

(gz‘j)Z(? g)

ou, equivalentemente pela expressao:

g = BEda® + 2Fdxdy + Gdy®.

Tomando um vetor normal unitario:

 UeAUy
%0 A byl

Os coeficientes da sequnda forma fundamental sao definidos como:

l= _<v'¢)z£7 1/)$>7 m = _<V¢z§7 ¢y>7 n = _<v'¢)y§7 ¢y>

(1.20)

(1.21)

E, por fim, a expressao da segunda forma fundamental, na base {1,,,} é dada por:

B = I(dx)* + 2m(dz)(dy)? + n(dy)*.
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Capitulo 2

(Geometria do grupo de Heisenberg Hjs

Neste capitulo estudaremos a geometria Riemanniana basica do grupo de Heisenberg
uma das variedades Riemannianas 3-dimensionais mais interessante, depois dos espacos
de curvatura constante. De fato, de um ponto de vista algébrico é 2-nilpotente (ou
quase-abeliano), a situacdo mais perto de ser abeliano, isto é, isomorfo a R?, e de um
ponto de vista geométrico o grupo das isometrias tem dimensao 4, o que, tendo em vista
o Teorema de Fubini (1.6.1) é a dimensao maxima possivel para o grupo de isometrias
de uma variedade Riemanniana tridimensional de curvatura seccional nao constante.

Apobs a primeira secao, na qual discutiremos generalidades sobre a geometria Rie-
manniana dos grupos de Lie, vamos estudar o caso particular do grupo de Heisenberg
e determinar a conexao, as geodésicas, a curvatura e o grupo das isometrias. A seguir,
apresentaremos as propriedades basicas das superficies neste grupo demonstrando, em
particular, a nao existéncia de superficies umbilicas. Neste capitulo usaremos novamente
a notagao G para denotar um grupo de Lie.

2.1 A geometria Riemanniana basica dos grupos de
Lie

Defini¢ao 2.1.1. Uma métrica Riemanniana em G € dita invariante a esquerda (respec-
tivamente invariante a direita), se as translagoes 4 esquerda (respectivamente a direita)
500 1sometrias.

Uma métrica invariante a esquerda em (G é univocamente determinada pelo seus
valores na sua algebra de Lie g. De fato, se (-,-) é uma tal métrica, temos:

(X,Y)g:=(dL'X,dL]'Y).. (2.1)

Reciprocamente, se (-, ), € um produto escalar em g, podemos estende-lo a uma métrica
Riemanniana invariante & esquerda, usando a equacao (2.1).
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Observacao 2.1.1. Observamos explicitamente que para uma métrica invariante a es-
querda, o grupo das isometria contém um subgrupo isomorfo a G, pois as translacoes a
esquerda sao isometrias.

Também, temos que as geodésicas passando por p € G sao imagem, por L,, das
geodésicas passando por e € G e a curvatura R(X,Y)Z em um ponto p € G € a curvatura
dos campos invariantes & esquerda determinados por XY, Z, (sendo tudo calculado em
e € G). Portanto a geometria de G é completamente determinada pela geometria em

e €.

Um caso particularmente interessante é o caso das métricas bi-invariantes, isto é,
métricas para as quais translacoes a direita e a esquerda sao isometrias. Neste caso as
estruturas algébricas e Riemannianas sao intimamente ligadas:

Teorema 2.1.1. Seja G um grupo de Lie com uma métrica bi-invariante e X,Y, Z
campos invariantes a esquerda. Entdo:

1. As geodésicas que passam pelo elemento neutro e € G sao o0s subgrupos a um
parametro. Em particular, a aplicacao exponencial grupal coincide com a Rieman-
niana.

2. <[X7 Y]7Z> = <X7 [Y7 Z]):
3. 2VyxY = [X,Y],

4. AR(X,Y)Z = [[X.Y],Z]. Em particular, a curvatura seccional é sempre ndo
negativa.

Nao demonstraremos este teorema. No caso que estudaremos, o grupo de Heisenberg,
a métrica invariante a esquerda que consideraremos, nao é bi-invariante. De fato, como
veremos, as geodésicas nao sao todas subgrupos a um parametro e a curvatura seccional
muda de sinal.

2.2 O grupo de Heisenberg H;

Consideramos o espaco vetorial M(n,R), das matrizes n x n a entradas reais. Iden-
tificaremos este espaco, de maneira 6bvia, com R™. O subconjunto GL(n,R) = {A €
M(n,R) : det(A) # 0} é um aberto de R, pois det : M(n,R) — R é uma funcio
continua e, portanto, tem uma estrutura natural de variedade diferenciavel e é um grupo
em relacao ao produto de matrizes. Este produto tem uma expressao polinomial nas en-
tradas das matrizes e, entao, é uma funcao diferenciavel. Também a aplicacao inversao
tem uma expressao polinomial nas entradas de uma matriz em GL(n,R) e é, também,
diferenciavel. Portanto GL(n,R) é um grupo de Lie.
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Definicao 2.2.1. O grupo de Heisenberg Hs € o subgrupo de GL(3,R) dado por:

1
Hs = 0 cx,y,z2 € R
0

O~ K
L SR

A identificacao natural de Hs com R3 fornece uma estrutura diferenciavel natural
em Hs. Esta estrutura e o produto de matrizes, definem uma estrutura de grupo de Lie
em Hs, tal que ele se torna um subgrupo de Lie de GL(3,R).

Seja y(t) a curva diferenciavel em Hs:

1 x(t) 2(t)
1) =1{0 1 y
0 0 1

Entao o vetor tangente em t = 0 é dado por:

0 @(0) %(0)
0

Portanto, a algebra de Lie h3 de H3 é a dlgebra das matrizes do tipo:
0 a b
0 0 c
0 00
e o produto de Lie é o comutador de matrizes.
E simples ver que Hs é um grupo 2-nilpotente (ou quase abeliano), isto é, o produto

de Lie de trés elementos de b3 se anula.
A aplicacao exponencial é dada por:

, a,bceR,

1
&:ﬂ+A+§M,

pois A" = 0,n > 3. Identificando o elemento (z,y, z)! € R? com a matriz:

0 =z 2
00 Yy € h37
0 0 0
temos que a aplicacao exponencial é dada por:
1 =z 2+ %a:y
@:R3%H37 90(3%%2): 0 1 Yy
0 0 1

A operacao grupal de Hs induz, via ¢, o seguinte produto em R3:
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z T T z T+
y x| v =0 el y |xely = y+y ;
z z 2z z 2+ 2 + 5(xy — 2'y)

ou seja, dados v = (z,y,2) e w = (2/,y/, 2/)" em R3, temos:

V*wzy—i—w—i—éad(l/)w,

onde
0 0 0
ad(v) = 0 00
—y x 0

é a matriz da representagao adjunta definida em (1.2).
Em resumo, o grupo de Heinsenberg Hs é isomorfo, como grupo de Lie, a R® munido
do produto

/ ’ t
Ty Ty
t /A AN 4 / / !
(z,y,2)" x (2, y,2)" = <x+x,y+y,z+z t ) :

Também, sendo a parametrizagdo ¢ a aplica¢ao exponencial (grupal), os subgrupos
a um parametro sao as retas que passam pela origem.

Vamos agora construir uma métrica Riemanniana invariante a esquerda em Hs. Para
isso, como vimos na secao anterior, usamos os diferenciais das translacoes a esquerda de

Hs, que sao os difeomorfismos dados por:

1 0 O
(dLy)e = o 1 0], p=(z,y,2) € Hs.
—%y %x 1

Com respeito a escolha da parametrizacao global ¢ : R® — Hs, uma base do espaco
tangente T,H3 a identidade e = (0,0,0) do grupo é dada por:

0 0 0
Estendendo os vetores X;, i = 1,2, 3, a campos invariantes a esquerda pela formula:
Ez(p) = (de)eXi P - Hg, 7 - {]_,2, 3},

temos:



ou também:

% - Eg.
E facil verificar que
[El, EQ] = E3 e [El, E3] =0= [EQ, Eg] (23)

Em particular, o centro' de b3 é a reta tFs,t € R.

Podemos introduzir uma métrica Riemanniana invariante a esquerda requerendo que
os campos invariantes { E£; } sejam, em cada ponto p € H3, uma base ortonormal de T, Hs.

Em termos dos campos coordenados, a métrica é dada pela matriz:

1+4y° —q1y 3y

glp)=| —jzy 1+4+12* -tz |, p=(z,y.2)" € Hs.
U L

Logo, a métrica invariante a esquerda é:

1 1 1
g=(1+ Zy2)dx2 +(1+ Za:2)dy2 +d2? — 5%y dxdy + ydrdz — v dydz

(2.4)

2
— da? + di? + <%dw _ gdy + dz) .

Observe que det(g) = 1 e portanto as formas volume de Hj e de R® (com a métrica
9ij = 523) coincidem.

No decorrer deste trabalho consideraremos sempre Hsz com a métrica que acabamos
de definir.

2.3 A conexao de Levi-Civita em Hj

Vamos agora determinar a conexao de Levi-Civita associada a métrica g. Observamos
que se X, Y, Z sdo campos invariantes a esquerda, a formula (1.4) pode ser escrita como:

2VxY, Z) = (V. X].Z) - ([Y, 2], X) + (|2, X].Y). (2.5)

10O centro de uma algebra de Lie é o subespaco dos vetores que tem produto de Lie nulo com qualquer
outro vetor da algebra.
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De fato, os produtos escalares dos campos sao constante, pois a métrica é invariante
a esquerda e, portanto, suas derivadas se anulam.
Temos entao:

Vi By = (Vg FEy, E1)Ey + (Vg Eq, Es)Ey + (Vg By, Es) Es,

portanto, usando as equagoes (1.4) e (2.3), teremos:

([Ea, Erl, Ev) + ([E1, EA, Es)

(2.
2(Vp, By, Ey) = ([Ey, B, B4
Ey) — (—[Er, Exl, Ev)

(B, B

( By
2(Es, Ey) =
([E1, Bs], Ea) — ([Ea, Es], Er) + ([Ea, E1], Es)
([E1, By, Eo) + (—[E1, E»l, Ea) =0,

( ] ([Ba, B3], En) + ([E3, En], Ea) = 1,

2<VE1E27 E2>

) —
)=
0,
) —
)
)=

2<VE1E27E3> [ElaEQ 7E3

1
VE‘IEQ - §E3

Além disso, usando a equagao (1.1), segue que
1
VEQEl - ——Eg.
2
Analogamente, chegamos a:

1
Vg b3 = —§E2 = Vg,
1

VE2E3 = §E1 = VE3E27

Ve E =0, i=123.

2.4 Geodésicas do espaco Hs

Dada a métrica Riemanniana invariante a esquerda g, definida em (2.4), e a conexao
de Levi-Civita a ela associada iremos, nesta secao, caracterizar as geodésicas do espaco

(H37 g)

Dada uma curva v : [0, 1] — Hs, y(t) = (z(t), y(t), 2(¢)), tal que v(0) = (0,0,0) e
7(0) = (2(0),9(0), 2(0)) = (a, b, ¢), queremos saber quando ela é uma geodésica. Usando
o Teorema (1.4.2), temos:

C : N .
Y =3k ks + {z + 5@y - yx)] L,
e chamando de w = Z + $(iy — yz), escrevemos:
E =1+ 97+
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Assim,

o0& dog d .

8—(C:—ia—g——cu'—i(Qjchw ) = —wy — 2& —wy — Yw
or dtoi VT dt v vy

=27+ 2yw =0,
%—i%——w'x——(2'+xw)—wi—2"+x'w—xw
oy dtoy T a' - 4

= 2§ — 23w = 0.

Da primeira equacao resulta w = ¢, ¢ € R, e também:

1
24+ —(ty —yx) = c

2
T+cy=0
y—cx =0.
Entao,
T+cy=a
{ y—cxr =20,

onde a,b € R. Se ¢ = 0 temos que

{ z(t) = at

y(t) = bt,
ou seja, a geodésica y(t) é uma reta do plano z = 0, que é um subgrupo a um parametro.

y

1
0.5
005, X

Figura 2.2: Geodésica do es-
paco Hg para a = b = 1 e
c=0.

Figura 2.1: Geodésica do es-
paco Hsparaa=1eb=c=0

Supondo ¢ # 0 e integrando o sistema:

{ F+cr+ceb=0

§—c*y—ca=0,
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temos a seguinte parametrizacao da geodésica v(t) (que ndo é um subgrupo a um para-

metro):
(

x(t) = ZE)cos(ct) + %sin(ct) — g

b a a
t) = —sin(ct) — — t) + —
y(t) Csm(c) Ccos(c) .

a2+b2] (a2+b2
t+
2c

sinten.

T

X

Figura 2.3: Geodésica do es-

paco Hs paraa=b=c = 1. Figura 2.4: Geodésica do es-

paco Hs para a = ¢ = 1 e
b=0.

pea

/|
NI :
)
Figura 2.6: Geodésica do es-
Figura 2.5: Geodésica do es- paco Hg paraa=0eb=c=
paco Hs para a = b = 0 e 1.

c=1.
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2.5 Calculando a curvatura de Hj

Nesta secao vamos calcular a curvatura do grupo de Heisenberg. Definindo:
Rijkl == <R(EZ7 E])Eka El>7

(que nao sao os R;jx definidos anteriormente!), temos:

R(El, EQ)El — VE1VE2E1 - vEnglEl + VE‘3E1

1
= —§VE1E3 — Vg By (2.6)
3
=-F
4 29
e, portanto:
Ri211 =0,
Riziz = 2, (27
4
Ri213 = 0.
Um célculo similar mostra que as outras R;ji; nao nulas sao:
3
Ri212 = Ro1o1 = 1
3
Ri221 = Rone = R
1
Ri313 = Razaz = Rai31 = Raese = R

1
Ris31 = Rassze = Ra113 = Raooz = 1

A partir de (1.10) temos, para as curvaturas seccionais:

3 1
K(El,Eg) — Z, K(El,Eg) — _Z - K(EQ, Eg),

de onde deduzimos que Hs é um espaco de curvatura seccional nao constante.

2.6 O grupo de isometrias

Nosso objetivo nesta secao é determinar a forma explicita da componente conexa de
Iso(Hs, g) que contém a identidade 1y, Isog(Hs, g)-
A proposigao a seguir caracteriza este grupo (veja também (|B])):

Proposigao 2.6.1. Os elementos ¢ € Isog(Hs, g) sao dados por

cos —senf 0 C
o(p) =1 senf cosf 0 | (p) + D , (2.8)
S T+
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onde p € Hy, C' =acos) —bsentl e D = asenf + bcosl, com a,b,c,0 € R.

Demonstracao. Seja
3
X = Zoﬁ('x7y7 Z)€i> & = Ei(e)a
i=1

um campo de Killing genérico na variedade (Hs, g). Temos que

Lxg(ej.ex) = X(9(g5,ex)) — 9([X, 5], &) — 9([ X, xl. €5)
: | (29)
= X(gj%) + Zgikajai + Zgjiakai =0, J k=123,
i=1 i=1

onde gj; = g(e;,¢€x). Portanto, integrando esta equacao, obtemos a seguinte solugao da
equacgao de Killing:

X = (ay+b)%+(d—az)%+ (c—l— by;dx)%, onde a,b,c,d € R,
que pode ser escrita como:
0 0 o wyo 0 0 «x0
X = — —x— bl —+ =— —4d|=——==—. 2.10
¢ (yax xay) - (3x * 232) +C@z * (8y 28,2) (2.10)
Da equacao (2.10) chegamos a uma base para o espago dos campos de Killing dada por:
0 0
X — ) — — p—
1= Yo x@y’
o yo
2= o- T 5a0
0 20z
N _ﬁ_{ﬁ (2.11)
YT oy 202
x= 2

0z
Calculemos agora o fluxo de cada campo da base, integrando cada uma das equacgoes de
(2.11).
Seja ¢1(t,p) = (z1(t),y1(t), z1(1)), o fluxo do campo X; = y2 — xZ. Para integrar
este campo basta resolver o seguinte sistema:

d
{ﬁﬁmm:xwmm (212)
d)l(O?p) =Pr= (I,y,Z).
Assim, (2 (t), y1(t), 21(t)) = (y1(t), —z1(t),0), de onde:
n() =unl) = 2/ =u)=-n(d)
i(t) = —IB1( )
z(t) =
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ou ainda:
a:'ll(t) + 21 (t) =0
yi(t) +y(t) =0
z1(t) = ¢, ceR.

Portanto,
x1(t) = Acost + Bsent,
y1(t) = A'cost + B'sent,
2y (t) = —Asent + B cost,
yi(t) = —A’sent + B’ cost,

)
)
) = —Acost — Bsent,
)= —A"cost — B'sent.

1

Usando a condi¢ao inicial (z1(0),y1(0), 21(0)) = (z,y, 2), temos:
(Av Alv C) = (ZE, Y, Z),

de onde:

x1(t) = xcost + Bsent
y1(t) = ycost + B'sent,

mas também | (t) = y1(¢) e dai:
—zsent + Bcost = —ycost — B’ sent
logo, B=y e B'=—xz. O que nos da:

x1(t) = xcost + ysent,
y1(t) = ycost — xsent,

2 (t) = z.
Mais especificamente:
cost sent 0 T
o1(t,p) = | —sent cost O Y
0 0 1 z

Com célculos analogos podemos encontrar os fluxos ¢s, ¢3, ¢4, respectivamente dos cam-
pos Xo, X3, X4, que sao dados por:

1 00 T t
0 L1 2 0
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-
9]
—~
o+
s
S~—
I
O =
O = O
_— O O
NS
+
~

100 T 0
da(t,p)=1{ 0 1 0 y |+
00 1 2 t

Para encontrar a forma geral das isometrias de H3 basta entao fixar t em cada ¢;,
1 =1,2,3,4, e compor as isometrias resultantes, visto que cada ¢; é fluxo de um campo
de Killing e, portanto, fixando ¢, temos uma isometria local. Assim desta composi¢ao
obtemos a equacgao (2.8), o que conclui a nossa demonstragao. a

Observamos que o grupo Iso(Hs, g) tem dimensao quatro. Pelo Teorema de Fubini
(1.6.1), esta &€ a maxima dimensao possivel para o grupo de isometrias de uma variedade
Riemannina tridimensional com curvatura seccional nao constante (como no caso de

Hy).

2.7 Superficies em Hj: Fatos basicos.

Sejam G um grupo de Lie de dimensdo (n + 1) com uma meétrica g invariante a
esquerda, M uma hipersuperficie orientavel de G' e £ um campo unitario normal a M.
Para simplificar as notagdes denotaremos com V a conexao de Levi-Civita do espaco
ambiente.

Em analogia ao caso de hipersuperficies de R", definimos a aplicacao normal de
Gauss:

Y M—8"={vel.G=g:|v|]| =1}

transladando, no sentido do grupo, o vetor {(p) € T,G,p € M, para a algebra de Lie.
Mais precisamente:

v(p) = (dLy-1),(&(p)), p€E M.

Note que
dyp(TyM) C Ty ) S™

= {V(p)}L = (defl)p(g(p)L)
= (dLy-1)p(T,M).

Logo (dLy)c(dvy(Tp,M)) € T,M e, portanto, (dL() o dy é um tensor em TM.
O teorema a seguir, devido a Ripoll, (ver |[R]), fornece uma relagdo entre a aplicacao
normal de Gauss e a geometria extrinseca da hipersuperficie M.

Teorema 2.7.1. Seja M uma hipersuperficie do grupo de Lie G, entao
(dLp)e o dyp(v) = —(Ae(v) + ag(v)), veTl,M,
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onde A¢ € o operador de Weingarten e ag(v) = V&, sendo & um campo invariante Q

esquerda tal que £(p) = £(p).

3
Demonstracao. Sejam £ = E n;E; um campo unitario normal a M, onde {Ey, Fs, F3}
i=1
¢ uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda e v € T, M, entao

v(p) = (dLy-1),(E(p)) = Zm(p)Ei(e),

logo

Temos também

Portanto

e o teorema fica demonstrado. O

Vamos agora considerar o caso de superficies do grupo de Heisenberg, de tipo gréfico,
isto é:
G = Hs,
2 2 Y T 2
g =dz" +dy° + <§dx— Edy—I—dz) : (2.13)
M? ¢ o grafico X(z,y) = (z,v, f(x,y)),

onde f é uma fungao diferenciavel definida para z,y € U C R* = {z = 0}.
Vejamos agora, como determinar as matrizes que representam (dL,). o dv,, A¢ e ag.
Uma base do espaco tangente T, M ¢é

{Xx — By + f1Bs, (214)

Xy = FEy + foFs,
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e o campo normal unitario ¢ dado por

1
§= _E(flEl + foEy — Ej)
onde

( Yy
flz fx+§

T

f2: fy_E
\ W=

(2.15)
VI+ 415
Assim, com esta parametrizacao,

temos a seguinte representacao:

M——= 52

XT lY
U YoyoX v

onde Y é a projecao normal sobre o plano xy. J4 vimos que:

v(p) = (dLy-1),(&(p)),

logo, usando a parametrizacao X temos:

p € T,M,
A B A R —h
v(p)za 0 1 0 —fo | =
—%y %x 1

I
1

sh—35f+1
Agora, fazendo a projecao, temos a representacao da aplicacao de Gauss dada por:
»+ 2 -2
YOVOX(ar,y)z—(ﬂ?é):_(f 27fy 2
wow

w w ) '
Assim a matriz que representa dL,, o dvy, na base {X,, X,} é

B <fz;t%> _ (ff;%)
(dL )6 © d7 = L * - Y
p p _<fu}2>$ _(fw2>y

(2.16)
Para encontrar A¢ para a mesma base {X,, X,} precisamos calcular Vx & e Vx & em

termos desta base, isto é:
Vx, & =aX, + be
vaf =cX, + de,

(2.17)
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entao teremos a matriz A, dada por:

Temos: F . F . .
ouceen [ (b))
w w

P ) v e (2.18)
_ y_ 2\ _ - 7Y _
(") - au((=eg) 1)
1 T 1
(o (-5 () )=
Usando a equacgao (2.17) resulta que:
x
Vil=ab +bB+ <a<f$+%) +b<fy—§))E3,
logo
fo+ 5 1 x Yy
a—‘( w ;%(fy—i) (£:+3).
Jy — % 1 Y\?
b=- (T j%((fﬁa) -1).
Por outro lado, para achar as entradas c e d calculamos:
_z _z 1
ouson [ (551 (55 L
fot 5 1 x\2
= — — —=) —1)|F
() + (- 1)e
(2.19)

(55 5 (e (- 9))
(D (2))e

Novamente por (2.17):

Vi, £=cE +dB+ <c<f$+g>+d<fy—g))E3,
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entao

Portanto, a matriz A, é dada por

(5), + o =9 (r8) (5F) +a((-%)"-1)

x

(58), a9 1) (558), - m (et D (-9

Usando o Teorema 2.7.1 determinamos a matriz que representa ag fazendo aF = —(dLy,o
dy, + Ag), ou seja:

LB Bty —(-8)

(49 -1 (+H)(H-3)

Lembramos que uma hipersuperficie M de uma variedade Riemanniana é umbilica
se:
Aé = )\]ITM,

onde £ é um dos dois possiveis campos normais unitarios. Se A = 0 temos, em particular,
que M ¢é totalmente geodésica, isto é, as geodésicas de M sao geodésicas do espaco
ambiente.

No caso do ambiente ser o espaco R™, com a métrica plana, as hipersuperficies
umbilicas sdo abertos de esferas (A # 0) ou de hiperplanos (caso totalmente geodésico,
A=0) 2

Vamos agora usar os calculos anteriores para mostrar o resultado a seguir, devido a
varios autores, entre os quais Sanini e Piu.

Teorema 2.7.2. Nao existem, em Hs, superficies umbilicas (em particular nao existem
superficies totalmente geodésicas).

Demonstracao. Vamos dividir nosso estudo em duas partes. Primeiramente considerare-
mos o0 caso em que a superficie é parametrizada como grafico de uma funcao diferenciavel
f, ou seja

X(w,y) = (v,y, f(z,y),  (v,y) €U CR™ (2.20)

2)\ é constante nas componentes conexas de M.
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Depois analisaremos o caso em que a superficie é vertical, podendo considera-la como
uma superficie regrada por retas verticais, que sao geodésicas em Hsz, e que pode-se
parametrizar por:

X(t,s) = (t,a(t),s), (t,s) € U C R*. (2.21)

Vamos entao iniciar o estudo do primeiro caso, para isso precisamos da equacao de
Codazzi para hipersuperficies ja apresentada pela equagao (1.19), que é dada por

(R(Xm> Xy)g)T - (VXyAE)Xx - (VXmAé)Xy'
Para o caso umbilico temos
(Vx, Ag) Xy = Vx, Ae(Xy) — Ae(Vx, X))
=Vyx, ()\Xy) —AVx, X,
= Xx()\)Xy +AVx X, — A\Vx X,
= Xw()‘)Xw

segue entao, a equacao de Codazzi para hipersuperficies umbilicas:

R(X., Xy)€ = X,(N) X, — X (M) X, (2.22)
onde a funcdo A\ = A(x,y) é tal que A; = AId. Usando as propriedades de curvatura
dadas no primeiro capitulo e as equagoes (2.14) temos:

R(X., X,)§ = —i R(E1 + fiEs, Ex + foE3)(fiEr + faEs + E3)

1
= _E(fl Rig1 +fif2 Rz +f12 Raa1 4 f2 Rigo +f22 Rise +f1f2 Raoa — Rios

— faRuzs — fi1Rs3)
1/3 1 3 3 1
= _E<Zf1E2 - Zf1f2E3 - ZfQEl + ME?, — -k - ZfQEl + éE2>

4 4 4
(f1E> — [2En).

1
w
Por outro lado,
Xy(N)Xe = Xo(MN)Xy = Ay (Er+ f1Es) = Ap(Ea+ folls) = Ay — Ao By + (fidy — Ao fo) Es.

Assim, visto que (2.22) é valida, concluimos que:

1
_E(f1E2 — foEy) = ANEy — M\ Es + (fidy — Ao f2) Es.

Conseqiientemente

(2.23)




Portanto (dL,). o dv, ¢ uma matriz simétrica na base {X,, X, }, visto que \;, = Ay,.
Assim temos que ag € também simétrica, entao

5o ((h=3) =) =5 ((a+5) 1)

e, portanto,

Lembrando que

podemos obter:

0 que nos da:
wr—3=0 = w=+3.

Mas, visto que Az = Ay, terfamos:
5),~ (1-3)
+2) =(fH-%),
(f 2/ Ty 2/
ou seja, uma contradicao.

Para o segundo caso, quando tratamos de superficies verticais parametrizadas pela
equacdo (2.21), usamos a seguinte base do espago tangente T, M:

1
Xt = E1 + aEg + 5(@ - ta)Eg,
XS = E37

(2.24)

e a normal unitaria & superficie M é

_ XeAX, i L
X, AX - Vitaz | Vi+a o

Usando a formula (1.20) calculamos os coeficientes da primeira forma fundamental para
estas superficies:

§

1
E:1+d2+1(a—ta)2,

1
F = §(a—ta),
G=1.
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Para calcular os coeficientes da segunda forma precisaremos calcular inicialmente V x,&
e Vx, &, logo se w = +/1+ a? temos:

a 1
thf = vXt (:E1 - :E2)
w w

4w — aw a w 1
= ———F +=Vx, b1+ —5F,— =Vx,E»
w w w w
aw —aw  ta—a ta2 —aa W —1—a?
— E Z L " \E — " \E
( T 4@) 1+( 470 +w2) 2+( 2w ) 3
a 1
vafzva :EI_ZEQ
w w
; 1
= SV B — —Vx. B
1 i
N S ——
ow t w2

Logo, usando as equagoes (1.21), os coeficientes da segunda forma fundamental sao

dados por:

l_a—ta—ta3+aa2—2d

2w

(2.25)

m = 5

no| g

n=20.

Mas, visto que a superficie ¢ umbilica, as entradas 12 e 21 de A, sao nulas em qualquer
base, em particular na base {X;, X;}. Sendo que nesta base a matriz A, ¢ dada por:

—dw+aw _ ta—a 1
w? 4w 2w
Ag - 9
w
5 0

temos uma contradicao.
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Capitulo 3

Superficies minimas de Hj3

Neste capitulo estudaremos alguns aspectos da teoria das superficies minimas do
grupo de Heisenberg, em particular o caso das superficies de tipo graficos, e seus aspectos
relacionados com o problema de Bernstein, que discutimos na introducao.

3.1 A equacao dos graficos minimos

Nesta secao vamos determinar a equacao dos graficos minimos no espaco de Heisen-
berg (Hs, g) e demonstremos que eles sdo estdveis.

Consideramos um aberto D C R?* = {(z,y,2) € H3 : z = 0}, uma fungio diferencia-
vel f: D — R e seu grifico I'(f) = {(z,y, f(z,y)) € Hs : (z,y) € D}.

O conceito de minimalidade para T'(f) pode ser introduzido, como vimos na intro-
ducao, de duas maneiras equivalentes:

e O ponto de vista variacional (Lagrange): T'(f) é uma superficie minima se é um
ponto critico da fungao area, isto ¢, dada uma qualquer funcao diferenciaveln : D — R
com n|pp = 0, e definindo A(t) = area(I'(f + tn)), temos:

d
—A(t)]4=0 = 0.
ZAW®-o

e O ponto de vista geométrico (Meusnier) : A superficie I'( f) tem curvatura média
nula, i.e.:

1
éTI’aQO(Ag) =0,

onde £ é um vetor normal a I'(f) e A¢ é o operador de Weingarten na dire¢do & (o
termo % obviamente irrelevante, aparece somente para enfatizar que se trata da média
das curvaturas principais).
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Vamos determinar a equacao que f tem que satisfazer, para que seu grafico seja uma
superficie minima, segundo os dois ponto de vista. Isso também mostrara a equivaléncia
entre os ponto de vista, pois a equacgao resultante é a mesma nos dois casos.

1. O ponto de vista variacional.
Seja M C 'Hz uma superficie minima dada como grafico de uma funcao diferenciavel
f, definida no fecho de um aberto limitado D C R2?, ou seja

M =T(f) = X(z,y) = (x,9, f(z,y)), (v,y) €D,

Uma base do espaco tangente T, M, associada a esta parametrizagao, ¢ dada por:

0 0 1
X, = — — FE, + —yFE E
T 8x+.fxaz 1+2y 2+fx 3
(3.1)
0 0 1
Xy :0_y+fy%: E1—§$E2+ny3‘

Se
w= X A X = [+ 92+ (24 £2) + wfe — xfy) + 1]

for a area do paralelogramo gerado por X, e X, entao a area sobre D de M é:

//wdxdy.
D

Consideramos a variacao de M dada por:

oz, y) = (2,9, f(x,y) +in(r,y),  (z,y) €D,

onde t € (—¢,¢), com € > 0, n € C'(D,R) e n|sp = 0. A dltima condi¢do nos garante
que as superficies M; obtidas ao variar t, como grafico das fungoes f(z,y) + tn(z,y),
tém todas o mesmo bordo. A area de M, sobre D é

AW = [[ wio) dr ay,

onde
w(t) = [(X)s A (Xe)y|
= [%(:ﬁ +02) + (fo + 1)+ (fy +10,)2 + y(fo + tna) — 2(fy + 1) + 12

Derivando com respeito a t e calculando para ¢t = 0 temos:

A(0) = %//D {nx (Qf“;y) + 1y (nyw_x)] dxdy
1 0 (2f.+y 0 (2f,—=x
=3 [l () () o
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Como 7 é uma funcao arbitraria, temos

0 (2f.+y 9 (2f,—x\
%( " )+@( ” )_0 (3.2)

A equagdo (3.2) é dita equacao dos grificos minimos e pode ser também escrita na
seguinte forma

(1+(@—g)ﬁﬁm—z(@—g)0;+%)ﬁy+(L+Q;+gf)@y:o (3.3

2. O ponto de vista geométrico.
Usando as notacgoes do final do primeiro capitulo, temos que a curvatura média é

dada por:
1/1lG —2mF +nkE
H_2< o ) (3.4)
onde E, F,G sao os coeficientes da primeira forma fundamental e [, m,n sao os coefici-
entes da segunda forma fundamental.

No caso do gréfico de Hs dado por X(z,y) = (z,y, f(z,y)), e da base (3.1) segue
que o campo normal unitario é dado por:

X. N X, fx+g fy— 1
Y (L 2) R — E E 3.9
C= AR, ( P e v RVl (3:5)

onde w = \/1 (fy ) . Usando as equagoes de (1.20) resulta que os
coeficientes da prlmelra forma fundamental sao dados por

E=1+(f+ )?
F=(f+3)(5-3)

G=1+<@—gf.

Para calcular os coeficientes da segunda forma precisamos primeiramente calcular Vx_ &

e Vx, &, assim:
1
PR (A P (A P

(- (0 - - )
(- (550) ()
(a9 (), )=
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Vx,&=Vx, — (fy; 5) B - (fy; 5) By + %Eg
~(-(5), sl (0-5) =)
(), (D) (5-5) )5
+ (% (f+5)+ (%)y)Eg

Usando as equagoes (1.21) podemos entao calcular os coeficientes da segunda forma

fundamental:
w )
RS O T
w
n— fyy - (fy - g)(fac + %)
w

Agora substituindo os coeficientes da primeira e segunda forma achados obtemos:
_z y 2
G — {fm""(fy 2)(f$+2>}-{1+<fy—£> }
w 2
X X 2 X
_ fxx+(fy_§)(fx+%) +f;m (fy_E) + (fy_§)3(fx+%)

w w w

Y

T

omF =2 {fxﬁ sy =51 = 5(at %)2] : [(fg; + g) (fy - f)}

w 2 92
2 () (h=3) |, =9 t]) (=Lt
_ : i ( |

nE = {fyy —(fy =5t g)} | {1 . <f$+ %)1

Y

w w w

o= i (1] o (] -0 D (620

(2 () e
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Substituindo tais expressoes na equagao (3.4) e igualando-a a zero obtemos novamente
a equacao dos graficos minimos:

(14 (5= 3) )i —2(f = 5 (e + Dt (14 (54 D) =0 29

Um primeiro exemplo de grafico minimo é dado pelos planos
f(z,y) = ax + by + ¢, a,b,c € R.

Um outro exemplo é a superficies tipo sela

fle.y) = 2w

cujo grafico é dado na Figura 3.1. Observamos explicitamente que o coeficiente % nao é

irrelevante. De fato, f(z,y) = kxy é uma superficie minima se, e somente se, k = 0 ou

b=+l

Figura 3.1: Sela.

Diremos que uma superficie é estdvel se A”(0) > 0, para toda varia¢ao nao constante
de M que fixa a fronteira OM de M. Temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.1. Todo grifico minimo em Hz € estdavel.

Demonstra¢ao. Derivando novamente a funcao area e avaliando em ¢t = 0 temos

w0) =5 [} 202+ )] 20

Note que A”(0) = 0 se, e somente se, n, = 1, = 0, 0 que equivale dizer que n = 0,
pois n]ap = 0. O

Estabilidade significa que a superficie ¢ um minimo local da area, isto é, tem &rea
menor ou igual a area de qualquer superficie, com mesma fronteira, suficientemente
proxima. Para finalizar esta se¢cao vamos demonstrar um teorema que garante que uma

superficie minima de Hs, dada como um grafico, € um minimo absoluto para a funcao
area, entre as superficies que sao graficos com mesma fronteira.
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Figura 3.2: Plano.

Teorema 3.1.1. Seja M uma superficie de Hs definida como grifico de uma func¢ao
f(x,y) com x,y € Q, dominio de R?, que se estende continuamente ao fecho Q. Entao,
a drea de M é menor que a drea de qualquer outra superficie M definida como grdfico
de uma fun¢ao f(xz,y) em Q que assuma os mesmos valores que f na fronteira OS2.

Demonstrac¢ao. Para fazer esta demonstracao seguimos a idéia usada por R. Osserman
para provar este teorema para o caso de R? (referéncia [Os]).

Consideremos o campo vetorial unitario V(z,y,z) no dominio Q x R de H3 dado
por:

fx‘i_g f_z 1
V:(V1>V2>V3):—( w2 E, — % E2+EE3

(B2 (ho) 2 (Bl holirl) 0
v Or w dy w 0z’

onde

Temos entao que

(1 = 8)) S #2000 = D) e Do = (14 (1 9)°) F

w3

Dado que f satisfaz a equagao dos graficos minimos (3.8) teremos (V1), + (V2), = 0.
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Sabemos que
1 0
divV = ———(/detgV;),
v Z Vdetg 01’2-( etgVi)

como det(g) = 1, esta equagao se reduz a

divV =>" ai- (V)

= (Vi) + (Va)y + (Va)... (3.9)

Visto que V nao depende de z e que (V;), + (V3), = 0 obtemos:
div V =0, em ) x R.

As superficies M e M tém o mesmo bordo e portanto M U M pode ser considerado
como o bordo orientado de um conjunto aberto A em 2 x R. Usando o Teorema da
Divergéncia, temos que:

oz/Adivvz/MUﬂg(v,g)dA, (3.10)

onde £ é o campo normal unitario correspondente a orientagao positiva de M UM. Mas
V =¢ em M entao g(V,€) = 1, além disso, pela equagao (3.10) vale que

/M sV da= [ g(vi-g)aa

M

logo temos

Ay = [ an= [ gvimgaa= [ vilelyeosoda< [ aa= .

onde 6 é o angulo entre V e £&. O que completa a demonstracao. O

Vamos classificar os graficos minimo cuja aplicacao de Gauss tem posto zero ou um.

3.2 Superficies cuja aplicacao de Gauss tem posto 0

Definigao 3.2.1. Seja M™ uma hipersuperficie orientdvel de um grupo de Lie G. Di-
remos que um ponto p € M € degenerado se dvy, = 0.

Lema 3.2.1 (|R]). Seja M uma hipersuperficie orientdvel de dimensao n de um grupo
de Lie G. Sep € M ¢ degenerado entao (dL_,),(T,M) é uma sub-dlgebra de Lie de
codimensao 1.
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Demonstragao. Seja p € M um ponto degenerado, tome {X7, ..., X, } uma base de T, M
e b, = (de);l(XZ-), para 1 < i <n. Como p € M é um ponto degenerado, segue da
Proposicao 2.7.1 que Qg = —Ag¢. Assim, como A é um operador simétrico temos que Qg
também é. Logo temos

onde X = (dL_,),(&(p)). Usando a formula (2.5) obtemos as seguintes equagoes
2AVe X, Ey) = ([Ei, X], E;) — ([X, Ej], E) + ([E;, Ei], X)),
2<VEjX7 EZ) - <[Ej7 X]v EZ) - <[X7 Ei]? Ej> + <[E27 Ej]v X>7
logo, pela simetria, temos
(B, Ej], X) = —([Ei, Ej], X)

entao

Portanto podemos concluir que
[Ei7 E]] S span{El, ey En}
Logo (dL,"),(T,M) = span{E}, ..., E,} é uma sub-algebra de g de codimensao 1. [

Teorema 3.2.1. [S]/ As dnicas superficies minima conezas de Hs cuja aplica¢ao de
Gauss € de posto 0 sao os planos verticais.

Demonstragao. Seja M uma superficie de Hg localmente parametrizada como um grafico
de uma fungao f(z,y). A base do espago T, M associada a esta parametrizacao ¢ dada
pelas equagoes (2.14).

Suponhamos que existe p € M degenerado, e portanto o posto da aplicacao de Gauss
¢ 0, entao pelo Lema 3.2.1 terfamos que dL;l(Tp./\/l) ¢ uma sub-algebra de h3. Por outro
lado temos que

(AL, (X) ALy (X)) = Jer+ (fo+ 5 ) enea+ (£ = 5 ) ]

2

0 yy 0 0 x\ O
_{%Jr(f”ﬁ)@’a_f(fy_i)%}

0 10 0 10
:fxy_____fxy____

0z 20z 0z 20z
__9
0z
= —E€g,

onde e; = Ej(e), para i =1,2,3. Mas e3 ¢ T, M, de fato:
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Suponhamos por contradi¢ao que e3 € dL;l(Tp./\/l), entao existe v € T, M tal que
(dL,), " (v) = —es. (3.11)

Se v = aX, + bX, entao

v = aEy + bEs + [a(fgg—i-g)%—b(fy—z)]Eg,

portanto
(de);l(v) = aey + bey + [a (fgg + %) +b (fy — g)} es,

logo, pela equagao (3.11) teriamos a = b = 0, de onde temos uma contradigao.

No caso em que a superficie M é vertical, como ja foi dito anteriormente, podemos
considera-la como uma superficie regrada por retas verticais, parametrizada pela formula
(2.21) e tomar como base do espaco tangente 7, M a esta parametrizacao {X;, X}
dada por (2.21). Para termos que a aplicagdo de Gauss desta superficie é de posto 0,
precisariamos que a normal unitaria

a 1
Y p____— _F
Vita: b o Viza

seja constante, para garantir que - é constante e portanto ter dy = 0. Mas £ é constante
se, e somente se, @ é constante, de onde concluimos que a(t) é linear.
Falta provar que o plano vertical € minimo. Basta entao parametriza-lo como

&=

X(t,s) = (t,at +b,s), a,b € R,
assim terfamos a base do espaco tangente dada por:

Xy = E1 +aky
Xs = E3a

e portanto a primeira e a segunda forma fundamental sao respectivamente:

E=1+d
F=0,
G=1,

e também

| o
—_
+
gl\D



de onde, temos
b

4/1+a®
Logo o plano vertical é minimo se, e somente se, b = 0.

Concluimos assim que a tnica superficie minima conexa cuja aplicacao de Gauss tem
posto nulo é dada por

H—

X(t,s) = (t,at,s), a € R.
U

3.3 Graficos minimos com aplicacao normal de posto 1

Para analisar os graficos minimos (z,y, f(x,y)) com aplicagdo de Gauss de posto 1
consideramos os graficos que satisfazem

det ((dL,). o dv,) = 0,

onde a matriz (dL,). o dv, ¢ dada em 2.16. Vamos entdo calcular este determinante:

det ((dL,). o dy,) = (fJ %) (fywj)y - (fywj) (fT%)y
)]

det (Lo i) =iy [Fosw = o (Fer (54 5) o (= 5) (8- 5) (4 5
w () () (0-5) 45 (5 5) )|
—%{(fxﬁ% w—%((fxﬁ%) (et D) 4t (h-2) (1ot ))}
i [ g)e g (e (5 5) (= 5) + (1 3) (5-3))
=f”fyy;45y+i-w2—fmfyy~((fy—§)2+(fx+g)2)
D (2 )
(et 1) (- (- 97+ 7))

fwwfyy 2y+ i

isto é,

de onde temos

det ((dL,). o dv,) =
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Vamos agora demonstrar o resultado principal deste capitulo. Para fazer esta de-
monstra¢ao usamos como referéncia a tese de doutorado de C.F.Serrudo (|S]):

Teorema 3.3.1. Seja M uma superficie minima em Hs com aplicagcao de Gauss de
posto < 1. Entao M ¢€ regrada.

Observacao 3.3.1. Na prozima se¢ao demonstraremos que as superficies minimas re-
gradas com aplicacao de Gauss de posto um sao, a menos de isometrias do ambiente,
grdficos de funcoes do tipo:

T+ kln(y + 1 +32) +y/1+ 97
fla,y)=q ou
2ky — 2.

Isso descreve completamente tais superficies.

Para a demonstracao seguiremo a seguinte estratégia: Depois de ter “normalizado" o
problema, demonstraremos o teorema em dois lemas, que juntos nos dao a demonstracao
final.

Vamos entao “normalizar" o problema.

Seja M uma superficie minima em H3 com aplicacao de Gauss de posto < 1. Supo-
nhamos que M nao seja um plano vertical. Entao, pelo menos ao redor de algum ponto,
M é o grafico de uma funcao f: D — R. Entao f é solucao das duas equacoes:

(14 (= 3) o= 2(h = 5) (ot B+ (14 (24 ) =0 12

1

A menos de translacoes e rotacoes ao redor do eixo z', podemos supor que:

0eD, f0)=0, &(0)=(1+4k>)2(0,—2k,1), (3.14)

w w

w

onde:

é o vetor normal a M.

Também observamos que a equagao 3.12 é uma equagao eliptica (nao linear) com
coeficientes constantes. Da teoria das equacoes elipticas sabemos que as solucoes de
tais equagoes sao analiticas. Vamos entao analisar o desenvolvimento de f em série de
Taylor.

O primeiro lema é o seguinte:

1Que sao isometrias de Hs.
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Lema 3.3.1. Nas hipdteses acima, se f,,(0) =0, entao:

F A+ kn(y + /1 +9%) +yy/1+ 97
flz,y) = q ou
2ky — 2.

Também os grdficos das fun¢oes acima sao solugoes de (3.12) e (3.13).
Demonstracao. Para (x,y) = (0,0), temos, de (3.15) e (3.14):

w(0) = (1+4k%)72, £.(0)=0, f,(0)= 2k (3.16)
Usando (3.12) e (3.13), e a hipotese f,,, = 0, temos:
f22(0) =0,  f3,,(0) ==£= (3.17)
Entao a série de Taylor de f é da forma:
LY

onde ¥(z,y) é uma série de grau minimo > 3 e

Y T 1
fx = :l:§ + lI]x; fy =2k = E + \I]ya fxx = \I]xm fmy = :i:é + g’xy; fyy = \Dyy' (319)
Vamos calcular agora as derivadas terceiras na origem. Derivando (3.12) e (3.13),
temos: )
fraa(0)(1 4 4K%) + fy:(0) = 0
fmy(O)(l +4k%) — . (+3) (£3 +3) + Sy (0) = 0
(j:l)f (0) = (3.20)
% TTY
(i§> ffvyy( )= O
Portanto:
fmy(o) = fwyy(o) =0 (3.21)
Vamos considerar os dois casos, fg, = :i:% separadamente:
d fa:y = %
Neste caso temos:
1 —
flz,y) = 2ky + Sy + g(y) + ¥(z,y), (3.22)

2

Seja n o grau minimo dos polindmios homogéneos nao nulos da série de Taylor de .
A equagdo (3.13), escrita em termos de W, é:
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R R _2 R
oo (gyy + Yyy) — \Ilaxy =W,y (3.23)

Comparando os termos de grau mais baixo em (3.23), temos ¥, = 0. Portanto o termo
de grau menor de ¥ é ax™ + by". Logo:

1 .
f(z,y) = 2ky + Qxy +g(y) + ax™ + by™ + V(z,y). (3.24)

onde o graude g ¢ >3 e < n—1, n > 4. Derivando e substituindo em (3.12), temos:
(1 + (2k + ¢y + nby" ' + \Ily)Q) (n(n —1)az" 2 + U,,)
_ _ 1 -
— 2 (2k+ by + nby" " + 0, (y + naz" " 4+ 0,) <§ + \Ifw)

+ (1 + (y + nax™ ' 4+ \I/gC)Z) . (¢yy +n(n — by > + \I/yy) = 0.
Analisando o coeficiente de ™2 temos:
(1+4k*)an(n — 1)z = 0,

e portanto a = 0.
Uma simples inducao mostra que ¥ depende somente de y. Portanto:

fx,y) = % +9(y).

Uma tal superficie é invariante por translacdes do tipo L, 0y De fato, seja (z,y, %a:yjt
g(y)) um ponto da superficie. Temos entao:

LY
L(b,O,O) (p) = (b7 07 0) * <I’, Y, 7 + g(y))

xy by
= (a:+b,y,7 +g(y)+5)
(x +b)y

= (ﬂ?+bayaT+g(9))-

Portanto L 0,0)(p) ¢ também um ponto da superficie.

Pela classificacao das superficies minimas invariantes pelas translagoes do tipo acima
(veja [MSP]), temos:

f(x,y):%—i—c In(y + 1+ 9% +yv/1+ 42| .

Mas f,(0) = 2¢ = 2k, e entao temos que f é dada por:

flz,y) = ﬁ—i—k -ln(y+\/1+y2)+y\/1+y2- )

2
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4 fa:y(o) = _%'

Neste caso temos de (3.20), que as derivadas de ordem 3 de f em 0 sdo nulas. De
novo, por (3.13), o termo de grau minimo de ¥ é ax™ + by", e portanto:

com n > 4.
Derivando e substituindo em (3.12), temos:

(1 + (2k — 4+ nby" " + \I/y)2> (n(n —1)az" + ¥,,)
S92k — by ) (naa” ! 4 ,) (qf - %)

+ (1 + (naw"fl + \le>2) : (n(n - 1)byn72 + @yy) =0.

n—2

Para os termos em x e 42 temos:

(3.25)

Portanto a =0 e b = 0.
Novamente uma simples inducao implica:

zy
[z, y) = 2ky — 5

Um calculo direto mostra também que as fung¢oes acima sao solugoes de (3.12) e
(3.13). O

Observacao 3.3.2. Observamos explicitamente que os grdficos acima nos dao superfi-
cies regradas e portanto a tese do teorema, quando fy,(0) = 0.

O Lema a seguir conclui a demonstragao do teorema:
Lema 3.3.2. Se f,,(0) # 0 entdo M ¢ regrada.

Demonstracao. Pela condicao sobre o posto da aplicagao de Gauss temos que existe uma
curva (t,7(t)), t € (—¢, ) com 7(0) = 0, tal que a normal a M ¢é constante ao longo da

curva I'(t) = (¢,v(t), f(t,7(1))).
A normal na origem é dada por £(0) = \/JW(O, —2k, 1) entdo, usando a equagao

(3.15), temos ao longo de I' que:

(3.26)



para t € (—¢,¢), e derivando em relagao a t:

FoalE7(8) + 7 (O foy(t7(0) + L2 = 0
{ Sya(E7(8)) + 9y (8, 7(1)) — % 0. (3.27)

Gostariamos de calcular agora as segundas e terceiras derivadas de f ao longo da curva
I'. Substituindo (3.26) em (3.3) temos, ao longo da curva:

(14 4k) fow + fyy = 0. (3.28)
Da equagao 3.13 temos:
Af3, = 4faakyy =1
assim podemos escrever:
4 gy = cos® 0,
—A4funfyy = sin® 6.

Observamos explicitamente que f,,f,, < 0 e, portanto, a tltima equagao tem o sinal
certo.
Também, a menos da troca de € por m — 6, temos:

cos
f:ry 9 y

sin? 6
fyy:_4f :

Voltando a equacao (3.28) finalmente chegamos a

fo= sin 0
o1+ 4k
in 6@
oy = —8”21 1+ 452,
cos
fxy — 2

Gostariamos de achar as derivadas de terceira ordem. Para isso, primeiramente deriva-
mos a equagao (3.3) em relagdo a z e y, avaliamos em (¢,7(t)) e temos:

ksin 0
V14 4k?’
(1 + 4K) fowy + fyyy = 1 + cosb.

Derivamos também (3.13) em relagdo a x e y que ao avaliarmos em (¢, 7(t)), verifi-

Ccamaos:
V1 +4k%sind sin 0
- xxx_‘_ifxyy_cosefxzy :Oa

2 2v/'1 + 4k2
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V1 +4k%sin@ sin 0

_—fa::vy + mfyyy — COS 0f$yy =0.

2

Com estas quatro equacgoes podemos escrever o sistema como:

14-4k2 sin 0 ind
_ Vit ks - cos2«9 N 51+4k;2 0 Frza 8
V1+4k2sin6 sin 6
0 — SR —cos iEeTE Jaay _ i
(1+ 4k?) 0 1 0 Sy V1+4k?
0 (1+ 4k?) 0 1 oy k(1 + cos )

Para resolver este sistema fazemos inicialmente um escalonamento:

2cos 6 1
1 V1+4k2 sin 6 14+4k2 0 f$$$ 0
0 1 2 cos 6 1 0
V1+4kZsin 0 14-4k2 Jawy — ke sind 0
0 0 1 . sin 6 cos § f - NG 4]:’21” =0
V1+4k2(1 20 TyY + +cos
0 0 0 + 2( Feos*6) k(1+cos 0)(1—‘,—c0s<2 0)+ksin? 0 cos 0
1+cos2 6 yvy (1+4-cos? 0)

e assim chegamos a:

ksinO(1 — cos )
2(1 + 4k2)%2

faze(t, (1)) =

k sin® 6
foan(t9(0) = 573y (3.29)
funlt () = HLE O

ksin (1 + cos0)
eyy (T t ’
fomlt (1) = 0

Para mostrar que M é regrada, é suficiente mostrar que a curva I' é uma reta
(podendo-se repetir o argumento, para qualquer outro ponto, por uma translacao).

Vamos entao mostrar que I' é uma reta. Para isto derivamos a terceira componente
z(t) = f(t,~(t)) da curva T,

= FetA(0) 7 (O (1.7 (0),

de onde Obtemos a segunda derivada:

L o lh ) 47 () (1 (0) 7 01 A4 () 8 1(0) 47 (1) o (.1 (2).

usando (3.27) temos que:

fua (7)) + 7' () fay (8 7(2) = —

. ’ (3.30)
fyx(ta V(t)) + P)/(t)fyy(afy(t)) - §a
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assim,
d*z

2 =7 O, (t(2).

E derivando a segunda equacao de (3.27) em rela¢ao a t chegamos a:

Faay(t7(8)) + 29 (1) fayy (t7(8)) + (V) Foyy (07 (1)) + " F (7)) = 0. (3.31)

Agora, se f,,(0,7(0)) = 0 estamos nas condigoes do lema anterior e podemos assumir

que f,,(0,7(0)) # 0 e, portanto, f,,(¢,7(t)) # 0, para todo t € (—¢,¢). Da segunda
equagao de (3.27) e das equagoes (3.29) temos:

() = cosf — 1

T v 1 1

substituindo 7/(t) e as equagoes (3.29) em (3.31), obtemos facilmente que
Y'(t) fyy (t,7(t)) =0, para todo t € (—¢,¢)

Portanto «/(t) é constante, suponhamos +/(t) = b, de onde temos (t) = bt + ¢, onde ¢
também é constante. Usando (3.26) temos que

(3.32)

dz v(%) t
g AN 9 _
o 5 + b(2k + 2),
logo
dz bt + ¢ bt
= 2kt
= 2bk — c.

Assim f(t,bt + ¢) = (2bk — ¢)t + d. O que implica que a superficie é regrada.

3.4 Superficies minimas regradas.

Recordamos a classificagdo das superficies minimas regradas de H3 obtida em |B]:

Teorema 3.4.1 (|B|). As superficies minimas de Hs regradas por retas, a menos de
1sometrias, $ao:

1. Os planos;
2. O paraboldide hiperbolico, z = % ;
3. O helicoide parametrizado por

x(t,s) = ssint
y(t,s) = scost
z(t,s) =rt, reR—{0};
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4. As superficies de equacao:

z:ﬁ-l—g [ln(y+\/1+y2)+y\/1+y2} ,AeR—{0};

2

5. As superficies que localmente sao grdficos da func¢ao z = %y(R(x) +x) onde R € a
solucao da equacao

R'(4+ R*) —2R(R +1)(R' +2) = 0; (3.33)

6. As superficies que localmente sao parametrizadas por

x(t,s) =t + su(t)
y(t,s) =s

z(t,s) = a(t) — %t,

onde a e u sao solugoes do sequinte sistema:

2 2\, __ I I
{(1+u + )" — (14 2u'a)tu’ =0 (3.34)

(1+u?+t*)a" — (1 +2u'ad)(ta’ —u) =0
Nosso interesse é nas superficies minimas regradas com aplicacao de Gauss de posto

um.

Teorema 3.4.2. As superficies minimas regradas com aplicacao de Gauss de posto um,
sao as de tipo 2 e 4 na classificacdo acima.

Figura 3.3: meia casca da esfera.

Demonstracao. Para os casos das superficies dos tipos 2 e 4 j4 demonstramos no lema
3.3.1 que a aplicacao de Gauss tem posto 1.

Para as superficies do tipo 1, os planos, teremos que, ou o plano é vertical, e neste
caso a aplicacao de Gauss tem posto zero, ou pode ser parametrizado pelo grafico:

X(z,y) = (x,y,ax + by +c¢), Va,b,ceR.
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Substituindo em (3.15)

a+4 -5 1
§(xay):—( Q)El—(—Q) FEoy + —Fjs,
w w w

oo flee 34 (-5

logo &(x,y) depende dos dois parametros x e y e portanto a aplicagdo de Gauss tem
posto 2. Temos na figura 3.3 o grafico da aplicacao de Gauss quando a superficie é um
plano.

Quando a superficie é do tipo 3, podemos reparametriza-la fazendo

onde

T  sent
— = — —tgt,
Yy  cost

logo t = arctg <%> Assim a nova parametrizacao fica:

X(z,y) = <x y, parctg (g)) ,

e calculando a normal:

onde

2 P 2
Py Y & x
- 2 — = 1.
v Qﬁ+y2+2>_+<ﬁ47% 2) -

E neste caso também podemos concluir que a aplicagao de Gauss para este tipo de
superficie tem posto 2.
Vejamos o que ocorre para as superficies do tipo 5, para as quais vale que

fa,y) = S(R(x) + ).
de onde
_ Y
f(L'IL' - 2R Y
for = 3R +1),
fyy =

63



Usando a equacao (3.13) obtemos
(R +1)? =1,
e resolvendo esta equacao ocorrem dois casos:
1. Se R = 0 entdo R(x) = cte e substituindo na equacao (3.33) terfamos R(x) = 0.

Logo
ry

f(x?y) = 77

superficie que ja analisamos.

2. Se R' = —2 entao R(x) = a — 2z de onde

fa.y) = S(a—)

aplicando a isometria L(q,0,0) temos novamente

fx,y) = %

Resta apenas verificar as superficies de tipo 6. Podemos escrever
z(t,y) =t +yu(l), (3.35)

e portanto, usando o teorema da aplicacao implicita, localmente podemos escrever tais
superficies como: X (x,y) = (x,y, f(z,y)),onde

F(,y) = alt(z,y) + ~yt(zy).

2
Derivando, iremos obter:
fe=d (t)t, + gtx
Y 1

fy=d ), + §ty + §t
Joz = a"(t)ti + (a,(t) + %) Lo

1
fou = Oty + (40 + §) by + 5
fuy = a"OF + (/1) + ) 1y + 1,

Ainda falta determinar ¢,, t,, t,;, t.y € t,,. Para calcular ¢, basta derivar (3.35) em
relacao a x:

1 =1, + yuity

1 =t,(1+yu)
1

ts = 1+ yw



Analogamente, derivando (3.35) em relacao y:

; —u
Yool yu’
de onde
1
yu

tx:r = - r3 5
y yuu” o
Ty — ’)"3 - r27
y 2uu’ yulu
vy -

r2 r3

(3.36)

Substituindo em f,, f,, — 3y + i = (0 temos

a" <a’ + g) (tyyt? + Lol — 2 ytaty)

2
+ <a/ + g) (tasty + toyts)
2 1
+ <a' + g) (aalyy tfcy) Zti + 1 0,

entao

Assim temos a igualdade

e portanto, substituindo ¢,:
(u')*y* + 2u'y + 2u'd’'a = 0.

Podemos observar que o primeiro membro da equacao acima é um polinémio de ordem
2 em ¥, logo seus coeficientes se anulam, de onde concluimos que ' = 0 e portanto
u = cte. Mediante uma rotacao ao redor do eixo z podemos considerar que u = 0.
Entao, da segunda equagao de (3.34), temos:

(1+t*)a" —ta' = 0.
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Vamos encontrar a solugao desta equacao. Seja v = a’ entao
(14t —tv =0,
ou

d
(1+t2)d—: —tv =0.

1 t
/—dv:/—dt,
v t+ t?

1
In|v| = 3 In(1+#*) +InC,

Decorre dai que
logo

ou, equivalentemente:

1 2
eln\a 5 In(1+¢ )—l—lnC,

d — e
Assim a nova equacao diferencial fica:
a =(1+1%):C,

e, integrando, temos:
t 1

Portanto a superficie é de tipo 4 e isso completa a demonstracao. ]

3.5 Graficos minimos completos

Um Teorema classico de Bernstein, garante que, uma funcao f : R?> — R, solucao
da equacdo dos graficos minimos em R3:

. Vf
div————
[+ Vv rI7e

Y

é afim, i.e f =ax+by+c.

Observacgao 3.5.1. O Teorema de Bernstein vale para funcoes f : R" — R, n <7,
mas € falso em dimensoes maiores que 7. No entanto vale em qualquer dimensao com
condi¢oes adicionais sobre o gradiente de f.

Assim como enunciado, o Teorema de Bernstein nao vale para graficos minimos em
‘H3, como vimos na sec¢ao anterior. Nesta secao vamos demonstrar um resultado, do tipo
Bernstein, em H3, com condigdes adicionais sobre V f, no espirito de (3.5.1).

Vamos comecar com o seguinte:
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Lema 3.5.1. Seja f uma solugao de 3.12. Entao:
fx:tfyy - jy S Oa v(xay) € RQ?
e a desigualdade € estrita onde f,, # 0.

Demonstrac¢ao. Sejam:

Y Y
a=1+(fy =) b=+ DUh—3) e=1+(L+)*
A equacao dos graficos minimos (3.12) fica:

afmc - 2bfxy + nyy = 0.

Multiplicando por f,, e dividindo por a (# 0), temos:

b c
fxxfyy - ngxyfyy + af;y = 07

de onde

b c 1
Jaafyy — w2y = 1231 + Qafxyfyy T y2y = _a(a x2y = 2bfay fyy + 5y)

. ~ 2 2
Consideramos a expressao af;, — 20fuy, fyy + cfy,

grau em f;,, temos que o discriminante A é dado por:

como um polinomio de segundo

Yy
A = 4p? ;y — 4ac y2y =4 ;y(b2 —ac) = —4f,[1+ (fs + 5)2 +(f,—=)7 <0,

e é estritamente negativo onde f,,, # 0. Portanto:

1
Joxfyy — x2y = _a(a x2y = 2bfayfyy +c y2y) <0.

e a desigualdade é estrita onde f,, # 0.
O

Observagao 3.5.2. Por um Teorema de Hopf (veja [H| e [M]), temos que (3.5.1)
implica que, se f for uma solu¢do inteira de (3.12), com f,, # 0, entdo f nao € limitada.

Antes de provar o resultado prometido, lembramos o seguinte:
Teorema 3.5.1. (Liouville) Seja f: R" — R uma solugao da equagdo:
“~= 3;1:2 K 8;133- ’
2,7=1

satisfazendo a condigao v|¢[* < 3771 €&, v > 0. Suponha f(x) > a em R™. entdo
f € constante.
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Demonstra¢ao. Veja (|G]). O

Observacao 3.5.3. O fato da equacao nao ter termos constante € essencial como mostra
o exemplo f(x1,...,1,) =D x7.

O resultado prometido é o seguinte:

Teorema 3.5.2. Seja (x,y, f(z,y)) um grifico minimo completo em Hs. Entio w ndo
pode ser limitada.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que w é limitado, entao existe constante k > 0
talque 1 < w(x,y) < k, para todo (z,y) € R% Usando a equagao de graficos minimos

) - Y 7 e o~ . .
(3.3) verificamos que v; = f, + 4 e vy = f, — § sdo solugdes da equagao

S0 (, 0
i1 8;1:2 ”8:15]- S

onde

] L4 (=2 (ot By — )
B N R R G A

Vejamos que (a;;) satisfaz a condigao do teorema de Liouville:

22: ai&i&; = (L+(fy = 5))& =20 + DUy — DG+ (1L + (o + §)°)E

< w3
2,7=1

_8+48 (- L9 2 - D+ DG

w3 w3 w3
_8+8  (h-56- (= +36)
— -
mas )
(=96~ e+ &)

w3
logo, visto que w é limitado

iﬁﬁé>ﬁ+ﬁzﬁ+ﬁ‘

w3 k3

i,j=1

Dado que vy e vy sao limitados, estamos sob as condi¢oes do teorema de Liouville, entao
v1 € vy sao constante, isto significa que a aplicacao de GGauss é constante, o que é uma
contradicao. O
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