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INTRODUCAO

Ao se estudar uma equagido diferencial bem como um sistema de equagdes diferenciais,
os parametros que aparecem s30, de um modo geral, dificeis de serem medidos e as vezes
déa-se uma interpretagdo subjetiva dos mesmos. Por exemplo, as equagdes que regem o
crescimento populacional em um sistema presa-predador proposto por Lotka-Volterra sio

’ d—m—ax—ax
dt y
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Y
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7 y + Bry
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onde a,b,a e B s@o constantes positivas sendo @ a taxa de crescimento das presas, b
a taxa de mortalidade dos predadores e «,8 os coeficientes de interagdo entre as duas
espécies. Neste exemplo, as constantes o e § néo estdo definidas de maneira objetiva.
Alids, Lotka propde em seu modelo que o seja a probabilidade de um individuo da
espécie z ser comido por um da espécie y.

Em nosso trabalho, nosso principal objetivo é modelar os coeficientes que aparecem
em um sistema de equagdes diferenciais, usando técnicas da teoria fuzzy, pois em alguns
casos nos parece que tais coeficientes apresentam um forte grau de subjetividade. Assim,
a teoria fuzzy nos parece ser adequada para modelar tais coeficientes. Para isto, apresen-
tamos uma boa parte da teoria fuzzy nos trés primeiros capitulos, deixando o quarto ¢
dltimo capitulo para apresentarmos duas aplicagoes.

No primeiro capitulo, € dada a defini¢do de conjuntos fuzzy, introduzida por Zadeh
{1965), apresentamos alguns exemplos e enunciamos as principais propriedades dos con-
juntos fuzzy.

No segundo capitulo, apresentamos um pequeno resumo da teoria da medida e medida
de Lebesgue no IR*, o conceito de medida fuzzy, introduzido por Sugeno (1974), exem-
plos de medidas fuzzy, em particular a medida de probabilidade e o conceifo de medida
de possibilidade, introduzida por Zadeh (1978).

No terceiro capitulo, estdo resumidos os principais conceitos da estatistica fuzzy que
usamos neste trabalho. Sdo apresentados os conceitos de integral fuzzy, introduzidos por
Sugeno (1974) bem como suas principais propriedades, o conceito de varidveis inexatas, o
de valor esperado, além de enunciarmos varios teoremas de convergéncias tanto da teoria



de medida cldssica como da teoria fuzzy. E enunciada uma condi¢do necessaria e sufici-
ente para que uma sequéncia de fungbes que converge em medida, tenha a convergéncia
de suas integrais fuzzy e finalmente apresentamos o principal resultado deste capitulo que
é a comparacao entre as esperangas classica e fuzzy.

No quarto capitulo, é feito um estudo comparativo entre 0 modelo estocéstico cldssico
e as técnicas da estatistica fuzzy, usando o modelo estocdstico de Boltzman para fornecer
o ntimero de individuos existentes em um grupo no instante ¢, assumindo que as “causas
mortis” sejam naturais e também influenciadas pelo grau de pobreza de cada individuo
do grupo estudado.

Finalmente, na segunda aplicagdo do ultimo capitulo, é apresentado um modelo de com-
peticdo entre espécies onde, diferentemente do que tinha sido feito até entdo, procura-se
dar aos coeficientes envolvidos, um carater mais biolégico. Primeiramente, é sugerido por
MacArthur e Levins (1976} que os coeficientes de competicdo sejam baseados em uma
utilizacdo preferencial de um determinado tipo de recurso por uma espécie. Finalmente,
Giering III € Kandel (1983), sugerem que os coeficientes de competigio sejam basecados
na distribuicdo fenotipica nas espécies e nos recursos de cada fenétipo, usando técnicas
da teoria fuzzy. Neste caso obtemos uma tabela de valores dos coeficientes de competicio
dados em funcao das distincias entre-fendtipos e inter-fenotipos, usando o Teorema do
Ponto Fixe de Banach.



CAPITULO I

CONJUNTOS FUZZY

1.1, Introdugao

A nogao de conjunto fuzzy foi dada por Zadeh, em 1965 com o objetivo de definir
“conjuntos” que ndo possuem fronteiras bem definidas.

Nos conjuntos cléssicos, nds sabemos dizer se um dado elemento pertence ou nio ao
conjunto, mais precisamente; dado um conjunto A e um elemento =z, dizemos que
z€ A ouque z & A Por exemplo, sabemos que 2 € Z e que 0,5 ¢ Z. Porém
existem casos em que esta relacdo de pertinéncia ndo estd muito clara, isto é, ndo sabemos
dizer se um elemento pertence ou nio a um dade “conjunto”. Por exemplo, o conjunto
dos niimeros 1nteiros que sao pequenocs, ou seja,

F={z€Z:z épequeno} .

Os ntdmeros 2 € 20 pertencem a JF'? A resposta a esta pergunta ¢ incerta pois ndo sabemos
até que ponto podemos dizer objetivamente que um niimero inteiro é ou nio pequeno.
Porém, podemos associar aos mimeros 2 e 20, graus de pertinéncias compativeis com o
conceito que “caracteriza” o “conjunto”. Por exemplo, podemos associar a 2 e a 20 os
respectivos graus de pertinéncias 0,5 e 0,1, que representam, subjetivamente, os graus de
pertinéncia de 2 e 20 ao conjunto JF.

Podemos assim Imaginar uma infinidade de conceitos que possuem a caracteristica de
nio estarem bem definidos em suas fronteiras. Por exemplo, o “conjunto” dos homens
altos, das ruas grandes de uma cidade, o diagnéstico médico de um paciente, classificagao
de bactérias quanto a sua natureza vegetal ou animal, o “conjunte” dos pobres de uma
determinada localidade, etc.

1.2. Conjuntos fuzzy

Seja U um conjunto (cldssico) universo.



Definiggo 1.1. Um subconjunio fuzzy ' em I/ é um conjunto de pares ordenados
F = {(u,Xr(u)):u € U} onde Xp: ¥ — [0,1] é uma fungio chamada greu de per-
tinénciade u em J, com os graus 1 e 0 representando, respectivamente, a pertinéncia
completa e a ndo pertinéncia do elemento ao conjunto fuzzy.

Observagoes:

1. Quando quisermos nos referir a um conjunto classico A, iremos apenas dizer
conjunto A, sem usar a palavra “cldssico”. Porém se ¥ for um conjunto fuzzy,
usaremos a palavra fuzzy para diferencid-lo do conjunto cléssico.

2. Veja que fixado o conjunto universo ¥, a funcio Xg caracteriza completamente
o conjunto fuzzy K. Por esse motivo, muitas vezes iremos nos referir ac conjunto fuzzy
I citando apenas a fung¢do que o caracteriza Xp. Omitiremos também o indice F, na
notagdo X, isto é, Xy serd denotada apenas por X.

Convencionalmente, quando A é um subconjunto finito de ¥, cujos elementos sdo

ay,dg, ..., 0, , €Xpressa-se A por:
A={ay,as,...,0,}.
Para o caso de subconjunios fuzzy finito em ¥/ temos:
F=Xqus + Xouy + ... 4 Xpuy

ou
F=Xifur +Xafus + ...+ Xnfun

onde X; = X(x;). Quando X; =0, omite-se o termo X;/u; da expressio acima.

Exemplo 1. Seja F' o subconjunto dos nimeros naturais “ aproximadamente iguais a
10” dado por:

F=0,1/740,5/8+0,8/9+1,0/10 +0,8/11 +0,5/12 +0,1/13.

Observamos que quando o nimero natural ndo aparece na expressio, significa que possui
grau de pertinéncia igual a zero.

Graficamente temos:
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Exemplo 2. Seja I o subconjunto fuzzy dos ntimeros reais bem menores que 1.
Assim, F = {(u,X(u)):uelU = R}.

Sempre temos uma infinidade de escolhas para X :

0 se u<l1
LX) =

—1
U se u>1

U

Graficamente

X

Observe que X é crescente, lim X(u)=1 e X(u)=0 se u<1.
A escolha de X é subjetiva porém nio tac arbitriria. Seria totalmente errado esco-
lhermos:



se u<l
n Xu)= u
0 se u > 1 por razdes obvias.
0 se u<l

1 — e 1000(x-1) go y>1

Neste caso, X é crescente porém aproximadamente igual a 1 se u=1,1.

Assim, esta também nio é uma boa escolha para X.

ul
14 ut

proporcional ao nimero de cigarros fumados por unidade de tempo e ¢ o tempo em que

onde u é

Exemplo 3. O conjunto fuzzy dos fumantes dado por X(u,t) =

o individuo fumou durante sua vida.

Exemplo 4. O conjunto fuzzy dos pobres de uma determinada localidade dado por

X(r) = < [1_(5)2] e 0<r<mo

0 se r>rg

onde r € um parametro proporcional a algum indicador de pobreza (por exemplo, renda,
ntmero de calorias ou vitaminas consumtdas, etc.) e rg seria um determinado valor de
r que, a partir do qual, nio se diferenciam os individuos quanto & pobreza.

Observe que o mais pobre é aquele individuo associado a X(0) = 1. J4 aos menos

pobres, 7 > o, estd associado o valor X(r) =0.



Graficamente,
X4

1

1.3. Operagdes com conjuntos fuzzy

Sejam JF' e G dois subconjuntos fuzzy em um mesmo conjunto universo U . Defi-
niremos as seguintes operag¢des com conjuntos fuzzy:
1. Diremos que ' = & se, e somente se,
Xr(u) =Xe(u) , Yuell.
2. Diremos que I C G se, e somente se,
xp(u) < Xglu) , Yuel.
3. A uniéo de ' e G, denotada por F UG, é dada por:
Xrue(u) = igg{)(p(u),xa(u)} , YuelU.
4. A intersec¢io de JF' e G, denotada por F NG, é dada por:
Xpne(u) = ti‘relfv_{)(p(u),X(;,(u)} , Yue lU,
5. O complemento JF de J & definido por:
Xgp=1-Xp(u) , Vuel.

6. O produto cartesiano dos subconjuntos fuzzy F e G de U e ¥V respectivamente,
é dado por:

XF‘XG(U:U) = igcfr {XF(HLXG(U)} :

veEV



7. O conjunto vazio terd como funcdo pertinéncia a funcio
Xe{u) =0 , Yuel.

8. O conjunto universo U terd como fungdo pertinéncia a fungio
Xp(W)=1 , Vuel.

Quando U C IR, podemos visualizar graficamente a intersec¢io, a unido e o comple-
mento.

Considere os subconjuntos fuzzy em ¥ dados abaixo:
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Proposicao 1.1. As operagdes de unido, intersecgio e complemento definidas anterior-
mente gozam das seguintes propriedades:

1. FUG=GUF

2. FNG=GnIF

3. FU(GUH)=(FUG)UH



FNGNHYy=(FNG)NH
FUOF=IF

FNnikF=F
FuGnly={(FuG)n(FuHA)
FN(GUH)=(FNG)U(FNH)
. Fno=9

10, FNU=F

1. FUb=F

12. FUOU=U

13. As leis de Morgan:

. (FAG)=FUG

i (FUG)=FnG

© 0 NS e

As demonstracdes sdo aplicagdes imediatas das propriedades de maximo e minimo.
Faremos aqui apenas as demonstragbes das leis de Morgan.

Primeiro, observamos que:

max(f(z), 9(=)] = %[f(w) +9(z) +1f(z) —g(e)l] e

winlf(2),9(2)] = 5/(=) + 9(2) ~ 1£(2) — (o)1

onde f e g sao fungbes quaisquer com contradominio em .

Demonstragao de 13.1

Xpug(t) = muunxﬂMwawa=%H*Xﬂ@+1—hﬂ0+Wﬂ”‘xd””
= 512 (Xr(e) + Xo(w) ~ [Xe(w) ~ Xe ()]
- 1- %[xp(u) + X () = [Xp(u) — Xe(u)|]
= 1 - minfXrp(u}, Xg(u)]

= ].—Xpn(;(‘u) :Xm(u) Vuel/.

De modo andlogo, demonstra-se 13.ii.



Exemplo 5. Vamos supor que o conjunto dos pobres de uma determinada localidade
seja dado por:

Xa(r) = [1 - ({;)2]" se 0<r<rg

0 se 27T

onde aqui, r ¢ um parametro proporcional a renda, rg € um determinado nivel de r
que a partir do qual, os individuos ndo sdo mats diferenciados quanto & probreza e k é
um parametro que nos da uma caracteristica do grupo estudado.

O valor ro, pode eventualmente depender do ambiente onde vive o grupo estudado.
A seguir nds representamos graficamente alguns conjuntos fuzzy para alguns valores de

k e ry fixado.

|

Podemos verificar facilmente que se &) > k; entdo X, (r) < Xp,(r) paratodo r e
portanto Fy C I, onde Iy, e I, sio os conjuntos fuzzy dos pobres dados por
Xk, € X, respectivamente.

Vale ressaltar aqui wma interpretacio para Iy, C Fi, qual seja; se um individuo for

pobre em ¥} , entéo serdé “mais” pobre ainda em Fy, .

10



Veja graficamente

O grafico acima mostra que se um individuo de ), tem renda r* e outro individuo
de Iy, também tem a mesma renda r*, entdo o individuo de ¥}, tem um grau de
pobreza maior que o grau de pobreza do individuo de F, .

Assim podemos dizer que, quanto a renda, é mais ficil viver nas localidades onde k& é
grande. Portanto, & nos revela intuitivamente se 0 ambiente em que o grupo vive é mais
ou menos favoravel a vida. O pardmetro & pode nos dar uma idéia do grau de saturacio
do ambiente e por isso chamaremos k& de paramefro embiental.

Observamos ainda que

0 se r>0
se k — +oo entdo Xi(r) — Xeofr) =
1 se r=0

Portanto, se por algum motivo, o pardmetro ambiental % de uma determinada lo-
calidade diminuir, entdo a vida neste local torna-se mais cara. Assim, se houver danos
ambientais tais como destruigdes de rios, poluigdo do ar, etc., o nivel de renda naquela
localidade deve ser aumentado de maneira que o grau de pobreza permaneca o mesmo de

antes do dano ambiental.

11



Graficamente,

Xkﬁ(?"l) =Xk2(7'2)

ki: parimetro ambiental antes do dano ambiental.
k,: parametro ambiental depois do dano ambiental.
ry: renda de um individuo antes do dano ambiental.

r9: renda necessaria para que um individuo que, antes do dano, tinha nivel de renda ry,

passa a ter depois do dano ambiental.

E claro que hi outras maneiras de compensar tais danos como, por exemplo, cons-
trucdes de hospitais, tornar mais baratos os produtos bédsicos como alimentacio, melhorar
o saneamento bdsico, etc.

Os conjuntos fuzzy aqui sugeridos por unds para representar pobreza, com a inter-

pretacio dada acima para o paradmetro %k, nos parecem razodvels para pequenas locali-

dades.

12



CAPITULO II

MEDIDAS FUZZY

2.1. Introdugao

O conceito de medidas fuzzy, introduzido por Sugeno em 1974, é uma forma natural
para se avaliar graus de incertezas, e tais valores dependem, quase sempre, da subjetivi-
dade de quem esta medindo. Por exemplo, quando se faz uma avaliagio de uma jéia, do
valor do quilo de alguma mercadoria, do valor da remuneragio de um trabalho executado
por alguém, etc. Porém, mesmo que esta avaliagdo seja subjetiva, somos unénimes em
concordar que uma, jéia A, maior ou de melhor qualidade que uma jéia B, (B C A),
deve ter mailor avaliagdo que a j6ia B, assim como quem produz mais em um mesmo
servigo, deve ter maior avaliagdo, no case remuneracao, do que quem produz menos.

Assim € de se esperar que se B é um subconjunto de A, entdo u(B) < p(A) sendo
¢ uma medida subjetiva ou nio.

A seguir, faremos um pequeno resumo sobre medida em geral e medida de Lebesgue

em I[R". Antes porém daremos a seguinte

Definigdo 2.1. Dizemos que 4 C P(E), A # ¢, é uma o-dlgebra se valem
1. A€ A= Ac A, onde A é o complemento de A.
2. 4,eA ke N= (] Are 4

ke IV

2.2. Medida de Lebesgue
Sejam E um conjunto e A C P(FE), uma o-algebra de subconjuntos de E.

1. A fungio p*: P(E) — [0, 00] € uma medida exterior se
i. p"(¢)=0.

ii. p* é o-subaditiva, isto é,

AC | Av=p"(A) <D u(Ar).
ke N k=1

13



2. A funcdo m* : P(IR*) — [0, 00], definida por
m*(A) = inf{ZE(Ik) cAc Y Ik} ’
k=1 kelv

¢ uma medida exterior (medida exterior de Lebesgue).

3. A funcio p: A — [0,00] é uma medida se

i p(g)=0.

L. g é o-aditiva, isto é,

#(U) =’§P(Ak)

keN

onde |} A; denota a unido de conjuntos dois a dois disjuntos.
ke

4. Se p € uma medida, entéo
i. ,u.( U Ak) =f}£}£}on(Ak) sempre que A; C A, C...C A C...

keIV
il. ,u( N Ak) = kl_ig;p(flk) sempre que A; D A3 D ... D Ay D ..., u(d) < oo
keN

5. M C IR" é mensurdvel se para todo X C IR™, temos

m*X =m* (X NM)+m (XnM), onde M=R"—M.

6. Se m* é a medida exterior de Lebesgue no IR, entéo _
i. A classe M(R") de todos os subconjuntos mensuraveis de ™ é uma o-3lgebra.
ii. A restricido m de m* & o-dlgebra M(IR") é uma medida, chamada medida de
Lebesque em IR™.
iti. Todo conjunto de medida exterior nula é mensurdvel.

7. Seja F um conjunto mensuravel. Dizemos que uma propriedade P vale quase sempre
(q.8.) em E se os pontos de E para os quais P nio estd definida ou entio para os quais

P n#o vale, formam um conjunto de medida de Lebesgue nula.

A o-aditividade, exigida para que tenhamos urma medida classica, torna a teoria da

medida rica em conceitos e resultados. Porém, ha casos em que gostariamos de ter uma

14



avaliacao de um objeto e a aditividade nao é nada natural ou nem mesmo se verifica
para nossa medida (ver exemplo 1 do paragrafo 2.3}). Por esse motivo, damos a seguir o

conceito de medida fuzzy.

2.3. Medidas Fuzzy

Sejam @ 3 ¢ um conjunto e A uma o-algebra de subconjuntos de .
Definigao 2.2. A uma fungio g : A — [0,1], satisfazendo:

(MF1) (¢} =0 e p(@) =1

(MF2) u(A) < p(B) se; ACB,VA,Be A

N

(MF3) ,u,(U An)= lim p(An) se A C A3 C...CA S, A€ A VneN

n—oo
=1

i

(MF4) ,u(ﬂ An) = Jim u(As) se 412412242 .., An €A VnEN

n=]

dé-se o nome de medida fuzzyem 2.

A terna (Q, A, ¢} é comumente chamada de espago de medida fuzzy.
De maneira geral, nao hé necessidade de termos z(f2) =1 esim que g : .4 — [0,00).

Proposicdo 2.1. Sejam §) um conjunto finito e A uma ¢o-dlgebra de ). Uma funcgio
p: A—0,1] é uma medida fuzzy em § se, e somente se, valem

(MF1) p(¢)=0 e p(@)=1.

(MF2) p(A)<pu(B) se; ACB,VA,Be A.

Demonstragao.

Claro que se u for uma medida fuzzy, nada temos a demonstrar. Por outro lado se ti-
vermos uma sequéncia crescente de subconjuntos de {2, tal sequéncia tem no maximo um
ntimero finito de conjuntos, digamos A; € A; € ... C A, dai, ,u(U An) = p(Am) =

n=1

lim (An) € assim estd demonstrado (MF3). De modo anédlogo demonstra-se (MF4).

15



Exemplo 1. [15] Suponha que £ seja o conjunto de trabalhadores de uma determi-
nada inddstria, portanto finito, ¢ que eles produzem 0s mesmos tipos de produtos. Se
A € P(§}) € um grupo de trabalbhadores e g(A) o numero de produtos feitos por A em
uma hora. Entdo, podemos definir uma medida de produtividade g.

Vamos supor que g : P(2} — [0,c0), (poderiamos supor também que pu{§l) = 1,
fazendo g ser uma produtividade relativa, por exemplo).

As seguintes afirmagoes sdo naturais:

1. u(¢) = 0.

2. AC B = p{A) < u(B).

Isto é, p é uma medida fuzzy.

O que queremos aqui, € mostrar que a aditividade ndo é uma condi¢do natural para
medidas subjetivas.

Voltando ao exemplo, sejam A e B dois subconjuntos distintos de ! e vamos ana-
lisar a produtividade do grupo AU B. S8e A e B trabalham separadamente, entéo é
razoavel que p(AU B) = p{A) + p(B). Mas uma vez que eles geralmente interagem, a
igualdade pode nao ser verdadeira. A designaldade p(A U B) > u(A) + u{B), mostra
a efetiva cooperagao entre os membros de A U B, isto &, ha uma melhor produtividade
se o grupo ndo se separar. A desigualdade inversa, p(AU B) < p(A) + p{B), mostra
a incompatibilidade entre as operacoes de A e B. Por exemplo, a incompatibilidade,
pode ser causada pela insuficiéncia de ferramentas disponiveis ao mesmo tempo para os
elementos de AU B. E bom notar que se o graun de cooperacio é maior que o grau de
incompatibilidade, entdo temos necessariamente, p(A U B) > u(A) + p(B). Se nio for o
caso teremos a desigualdade contraria.

A fim de darmos mais exemplos de medidas fuzzy, vamos enunciar a seguninte

Proposicao 2.2. Se A é uma medida finita em & e F : [0,A(})] — [0,1] é uma
funcio mondtona, crescente, continua e tal que F(0) =0 e F(A(R})) =1, entdo a funglo
composta g = F oA é uma medida fuzzy em .

Demonstragao: De fato

(@) = F o \(¢) = F(\(¢)) = F(0) = 0.

#{(Q1) = F(A(1)) = 1 e assim estd demonstrado (MF1).
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Sejam agora A,B € A com A C B, entio
u(A) = FO(A)) < FO(B)) = u(B)

pois A é medida e F ¢é crescente, o que demonstra (MF2). Vames agora demonstrar
(MF3) e de maneira andloga, demonstra-se (MF4).

Sejam
A CAC...CAC... A cA
p(U ) = PO(U 4)) = F(lim A(40)
kEN keIN -

= klim F(A(Ap)) = klim Foll(A) = klim p#(Ax), pois F é continua.

2.4. Medida de probabilidade

Seja §} um conjunto n&o vazio (espago amostral) e A C P(}) uma o-4lgebra de sub-
conjuntos de 2.

Definicio 2.3. Uma funcdo P definida em .4 é uma medida de probabilidade em 2
se:

(P1) P(A)>0, YAe A

(P2) P() =1

(P3) (c-aditividade). Se Aq, As,... € A sio disjuntos, entdo

P(U A) = P(An).

nciV n=1

A seguir enunciaremos algumas propriedades para medida de probabilidade.

Proposigao 2.3. Sejam P uma probabilidade em & e A uma o-algebra. Para cada
A € A valem as seguintes propriedades:
i. P(A)=1—P(A), onde A=0Q-A
caso particular: P{¢)=1—-P(2) =0
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i 0< P(A) <1

i, (aditividade finita). Se A, Ay,..., Ay € A com A;NA; = ¢ se © # j, entéo

k13

P(U 4) = 3 P4,

k=1 k=1

iv. A C Ay = P(Al) < P(Ag)

n

v. P(O A:) < 30 P(AY)

=1 1=1

vi. P(Q A) < S P(A)

=1

vit. (continuidade no vazio). Se (A;).>1, onde A, € A, Vn, decresce para o vazio,
entao P(A.) — 0.

viii. (continuidade da probabilidade). Se A, T A, entdo P(A,) T P(A). Se A, | A,
entdo P(An) | P(A).

Demonstragao: Vamos demonstrar apenas algumas destas propriedades.

iii. Sejam Ay =¢ para k=n+1,n+2,..., entdo Ay, As,..., sdo disjuntos, logo
P(U Ak) - P( U Ak) =3 P(4;) =3 P(Ay).
k=1 kelv k=1 k=1
iv. P(Az) = P(Al) -+ P(A2 - Al) 2 P(A]), pOiS Al ] (A:z - Al) = q.!).

vil, Se An .I, QB, temos Al = (Al - Az) U (Az - A3) U...= U (A.k - Ak+l)'

k=1

18



Qs conjuntos Ay — Agg1 sdo disjunios, logo
N e o]

P(Ay) = P (A = Aun)) = 3 PAe = Aunr)

keN

mas pela aditividade finita temos:

P(Ar — Ary1) = P(Ar) — P(Ak41) , assim

n—1 n—1

P(Al) = r}Lﬂ(}o Z P(Ak - Ak+1) = ,}E{.}a Z (P(Ak) - P(Ak+1))

k=1 =1

lim (P(4;) ~ P(A,)) = P(A) - lim P(4,), logo P(A) —0.

viit. Vamos supor que A, | A, isto é, que A, D A1 € ﬂ A, = A. Entio
neclv

P(A;) > P(Ags1) € (Ap — A) | ¢, dai por vit.,, P(A, —A) — 0, mas
P(A, — A) = P(A,) — P(A), pois AC A,, logo (P(A;)— P(A)) 10 ou
P(An) | P(A).

Se A, T A (isto é, A, C A1 e ] An = A), entdo
neclv

Au L4, logo P(A4,) | P(A) ou (1 P(4,)) | (1~ P(A)).
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Portanto, P(A,) T P(A).

Sejam  # ¢ , A C P(}) uma o-algebra e P uma probabilidade em (), entio a
terna (02, A, P) é dita espago de probabilidade.

Das propriedades acima e da definigdo de probabilidade, temos que todo espago de
probabilidade {2, A, P) é um espago de medida fuzzy.

Exemplo 2. Sejam  # ¢, A C P(Q) uma o-dlgebra de subconjuntos de e z4 € .
A funcdo p,, definida em A por:

1 se zp€ A
:u‘xn(A): VYVAc A
0 se zp¢€A

é uma medida de probabilidade em {2, chamada medida concentrada em zp ou medida

de Dirac.

Demonstragao:
E claro que p,, satisfaz (P1) e (P2). Consideremos uma sequéncia {A,).>1 de con-
juntos de A etal que AiNA;j=¢ sei#j

Hag ( U A‘) =
eV
Se zg € A; para algum 1 € IV, digamos 1y, dai xp € A;, Vip # ¢, logo

“ro( U A‘) =1= p’-’-—“o(Aio) = F’(Aio) + i au’:.-:n(Af) = iuro(Af) .

eIV +=1
€ itio

{ 1 se zg € A; paraalgum 1€ IV

0 caso contrario.

Se zo & U A;, nada temos a fazer.
€N
Portanto p,, é uma medida de probabilidade logo, uma medida fuzzy.

2.5. Medida de possibilidade

O conceito de medida de possibilidade foi introduzido por Zadeh [28].
Sejam 1 # ¢ e P(82) o conjunto de todos os subconjuntos de £2.
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Definicao 2.4. Uma medida de possibilidade em 2, é uma fungio 7 : P(}) — [0,1]
satisfazendo:

(m) =(¢) =
(7:'2) m(A) < w(B) se ACB.

(U ) = sup 7(A;), onde I & um conjunto de indices, V A; € P(Q).
icl iel

Verifica-se que se f: Q0 — [0,1], entdo a fungdo 7 : P(Q1) — [0,1] definida por
supf(z) se A

red

m(A) =
0 se A=¢

é uma medida de possibilidade em §1.
A fungdo f acima é chamada fungao densidade de 7 em ().

O exemplo abaixo mostra que, mesmo tendo sup f(z) = I, nem toda medida de pos-

zEl}
sibilidade é uma medida fuzzy [17].
I facil ver que toda medida de possibilidade satisfaz (MF1), (MF2) e (MF3).

Exemplo 3. Sejam @ = [0,1], f(z) = 1 para ¢ € {0,1) e f(1} = 0. Considere
A, =[1- e 1}; assim W(ﬂnZl An) = 0, enquanto lim 7(A;) = 1, para

7 : P(1) — [0,1] definida por w(A) = sup f(z). No entanto 7 é uma medida de
xEA4
possibilidade com fun¢do de densidade f.

Proposigio 2.4. Se { é um conjunto finito e sup f(z) =1, onde f é a fungio densi-
zER
dade da medida de possibilidade 7, entdo 7 € uma medida fuzzy.

A demonstracio é trivial pois pelo fato de 2 ser finito, basta verificar (MF1) e (MF2).
Proposigao 2.5. Suponha que f : R* — [0,1] seja funcio densidade da medida de
possibilidade 7. Se = é uma medida fuzzy em IR*, ento f(z) =0 para todo ponto

de continuidade = de f.

Demonstragdo:  Suponha que zg é um ponto de continuidade de f.

A 1
Seja a sequéncia A, = {z € RF : ||z — zg|| < — # zo}-
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Temos A, # ¢,A1 2 Ay 2D ... e (| A, = ¢. Como 7 é uma medida fuzzy, entdo
n>l
lim 7(A,) =0.

n—-o0
Seja a sequéncia {z;} tal que z; — =zo, z; # zo. Fixado n, entdo z; € A, para

todo j > jp, para algum j,. Assim f(z;) < sup f(z) para j > j,, segue entdo que
Z‘EAn
0 < limsup f(z;) € sup f(z) = 7(A,) ou 0 < lim f(z;) £ 7(A,), uma vez que a
J.“-H)D €A, J—o0

desigualdade vale para todo n > 1, entdo lim f(z;) =0 = f( llrglo z;) = f(zo) pois f
J—+o0 j—

é continua em zg.

Coroldrio. Se 7 ¢é uma medida de possibilidade com densidade continua f. Entao
=0 se 7 for uma medida fuzzy.

Demonstracao: Basta ver que 7(z) = n{z} = f(z), V.
2.6. Medida A-fuzzy ou medida de Sugeno

Estas medidas foram introduzidas por Sugeno (1974) com o intuito de enfraquecer a
aditividade e ¢-aditividade na medida de probabilidade.

Definigdo 2.5. Seja Q # ¢ um conjunto. Uma fungdo g, : P(R) — [0,1], com
A > —1, édita A-fuzzy ou de Sugeno se

(A1) () =1.
(A2) gA(AU B) = g:(A) + ¢:(B) + Agr(A)ga(B) se ANB = 4.
(As) 9a (U:'GN Ai) = t&%QA(Ai)a para A; C A C....

(A1) g (ﬂs‘eN Ai) = ;l_ifilog*(A")’ para A; D A2 ...

Proposigdo 2.6. Se g, ¢ uma medida de Sugeno, entio as seguintes afirmacdes sao
verdadeiras:

i. gr é uma medida fuzzy.

. VA,B e P(2) tem-se

_ 9x(4) + gu(B) — 9:(AN B) + Aga(A)ga(B)
(AU B) = A 1+)igA(AﬂB) A

22



ii. gy (A) + gr(A) =1 = Aga(A)ga(A) onde A= —A.
Demonstragao: (Ver [6]).

Proposicdo 2.7. Sejam ! # ¢ um conjunto finito e g, uma medida de Sugeno em
1. Entdo

%{gu a1} e A£0

gx(A) =
> a({z}) se A=0, paratodo A€ P(Q).

zEA

Demonstragao: (Ver [6]).

Para ver mais exemplos de medidas fuzzy, ver Bassanezi ({2], [6]).
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CAPITULO III

INTEGRAIS FUZZY, VARIAVEIS INEXATAS
E VALOR ESPERADO (FEV)

3.1. Integrais Fuzzy
A integral fuzzy, introduzida por Sugeno em sua tese de doutorado, é um instrumento
préprio para avaliar conjuntos fuzzy, usando medidas fuzzy.

Seja (0, A, ¢) um espago de medida fuzzy.

Definigdo 3.1. Uma funcio f:Q — [0,1} é dita mensurdvel se
{fzal={z€: f(z) > a} € A paratodo o€ [0,1}

Definigiao 3.2. Seja f : 2 — [0,1], uma funcio mensurdvel. A integral fuzzy com

respeito a u é dada por:

[ fdu= sup fwinfor ul{f 2 0} N A[], AcA.
0<a<l
Observagoes:
1. ]nfdp, = Ozligl[min[a,p{f > all]].
2. '/Afdn = Lf/Adp, uma vez que paracada 0<a <1,
{fzalnA={z€A: f(z) > a}.

3. Se H{a) = p{f > «} for continua, entdo o célculo de /ﬂfd,u, consiste em descobrir
a intersecgdo de y = a com g= H(a),0 £ a < 1.
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Mais geralmente temos a seguinte

Proposigio 3.1. Seja H : [a,b] — [¢,d], com [a,b]N[c,d] # ¢, uma funcho decrescente
tal que H(a*) = o* para algum o” € [a,b]. Entao,

as(_.ligb[min[a, H(a)]l =a" = H(a").

Demonstragao:

Seja g(a) = min[a, H(a)], a < a < b.
Queremos mostrar que g{e) < g{a*) para todo o € [a,b)].

Se a < o, entio H{a) > H{a*) = o > a, assim g(a) = a < o* = g{a*).

Se a > a*, entdo H{a) < H(o*) = o* < o, assim g(a) = H(e) < o* = g(a*).
Portanto, g(a*) = s(ugbg(cx) =o*=H(a*). o

Veja que a observagio 3 mencionada acima, € uma consequéncia imediata da proposigio
3.1 uma vez que a fungdo H : [0,1] — [0,1] dada por H(a) = u{f > a} é continua
por hipdtese, logo tem ponto fixo, é decrescente e H(0) = 1.

Exemplo 1. Suponha que { é o conjunto das pessoas de uma determinada localidade e
IF o conjunto fuzzy das “pessoa altas” de §! dado pelos graus de pertinéncias X3 e X3.

Isto é, suponha que a pessoas estejam associados com X, , b pessoas estejam associadas

com Xq € #ﬂ=a+b.("‘)

(*) # = cardinalidade do conjunto Q.
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S .
Sep(S)-—-;i—Q,VSEP(Q),ese 0 <X; <Xz <1, entao
(1 se (<a<X;
b
H{a) = p{X > a} = T S Xi<asX
| 0 se Xy<axl
Sx<b<x tHH(b) i i | icdo 3.1
- = e a. .
e X1 £~y S X2, entho oy o p © assim, pela proposiio

and‘u:a-T-b

H{a)

-]

Observe que:

. dy = X1 >
ljn}(,u. Xy se 1_cr.-{-l:p

H{a)

,1..,_,—-—-.-

Xpf . oo .o

i =

Xy X2 4 «a

a
+
o



Xq

)21 X'z ; 4 4
a+b

-+

A proposigio abaixo, generaliza o exemplo anterior e nos ensina a calcular a integral

fuzzy, supondo que f assume um niimero finito de valores.

Proposicdo 3.2. Suponha que f:Q — [0,1], assume apenas n + 1 valores; {f;}23}
e sejam {p;}7., os valores distintos de u{f > o} sendo p; = {f > fi}, excluindo os
valores =1 e u=0.

supondo, sem perda de generalidade, que 0 < f; £ f; €1 se ¢ < j, entdo

fﬂf@: mediana de A onde A= {fi, fa,-- s fortsfits-- - fin}

e estd ordenado em ordem crescente.
Demonstragéo: (Ver Kandel [13], teorema 4.2.3, pag. 80).

Exemplo 2. Suponhamos que o conjunto fuzzy das pessoas que “ganhavam bem” de
uma determinada empresa, seja dado por:

1 pessoa ganha por hora Cr$ 3,00 — f; = 0,40

2 pessoas ganham por hora Cr§ 4,00 — f, = 0,50

4 pessoas ganham por hora Cr$ 4,20 — f3 = 0,55

2 pessoas ganham por hora Cr$ 4,50 — f, = 0, 60

2 pessoas ganham por hora Cr$ 10,00 — f5 = 1,00
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Suponha que p(S) = i—g = #—;‘

1

(1=

1 _
12'_'#1
é'_—#
12~

plf > o} =4

4 _
12_)”’3

2 _
12
| O0=4s
Portanto /fd = mediana d {2 4
ol T ‘1127 127

= 0,55.

Observe que a média aritmética é 0,61.

se

s5€

se€

se

fa<a<g fy

fa<a< fs

f5<a§1

8§ 1

0,40; 0,50; 0,55; 0,60; —~;

TERTER

Como veremos mais adiante, a esperanga de uma varidvel, assim como se faz no caso

classico, serd definida como a integral fuzzy desta varidvel.

Note que no exemplo acima, a integral fuzzy nos d4 uma indicagio boa dos dados uma

vez que o valor extremo de Cr$ 10,00 ndo afeta o resultado. J4 a média aritmética cldssica

é afetada pelos valores extremos.

Para encerrar este paragrafo, vamos enunciar uma proposi¢io que nos da uma outra

maneira de obtermos a integral fuzzy de um conjunto fuzzy:

Proposigao 3.3. Seja f:{ -~ [0,1] uma fun¢io mensurdvel, entdo

fA fdp = suplminlinf f(2),s(ANE)], YA€ A.

Demonstragao:

Sem perda de generalidade, vamos supor que A = 1. Assim, devemos mostrar que

. 74 = supfminliaf, £(2), w(E],
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Scjam E €A e o = ig}{}f(m). Entdo E C {f > ap} eassim p(E) < p{f > ag}.
Dai,
minfy(E), o] < minfp{f > ao},e0l < [ fdu.

Agora sejam «a >0 e Fg = {f > «}. Como 1€nEf f(z) > o, nds obteremos,
z€Ep
sup minlu(E), inf f(2)]] 2 minlu(Ee), inf f(z)] > minfu{f > a},a].
EeA el TEky

Portanto sup[min[u(E), inf f(z}]] 2/ fdp, terminando assim a prova.
EcA vel Q

3.2. Propriedades da integral fuzzy
Seja (Q, A, z) um espago de medida fuzzy.
Proposicao 3.4. Se f,g:Q — [0,1] sdo fungdes mensurdveis e ¢ € [0, 1], entdo:
i /AfdpS/Agd,u se f<g,VAEA
ii..Lfdpg[dep se ACB
. jAfdp.:o se p(AN{f>0}) =0
iv. /Acd,u = min[¢, p(A)], ¢ constante
v. L(f +¢)dp < jAfd,u + min[e, g(A)} = /Afdp + fA cdy , ¢ constante.

Demonstracao:
i. Dado « € [0,1], temos que {f > a} C {¢ > a}, logo

f fdp = sup [minfe, p({f > @) N A)] < sup [minfp({g > a} NA] = ] gdp.
A 0<a<1 0<a <1 A
ii. Consequéncia imediata de (MF2): se A C B, entao p(A) < u(B)
1
iii. Como {f >0} =] {f> ;}, entdo {f > 0} e para todo a € [0,1],
n>l

{fZa)C{f>0}, logo p(AN{f2a}) < u(An{f>0})=0.
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iv. Observe que

min[a, p(A)] se ¢>a

min[a, (AN {c > a})] = {

0 se ¢ < a. Assim,

/A cdy = Oiggl[min[a,#({c > a} N Al

= Ozglél[min[a,p(/l)]] = min[c, p{4)].

v. Antes vamos lembrar que quaisquer que sejam £,m,n > 0, temos:
min[{ + m, n} < min[/,n] + min{m, n] < min[m,n}+ £.

Pela proposicao 3.3 temos

/,4 (f +e)dp = suplmin[inf(f(z) + ¢}, f(AN E)]
< sup[min[inf(f(z) + c), u(A)]
= ;gﬂ[min[irelg (f(z) + ¢}, 1(A)]]
< sup[min{inf(f(z), 2(A)] + minfe, u{ A)]]

EcA €l

= gtég[min[igg(f (2), #(A)] + minfc, p(A)]]

= [ fdu+minle,uA)) = [ fdu+ [ cdu.
Devemos observar que nédo valem as igualdades:
L facfdp=c [4 fdp

2. u(f+ag)dp = fy fdp+ [, gdp.

30



Teorema 3.1. Seja a € [0,1]. Se |[f —g|] < a em A, entdo

|, s = [ gdu| <a.

Demonstragao: Se f<g+a em A, temos
< < < .
fAfd#_/A(g+a)dﬂ_/Agdu+fAadu_/Anga

Analogamente, se ¢ < f +a
[ otu< [ jip+a.
A A

Consequentemente, —a < Lfdp —Agdp, <a,

ou seja, |/ fdy — / gd,u‘ <a.
A A

Para encerrar este paragrafo, vamos apresentar uma outra maneira de definir integral
fuzzy, que tem uma certa semelhanca com a defini¢io da integral de Lebesgue. Em seguida
mostraremos que as duas defini¢Ses sdo equivalentes (Ver Ralescu e Adams, {21}).

Seja (§2, A, ) uma espago de medida fuzzy.

Seja S uma funcdo mensuravel, simples e positiva. Entdo S pode ser escrita por:

n
S=3 olly, com o; #a; para i #j, onde

i=1

A=5YH ) ={z€Q:5@E)=a;} e

1 se ze€A;
]]‘Ai (:E) =
0 se z¢A;

Seja Qa(S) = sup [minfai, (A NA)]], A€ A.

0<i<n

Definigao 3.3. Se f: — [0,1] é uma fun¢io mensurdvel, definimos

f7du= sup Qu(S),

05<f

onde o sup é tomado sobre todas as fungdes simples mensuréveis tais que 0 <5< f.
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Observagoes:

1. Se A=}, denotaremos @Qq(S) por Q(5), entao

]f}fd# = sup Q(S).

0<8<

2. Jgfdp: - ]éf.]l,, dy = jgf/Adp, onde

1 se z€ A
IlA($) =

0 se =2dA4A;

Exemplo 2. A titulo de comparagio vamos calcular, com os dados do exemplo 1 deste
paragrafo, o valor de ~f)(::i,u'.:
Inicialmente observe que X é uma fungdo simples e que
#Ai=a e #A;=0; onde A; =X7(X,;), para i=1,2.

Ar Az 0

. , a . 5
Q(X) = lngQ[mm[Xi,n(Az)]]—sup[mm[Xm—“a +b],mm[xz,a +b]]
_ X b | b
I AL LI L R

Por outro lado, seja S uma funcio simples,

S=ZQ£HB,'SX e B,'=S_1(Cc'£).

=1
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4
X, X :
X 5
Q; .
A Ay 1

Para cada o; temos:
se B,0A17é¢ € BgnA2=¢, entdo B; C A; e

min[ey, p(B;)] < min(Xy, p(4;)) < X1 < p(A4y) = Q(X).
se BiNAi#¢ e BiNAy#¢, entdo
minfoy, #(B;)] < a; < X < p(Az) = Q(X).
se BiNA =¢ e BNA;#¢, entio B;C A, e

minfa, 4(Bo)) < min(Xe, 1(As)) = p(Az) = Q(X).

Assim, para qualquer S < X temos

b
Q(S) = sup [min(es, u(B;)} < Q(X) = p{Aa) = :
I1<i<n a + b
Portanto sup Q(S) < Q(X).
0<5<X
‘Como X ¢ uma fungdo simples, entdo pela definicio de supremo temos
b
Fxdu= s Q($)=Q0)=—=.
0<85<X a+

Pelo exemplo, vimos que o cdlculo acima nos da um certo trabalho. Isso deve-se ao fato

de que em geral, uma vez que Q4(S) nio é crescente com S, temos Q4(S) # ][ Sdu .
A
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Exemplo 3. Vamos aqui construir um exemplo para o qual tem-se Q(5) # ]( Sdy :
Q

Sejam 2 =[0,1], ¢ a medida de Lebesgue e as fung¢bes simples:

5 1
3 g % <€ [0, 5]

¢ (z) = 1 Vzel0,1] e ¢z)= ; :
g se T E (5,1]

Assim temos ¢; < ¢, no entanto

3 3 1
Lode=0@) =] o fbudu= swp QS)27>5=0()
1
; S
! i .
; 0 z

Teorema 3.2. Se f:9 — [0,1] é mensuravel, entao

[ sdn = f sau.

Demonstragao: (Ver Ralescu e Adams, [21]).

Corolério.

fAfd,u=fAfdp, VAe A.

Demonstracdo. Pelas observagoes 2 da definicio 3.2 e 2 da definicio 3.3 e o teorema

3.2, temos
Afd#=/nf/Adp=ﬁf/Ad#=ﬁfd%

A partir de agora, usaremos wma ou outra definicdo de integral fuzzy.
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3.3. Convergéncias e teoremas de convergéncias

Neste paragrafo, iremos enunciar alguns teoremas de convergéncia da teoria de medida
cldssica que ainda valem no caso da teoria fuzzy.

As fungOes que aparecem neste pardgrafo tém dominios em um conjunto {} e contra-
domfinios [0, 1].

Teorema 3.3. (teorema da convergéncia monétona). Se f, : & — [0,1] sdo

mensuravels, fi1 < fo<... e falz) — f(z) para todo z € £, entdo
I ] - d =/ du.
Jim | fadp= | fdu

Demonstragao. (Ver Wang [26] ou Ralescu [21]).

Lema 3.1. |
[ fdnzae=spAn{f 2 al) 2 a.

Demonstragao. Se p(AN{f > a}) > a entio é ébvio que / fdu 2 a.
A

Para mostrar a designaldade no outro sentido, {ver Wang [26]).
Para uma sequéncia decrescente, temos

Teorema 3.4. Se {f,} €éuma sequéncia decrescente de fungdes mensuraveis, convergindo
para f, entao

fAf,ldp—JAfd,u, VAe A.

Demonstragao. Vamos assumir, sem perda de generalidade que A = {2,
Se /ﬂfd,u = ¢, nds temos /nfndp > ¢, pois por hipdtese f, > f Vn.

Suponhamos que ,}an,lo f o fadp > ¢, entdo existe § > 0, tal que

lim ./n fadp > c+ 8. Como {f,} é decrescente nds temos ]and,u >c+d.

o

Por outro lado, {f, > c+ &} é decrescente com n e
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({fs 2 c+ 6} ={f 2 c+ 6}, logo pela continuidade de x,

n>l
p{f2c+ 6} = ﬂllﬁrglc’{fﬁ >c+4 6} > c+86, usando o lema 3.1 para as f,.
Agora usando o lema 3.1 para f, temos que
] fdyu > ¢+ 6 o que é uma contradigio.
Q

Este resultado vale em um caso mais geral (Ver Wang [26]).

Teorema 3.5. Se {f,} converge uniformemente para f em A€ .4, entdo

[ fadn— [ fau.

Demonstragio. Dado ¢ > 0, uma vez que f, — f uniformemente, existe ng tal que
|fa{z) — f(z)] <€ paratodo z € A com n > ng. Segue, usando o teorema 3.1, que

|/A fndﬂ—fA fdp

Em seguida enunciaremos uma condigio necessaria e suficiente para convergéncia de

<E,.

integrais fuzzy.

Seja {f.} uma sequéncia de funces tais que f,: 0 — [0,1].

Definicdo 3.4. Dizemos que a sequéncia {f,} converge quase sempre (q.s.) para f e

escrevemos f, — [ qs. se p{z: fo(z) —Af(z)} =0.

Definigao 3.5. Dizemos que a sequéncia {f,} converge para f em medida se
Jim p{z 2 |fa(z) ~ f(z)] > €} =0 para todo £> 0.

Definigao 3.6. Uma medida fuzzy p é autocontinua se, e somente se, temos
p(AAB,) — p(A), sempreque A€ A, B, € A e p(B,) — 0.

Observagoes:

1. AAB=(A—-B)U(B - A)

2. Qualquer medida cldssica, em particular a medida de probabilidade, é uma medida
autocontinua (Ver Wang [26]).

3. Se u é uma medida (classica) e finita, entio convergéncia quase sempre implica na
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convergéncia em medida (Ver Hénig [10]).

Teorema 3.6. Sejam {f.} e f fungdes mensurdveis. Se {f,} converge em medida

[, Fdu— [ fau

se, e somente se, ¢ é uma medida autocontinua.

para f em A€ A, entio

Demonstragao. (Ver Wang [26]).

Ralescu e Adams [21] enunciam um teorema semelhante ao teorema 3.6, supondo que a
medida p satisfaga p(AUB) < p(A)+ p(B) € mostram através de um exemplo que esta
hipdtese € imprescindivel. Porém, Wang [26] mostra que esse exemplo dado por Ralescu e
Adams néo estava correto e que a hipStese de subaditividade (p(AUB) < u(A)+ u(B)),
¢é muito forte (subaditividade => autocontinuidade).

Uma generalizagio destes resultados é encontrada em Greco e Bassanezi [8].

3.4. Variavel aleatdria

Vamos aqui fazer um pequeno resumo de varidveis aleatdrias no sentido classico da
teoria da probabilidade.
Seja (2, A, P) um espago de probabilidade.

Defini¢io 3.7. A funcio X : 8 — IR é uma varidvel aleatdéria se X for mensurdvel.

Definigao 3.8. A funcdo F(z)=P{w e Q:X <z} = P{X <z} é chamada funcio de

distribui¢do acumulada de X.

Propriedades de F'.

1. Se z <y, entdo F(z) < F(y).

2. F' é continua & direita. Isto é, se z, | z, entio F(z,) | F(z).

3. Se z, | —o0, entdo F(z,) | 0. Se z, T +oo, entdo F(z,) 7 1. (Logo podemos
escrever F(—oco)=0 e F(0)=1).

Demonstragdo. (Ver James, [12]).
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Observe que

F(z)— F(z.) = F(z)- lim F(z - ?—11-)=P{X§x}—nl_iﬁné'1c> P{Xﬁx—%}

=0

= lim P{w—%<X§m}zP{X=x}.

—r oo

Portanto o “salto” de F em x éiguala P{X =z} e F & continua no ponto z
se, € somente se, P{X =z} = 0. Veja também que sendo F monétona crescente, seu

conjunto de descontinuidade € no miximo enumeravel.

Definigao 3.9. A esperanga de X é definida por:
EX) = [ xdP = f” dF
(= [ =

onde a primeira integral € a integral de Lebesgue com respeito a medida de probabilidade

e a segunda é a integral de Stieltjes.

Teorema 3.7, Seja X uma varidvel aleatdria positiva, entao

E(X) = f:’ P{X > z}dz = f:’ P{x > z}dz.

Demonstracao:
y=F(x)

& €T

1
Veja que a drea hachurada acima corresponde a j zdy e
]

JE")(X)-—*]‘O1 :ndF:fol wdy:Lw (I—F(m))d:czfooo P{X > z}dz.
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A segunda igualdade no teorema, vem do fato que
P{x 2z} =P{X>z}+P{X=2}=P{X>z}qs

uma vez que o conjunto dos pontos de descontinuidades de f(z) = P{X > z} ¢ no

maximo enumeravel e assim

oo OO
|7 Pix>alde = [ Pix 2 a)da.
0 0
3.5.Varidveis inexatas e valor Esperado Fuzzy. (FEV: Fuzzy Expected Value)

Vamos voltar aos nossos conjuntos fuzzy do inicio de nosso trabalho, isto é,
X:Q—[0,1] e X{w)e[0,1] dia w € £, o grau de pertinéncia de w ao nosso
conjunto fuzzy.

Seja (2,4, 1) um espago de medida fuzzy.

Definigao 3.10. Uma varidvel inezata (v.i.) em £ ¢é qualquer funcdo mensurdvel
X:Q— [0,1].

Se X é uma varidvel inexata, entio a fungido f : [0,1] — [0,1] definida por
fla) = p{X > «a}, tem propriedades andlogas as da funcio de distribuicio acumulada.
A fungio f(a) = u{X > a} é chamada funcdo de nivel e tem as seguintes propriedades:

1. Se a <3, entio f(a)= f(B).

2. f € continua & esquerda, isto é, se o, T a, entdo f(a,)} — f(a).

3. f(0)=1.

De fato,
1. Se X > B, entdo X > a. Logo {X =B} Cc{x>a} e f(B) =u({x>B}) <
p({X 2 a}) = f(a).

2. Se a, T e, entio {X > a,} édecrescentee []{X > aa} | {X = a}, logo pela
n>1
continuidade de u temos ,}H& flowm) = JLI& #( ﬂ {X 2 a,}) = p{X > o} = f(a).
n>1

3. Se o, | 0, entio {X > a,} écrescentee |J{X > ay} T {X > 0}. Assim pela
n>l
continuidade de g temos :}LIE;; fl(aﬂ) = nILIIolo p(ﬂL)Jl {XZan})=p{X =0} = f(0)=1.
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Definicdo 3.11. Se f(a) = g{X > a} for continua, entio diremos que X ¢é uma
varidvel inexata do tipo conlinua.

Sejam {X,} e X varidveis inexatas. Nés dizemos que X, converge fracamente
para X se fu.(a) converge para f(a) em todo ponto de continuidade de f onde
fale) = p{Xa 2 a} e fla) = p{X > a}. Porémse Ma : |f.—f| 2> €} = 0 com
n — oo, para todo € > 0, onde X\ é a medida de Lebesgue em [0, c0), dizemos que X,
converge fracamente em medide para X.

Definigdo 3.12. O valor esperado fuzzy (FEV) ou esperanga fuzzy, de uma variavel
inexata, é definido por

FEV(X) = /Q Xdy =

Oiggl[min[a,#{x > af]].

Teorema 3.8. Se {X,} é uma sequéncia de varidveis inexatas convergindo fracamente
em medida para X entdo FEV(X,) — FEV(X).

Demeonstragao: {Ver Ralescu [20]).

Coroldrio. Se {X,} é uma sequéncia de varidveis inexatas convergindo fracamente para
X, entio FEV(X,) — FEV(X).

Demonstragao. Basta ver que convergéncia fraca implica em covergéncia fraca em me-
dida para este caso, uma vez que nossa funcdo f(a) = p{X > @} é descontinua em um

niimero no maximo enumeravel de pontos.

Teorema 3.9. Se f :[0,1] — [0,1] é continua, decrescente e f(0) = 1, entdo
sup [mine, f()]] = o* = f(o") para algum o € (0,1}

0<ag1

Demonstragao. A fungdo f : [0,1] — [0,1] ¢ continua, portanto tem ponto fixo
o* €{0,1]. Como f(0)=1, entio a* € (0,1].

Assim, f esta nas condigGes da proposicdo 3.1, logo segue o resultado.

Coroldrio. Se X é uma variavel inexata do tipo continua ¢ g uma medida fuzzy, entao
FEV(X) = p{X = &’}, para algum ¢o* € [0,1].
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Demonstragao. Basta ver que a fungio f(a) = p{X > a} estd nas condigdes do
teorema 3.9.

3.6. Comparacao entre a esperanca cldssica e a esperanga fuzzy

Neste pardgrafo vamos comparar as esperancas classica e fuzzy de uma variavel inexata.
Note que esta comparagdo faz sentido uma vez que qualquer medida de probabilidade é,
em particular, uma medida fuzzy.

Nosso problema inicial é calcular

f“elg fo fla)da — Ozggl[nﬁn[a, f(e)]l] onde,

T={f:[0,1] — [0,1]: f é ndo crescente, continua & esquerda e f(0) =1}.
Antes porém vamos fazer a comparacio para uma f particular; seja f dada por:

1 se 0<€LaZg :‘12-
fla) = , 1

—_— —_— < .
2 se 2 <a<l

Entao, sup [mm[a fle)]] = gup [min[e, ,ﬁ]] — ~. Assim,

0< 0<a<i 2
1 1
|/ fle)da — ,3up {mln[a, a)]]| | ——5 =1

Seja agora VW ={f €l : f ¢é continua}.

Lema 3.2.

sup / 1 fle)da — Ozggllmin[a, f(a)]]r <-

fevijo

Demonstragao. Pelo teorema 3.9, temos que para qualquer f € V, existe a* € (0,1]
tal que sup [minfe, f(e)]} = ¢* = f(a"). Portanto,
0<a<l

(a)do — sup [minfe, f ’ |/ fla)da — a

0<a<1
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o~ [ fe)do| =| ["1da~ [ f(a)da— [ f(a)iol

[ = s@nda~ [ f(ayial.

i) Vamos supor que /:'(1 — fla))da > j:.f(a)da.

pha | =

f:.(l — fla))da < f:'(l — f(a"))da = /:'(1 — a")da = (1 — o*)a" <

1
Como / fla)da 2 0, temos

f:’(l — fle))da — _/:_ f(oc)da| < i

if) Se ]0 (1= fa))da < /ﬂ f(e)dar, temos

| =

1
ot

USLif(a)daﬁLif(a*)da:/ a*da=a"(1l —a"} <

corno ]a (1— f(a))da > 0, temos
1

[~ fe)da~ [ fledda) < ¢

Assim, sup
Jev

/ ' f(a)da — sup [min, f(a)]]l < i .

Como vimos no inicio do parégrafo 3.6, infelizmente, esta majoragdo ndo pode ser me-
lhorada para fell.

Corolario. Se X é uma varidvel aleatoria do tipo continua em um espago de probabili-

dade (12, A, P), entdo
|E(X) - FEV(X)| <

He | et

Demonstragdo. Pelo coroldrio do teorema 3.9, FEV(X) = f(a") = &, onde
1
fla) = P{X > a} e pelo teorema 3.7, E(X) = / fla)da. Como f estd nas condigbes

do lema 3.2, segue o resultado. °
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Teorema 3.10. Scja X uma varidvel aleatéria em um espago de probabilidade
(0, A, P), entdo
1B~ FEV(O| < 7

Demonstragdo. Como f(a) = P{X > «} ¢é mensurdvel e f{a) € [0,1], existe uma
sequéncia {f,} de fungbes continuas tal que f,(e) € [0,1] , Jim fole) = f(@) qs. e
para n suficienternente grande, f, estd nas condi¢fes do lema 3.2. (Ver Rudin [24], pdg.
57).
Sejam X, : {1 — [0,1] tais que f,(a) = P{X, > a} (Ver James [12], psg. 201).
Como, para cada =n suficientemente grande, f, esta nas condig¢bes do coroldrio do
lema 3.2, entdo

[E(Xy) — FEV(X,)| <

W | b

1 1
Pelo teorema 3.7, temos E(X,} = / fala)da e E(X)= j fla)da.
L ¢] 0

Agora, se por um lado, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

f; fula)da —> /01 F(o)da

por outro lado, pelo Teorema 3.8 FEV(X,) — FEV(X), uma vez que X, — X fraca-

mente e medida. Assim temos

IB(G) - FEVOG)| < 7 daf - lim |B(X) ~ FEV(x,)| <

ou

NG
N

n—o0 -

| lim B(X,) — lim FEV(X,)| = [E(X) - FEV(X)| < %
Observagoes: |

1) Se f. — f fracamente onde f, = P{X, > a} e f = P{X > a}, entdo, pelo
corolario do teorema 3.8., tem-se
\E(X) — FEV(X)| < ili :

2) Se exisitir uma sequénc ia X,, = X em medida, como P é autocontinua, entdo pelo
teorema 3.6 FEV(X,) — FEV(X) e dal tem-se também

E(X) - FEV(X)| < 7 .

3) O teorema. 3.10 esté demonstrado na tese de doutorado de Michio Sugeno (1974).
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CAPITULO 1V

APLICACOES

Modelo I

“IHear the children crying.

But I know they cry not in vain

Now the times are changing

... As you can hear the children singing

Hallelujah!

As they pgrow singing by and by

Halleluiah, singing in the morning

Let them sing, never let them cry.”
Jean Watl and The Wailers.

Mortalidade x Pobreza

A satide estd, em grande parte, associada as caracteristicas do meio ambiente fisico e
social em que vivem os individuos, bem como as possibilidades que eles tém de se precaver
ou, pelo menos, sanar os eventuais danos fisicos e mentais causados por este meio. Antes
mesmo de nascerem, as pessoas ja se encontram sujeitas a varios fatores que podem con-
tribuir em desastrosas sequelas, devido as condi¢bes do ambiente onde vivem seus pais.

E sob este aspecto que somos levados a indagar como a saiide de um determinado grupo
de pessoas é afetada pelo meio onde vive. Por exemplo, se o meio for urbano, destacamos
a poluicdo como grande causador de doengas bem como as altas densidades demograficas
poderem conduzir a rapida propagacio de doencas transmissiveis que decorrem, muitas
vezes, da auséncia de sistemas de saneamentos bdsicos. Para evitar ou, pelo menos, sa-
nar os problemas causados pelo meio ambiente, as pessoas devem residir em areas menos
poluidas e com melhor saneamento basico. Para tanto, o grau de pobreza de cada um é
que vai permitir ou ndo o acesso a tals areas.

A assisténcia médica e sanitaria, de cariter piblico, é, em principio, wm servigo ao
qual as pessoas tém acesso independentemente de sua pobreza, porém a demanda é, em
geral, maior que a oferta e assim o sistema fica comprometido.

A assisténcia médica de cardter privado, que costuma ser mais abundante, mais espe-
cializado e de melhor qualidade, evidentemente seleciona seus usuarios em {fung¢do do seu
nivel de renda.

Enfim, os problemas de saide, consequentemente da mortalidade, estdo muitas vezes,
associados ao meio em que cada grupo vive.
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Assim, citamos apenas a renda como um fator para se analisar os problemas de saide,
porém, temos outros indicadores importantes tals como uma boa alimentagao {consumo
de calorias, de ferro, de vitaminas), posse de bens, niveis de educacéo, etc. Mas todos
os indicadores mencionados aqui sio indicadores de “pobreza” ou complementarmente de
“riqueza”.

O objetivo de nosso trabalho é mostrar efetivamente a influéncia da pobreza na es-
peranca de vida de um grupo. Poderiamos ter usado, se tivéssemos dados suficientes,
qualquer indicador de pobreza ou mesmo uma composigio destes indicadores. Por sim-
plicidade e sendo realistas quanto aos dados obtidos, usaremos o indicador nivel de renda
como medida subjetiva de pobreza, isto é, alguém serd tanto mails pobre quanto menor
for sua renda.

Os valores aqui apresentados tem como fontes o DIEESE (1988) e Carvalho - Wood
(1977). Carvalho - Wood calcularam com base no censo de 1970, a expectativa de vida ao
nascer, nas diversas regides brasileiras sendo consideradas, separadamente, as dreas rurais
e urbanas.

Neste trabalho fazemos um estudo comparativo entre o método estocistico cldssico e as
técnicas da estatistica fuzzy, usando um modelo de esperanca de vida para um grupo de
individuos, considerando seu nivel salarial. A comparagéo é feita com base na distribuigao
de Pareto para a distribuigdo salarial.

A nosso ver o procedimento com os argumentos fuzzy, além de ser mais Iégico, natural

e mais simples que o estocistico usual, é uma nova ferramenta a ser usada.

O Modelo

Seja A um grupo de pessoas com n(t) individuos num instante ¢. A questdo é saber
quantos elementos do conjunto A estardo vivos no instante (¢ + At), assumindo que
as “causa mortis” sejam naturais e também influenciadas pelo grau de pobreza. Assim,
estamos interessados em saber o valor de =n(f + At). Estamos supondo que n&o haja
“entrada” de outros elementos no grupo A.

O modelo estocistico de Boltzman nos da:
n(t + At) = n(t)(1 — P(At))

onde P(At) é a probabilidade de um individuo do grupo A morrer durante o tempo

At.
Agora, se considerarmos que a pobreza (aqui avaliada subjetivamente pelo nivel de
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renda) seja um fator de redugio do tempo de vida de cada elemento de A, podemos

considerar:
P(At) = At(d + X(r)Az)

onde X ¢ a taxa de mortalidade natural (obtida em um grupo que dispde de condigGes
satisfatérias de sobrevivéncia)

X(r}A; indica a influéncia da pobreza no aumento da taxa A;.

X(r) indica o conjunto fuzzy dos pobres, isto é, X{r) € [0,1] onde r éum parimetro
proporcional a renda e A, uma constante oportuna de cada grupo.

Observamos que X(r) ¢ nio crescente com r e quando X{r) =1, temos
P(At) =2 At(M+Ay). Entdo, (A1+4X2) pode ser considerada como a taxa de mortalidade
dos mais pobres.

Temos entio,

n(t + At) = n(8)[1 — Af(A + X(r)A2)]

- n(t + AL) — (1)
Y = —(A1 + X(r)A2)n().

Passando a0 limite com Af — 0, obtemos a equacio diferencial

dn
E‘{ = —()\1 + X(T‘)Ag)n
cuja solugio é dada por

n(t) = n{0)e~M" e X0)

O conjunto fuzzy X(r) pode ser representado de uma maneira subjetiva por qualquer
fun¢io ndo crescente com valores em [0,1].

No nosso caso espectfico, achamos conveniente definir

Xe(r) = [1 — (;7;0)2]" se 0<r<r

0 se r>rg.

O parametro k nos da uma caracteristica do grupo estudado.
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Xkl

Como ja foi observado no exemplo 5 do capitulo 1, Xy, (r) € X, (r) para todo r se
k, > k,, e portanto, quanto maior for o valor de k£ menor sera a taxa de mortalidade

(A1 + Xi(r}A2) do grupo.

0 se >0
se k— +oo entdo Xp(r) = Xeo{r) =
1 se r=0

Queremos ressaltar que se alguém escolher um outro conjunto fuzzy para os pobres, de

acordo com o teorema (3.10), tem-se que a diferenga entre a média clissica, (n(¢})), ea

média fuzzy, FEV[n(t)], ndo é superior a 1

Observacdo. Dado uma equacio do tipo

onde L é um operador diferencidvel e {A) a média de algum parimetro A, ndo é

geralmente verdade que a sua solugdo u seja a mesma solugdo média {u} da equagdo
Lu+4+du=0.

Nosso problema agora é determinar o valor esperado (n(t)} da populagio do grupo
A no instante 2.

A esperanca matematica é dada por:

() = [ n()h(r)dr

oo
—o0
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onde h(r) ¢é afungdo de densidade de r.

De um modo geral, ndo temos h(r), porém se tivermos r proporcional ao saldrio,
r(§) = ¢S, onde ¢ e m sdo constantes e S a variavel salario do grupo, entdo a
esperanca matematica pode ser dada por:

(n(t) = | " n(t)h(s)ds

—0

.onde h(s} é a densidade de S.

Esperanga Matematica

Aqui o conjunto A é um grupo de trabalhadores do nordeste central [Tabela 3].
Para nosso caso especifico, vamos usar a distribuicdo de Pareto [4], com pardmetros «

e b para a varidvel salirio S:

ab®s™* 7t se s>
h(s) =
0 se s<h.

N

Reescrevendo X, em funcioc de 5 temos

-] e 0<s<s,
Zi(S) = Xi(r(9)) = Xp(eS™) = o
0 se S>8

onde rg =¢S5 e assim, n(t)= n([])e*"zt e~ 2 Z(S)t
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Portanto

(n(t) = [

—00

n(t)h(s)ds = ]b " a(1)h(s)ds

= n(O)e—‘-\lt ab® fm e_,\'ztzk(s) S_a_l ds .
b
Agora,
s5e SD S b, Zk(S) — U para S 2 b e

(n(t)) = n(0)e 21 ab® fbm 57 1ds = n(0)e™™! paratodo a >0,

ou seja, o valor de b no grupo é (suficientemente) grande para que ndo haja interferéncia
da pobreza na esperanga do grupo.

Se Sp > b, entdo o valor de {n(t)} depende dos valores de todas as constantes
envolvidas.

Para a avaliagdo dos pardmetros ¢ e b da distribuigio salarial, usaremos a tabela 1.
Ja para obtermos Ay, As,k e m, usaremos a tabela 3.

Tabela 1

BISTRIIUICAD 10 TOTAL D05 TRAFALHADORES,
FOR FALXAS DE SALARID #INIMG E PARTICE-
FACAD HA FDLRA DE PAGAMENTOS

5.7.1, HETALURGICAS, HECANLCAS E OE
MATCRIAL ELETRICD D RECIFE

NakLD UE 1988

TAIXA 1E )
SALARIOS~  BISTRIBUICAD % da folha
HINIMUS  meeemmmmmeeee de
Ho,abs X pagarenios
ate 2 4003 45,0 21,1
2483 0¥ 21,4 18,8
ate 3 s102 48,7 .9
KR} 33 10,3 12,0
413 870 7.5 - 140
"Sad f11 B WY 8,0
bl ¢4 30 4,2
Taln B 41 il,1
10als m iy 7.8
tde 13 8 0y 4,1
TOTAL 8383 100,0 o 190,0

fonte: DILESE
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De acordo com os dados da tabela acima, achamos conveniente avaliarmos a e b,

usando a fungdo de distribuigio acumulada dos saldrios:
F(s) = ‘/; abu ldu=1-b""=R

ou

In(l — R) = alnb — alns

que € uma equagio da forma Y = A+ BX

Tabela 2 - Distribuicio Salarial Linearizada

S R X(log[S]) Y(log[R])
2 045 0693147 -0,59783
3 0,687 1,00861  -1,16155
4 0,792 138629  -1,57022
5 0,867 160944  -2,01741
6 0,901 179176  -2,31264
7 0,931 194591  -2.67365
10 0,972 2,30259  -3,57555
15 0,899 2,70805  -4,71053

Pela regressdo linear dos dados acima encontramos a = 2,031 e b= 1,726, logo
6,155730%  se 51,726
h(s) =

0 se s8$<1,726.

Ja a tabela 3 abaixo nos permitird avaliar os valores de A, Ay, S,k ¢ m.
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Tabela 3 - Esperanga de vida ao nascer do Nordeste Central
(CE, RN, PB, AL e FN) por classe de renda familiar per capita (zona urbana)

Classe de Renda | Renda (Cr§) | E. de Vida (anos)
1 1a 150 40,0
2 151 a 300 45,9
3 301 a 500 50,8
4 + de 500 54,4

{Salario vigente nos quatro primeiros meses de 1970: Cr$ 156,00)
FONTE: CARVALHO e WOOD (1977).

A tabela 3 apresenta quatro faixas de esperangas de vida.
A taxa de mortalidade natural };, se d4 quando a esperanca de vida é também a
natural do grupo, isto é, sem interferéncia do salério, que neste caso € 54,4 anos.

1

Assi = .
ssim Ay 51,1

Ja Xy étal que A; + Ay é a taxa maxima de mortalidade do grupo. Assim,

1 1
AM+A=-— ou )\2=i——

_ -3
0 051 H6I8x107.

Temos mais duas esperancas de vida intermedidrias na tabela 3:

1 1 1
—_— =4 = —_— —_— —3
M+ Xelmd) 5,9 ou AXg(r1) = T3 9 514 3,404 x 10

1 = 50,8 Ao Xi(r) = ! L _ 1 303x107
R S )
M+ AaXi(ra) on 2RI T 508 T 544

como Ay = 6,618 x 1073, temos Xu(r1) = 0,514 e X4(ry) = 0,197.
200

A tabela 3 também sugere que o nivel salarial minimo satisfatério seja Sp = 56 = =~3,2
saldrios minimos.
Observamos que r; corresponde a s; = 1 salario minimo e r; a s, = 2 saldrios

minimos.
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Sendo r = ¢S™, temos

" 1 Im *
[1—(3—) ] = 0,514
{ Xi(ry) = 0,514 o
ou L
2

Xi(rz) = 0,197 [1 - (=

k
)2m] = 0,197
a

ou ainda

1 2m 1
(ﬁ) =1-— 0,514*

2m
(52—2) ~1-0,197F donde m =0,4435 e k1,51,

Para c¢=1, como Sp=3,2 temos ry= (3,2)"%% =2 1 68.

p 151
[1—(—)2] se 0<r<1,68
Assim 7 = S35 & X\ (r) = o

0 se r>1,68.

1,51

Py 1,51
[1 — (ﬁ)O,SST] se 0«8« 3,2
Enquanto Z.(5) = ’

0 se S523,2.
Voltando ac nosso problema que é o célculo de {n(f)), com os valores: a = 2,031; b=
1,726; Ay = -541—4; A; = 6,618 x 1073 k = 1,51; m = 0,4335 e S5 = 3,2 obtemos a

tabela
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Tabela 4

ab? [2° et Zls)gma-14 Interferéncia
1
t e~ At (fator redutor devido (%) percentual
n
& pobreza) da pobreza

1 [ 0,9817855 0,9992888 0,9810872 0,07113
2 1 0,9639029 0,9985811 0,9625352 0,1419
3 | 0,9463459 0,9978672 0,9443244 |  0,2131
4 [ 0,9291088 0,9971596 0,9264697 0,2840
5 10,9121856 0,9964519 0,908949 0,3548
10 | 0,8320826 0,9929258 0,8261962 0,7074
20 | 0,6923615 0,9859474 0,682632 1,40562
40 | 0,4793644 0,972243 | 0,4660586 2,7757

Valor Esperado Fuzzy (FEV: Fuzzy Expected Value)

De acordo com a definicdo 3.12 s6 se calcula a média fuzzy (FEV) para conjuntos fuzzy
X, isto é, X € [0,1].
Aqui vamos calcular FEV[Y] onde

e PRXnlt g g<r < ro

c—z\zf

V = e PutRXe()lt {

Considerando H{(a) = P{Y > o} entio
H(a) = P{r: e X0t > g Mty

Assim, H(o) =0 se a>e ™ e H(0)=1.

Por outro lado, se o <e Mt e a#0,

H{a) = P{a<Y <e ™} +P{Y =e™)

= Pla<Y <e™} + P{r>rg}
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ou

Em resumo:

(

t%)?‘n“
1—ab* f
b
1
<]
—_ se
Y
0 se

1

Y(ch™) < a < e Mt

a > e Mt

se  a<Y(ch™)

e

Hia) = ¢ [ ] se  Y(ch™) < a <e M
@@=\ i@ ™

0

se o> e Mt

se  a<Y(ch")

se  Y(cb)<a<e Mt

se o> e Mt
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Hy

E facil ver que H{a) é contfnua em [0,1] com excegdo para o = e~ e que FEV(Y)

estd compreendido entre Y{ch™) e e,

ho
0

E o caso em que a esperanca fuzzy independe da renda. Em particular quando & > S
b ,
sempre teremos (g-) > e~™! para todo ¢ > 0 e todo t. Porém, pode-se ter b
Q

pequeno e um grande achatamento a e ainda assim a esperanca fuzzy do grupo nao ser
infiuenciada pela renda. Basta que o grupo estudado nao precise de muita renda para
sobrevivénciag

@ b\* -
Como (?) estd fixado, entdo - (S_) > e~™M! 3 partir de um determinado e
0 0

a partir dai, a esperanca fuzzy de Y passa a independer da pobreza, o que é coerente
com a nossa hipétese de que nio hd nascimento de pessoas no grupo estudado. Assim a
pobreza influencia no nimero médio fuzzy de pessoas do grupo enquanto houver pobreza.

hra
Se (3*) < e~!, vamos calcular FEV(Y) determinando o ponto de fixo de H,
0

(usando a proposi¢do 3.1, uma vez que H é decrescente e continua para a < e~ M),
Observamos inicialmente que H tem os mesmos pontos fixos de

—a+raZp( )k b
B a)=e DY (3 <a<l
[

Assim,

dH1 2o kmiyf b\*™ 1 b\ —Mt+reZef(-5 )1
=- (_) FmT Zk—1(_1)8 od
da a So o'a Tl @s
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dH™Y | 2X; kmt (i)%‘ 1 7 (i) e_[AJ'l'z\sz{"bT)}t <
dOC - a S{) asz+1 k-1 a% -
2/\2 kmt (E)‘Z‘m 1 e_}ut_ _ 2)\2 kmt (&)a’ e—Ali
a a P T e b ’

como os nossos dados; supondo ¢ =1, sio A3 =6,618 x 1073 ; £ =1,51 ;
m=(,4435; A\ = L ;a=2,031 e b=1,726 temos
54,4
dH!
da

g (i) femMt £ 9 10-2¢ "Mt < 21072 LN
a So /\1

~ 0,40 <1

de onde concluimos que H~! é uma contragio, qualquer que seja £ e

1 — 0,538375
H(a) = el t6618x107 (- (G555 )T ¥ e

Agora, usando o teorema do ponto fixo de Banach [1}, podemos determinar o* de

4]
modo que o* = H~!(a*). Iniciamos com um valor ap satisfazendo (—) <ap<l e

So
obtemos:
Tabela 5
¢ o* = FEV[X]
1 0,9800555
2 0,9605718
3 0,941537
4 ,9229397
) 0,904 7686
10 0,8199376
20 0,6766003
40 0,4687494

A seguir apresentamos uma tabela com as diferengas entre as esperancgas cldssicas,

n(t)

(_n(({t]) }, € as diversas esperangas fuzzy, FEV [W] para alguns valores de t.
n n
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Tabela 6

t | 2y [FEvEZRY| |28 - FEVEE] a0
1 | 0,9810872 { 0,9800535 1,0317
2 | 0,9625352 | 0,9605718 1,9634
3 |0,9443294 | 0,941537 2,7924
4 | 0,9264697 | 0,9229397 3,5300
5 | 0,908949 | 0,9047686 4,1804
10 | 0,8261962 | 0,8199376 6,2486
20 ¢ 0,682632 | 0,6766003 6,0317
40 | 0,4660586 | 0,4687494 2,6908

A quarta coluna da tabela 6 acima, nos mostra as diversas diferencas das esperangas.

De um modo geral, o teorema (3.10) nos garante que estas diferengas nio poderiam ser

) 1
superiores a 1

Para o nosso caso especifico, é facil ver que F EV[E[%%] estd compreendido entre

Y{(ch™) e e~ Mt

. Assim

At

n(t) ON
o)~ FEVEe] =0

n(0)

ou seja, ( ﬂl) =¥ EV[EQ)-] para ¢ suficientemente grande.

(0}

n(0)

Vale observar que, em se tratando de idade de pessoas, ¢ € limitado.

Ainda, como exemplificagdo, vamos comparar as médias classica e fuzzy para os valores

n(t) _

de Y = w(0) =

Vamos supor que os elementos do conjunte A,

e~+2Z8)t com os valores dos parmetros como anteriormente.

com n{0) = 150 = #A, estejam

divididos em subgrupos classificados pelos distintos saldrios distribuidos assim:

n; = 100 estd associado com $;=2,0 — Y; =¢

n, = 40 estd associado com S; =2, — Y; =¢

—0,0013¢ g—Mit

—0,00057¢ ,—Aat

na = 10 estd associado com Sz =2,5 — Y3 =1 "M%,

Aqui podemos considerar g{n}Y > «}
’ I(na) - S£

Yin;)=e

—.\gixk{f{ﬂin e—/\lf

a7

= P{n|Y Z Ct'} =

_____#{n !#YAZ o} onde

e 5; éo valor do saldrio S associado com o



grupo 7.

g + N3 50

< { > = = == .
S Y, <Y, tao {Y> }""‘*"—‘l——“UOﬁﬁf
[y = = = .
|+ 2 < (84 a en P 15 1

Assim de acordo com a proposigao 3.2, temos
FEV[Y] = mediana{0,0677;0, 333; ¢ 00018t g=ht | o~000057t =t 11 o=hat}

Para t =1, temos FEV[Y] 20,9987 e ™,

Enquanto que se tomarmos a média classica para estes mesmos dados, obteremos

1 40¥; 41 —h
vy = 00Y7 + lgoz +10Y; 6’150 (100 e~00013¢ 4 40 =0.000572 4 10

2

0,9998 M .

Pelo que observamos neste modelo simples temos agora um outro instrumento de ava-
liagdo da esperanca, que pode ser adaptado em varios estudos, como sistemas bioldgicos,
onde os parametros envolvidos sgo fortemente subjetivos. Este € um campo ainda aberto

para a pesquisa.

Para finalizar, queremos ressaltar a simplicidade de se fazer o célculo da esperanca
fuzzy comparado com o calculo da esperanca clissica. Para obtermos a esperanca fuzzy
foi necessario apenas uma maquina de bolso. J4 para se obter a esperanga cldssica, preci-
samos de um microcomputador € um pacote sofisticado uma vez que a funciao envolvida
njo tinha primitiva.
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Modelo IO

“Eram milhdes de passarinhos...”
Luiz Melodia.

“... Give them a food

And let them grow.

Let the roots, man,

Take a floor...”
Bob Marley and The Wailers.

Competicio entre Espécies

A modelagem matematica para analisar a competicio entre espécies é um instrumento
relativamente novo em ecologia. Ela é baseada na interrelagdo entre os organismos que
competem por um recurso abidtico (luz, solo, dgua, etc) ou bidtico (representado, por
exemplo, por um item alimentar comum em suas dietas) — se um organismo for presa do
outro, ha uma relacio presa-predador. Se um € animal e o outro é vegetal por ele comido,
temos uma relagio herbivora e assim por diante,

De um modo geral as populagoes se relacionam para persistirem, e para tal necessitam
aumentar suas densidades.

Os modelos matematicos de competicio e predagio tiveram origem com os traba-

lhos independentes de Lotka {1926} e Volterra (1931), formulados através de sistemas de
equacoes diferenciais tais como:

dN; rio&
dt - N,(‘I‘, - If, ; auNJ) (1)

onde

n: é o niimero de espécies presentes na competicio.
N;: é a populacio da espécie ¢ no instante £.
r;: é a razdo de crescimento intrinseca da espécie :.

K;: é a densidade populacional na espécie ¢ que poderia existir na auséncia de com-
peticdo (a capacidade de saturacio do ambiente).

a2 é o coeficiente de competicdo caracterizando a competicao entre as espécies ¢ e j .

E assumido que ay; = 1 (isto é, a competicdo dentro da mesma espécie € logistica).

Muito tem sido escrito e pesquisado sobre este modelo geral ainda que os ecélogos co-
loquem fortes duvidas sobre sua validade pois tem se mostrado frustrante a tentativa de
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se medir a competicdo na natureza. Acreditamos que neste aspecto a teoria fuzzy possa
contribuir substancialmente.

No que se segue, mostramos um processo proposto por Giering III-Kandell {7} utili-
zando ferramentas de Teoria Fuzzy para a obtencdo dos coeficientes de competicdo ;.

Medidas de competigao

Como originalmente proposto por Lotka, os coeficientes a;; e K; sio constan-
tes empiricas a serem determinadas. Estudos mais recentes tém tentado dar a estes
pardmetros um significado mais bioldgico. MacArthur e Levins (in [7]) propdem uma
medida para o;; baseados em uma utilizagio preferencial de um determinado tipo de
recurso por uma espécie. Eles assumem para seu modelo que o conjunto de recursos pode
ser colocado ao longo de um eixo S. Por exemplo, a competigio pode se dar por comida e
um competidor pode selecionar seu alimento baseado no “tamanho” do mesmo. Também
definem fungées de utilizagdo u;(s) para cada espécie i. Estas descrevem a utilizagdo
de um recurso no ponto s sobre o eixo S como a probabilidade com que um item de
recurso s € consumido em uma unidade de tempo por wm membro da espécie i. Entdo a
probabilidade de um membro da espécie i e um da espécie § de usar o mesmo recurso é
p:(s)p;(s), dado que os dois eventos sdo independentes. Uma vez que a competigio € ape-
nas por estes recursos, os autores supdem que a soma destas probabilidades para todos os
recursos deva ser uma boa medida de competicio. Para recursos variando discretamente
temos

 Tes ul9)ui(s)
A S @

onde o denominador sugere que «;; = 1. Esta condi¢io é equivalente a assumir que cada

espécie tem um crescimento logistico na auséncia de competidores. Neste caso, como
a;; = 1, as equagbes de Lotka-Volterra sdo dadas por:
dN; T N;
dt‘ = N,‘ (T,' - ?'ia,-,-N;) = N,‘T,‘ (1 — f:) .
Para recursos variando continuamente, temos

I ui(s)u;(s)ds
Jtui(s)Pds

Neste modelo € assumido que os recursos sao rapidamente renovados comparados com a.

;=

predacdo pelos competidores. Em uma série de trabalhos anteriores, contudo, MacArthur
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(in [7]) mostrou que uma férmula similar para «;;, poderia ser diretamente deduzida de
um modelo mais detalhado de recursos assumindo que a populagdo cresce logisticamente.

A férmula deduzida por MacArthur é baseada em dois conjuntos de equagées dife-
renciais; um descreve o crescimento populacional dos competidores e o outro descreve o
crescimento populacional dos recursos. Este é mais facilmente visualizado como virias
espécies de organismos que os competidores utilizam como comida. Para os competidores

é assumido que N
ki) = N;C,' [E a,—(s)W(s)n(S) - Mu’] 3 (3)

di S5€S

onde

s: é um ponto no eixo de recursos S, aqui assumido discreto.

a;(s): é a probabilidade que um dado membro dos competidores da espécie ¢ encontra

e consome um dado individuo do recurso s.
W(s): é o peso individual de um recurso s.
n(s): é o tamanho da populagio do recurso s.
M;: € o custo de manutengio de um individuo da espécie :.
Ciz é o fator que governa a conversio de unidades de recursos em individuos

da espécie :.

Para as populages n(s) assumem-se que estas serio governadas por uma série de

equacdes logisticas modificadas pela predagio
dn(s) _ r(s) ' }
i Ol ORLCEDSRIOLAT

onde

K(s): é a capacidade de saturagio ambiental para o recurso s.
r(s): é a razdo intrinseca de crescimento dos recursos s.

Z a;{s)N;: é o nimero de individuos dos recursos s, reduzido pela predagio dos com-

petidores.
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Assumindo o equilibrio tanto para a populagao de recursos como para a de competi-

dores, temos

()| Fugli(e) = n(e)] = Tas()N;} =0

o) {Ea W (s)n(s) — } =0

ou

I((s)

n(s) = K(s) ZJ()N"O (i)

Sai(s) W (s)n(s) = M; =0 (i)
e substituindo (i) em (ii) obtemos

K(s)

Za;(s)W(s) Z =0

[Sa(w(ek(s) - M- [ SO —aa@ =0, @

i s

Comparando este equilibrio com o da equagio (1), temos que os termos em colchetes
sao respectivamente K; e a;; de (1). A fim de termos o;; = 1, devemos dividir (4) por

¥ S

5

e assim obtemos

K = {5 als)W(s)K(s) - M}/ {52, Kty o

aij = {7, KOO ai(s)ays) p/ {5, KB e (o))}
Esta férmula para a;; é a mesma dada em (2) onde

- | K@)
) =\ g o)
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Similaridade Limite

Um importante principio em um sistema de competicdo é o Principio de Ezclusdo
Competiliva ou Lei de Gause que estabelece que ndo podem coexistir duas espécies com-
petindo fortemente pelos mesmos recursos limitados, uma val para a extingido. Como os
modelos acima pressupdem recursos limitados, eles podem ser usados para verificar este
principio.

O grau com que uma espécie se sobrepde a outra em um nicho, onde a coexisténcia
torna-se impossivel, é chamado de similaridade limite.

Para se encontrar ¢;; como funcio do nicho sobreposto, nds comegaremos com o caso

continuo e assumiremos que as fungdes de utilizagio w;(s) estdo distribuidas normalmente
1
w(s) = Cexpl—g (s — 6:)/0%

C: é uma constante de normalizagio.
o: é o desvio padrao das curvas de utilizagio, assumindo o mesmo para todo 1.

f;: é a média de todos os tipos de recursos usados pela espécie t.

A hipétese que o é o mesmo para todas as espécies significa que todas as curvas u;(s)
tem a mesma forma.

Para obtermos a;; como fun¢io da distincia, ou similaridade, entre as espécies i
e j, nds faremos uma mudanga de coordenadas. Pode ser assumido, sem perda de
generalidade, que 6; < #;. Nés podemos agora mudar o significado do eixo de recursos
de manetra que
0:=0 e 0;,=0,-6,=6

onde & é a distincia entre as médias dos recursos utilizados pelas duas espécies, depen-

dendo de ¢ e j. Agora as fungdes utilizagdes podem ser escritas como
1 1
ui(s)y=0C exp[—i (s*/d®)] e uj(s)=C exp[—~2~ (s — 6)*/c?)

€ assim
C? [ exp(~—1 s?/o?) exp|—3 (s — 6)*[o?]ds
C? f[exp(—% s2/5?))2ds

o:,-_.,- = a(&) =

6% ) [ exp[—(s — %)2/02] ds
42 J exp(—s?/o?)ds

= exp(-
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Como as curvas exp(—s?/o?) e exp[—(s — -2—)2/02] tém a mesma forma, as dreas

limitadas por seus graficos sdo as mesmas, quando s varia de —ooc a +00. Assim
5\ 2
Q;j = Q((S) = exp[— (2—0_) } . (5)

Nés devemos agora determinar as condigdes que permitem a coexisténcia das espécies.
Por simplicidade nos iremos usar um sistema com apenas duas espécies.

Voltando ao sistema original (1) e supondo N; > 0, a condigio de equilibrio nos d4

dN;
dt

=Ne(f‘=‘_%Zaijj)ZU”—‘v‘*Ki—Z&fiN:f:U'
? I

Para duas espécies,
Ky — Ny —a3N, =0

I(z — Nz - C}.’glN] = 0

dai
Ky —apK Ky —ank
lel_lf__2>OeN2:2__€rLl_>[]_
1 — a0 1 — apan
Como 1 — o0 e K; sio positivos, temos
1 S K N
—>—=>a
an K, -

que da a restriggo sobre as relagtes das capacidades de saturagao em termos das distincias
dos nichos.
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ajeny

Este grafico mostra que para K; = K3 a coexisténcia é sempre possivel, mas quanto

mais préximo estdo os nichos, mais restritas sio suas relagdes.

Modelo Fuzzy de Competigao por Recursos (Giering ITI-Kandel)

Distancia do nicho entre-fendtipos, refere-se as diferengas no estilo de vida de diferentes
mernbros de uma espécie devido a diferencas fenotipicas.
Distancia do nicho inter-fendtipos, refere-se aos diferentes nichos que um simples
fenétipo pode ocupar.
- A avaliac@o dos «;; € baseada na distincia do nicho, entre-fenétipos e inter-fendtipos.
Nés definimos o conjunto de todos os organismos da espécie 1 como O;. Um elemento
genérico deste conjunto € o;. O fendtipo é uma funcio (caracter) de o;,

0; €0; , o,— Clo;).

O fenétipo é um atributo implicito do organismao.

Sera assumido que os fendtipos podem ser colocados ao longo de um eixo unidimen-
sional continuo. Poderia se considerar que uma caracteristica dominasse a competicdo
a ponto de se ignorar as demais. Poderia também representar varias caracteristicas que
pudessem ser convertidas de algum modo para uma dimensao continua.

A imagem Cf{o;) para todo ¢ é o conjunto V¥V = {vy,vs,...,0,}, 0nde m éo
numero total de fendtipos medidos por C(.) entre todos os competidores.

A distribuicdo de um particular fenétipo na espécie i é determinada pela probabili-

65



dade, ou frequéncia relativa, a;; definida como

a Uik
.
] Ns-
onde
vix: é a cardinalidade do fendtipo v, na espécie 1, isto é, o nimero de o; para o qual
C(O,') = V.
N;: é o nimero de individuos na espécie .

Os a;’s aqui definidos n&o sdo os mesmos que aparecem em (3) no modelo nao fuzzy
mostrado antes. Os recursos usados podem variar mesmo em um individuo, mas cada
individuo tem um fendtipo fixado.

Para variagio dentro do fenétipo, nés definimos uma restri¢do fuzzy [28] para certos

recursos preferenciais dos organismos associados ao conjunto fuzzy de recursos otimos

para o fenétipo vi; Fyy{vg). Usando a notagio de Zadeh [28],
R(Pref(vg)) = For{ve)
onde

R: denota uma restrigie fuzzy.
Pref(vi): denota aqueles recursos mais utilizados pelos organismos com fendtipo vy

Fy: é o conjunto fuzzy dos recursos étimos para os organismos com fendtipo vy.
A funcdo grau de pertinéncia de F(vi) é
Xgl(vy) : S — [0,1].

Assim Xy {vg,s) representa o grau de pertinéncia do recurso s no conjunto de recursos

étimos para os organismos com fenétipo v;. Usando a notagéo de conjunto fuzzy:
Fo(vy) = Z Xoi(vk, 8)/s .
-]

Estd sendo assumido que a iinica maneira de duas espécies interagirem € atraves de
seus recursos Gtimos; este fator determina totalmente a competicdo. Portanto, para medir
os coeficientes de competicdo oy;, nds devemos determinar qual o grau que a espécie j
afeta os recursos de ¢. Uma vez assumido que os organismos competem apenas por
recursos 6timos, isto envolve os recursos que sao 6timos para ambas as espécies ¢ e 7.

66



Vamos supor, que por simplicidade, existam apenas dois organismos competindo e que
seus fendtipos sdo v; e wvy. E razoavel definir os recursos 6timos como os conjuntos

fuzzy

Fu(n) = Z Xo{v1,8)fs e Folvy) = z Xot(va, 8)/s.

Nés definimos o conjunto de recursos 6timos para ambos os organismos como
Foulv1,v9) = Fo{v1) 0 Foy(vg) = Y min[Xou(v1, 8)Xot , (v2,9)]/s = Z #(vy,v2,8)/s.
& &

Vamos supor que sempre exista algum recurso s 6timo para cada organismo, isto é,

existem s; e s tais que Xy (v1,81) = Xova, 82) = 1.

Yo X1 8).
xot(‘-’?!") P'('Ulsvﬂrs) t(. ’

S

Giering I1I e Kandel [7] sugerem uma medida para os coeficientes de competigio a;; do
modelo inicial (1), baseados no conjunto F,;(vy,v;) definido acima. Para isto é definido

o conjunto fuzzy de recursos étimos comuns entre as espécies 1 € j como
Fij =3 wis(s)/s
L]
onde

pi; = sup [min(T,7:;(Er))];
0<T<1
ér = {(vk,v0) = plvr,ve,8) 2 T}

Nij = Z aixaj¢ para o caso discreto
k2
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M; = j / a;.a; dvy, dv, para o caso continuo
Er

com (vg,v¢) € €T .

Observe que quanto maior g;;(s), tanto melhor é o recurso s para as duas espécies
¢ e j, portanto maior a competigdo por este recurso.
Como y;; : S — [0,1], entdo a funcdo, cormno visto no paragrafo 2.5, definida por
sup prij(s) se A#4
a(A)={ , VAES
0 se A=¢

é uma medida de possibilidade sobre §.

Nés poderemos interpretar p;;(s) como a possibilidade de s ser um recurso 6timo
para ambas as espécies ¢ e j, uma vez que w{s} = u;(s).

Em [7], define-se

sup pij(s)
MRETTCk ©

isto é, ay; é definido como a possibilidade relativa de um recurso s que é
étimo para a espécie 7, ser também S6timo para a espécie j.

Veja que, como em (2), o = 1. Alids, as definices dadas em (2) e em (5) para «;;
sdo muito semelhantes.

A fim de ilustrar a similaridade limite no modelo fuzzy, foi assumido que os fundtipos

estao distribuidos normalmente, isto é,

1
aip = ai(vk) = ‘\/2—7{ o

276,2
exp[—(vx — m;)?/207)]
onde
# v I L - N
m;: é o fendtipo médio na espécie i.
+» n e L - 4 - r -
o: € o desvio padrdo dos fenétipos nas espécies para todas as espécies.

Para a fungio grau de pertinéncia dos recursos timos, foi escolhida a fungio de Lorentz:

1
1+ 4w=2(v — s)?

Xot{v,8) = , onde

68



s: € um ponto no eixo de recursos.
v: é o fenétipo de um competidor.

w: é um parametro particular do fendtipo.

Xot

Funcdo de Lorentz

Observe que quanto maior for w, maior a faixa de recursos 6timos para os fenétipos.
Assim € de se esperar que quanto maior for w, maior serd a competicdo entre os organis-
mos, dai maiores serdo os coeficientes ¢;.

Como foi feito no modelo nao fuzzy, vamos supor que haja apenas duas espécies com-
petindo. Assim, para a coexisténcia, devemos ter

Nl_ L 1272 >0 € NQ——{2 2t ! >0
I —_ {]_’12(]21 t - 0.’120‘12]
on I .
> = > 1 0 < 1
o .
— K 2 Ulla vCZ que < ya¥or

Para calcularmos a;; , temos de calcular

1
2mo?

'*'?ij(‘fT) = f-[fr exp[—(vk - mi)2/202] éxp[—(vg — mi)2/202]dvkdvg .

Sem perda de generalidade, podemos supor que mj; > m; e fazendo m) =20,
T} = m;—m; = d obtemos uma espécie de distancia entre-fenétipos, e podemos escrever

1

2ra?

5= oz | | explosi/26%] expl(uc — & 2o
T
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onde

1 1 ) }
- >T
1+ 4w o, —s)2 7 1+4w2 (v —s)2/ —

fr = {(vk,vg):min(

1 1
= : > : > T} .
{vk 144w 2(vp —s)? — T} % {vg 1+ 4w 2(ve — 3)2) -

Assim os limites de integragio sdo vx e v, tais que

JT-1 — ST —
HEQ—lgvk,vg§5+# para todo T #0.

Para T=0,é =V x V.

Isto significa que para se obter n;;(r) nds integramos a funcio

3

h(vk,ve) = exp{[—vE — (v, — d)*}/207} (7)

sobre o quadrado no plano wvve com o centro (s,s) elado 2¢ = wv/T-1—1.

Observe que d nos da a distdncia entre-fendtipos e assim é de se esperar que quanto
maior for o valor de d, tanio menor sera a competicio entre os organismos, dai menores
S€rao 0§ «yj.

Para obter sup y;;{s), nés vamos posicionar o dominio de integra¢fo acima, de maneira

5

a obter o maior volume sob a superficie dada por (7)

E facil ver que h(vk,ve) tem um ponto de miximo em (vi,ve) = (0,d) e o volume
do sélido limitado por

h(vg,ve), com s—g<wv,v<s+yg
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é méximo quando a distancia do centro (s,s) do quadrado ao ponto de maximo (0,d)

dist[(s, s), (0,d)] = /s + (s — d)?.

O valor de s que minimiza a distincia acima é o mesmo que minimiza a fungio

for minima

quadratica

4 (s —d)? =28 —2ds + d*

assim o valor procurado para s ¢€ R isto é, s = 2 € o centro do quadrado que

maximiza o valor de

mi =05, T) = 5

j/& eXP{[_‘U;‘: - (‘Uz —_ d)g]/o2}dvkd‘l}£ ’

independente do valor de 7T, de maneira que

sup [min(T, (s, T < sup [min(T,n((5 TV .

Logo,

. . d
sup{ sup [min(7,7(s,T))]} < sup{ sup [min(T,n(5,T)]}
s€§ 0<T<1 €8 0<T<1 2

= sup [mm(T ?}( TN,

0<

porém, pelo que vimos acima,

sup{ sup [mm(T,n(s T))}} ¢é assumido para s = g

s€S o<T

Assim nés temos uma férmula simplificada para o;:

sup [min(T,n(5,T))]

Y ’ SU-P [ﬂﬁD(Tﬁ?(OaT))]
0<T<1

=2
~—
b &y
3
eaart®
Il

L[ exallont = (oo 2712 s

1 8+ 5+
— _[1 Hexp[—*t,y,";/2-sr2]dvk-[i gexp[—(vg—d)2/202]dvg

2mo Ji-g g
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Como exp[—{(ve — d)*/2¢?] é simétrica em relagio a v; = d, temos

gy 2+
L ’ exp[—(ve — d)*/20%]dv, = /M ? exp]|—(ve — d)*/20%)dv,
-9 g

e da mudan¢a v = v; — d, vem

3d 4 44
/2 gexp[_(vz - d)?/20%|dv, = jz Tt gy

3d __ g
2 9 278

Assim,

d 1 §+g 2 2
) —,T — { ] -2 f2¢ d }
5 T) e v

d .. d
Desta forma 17(5, T} corresponde & 4rea da figura limitada pelas retas v = 59

d 1 1-7T
e v=y +g, onde g = 3 w( T) , pelo eixo das abscissas e pela curva normal de

meédia zero.

Observagoes:
1) Para cada par (w,T) fixado, n decresce com o aumento de d, ou seja, dado um
conjunto de recursos dlimos a competigio diminui conforme a distdncia enire-fenétipos

aumenta.

2) Para cada par (d,T) fixado, 5 cresce com w :-organismos gque iém a mesma
distancia entre-fenotipica tém sua competicdo aumentada gquando existem mais recursos
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olimos comuns.

3) Nés observamos o crescimento de «;; com o aumento de w, numericamente, como

mostra a tabela dos ¢ e para alguns valores de d [tabela pig. 74]

A similaridade limite, isto &, a relagio = de modo que Ny >0 e N, > 0, pode

K,

ser melhor entendida através do grafico seguinte:

O célculo dos coeficientes de competicio ay; = a(d,w) pode ser efetuado se con-

siderarmos que a funcio n(E,T) é decrescente e continua em T para todo d, e

ainda

d . d
(3, 0) = lim 5(5T)=1.

Desta forma, para cada d fixado existe T™ tal que q(g, T*)=T* e

d
s;gl[nﬁn[T*,q(E,T*)]] =T* (cf. Proposigio 3.1}, (8)

0

Apresentamos a seguir uma tabela com valores de «;;, considerando, por simplici-

dade, o valor da varidncia o2 = 1, na expressio de n(g, T) e calculamos numericamente
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(Mathematica) usando a férmula (8) acima.

Tabela dos o;

A\ 2 4 6 8 10

0 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000
0,2 0,9970502 0,9980361 0,9985858 0,9989281 0,9991541
04  0,9882793 0,9921985 0,9945392 0,9957495 0,9966528
0,6 0,9739117 0,9826468 0,9875473 0,9905805 0,9925953
0,8 09543162 0,9696502 0,9782675 0,983603 0,9871408
1,0 09300118 0,9535717 0,9668440 0,9750534 0,9804898
1,2 0,9016454 0,9348605 0,9536099 0,9651967 0,9728574
14 0,8699605 0,9140098 0,93892  0,9543003 0,9644508
dN\Y 12 14 16 18 20

0~ 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000
0,2 0,9993125 0,9994299 0,9995171 0,9995847 0,9996396
04  0,9972843 0,9977469 0,0980954 0,9983654 0,9985795
0,6  0,994004 0,9950335 0,9958086 0,9964080 0,9968837
0,8 0,9896133 0,9914145 0,9927691 0,9938157 0,9946437
1,0 0,9842815 0,9870387 0,9891077 0,9907045 0,9919635
1,2 0,9781892 0,9820582 0,9849568 0,9871855 0,9895723
1,4 09715024 0,9766075 0,980423 0,9833551 0,9856585

Observacoes Finais:

O processo de célculo dos coeficientes ¢; de interacio entre espécies, introduzido por
Giering III-Kandel é uma primeira tentativa de se usar a subjetividade da teoria fuzzy
na modelagem de sistemas ecoldgicos. A validade do modelo utilizado assim como as di-
ficuldades de ordem praticas nao foram testados ainda convenientemente, mesmo porque
pressupde-se que se deva ter em laboratdrios condigbes analogas ds existentes nos nichos
das espécies que interagem.

Acreditamos que a principal utilidade do processo ou modelo aqui proposto € concei-
tual. Eles apresentam uma nova relagdo entre os componentes de distdncia do nicho e
seus efeitos na competicio. A distdncia d entre-fenstipos depende da distribuigdo dos
fenétipos e pode ser modelado por processos estocdsticos, enquanto que a distancia no
nicho inter-fenétipo estd associada & escolha feita pelo consumidor e € modelada com as
técnicas da estatistica fuzzy.
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De qualquer forma, seria muito interessante ter-se wm processo mais simples para o
cilculo dos «y;, e uma interpretagio mais clara sobre as diferentes componentes do

nicho, e suas “distancias”.
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