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Resumo

O propésito deste trabalho é estudar os aspectos tedricos e certos detalhes da im-
plementagdo do Algoritmo para geragdo de p-grupos desenvolvido por M.F. Newman e
E.A. O’Brien. A implementacao deste algoritmo permite o calculo de certas extensoes

particulares de p-grupos, possibilitando assim, a determinacao dos p-grupos finitos.

Fazemos isto no capitulo 3, onde também incluimos um exemplo de algumas iteragoes
deste procedimento, calculando manualmente os 2-grupos 2-gerados de ordem menor o

igual a 2.



Lista de Simbolos

=
N

conjunto de nimeros naturais e inteiros
homomorfismo injetor

homomorfismo sobrejetor

isomorfismo

<G : H ésubgrupodeG

<G : H ésubgrupo proprio de G

H < G : H ésubgrupo maximal de G

HJ4G : H ésubgrupo normal de G

L

< X > : grupo gerado pelo conjunto X

|G| : ordem (cardinalidade) de G
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G x H : produto semidireto de G por H

#(G) : subgrupo de Frattini de G
1% : grupo de Klein
Q2n : grupo quatérnio generalizado de ordem 4n
D, : grupo diedral de ordem 2n
Sa : grupo simétrico de ordem n
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', : grupo ciclico de ordem n



Indice

Introducao

........................................................................ i
Capitulo 1: Alguns Conceitos Basicos da Teoria de Grupos
1.1 — Grupos livres e apresentagoes de grupos ........... i 1
L2 — p-GrUDPOS i 7
1.3 - Grupos nilpotentes e séries centrais .................co.iiiiiiiiieaeanannennn. 8
1.4 - Série p-central inferior ........... ... i e 13
1.5 — Subgrupo de Frattini ............ oot 15
1.6 ~ Grupo de automorfismos de um grupo .............. il 18
1.7 - Estabilizador de um ponto num grupo de permutagdes ...................... 20
Capitulo 2: Algoritmo do Quociente Nilpotente
2.1 — Apresentacbes por poténcias e comutadores ................ ... iiiiii... 25
2.2 = ConSIStENCIA &ttt e 28
2.3 — Processo de Redugao ......... ..o e 37
2.4 — Apresentagoes ponderadas por poténcias e comutadores ..................... 41
2.5 - O Algoritmo do quociente nilpotente ........... ... i 45
2.6 - Um exemplo ...t e 48
Capitulo 3: Algoritmo para geragido de p-grupos
3.1 — Aspectos tedricos do algoritmo ........... ... i 52
3.2 — Alguns aspectos da implementagao ............. . ... il i 64
3.3 = Um exXemplo ... e 76
Comentdrios fiNals . ... ..ot e 99

Bibliografia ... ..o 101



“Dic  Hauptschwicrighcit besteht  dabei
nicht in ciner KNonstruktion aller Gruppen
cines bestimmten Typs, sondern in dcr
Angabe eincs vollstandigen Systems nicht
isomorpher Gruppcn aus den konstruicr-
ten Gruppen”™.

W. Magnus, 1937

Introdugﬁo

O problema de descrever todos os grupos de ordem n, para n, um inteiro positivo,
dando uma apresentacido por geradores e relagdes para cada tipo de isomorfismo de tais
grupos foi iniciado por A. Cayley {2] em 1878. Ele chamou este problema de “problema
ger ' para grupos finitos”.

3 neste século, no final dos anos 30, o problema tinha sido resolvido para n < 215
coni =xcegdo de n = 128 e n = 192. Pouco depois, P. Hall fez alguns trabalhos refe-
rentes a determinagio e classificagdo dos grupos de ordem 128. Num artigo de 1940 [5],
ele comenta que algumas técnicas usadas na classificagio de grupos de ordem pequena
falhavam para grupos de ordem 128 e entao estabelece o conceito de isoclinismo que,
enfraquecendo a nogdo de isomorfismo e admitindo que os p-grupos abelianos finitos dis-
pensam classificagdo, permite a classificagao dos p-grupos finitos em familias mutuamente
excludentes.

Em 1980, Rodemich publicou um trabalho no qual afirmava que existem 2358 grupos
de ordem 128 divididos em 113 familias de isoclinismo. Ele calculava manualmente essas
familias e, na maioria dos casos, usava calculos computacionais para contar o nimero de
tipos de isomorfismo de grupos dentro de cada familia.

Em 1975, M.F. Newman [10] deu a descrigio de um algoritmo para o célculo de
extensoes particulares de p-grupos, conhecido como “algoritmo para geragdo de p-grupos”.
Uma implementacao parcial do mesmo foi desenvolvida por Alford, J.A. Ascione, G.
Havas, C.R. Leedham-Green e M.F. Newman em 1976.



Em 1982, R. James ¢ M.F. Newman, fazendo uso dessa implementagao parcial, des-
cobriram alguns erros no trabalho de Rodemich. Posteriormente, um programa feito por
um aluno de Newman especialmente para checar os calculos de Rodemich revelou também
alguns erros nos célculos de James e Newman.

Em 1986, uma implementacio geral do algoritmo para geracao de p-grupos foi de-
senvolvida por M.F. Newman e E.A. O’Brien [12]. Esta implementagio permitiu a de-
terminagao completa dos grupos de ordem 128 pelo computador, mostrando que existem
2328 tais grupos (o tempo de CPU gasto em gerar a lista das apresentagdes foi aproxima-
damente 8 minutos num VAX 8700).

A aplicagdo deste algoritmo para determinar os grupos de ordem dividindo 256 ¢é
descrita em James, Newman e O’Brien [7] e em O'Brien [11].

Assim, o algoritmo para geracdo de p-grupos se revelou uma ferramenta impor-
tantissima para resolver o problema formulado por Cayley no caso particular dos p-grupos
finitos.

O presente trabalho tem por objetivo o estudo desse algoritmo. No capitulo 1,
incluimos alguns conceitos e propriedades basicas da teoria de grupos que sao utilizados
no decorrer do mesmo. Esses conceitos podem ser encontrados na maioria dos textos em
teoria de grupos, onde o leitor interessado podera apreciar as demonstragoes omitidas aqui.
Na secdo 1.7 apresentamos com razoavel grau de detalhes o algoritmo de Schreier-Sims
para o calculo do estabilizador de um ponto em grupos de permutagoes.

No capitulo 2, estudamos o algoritmo do quociente nilpotente, que é bdsico para se
determinar quocientes nilpotentes finitos de um dado grupo finitamente apresentado. O
material ai exposto tem como base os trabalhos de Havas-Newman [6] e Vaughan-Lee [15],
este ultimo, no caso particular da consisténcia.

Finalmente no capitulo 3, com base no artigo de E.A. O’Brien [12] abordamos os
aspectos tedricos bem como certos detalhes da implementagao do algoritmo para geragao
le p-grupos. Concluimos esta dissertacio com um exemplo elaborado de aplicagao do

algoritmo para um grupo 2-gerado.
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Capitulo 1

Alguns conceitos basicos da teoria de
grupos

Neste capitulo destacamos alguns resultados bésicos que sio usados no decorrer deste
trabalho. Com isto pretendemos facilitar a leitura do mesmo, evitando a necessidade de
referéncias constantes a outros textos.

As demonstracdes, na maioria omitidas, podem ser encontradas em [8], [14], [3], [13].

1.1 Grupos Livres e Apresentagoes de Grupos

Grupos Livres

Definigao 1.1.1: Um grupo F é dito livre sobre um seu subconjunto X se, dado um

grupo arbitrdrio G e uma fungdo f: X — G, existe um unico homomorfismo f : FF — G

tal que flx = f.



Proposigao 1.1.2: Se F ¢ livre sobre X, entao X gera F.

Demonstragao. v. JOHNSON (8]. -

Proposigao 1.1.3: Dois grupos livres I, ¢ I, sobre X1 ¢ Xy respectivamente sdo iso-
X,

morfos se, e somente se, | X;| =

Demonstragao. v. JOHNSON |8]. -
Definigao 1.1.4: Se F' € livre sobre X, X € dito uma base (livre) para F ¢ |X| € chamado
de posto de F. O

Construcao de um Grupo Livre sobre X

Se X =0, entao F := {e}.

Se |X| =1, entdo é claro que F = (Z,+).

Se | X| > 2, seja X = {z;|i € I}. Podemos supor X bem ordenado.

Seja X equipolente a X tal que X N X = 0.

Considere T = XUX eTr =T xT x -+ x T, n € N, onde, se n = 0, definimos
T° := {e}.

Seja W := U,>oT™ o conjunto das palavras no alfabeto X, isto é,

weW <= 3neN talque weTl™
— w:(yilvyi;)a"'ayin)yyiJEXUXV

Um segmento (¥i,,Yi,,;5---,¥i,) de w com 1 <r < s < n é uma subpalavra de w.
A composta uv de duas palavras u = (zi,,...,Zi,) € v = (Yiy,- - -, Yin,) Pertencentes a W
é dada por

UC = (T e e oy Tin s Yigo- oo s Yin) -

Definamos em W a seguinte relagao de equivaléncia, que denotaremos por ~:
se u,v € W, entdo u ~ v se, e somente se, v pode ser obtida de u através de um nimero

finito de inser¢oes ou remogdes de subpalavras da forma (9;, y:) ou (y:,¥:).

[V



Diremos que u € W ¢é reduzida se u nao contém subpalavras da forma (f, 1)
(z,%).
Para u € W (arbitréria), seja p(u) a palavra obtida de u pela remogao sucessiva (da

direita para a esquerda) das subpalavras da forma (z,#) ou (z,7).

ou

Exemplo: Seja u = (zy, 21, T2, 72, 23, 71, £2, 25, 73). Removendo a subpalavra (£2,22),
temos u' = (z1, r1, T2, £2, T3, %1, 23). Removendo agora a subpalavra (z,, £3), temos a pa-

lavra u"” = (z,, 1, 23, 71, 3) que é uma palavra reduzida. Logo p(u) = (z1, 21, 23, 21, Z3).

E claro que p(u) é uma palavra reduzida que coincide com u se u for reduzida e,
mais ainda, u ~ p(u).

Denotaremos u = v no caso em que u e v sejam idénticas como palavras. Com esta
notacao, estabelegamos os seguintes resultados:

Se u,v € W, uv := (u,v), entao
(i) pluv) = p(u p(v)), segue da definigio de p.
(i1) p(zi, &i,u) = p(u) = p(2s, z:, u) (segue de (i)).
(iii) p(u, z;, 1, 0) = p(uv) = plu, £i, 1, v) (segue de (i) e (ii)).

(iv) p(uv) = p(p(u)p(v)) (por indugio sobre o comprimento de u, usando (i), (ii) e
(ii1)).
Note que, se u ~ v e ambas sao reduzidas, entao u = v e, portanto, em cada classe
de equivaléncia de W sob ~ existe exatamente uma palavra reduzida.

Chamamos F(X) ao conjunto de todas as palavras reduzidas correspondentes as pa-

lavras em W.

Resultado 1: F(X) € um grupo sob a operacio definida como segue u,v € F(X),
v = f(uv).

Resultado 2: F(X) € livre sobre X.



Temos assim construido o grupo livre sobre o conjunto .X.

Apresentacoes de Grupos

Proposicao 1.1.5: Todo grupo é imagem homomdrfica de um grupo livre (isto €, um

quociente de um grupo livre).

Demonstragao: De fato, dado o grupo G, seja Y = G. E claro que Y é um conjunto de
geradores para G, consideremos Y indexado por um conjunto I, i.e. Y = {y;i € I}. Se
X = {z;,i € I} é um conjunto equipolente a Y e construirmos F := F(X) o grupo livre
sobre X, temos que a aplicagdo z; — y;, ¢ € I se estende a um tnico homomorfismo ¢

sobrejetor (Y gera G), ¢ : F' —— G, assim G = F/ ker ¢. -

Com a notagao da proposigéo anterior, seja R C F'(X) um conjunto de palavras que

geram N como subgrupo normal de F,i.e., N =< R>F=<r/ = f~Irflr€ R, f€ F >.

Definigao 1.1.6: Na situagio acima, denotaremos G' =< X/R > e diremos que < X/R >
é uma apresenta¢do para G. Os elementos de X sao chamados geradores e os de R sao

chamados relatores. m]

Cada um dos elementos de R tem por imagem lg pelo homomorfismo ¢, i.e., se

r=uz;'...z;* € R, entdo temos a seguinte relagdo entre os geradores de G:
yit...y;k = lg, por isso as vezes na apresentagdo < X/R > para o grupo G, falamos de

relagdes em lugar de relatores e escrevemos G =< X|r=1, r € R >.

Exemplos:
- O grupo ciclico de ordem n, C,,, tem apresentaciao < z/z" =1 >;
-~ O grupo diedral D, (das simetrias de um poligono regular de n lados) tem apre-

sentagdo < z,y/z" = 1,y° = 1,(z,y)* =1 >.

Observagao 1.1.7: Pode provar-se que um grupo F € livre sobre um seu subconjunto Y

se e somente se:



1) Y gera F
2) Nao eziste relagio nao trivial entre os geradores.

Neste caso, uma apresentagdo para F é: F =< Y/ >.
G ¢ finilamente apresentado se existem X e R finitos tais que G =< X/R >. a

Proposigao 1.1.7: Todo grupo tem uma apresentacdo e todo grupo finito tem uma apre-

sentagdo finita.
Demonstragao:v. JOHNSON [§].
Propriedades das Apresentagoes.

Lema 1.1.8: Sejam X,Y,Z grupos e o : X — Y, 8: X — Z homomorfismos, o sobre-

jetor e ker a C ker 8. Entdo existe um homomorfismo v:Y — Z tal que ay = f.

ker B Y
X ©

|

|

| / \v
Z

ker a

~

v

Demonstragao: v. JOHNSON [§]. -

Teorema 1.1.9 (von Dyck): Seja X um conjunto e F o grupo livre sobre X.
Se R e S sdo subconjuntos de F tais que R C S, entao existe um epimorfismo
0 :< X/R >—»< X/S > que fira X clemento a elemento. O nicleo de 8 € justa-
mente o fecho normal de S — R em < X/R >.



ker ,B

N

J

ker o
Demonstragao: v. JOHNSON [8]. =

Teorema 1.1.10 (Teste de Substituigao): Sejam G =< X/R >, um grupo H e
0 : X —» H uma fungdo. Entdo 0 se estende a um homomorfismo 8" : G — H se, e

so :ente se, para todo x € X e todor € R, o resultado da substitui¢do de x por z0 em r

dd a identidade de H.
Demonstragao: v. JOHNSON [§]. ™

Teorema 1.1.11: Sejam F =< X/ >,G =< X/R > e suponhamos w,r € F com w

arbitrdrio er € R— R. Sey € um simbolo que ndo estd em X, entdo ambas as inclusoes:

X — <X/R,r>
X - <Xy/Rylw>

se estendem a isomorfismos com dominio G.

Demonstragao: v. JOHNSON {§]. n

Este teorema fornece quatro formas de modificar uma apresentagao dada, < X/R >,
para obter outra, < X’/R' > digamos, do mesmo grupo. Essas formas sdo chamadas de

transformagoes de Tietze e sao definidas da seguinte maneira:

Seja G =< X/R >.
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3

Sere€< X >er=1emG, entio scjam X' = X ¢ R’ = RU {r}

R”: Sere Rétalquer =1em < X/R— {r} >, entio scjam X'= X ¢ R = ]} — {r}
X*:Sewe< X>exd X,sejam X' = XU {z} e R = RU {wz™")
X :SereXewe< X —{z}>étal que wr™! € R, entdo substitua z por w em todo

elemento de R — {wz™'} para obter R e seja X = X — {z}.

(As transformacgées RT e R~ correspondem a adicionar e remover relatores supérfluos
enquanto X+ e X~ correspondem a adicionar e remover geradores supérfluos respectiva-

mente).

Observacoes:

1) Dadas duas apresentagées finitas do mesmo grupo, cada uma pode ser oblida a

partir da outra por uma seqiiéncia finita de transformagoes de Tietze.

2) Se a apresentagdo < X'/ R’ > € obtida a partir de < X/R > por uma seqiéncia
finita de transformagées de Tietze, entao < X'/R' > = < X/R >.

Teorema 1.1.12: Se G =< X/R > ¢ H =< Y/S >, entdo o produto direto G x H tem
apresentagio < X,Y/R,S5,T > onde T € o seguinte conjunto

(a7l € X, ye V).
Demonstragao: v. JOHNSON [8]. -
1.2 p-Grupos

Definigao 1.2.1: Seja p um primo. Um grupo G é dito um p-grupo se a ordem de todo

elemento de G é uma poténcia de p. O

Observagdo 1.2.1 (1): Se G for finito, dizer que G € um p-grupo € cquivalentc a dizer
que |G| = p" para algum n € N. O



Exemplos: p=2

1) Da,Qs, Z|BZ, Z |27 x Z|2Z x Z|2Z sio 2-grupos finitos de ordem 23

2) ZJ2Z x Z|2Z x ... x Z|2Z x ... é um 2-grupo infinito.
Definigao 1.2.2: Um subgrupo S de um grupo G ¢é um subgrupo de Sylow de G se:

1) S é um P-grupo

2) SeS'<G,S" éum pgrupoe S <S5 entio 5’ =S. O
Proposigao 1.2.3:

(1) Se G € um p-grupo finito ndo trivial, entao |Z(G)| > 1.

(i1) Seja H QA G. Se H e G/H ambos sdo p-grupos, entdo G ¢ um p-grupo.

(iii) Seja |G| = p™, com p primo. Se 0 < k < n, entdo G contém um subgrupo normal

de ordem p*.
(iv) Se G € um p-grupo finito e M < G € mazimal, entdgo M I G € (G : M} = p.

(v) Se G € um p-grupo finito e H < G, entdo H < Ng(H). (Ng(H) = {g € G/z° =

Demonstragao: v. ROTMAN [14] ou HALL [3]. -

Definigao 1.2.4: Um p-grupo G é dito p-grupo abeliano elementar se G for abeliano e
=1 Vzed. O

1.3 Grupos Nilpotentes e Séries Centrais
Grupos Nilpotentes

Definigao 1.3.1: Um grupo G é dito nilpotente se tem uma serie central, i.e., uma série:

(1) G=Gy>G; >...>G, ={1} tal que:



a) G,‘QG, i=0,1,...,n

b) Gi/Giy1 < Z(G/Giya)

O comprimento da série (1) é n.

A classe de nilpoténcia de um grupo nilpotente G, c¢{(G), é o comprimento da menor

série central de G. o
Observagao: Note que b) requer, em particular, que {1} # G,_; < Z(G). ]
Exemplos:

1) Os grupos abelianos ndo triviais sdo os grupos nilpotentes de classe 1, pois

G = G¢ > Gy = {1} é uma série central, de comprimento 1.

2) O grupo simétrico S3 nao é nilpotente, pois Z(S3) = {1}.

Proposigao 1.3.2: Subgrupos, quocientes e produtos diretos finitos de grupos nilpotentes

sdo também nilpotentes.

Demonstragio: v. ROTMAN [14]. n
Proposigao 1.3.3: Todo p-grupo finito € nilpotente.

Demonstragdo: v. ROTMAN [14]. -
Subgrupos Comutadores

Definicao 1.3.4: Sejam zi, T,,... elementos de um grupo G. O comutador de v, e T,

: -1~ - -1 :
(nesta ordem) é o elemento [z, 4] := a7 2y T2, = 27'2}?, onde 27? = x5 'z;7,. Para

n > 2, o comutador stmples de peso n é definido recursivamente por

(1,22, ..., 2] = [[®1,- ., Tno1),20),  com a convencao que [z] = 2. a



Proposigao 1.3.5: Sejam z,y,z elementos dec um grupo GG, Entao:
i) ey =y, 2]
i) [zy,2] = [z, 2"[y, 2] 5 [z,y2] = [z, ][z, )"
i) (2,57 = [y, 2 5 (o7 y) = [y, 2T
iv) [z,y71, 2]y, 271, 2)*[z, 271, y]* = 1 (Identidade de Hall Witt)

Demonstragao: Segue da definicdo do comutador.

Definigao 1.3.6: Sejam X;, X,,... subconjuntos nao vazios de um grupo G. O subgrupo
comutador de X; e X,, denotado [X;, X5] é definido por:

[Xl,XQ] =< [.’L‘l,.’L‘Q] / Ty € X].,.Tz € AX—Q > .
Para n > 2, definimos recursivamente
[X1, Xo,. o Xa] = [ X000, Xaoa], XG)

~vnvencionando que [X;] =< X] >. g

“coposigao 1.3.7: Sejam ¢ # X C G e K < G. Entdo
) <X >F=<X,[X,K]>

i) [X, KX = [X, K]
iii) Se K =<Y > entao [X, K] = [X, Y.

Demonstragao: v. ROCCO [13]. n

Proposigao 1.3.8: Sejam H, A’ < (G. Entao:
i) [H,K|9d <H,K >
ii) Se H; < H,K; < K, entdo [H;, k1) < [H. K.
i) [H,K)< H& K < Ng(H)

10



1v) Se a: G — G, é um homomorfismo de grupos, entao

[H,K]* =[H®,K°] (onde X® = imagem dc X por a).

v) Se H e K sio normais (respectivamente caracteristicos) em G, entio [H, K] é um

subgrupo normal (respectivamente caracteristico) de G.
Demonstragio: v. ROCCO [13]. -
Série Central Inferior

Definigao 1.3.9: A série central inferior de um grupo G
(2) G=7(G)2m(G)>...2%(G) > ...

7 (G) = G
7i41(G) = [(G),G], i>1.

¢ definida recursivamente por {

E comum denotar-se por G’ o segundo termo desta série, i.e., G' = 11(G) = [G,G] o qual

é dito grupo derivado de G. 0

Observacao: Cada termo ~i(G) € um subgrupo totalmente invariante em G,
i.e., € invariante por qualquer endomorfismo de G, fato este que decorre da
proposi¢do 1.3.8 (iv). Em particular, v;(G) < G,V i. Portanto tomando-se o quociente
por vi41(G) na igualdade ;41 (G) = [v:(G), G}, obtem-se

%:(G) G
’7{+1(G)’ 7i+1(G)

= {1}

o que significa que para cada v > 1’% < Z(G/7i41(G)). Ou seja que (2) € uma
série central. fae

Notemos também que a série (2) pode tornar-se estaciondria ¢ partir de algum termo
Y(G) > {1} (€ o que acontece, por exemplo com o grupo simetrico Sz,72(S3) = 73(S3) =

L= Ag) 0
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Proposigao 1.3.10: Se G € nilpotente, entdo
UG) =k & 3ua(G) # {1} e w(G)={1).
Proposigao 1.3.11: Seja G gerado por um conjunto X. Entdo
1) %(G)=<[zy,...,z)/z; € X,j=1,...,i,0 € G >.
i) %(GQ) =<[z1,...,2);%41(G) > onde z; € X paraj=1,...,i.
i) Se X = {z,y} entdo 7:(G) =< [z,9]; 13(G) > e assim, v,(G)/~3(G) ¢ ciclico.
iv) Se X = {z,y} entdo G" := 7(G') < ~s5(G).

Demonstragao: v. ROCCO [13]. -

Proposigao 1.3.12: Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado entio G tem uma

série central

{I}ZGOSGlf_...SGn:G

tal que cada fator G;41/G; é ciclico, 2 =0,...,n — 1.
Demonstragao: v. ROCCO [13]. -

Corolario 1.3.13: Se G é nilpotente finitamente gerado, entao todo subgrupo de G é

finitamente gerado.
Demonstragao: v. ROCCO [13]. -

Teorema 1.3.14: Seja GG nilpotente, gerado pelo conjunto junto {z;,...,z,}. Se cada

x; tem ordem finita m;, entdo G € finito e |G| divide alguma poténcia de m = m;...m,.
Demonstragao: v. ROCCO [13]. =

Definigao 1.3.15: Seja G um grupo e H < G. Dizemos que H € subnormal em G se

existe uma cadeia:

H=HydH,d..9H,, =G, ligando H ¢ G. =

12



. - o . .
Encerrando esta secio damos algumas caracterizacoes dos grupos nilpotentes finitos.

Teorema 1.3.16: Seja G um grupo finito. Enido sdo equivalentes:
(i) G € nilpotente
(ii) todo subgrupo de G € subnormal em G.

(iii) G satisfaz a condi¢do do normalizador, i.c., todo subgrupo proprio de G estd pro-

priamente conlido em seu normalizador em G. (H < Ng(H)).
(iv) Todo subgrupo mazimal é normal

(v) G € um produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Demonstragao: v. ROCCO [13]. |
1.4 Série p-Central Inferior

Definicao 1.4.1: Seja p um numero primo. A série G = Py(G) > FA(G) > ... >
P,(G) > ...; onde cada P;4;(G) = P;(G)P[P)(G),G] e G =< ¢?/g € G > é denominada
série p-central inferior de G.

Se Pr1(G) # {1} e P.(G) = {1} entao dizemos que G tem p-classe k. ]

Observagao 1.4.1 (1): Se G tem p-classe k, entdo G € nilpotente e clG < k. (De fato,
711(G) = G' < P(G) e indutivamente v;(G) = [vi-1(G), G] < [Pi-1(G),G] £ P(G), assim

se P.(G) = {1}, entdo v(G) = {1}). O
A proposicao que segue justifica o termo p-central utilizado na defini¢ao anterior.

Proposigao 1.4.2: Se G = Py(G) > P(G) > P(G) > ... > P(G) = ... € a serie
=1,2,

p-central inferior de G, entdo, para cada i = , temos
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1) R(G)2G

2) P(G)/Pis1(G) < Z(G/ Pina(G))

3) Pi(G)/Pi11(G) tem expocnte p.
Demonstragao:

1) Segue por indugdo sobre 1

2) Segue da definicio de P, (G)

3) Se a € P/(G)/P41(G), entao ¢ = ¢gP.,(G) para algum g € P/(G), logo
a? = a?P;11(G) = P4 1(G) pela defini¢ao de P (G) -

A continuagao daremos algumas propriedades importantes da série p-central inferior de

um grupo G que usaremos freqiientemente no capitulo 3.

Propriedade 1.4.3: Dado ¢ € N, se P.(G) = P.41(G), entdo P.y1(G) = P.12(G).
(Segue-se da definigdo). -

Propriedade 1.4.4: Se G € finitamente gerado, entao G/P;(G) é um p-grupo finito,

V. (Faca indugao sobre ¢ e note que, para cada 7, tem-se que P;(G)/P;;11(G) é abeliano

elementar finitamente gerado e portanto um p-grupo finito). -

Propriedade 1.4.5: Se 6 é um homomorfismo de G, entio (P,(G))8 = P,(G8). (Segue

da definigdo da série p-central inferior para G9). -

Propriedade 1.4.6: Cada termo Pi(G) da séric p-central infevior de G € totalmente

invariante em G. (Faga indugdo sobre 7 e use o resultado anterior). =

Propriedade 1.4.7: Se N < G e o quociente G/N tem p-classc ¢, entio P.(G) < N.
(Segue da propriedade 1.4.5). n
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Propriedade 1.4.8: Se G/N tem p-classc ¢, entao P(G) < N ¢ P_i(G) i N. (Segue
da definigao da p-classe e da propriedade 1.4.5)

]
Propriedade 1.4.9: [P(G), P/(G)] < Piyj11(G) para i,j = 0,1,.... (Segue por
inducdo). |

1.5 Subgrupo de Frattini

Definigao 1.5.1: Seja G um grupo arbitrdrio. Definimos o subgrupo ¢(G), chamado
subgrupo de Frattini de G, da seguinte forma:
HG) =G (M

MG

Observacgao 1.5.1 (1): Segue da defini¢do que ¢(G) = G se, e somente se, G ndo tem
subgrupos mazimais. a
M'servagao 1.5.1 (2): ¢(G) € um subgrupo caracteristico (i.e., invariante por qualquer
“smorfismo de G), jd que todo automorfismo de G age como uma permutagdo no con-

J- ‘o dos subgrupos mazimais de G. 0
O subgrupo de Frattini de G, tem uma relagio interessante com a geragao de G.
#(G) consiste dos elementos de G que sdo “supérfluos” na geracao de GG no seguinte sen-

tido:

Definigao 1.5.2: Um elemento z € G é dito supérfluo na geracao de G, se VI' C G tal
que < T,z >= (G tem-se também que < T >= G. o

Note que se G # {1}, certamente 1 é supérfluo na geragao de G.

O resultado que antecipamos € entao o seguinte.



Teorema 1.5.3: Scja G # {1}, logo #(G) € o conjunto dos clementos supcrfluos na
geragdo de G.

Demonstragao: v. HALL [3].

=
A continuagdo daremos outras propriedades de ¢(G).
Teorema 1.5.4: O :subgrupo de Frattini de um grupo finito € nilpotente.
Demonstragao: v. HALL {3]. n

Teorema 1.5.5: O subgrupo de Frattini de um grupo nilpotente G contém o grupo deri-
vado, G'.

Demonstragio: v. HALL [3]. N

Teorema 1.5.6 (Wielandt): Se o subgrupo de Frattini de um grupo finito G, contém o

grupo derivado G', entdo G € nilpotente.
Demonstragao: v. HALL [3]. =

Observacgao: Conclui-se entdo, dos teoremas 1.4.5 e 1.4.6 que: Se G € finito, entdo G €

nilpotente se, e somente se G' < ¢(G). O
Proposigao 1.5.7: Se G € um p-grupo finito, entio ¢(G) = P(G) = GPG'.

Demonstragio: E claro que P;(G) < ¢(G), desde que M é maximal em G e G é um p-
grupo finito, entdo segue da proposicao 1.2.3 (iv) que [G : M] = p e assim, se g € G temos
que g°M = (gM)? = M e portanto g* € M V g € G. Analogamente [gM,g'M] = M
(pois G/M é ciclico) e logo [g,¢') € M Vg,g' € M.

Reciprocamente, vejamos agora que ¢(G) < FP;(G). Suponhamos que existe z €
(¢(G) — P(@)), logo T = xP,(G) é um elemento nao trivial de V' = G/Pi(G) que é um

16



espago vetorial sobre I, portanto, T é parte de uma base para V.

Agora note que se {@,...,@4} é uma base para V. = G/P(G) (onde cada
a; = a;P(G)), entio G =< ay,...,aq, P,(G) > e como Pi(G) £ o(G). temos pelo
teorema 1.5.3 que G' =< a,,...,a4 > e é claro que d é o nimero minimo de geradores
para G.

Assim, tinhamos que 7 é parte de uma base para V, logo, pela observacio acima

z é um gerador essencial para G contradizendo o fato € #(G). Conseqiientemente,

#(G) < A (G). n

Teorema 1.5.8 (Teorema da base de Burnside para p-grupos finitos):
Seja |G| = p*,n € IN. Seja ¢ = ¢(G) o grupo de Frattini de G. O quociente A := G/¢

€ um grupo abeliano elementar. Se |A] = p”, entdo todo conjunto de elementos zi, ...,z
que gera G contém um ubconjunto de r elementos x4, ...,x, que gera G.
A aplicagdo natur.. G — A leva os elementos x;,...,z, numa base ay,...,a, de A

e reciprocamente, todo conjunto de r elementos de G que € levado pela aplicagdo acima

num conjunto de geradores de A, gera G.

Demonstragao: Pela proposicao 1.5.7, sabemos que ¢ = Pi(G) = GPG’, logo é claro
que A = G/¢ é abeliano elementar. Se |A| = p” entdo toda base de A (como Z,-espago
vetorial) consiste de r elementos, digamos ay, ..., a,.. Se by,...,bs geram A, podemos obter
uma base para A tirando os b; ‘s que pertencem ao subgrupo gerado por by, ..., bi-1.

Sejam agora zj,...,z, geradores de G. Na aplicagdao natural G — A = G/¢, seja
b; a imagem de z; para7 =1,...,s. Logo, b;,...,b; geram A e portanto um subconjunto
{ay,...,a;} C {b1,...,bs} é uma base para A.

Seja {z1,...,2,} o subconjunto de {z,...z;} tal que a; é a imagem de z;, para
t=1,...,r. Queremos provar entio que z,,...,z, geram G.

Seja H =< zy,...,2.}.

Se H # G, entao H est4 contido num subgrupo maximal de G, digamos H < M < G.

max

Mas considerando novamente a aplicagao natural G — A = G/¢, temos que H

é levado em %9 < M/¢ = B, onde B é um subgrupo de A de ordem p'~! (ja que
N € M
M < G = [G: M]=p,logo |G| = |M]-p e em consegiiéncia |;—l = ]?I -p). O que
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contradiz o fato
H=<z,...,0, >5<ay,...,a, >= A.

Portanto, H = G e z,,...,z, geram G.
1.6 Grupo de automorfismos de um grupo

Definigao 1.6.1: O -grupo de automorfismos de wm grupo G, denotado Aut(G), é o con-

junto de todos os automorfismos de G sob a operacao de composi¢ao. (Aut(G) < Sg). O

Definigao 1.6.2: Um automorfismo a de G é dito interno se é a conjugagdao por um

1

elemento de G, i.e., a(z) = 7,(z) = a”'za para algum a € G. Em outro caso, dizemos

que « € externo. O

Teorema 1.6.3:

1) Se H <G, entao Co(H)< Ng(H) ¢ Ng(H)/Cc(H) € isomorfo a um subgrupo de
Aut(H). (Aqui (Co(H) ={g9€ G/g~'hg=h,h € H}).

2) O conjunto de todos os automorfismos interiores de GG, denotado I,,(G), € um
subgrupo normal de Aut(G) e G/Z(G) = I,,(G).

Demonstragao: v. ROTMAN [14]. -

Teorema 1.6.4:

{1} se m=1
Aut(Zym) = Z, se m=2
Ly X Zogm-2 se m >3

Se p € um primo ‘mpar

Aul(Zpn) E Z(p-1ypr—

Demonstragao: v. ROTMAN [14]. ]



Definigao 1.6.4: Um grupo G é complcto se Z(G) = {1} e todo automorfismo de G ¢é

interno. O

Note que se G' é um grupo completo, entio Aut(G) = G (segue do Teorema 1.6.3).
Teorema 1.6.5: S, (o0 grupo simétrico) € completo se n # 2 e n # 6.

Demonstragao: v. ROTMAN [14].

|
Corolario 1.6.6: Aut(S,) = S, paran #2 en # 6.
Demonstragao: Segue-se da defini¢ao 1.6.4 e do teorema 1.6.5. -
Teorema 1.6.7: Aut(Se)/1,,.(Ss) = Z,.
Demonstragdo: v. ROTMAN [14]. =

Teorema 1.6.8: Se H 4 G e H ¢ um grupo completo, entao H € um fator direto de G,

t.e., eriste um subgrupo normal K de G tal que G = H x K.
Demonstragdo: v. ROTMAN [14]. -

A continuagio daremos uma lista de resultados que serdo tteis na hora de fazer al-

guns calculos com o algoritmo de geragao de p-grupos.

Lema 1.6.9:
1) SeV € o grupo de Kleim (V = Cy x (), entdo Aut(V) = Ss.

2) Se G € um grupo abeliano elementar de ordem p*, com p primo, enlao

Aut(G) = GL(n, p).

3) Se H ¢ K sao grupos finitos cuja ordens sio relativamente primos, entao

Aut(H x 1) = Aut(H) x Aut(h).
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6)

~ ’ ;
Aut(Qg) = Sy, onde Qg ¢ o grupo dos qualcrnios, de¢ ordem 8.

Se G € um grupo abeliano finito com mais de dois cementos. entio Aut(G) nao
pode ter ordem fmpar. (Sex — 273 ¢ « identidade, ¢ntao G ¢ abcliano elementar

de ordem 2™ e Aut(G) = GL(n,?2)).

Se G € nao abeliano, entdo Aut(G) ndo € ciclico. (I,,(G) nao € ciclico).

Observagao: De 5) e 6) conclui-se que um grupo ciclico de ordem impar, ndo € Aut(G)

para nenhum grupo finito G. O

1.7 Calculo do estabilizador de um ponto num grupo

de permutacoes

Seja X um conjunto finito nio vazio e G < Sy um grupo de permutacgoes sobre X.

Definigao 1.7.1:

a)

Definamos a seguinte relagao sobre os elementos de X:
Se z,y € X, = ~¢ y se e somente se 3g € G tal que y = 29. E claro que ~g é
uma relacdo de equivaléncia. A classe de equivaléncia de um ponto z € X é dita a

G-orbita de x.

Dado Xy um subconjunto nao vazio de X, definimos o estabilizador de X, e deno-

tamos Stabg(Xy) ao seguinte conjunto

Stabg(Xo) = {g € G/2® =z, Va € Xo}.

Em particular, se Xy = {2} definimos o estabilizador do ponto = e denotamos

Stabg(z) ao conjunto
Stabg(a) = {g € G/2° = z}.

Proposigao 1.7.2: Stabg(Xy) < G para qualquer subconjunto ndao vazio de G.

Demonstragao: Imediata.



Proposigao 1.7.3: S¢e G < Sy ez € X, cntio |Orb(2)] = [G : Stabg ()]

O objeto desta segao é dar um algoritmo para o calculo de estabilizador de um ponto
num grupo de permutacdes. Para isso serd importante estudarmos em detalhe o seguinte

teorema:

Teorema 1.7.4 (Schreier): Sejam G um grupo finitamente gerado € H < G um sub-

grupo de indice finito. Entido H € finitamente gerado.

Demonstragao: Sejam G =< S >,5 = {sy,...,8,} e [G: H =n.

Seja agora T = {t1,12,...,1,} um tranversal & direita para H em G (i.e., um conjunto
completo e irredundante de representantes das classes laterais a direita de H em (). Logo,
Y = {H, Hty,..., Ht,} é o conjunto das classes laterais a direita. Temos entao que G age
sobre Y da seguinte forma: (Ht;)g = H(t;g) = Ht; fornecendo uma permutagao de Y e
consequentemente de {1,...,n} tal que j = (7)g.

Assim, Ht,g = Ht;), parat € {1,...,n} e g € G e portanto, dado g € G, temos
(1) tig = h(ti,g)tu, onde h(ti,g) € H

Seja entdo a € H. Como elemento de G temos que a é um produto de elementos de
SUS e

a=1uy...ur; com u; € SUS k>0.

Portanto

a = ly-a=1-u...up = (Bug)ug .. up
= (R(ty,u1) by Juz ... up por (1)
= h(ty, u1)(tayu - U2)us. .. Uk
= h(ty, u1)h(t (1), u2) (F)uywe Us)Ua - - . Uk

= h(t, ul)h(t(l)ul U)o R (g ey W) E () s

= h(ty, u)h(ta)uy, ) - (E)ur s W)L ()a



Comoa€ He h(t?ul)a sy h(t(l)ul...uk_,3uk) S f], temos que i(l)a =l =1l¢ portanto

a = }I.(t] y ’ll])l?.(t(l)ul ’ U'_)) PR h(t(l)ul-nuk-—l \ Zlk)

Logo H e gerado pelos elementos de forma h(t;, u)ycoml<i<n, ue SUS!, Segue-se

entao que H e finitamente gerado. -

Observagao 1.7.4 (1): O conjunto Z = {h(t,u)/t € T,u € SU S} € chamado con-

Junto de geradores de Schreier para H. O

Observacao 1.7.4 (2): Denotemos § o representante da classe H,. Assim
tig = h(t;, g)l(i)g € portanto {;¢g = {(;)y. Logo t,¢ T = bt g).
Temos entao 2 = {tufﬂ_l/t eT, ueSuU 5—1}. o

Seja agora G < Sy onde X = {1,....,n} e G =< § >=<71,...,7, >. E claro
entao que para construir H = Stabg(1) € suficiente construir um conjunto de geradores
de Schreier para H. Para seguir os passos do teorema, é preciso construir primeiro um

transversal para H em (. Para isso, proceda da seguinte maneira:
ALGORITMO 1.7.5:

Passo 1: Aplique cada gerador de G, 7;, ao ponto 1, marcando os novos elementos que

aparecem pela primeira vez.

Passo 2: Aplique cada gerador 7; aos novos pontos assim obtidos até que nenhum ponto

I1O0VO OCOrITa.

Observagao 1.7.5 (1): Desta maneira temos calculado a orbita do elemento I e le-
mos entdo a informacdo sobre a cardinalidade do transversal T que procuramos, jd que

|T| = |Orbg(1)| pela proposicdo 1.7.3.

Passo 3: Agora observe que se lg = j, tem-se g = t;, de modo que para encontrar o

representante t; € T, basta olhar para o traco do elemento j. rastreando sua imagem a

]
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partir do ponto 1.

Exemplo: Sejam X = {1,2,3,4}; G = S, =< § > onde S = {n = (12);(1231)}. Seja

¥

H = Stabg(1). Procuremos um transversal para H em G.

Executando o algoritmo 1.7.5, temos:

Im=2; 2n=1; 3n=3; 4n =4

o =1, 2rp,=3; 3ma=4; 41, =1
Portanto: Orbg(1) = {1,2,3,4} e |T| = 4, i.e., T = {t;,1s,13,t4} onde t; é um repre-
sentante da classe trivial e portanto sera sempre escolhido sendo a identidade, ¢, = dg.
Para calcular os representantes restantes, calculemos os tragos dos elementos 2, 3 e 4 a

partir do ponto 1:

2=1mn, logo ty=mn
3 - 2T2 = 17'172 y logo t3 — 7-17-2
4=3m=2mmn=1n1}, logo t4=mn7}

Portanto T = {tl = ZdG; t2 = T; t3 = T T9; t4 — 7-17.22}. -

. Uma vez obtido o transversal para H em G, proceda da seguinte maneira para obter

um conjunto de geradores de Schreier para H:

ALGORITMO 1.7.6:
Passo 1: Paracada t; € T e cada 7; € SU S™! calcule g;; = t;7;;
Passo 2: Se (1)gi; = k, faga G;; = tx;

Passo 3: Calcule s;; = ¢;;Gmi; ! que é um gerador de Schreier. Logo construa o conjunto

de geradores de Schreier para H:

Z = {s,.j/ue{1,...,|orb(1)|}; je {1,...7‘}}.



Voltando ao exemplo acima, tinhamos

T={ti=1idg, t, =7, t3= T2, ty = 7'173} = {idg, (12), (134), (1432)}.

Assim

Jgu=tmn=rmn; (1)g11=2, logo gi1=n e portanto sy; = M1y = idg

g2 =170 = To ; (L)g12=2, logo giz=mn e portanto sjp = Torp = (234)

913 = tlrz,"l = ‘1'2"1 ; ()13 =4, logo g3 = 777 e portanto s33 = 7'2_37'1 =Ty = (234)
g1 = temy = tdg ; (1)g21 =1, logo 721 = idg e portanto s21 = idg

gaz = tgT9 = 7Ty ()g22 =3, logo G2z = 72 e portanto sy = idg

g3 = tgr{l = 7'17'2_1 i (L)gaa=1, logo ga23 = id;g e portanto s3 = 717'2_1 = sl';,l = (432)
g1 =t3my =TT ;. (l)gs1 =3, logo ga1 = mm e portanto s3 = T1T27'1T2~1T1 = (24)
g3z = t3Ty = TTE ; (1)gs2 =4, logo gaz = my7# e portanto s32 = idg

g3z = 1373 = 71 (1)gsz=2, logo gaz=n e portanto 833 = idg

g =t4my =nrin; (U)gan =4, logo gar = 74 e portanto sq = mrin(nrd)™! = (34)
Ga2 = l4To = TS ; (1)gs2 =1, logo giz =idg e portanto sg0 = 775 = (432)

943 = t47'2"1 =n7; ()gaz=3, logo gaz =77 eportanto s43 = idg

Assim Z = {idg,(234),(34),(432)} e como (432) = (234)7! e (24) = (234)(24),
temos entao

H = Stabg(1) =< (34);(234) > .



Capitulo 2

Algoritmo do quociente nilpotente

Nosso objetivo neste capitulo é descrever um algoritmo que, partindo de uma apre-
sentagdo abstrata finita de um grupo, dé como resultado uma apresentagdo por poténcias
e comutadores do maior quociente nilpotente finito deste grupo.

O algoritmo do quociente nilpotente, NQA, constitui-se essencialmente por um con-
junto de rotinas para manipular apresentacoes por poténcias e comutadores.

Dado um grupo G finitamente apresentado e um primo p, o NQA constréi uma
apresentacdo consistente por poténcias e comutadores para o maior p-quociente finito de
G. Desta forma, o NQA determina o p-subgrupo de Sylow do maior quociente nilpotente
finito de G.

Note que se o grupo dado, G, for nilpotente finito, 0 NQA constrdéi uma apresentacao
consistente por poténcias e comutadores para G a partir de uma apresentacao finita qual-

quer.
2.1 Apresentagoes por poténcias e comutadores

Definicdo 2.1.1: Uma apresentagao por poténcias e comutadores para um grupo G con-
. nin+1)
siste de um conjunto finito A = {a;, as,...,a,} de geradores ¢ um conjunto de ———



relacoes:

n .
@ = [Tag™1<i<cn-1c ®=¢
l=141
la;,a;] = H a?(i’j’l),1§i<]‘§n—l e [an,a]=c,1<i<n-1
I=3+1
onde p é um primo e oz, 1), B(¢,j,1) variam em {0,1,...,p — 1}. )

Proposicao 2.1.2: Todo p-grupo finito tem uma apresentagio por poténcias e éomuta-

dores.

Demonstragao: Seja G um p-grupo finito de ordem p*, logo existe uma série central
{6} :Hn+1 <H,<H,,.<..<H =G

tal que H;/H;;1 é ciclico de ordem p, Vi € {1,...,n} (proposicao 1.3.12).

Assim, temos

(1)
H,/Hp41=H,=<a, | d =e>< Z(G)

e
H. 1 /H,=<an,1 [ d_,=c¢ >%) Z(G/H,)
consequentemente
H, 1 =<ay_1,a, | d_; = ai(”_l'"),aﬁ =e,{an, an-1l Qe
Analogamente
Hn—2 =< ap-2,0n-1,0p / afx—? = a:(nl 2m-t) a(n 2n), 5 1= ayal(n—l,n) ’

a?F = ¢ q’[(Ln,(ln_l] = [(ln, ln— 2]

3

2) a(n-1,n-2,n
[an——laan—Q] = an( ) >

e para k € {1,2,...,n} temos

1,141) (¢,141) a(in
Hy = @k, @ity oy Gnoryty [ @ = afly a0 a2t
E<i<n-1,0<a(t,))<pd =ce

a(1,7,i+1) a(i,7,14+2) aligm
laj,ai] = J+1J ?+2J canton)
k<i<j<n—-1.,0Za(,5,l)<p

[ap,a;] =€, k<j<n.)

26



Obtemos assim a seguinte apresentagao por poténcias e comutadores para o p-grupo G:

n
G =H, = (a1,ay,...,a4,-1,a, | a’ = H a,"("l),ISiSn——l,0§o(i,j)<p,
I=i+1

a? = ¢, laj,a] = H a?(i.j,l) :
=541
1<j<i<n—1,0<a(i,jl)<p,

l[an,a;)=€e,1<j<n.)

n
Observagao 2.1.3: Seja agora G um grupo finito com a sequinte apresentag¢do por

poténcias e comutadores:

( geradores : ay,as,...,a,
n .
relagées:  df = Ha;’(””,lgign——l e af =e
< =141 n - (214)
[a;,a:] = H ala(]'t’) I1<1<y<n—1
=341
L [@n,a;]=€,1 <1< n

onde 0 < a(i, 1), a(j,1,1) < p.
Seja A; =< a;,@i41,...,a, >, 1 <1 < n. Observe que A; 9 G e que, por indugdo

inversa sobre i, qualquer elemento de A; pode ser expresso na forma normal:
aPialtr . aPr onde 0< B <p

para cada i temos um quociente A;/A;y1 =< a;A;4; >, onde af € Ay € assim

.

|Ai/Aipa| =1 ou |Ai/Ain|=p
logo, temos que G € um p-grupo e |G| < p™. 0
Definigao 2.1.5: A apresentacgao (2.1.4) serd dita consistente se |G| = p". O
Observacao 2.1.6: Como o NQA tem por objetivo o cdlculo dc apresentagoes consisten-

tes por poténcias e comutadores, serd importante, no que segue. cstabelecer um critcrio

de consisténcia para tais apresentagoes. O

[AV]
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2.2 Consisténcia

eia . . i . . ERT I
Seja p um primo e G' um p-grupo finito, d gerado (i.e dimp, 7% = d), de ordem no

, . n . . . . ..
maximo p". Seja P a seguinte apresentagio de G por poténcias e comutadores:

[ geradores @ ay,a,,...,4a,
relacoes : af = ] af’(i’l) 1<i1<n~1eadl=e
P:J ' l=141 n
[¢j,a)= J[ V" 1<i<j<n-—1
=741
{ [@n,a;) =e,1<i<n

com 0 < a(z,1),a(7,7,1) < p.

Seja W = {af(l)ag(z) a0 < i) <p, 1 <i < nb.

n

Definigao 2.2.1: Os elementos de W sao chamados palavras normais nos geradores

de G. 0

Definicao 2.2.2: Processo de Coleta Toda palavra nos geradores de G pode ser
transformada numa palavra normal usando o processo de coleta que descrevemos a seguir.

Seja w uma palavra nos geradores ay,...,a,. Entio
1 - Se w é normal, pare.

2 — Caso contrario, w contém no minimo uma subpalavra ndo normal minimal, digamos
 da f r a; | > i. Substi 3 do a relaga
u, que € da forma a; ou aja; com j > . Substitua entao u usando a relagao

correspondente em P, obtendo assim uma nova palavra w', nos geradores ay, . .. . an.

3 - Faca w = uw' e voltea 1. 0

Observagao 2.2.3: FE claro que este processo termina numa palavra normal apos um

numero finito de passos. O

Observagao 2.2.4: O processo descrito no ponto 2 ¢ rcferido como coleta de u.

o
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Se em algum estdgio do processo tivermos mais de uma subpalavra nao normal mi-
nimal a coletar, pode-se comegar por coletar qualquer subpalavra nao normal minimal ou
decidir entdo coletar sempre o menor indice nio colctado, da dircita para a esquerda. Este
processo € conhecido como o processo de coleta a direita. Analogamente pode scr definido

um processo de coleta & esquerda. O
Um critério para a consisténcia da apresentacao P

Sendo W o conjunto das palavras normais nos geradores a,,...,a, da apresentagio
P ie W={at" .. a®™ 0 < afi) < p}, temos que |W| = p".

Como toda palavra nos geradores ay,...,a, pode ser transformada numa palavra
normal usando o processo de coleta descrito acima, definimos o produto u.v dos elementos
u,v € W como sendo a palavra normal obtida de uv pelo processo de coleta. Este produto
torna W um grupoide com identidade 1 (a palavra vazia), de ordem p".

Se W é um grupo, entao W = G, G tem ordem p™ e P é consistente. Logo, um
critério de consisténcia € obtido a partir de um critério para estabelecer a associatividade
da operagdo - definida acima. Um critério para tal associatividade esta dado no seguinte

teorema:

Teorema 2.2.5: A operagdo - definida acima € associativa se se verificam as seguintes

identidades

(ai.aj).ar = a;.(aj.ar) para 1 <k<j<i<n

(a;»’_l.aj).ak =a’""(aj.ar) para 1<k <j<nm (2.2.6)
(a,'.aj).a;’—l = a,-.(a]-.af_l) para 1 <j<i<n
(a;.a?V.a; = ai.(a,f_l.ai) para 1 <1< n

-

Mais ainda, as identidades acima com k < d sdo suficientes para garantir a associativi-

dade de W .

Observagao 2.2.7: As identidades (2.2.6) sdo chamadas condi¢ées ou testes de associati-
vidade de Wamsley, pois foi ele o primeiro a provar que elas implicam que W ¢ associativo

(v. WAMSLEY [14]).



A demonstragdo que daremos aqui € diferente, bascada na demonstragao de Vaughan-
Lee em VAUGHAUN-LEE [9)]. 0

Observagao 2.2.8: Antes de entrarmos na demonstragdo do tcorema, discutiremos um
detalhe sobre o processo de coleta. O output do processo de coleta € uma sequéncia finita
Wy, Wy, ..., w, de palavras nos geradores, que termina com a palavra normal w,. Se P ¢

consistente e W um grupo, entdo podemos identificar a palavra a;a; . ..a; com o produto

a;.aj..... ar no grupo, e assim, temos que wy, Wy, ..., w, sdo expressoes diferentes para o
mesmo elemento de W, 0O
Demonstracao: Para r = 1,2,...,n, seja W, o subgrupdide consistindo das palavras

normais da forma

a"(')a‘:flﬂ) et 0<ai)<p,r<i<n

r

Assumiremos que as condigdes de associatividade de Wamsley sdo satisfeitas em W
e usaremos indugao para mostrar que W = W, W,, ... W, sdo todos grupos.

E claro que W, é um grupo ciclico de ordem p.

Vamos supor agora que Wy, é um grupo para algum k € {1,2,...,n} e provaremos
que W é um grupo.

Definamos a aplicacdo 0y : Wy — Wiy, por wly := u, onde au é a palavra normal
obtida de way, através do processo de coleta. Mostraremos que §; é um automorfismo de
Wi.41 como segue.

Primeiro mostraremos que se a;q; ... a,a, é uma palavra normal em Wy, entao

(aia]- e aras)Qk = azﬂkaj@k N arﬂkasﬂk

.

como elemento de Wi, ;.

-

Para calcular (a;a;...a,a,)0;, devemos aplicar o processo de coleta a palavra

a;a;...ara,a;. As duas primeiras palavras no output sao
a;a;...ara5(a0;) e aja;...ai(a0;)(asb;) .

Observe que na segunda podemos ter mais de uma subpalavra nao normal minimal. De

fato, existe uma subpalavra nao normal minimal envolvendo aj e pode existir também
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alguma em (a,0;)(a,0;). Porém, se identificamos (a:0x)(a,0,) como um elemento de Wiy,
entao a coleta de qualquer destas subpalavras nio muda estes valores como elementos de
Wii1 (pela observagao 2.2.8). Assim podemos ignorar a coleta de subpalavras i direita
de ax. Por outro lado, sabemos que nao existe uma subpalavra nio normal minimal
a esquerda de a; em qualquer estigio do processo de coleta. Deste modo, quando o
processo de coleta é completado, obtemos uma palavra a,u, onde u é a palavra normal
igual a a;0xa;0 ...a,0,a,0; como elemento de Wi ,.

Entao (a;a;...a,a:)0; = u e este é o resultado desejado.

Note que para k +1 < ¢ < n, a;0;, = a; médulo W, (pois, se 1 > k + 1, temos
a;a; = arpa;w, onde w = a?ﬁ'k’i“) ... a;‘l‘(i’k’"), logo a;0; = a;w comw € W,;;) eistoimplica
que todo elemento de Wy, pode ser expresso de maneira inica como uma palavra normal
nos elementos ary10k, ars28k, ..., a0, e portanto, que 8, € uma permutacido de W ,;.

Mostremos agora que a condigao de associatividade
(ai.aj).ar = a;.(aj.ax) com 1 <k<j<i<n
é equivalente a condigao

(a,-.aj)Hk = (ajaiafgfl’j‘i“) e aﬁ(i’j'n))gk = (a,,ﬂk).(aj@k)

n

De fato,

Bl1,5,1+1) o aﬁ(i.j,n))g

(a;.a;).ar = ar(a;.a;)0, = ap(aja;a;,y &

a;.(aj.a;) = a;.(ara;0r) = ar(aiby.a;0y)) .

De forma andloga, temos que a condigao

(a’;-’_l.aj).a;c = ag_l.(aj.ak) com 1<k<j<n

é equivalente a condigao
A}

(@90 = (5337 afOm)0k = (a;04)7 -

Assim, a permutacao 0, é induzida homomorficamente por uma aplicagao dos gera-
dores de Wy, em Wy, e ) preserva as relagdes satisfeitas pelos geradores. Isto prova

que 8. é um automorfismo de Wi,;.
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Vejamos agora que a condicio de associatividade

(aiap).al™ = a;.(ap.a?™) com 1<k<i<n,

é equivalente a condigao

-1 — olkk+1) ol(kk+2) k,
a;(0r)? = v a;u onde u=apy  ag, ettt e Wi

onde a palavra u é o lado direito da relagéo cujo lado esquerdo é of.
De fato,

-1 2 p—-2 __
araily . af " = ai(a;0:)0k . a7 =

= ...=d} . a;(0x)? = u.a;(6r),

(ai.ap).a”?

e, por outro lado,
p=1y _ P
a;.(ap.a}”") = q;.a] = a;.u .

. , .. o -1 -1 ,
Finalmente, é claro que a condigao de associatividade (aj.af " ).ar = ai.(ah  .ai) é
equivalente a condigio uf; = u.

Agora seja H =< 0, > xWy;; o produto semidireto de < 8, > por Wy, (isto é,
H= (<0 >xW;1,0), onde ©:< > xWip =<0 > xWiyy

é definida por (0}, w) © (8 ,w') = (6, wo} .w') para w,w' € Wiyy; ' € Z e - a
operacao definida antes em Wiy4).

Notemos que o elemento (6,7, ) é central em H. De fato, dado (6},w) € H,
temos que (0, w)(0;",u) = (0, P, wl ".u) = (6,7, uw) desde que w = (wd;7)0;, =
u~l.(wd;7).u e, portanto, u.w = wd_”.u.

E, por outro lado, (0,7, u)(0},w) = (0,77, ub}.w) = (6,77, u.w) desde que uby = u.

Agora defina y : H — W) o homomorfismo #al que

{ (0, e = ay
(id,a;)p=a;, k+1<i<n
p é claramente sobrejetor e kerpu =< (0,%,u) >, logo Wy, & H/ < (6,7, u) > e, portanto,
Wy € um grupo, como queriamos demonstrar.
Desta forma, femos provado que, se as condigoes de Wamsley sao satisfeitas. entao

W é um grupo.



Mostraremos agora que as condigdes de associatividade de Wamnsley com & > d sao
redundantes. Como vimos acima, elas foram usadas para mostrar que 0, é um automor-
fismo de Wy,,. Mostraremos entao que se k > d, as defini¢oes de agyy, agyq. ... .a; podem
ser usadas para expressar 05 em termos de 0;,0,, . ..,0,. Deste modo, como 0,.....04agem
como automorfismos de W, , teremos que 0;. é também um automorfismo de Wi

Para isto estabeleceremos o seguinte roteiro:

Vamos supor que as condi¢oes de Wamsley valem para £ < d e faremos a hipdtese
tripla de indugéo:

Primeiro suponha que Wy, ; é um grupo para algum 1 < k < n.

Em seguida, suponha que 6,,0,,...,0,_1 agem como automorfismos sobre W, para
algum d < r < k (de fato, segue das condi¢oes de Wamsley para k£ < d que 6,...,60, sdo
automorfismos de Wi, ;).

Finalmente, suponha que 0, age como automorfismo sobre W, ; para algum k+1 <
s+ 1 < n (claramente 8, age como o automorfismo identidade sobre W,,).

Mostraremos que isto implica que 8, age como um automorfismo sobre W;; logo, por
indugdo sobre s, isto implicard que 6, age como automorfismo sobre Wy, e finalmente,
por inducdo sobre r, isto implicard que 8, age como automorfismo sobre Wy, ;. Desta
forma, como antes, teremos que W, é um grupo e conseqiientemente concluiremos que W
¢ um grupo.

Antes de entrar nos detalhes da demonstracdo, precisaremos de trés lemas técnicos

a respeito do processo de coleta.

Lema 2.2.9: Seja Wiy, um grupo, e seja 0, um automorfismo de Wiy para algum r < k.
Se u € uma palavra nos geradores de Wiy cuja forma normal € v, entao o resultado de

aplicar o processo de coleta a palavra ua, € a palavra a (vl ).

Demonstragao: Se u = v ou se na coleta de ua,, u é coletado na forma normal antes
da coleta de qualquer subpalavra envolvendo a,, entdo o resultado segue imediatamente
da definigao de 8, (pois vf, é a palavra normal tal que «,(v0,) é o resultado de coletar-se
a palavra va, que, por sua vez, é o resultado de coletar-se ua, coletando-se u antes de

qualquer subpalvra envolvendo a,).
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Em geral, temos dois tipos de subpalavras minimais nio normais a considerar
1. palavras da forma a,a, para algum p > k ¢
1. palavras que envolvem sé geradores de W, ;.

Suponha que, num estado intermedidrio do processo de coleta, temos uma palavra
da forma w;a,w,, onde w;, w; sdo palavras em aj41, ars2,...,0an.

Se uma seqiiéncia de coletas de subpalavras minimais nao normais do segundo tipo é
aplicado a wja,w,, obtemos uma palavra da forma vya,v,, onde v; = w; e v = wy como
elementos do grupo Wj.,,. Por outro lado, se uma subpalavra do primeiro tipo, digamos
aa,, é coletada, entdo ela é substituida por a.(a,0,). Assim, se as subpalavras da forma

a,a, coletadas durante o processo todo sao, em sequéncia
aia, , A;Qr ..., Aply ,

entao a,, ...aja; = v como elemento de Wy, e essas subpalavras sao substituidas sucessi-
vamente por a.(a;0,),...,a,(a,0,). Assim o resultado no fim do processo é ¢,w onde w é
uma palavra normal em Wy, igual a (a,0,).. ... (a;0,).(a;0,). Mas 6, é um automorfismo

de Wy, e, portanto,
w = (anb,)..... (a;0,).(a;i0,) = (ap, ... aja;)0, =00, .

Segue-se assim que o resultado de coletar ua, é a.(v0,). =

Lema 2.2.10: Seja Wiy1 um grupo e seja a;a;...a, uma palavra normal com ¢ < j
<...<r <L k. Suponha que 0,,0,,...,0, ajam como automorfismos sobre Wiy € seja
u uma palavra nos geradores de Wiy, cuja forma normal € v. FEntdo, se o processo de

coleta € aplicado a ua;a;...a,, obtemos a;a; ... a{v0:0;...0,).

Demonstragao: A demonstragao segue o mesmo raciocinio da do lema anterior.
Seja a,a;, aqza;, . . -, asa; a seqiiéncia de palavras ndo normais minimais envolvendo ¢;,
que s3o coletadas no processo todo de coletar a;. Entao a,...a,a, = v e o resultado de

coletar a; € a;w, onde w é o resultado de coletar
(as;) ... (a,0:)(apdi)a; . .. a; .
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Mas vf; ¢ a palavra normal correspondente a (a,0;) ... (a,0,)(a,0,). Indutivamente

temos que a; ... a,(v0,0;...0,) é o resultado de coletar
(as0:) ... (ag0)(ap0,)a; .. . a, .

Conseqiientemente, o resultado de coletar wa;a; .. . a, ¢ a;aj...a.(v6;0,...0,). -
Lema 2.2.11: Seja Wiy1 um grupo e seja a;aj. .. a;a, uma palavra normal com 1 < j
<...<t<r <k Suponha que 0;,0;,...,0, ajam como automorfismos sobre Wy, e que
0. aja como um automorfismo de W, para algum s > k. Enlao, se o processo de coleta
¢ aplicado a asa;a;...aqa,, obtemos aa;...aa,u, onde u € a palavra normal em Wiy,
igual a

a0, (a7 (as0:0;...0,))8, .

Demonstragao: Como nas demonstracoes dos lemas anteriores, vemos que, se
asa;a;...a;a, é coletada, obtemos a;a; ... a,v, onde v é o resultado de coletar uma pala-
vra da forma aa,...a.a,, comp,...,q¢ > s e asa,...a, = a,0,0;...6, como elemento de
Wit

Porém, na coleta de a;qa,...a,a,, a dltima subpalavra minimal ndo normal envol-
vendo a, a ser coletada é sempre a,a,. Assim, o resultado da coleta de aa,...a,a, é a,u,

onde

u = asb, . (a,...q9)0, = a0, . (a7 (as0:0;...6,))0,

pois @,...a, = a;l. (as0.0;...6,)
e portanto o resultado de coletar aa;q; ... a.a, é

aa;... a,a,aSGT.(a;I.(aSO,ﬂj 000, .

|
Podemos agora completar a nossa tripla indugao. A nossa hipétese consiste de
1) Supor que Wiy é um grupo para algum b, 1 <k <n
2) Supor que 6y,...,0,_; agem como automorfismos sobre W4y para algum r. d <

r<k.



3) Supor que 0, age como automorfismo sobre Wopy para algum s, b+ 1 < s < .

Mostraremos entéo que 6, age como um automorfismo sobre W,.

De fato, como r > d, a, tem uma definicio da forma

ot qe Vg com k<d e k <j

a;ap = akajaj+1 N7
ou uma definicao da forma
' p _ oli+1) afr-1)
aJ —aJ+1 ...(lr_l ar .

Suponhamos que a defini¢io de a, seja da primeira forma. Mostraremos que 8, age
como
(6:0,65651) .62 ) T 9,0,
sbre W,. Como pela hipétese de indugao, 6,,...,60,_; sdo todos automorfismos de W,
"y prova que 8, também é um automorfismo de W,.
Seja ¢ = 0,.0;0,4,...0,_,.
E claro que 0, age como ¢710,0, sobre W,, pois em ambos os casos a agao ¢ igual a
identidade sobre W,.

Suponhamos entao que 6, age como ¢~16;0, sobre W,,;. (1)
Agora, se af(s) ...aP™ ¢ uma palavra normal em W, entao

(af(s) e ag(")) 0, = (a,0,)"®) . (a,6,)*™
e assim, é suficiente mostrar que
a0, = a, 70,0,
(pois, pela suposigao (1), temos que a;0, = a;¢710,6, para i > s). Mas k < d e, portanto,
(as.aj).ar = as.(aj.ax)

Agora,
as.(aj.ar) = (aj(asb;)).ax = akaja?_f_jﬁ]) . (lfir]_”a,(astOk) )
E também, pelo lema 2.2.11
a(j+1) a(r—1)

a,.(aj.ar) = ag(ara;aiyy o ly ay)

afj+1) afr—1)
= (lk(lj(lj+1 R a,ru
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onde u = a,0, . (a;' . a,¢)0, como elemento de 1,.

Assim

as0;0r = a,0,.(a .a,3)0, .

~1 , .« .
Mas (a;'.a,¢) € W41, ja que, como vimos na prova do lema 2.2.11. a,0 = aga,...a

como elemento de Wy, com p,...,q > s, e desta forma

(a;l.asqﬂ)ﬁr = (as_l.asd))qﬁ”IOjOk
= as’lé‘lﬁjﬂk.aSOjOk

Segue-se entdo que
asﬂjﬂk = asﬂr . as"lgé’lﬂ]ﬂk . asﬁjﬁk

e consequentemente

(130,. = dg ’_19]'9}:

como queriamos.

A prova é analoga se a definigado de a, é da forma

p __ _o(j+1) a(r-1)
aj—aj+1 R (| ay .

Isto completa a demonstracio de que as condigoes de associatividade de Wamsley
~k < dimplicam que W é um grupo e consequentemente estabelecem um critério para

testar consisténcia. =
2.3 Processo de Redugao

Consideremos a seguinte apresentacio por poténcias e comutadores:

geradores : ap,...,d,
n .
relages : ol = [] a}’(z’”
=141
la;,a;] = H a?(i’j'” 1< 7
I=7+1
onde p é um primo e a(¢,1),a(i,j,1) € {0,1,....p — 1}.

Denotaremos esta apresentagio por (n;p.a) e ao grupo apresentado por ecla

<n;p,a >.
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Como ja vimos antes, todo clemento de < n;p,a > pode ser escrito como uma
n

palavra normal nos geradores, i.e., na forma ¢ := Haf“) com £(1) € {0,1,...,p~1} (veja
=1

processo de coleta). Por outro lado, sabemos também que, embora o conjunto dessas
palavras normais tenha p* elementos, a ordem de < n;p,a > pode ser menor do que p"
(veja consisténcia).

Definamos T, como o conjunto de todas as palavras da forma

ara;a; 3, 1<j<k
afa,-; 1< ]
a;al ;1< ]
aft!

t

Observe que cada palavra em 7, tem exatamente duas subpalavras minimais nao
normais que se sobrepéem. Assim, cada palavra em 7, pode ser escrita de maneira unica
na forma £n¢ com &, n e ¢ palavras normais nao vazias e £7, n{ nao normais minimais.

Por altimo, notemos que o critério de consisténcia estabelecido através das condigoes

de associatividade de Wamsley pode ser reformulado assim:

A apresentagdo (n;p,a) € consistente, isto €, < n;p,a > tem ordem p* se, e somente se,
para cada palavra én¢ € Ty, tem-se ((En)C) = (€(n¢)) (onde (w) denota a palavra normal resul-
tante da coleta de w). Portanto, se (n;p,a) ndo for consistente, entdo alguma dessas palavras

serd coletada em duas palavras normais diferentes.

Apresentaremos agora um procedimento basico, chamado redugdo, que a partir de
uma apresentacao por poténcias e comutadores (n; p.a) e um par y, v de palavras normais
diferentes, produz um subconjunto, B, do conjunto {a;,...,a,} com n — 1 elementos e
uma apresentacdo por poténcias e comutadores com B como conjunto de geradores para
o grupo definido por (n;p,a) e u = v.

Quando as palavras g e v provém da coleta de uma palavra em T}, o grupo definido
pela apresentacao resultante é claramente isomorfo a < n;p,a >. Iterando o processo,
obtemos uma apresentagao consistente para < n;p,a >.

Néo descreveremos aqui o processo de redugao em geral, ja que o usaremos somente

no caso em que p e v sao palavras obviamente centrais e de ordem p (dizemos que a
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palavra normal £ é obviamente central ¢ dc ordem p se, para todo gerador ¢ que aparece

em ¢, i.e., {(I) # 0, todas as relagdes em (n;p,a) com a; no lado esquerdo tém a palavra

vazia no lado direito).
O processo de reducgao:

Seja G o grupo definido por (n;p,a) e p = v, onde p e v sdo duas palavras normais
diferentes e s@o obviamente centrais e de ordem p.
Como p e v sao diferentes, seja k o maior inteiro positivo tal que p(k) # v(k).

Para cada [, seja a seguinte congruéncia linear:

(u(k) — v(k))y = v(l) — p(l)(modp) . (2.3.1)

Como 0 < v(1), (1) < p, temos que |p(k)—v(k)| < peassim mde(pu(k)—v(k),p) = L.
Portanto (v(I) — p(1)) é multiplo do mdc(p(k) — v(k),p) e dessa forma concluimos que a
congruéncia (2.3.1) tem solugao.

Seja n(l) o menor inteiro ndo negativo, solugéo da congruéncia (2.3.1). Agora, como

k é o maior inteiro positivo tal que p(k) # v(k), temos que

k-1 n
po= Haf‘(” ) az(k) ) H alu(l)
=1 I=k+1

k-1 n
yo= [[a®.a® . [ ¥

Logo, 1 = v pode ser escrito na seguinte forma

k=1 - T .
Ha;i() ) az( ) _ Ha;f() _ GZ( )
=1 =1

Como u e v sao palavras obviamente centrais e de ordem p, temos que cada ¢;, com

(1) # 0 ou v(l) # 0, é central e de ordem p. Logo, a identidade acima é equivalente a
B-v(k) _ YT v)-ull
alf:( )=v(k) _ H a;'( )—u(l)
=1

e sabemos também que
a;’(’)-u(’) — a?“)(u(k)—l’(k)) vl .
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Portanto, temos

k—1 1 (u(k)=v(k)) h—1
<H al"( )) _ H (l;l(l)(u(k)—u(l;))
=1

=1
k-1

[—l H{K)—{K
— Ha;'() ;(1):(11:(1) vik)

=1

Desta forma, temos provado que p = v ¢é equivalente a condicio

k—1 )
n
aj. = | | al .
=1

Seja o’ a fungdo definida por

o(2,l) = a(, )+ n(l)ali, k)(modp)
o'(4,5,0) = ali, g, 1) + n(l)a(i, j, k)(modp)
e 0 < o(1,0);a'(3,7,0) <p .

Note que
1) G é definido por (n;p,a’) e (2.3.2).

2) o(¢,k)=4a'(i,5,k) =0, Vi, j, pois n(k) é tal que

n(k)(u(k) — v(k)) = v(k) — p(k)(modp) ,

logo, como p(k) — v(k) # 0(modp), temos que (n(k) + 1 = O(modp) e assim o’(i, k)
(1 + n(k))(ali, k))(modp) e 0 < a'(i, k) < p implicam o'(7, k) = 0. Analogamente temos

o'(i,5,k) = 0, Vi,j.

Assim, o gerador a; sé aparece no lado esquerdo das relacoes de (n;p,a’) e neste
caso a relagao é uma conseqiiéncia de (2.3.2) e relagdes que nao envolvem ay.
Portanto, a apresentacido obtida de (n;p,a’), tirando-se a; do conjunto gerador e

todas as relacdes que o envolvem, é uma apresentacao por poténcias e comutadores para

G com n — 1 geradores.
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2.4 Apresentagoes ponderadas por poténcias e co-
mutadores

Definigao 2.4.1: Uma apresentagao por poténcias e comutadores como foi dada na de-

finicdo 2.1.1 sera dita ponderada se:

1 — Algumas das suas relagbes sao chamadas definigoes, e

2 — Admite uma fungio peso w de {aj,...,a,} no conjunto dos inteiros positivos tal que:
a) w(a;) =1ew(a;) <wla)

b) para cada a; com w(a;) > 1 existe exatamente uma definigdo cujo lado direito é

aj..
c) Se a definigao de a; é a¥ =: a;, entao w(a;) = w(«;) + 1.
d) Se a defini¢do de a € [aj, a;] =: ai, entao w(ay) = w(a;) + w(a;).

e) Sea(i,f) #0, entdo w(a;) > wl(a;) + 1.
Se a(z,7,€) # 0, entdo w(as) > w(a;) + w(a;). o

Proposigao 2.4.2: Todo p-grupo finito tem uma apresentagdo ponderada por poténcias

e comutadores.

Demonstragao: Seja G um p-grupo finito com série p-central inferior
G = Py(G) > P(G) > P,(G) > ... > P._1(G) > P(G) = {1}.

onde Py, (G) = P(G)P[P(G),G] parai =0,1,...c— 1.
Vamos construir uma apresentagao ponderada por poténcias e comutadores para
G. Primeiramente observe que Po(G)/ P (G)| = E;G—C—, é um p-grupo abeliano elementar.

Suponha que este tenha ordem p™ e escolha elementos a;. s, . ... a,, lais que
I 1 1

a1 P (G),a; P (G),...,a,, PI(G) geram FPo(G)/P(G)
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Note que P (G) = GPG' é o subgrupo de Frattini de G, entao ay,...,a,, formam

um conjunto gerador minimal para G. (Teorcma 1.5.8).

Diremos entéo, que w(a;) = w(az) = ... = w(a,,) = 1.
Agora, P,(G)/P,(G) = AG) —— € também um p-grupo abeliano clementar,
P(G)P[A(G), G

de ordem p, e P,(G)/P,(G) é gerado por
af P(G) (1 <i<m); laj,w]Pa(G) (1 <i<j <)
Escolha, a partir deste conjunto gerador, uma base

2DPy(G), 2 Py(G),....2PP(G) para P(G) /] P(G) onde

xﬁ”,... 2 € {aF; lajoa;] [1<e<r e 1<i<) <}

Y ra

Portanto diremos que w(z{?) = w(z{?) = ... = w(x{?) = 2.

Agora suponha que ja encontramos elementos:

(2) (
1,02, ..., 0r,T] .oy T

s g sty

2) xgd—l) (d-1) £(d=1)

y Ty ye.., Ty T tals que:

a1 P (G), a2 P(G),...,a,, PA(G) formam uma base para Po(G)/Pi(G) e
w(a)) =w(ay) = ... =wl(a, ) =1;

xf‘”Pz(G),xg?’Pz(G),... PPy (G) formam uma base para Pi(G)/P(G) e

Y ro
2 2

......................................

—~ xgt—l)Pt_l(G), xgt—l)Pt_l(G), o2V P_(G), formam uma base para

YTy

P,o(G)/Pr(G) e w(al™) = w(al™) = . = w(ali-D) =t - 1.

Tre-1

Sabemos entdo que P,_;(G)/P,(G) é gerado por elementos do seguinte conjunto:
(EPAG), w(ye) =t — 13U {lu; vl PG): wlys) = t = Lowlys) =1, i < j)
Escolha a partir deste conjunto gerador uma base

2P(G), 2 P(G),...,.2VP(G) para P_4(G)/P(G) e
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considere entao w(zgt)) = w(:cgt)) =...= w(f"(rt,)) = 1.

Observagao: Neste processo, se w(yr) = A > 1, entio yi tem uma dcfinigao

Y=y comw(y;) =A—-1 ou

Yi = Yyl comw(y;)) = A =1, w(y)=1lei<j 0

Assim, se assumirmos que |G| = p", o processo anterior nos fornece um conjunto
gerador para G, {ai,as,...,a,}, com as condigoes:
(1) A(G) =< aifw(ax) = 1 >, que é equivalente a dizer que Pi(G) =
{af%a3?...a2"/0 < a; < p,a; = 0 se w(q;) < 1}.

(2) Sew(a;) = tentdo a; € P,(G), logo a” € P,y 1(G) e portanto, a’ a,afl'“) altim)

onde a(z,7) = 0 se w(a;) < t+1.
3) Sel <1 < j < n entao [a;,qa;] = aﬁ(”ﬁl) ..aP3m) onde B(i,7,k) = 0 se
J J+1 n
w(ar) < w(a;) + w(a;).

Resumindo, se tivermos um p-grupo G, tal que |G| = p™, é possivel encontrar um

coriunto gerador {ay, as,...,a,} para G satisfazendo as relagdes:
af = oy a5 L astM 1 <i<in
[a],a,] = f&”H) . a.g(i’j’”),l <1<3<n

e satisfazendo ainda as condigbes de peso

l=w(a)) =w(ay) =... =w(a,) <w(a,4) < ... <wla,)=c
(onde r = nimero minimo de geradores para (), logo, pela observacao anterior, temos
que n — r das relagoes sao definigoes do tipo:

ap = a’ com w(ay)=w(a;)+1

1

ou a; = la;,a;) com w(ap)=w(q;)+w(a;)
e finalmente, segue-se de (2) e (3) acima, que
se a(i,£) #0, entdo w(ar) > w(a;)+1e

se a(i,7,0) #0, entdo w(ag) 2> w(a;)+ «(aj).
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Temos construindo assim, uma. apresentagao ponderada por poténcias e comutadores

ara G.
p n
Denotaremos (n;p,a;w) a apresentagio ponderada por poténcias e comutadores

(n; p, ) com peso w e denotaremos < n;p, a;w > ao grupo definido por ela.
Proposicao 2.4.3: w(a,) € a p-classe de < n;p,a;w >.

Demonstragao: Seja G =< n;p, a;w >. Provaremos que Pi(G) é gerado por todos os
a;, de peso maior ou igual a h + 1.

De fato, se h = 0 é claro, pois Py(G) = G =< ai/w(ar) > 1 >=<ay...a, >.

Seja h > 1.

Suponhamos que P,(G) =< as/w(a; >t+1>, V1 <t < h-—1. Em conseqiiéncia
P(G) é gerado por:

e ar, ;) [ w(ae) > h, a; arbitrario
‘

e assim, segue da definigido da fungio peso que P,(G) < < ar/w(ar) 2 h+1 >. Recipro-
camente, se w(ag) > k+1 > 1, entdo a definigao de a; é a; := al’, com w(a;) = w(a;) + 1,
ou a; := [aj,ai] com w(a;) = w(¢;) + w(a;). No primeiro caso, w(a;) = w(ax) — 1,
logo w(a;) > h e assim, pela hipétese indutiva temos que a; € Py_;(G), seguindo-
se entdo que ap = af € P,(G). No segundo caso, suponhamos que w(a;) = m com
1<m < hylogow(a;) =wk)—m>h+1~-mcomol <mh+1-~-m < h, temos
pela hipdtese indutiva, que a; € P,_1(G) € a; € P,_,(G) e desta forma, temos que
[a;,a;] € [Poem(G), Pm—1(G)]. Assim, pela propriedade 1.4.9, temos que [a;, a;] € Pr(G),
concluindo-se entdo, que < ax/w(ax) > h+1 >C P (G).

Dado G =< n;p,a;w >, sabemos entio que
P(G) =< apfwlag) > h+1> VYh
Seja ¢ = w(a,). Assim,

P(G) = <apfwlay) 2 c+1>=<apfw(ar) > «(a,)+1>= {1}

e P_1(G) = <apfwlar) > c>=<apfwlay) > wla,) >=< a, ># {1}
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Portanto, a p-classe de G é ¢ = w(ay,). -

Observagao 2.4.4: Pode acontecer que uma dada apresentagdo por poléncias ¢ comuta-
dores para um grupo G, ndo admita uma fun¢io peso sobre os scus geradores no sentido
da definigao 2.4.1.

Seja, por exemplo, o grupo G dado pela scquinte apresentagio:

G=<abecd | a*=dc, b*=d, [ba]=4d, [b,a] =][c,a] =[d,d =1
[c,b) = [d,b) = [d, ] =1, F=d*=1>
E claro que esta € uma apresentagao por poténcias e comutadores para G, mas o ge-
rador ¢ ndo aparece isolado como membro direito de nenhuma das suas relagoes, portanto

nao admite uma ponderagdo no sentido da definicdao 2.4.1.

Para obter a partir dela uma apresentagao ponderada observemos que ¢ € Pi(Q)
e Pi(G)/P,(G) € gerado por {cdPy(G), dPy(G)} tanto como por {cPo(G), dP,(G)} de
modo que podemos trocar ¢ por ¢’ = c¢d no conjunto inicial de geradores, obtendo assim a

sequinte apresentagao:
<aybd.d | a*=d, ¥ =d, [bja] =]|c,a] =[d,a] =1,
[, 8] =[d, b =[d,d)=1, *=1,d=1>

na qual a fungdo peso w : {a,b,c,d} — {1,2} estd dada por w(a) = w(b) = 1 e
w(d) =w(d) = 2. O

2.5 O algoritmo do quociente nilpotente

Como ja adiantamos no inicio deste capitulo, o objetivo do algoritmo do quociente
nilpotente, NQA, é, dado um grupo G finitamente apresentado e um primo p, construir
uma apresentacio consistente por poténcias e comutadores para o maior p-quociente finito
de G.

Para isso, dado G, o algoritmo trabalha com a série p-central inferior de G-

G = Py(G)>P(G)>...> P(G)> PiulG) > ...
onde Pi11(G) = (B(G)P[P}(G), G
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determinando uma apresentacao consistente por poténcias ¢ comutadores para cada quo-
ciente G/P(G),1 =1,2,....

Note que pela propriedade 1.4.4, sabemos que G/P;(G) é um p-grupo finito ¢ ¢ claro
que desta forma serd achado o maior p-quociente finito de ;. De fato, se G/N é um
p-quociente finito de G, temos entdo que a série p-central inferior de G/N termina em N,

portanto existe ¢’ tal que
PuGIN) > Puss(GIN) = N |

logo P+1(G) < N e assim |G/ Poy1(G)] > |G/N].
Antes de descrever o algoritmo, vejamos a seguinte definicao:

Definigao 2.5.1: Seja H um grupo. O grupo H* é dito o p-recobrimento de H se
1 - H* tem um subgrupo Z < Z(H"), Z abeliano elementar e tal que H*/Z = H.

2- Se H é um grupo qualquer tal que Z < Z(H) é abeliano elementar e
ff/Z >~ H. entio H é uma imagem homomorfica de H*, isto é, existe um epi-

morfismo 6 : H* — H. 0O
O algoritmo:

Seja G um grupo dado pela seguinte apresentagao finita:
G=<zyy..52pn[/m=1...;mp=n>nmelN
e seja

G = F(G)> PAG)>...> FP(G)> ...
com Pi1(G) = (P(G))"[P(G), Gl

a sua série p-central inferior.

Sabemos que G/P,(G) é o maior p-quociente abeliano elementar. logo tem uma

apresentagao consistente por poténcias e comutadores:
G/Pi(G)=<ay,...,aq | @ =1 ,[aj,a;] =1 ,1<1<)<d>.
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onde ay,. .., a4 sdo escolhidos, independentes mddulo o subgrupo de Frattini de (. dentre
os geradores ry,...,z, de apresentacio dada para G.
. , . .
(Note entdo que os r;’s restantes sao geradores supérfluos na geracao de G ¢ entio
podem ser escritos em termos dos a;’s.)

Suponha agora ter uma apresentagio consistente por poténcias e comutadores para

G/ P,(G), digamos
G/P,(G) =< A1y...,04,0441,...,0p / 81500481 >, n,le N

onde n — d das relagdes expressam os a;, d < j < n em termos de poténcias e ou
comutadores dos a; com 1 < ¢ < d. Estas relagbes sao chamadas de definigoes.

Queremos entdo construir uma apresentacao consistente por poténcias e comutadores
para G/P..1(G). Notemos que

P(G)/Pisr(G) < Z2(G/ Pin(G))

FP,(G)/P;+1(G) é abeliano elementar e % ~ G/ P:(G) logo, segue da definigao,
que G/P;+1(G) é uma imagem homomodrfica do p-recobrimento de G/ P;(G).

Assim, o primeiro passo na constru¢ao de G/P,;1(G) é calcular uma apresentagao
para o p-recobrimento de G/P;(G). Uma tal apresentacdo é obtida modificando todas as
velagbes acima que ndo séo definigdes mdédulo novos geradores centrais e de ordem p. Isto

%, uma apresentacio para (G/P;(G))" é dada por

geradores:  ay,...,@, nni1)
2
relagoes: 1- As n — d defini¢des na apresentagao para G/FP;(G).

2-d+ n("{l) (= "("2+1) — (n — d)) da forma u; = via, para
ke{n+1,...,d+ w}, onde u; = v; é uma relagao
na apresentacao para GG/ P;(G) que nao é uma definicao.

n(n+1) COINO elementos

3- As que especificam ap41, ..., Wy
2

centrais e de ordem p.

As relagoes dos dois primeiros tipos sdo chamadas definigoes.

Como a apresentacdo dada para G/P;(G) é consistente, se alguma das condigoes
de Wamsley nao for satisfeita nesta apresentacio para o seu p-recobrimento, a palavra
normal resultante da palavra teste em questao é obviamente central e de ordem p. Assim
a reducao descrita antes pode ser usada para obter uma apresentacao consistente por

1('_1;11) e n~ — d definigoes.

poténcias e comutadores com n* geradores (n < n™ < d +
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Agora para obter uma apresentacio consistente por potencias ¢ comutadores para
] ' : . =~ . v

G/Pi41(G) basta introduzir na apresentagao para o p-recobrimento, (G/P(G))", de

G/P(G) as relagdes de G (note que para isso scrd necessario reescrever tais relagoes

em termos dos geradores essenciais ay, ..., ay), essas relagoes sao entao coletadas e possi-

velmente nos levardo a novas eliminacées.
2.6 Um Exemplo

Seja G o seguinte grupo finitamente apresentado:

com p primo impar.
-1 -1 14p% _ _p
Note que G é um grupo nao abeliano ([a1,a;] = a7'a}? = a7'e;"” = d} # 1) de

ordem p* (de fato, | < a; > |=p% |<ay>|=p e

azay = ayagfar,a)”t = alagal—p2
= alalp as[aqg, ai’” ] % P ag[cﬂl’?,ag]“l—p2
= a a2([alaaz] )a = a%—prlz([alaa2]a‘-p2)p2
= a7 (@) = AT e o )
= ai_p (12(1"174 = ai ’ az;

logo todo elemento de G pode ser escrito na forma normal aj'a3? com 0 < o; < pP e
0 < a; < p e portanto |G| = p*.)

Usaremos entdo o NQA para apresentar G segundo uma apresentagao consistente
por poténcias e comutadores.

A série p-central inferior de G é
G = Py(G) > Pi(G) > P(G) > P3(G) = {1}
com

P(G) = GG =<d)>
P(G) = PU(G)[P(G).G]=<a” >
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Sabemos que G/P;(G) é o maior p-grupo quociente abceliano elementar de 6. Uma

apresentacao consistente por poténcias e comutadores para GG/ P () é dada por
GIP(G) =<an,a; [} =1. a) =1, [ag.a)] =1 >

Note que nesta apresentacao nao ha defini¢oes (n = d = 2), logo. para obter uma
apresentagao para o p-recobrimento (G//P1(G))" de G/ P,(G) é preciso modificar cada uma

das relagdes acima médulo novos geradores centrais de ordem p. Assim, uma aprescntagio

para (G/P,(G))* é a seguinte:

(G/PI(G))* =< ay,az,a3,aq,a5 | df =as, ah = ay, [az,a1] = as,
adi =d =d =1,
[03, al] = [03, (12] = [a-'hal] - 1 3

[a4,a2] = [as,al] = [05» a2] =1>
Uma simples avaliacao das condi¢oes de Wamsley mostra que esta é uma apresentagao

consistente.

Agora introduzindo as relagdes de G temos
P . ; ~ : (o P p
e ai =1 que é compativel com as relagées acima, pois af = a3 e a¢f = 1.
e a} =1 que implica ay = 1, pois a} = ay.
oy _ 1497 imoli -] . _ PP _ P _ . ¢
e ai*> = a;'" que implica as = 1, pois [a1,as] = @] = da} = 1 e, por outra parte,

[‘11, 02] = ‘151-

Assim, eliminando a4 e a5 obtemos uma apresentacao consistente por poténcias e
comutadores para G/Py(G)

G/Py(G) =< ay,az,a3 | af =as, ah =1, ad =1, [ag,a;] =1,
[0-3, (11] = [(13, a2] =1>

Calculemos agora uma apresentagao consistente por poténcias e comutadores para
G/Ps(G). Para isto calcularemos primeiro uma apresentagao para o p-recobrimento,

(G/Py(G))", de G/ P,(G) modificando novamente as relagdes acima que nao sao definigoes



modulo novos geradores centrais e de ordem P, obtendo assim

*
(G P(G)) =< ay,ay, as, a4, as, ag, as. ag [/ af = a3, d = ay, d} = as,
P
ay =af =a} =df = af =1,
[(12,(1]] = dg, [(13,01] = as,

[(13,(12] = das, [ajaai] = ].,

41<j<8,1<i<j—1>
Avaliando agora as condigoes de associatividade de Wamsley, temos

)al = aza; = 0103[%,01] = ajazaz

logo ar =1
a’l’) = q;as ’ & !

p—1 _ p-1 __ r—1 __ p~1
a)a} = (mazf[az, a1]))al” = qyazasa] = ayazal” " as
-1 21
= a1a] " aabk ag = dbaqyal = aza, = azasag , logo ag=1
P —
af) = ajas

enquanto as outras condi¢des sao compativeis com as relagdes acima e, portanto, uma

apresentagdo consistente por poténcias e comutadores para (G/P2(G))* e dada por

G/P(G) =< ay,a9,a3,a4,0as,a¢ | df =az, db = aq, a§ = a5, af = af =1,
ag =1, lag, a1] = ag, [aj,a;] =1,

3<7j<6,1<1<5-1>
Introduzindo agora as relacoes de GG, temos
3 Id Id -~ . .
e a} =1 que é compativel com as relagoes acima, pois ¢} = asz, ¢} =as e af = 1.

e a5 =1 que implica a4 = 1, pois d} = a,.

1+p

? 2
o af* = a}*" que implica ds = a5, pois [ar, @) = of = ¢ = s

E assim, uma apresentagao consistente por poténcias e comutadores para G/P3(G)

¢é dada por

GIP(G) =< aj,az, az.a5 | d} = az.ay =a5. s =as5. a =1,
laz, 1] = ag_], laz. a1]) = [az, a5) = 1,

[as.a1] = [as.a)) =1 >



Como sabemos que P3(G) = {1}, temos que G/P3(G) = G e, portanto, uma apre-

sentagao consistente por poténcias e comutadores para G é a seguinte:

G =< ay,ay,a3,aq4 | df =as,dy=1, d,=ay, df =1,
-1
[a.an] = a7, [z, ay) = az, a2} =1,

[ag, a1} = [aq a0 =1 >



Capitulo 3
Algoritmo para geracao de p-grupos

Num artigo de 1977, M.F. Newman deu a descri¢io tedrica de um algoritmo que
pode ser usado para gerar descrigdes de p-grupos finitos. A teoria e implementacio desse
algoritmo, agora conhecido como algoritmo para gera¢do de p-grupos, sao descritos por E.
O’Brien em O’BRIEN [12].

Neste capitulo estudamos os aspectos tedricos bem como certos detalhes da imple-
mentacao desse algoritmo. Na sec¢io 3.3 damos um exemplo de aplicagdo do mesmo,
calculando manualmente os 2-grupos 2-gerados de ordem < 24.

Dada uma apresentagdo finita para G e um primo p, o N.Q.A. constrdi, como vimos
no capitulo anterior, uma apresentacio consistente por poténcias e comutadores para o
maior p-quociente finito de G. O algoritmo para geragao de p-grupos desenvolvido por
O’Brien € baseado no N.Q.A. e calcula apresentacées para extensées particulares de um

p-grupo finito, chamadas de descendentes imediatos.
3.1 Aspectos tedéricos do Algoritmo

No que segue, G sempre denotard um p-grupo finito, d-gerado, de p-classe c e

G = P(G) > P(G) >...> P(G) = {1} a sua série p-central inferior.



Definigao 3.1.1: Um grupo H é um descendente de G se I é d-gerado e o quociente
H/P.(H) é isomorfo a G. Se H é um descendente de G ¢ tem p-classe ¢ + 1 diremos que

H é um descendente imediato de G. 0

Observagao 3.1.2: E claro que H = G € um descendente do grupo abcliano cementar
G = G/P,(G) de ordem p°.
De fato,

1. Desde que G € um p-grupo finito, temos Pi(G) = ¢(G) (Proposi¢do 1.5.7), logo
o nimero minimo de geradores de H = G ¢ G = G/P,(G) coincidem (Teorema
1.5.8).

i. A classe de G = G/Pi(G) €1 e tem-se
H/P,(H)=G/P,(G) =G .

Logo, H = G ¢ descendente de G = G/ P,(G). m

Observagio 3.1.3: H = G/Pi4,1(G) € descendente imediato de G = G/P/(G) para
1< <e—-1.
De fato,

i. E claro que G/P;(G) € d-gerado para 1 < j < ¢, uma vez que P;(G) < A(G) =
¢(G). Logo H ¢ G sio d-gerados.

ii. A p-classe de G = G/P,(G) é ¢ = i (pois pela propriedade 1.4.5, temos que
P (G/P(G)) = P(G)/P(G) = {1} e Pi.a (G/P:(G)) = Piea(G)/PA(G) # {1}).

E tem-se
H  G/PL(G)  G/PaG) G

PU(H) ~ B (GIPm(Q)) ~ P(G)Pal@) - P(G) =

ii. A p-classe de H = G[/P;;1(G) € c+1 =i+ 1. Logo, G/P;;1(G) € descendente
imediato de G/P;(G),1 <1 <c—1. O

Com os resultados das observagoes 3.1.1 e 3.1.2, é possivel calcular G usando um
método iterativo para calcular descendentes imediatos a partir do grupo abeliano elemen-

tar de posto d.



Ja que todo p-grupo pode ser calculado nesta forma, é teoricamente possivel obter
uma lista completa de todos os p-grupos d-gerados. Na pratica, é descjavel que esta lista
seja ao mesmo tempo completa e irredudante (i.e., um representante de cada tipo de
isomorfismo estd presente, mas ndo ha dois elementos na lista tendo o mesmo tipo de
isomorfismo).

O seguinte teorema ¢ fundamental para a construgio de uma tal lista.

Teorema 3.1.4: Seja G um p-grupo finito d-gerado. Entao existe um grupo G~ d-gerado
tal que se H é d-gerado e tem um subgrupo ceniral abeliano elementar Z, com H/Z = G,

entao H € uma imagem homomdrfica de G*.

Demonstragao: Seja I’ o grupo livre de posto d, livremente gerado por ay,...,aq, i.e.
F=<a,...;aqq4/ >.

Seja @ : F —— G o epimorfismo natural e R = kerf. Defina R = RP[R,F] e
G* = F/R". Assim, G* é d-gerado, pois R* = RP[R, F] < FPF' ¢,desde que R F, temos
que R* < R.

Seja H um grupo d-gerado nas condigles acima. Desse modo, temos que o homo-
morfismo 8 pode ser fatorado através de H e o homomorfismo resultante @ : FF — H
leva R em Z.

De fato, observe o seguinte diagrama:

s
\/\/
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Note que 0 = vn, logo (f)0 = (f)¥n, Vf € F. Assim, se r € R = ker0, entio
ec = (r)0 = ((r)y)n e, portanto, (r) € Z.

Como Z é abeliano elementar, temos que (R?)y = ((R)y)? = Z? = {ey} e, por ser Z
um subgrupo central de H, temos também que ([R, F])y = [(R)¥, (F)¢] < [Z, H] = {ey}.
Deste modo, temos provado que (R*)y» = {ey} e, portanto, temos uma injecio de R* em

kert. A situacio obtida é entdo

ker

| \
d /
ker R*

/ G*
F
\
H
e conseqlientemente, pelo teorema 1.1.9, temos que existe um epimorfismo de G~

sobre H. Concluimos assim, que H é uma imagem homomoérfica de G*. B

Observagao 3.1.5:
i.  Segue-se do teorema acima que todo descendente imediato de G € isomorfo a um
quociente de G*.

De fato, se H € descendente itmediato de G, temos que a p-classe de H € c+1, logo

~v

P.(H) € um subgrupo abeliano elementar e central em H, € também H/P.(H) = G,
seque-se entdo, pelo teorema acima, que H ¢ isomorfo a um quociente de G*.

ii. Como a p-classe de F[R € ¢, G* tem p-classe no mdzimo ¢+ 1.
De fato, pela propriedade 1.4.5, temos

P(F)R*

PG™) = PAF/RY) = =2

Além disso, pela propriedade 1.4.7, temos P.(F) < R, pois a p-classe de F|R € c.
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Deste modo, temos que Po(G") < R/R" ¢ portanto

Perr(G7) = (PAGT)V[PG),C ) S (R Y [ RI K F) R
RP[R. F)

= TR W

e consequentemente a p-classe de G* € no mdzrimo c + 1.

Lema 3.1.6: O tipo de isomorfismo de G* depende apenas de G e ndo do subgrupo R.

Demonstragao: Sejam R;, R, < F tais que
F/R] ‘—_Gl ngzF/RQ .

Considere R;,G7, R5, G5 como no teorema 3.1.4. Seja Z; = Ry/R;, logo G1/Z; = Gy e
Zy é abeliano elementar e central em G7. Entao pelo teorema 3.1.4, podemos concluir que
G é uma imagem homomoérfica de GG5. Analogamente. G é uma imagem homomdrfica

de G7 e assim G} = G3. |

Observagao 3.1.7: Essencialmente, o lema anterior nos diz que G* depende so de G e
ndo da particular apresentagio deste grupo com a qual trabalhemos.

Como jd dissemos antes, o nosso objetivo serd calcular iterativamente descenden-
tes imediatos a partir do grupo abeliano elementar G/P;(G) de posto d. Desta forma, é
claro que os grupos H, dos quais calcularemos respectivos H*, sao todos p-grupos finitos
e portanto tém apresentagées por poténcias e comutadores (proposigao 2.1.1). Logo, as-
sumiremos daqui em diante que a apresenta¢do dada para G = F[R € uma apresentagao

por poténcias e comutadores e, portanto, leremos sempre R < Pi(F). O
A notacgao estabelecida no teorema 3.1.4 serd usada daqui em diante.

Definicao 3.1.8: O grupo G~ = F//R™ é chamado de p-rccobrimento de G = I'[/R. R/ R*

é chamado de p-multiplicador de G e P.(G™) = E(TC& ¢ chamado de nucleo de G.
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Um subgrupo permissivel é um subgrupo M/R* de R/R* que é o micleo de um

epimorfismo de G* sobre um descendente imediato de G. D

v /
des-
cen-
den- G
te ¢
ime-
dia-~
to

F

Permis
rd
sivel

N

Dado um grupo G, o primeiro passo no algoritmo de geracao é calcular G*. Uma
exigéncia importante do algoritmo para a construgao de descendentes imediatos de G é
caracterizar de forma simples os quocientes de G*. O seguinte resultado é significativo

para tais propositos:

Teorema 3.1.9: Um subgrupo M/R* € permissivel se, e somente se, € um subgrupo

proprio do p-multiplicador de G que complementa o nicleo.

Demonstragao:

=) Seja M/R* um subgrupo permissivel, i.e., M/R* < R/R* é o nucleo de um
homomorfismo, digamos II, de F//R* sobre um descendente imediato, H, de G. Como G
tem p-classe c e H tem p-classe ¢+ 1, € claro que M é um subgrupo préprio de R (de fato,
suponha M = R, logo ker Il = R/R" ¢ assim H = % = %% = F/R = @G, absurdo).

ot
=1



Pela propriedade 1.4.7, temos que P(F) < R (desde que B Q F e F/R tem
p-classe ¢). Conseqlientemente, MP.(F) < R.
Por outro lado, segue do teorema 3.1.4 que (R)Y < P.(H) (onde @ : F — I

¢ o epimorfismo natural como antes) e, mais ainda, pela propricdade 1.4.7. temos que

P.(H) = P.(Fv) = P.(F)¥ < Ry. Logo,

(R)y = P(H) .

Mas (R) = R/M, pois (F)p = H = 30 = f,l/';‘, =~ F/M. Portanto, P.(H) =

P.(F)) = (P(F))p = ELM - Assim RIM = ZEM ¢ entzo R = P,(F)M. Logo

&%}%&% = R/R* e como &%.M: = P.(F/R") temos P.(G*)4 = R/R",ie. M/R"

complementa o nicleo de G.

<) Reciprocamente, seja M/R* < R/R* tal que P.(G" % = R/R*. Assim
P-C(g.m = R/R* e, portanto, EE(TI'}M = R/M. Pela propriedade 1.4.5, temos que
P(F/M) = ZOM — RIM. Seja H = F/M, entao H é um quociente de F/R*, ¢ d-
gerado (pois M < R < Pi(F) pela observagdo 3.1.7) e o quociente PCI({H) = Pjél/”M)
% = F/R = G. Portanto H é um descendente de G.

Como P.(F/M) = R/M # {1} (pois M < R) e

R) [R F] RP(R, FIM _ R’M
M) MM M

c+1(F/1W) ( —{1}

a p-classe de F/M é c+ 1.
Segue-se entao que H é um descendente imediato de G e, portanto, M/R* é um

subgrupo permissivel. u

Definigao 3.1.10: Dado um grupo G, diremos que ele é capaz se tem descendentes ime-

diatos. Caso contrario diremos que G é terminal. o

Observagao 3.1.11: E claro que G € capaz se, e somente se, G* tem p-classe ¢ + 1.

De fato, jd vimos que a p-classe de G* € menor ou igual a ¢ + 1, mas se G

€ capaz, seja H um descendente imediato de G, sabemos entao que P.(H -f" {1}.
Logo, se Il : G* —— H € o epimorfismo do tcorcma 3.1.4. temos que P.(G*) # {1}
({1} # P.(H) = P.((G")1) = (P.(G" ), pela propriedade 1.4.5) ¢, portanto, a p-classe
de G* € eratamente ¢+ 1. 0

ot
4]



Observagao 3.1.12: Se G ¢ capaz, tomando os quocicnics do grupo G* pelos scus sub-
grupos permissiveis obtemos uma lista complcta dos descendentes imediatos de G. FEsta
lista usualmente contém redundincias. Para climind-las, ¢ definida uma relagio de equi-

valéncia, digamos ~, sobre os subgrupos permissiveis da sequinte forma
M/R* ~ My/R* se, ¢ somente s¢, F/M; = F/M, .

Assim, tomando quocientes de G* por um representante de cada classe de equivaléncia,

obtem-se uma lista completa e irredundante dos descendentes imediatos de G. O

Na pratica, a relagdo de equivaléncia acima é 1til porque pode ser caracterizada
usando-se Aut(G) ( o grupo de automorfismos de G). Cada automorfismo a € Aut(G)
pode ser estendido a @* € Aut(G™). A restrigao de a” sobre R/ R* é unicamente determi-
nada por «, e a* induz uma permutagio entre os subgrupos permissiveis. Mostraremos
que as classes de equivaléncia de subgrupos permissiveis sdo exatamente as dérbitas dos
subgrupos permissiveis sob a acdo destas permutacoes.

Para isso, estudemos os seguintes resultados:

Teorema 3.1.13: Sejam M, /R* ¢ M/ R™ subgrupos permissiveis de F//R*, ambos conti-
dos em R/R* e seja ¢ um isomorfismo de F/M, em F/M,. Entdo existe a* € Aut(G)
tal que

1. (M/R*)a™ = M;/R" e

2. A aplicagio de F/M; em F[M, induzida

por a* coincide com ¢.

Demonstragao: Usando a propriedade 1.4.5 e a hipétese de M;/R* 1 = 1,2 serem

permissiveis, temos que
R/My¢p = P(F/M)¢ = P.(F/M¢) = P.(F/M;) = R/M,

(j& que, se M;/R* é permissivel, temos pelo teorema 3.1.9 que M;/R* complementa o
nucleo e portanto E“—({;ﬂ = R/M e assim P.(F/M) = R/M pela propriedade 1.4.5).
Agora, sendo ¢ um isomorfismo de I'/Al; em F/M; que leva R/AM, em R/M,, temos

que ¢ induz um automorfismo, a, sobre F/R.
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Escolha um representante u; € F da classe lateral (e;R)a; logo (a;lt)a = u, it. E

defina a* pondo

ntao

(w(ay,...,ag)R*)a"™ := w(u,,... Jug)R® .
a” esta bem definida, pois (R)a = R e R* = IPIR, F] (ja que (w(ay,....ay)R)a =
w(uy,...,uqg) R portanto w(ai,...,aq) € R implica que w(uy,...,uq) € R°; logo se
w(ay,...,aqs) € R* tem-se que w(uy,...,uy) € R*).
E claro que a* é .um homomorfismo.
Vejamos agora que a* é sobrejetor. Temos que a é um automorfismo de F/R e

(aiR)a = uiR, logo F/R =< wu;R,...,usR > e conseqiientemente
FIRm =< wR*,...,u4R*",R/R" > .
Como estamos supondo R < Py(F) (observagao 3.1.7), temos R/R™ < P,(F/R*) ¢ assim
F/IR" =< wyR*,...,ugR* >=< a;R*a”,...,q4R*a™ > .

Portanto o™ é um automorfismo de F/R*.
Embora o™ nao seja univocamente determinada por «, a sua restricio a R/R* o é.
De fato, suponha que a;Ra = w;R = w;r;R = v;R com r; # 1, r; € R. Entdo temos dois

automorfismos de F/R*, af e a3},

a] 1 w(ay,...,a)R — w(uy, ..., ug) R
oy 1 w(ag,...,a9) R — w(vy, ..., vg)R"
Em ambos os casos tem-se (R/R*)a; = R/R*. Logo, se w(ay,...,aq) € R, entdo

w(uy,...,ug) € Rew(vy,...,vg) € R. Mas as palavras em R sdo produtos de poténcias
p-ésimas e comutadores e, ja que [vj,v;]R* = [u;,u;]R™ e v/ R* = ulR", segue-se que
w(uy,...,uq)R* = w(vy,...,v4)R*. Portanto a restrigdio a”|r/r+ é univocamente deter-
minada por a.

Seja a* essa restrigao.

Se w(ay,...,aq) € My e se (a;My)¢ = b;M,, entao

wlay, ..., ag)Ra= = w(by,....by) R
Vejamos agora que w(by,...,bs) € My:
w(by,...,00)My = w(biMa, ... b)) = w(ayMyo.. .., agho) =
= w(ay,....ag)d¢ = Mo = ;.
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Segue-se entdo que (M;[R*)a" é um subgrupo de M,/R* e como ambos tém o mesmo

indice em F/R*, pois I'/M; = F'/M,, eles sao isomorfos, isto é, (M, /R")a* = M,/R".
Desta forma, o* induz um isomorfismo de F/M, em F/M; e é claro que (a; My)0 =

(a;My)¢ parai=1,...,d. -

Lema 3.1.14: Todo automorfismo a de F/R pode ser estendido a um automorfismo o™

de F/R*. A restri¢do, de o™ ao p-multiplicador é univocamente determinada por a.

Demonstragao: Segue do teorema 3.1.13, onde ambos M;/R* e M,/R" sao escolhidos
sendo R/ R*. |

Definigao 3.1.15: O automorfismo a™ é chamado de automorfismo estendido. 0o

Lema 3.1.16: Cada automorfismo estendido o*, induz uma permutagio dos subgrupos

PETMISSIVELS.

Demonstracao: Como o nucleo, P.(F/R*), é caracteristico em G* (segue da propriedade
1.4.6) e o p-multiplicador, R/R", é fixado por a*, se M/R* é um subgrupo permissivel,
temos

(M/R")a"P,(F/R") = (M/R")PF/R"))a" = (R/R")a" = R/R"
e M/R" £ R/R", logo (M/R")a" < R/R".

Logo, segue do teorema 3.1.9 que a imagem de um subgrupo permissivel é um sub-
grupo permissivel.
E claro que esta aplicagao é 1 —1 e sobrejetora, pois a* é um automorfismo de F'/R*,

sendo portanto uma permutacao dos subgrupos permissiveis. B

Denotemos por o’ a permutagdo de subgrupos permissiveis induzida por a*. Como
no caso da restricio de a™ ao p-multiplicador, o’ depende somente do automorfismo a

de G.

Seja P o grupo de permutagdes gerado pelas a* correspondentes aos automorfismos

a de G. A aplicagio a — o’ é um homomorfismo sobrejetor de Aut(G) em P.
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Temos

onde

P = <a €Sym(Q)/a € Aut(G) >
e Q = {M/R"|R/R =P(F/R)M/R" M £ R}

O teorema seguinte é fundamental na determinagao das classes de equivaléncia de

subgrupos permissiveis.

Teorema 3.1.17: As orbitas dos subgrupos permissiveis sob a agdo de P sdo exatamente
as classes de equivaléncia de subgrupos permissiveis. Isto €, M/ R* ~ My/R™ se, € so-
mente se, My/R* = (M;/R*)d’, com o' € P.

T emonstragao: Sejam AM;/R* e M,/R* subgrupos permissiveis na mesma classe de
_ ivaléncia, logo F/M; = F/M; via o automorfismo a. Pelo teorema 3.1.4, existe um
smorfismo o* de F/R* que leva M;/R* em M,/R* e o* induz uma permutagio o
oo S
Assim, (M;/R*)a’ = M,/R*, o que mostra que A;/R* e M;/R* estido na mesma
orbita.
Reciprocamente, sejam AM;/R™ e A,/R* subgrupos permissiveis que pertencem
a mesma Orbita sob P. Entdo existe uma permutacio, digamos a', em € tal que
(M;/R*)e’ = M,/R".
Esta permutacao é induzida por um automorfismo, digamos o=, de F/R". onde
(M;/R*)a™ = My/R*. Assim, temos
F|R FIR" F/R

= o = = F/M
FIM, My/R* ~ (M,/R*)a~ ~ M,/R- F/My
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Logo M,/R* e M,/ R* pertencem & mesma classe de cquivaléncia. =
Assim, uma lista completa e irredundante dos descendentes imediatos de G ¢ obtida
escolhendo um representante de cada érbita de P e construindo o correspondente grupo
quociente. Cada tal quociente é um representante de um tipo diferente de isomorfismo.
Como ja dissemos, dado um p-grupo G, o algoritmo de geragio produz uma lista
completa e irredundante dos seus descendentes imediatos.
Para calcular iterativamente os descendentes imediatos de G, o algoritmo requer um
conjunto gerador para o grupo de automorfismos de cada descendente imediato. A in-

formacdo dos automorfismos é calculada como parte do algoritmo.

Definigdo 3.1.18: Se M/R* € , definimos o estabilizador de M/R* como o grupo de

automorfismos Syy/p- tal que

S]w/Rt =< a €& AU'L(G)

(M/R*)a' = M/R™ >

Se ¢ € Smyr+, seja £* uma extensio de ¢ a um automorfismo de F/R*. Entao
(M/R*)¢* = (M/R*)¢' = M/R", pois M/R™ < R/R* e sabemos que a restrigao de {* a
R/R* é univocamente determinada por £.

Assim a restricio de £* ao descendente imediato, F/M, de G pode ser calculada.

O grupo de automorfismo de F'/M é descrito no seguinte teorema:

Teorema 3.1.19: Se S consiste das restri¢oes a F/M de uma extensdo £* para cada
automorfismo { em Spre € se V € o grupo de todos os automorfismos de F[M cuja

restricio a G € a identidade, entao
Aut(F/M) = SV .

Demonstragio: Seja v € Aut(F/M). Pelo teorema 3.1.13, sabemos que 7 induz
um automorfismo a € Aut(F/R) que se estende a um a” € Aut(F/R") tal que
(M/R*)a* = M/R" e o homomorfismo a~ : I'/AM — I'/M. induzido por a~, coincide

com 7.
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Sabemos que o efeito de o' em M/R* ¢ o mesino de o”. Logo a € Syype.

Escolha uma extensio o € Aut(G™) e tome o automorfismo induzido, é. sobre Fl/M.
Logo & € S.

Agora, por construgao, a* e & tém a mesma acio induzida sobre FIR=0(.

Logo, @'y induz a identidade em G, pois a= = 7, isto é, 4~1o € V.

Portanto, v = (&)(&™'y) € SV e assim Aut(F/M) = SV.

3.2 Alguns Aspectos da Implementacao

Em toda implementagao do algoritmo para geracio de p-grupos existe uma divisao
natural no cédlculo de descendentes imediatos de acordo com as suas ordens.

A implementacdo que descrevemos calcula descendentes imediatos tendo ordem p™**
de um grupo de ordem p*, aqui s é um inteiro positivo chamado tamanho de passo. Os

* sao chamados descendentes imediatos de passo s.

descendentes imediatos de ordem p"*

O algoritmo toma como “input” a descrigao de um grupo e um conjunto de geradores

. aoseugrupo de automorfismos e produz um conjunto de descrigoes para os descenden-

ts imediatos de determinada ordem. As descrigbes aqui mencionadas sdo apresentagoes
sistentes por poténcias e comutadores.

Seja G um grupo tal que:
|G| =p", G é d—gerado ea p—classede G é c.

Para calcular descendentes imediatos de ordem p"**, o algoritmo procede da seguinte

formas:

1 — Constréi uma apresentagao consistente por poténcias e comutadores para G™ e

determina o nucleo;
2 — Se a ordem do nicleo é menor que p*, para;

3 - Para cada gerador a € Aut(G):

— Calcula @* o automorfismo estendido;
~ Calcula o’ € P C Sym() a permutagao de subgrupos permissiveis induzida

. *,
por a™;
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4 - Calcula as dérbitas de subgrupos permissiveis sob a acao de P

5 ~ Para cada dorbita

- Escolhe um representante, Af/R";
- Calcula o estabilizador Sat/re;
- Calcula o quociente de G* pelo representante escolhido para obter um descendente

imediato.

- Calcula o grupo de automorfismos do descendente imediato.

No que segue faremos um refinamento dos passos deste algoritmo.

Construcao do p-Recobrimento de G e do Nucleo

Dada uma apresentagio consistente por poténcias e comutadores para (G, utiliza-se o
procedimento descrito no N.QQ.A. para obter uma apresentagao consistente por poténcias
e comutadores para G*.

O p-multiplicador, R/ R*, é um grupo abeliano elementar e logo, pode ser visto como
um espago vetorial sobre IF,. Assim, seja ¢ = dimp, R/R*, ¢ sera chamado posto de
R/R* e é o nlimero minimo de geradores para R/R*. Estes geradores, na apresentagao
consistente de G*, sdao denotados por @41, .., 054,

Uma caracteristica da implementacao é que os geradores do p-multiplicador sao in-
troduzidos em ordem descrescente dos pesos e na adigido de geradores de mesmo peso, sdo
adicionados primeiro aqueles que sdo definidos por comutadores.

O nucleo de G pode ser determinado usando o seguinte resultado.

Lema 3.2.1: O niicleo de G ¢ gerado por [a;.a;] ¢ «f onde a; € um gerador de

pesoc, 1t € {i,...,d} et < j.

Suponhamos que o ntcleo tem posto 7, onde 1 < r < ¢. Como os geradores do
ntcleo tem peso ¢ + 1, e os geradores sao introduzidos em ordem decrescente dos pesos,

estes geradores Sa0 @y, ..y Anyr-



Calculo de Automorfismos Estendidos

Dado um conjunto de geradores {ai...., 0.} para Aut((7). cada automorfismo a, ¢
descrito pela sua acao sobre cada um dos geradores ay,....ay. de G e sdo armazenados
os expoentes das imagens de cada um desses geradores sob a agio de cada automorfismo.

Seja @ € {a1,...,an} C Aut(G). Na secao 3.1, vimos que a acio de a sobre os
geradores estd descrita por ¢;Ra = u;R para cada i € {1,...,d}, onde u; é uma palavra
nos geradores ay,...,aq. Mais ainda, a agao de um automorfismo estendido, o, sobre os
geradores de G* é dada por a;R*0” = w;R* parai € {1,...,d}.

Se w(ay,...,a;_1) =: a; é a defini¢do de a; para i € {d +1,...,n + ¢}, entdo de-
finamos o u; correspondente como u; := w(u;,...,u;_1). Seja v(a,...,aq) € R, logo
v(uy,...,uq) € R e por definigdo v(ay,...,as)R*a” := v(uy,...,uqs)R".

Como a* é um automorfismo e (R/R*)a* = R/R*, entao

* * * & & *
UnpilU" = (anyiR7)Q™ = (a4, ... a,{,) R com 0< 6 <p
v 5 . }
e portanto tn4; = ail, ... a7, (modR*) parai € {1,...,q}.

A agdo de cada automorfismo estendido sobre o p-multiplicador de GG é armazenada
como uma matriz para facilitar o cdlculo das imagens dos subgrupos permissiveis.

A acdo de a* sobre cada gerador a,; € escrita como um vetor 1 X g cujas entradas
sao os expoentes 6;; da imagem de a,4; por a*. Os g vetores sdo armazenados como uma

matriz ¢ X q.

Definigao 3.2.2: A matriz definida acima é dita matriz do automorfismo o e
denotada Ag-«. 0

Um Método para Representar Subgrupos Permissiveis

Os subgrupos permissiveis para um tamanho de passo fixado s, onde 1 < s <7, sao
conhecidos como subgrupos permissiveis de passo s e o grupo gerado pelas permutagoes
induzidas sobre eles sera denotado por P.

Pelo teorema 3.1.9, os subgrupos permissiveis sao aqueles subgrupos do p-

multiplicador tendo ordem p?~° e completando o nucleo. De fato:
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g = posto de R/R*, i.e. |R/R*| = p".

Pl .. F FIM .
IM’"” © RERm oe IRMI=p
M| |R/R
Portanto lﬁ: = IIRQMII = p?7°. Mais ainda:
r tode N o
= osto - €. = .
Pos e R" s l1.e R* Y2
NAM . M M/R"
L — TS — — pi—s—(r=s) _ ,q-7
0g0, | == =77 e assim, !NOM }Nm M/R*’ P P

Fig. I

Seguindo a notagido da algebra linear, diremos que o posto de um subgrupo de
ordem p?~* é ¢ — s.
Assim, os subgrupos permissiveis de passo s sao os subespacos de posto ¢ — s que

complementam o subespago fixo de posto » num espago de dimensao g.
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Observagao 3.2.3: Eziste uma correspondéncia 1 — 1 enire os subgrupos permissiveis de

passo s e algumas matrizes s X q escalonadas & esquerda.

De fato:
Seja M/R* um subgrupo permissivel de passo s. Lembre que o nicleo, N/R*, tem base
{ans1 Gnyr}. Sabemos que lN M r=s logo o posto d N N M
n+ly--- n+trf- T ——Il=Dp 0go ostio de — — €T — 8.
+ 9 + q R‘ R' 7 ’ g I R' R.

Defina U = M/R* ¢ Kpjjpe = ¢.

Se < U,any1 ># U, defina Kppype = Kygyp-Ufans1}, U =< U,anq1 > € repita o
proc: :50 com ¢ada pnysy,...,a,4, até obter os s elementos de {anyyy-..,8n4r} que junto
com a interse¢ao, = N %, geram %

Note que, no j-€simo passo, o subgrupo € < U, any; > € Npjjpe = {@ngky-- - Qnpki)
onde cada k¢ < j. Se < U,anyj ># U entao adicione a,q; a Nyjpe; se ndo, temos que

Anyj = wafllH.l ...af{+k, onde w € AM[/R* ¢ 0 < ¢ < p.

Y NN M

<K M/R:‘>

P -8
R*
Definigdo 3.2.4: O conjunto Kpjype = {@niky,-- -+ Qnyk.}, com cada
k; < r descrito acima é chamado conjunto definidor de M/R*. o

. R - .
Seja 0 : i —< Nppe > a transformagdo lincar entre esles espagos vetoriais de

dimensdes q e s respectivamente {al que:

an+j S€ Apyj € 1\’31/3-
(ant;)0 =
ar£1]+k1 ...af{;k! onde & =0 se¢ kg > j: se any; & Nagre
(Note que se 1 < 7 < 1 e auy; & Kagype, pela observacio anterior, temos que
Any; = wai;k comw € 1—];’—’; eky,...ki <j 0< & < p.o dgora ser < 3 < g (portanto
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Uny; & Kas/re), temos também que a4 ; € ,‘7’ < Nagype >, logo U4, = “"’ilu, ...af"“, .
comwe M/R, 0<¢& <p).

Assim, temos que ker 0 =

A matriz de 0 relativa d base {ani1,...,a,4,} € uma matriz s x q escalonada a es-

querda e a submatriz s X r correspondente ds v primeiras colunas tem posto s (seque da

defini¢do).

Assim, cada subgrupo permissivel pode ser identificado com uma matriz s x q, esca-
lonada @ esquerda cuja submatriz s X r correspondente as r primeiras colunas, tem posto
s.

Definigao 3.2.5: A matriz acima definida é chamada matriz padrdo do
subgrupo permissivel M/R*. O

Reciprocamente, dada uma matriz s X ¢, escalonada a esquerda e cuja submatriz sXr
correspondente as r primeiras colunas tem posto s, esta define uma transformagdo linear
de R/ R* (com a sua base usual) num espago de dimensdo s € o nicleo dessa transformagdo

€ um subgrupo permissivel de passo s. O

Os subgrupos permissiveis sdo construidos como nucleos ao invés de imagens pois
dessa maneira, sdo representados por matrizes s X ¢ em vez de matrizes (¢ — s) X ¢, ja
que na pratica o valor de s é pequeno e geralmente menor do que ¢ — s.

Um conjunto definidor é um subconjunto ordenado de s elementos do conjunto
{ant1,. -, 804, } também ordenado. O ndimero de tais subconjuntos é (:) Definamos
entre os conjuntos definidores, a seguinte relagao de ordem, conhecida como ordem lexi-

cogrdfica.

Definigao 3.2.6: Sejam K e K* dois conjuntos definidores, entao k' > K™ se existe um

te{l,...,s}talque ky > kjek;=kIparal <i <L o

Assim, os conjuntos definidores sao escolhidos na ordem lexicografica e todos os
subgrupos permissiveis determinados por um conjunto definidor particular serao também

ordenados.
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Para descrever explicitamente as permutagoes dos subgrupos permissiveis, associa-

remos a cada matriz padrao, e portanto a cada subgrupo permissivel, uma cliqucta (ou

rétulo) que estabelecerd essa ordem que mencionamos acima.
A base de cada subgrupo permissivel, consistindo de g — s geradores, ¢ obtida es-
colhendo um conjunto definidor, digamos I = {@nskys- - tuyr,}. do conjunto dos r

geradores do niucleo.

Seja antj € ({@ns1,- .., neq} — I). Defina o seguinte elemento h; assim:

5"J "63_1
h ntky o0 Angk,Gntj

onde para cada a, 4, € K:

{0,1,....,p—s} se k<j.

& €
{0} em outro caso.

Esses ¢ — s elementos, h; para e, ¢ K, geram um subgrupo permissivel de passo s.

Considere as matrizes padrdes dos subgrupos permissiveis determinadas pelo con-
junto definidor escolhido. Os elementos de K determinam as posigdes daquelas entradas
da matriz padrdo cujos valores sdo fixos 0 ou 1 e aquelas cujos valores pertencem ao
conjunto {0,...,p —1}.

Estas ultimas posicoes siao as posi¢oes que chamaremos disponiveis.

O ntumero de posi¢des disponiveis na linha ¢ de qualquer dessas matrizes é
q— ke — (s — £). De fato:
Seja K = {antk;s---,an4k,} um subconjunto ordenado de {a,i1,...,an44} (base de

R/R*) e sejam 0 : R/R* —»< K > a transformacao linear tal que

Antj se Qnpy; €K
(a'n+j)0 = ¢ ¢ {0,1,...,p—1}se kp<J
agl, ...t onde & € . se any; € K,
{0} em outro caso
e S a matriz de 0 relativa & base {an41,....anyq}-

Para cada £ € {1,...,s} sabemos que k; > . Notemos que s dos elementos que
aparecem na linha { correspondem a 0 o 1 pois correspondem as colunas imagens dos

elementos de I{. Agora, seja { < j < k¢, tal que a,4; € IV, logo o expoente de a4+, em
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(€n4;)0 é 0 e é claro que ha k, — { elementos any; € N tal que € < j < k, portanto temos

que as posigdes disponiveis na linha € sio ¢ — s — (ke =) =q— ki~ (s=1).

Uma forma de contar o nimero de subgrupos permissiveis tendo & como conjunto
definidor é contar o nimero de posigdes disponiveis. Assim, o nimero de subgrupos
permissiveis determinados por K é p*®) onde

s

Yg—ke—(s=0) ie.,

=1

X(K)

X(K) = ¢s— (gk,g) — 3—(—3—;—1)

<

O mimero total de subgrupos permissiveis, ou equivalentemente, o grau, D, do grupo

de permutacoes P é:
D=3 p A )
KN
Portanto, a etiqueta que associaremos com cada subgrupo permissivel é um inteiro positivo

em {1,...,D}.

Seja M/R* um subgrupo permissivel. Seja S = (§;) a sua matriz padrio e
K = {ky,...,k;} o seu conjunto definidor. A etiqueta para S tem duas componen-
tes. A primeira é: O = Z p¥(F") o niimero de matrizes padrdes determinados pelos

K*<K
conjuntos definidores que precedem K na ordem linear.

A segunda componente é a posicio de S relativa a K. A fun¢do posigdo é definida
sobre as posig¢des disponiveis no conjunto {0,...,X'(K) — 1}. O valor 0 é assignado a
posicdo disponivel mais a esquerda da primeira linha da matriz, o valor assignado vai
crescendo através das posicoes disponiveis em cada linha. o valor X'(1\) — 1 é assignado a
posicao disponivel mais a direita na ultima linha tendo posi¢oes disponiveis.

Seja y(7,7) o valor da fungao posicao para a posicao disponivel (7,7) em S. Mais

formalmente, y(z,7) é dada pela seguinte equagao:

y(5,)) =D (g —hk—(1-0)-[{t/j<t<q n+tg K}
=1
A etiqueta L para S € definida entdo da seguinte forma:

L=0x+> Y &ipt+1

i=1 3
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onde {;; ¢é a entrada (7,j) de S e, para cada 7, a segunda soma é sobre os j tais que
ki<i<qe jgK.

Para ilustrar esta ordenagio das matrizes padrdes suponhamos ¢ = 4, s = 2 e
vejamos como sao ordenadas as matrizes correspondentes ao primeiro conjunto definidor
(i.e., o conjunto dos dois primeiros geradores de R/R*). E claro que tais matrizes tem 4
posi¢oes disponiveis e que as duas primeiras colunas de cada uma sao os vetores ((l)) e (?)
respectivamente.

Elas sao, na ordem definida acima

0]0 110 210 , p—110
! 00 2 00 ’ 00 S 0 |0
ALY AIIRNY IEVIEAY _/lp=1]0
5p+1—(1’—0,0>» 5p+2—(1‘6*|—0), Sp+3“‘(-[6'l—_0'>7 ey Szp—(fl 0 lO)
p—llp—l) <O|0)
S.=(1|2==12—"). = (1=, .,
p2 (I 0 ! 0 Sp2+1 IlIO
S = (I’P_“_UL—_E)
p-1|p-1

Calculo de Permutacoes

As etiquetas foram colocadas para facilitar o calculo das permutagoes de subgrupos
permissiveis.
Seja a € Aut(G), lembre que a acao de a* sobre R/R* é representada pela matriz

automorfismo, ¢ X ¢, Ase = (6;5), 6;j € {0,...,p — 1} i.e., usando notagao aditiva:
g
Angi@™ = ) 8ijlng;
i=1

A relagao de equivaléncia definida entre os subgrupos permissiveis fornece uma relagao de
equivaléncia sobre as matrizes padrao.

Lembre que um subgrupo permissivel Af//R* é o nucleo de uma aplicagao 6 do
p-multiplicador no espago que tem como base o conjunto definidor de A{//R™ e a matriz

dessa transformacio é a matriz padrao, S.

Isto é: o™ € Aut(F/R"). 0: R/R™ =< Nayp» > e ker0 = M/R~.

-1
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Sejaa™d : R/IR" —< Kryre > a composicio de a® com 0 nesta ordem. Vejamos

que ker(a*0) = (g)(a")"l:

ker(a™0) = {z € R/R™ [ xa™0 = 0}
= {*€R/R" [ xa” € ker 0}
= {r€ R/R" |/ xa™ € M/R"}

Portanto, ker(a*8) = (M/R")(a™)7?.

Vejamos agora que a matriz do produto o*0 é SAL., de fato:

Seja an4i um elemento da base de R/ R*, logo:
q

(an4i@™)0 = (D bijany;)8
j=1

q
= > bij(ans;0)
j=1

q S

= D6 ) Lk,
1

1=1 {=

= i(i&j&j) Untk

f=1 ‘j=1

g
e note agora que » &;6;; € a entrada ((,1) da matriz (SAL.).
=1

Considere agora a matriz SA!. (s X ¢). A submatriz s x r de S correspondente as
T primeiras colunas tem posto s. Como a™ é um automorfismo, as r primeiras colunas
correspondem aos vetores do nicleo, N/ R*, e o nicleo é caracteristico, temos entao que
a submatriz s X r de SA!. correspondente as r primeiras colunas tem posto s.

Uma matriz inversivel, s x s, corresponde a um automorfismo de < Kpype > €
consequentemente nio muda o nicleo de §. Portanto o escalonamento de SA!. produz a
Unica matriz padrao de (M/R*)(a™)™!.

E claro que as permutacdes de subgrupos permissiveis induzidas pelas inversos dos
automorfismos aj, ..., o], geram o mesmo grupo que aj..... ar,.

Portanto, tome o menor conjunto de matrizes s X ¢ contendo S e fechado para a

multiplicagdo a direita por Ag,l.,. .., At. . O escalonamento das matrizes deste conjunto
m
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da exatamente as matrizes padroes correspondentes aos subgrupos permissiveis na orbita
de M/R".

Na pratica, calcula-se o produto A,.S!' e a sua transposta é escalonada a es-
querda. A etiqueta da matriz padrido assim obtida é calculada e armazenada. Deste

modo, a implementacdo constréi a inversa da permutacio induzida pelo automorfismo

estendido a*.

As etiquetas das matrizes que representam subgrupos permissiveis foram arranjadas
de modo tal que o produto das matrizes pode ser obtido adicionando as colunas da matriz
automorfismo.

Se A é uma matriz ¢ X ¢ e v um vetor 1 X ¢, o produto A(vy,...,v,)" € igual a
Ay + ...+ Ayu, onde A; € a 1-ésima coluna de A.

Vejamos melhor num exemplo. Suponhamos s = 2; p # 2.

As matrizes padroes sdo processadas por ordem crescente das suas etiquetas, assim, o
primeiro conjunto definidor escolhido é {a, 11, a,42}. A matriz padrao, Sy, correspondente

ao subgrupo permissivel com etiqueta 1 é:

100...0
51 = (010...0)
O produto AS] = (A | A2).

Agora, a matriz padrao, S,, correspondente ao subgrupo permissivel com etiqueta 2 é:
1010...0
S =
0100...0
Neste caso, AS, = (A; + Az | Az), i.e., pode ser obtida somando a coluna Aj a coluna A;.

E assim, por exemplo para obter AS§ basta com somar a coluna A3 a soma Aj + As.
(De fato S3 = (1020“'0) e portanto ASL = (A; + 245 | A2)).

0100...0

Célculo de Descendentes Imediatos e o Respectivo Grupo de
Automorfismos

Uma vez escolhido um representante de cada drbita de subgrupos permissiveis. estes

sao listados na ordem crescente das suas etiquetas. Esta lista determina a sequencia na

qual serdo produzidos os descendentes imediatos.
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Discutiremos agora a descricao do grupo de automorfismos requerido para a iteracao
do algoritmo.

Se um descendente imediato for terminal, nio precisaremos descrever seu grupo de
automorfismos, portanto para um melhor aproveitamento da memoria, s6 as descrigoes
dos grupos de automorfismos de grupos capazes serao armazenados num arquivo. Assim,
o p-recobrimento de cada descendente imediato, H, é construido e é determinado o posto
do seu nicleo. Se H é capaz, o grupo de automorfismos de H é calculado segundo o
teorema 3.1.19.

A performance da implementagdo depende fortemente do nimero de geradores do
grupo de automorfismos ja que cada um deles determina uma permutagao que deve ser
construida e também afeta o tempo gasto no calculo das 6rbitas. Notemos entdo que se a
acao de um automorfismo estendido, a*, é trivial sobre o p-multiplicador, este induz uma
permutacdo trivial sobre os subgrupos permissiveis (ja que A,» = I; e logo A, S = SY)
e portanto nao tem papel nenhum no cédlculo das orbitas de subgrupos permissiveis.

E importante entido levar em consideracao o seguinte resultado:

Lema 3.2.7: As extensoes de automorfismos internos de G agem trivialmente sobre o

p-multiplicador.

Demonstragao: Pela definicao do automorfismo induzido, temos que se ¢;Ra = w; R,
entao a;R*a™ = u;R* parai € {1,...,d} e, dada w(ay,...,aq), uma palavra nos geradores

essenciails dy, ..., dq, temos:
wlay,...,aq)Ra™ = w(wy,...,uq)R".
Agora, se a € I,,(G), digamos conjugacao por um g € G, entao
aia = af = a;fa;, g) = u;.

Como [a;,g] € [R,F]R?, tem-se que u; = a; (mod R*). Logo a agdo de o™ ¢é trivial

em R/R”. |

Assim, quando o grupo de automorfismos de um descendente imediato H ¢é calcu-

lado, a implementagio descarta os automorfismos internos induzidos pelos geradores de
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peso ¢ em H.
Teorema 3.2.8: O grupo V, do teorema 3.1.19, tem como conjunto de geradores o con-
junto {0;;/i € {1,...,d}, j € {1,.... s}} ondc cada 0;; ¢ definido como scque

0ij1ai = aidny;
ar — a pare ke {l,....d} - {i}.

Demonstragao: V é o grupo de todos os automorfismos de F//M cuja restricio a G é a
identidade, i.e., 6§ € V se, e somente se, § € Aut(F/M) e O|g = idg.
Sabemos que F/M =< ay,...,a4 > ¢ RIM =< a,41,...,a,4, >, portanto, um

automorfismo, @, nas condigées acima é tal que:
a;0 = a;u; para € {l,...,d} onde w;=dn4j - Anrj, E< Ung1y-eybngs > -

Logo, segue-se facilmente que

com 1l < gp,... 5, <sVie{l,...,d}. =

3.3 Um exemplo

Obtemos aqui todos os 2-grupos 2-gerados de ordem < 2*. Para isso, construimos
os descendentes imediatos do 2-grupo abeliano elementar 2-gerado conforme foi estudado
na se¢ao 3.1 e ilustramos os aspectos da implementagao descritos na segao 3.2.

Seguindo a notacao usada até agora, sejam:
p=d=2 e F=<a,ay/ > ogrupolivre 2— gerado.

Logo o 2-grupo abeliano elementar, (G, pode ser descrito como F//R onde R é o fecho
normal em F do conjunto {a?, a2, [az, a1]} (i.e.. R =< {a}.a?. {a?.d%, [az. a1]} >F), temos

assim a seguinte apresentagao por poténcias e comutadores para G:

G =< a].(lg/af = 1. (1§ = 1. [(12.(11] =1>
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Construcao de G* e P,(G*)

O primeiro passo é a construcio de uma apresentagao consistente por poténcias e
comutadores para o p-recobrimento de G, G*, onde G* = F/R* com R" = RP[R, F). Para

isso, segundo foi estudado no capitulo 2, é preciso modificar cada uma das relacées de G

médulo novos geradores centrais e de ordem 2.

Observagao: Introduzimos primeiro o gerador definido pelo comutador [az,a;] e logo os

correspondentes as poténcias a?,a?, jd que todos eles tem peso 2. O

Desta forma obtemos a seguinte apresentagao:

. _ 2 _ 2 2 _ 2. 2 _
G™ =< ay,aq,a3,a4,a5 | [a2,a1] = a3, af = ay, a3 = as, a3 = af = a; =1,

[as, a1] = [as, a5] = [ay, a2] = [as, a1] = [as,a5) =1 >

a qual é uma apresentagdo consistente por poténcias e comutadores para G* (todas as
condigoes de Wamsley sdo satisfeitas).

Notemos entdo que o p-multiplicador, R/R*, estd gerado por as := [az,a;]; a4 := a?
e as := al.

Agora, pelo Lema 3.2.1, temos que o nicleo de G, P(G*), é gerado por
az :=[ag, a1); a4 := a? e a5 1= dl.

Assim, |P;(G*)| = p® e portanto G tem descendentes imediatos de passos s = 1, s = 2

es=3J.
Calculo dos automorfismos estendidos

O passo seguinte é entdao calcular geradores para Aut(G) e para cada um desses
geradores, digamos «a, o correspondente a™ € Aut(G*). Notemos que G =V (onde V éo

grupo de Klein) e logo, pela propriedade 1.6.10 (a), sabemos que
Aut(G) = Aut(V) = 55 =< ry, 9/t =1, 25 =1, (21,72)° =1>.

Sejam f1, B12 € Aut(G) como segue:

fri: a1 = @ y Bt e qag
ay —  ajdp Az = Ay

|
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Verifica-se facilmente que 8, = B2, = (811512)* = I, logo existe, pelo teorema 1.1.9,

um epimorfismo 0 : Aut(G) — H, onde

H=<pi,/h2/ ,3121 = 1d7/3122 =14, (BB)’ =1> < Aut(G)

e consequentemente Aut(G) = H, pois |Aut(G)| = |H| = 6.
Passemos entdo ao cdlculo dos automorfismos estendidos. Para calcular as matrizes
dos automorfismos estendidos, basta calcular as imagens de as, a4, a5 por cada fy;, i = 1,2

e armazenar num vetor 1 x 3 os expoentes de cada uma delas como segue:

= [aga)P = [, d = [a1, a5, 0] = [a2,01) = a5
i = (@) = (") =l =,
asﬁ“ = (ag)ﬁ“ = (05“)2 = (0102)2 = 0303[02701] = a4,0ds5,0d3 = A3,0405
100
Portanto, Ag: ={ 010
111
Br2 _ Pz _ — az _ 02 __
az " = [(12"11] = [‘12,01(12] = [02301] = az" = dasg
af‘.’ = (arf)ﬁ12 = (a’f”)2 = (a1a,)? = afag[a%al] = aza4ds
a5 = (@) = (a3%) =} = as
100
Portanto, Ag: = | 111
001

Célculo dos subgrupos permissiveis

Calculemos agora os subgrupos permissiveis de passos s =1, s = 2 e s = 3 na ordem
estabelecida na pag. 71 comegando pelos de passo s = 1.

Seja s = 1.
Os conjuntos definidores neste caso, ordenados lexicograficamente, sao Iy = {az}, K2 =
{as} e K3 = {a,}.

Para K, = {as}, as posicdes disponiveis sdo 3 —1 — (1 = 1) = 2 ¢ as matrizes

padroes correspondentes (ordenadas) sao™:

* As posi¢des disponiveis aparecem sublinhadas nas respectivas matrizes.
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S1=(100); S2=(110); S3=(101); Sy=(1L11).

assim os subgrupos permissiveis (i.e., os nicleos das transformagoes lineares dadas por

cada uma dessas matrizes) sao respectivamente:
Uy =< aq,a5 >; Uy =< azay, a5 >; Uz =< azas,aq >; Uy =< azas, agas > .

Para K3 = {a,}, as posi¢des disponiveis sio 3—1—(2—1) = 1 e as matrizes correspondentes
sao:

S5=(010); Se=(011).
portanto os respectivos subgrupos permissiveis sao
Us =< az,as > e Usz=< as aqas >
Para K3 = {as}, nao hd posigdes disponiveis, ji que 3 —1 — (3 — 1) = 0 portanto a
unica matriz padrao é:
S7 = (00 1) e o subgrupo permissivel correspondente é U; =< a3, ag >.

Seja s = 2.

Os conjuntos definidores neste caso, ordenados lexicograficamente a partir dos anteriores,
sa0:
Ky ={a3, a4} ; K5 ={as,as}; K¢ = {ay,as}.

Para K4 = {a3, a4}, as posigoes disponiveis sao 3.2 —(1+2) — 2(—22——2 = 2 e as matrizes

padroes (ordenadas) correspondentes sao:

100 101 100 101
= M = 'S = ;S = -
S (010)’ 5 (010)’ 10 (011) 1 (011)

Assim os subgrupos permissiveis respectivos:

Us =< a5 >; U, =< azas >; Ujp =< aqas >; U =< azaqas > .



Para Ks = {a3,as}, as posicées disponiveis sao 3.2 — (1+3)~ 3%:11 = 1 e as matrizes

padroes (ordenadas) correspondentes sio:

100 110
S = M .S' e
" (0()1)’ 0 (0()1)

assim, os subgrupos permissiveis respectivos:
U12 =< a4 > ; S]3 =< as3, a4 >
Para K¢ = {a4, as}, ndo hé posigoes disponiveis, ja que 3.2 — (2+3) — Lz;ﬁ = 0, portanto

010
&4_<00J

e o subgrupo permissivel correspondente:

a unica matriz é:

6/14 =< az > .

Seja s = 3.

O tnico conjunto definidor neste caso é o proprio K; = {as, ay,as} para ele ndo ha
posig¢des disponiveis ja que 3.3 — (1+2+43) — ﬂ%’—ll = ( e portanto a unica matriz padrao
100
é: S;5=1 010 | eo correspondente subgrupo permissivel: U5 =< >.
001

Calculo das permutacoes induzidas

1

Aﬁ;l . Si = 0 e portanto (Ul)(ﬂﬁ)—] = U,
1
1

A’@l.l Sé = 1 e portanto (U2)(./3f1)_] = U,
0
[ 1

Aﬁfl 'S:ts = 0 e portanto (U3)(ﬂ;1)~1 = U
0
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e portanto  (Ug)(35,)"" = U,

e portanto (Us)(35,)~" = Us

e portanto  (Ug)(B;,)" ! = Us

e portanto  (U7)(B5;)"" = Uz

e portanto  (Us)(B5;)~! = Up
e portanto (Us)(B5;)”" = Uso
/
e portanto (Ujo)(35;)™" = Uy
101 100
; ~ e portanto
001 001
e portanto (U12)(35;)"" = Urz
e portanto (Us3)(B5;)™! = Uss
/
010 010 N
: (0 | 1) ~ (0 0 1) e portanto  (Up4)(85,)7" = Uy
e portanto (Ups)(57,)' = Uns.

(Ull)(ﬁrl)_l = Us

Logo, a permutacdo induzida por (45;)”" = 3], (neste caso) ¢

(Ui Ua)(UsUs)(Usl 1)Ul )

0/2)

1



Agora:

(1
Aﬁfz S{ = 1 e portanto (Ul)(ﬂfg)—l =,
0
1
Ag;, - Sy = 1 e portanto  (Uy)(B,)" ' = U
0
1
Ap;, S; = 0 e portanto  (Us)(B1,)" ! = Us
0
1
Ag, St = | 1| eportanto (Us)(B5)~" = Us
1)
[0
Ag;, S; = 1 e portanto  (Us)(B5,)" ! = Us
1
[0
Aﬁl‘2 S(ti = 1 e portanto (UG)(ﬂfz)“l = U,
0
0
Aﬂb S; = 0 e portanto (U7)(ﬂi“2)"1 = Us
1
Lo 110
Agy "8 = | 11 |; e portanto  (Us)(85,)~" = Us
” 010
00
10
Aps, Sy = 01 e portanto  (Us)(85,)"! = Uy
10
10
Agy, Sl = 10 e portanto  (Uo)(85,)" = Uiz
01
(10 101 100
e s (1) (1) ! (0 0 1) - (0 0 1) e portanto  (Un)(85;)7! = U

[0 s]
Q)



10
A St = 11\_110 101 e
o = filen) Y gy epertante (V)BT = U
(10
Ag;, Sty = 01 e portanto  (Uy3)(B5;)~" = Uy
01
00
010 010
Aﬁ;‘z -Sly = 11 ], (0 1 1) ~ (0 0 1) e portanto  (U4)(B5,)"" = Uiy
01
A5;2 . 5;5 = ABn e portanto (UIS)(ﬁb)_] = Uss.

Logo, a permutacgao induzida por (45,)™! = 85, é

(UhU2)(UsUz ) (UrolUra)(Ur1Unz).

Cilculo de Orbitas

Para calcular as drbitas de subgrupos permissiveis determinadas pelas permutagoes

oy = (UlUS)(UsUe)(UsUu)(UQUlo) e
02 = (UlU2)(U6U7)(U10U13)(U11U12)

Seguiremos os passos 1 e 2 do algoritmo 1.7.5 dado no capitulo 1.

- Orb(Th):
Uyoy = Qg; Usoy = Uy; Uyoy = U,
Uyop = _U_z; Usoy = Us; Uzop, = Uy

Portanto, Orb(U;) = {U;,U,, Us}.
- Orb(Uy):
U40'1 = U4
Uso, = Uy; portanto, Orb(Uy) = {Uy}.

—  Orb(Us):
Usoy = gg; Usoy = Us; Uzoy = Us
Usog = y_s; Usoy = Uz; Uzoq = Us

Portanto, Orb(Us) = {Us,Us, Ur}.
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B Or})(Ug): USU] = y_ll’ Ullal = U, ; l/]Q(I] = (112

Usoy = %; Unor = _U_uz; Uypo = Uy
Portanto, Orb(Us) = {Us, Uyy, Us,)}.
- Ol‘b(Us): Uso, = (_J_I_Q; Uiy = Ug; Uyzoy = Uy
Usoy = Qg; Uyoor = Q]_s; Uyaoy = Usg
Portanto, Orb(Us) = {Us, Uyo, Us3}-

- OI'b(U14)Z U140'1 = _@
Ui40;2 = Uyy; portanto OrbUyy = {Us4}.

- OI'b(U15): U150'1 = U15
U150'2 = Uls; portanto OI'bU15 -= {U15}.

Escolhemos entdo os seguintes representantes:
Uy; Us; Us; Ug; Ug; Ura; Uns.

Calculo dos estabilizadores.

- Hy = Stab(Us):
Temos que Orb(U;) = {1 = Uiy, 2 = U,, 3 = U3}, procuremos entao um transversal
Th, = {t1,12,t3} para H; em P =< 01,0, >. Para isso, sigamos o passo 3 do algoritmo
1.7.5., i.e., olhemos para o “trago” dos elementos 1, 2 e 3 a partir do ponto 1:
1=1id, logo t;=1d
2=10;, logo t; =07 portanto Ty, = {t; = id, t; = 09,83 = 01}.

3=107, logo t3=0y

Assim, o conjunto de geradores de Schreier para H; é calculado usando o algoritmo

1.7.6.

gi1 = tioy =07 (1)g11 =3, logo g1 =01 e portanto sy = id
g1z = to09 = 09 ; (g2 =2, logo g12 =0y e portanto sy =1d
go1 = taoy = 02015 (l)gan =2, logo §z1 = o e portanto  sp; = 020102
ga2 = 1a0 = id ; (1)g2a =1, logo g1 =id e portanto sy = id
g3 = lz3oy = id ; ()gs1 =1, logo g3y =id e portanto s31 = id

g32 =t302 = 0102 ; (l)gse =3, logo Uaz = 311 e portanto s33 = 01070



Agora note que (Bu1frz2)® = (B1181281)(Br251 Br2) = id, logo as permutacoes induzi-
das satisfazem (010201)(020102) = id e portanto Stab(U,) =< 0,0,0, >.

Assim o estabilizador do subgrupo Uy, segundo a definicio 3.1.18 é:

Staby, =< f11612811 >

- Hy = Stab(Uy):
E claro que Stab(Uy) =< 01,0, > e assim

Staby, =< fy1, P12 >

- H5 = Stab(U5).
OI‘b(Us) = {1 = U5, 2= Ue, 3 = U7}
Seguindo o traco dos elementos a partir do ponto 1, temos:
1 =1, logo t; =1d

2=1lo,, logo t; = oy portanto Ty, = {t; = id, t; = 01,13 = 0102}.
3 =20,=1010,, logo t3=o0,02

é um transversal para Hs em P.

Assim, utilizando o algoritmo 1.7.6, temos:

gn = thoy =0y ; (L)gnn =2, logo gir =01  eportanto 1y =id
g12 = 1102 = 03 | (Dg12=1, logo g1z =id e portanto  $12 = 02
g21 = 1201 = id§ (1)gz1 =1, logo gor=1id e portanto sy =id
922 =103 =0102; (l)g22 =3, logo g2z = 0102 e portanto sy = id
g31 = 1301 = 010201 ; (1)ga1 =3, logo ga1 = 0102 e portanto 31 = 09
g32 = 1302 = 01 ; (1)gs2 =2, logo @32 =0 e portanto  s3z = id

Logo, Stab(Us) =< 0, > e assim:

StabU5 =< ﬁlz >

- Hg - Stﬂb(Us)
Orb(llg) - {1 = Ug; 2= Ull; 3= U]Q}.
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O trago dos elementos a partir do ponto 1 é:

1=1id
2 = 10'1
3 = 20'2 = 10’10’2

Observe que é o mesmo traco calculado para Hs e portanto Ty, = Ty, = {t; =

ud, ty = oy; t3 = 0703}, assim Stab(Ug) =< o, > e conseqiientemente
Staby, =< 812 >
- Hg = Stab(Ug)

OI’b(Ug) = {1 = Ug; 2= Ulo; U13}.

O traco dos elementos a partir do ponto 1 é:

1 =1
2:10'1

= 90'2 = 10’10’2
Logo, como acima, Stab(Us) =< o, > e conseqiientemente

StabU9 =< B2 >

Construcao dos descendentes imediatos de G

Lembrando que os descendentes imediatos sao classificados através do passso (v. pag.

64), obtemos os seguintes descendentes imediatos do nosso grupo inicial G:
- G,=G" Uy, Gy =G*/U; e G3 = G"/Us de passo s = 1.
- Gy=G"|Ug, Gs = G*[Ug e Gg = G*JU,4 de passo s = 2.

- G7 = G*/Uy5 de passo s = 3.



(Onde G~ esta dado pela apresentacio consistente por poténcias e comutadores da pag.
71, 1.e.:
*
G" =< a1,a3,a3,a4, as / [(12,01] = dag; af = aq,ai = Hs,ag, = (13 = a§ =1, [03,01] =
= [(13,(12] = [(14, (12] = [(15’ (l]] = [(15, 02] =1> )

A situagdo € a seguinte:
Ordem

22

Construgao de G, = G/,

U, =< a4, a5 >, logo G esta dado pela seguinte apresentagéo:

G, =G /Uy =< ay,aqy,a3 [/ af = 1,a§ =1, [az, ;] = as, ag =1, [az, @] =1
[az,as] =1 >.

a qual é uma apresentagao consistente por poténcias e comutadores.

Observagdo 1: Verifica-se que Gy = Dy =< ajap [/ a® = 1,dl =1, (a1 ap)* =1 >
(eliminando, via transformagdo de Tietze, o gerador supérfluo az na apresentagdo acima
e comprovando que as relagées em Dy sdo satisfeitas em Gy temos, pelo teorema 1.1.9,

que eziste um epimorfismo 0 : Dy — Gy. Logo Gy = Dy). O
Vejamos se G € capaz.

Uma apresentagao para o p-recobrimento de G, G7. é a seguinte:

* _ _ 2 _ 2 _ 2 _
G} =< ay, as, as, a4, as, ag, ar, as / [03, (11] = 4y, [(13,(12] = as, ay = Qg,05 = a7,03 = 4,

[az,a1) = az; a2 =1, [aj,a;] =1, 1 € {1,2,3}, j € {4,5,6,7,8} >.
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Avaliando as condigoes de associatividade de Wamsley temos:

ala, = a7a; = aya;
ax(aza1) = ajajazaz = ajazazaza; = portanto ax = as
= aialalas = aya-agas
(azaq1)ar = ajazaza; = ajazaasay
= a§a2(z§a4 = AqUgQs5ay portanto a5 = ay
@mai = aag

enquanto as outras condi¢bes sdo compativeis com as relagées acima.
Assim re-enumerando os geradores, temos que uma apresenta¢do consistente por

poténcias e comutadores para G7 é:

G =< ay,a3,a3,a4,as,a6 | [as, a1] = [az,a2] = a§ = ay; @ = a;, a% = ag, [az,a1] = a3

a2=al=dl=1; [ej,a] =1, j€{4,5,6}, i€ {1,2,3} >.

Temos entdo que o p-multiplicador de G, é gerado por {a4,as,as} € o nucleo de
Gy, P2(G7), é gerado por a4 = [as, a;] (Lema 3.2.1).
Conseqiientemente G; € capaz (desde que [P(G7)| = p e portanto G; tem descen-

dentes imediatos de passo s = 1).
Construgao de G, = G*/Uy:

Uy =< azaq,aqas >, logo G, esta dado pela seguinte apresentagido:

G, = G*/U4 =< a,as,ds / af = ag; a§ = dag; [azaal] = asz; (1§ =1, [03701] = [03702] =1>

Observagao 2: G, & Q4 =< a;,a; |/ @ = a2 = (ayay)? > (segue-se como na observagdo

1 da pdg. anterior).

Vejamos se Gy € capaz.

o)
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Uma apresentagio para G3 é a seguinte:

£ ]
G, =< ay,a2,a3,a4, as, ag, ar, ag [ las, a1] = ay; las, az] = as; @? = azag; al = asas;
2 _ . — .2
a; = ag; [az, a1) = ag; a; =1, [a,,a] =1,

JE{4,....8}, i€ {1,2,3}) >.

Avaliando as condi¢bes de associatividade de Wamsley temos:

2 — — —
asay = Qaza7a; = azda)a; = ajasar
(12(0,20,1) = Qa1d2da3 = A)0a2d3a203 = portant.o ag = ds
= alagagas = d;0G3d7dgds
(a2a1)a; = arazaza; = ajaza;azay
= afa2a§a4 = d30gdqagly
= (9030500804 portanto as = ay4
= (a20304050¢g
= Q94346
a%al = d3Gel] = Ayd30404¢
2 R portanto a4 =1
a1a1 = Qaj1dalg

enquanto as outras condigdes sdo compativeis com as relagoes acima.
Assim, uma apresentacio consistente por poténcias e comutadores para G} é a se-

guinte:

G; =< ay,4a2,03,04, A5 / [a37a1] = 1; [(13, 02] =1; af = 30y, a% = as; [02701] = as;

ai=1,a¢=d=1; [¢;,a] =1, j € {4,5},1 € {1,2,3} > .

Temos entao que o p-multiplicador de G é gerado por {a4.as} e o nicleo de G, é
trivial, i.e., P,(G3) =< >, pelo Lema 3.2.1.

Portanto, GG, € terminal
Construgao de G3 = G*/Us.

Us =< a3, a5 >, logo G3 estd dado pela seguinte apresentagao:
Gs = G*|Us =< ay,a9,a3 | a® = az, a2 =1, [ag, 3] =1, &5 =1, [a3,a5) =1 >
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Observagao 3: G3 = Cy x C; (scgue-se como as observagoes 1 ¢ 2).
Vejamos se G3 € capaz.

Uma apresentagao para G é a seguinte:

GS =< ay, ay, az, a4, as, ag, a7 / [03,02] = ay4; (13 = as; a§ = dg; [az,al] = arz; af = as;
i =1, [aja]=1, j€{4,...,7}, i € {1,2,3} >

Avaliando as condigbes de associatividade de Wamsley temos:

— —_ 2 2 __ _—
(azay)a; = ajazaza; = ajara? = aza; = axaszay ‘
portanto a4 =1

azaf = dQodas

enquanto as outras condi¢oes sao compativeis com as relagoes acima.

Em conseqiiéncia, uma apresentacao consistente para G% é dada por:

* 2 R S . — . =1 0% =
G3 =< a;, a2,0as, 4,05, 06 / a3z = d4; Uy = ds; [CLQ,(I]] = de; [(13, a2] - 11 a, = 4as

a? =1, la;,a;] =1, j € {4,5,6}, 1 € {1,2,3} >.

j
Assim, o p-multiplicador de G4 é gerado por {a4,as,as} € o nicleo de G3, P,(G3),
é gerado por ay. Conseqlientemente Gz € capaz e tem descendentes imediatos de passo

s = 1.
Construgao de G4, = G*/Us.

Ug =< as >, logo G4 tem a seguinte apresentagao:

S 2 .2 . e a2 2
Gy = G |Us =< ay,as,a3,aq | @ =ay; a5=1; [ag, 1) = ag; a3 =aj =1,

[(13, (11} =1 [(13.(12] = [(1_,.(12] =1>.

Observacao 4: Fazendo a = ay, b = a; € ¢ = as, obtemos para Gy a scguinte apre-

sentagdo, G4 =< a,b,c [ a* = 1, =1, =1, [bd = ¢ [c.a] = [e.b] =1 >.
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E claro agora que G4 € um produlo semidircto do scu subgrupo < a,c > pelo grupo ciclico

de ordem 2 gerado por b, cuja acdo € tal que b transforma a c¢m ac ¢ fiza c. =
Construgao de G5 = G*/U,.

Ug =< azas >

. - ' 2 _ .2 R .
G /UQ =< ay,a,0a3,04 / 4y = dq; dy = A3, [(1-2,0,1] = daz; dz = a4 = 1’

[03, CL]] = [(L4, ag] =1 > .

Observagao 5: Fazendo a = a; e b = a, obiemos para Gs a seguinte apresentag¢do,
Gs=<ab/at=1, b1 =1, b3 = >. E claro agora que G4 ¢ um produto semidireto
do grupo ciclico de ordem § gerado por a pelo grupo ciclico de ordem 4, cuja agdo de a

transforma b em b1, O
Construcao de Gg = G*/U14.

Uy =< az >

_ _ 2 _ 2 _ . _ 2 _ 2 _
Ge¢ = G Uiy =< ay,a9,a3,a4 [ af = a3, a5 = ay; [ag, 4] =1, af=a5=1>.

Observagao 6: Fazendo a = a, e b = ay, obtemos para Gg a seguinte apresentagao,
Ge =< a,b [/ a*=b"=1, [ba] =1 >, logo, seque do teorema 1.1.12 que Gg = Cy x C,4.0

Construcao dos descendentes imediatos de G;.

Temos, pelo teorema 3.1.19, que Aut(G,) = Aut(G*/U;) = Sg, Vi, onde:
- Sg, =< £/ €€ Sy, >, onde £ éarestrigio a G de uma extensio £* de £ a G* e

- Vg, é o subgrupo de Aut(G;) dos automorfismos de GG; que induzem a identidade

em G.

Assim, Aut(G,) é gerado por:
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a; r— a
geradores de Vg, (teorema 3.2.8)
J Prz:ar — a

a; +—— Qaqdas

ﬂ23:ﬂ11/612,81]:a1 ) a,
az +—— d

} gerador de Vg,

.

As respectivas matrizes dos automorfismos estendidos sao:

100 100 100
Aﬁ;] = 010 ;A[32'2= 010 € Ag;3: 001
001 001 010

Passemos agora ao cdlculo dos subgrupos permissiveis

s=1
O dnico conjunto definidor neste caso é K = {a4}. As posicdes disponiveis sdo

3—1—(1—-1)=2e as matrizes “padrao” ordenadas:

S1=(100); S =(110); §5=(101); §;=(1L11).

Logo os subgrupos permissiveis correspondentes sao:

1 1 1 1
Ul =< as,a¢ >; U; =< aqas,a6 >; Uz =< ayas, a5 >; Uy =< aqae, asag > .

Calculo das permutagées induzidas

Note que como S5, e 55, agem trivialmente sobre o p-multiplicador de G, induzem
a permutacio trivial sobre os subgrupos permissiveis. Logo, sera necessario calcular sé a
permutacao induzida por 35,. Temos
1
Ag - S¥ =10 e portanto  (U})(35,)"" = U]
B3 " P1 T I 1\P3) =1



(1)

Aﬁ;s . S;‘ — 0 e portanto (Uzl)(ﬂzns)—l — st
1
1

Apg, - Si=1|1 e portanto (U3)(853)" " = U,
0
1

AﬁEe: ’ S:' =11 e portanto (U;)(ﬂga)_l — U,}
1

Assim, a permutagdo induzida por 355 é: (U,Us).
Calculo de érbitas

E claro que as drbitas sdo:
Orb(U)) = {Ur}; Orb(Uy) = {U;,U3} e Orb(U;) = {U;}.
Logo os trés descendentes imediatos de G, = G*/U; sio:
Gi1=GJUY, Gya=G7JUL; Giz=Gi /Ul depasso s=1

_ — 2 2 2 _ -
onde G} =< a1, az, as, as,as, as/[as, a1] = (a3, a3) = a} = ay; af = a5, a3 = as, [ag,a1] =
azai=al=d=1; [a;,a] =1, j € {1,2,3} > (apresentacio consistente por poténcias

e comutadores obtida na pag. 88).

A situacao é:

Ordem
G
°® 22
3
./Gl\. ?
S 24
Gl,l Gl,z G1,3
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Construgao de G, = G;/U}:

1 ’ . -
Ui =< as,a¢ >, logo G estd dado pela seguinte apresentacio

— 77— .
Gia=Gi/U; = <ay,ay,a3a4 [ [as,a1] = (a3, a5) = ag,a? = a2 =1, a? = a,,
2 : .
laz,a1) = as,af =1, [ag,ai] =1, 1 € {1,2,3} >.
Observagdo: G;; = Dg =< aj,a; [ ai =1, d2 = 1, (¢1a2)® = 1 > (eliminando
os geradores supérfluos az e a4, via transformagées de Tietze, verificam-se em Gy,

as relagoes de Dg. Assim, pelo teorema 1.1.9, ezxistem epimorfismos § : Dg — Gy .

Logo Gy, = Ds). ]
Calculo de Gy, = G7/U;}:

U; =< aqas,ag >, logo G, 5 estd dado por:

G1,2 - G;/U2l = < ay, o, a3,y / [a3’a1] = [03,(12] = dy, CL? = (14, a% =1

al =ay; [ag,a1) = a3, a2 =1; [ag, i) =1, 1€ {1,2,3} >.

Observagao: Fazendo a = ajay, b = a,, obtemos para Gy, a sequinte apresentagao,
Gipo=<ab/a® =1, =1, ¢® =a®> que é o grupo semidiedral SDy. (Os grupos se-
midiedrais sio 2-grupos de ordem 2™, definidos para m > 4 por: SD,, =< a,b [ a*™~V =
1, B2 =1, a® = o027y 5, 0

Ciélculo de G5 = G7/U}:

U41 =< a4a¢,a50g >

G1,3 = G;/U41 = < a,a,as3, a4 / [(13, al] = [03,(12] = a4, (13 = a§ = a§ = a4

[ag,a1) = az; @i =1; [ag, ) =1. i € {1.2.3} >.

Observacao: Fazendo a = ajay ¢ b = a3, oblemos para Gy3 a scqguinte apresentagao,

G1,3 =< a,b / a® = 1, v¥* = of, a’® = a1 >, que € a apresentagao do grupo quatcrnio
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generalizado Q.

Construcao dos descendentes imediatos de G,

Pelo teorema 3.11, Aut(G3) = Aut(G~/Us) = Sg, Vi, onde:
-~ Sg,=<€/ €€ Sy, >, onde £ éarestricio a G5 de uma extensdo £* de £ a G~ e
- Vi, € o subgrupo de Aut(G3) que induzem a identidade em G.

Assim, Aut(G3) é gerado por:

( ﬂslial F— a;d3

geradores de Vg, (teorema 3.2.8)

ﬂsz IS ay

—
— agqd3

ﬂ33 = 512 L4y a1l
ag F dg

\

} gerador de Vg,

As respectivas matrizes dos automorfismos estendidos sao:

100 100 100
Ag =010 |; Ag =] 010 | e Ag =|010
001 001 001

Passemos agora ao cdlculo dos subgrupos permissiveis

s=1
O dnico conjunto definidor neste caso é K = {a4}. As posicdes disponiveis sao

3—1—(1—-1)=2e as matrizes padrées ordenadas sao:
S =(100) $3=(110); $=(101) e §3=(111).

Logo os subgrupos permissiveis correspondentes sao:

3 3 3
U =< as,as >; U] =< aqas,a6 >; Uy =< agas,a5 > e U =< asar,asa; >.
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Calculo das permutagées induzidas

Temos:

1

Ag,-Si=| 1| eportanto (UD)(B3)™ = U3
' 0
1

Aﬁiz S;=1(0 e portanto (Ug)(ﬁé})ﬂ — U13
0
1

Aﬁa'2 . Sé = 1 e portanto (U:?)(/jgz)—l _ U:;;
1
1

Aﬁ§2 ) Sfi =10 e portanto (U?)(ﬂé‘?)—l — Ug
1

Assim, a permutagao induzida por 35, é& (URU)(U3U3).
Calculo das érbitas

E claro que as orbitas sao:
Orb(17) = {U}, U7}
Orb(U73) = {U3, U§}
Logo os descendentes imediatos de (i3 = G*/G5 sao:
G3JUE e G3/U; depasso s=1
x 2 2 _ . - — 1. 2 — 2 _
onde G3 =< ay, a3, as, a4, as,a6/a3 = ay; @ = as; (a2, 1] = ag; [az, @) = 1: af = az a] =

1, [aj,a;] =1, j € {4,5,6}, 7 € {1,2,3} > (apresentacao consistente por poténcias e

comutadores obtida na pag. 90).
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A situagao é: G 2
2
3
G ] 2
4
2
Gy g G,
Calculo de G, = G} /U;:
UP =< as, ag >, logo:
Gsy = S/Uf’ =< a1, dz,a3,04 [ ag = ag4; a% =1; lag, 4] = 1, af = as,
ad=1>.
Observagao: Fazendo a = a, e b = ay, obtemos para G3; a seguinte apresentagdo
Gsq =< a,b [ a® = 1, ¥® = 1, [a,b] = 1 > logo, seque do teorema 1.1.12 que
G3,1 = Cg X Cg. O

Célculo de Gz, = G3/U3:

U2 =< ayae,as >.

G3,2 = Gg/Us? =< ay, @, asz, a4 / [a§a4]; ag =1 [02701] = dgy, [‘13,(12] =1

2 2
ajy =as; ay=1>.

Observagao: Fazendo a = a; e b = a,, obtemos para Gz, a seguinte apresentagao
Gyy =< a,b/a® =1, b* =1, a® = a® > que € o grupo “quase-diedral” My(2). (Este
grupo pertence a uma série de p-grupos M,(p), definida paran > 2 se p € par e paran > 3
se p = 2, da sequinte forma: M,(p) =< z,y / 2V =1, P =1, ¥ = ) >). O



O diagrama abaixo resume os resultados do nosso exemplo, exibindo todos os 2-

grupos 2-gerados de ordem < 4:

G =V

R
I
w)
"
R
()
@
N
8.0
i
a

o _
| = = G _= G =C xC =
D Gl =SD Q =G ) G3,2 M4(2)
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G, G (=C, xXC,



No dia em que cu veja ralizados
absolutamcnte todos os meus sonhos, sc-
ret completamentc infeliz ... toi perdido
a capacidade de¢ sonhar,

Comentarios finais

1)

Limitacoes da implementagao: A performance da implementagao do algoritmo
de Newman-O’Brien depende fortemente do nimero de subgrupos permissiveis de
um tamanho de passo particular, i.e., do grau, D, do grupo P de permutagdes
induzidas pelos automorfismos estendidos. Cada uma destas permutagoes é arma-
zenada num vetor de dimensdo D. A memoria requerida para armazenar este vetor
é um fator limitante da implementacio. Por exemplo, no cilculo dos descendentes
imediatos de passo 2 do grupo abeliano elementar de ordem 16, o grau de P ¢é

174.251.

O tempo gasto no cdlculo das permutacées geradoras para P e na deter-
minacao das 6rbitas é uma limitacao adicional. Em média, 70 % do tempo gasto
em calcular descendentes imediatos é usado no calculo de permutacoes geradoras

de P e das 6rbitas de subgrupos admissiveis. (v. O’BRIEN [12]).

Melhoras: A performance do algoritmo pode ser melhorada usando caracteristicas
estruturais do p-multiplicador, tais como a presenga de subgrupos caracteristicos
no p-recobrimento. Em geral, a estrutura do p-multiplicador permite dividir o
conjunto de subgrupos permissiveis em subconjuntos menores que sao uniodes de
6rbitas. Essa divisdo permite a construgdo de grupos de permutagdes de grau

menor. (v. O’BRIEN [12]).

Two-Groups: Two-Groups é uma base de dados realizada em Nu-Prolog, que
fornece acesso a informagao sobre os 58.761 grupos de ordem dividindo 256. A
linguagem de consulta, baseado na notacio da Teoria de Conjuntos, permite a
recuperacio da informacao armazenada bem como a dedugao de uma informacgao

nova (o expoente e o ntimero de classes de conjugagao de um grupo, a ordem
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4)

de seus grupos de automorfismos internos). Nesta base de dados pode incluir-se,
sem maior dificuldade ou alteragio, informacao sobre outras listas de P-grupos.
(v. BUTLER ET AL [1]).

Apresentacoes ponderadas: Uma vantagem do uso de apresentacdes ponderadas
por poténcias e comutadores é a obtengao de um critério razoavelmente pratico para
estabelecer o expoente do grupo apresentado (v. HAVAS-NEWMAN [6]) o que é de

muita utilidade para o estudo do problema de Burnside.

Consisténcia: No teorema 2.2.5 foi dada, através dos testes de consisténcia de
Wamsley, uma solucio para o problema de consisténcia de uma dada apresentacao
por poténcias e comutadores para um grupo G finitamente gerado. Ao mesmo
tempo, prova-se que alguns desses testes sao redundantes, obtendo-se assim uma
considerdvel redugdo no numero de testes suficientes para se analisar a consisténcia.
Esta redugdo no numero de testes proposta por Vaughan-Lee [15], estd ligada ao

numero de geradores essenciais de G.

No artigo de Havas-Newman [6], fazendo-se uso de apresentagoes ponderadas

bl
por poténcias e comutadores, propde-se uma outra redugdo para o namero de tes-
tes, ligado ao peso do ultimo gerador da apresentacao que, como foi provado na

proposicao 2.4.3, representa a p-classe de G.

Achamos que seria interessante comparar, em termos computacionais, ambas
as redugbes propostas para o numero de testes de consisténcia. (v. VAUGHAN-LEE
[15] e HAVAS-NEWMAN [6]).
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