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INTRODUGAQ

No capitulo 0 serdo dadas definicOes e enunciados de
teoremas gue serazo utilizados nos capitulos subsequentes. Detalhes

e demonstracoes poderdao ser encontrados nas referéncias.

Desenvolvemos, no capitulo I, a teoria de Perturbacdes
de Sistemas Lineares nao criticos passando depois para a Alternati
va de Fredholm, Sistemas fracamente nao lineares e Sistemas mais ge

rais.
O Método da Média & desenvolvido no capitulo II.

Esse método & muito eficaz no estudo de diversas gues
toes sObre comportamento assintdtico de solugOes de equagoes perio

dicas e quase-periddicas.

O problema que abordamos neste trabalho & o seguinte:
se % = f£(t,x,e) & uma equagao diferencial quase-periddica em t e
dependendo de um parametro e, e se:paré € = 0 existe uma faml
lia de solugoes quase-periddicas, entao se pergunta se algum elemen
to dessa familia gera uma familia de solugdes periddicas dependendo

de €e

As aplicagoes desse Método sao dadas no capitulo III.



CAPITULO 0

Prefiminanes Basicos

Seja D um subconjunto aberto de Rn+l cujos elemen

tos sio da forma (¢,x) onde t esti em R e x estd no RT, e

. - ~ = et n
seja f uma fungao continua definida em D e com valores em R,

Definigao 0.l: Uma equacdo diferencial & uma rela-

¢ao da forma:

(1) %x(t) = £(t,x(t))
ou abreviadamente
X = £(t,x)

DJ‘O-
ctix

onde %X = =x. Dizemos que x & uma solugao de (1) no intervalo I
contidoem R se x @& uma fungao continuamente derivavel definida
em I, tal que (t,x(t)) estd em D, para todo t em I. e satis
faz (1) em I.

Suponhamos que seja dado (to,xo)‘ em D; o problema
de valores iniciais para a equacao (l) consiste em encontrar um in-

tervalo I contendo t0 e uma solugdo x de (1) satisfazendo

x(to) =X, ou simbolicamente:

)'( = f(t,X)
(2)
x(to) = X,

Se existir um intervalo I contento to e um X satis
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fazendo (2), ent3do dizemos que a solugdo da equacdo (1) passa pelo

ponto (to,xo).

Definigio 0.2: Dizemos que £ : D » R & localmen

te Lipschitziana em relacao a varidvel x se para todo (to’xo)
em D, existe uma vizinhanca V(to,xo) e uma constante K tal

que:

|£(t,x) - £(t,y)]| ¢ K|x-y|

se (t,x) e (t,y) estao em V(to,xo).
Por exemplo, se £ & de classe C1 na variavel x,
entao f @& localmente Lipschitziana (pela desigualdade do valor =2

“dio).

Teorema 0.l: (Teorema de existéncia e unicidade na
forma local): Se £ & uma fungao con

‘tinua em D e  localmente Lipschitziana em:relagéo a x, entao
para todo (to,xo) em D, existe um intervalo I contendo tO e
uma solugcao ¢ definida em I com w(téi = X alem disso, se L

@ um intervalo contendo t_ e 9 definida em L & solugdo satis

fazendo ﬁ(to) = X_, entdo ¢ e V¥ coincidemem I N L.

Definicao 0.3: Se 9 e ¢ sdo solugoes defini -

das em I e L, entao ¢y & uma continuacao de 9 se L contém I
e ¥ & uma extensao de V.

Dizemos que ¢ & solugdao maximal se nao admitir con
tinuagao nao trivial; O correspondente intervalo de é chamado

intervalo maximal.



4

Nas hipdteses do teorema de existéncia e unicidade

os segnintoes teoremas valem:

Teorema 0.2: Para todo (to,xo) em D existe uma e
vma 80 solucio maximal com @(to) = Xy

Tecorema 0.3: Seja C  compacto contido em D e ¢ (t)

com my < t <m, uma solugao maximal com intervalo maximal (mj,m?L

Entao existem tl e t

ou t2 < t < m2.

tais que (t,9(t)) & C se m, < t<t

2 1 2

Corolario 0.l: Se D = Rn+l e ¢(t) & uma solucao

com intervalo maximal (ml,mz) e m, <= entao lim |9 (t) ]| = =,
t-+m
2

e se Y @& uma solugdo maximal 4 direita e & limitada entdo m,=+=.
Se f(t,x) @ continua num dominio D e localmente

Lipschitziana em relagao a x entao o teorema de existéncia e uni-

cidade implica que para todo (to,xo) em D existe uma Unica solu

950 maximal x(t,to,xol com intervalo maximal (ml,mz) e

2

_ . n+
x(%,to,xo) = X . Seja ECR

o o conjunto formado por (t,to,xo)

onde ml(to’xo) < t < mZ(to'Xo) e (to,xo) esta em D.

A trajetdoria passando por (to,xo) e o conjunto de
pontos em Rn+l dado por (t,x(t,to,xo)) para t variando sobre
todos os possiveis valores para os quais (t’to'xd) pertence a E.

O conjunto E & chamado dominio de definigao de x(t,t_,x).

Teorema 0.4: O conjunto E & aberto, x uma fungao
continua em E; além disso, se f depende continuamente ou diferen

ciavelmente de um parametro A em RP, ent3o x também depende con
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tinuamente ou diferenciavelmente de .

I importante observar que vale a igualdade

x(t,s,x(s,to,xo)) = x(t,to,xo)

scrnpre que smbos os lados estiverem definidos, pois sao solugdes que

COLHCidC’m }JS_TEI t = 5.
L‘ m [.)aI 'E.J..Cula). X t ’ S,X S t X = X .
( O ! ( ! O ' O) ) O

Definicao 0.4: Dizemos que a equagao & autdnoma se

f nao depende de t, isto é:

% = £(x).

‘Nesse caso se P(t) & solugdo e c¢ @& uma constante, entao

y{t) = p(t+c) também & solugao e temos que
x(t,to,xo) = x(t-to,O,xO),
chamando x(t,xo) = x(t,O,xo), vale a igualdade
x(#+s,xo) = x(t,x(s,x])).
Se A(t) = (aij(t)) € uma matriz n x n cujos ele-

-~ ~ . n - ~
mentos sao funcdes continuas, na reta e h : R+ R & fungao contl

nua, a equacgao:

X = A(t)x
& chamada equagao linear homogénea, e

¥ = A(t)x + h(t)

(1)}

chamada equagdo linear nao homogénea ou linear forgada.
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Tecoxema 0.5: No caso de um sistema linear (homogéneo
ou forgado) o oporador solugao x(t,ta,xo) esta definido em
%2 R x R x R".

Observemos que uma matriz X(t) satisfaz a equacao

matricial
X = A(t)X

se e gomente se as colunas de X satisfazem

X = A(t)x.

Teorema de Liouville 0.6: Se X satisfaz X = A(t) X,
t

entzo det X(t) = det x(to) exp J tr A(s) ds.

t
o .
Em particular det X(t) ou & nulo ou & sempre diferen

te de zero.

Corolario 0.2: Se Xyr eeer X sdao solugoes de
% = A(t)x,. entZo ou os vetores xl(t), oo xn(t) sao linearmente

independentesbpara todo t, ou linearmente dependentes para todo t.

Definiéao 0.5: Se X(t) = A(t)X(t) e X(t) & inver
sivel (para o que basta ser inversivel para algum ), entao X(t)
& uma matriz fundamental.

Aqui devemos observar que se X(t) 'é uma matriz fun-
damental e det C # 0 entdo Y(t) = X(t).C também & uma matriz fun

damental, e reciprocamente se X(t) e -Y(t) sao fundamentais en

tao 3 C cujo det C # 0 e tal que X(t) = Y(t).C.
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Definicio 0.6: Matriz Principal & a matriz X  tal
que X(t,tO) & solucio e X(to,to) = I. Se Y(t) e uma matriz fon
damental ouslguer, entao:

R — - X —l e
;\\1.,;tuo) Y(L).-{ (LO).

Teorema 0.7: Vale a seguinte igualdade

X(t,s) = X(t,r) .X(x,s)

para todo t, r, s.

Usando a matriz principal, a solugao geral do sistema

linear nao homogéneo
%(t) = Aa(t)x(t) + h(t)

& dada por:
t
x(t,to,xo) = x(t,to)xo + Jt X(t,s) . h(s)ds.

o
Uma classe importante de sistemas lineares, & aque
la em que a matriz A @& constante.
Consideremos a equagao homogénea

X = Ax (1)

e a equagao nao homogénea

X = AX + h(t) (11)
onde A & uma matriz constante real ou complexa n xn e h & u-
ma funcao continua n-vetorial real ou complexa sobre (-=,«).

Nesse caso a matriz principal _X(t,to) de (I) e
eA(t-to) onde a exponencial de uma matriz C & definida por:



form.

o)
P

2t

C C2 C3 Cn
e = I+ C4 gyt ogrh oo+ It oL

) . At )
Teovema 0.8:  Todos os auto~valores de e sao da

ende A & auto-valor de A.

Teovcma 0.9:  Se nenhum auto-valor de A tem partc

real nula, entao existe uma mudanca linear de coordenadas tal que

nas novas cocordenadas A

B, e B_

a quantidade de auto-valores com parte real positiva e Kk

B, 0
assume a forma ; onde
0 B_
sao quadradas px p e kx k, p+k=n, onde p &

a gquanti

dade de auto-valores com parte real negativa. Além disso existe K

e a > 0 tal que:
B t
le ¥ | < K Y, £ <o
B t
le "] sxe™® tso0

e suponhamos

e > 0

plica

se e estavel e

e todo

lx(t,to,xo)l < e para ¢t e@

b) A solugdao x = 0

Definigao 0.7: Consideremnos a equagao % = f(t,x),

£(t,0) =0, te [0,=).

a) A solugdo x = 0 & chamada estavel se para todo

existir & tal que [x_ | <& im

to > 0, G(E.to)

[to,oo) .

€ uniformemente estavel (U.S.)

5§ pode ser escolhido independente de to > 0.
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¢) A solugao x = 0 & uniformemente assintdticamente
estavel (U.A.S.) se f&r uniformemente estivel e existe n > 0 tal
que para tcecdo ¢ > 0 existe T(e¢) de forma que { x(t,to,xo)| < €
vara todo t >t o+ 1T{c e X < n.
P - o (e) o| n

Em particular, toda solugao tende a zero.

d) A solugao x = 0 @& insta@vel se nao fOr estavel.

Teorema 0.8: Para o sistema linear com coeficientes

constantes (I):

1) A solucao nula & U.A.S. se e somente se Rel < 0

para todo auto-valor A,

2) A solucao nula & U.S. se e somente se Rel ¢ 0 e
oS A's com Re =0 tem multiplicidade algeébrica igual a multi-

plicidade geometrica.

Teorema 0.9: Se a matriz principal X(t,to) de

X = A(t)x satisfaz |X(t,s)] ¢ K e—a(t-s), t>s ea >0 e se
. f(t,x) _ . ) ~ )
lin ———£L—— = 0 uniformemente em t em R entao existe rO > 0
x*+0 | x |
tal que |xoi < r_ implica que a solugdo de % = A(t)x + flt,x)
satisfaz
a
- f(t—to)
Ix(t,to,xo)l < Ke (xol.

Observagao: Se f depende também de ) e

lim —Lf(Er%,2) 0
x+0 | x|
A0
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uniformemente em t € R, entao existemn AO e r, tais que
IA] < & impli
-~ & n < ¥ m X7
Ix] o o o implicam
o1
. - —Z—(t—to)
st 2 M) | < Ke %1, t 2 t -

Tecrema 0,10: Seja

&

X = AX + f(t,x)

onde 2 @& constante. Se existe auto-valores de A com parte real

maior gue zero e

1im £EeX) -
x+0 b x|

“ent2o a solugao nula de % = Ax + f(t,X) & instavel.

Vamos agora enunciar alguns resultados sobre sistemas

lineares com coeficientes periddicos.

Teorema de Floquet: 0.11: Se A(t) & continua real
ou complexa, e periddica de periodo T.> 0, entao existe uma mu-

danca de variavel
x = P(t)y

onde P & T-periddica e inversivel (eventualmente complexa) que

transforma o sistema % = A(t)x em ¥ = By onde B & constante.

Corolario 0.3: Toda solugao de % = A(t)x & da for

ma x(t) = P(t) etho, onde B & constante e P periddica e in

-
versivel,
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Definicdao 0.8: A matriz C = X(7,0) onde X & a
matriz principal & chamada matriz monodromica.
Os auto-valores p da matriz monodrdmica sao chama-

dos muliiplicadores caracteristicos de

] - AT - .
e gqualguer x tal que . p = e e chamado expoente caracteristico

a o . 10 o~ - . .
dge (*); observe-~se que i = “__%“B nao esta bem definido, mas a
sua parte real esta.

Podemos escolher ) de forma que seja auto-valor de

B, vsando a mesma determinagao para o logaritmo.

Corolario 0.4: A equagao % = A(t)x, A(t+T) = A(t)
tem solucao T-periddica n3o trivial se e sGmente se 1 & multiplica-

dor caracteristico.

Teorema 0.12: A solugao nula de X = A(t)x,
A(t+T) = A(t) @& assintOticamente estavel (estavel) se e somente se
a solugao nula de ¥y = By for assintOticamente estavel (estavel) e
isso ocorre se e somente se oOs expoentes céracteristicos tem parte
real menor que zero (menor ou igual a zero e os A's com Reix = 0

‘tem multiplicidade algébrica igual 3 multiplicidade geométrica.

Faremos agora um resumo das fun¢oes quase periodicas.

Defini¢io 0.9: Uma funcdo h : R + R® (ou C”) & um

polindmio trigonométrico se

n
h(t) = .g
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3 = Y - n n
onde cs aj sao elementos de R (ou C).
'P'\ VI O l’} s o o )n "n g
eorema U.ld: Seja £ : R+ R (ou C) uma fungao con
,..T h [ SO B T N R ! o - pod -~
tinva e limitada. As secuintes proposigoes sao eguivalentes:

& e e 1 . o~
10) £ © limite uniforme de uma seqliéncia de polindmiocs

Tricencntricos.

27) 0 conjunto das translacgoes fr'

£_(€) = £(t+T)

onde T estd em R, tem fecho compacto no eSpago das
fungoes continuas e limitadas em R com a norma dosu

premo.

Definigao 0.10: Uma funcao £ : R - r" (ou c™) conti
nua & quase-peridodica (f € A.P.) se satisfaz as condigdes do teo

rema anterior.
Propriedades:

12) A.p. @& fechado em relacdo a limite uniforme, isto &;
se fn esta em A.P. e fn converge uniformemente para £ em R,

entao f esta em A.P.

2%y se F : 2 < RrR" » R™ & uniformemente continua e
£ir eees £ estao em A.P.(R)" entao a funcgao g : R~ rRT, defini

da por g(t) = F(f,(t), ..., fn(t)) estda em A.P,

Em particular se f,g estdo em A.P. entao f+g e f.g

também estao em A.P.
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Definicao 0.11: Se f(t) pertence a A.P. entao a
media de £ & dada por:

1 a-+l
M) = lim = J £(t)dt.

T
Moo a

Pode-se mostrar que esse limite existe, independentc

de a ¢ ¢ uniicrne para a em  R.

Definicao 0.12: A & um expoente de Fourier de f se

a(r) # 0 e a(r) e chamado coeficiente de Fourier onde

i

~ixt
]

T :
a(x) = M{£(%) e = 1lim % J f(e)e Pihae,

T+ o}
Chamando A o conjunto dos expoentes de Fourier de f,
definimos modulo de f como sendo o mddulo sobre os inteiros ge-

N

rado por A; seus elementos sao da forma izlaixi’ onde o0s ay

sao inteiros.

Teorema 0.14: Se f,g pertencem a A.P., entao
m(g) < m(f) se e sOmente se para toda seqliéncia Tj em R tal que
f(t+1j) converge uniformemente, g(t+rj) também converge uniforme

mente.

o~ ~ m

Definicao 0.13: Dada a fungao £ : R x @ »+ R onde
Q esta contido em Rn, dizemos que f @& A.P. uniformemente em
conjuntos compactos K C @ se satisfaz a uma das duas seguintes con

digoes equivalentes:

1) se Ty e uma seqliéncia de numeros reais, existe uma

subsegliéncia Ti tal que f(t+r£x) converge uniformemente em
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X

[ -~ o - o~ T SR
{coniuntos coupactos) ;

2) £ © limite uniforme em R x (conjuntos compactos) de

una segiiencia do polinduios trigonom@tricos
n{k) , (t)

b o= P, a. X)) e
K FEL uj,k( )

iw,
Jek
L 2+ R s30 continuas.

hs propriecdades 1 e 2 das fungoes A.P. permanecem va

lidas para as fungoes f(t,%) A.P. uniformemente em conjuntos com-

pactos.
Define~se media de f como sendo (Mf) (x) =
] a+T .
= lim = [ f(t,x)dt, onde o limite independe de a ¢ & uniforme
T a

para a em R e x em compactos: se a fungéo de x a(r,x) =
= M(£(t,x) e ***) n3o & identicamente nula dizemos que A & expo
ente de Fourier de f e a(r,x) e o coeficiente de Fourier.

O modulo de f & o modulo sobre 2 gerado pelo con
junto do§ expoentes de Fourier de f (pode-se mostrar que tal con
junto @ enumeravel).

Vamos lembrar também a definig¢ao de contragao unifor-

me e o teorema do ponto fixo de Banach.

Definicdo 0.14: Se E & um subconjunto fechado de
um espaco de Banach, F um espago métrico, T : E x F > E  fungao
entao T(x,X) & uma contragao uniforme em x, se existe K e R,

0 < K< 1 tal que

|T(x,2) - T(y,2)| ¢ K|x-y|

para todos os pares (x,y) de elementos de E.
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(921

Teorena 0.15: Se E & um subconjunto fechado deo  um
cspagoe de panech & 9 @ B o> E @ uma contragao, entao T tem urm

ponto fio.

moyerma 00160 8e B @ um subconjunto fechado Ce um
capace e Danaci, I um espacgo meétrico T : E x F » E @& continua
e & contragio uniforme, .entao o ponto fixo de T(.,\) & fungao con

tinua de A.



cAPTITULO T

Pertusbacoces de Sistemas Lincares nao Criticos

Definicso 1.1 Se A(t) & uma matriz n x n defini

da o K¢ L una clusse de fungoes que contém a fungao zero; 0

= A(t)x (1)

€ dito nao critico com respeito a D se a Gnica solugdo de (1) que
pertence a D & a solugao x = 0.

Por B(-»,») denotamos o conjunto das fungoes
f i1 (=-»,0) » Cn, continuas e limitadas. Nesse espaco vamos conside-
rar a norma

[£] =  sup [f(v)].

o<t <o

O conjunto das funcgoes A.P. & um subconjunto de B(-»,«),
A.P. & o conjunto das funcoes quase periddicas.
O subconjunto P de A.P. denota o conjunto das fun

¢Oes periddicas de periodo T.

Temos que: PTc: A.P. € B(~w,») .,

Lema l.l.a) O sistema (1) com A € P, @ nao critico
emn relagéo a B(-w»,») (ou A.P.) se e sOmente se as partes reais dos

expoentes caracteristicos de (1) sao diferentes de zero.
Demonstragao:

Suponhamos que as partes reais dos expoentes caracte-

16
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risticos de (1) sao diferentes de zero, entdo a representacio  de

Flequet de solugodes implica gque a {inica solucao de (1) em  B(-=,«)
e % =0 ¢ (1) nao ¢ critico em relagio a B(~»,®) e como A.P.cB;
X =0 @ a tuica solucio em ALP..

Preiproconente, se ndo existe solucao x # 0 de (1)
em  Ri~e,e),  entao a ropresentacao de Flogquet implica que nio pede

existir um expoente caracteristico A de (1) com X = i®, pois se

:

— A Wi - g . . hong 9]
A = 10, entao a equagao (l) precisaria ter a solucgao et p(t),

p(t+T) = p(t), p(t) nao trivial, que & diferente de zero. c.q.d.

1.1.b) O sistema (1) com A € P € nao criti

T
co em relacao a Pn se e somente se I = X(T) & nao singular, on
~de X(t), X(0) =1 & a matriz fundamental de (1).

Demonstragao:

Como X(t), X(0) = I e a matriz fundamental de (1),
ent3o a solucdo geral de (1) & X(t)xo, onde X & um vetor cons-
tante arbitrario.

O sistema (1) tem uma solugdo T-peridodica nao trivial

se e sOmente se 3 X, # 0 tal que X(T)x = x_. c.q.d.

Observagao: Se - A na equagao (1) & constante, entéo
(1) @ nao critico em relagdo a B(-=,») ou A.P. se e soOmente se to
dos os auto-valores de A tem parte real diferente de zero.

A equagao (1) & nao critico em relagao a P, se e sQ

mente se todos os auto-valores A de A satisfazem AT Z O (mod

27i), ou equivalentemente os auto-valores puramente imaginérios iw

27
T)'

de A satisfaz w Z 0 (mod
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ALtennaiiva de Trediokfm

i

Corsideremos o sistema linear nao homogéneo

e o howes o

onde A{t+T) = Al{t) e f£{t+T) = f(t).

Definig&o 1l.2: Chamamos equagao adjunta de % = A{L)X

a equagao
¥ = -yA(t) (2) y~vetor linbha.

Consideremos também a equagao matricial:

Y = -YA(t)

Lema: Se X(t), X(0) =1I & a matriz principal de

(1) entao Y(t) = X_l(t) & a matriz principal de (2).

Demonstragao:
v(0) = X Y(0) =1
) = (L) = -x"te) k() X ) =
= - x ) A LX(8) X (e
Yt) = - x"T(e).A(E) = - Y(£).A(E). c.qg.d.
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Como as solugoas T-periddicas de (1) e (2) sao  dadas

respactivanonte pelas condigdes iniciais X, e v, tais que

(T - X(T))(xﬂ) =0 e yO(I - ¥(T)) = 0, do lema anterior conclui -
mos que ccncs conjunios de condicdes iniciais sao subespacos de mes-

Teorema l.l: (Alternativa de Fredholm)

Se A, f € P, entao a equagao

X = A(t)x + £(t) (1.1)

tem solugdo periddica em P, se e somante se

T
J yv(t)f(t)dt = 0
O

para todo y € P, solucao da equagao adjunta

T

y = -yA(t).

Neste caso, existe uma familia de solugOes periddicas
dependendo de r-parametros, onde r & o numero de solugoes linear

mente independentes de (1) em P Alénm disso, se alguma condigao

T
de ortogonalidade nao estiver satisfeita, entdo todas as solugoOes s@

ilimitadas.

Demonstracao:

Como A, f e PT' temos que x(t) & solugao de (1.1)

em PT se e sO se x(0) = x(T).

Se X(t,t), X(t,1) = I & a matriz principal de (1)



e x{(0) =

cial tem uma solucao se e sOmente se ab = 0;

tal que aB

o conjunto dos vetores

® 4
Y

L

. Entao

t
i X,t,@)xo + J A{t,s)f(a)ds
o

- t -1
sty = X)) .¥ "(Q)XO + J L) .X “(g) f(s)ds
o

T -1
xo = X(T)XO 2 J X(T) .¥ “{s)f(s)ds
o
T -1
X, = x(T)[xo + JOX (s) £{s)as]

T
l(T)Xo = x, + joxml(s)f(s)ds
~1 T -1
[x (T - I}xo = J X T(s)f(s)ds (3)

Entao (3) & equivalente a Bx_ = k..

Por um teorema de algebra linear, esta equagao matri-
para todo vetor a

= 0.

Como X-l(t) @ a matriz principal da equagao y=-yA(t);

0 coincide com o)

a para os quais aB
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conjunte des valores inicials destas solugles y  as quais sao T-pe
T A% e (e - L,y = = -

ricdicas. Coro o solugao y{t) = aX " (t) & uma solugidc T-periddica
de (2} oo e zlornis se al = 0, seque-se que as condicoes de orio-

gonalideds o0 cguivelontes A& solubilidade de (3).
Sulc o oms agora que exista uma solucao periddica

y{t) = y{Crd “{s,0; dJdo sistema adjunto tal que

Ti'!
j y{t)yf(t)dt # 0.

Usando a formula (1.2) e levando cn conta que

X(t,s) = X(t,O).X*l(s,O) podemnos escrever:

t
yle)x(t) =y x_ + J v(0)x (e, 00x(t,00x  (s,0) £(s)ds =
o :
t
= Yo¥, + ] y(s) f(s)ds.

Como este Ultimo integrando & T-periddico e

T
J y{t)£(t)dt # 0
o

segue-se que y(t)x(t) & ilimitada e portanto x(t) também €. cgd.

Teorema 1.2: % = A(t)x + h(t) (1.1) onde A(t) per-
tence a P, tem solugdo Gnica em X, onde X = B(-=)ou X = A.P.

ou X =P,, para todo h em X, see sOmente se X% = A(t)x (1)

& n3o critico em relacao a X.
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K¢ X — X

h — Kh
¥h & a tnic solveno, K & linear e continua, isto @, existe k
tol ue Ly | inl.

Além Jdisso, se X = A.P. entao mn(Kh) m[A,h],

Denonstragao:

Caso 1: Suponhamos X = P,. Provemos que se (l.1) tem solugdo

tnica em X = P, ecntao (1) & nao critico em relagao a X = P.
Sse (1) @ critico em X = P entao Y = -yA(t) tem
-solugoes peritdicas nao triviais.

Seja y{t) uma tal solugao e consideremos

hit) = §5(t)

T - (T :
J y(t)h(t)dt = I |§(t)|2dt > 0. Pela alternativa de Fredholm (1.1)
) o -

nao tem solugoes T-periodicas para esse h.

Provemos agora que se X = A(t)X & nao critico em re
lagdo a X, entdao (l.1) tem solugdo Gnica em X = P,
Se (1) & nao critico pelo Lema 1l.l1.b, temos que

[T - x(T)] @& inversivel.

T
- -1
X, = X(T)xO + X(T)IOX (s)Yh(s)ds.
T;_l
xo - X(T)x0 = X(T)J X “(s)h(s)ds.

(o)
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T

. . R :
[I - X(T)an = X(T)j A T{s)h(s)ds.
. R ©

wgo= [T - ] x(w)j X"t (s)h(s)ds.

i (-] T
®{t) = X(£} (¥ - R(T)] ~ X(T)[ X “(s)h(s)ds +
o

t -1 »
+ X(t)j X “{s)h(s)ds = K(h).
o

|[K(h)| = sup |. . .| € k|h| c.qg.d.
O<tsT
Caso 2: Suponhamos que X = B{-w,=), Provemos que se (1.1)

tem uma Unica solugdao em B(-«,=) entzo (1) € critico em B(-=,«).

Se % = A(t)x e critico, seja a mudanga de varidivel

dada pelo Teorema de Floquet.

”
il

P(t)y onde P(t) € P.

x P(t)y + P(R)Y

A(t)x + h(t)

It

P(t)y + P(t)y

() [a()x + h(t) - B()y]

v
il

P lt)a(t)p(t)y + P L(E)h(t) - p )P (t)y

9
]

y=p 1t [amwew - Be)]y + P H(B)h(t)

Fazendo P-l(t)EA(t)P(t) - B(t)] =B e
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P“l(iﬂlx(t) = (L) toaos:

Se (1) & critico, existe um auto-valor de B do ti

vty o= =yB tem solugdo Tl~periédica nazo trivial

whra alguvtn g € P nio cxiste solucao limitada pelo ten

m

"1

rema 1.1,

Sejam y{t) a solugao Tl~periédica nao trivial de

y = -yB e g(t) = y(t)t
T T . T .,
J y(t)g(t)dt = f y(t)y(t) "dt = j ly () |[“at > 0.
o) o o)

Para esse ¢ nao tem solugdo T,-peridodica. Entdo nao existem solu-

1
¢oes periddicas pelo teorema da alternativa de Fredholn.

Provemos agora se (1) & nao critico entao (1.1) tem
uma Unica. solu¢ao em X = B(-»,»), ¥ h € B,

Se por hipOtese Rel # 0, entﬁo decompomos © espago
em subespagos invariantes.por B tais'que os auto-valores tem

Rer > 0 em um dos subespag¢os e Red < 0 em outro, assim o sistema

fica:

[l
Il

B u + g+(t)

v = B_v + g_(t)

e existe k tal que:

B+t



o
Para v temos:
B (t=t ) B tit -B_s
vit} = e T ylt) + e j e g (s)ds,
O -
t
o
~B_t
Tiaoeado v < o to temes que e tende a zZero
T tende a -e,
o
D tet -B_s
vit) = e j e g_(s)ds = K(g_).
K(g_) = v(t) @& solucdoc le limitada pois
B t(t -B_s B_t -B_t
v(t) = B_e J e g_(s)ds + e .e g_(s).
v(t) = B_v(t) + g_(s).
_ : t B_(t-s) o -B_u
K(g_) = v(t) = J e g _(s)ds = J e g_(t+u)du
onde s =t + u.
© au k
k(e |« 1] x eaulla_| = Elg_I.
Fazemos analogamente para u.
Caso 3: X = A.P.
o -~B_u
vit) = J e g_(t+u)du.

VoL,

quando
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alta rnostrar que so g € an.P. entao

<
o
>
el
e
n
[

ja o {ekr_ ) o 3 ().

_ o -~B_s
PRkt {U%Tn } o ov{t) = J e g_(t+s)ds, porque se
k -
g wog ot ) @ v, = v{t+r_ ).
3 . * i k nk
v - vl = IRgy - kg ¢ klg,, - g ] » 0.

Afirmacao: m{(P(t)) < m(A(L)).

Cono q = Pﬂl(t)h(t) > mf{g) ¢ m(A,h). Temos que m(v) < mn(qg).

m(Xh) < m(A,c) ¢ m{(A,h).

Sistemas Fracamente nao Lineanes

Seja X% = A(t)x + g{t,»,e) onde A €P nx n.

Tl
Suponhanos que q(t,x,0) = 0, e que b4

[}
o]
r’-
"
)
o

J
nao critico em X. Em particular q(t,0,0) = 0, vemos que x = 0
& solucao, esta em X, e o problema & saber se para € pequeno o=
xiste solucao UGnica em X. Para isto vamos impor as seguintes con-

dicOes sObre q:

se X = P, entdo qg(.,x,e) esta em Pre
Se X = B(-»,») entao qgf.,X,e) esta em B.
Se X =A.P. entao g(.,.,e) & uniformemente quase

/)

periddica para |x| a.
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Facanos as hipdteses abaixo sbbre q:

) gt 0,e) ¢ Mle) ¥ &, 0 < g g €,r com limM(e) = 0,
e+0
onde 1 & waa foncdo continua ndo decrescente.
o opurcicatar o(t,0,0) = 0.

2} Veuos supor tambem que a deriveda de g em relacio a
segunda varidvel seja pequena, para isso damos a condicao de Lip- chitz
para q:

lagle,x,e) - qlt,y,e)| < Lie,b) lx=y] ¥ t, ¥ x,vy tal
que x|, ly] € b onde lim L(e,b) = 0.
e+0
b+0

Teorema 1.3: Nas hipdteses acima sObre g se X=A(t)x

& nao critico em relacao a X, existem e, € b, e una fungao

x*(t,e), 0 < e ¢ €0 tais que:

1) x* & continua em R x [O,eo]

x*(t,e) | € b,

solugcao em X, x*(t,0) = 0,

m

2) x*

¥ €

N

€
O

3) x* & a Unica solugao com as propriedades acima.
Se X =A.P. mi(x*(.,e))c m(A,g(.,.,€)).

Demonstragao:

X* = A(t)x* + g(t,x*,e) e X.



a) Para X = P

Afirmagao: Se x* € X entao qlt,x*,e) € X.

Glbne, 2 Ty o) = a (et x® (t) ye) = qlt,x*(t) e) € P
pois se 4= P wuuso gle,%,e) € P
b} Para X = B(-~w,«),

Afirmacao: Se x* € B entio q(t,x*,e) € B.

Se x* @ B entzo 3 a > 0 tal que x*| ¢ a.

lq(t,0,e)]| < M(e).

lg(t,=%,e) ~ qlt,y,e) ]| = L(e,bo)[x*~y| para y=0 teros
‘lq(t,x*,e)] <€ M(g) + L(s,bo)lxl < M(e) + L(c,bo).a < K(s,bo)

e x* & continua, qf(t,x*,e) @& continua como composicoes de fun-

.cOes continuas.

c) Para X = A.P.

Afirmacdo: Se x* € A.P. entao q(t,x*(t),e) € A.P.

Dada uma seqliéncia T, conseguimos uma subseqllénecia

gque indicaremos também por T,r tal que:
x*(t+r ) > X*(t) uniformemente na reta

q(t+rn,x*(t+rn),e) + q({t,X*(t),e) uniformemente na
reta, para todo x, tal que |x]|< a.
Vamos mostrar que q(t+rn,x*(t+rn),e) converge para

q(t,x*(t),e) uniformemente em R.



Dzdo o o» 0, seja o tal que para x~y| < a implica

que  Jolt,x,e) = git,y, o] <« ’“;_
xFCoRr ) e w8 e |Gl wR (et ) se) - gl x*(E), 0] < &
1 n 2
Soe o ayors W o +al gur n » N temos
§q(t#fnfx.c} - {t,,e) ] < %- ¥ot, ¥ x tal que |x| ¢ a.

AR - ..
Butao para n @ N

!q(t+?n,x*(ﬁ+rn),e) - qlt,E*(t),e) ] ¢

€ lq(t+rn,x*(t+1n),e) - &(t,x*(t+1n),cﬂ +

+ l&(t,xl“(t-i-rn),e) - S(tli*(t) IE)I <P

Portanto esta bem definido

Q{e) ¢+ X —— X
y(t) — (Qle)y) () = q(t,y(t),e).

e sendo

K : X > X o operador definido no teorema l.2 precisa
mos encontrar y € X, tal que y(t) = K(q(t,y(t),e)) ou seja pre
cisamos resolver a equagﬁo X = KD(e)x em X.

| Seja Xbo o conjunto dos x € X tal que |[x]| < b_ -

Chamemos KQ(e)x = T(x,e). Queremos que T(x,e) tenha
um ponto fixo, ou seja, queremos achar bO e €5 > 0; 0 £ e « €57
tais que:

T(.,e) : Xg — X, seja uma contragao. Provemos esta
o o

afirmacao:
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T, ed] = IR ala,x,e) ] glxl{al.,x,e)] ¢ kla(.,x,e) ] <
g Mlale,xzee) = aql.,0,e) + ql.,0,e)] <

< kigl.,x,e) - q(.,(),s;)| + qu(.,(),e)l <

A

plalo =, o) = ql.,0,e)] + ki(e) <

< }-:L(c,};ao) Ise] + kil(e) < kL(e'bo)‘bo + kM(c).
| T (xx,e) = T(y,e)] < kL(a,bo)lx-y{.
Seja ¢ e b tal que kL(e,b ) < i, 0 € e ¢ ¢ e
. o o) - ‘ o 2 Y7o
kM(e) < -»—;3— .
Entao

1
| (ere) = Tlyoe) | ¢ 5 . |x-y

Como T(.,e) @& uma contragao uniforme e & continua,pe
. lo teorema 0.15, existe uma funcao x : [O,éo] + X que & continua

em ¢, ponto fixo de T, e entao solqgao da equagéo
X = A(t)x + qg(t,x,¢e).

Como conseqliiéncia x*(t,e) & continua por que se t ot

e =+ ¢ temos:
n

|x* (e se )=x*(t,e) | < |x*(t _,e ) = x*(t ,e)| + [x*(t ,e)-x*(t,e)]
Ix*(tn,en) - x*(tn,s)| + 0 quando e _ =+ 0 e

n

lx*(tn,s) - x*(t,e)| > O quando t_ > t.



pacto.

metrico:

ge para

Gnica solugao

tal que

1)

2)

X .
o]

B(t)
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Suponhames cue X = AP. falta mostrar que

(A, olo, o)),
Dode e o» 0, toumamos una scegiéncia T tal que
i
i
it
Git, ) anifornenente em x| s b }.

U OO S oS trar quas
x“\t+11,e) + yv*(t,c) uniformemente.

Sabemos que o conjunto das Lransldcovo tem £

[0}

cho com

Usaremos os seguintes resultados: Se x_ € M, espago

{2y, over % ...} & compacto.

Se %, > X, entao toda subseqliéncia de (Xn) conver

Por esse mesmo teorema ¥ = B(t)y + g(t,y,e) tem uma
v*(t,e) porque ¥ = B(t)y @& nao critico. Existe t
= A(t+1r) (Tomamos 0 <« 1_ < T).

m

X(t) @& matriz principal de % = A(t)x.

Entao:

X(t+1) = A(t+t)X(t+1) -

Y(t) = X(t+1).X"T(r) & matriz principal de

vy = B(t)y.



lugao de
z = y*,
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RO W
VGO

V(1) = n(Ter) .2 T (T) = X(T) X (1) X () = X(T) .

Sorton o Y (T) tean 0S8 mesmos aute-valores de

SEG h(t+rﬁ)x(t+1 fC) 4 q(t+1“,x*(t+TA),a).
N jt m

m

Se  xr(t+t _,e) - z(t,e) em A.P. onde z(t;c)

n{e)z(t) + qlt,z(t),e).

il

Z(t,e)

Usando o teorenma da dependéncia contlinua temos

Portanto x*(t+1m,e) + y*¥(t,e) c.q.d.

Vamos agora estudar a estabilidade da solugao.

(T) .

-
e o0

aue

Teorema l.4: Nas condig¢oes do teorema anterior se o©s

}expoentes‘caradteristicos de x = A(t)x tem parte real negativa, a

solugcao x*(t,

real positiva

temos:

€) € assintOticamente estavel; se algum tiver

x*(t,e) & instavel.

Demonstragao:
X = A(t)x + qlt,x,e) .

Fazendo a mudanga de variavel:

y = x - x*(t,¢),

parte



e

a3

v R F{L,e) = A(LYx - A(L) Y 4+ qlt,x,e) - qglt,x*,e) =

Aluyy sl vyt {t,e) ,e) - g, x*(L,e),e) =

O toorena & entlio wma conscgiiéneia imediata dos teore

waas 0.2 ¢ 0.10.
Sistemas wmads Geradls
Consideremes agora 0s sistemas:

(4) %X = eAx

% g (Ax+h(t))

-
%
X

onde A & constante.

Lema: X = €eAX @& nao critico em relacao a A.P. ou

B(-»,=) ou PT para € # 0 se e sémente se Rex(A) # 0 3 €y > 0
tal que (4) & ndo critico em relagdo a P, se e sdmente se o dg

terminante de A e diferente de zero.

Demonstracgao:

Suponhamos por absurdo que Rei(A) = 0., Entao pelo

lema 1l.1l.a temos que X = eAx & critico em relagéo a B(~=,») ouA.R
O lema l.l.b implica que 2% = eAx € nao critico em relagdo a P, se
e somente se ewT # 2kr para todo k =0, *1, ... e todo real w
tal que XA = iw & auto-valor de A. Se w = 0 ndo & auto-valor

de A, existe sempre um €o > 0 tal que estas desigualdades sao
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satisfeitas parn 0 < ¢ e
G w = 0 2 wuto-valod, entZo nio existe e, > ¢ tal

que f = i © nio critico em relacao a P

1.5: 8e (4) & nao critico em relacdo a X pa

¢

ra 0 <« ¢« | eatdo para todo h € X, existe uma Gnica solucao

e existe k independente de e tal gue

Demonstragdo:

Pelo tcorema 1.2 % = eAx + eh(t) tem uma Gnica solu

cao K h em X e existe k(e) tal que

lKEhI < k(e).

Precisamos mostrar que k(e) independe de €.
"Se X = A.P., ou B(-x,eo},

A matriz A & transformada pela forma de Jordam na
matriz B, - e portanto eA & transformada em eB.

Seja P a matriz mudanéa de base, qﬁe leva €A en
eB.

U = eBu + eh+(t)

onde u(t) e dada por:

u(t) = e + e T eh+(s)ds = Ke(h+)

eB t[t -B se¢
400



rt E;DJ (-a?
bty = j,c " Ch+ { .‘3.) ds
e eB, ¥ o —gB
(L) o= n " eh, (t+r)dr = - J e 7 ¢h, (t+r)dr.
4 + +
; o
oncdle & = b o+ oy,
4+ w3
W -~ o =) LA = S
A\CI=+(L) J e L'h+(t’{ r)dr.
o)
~B+r -ux
le | < K;e r>0 e a > 0.
Entao:
meBLx ~eax -
le | < K,e " r >0 pois er>Q e a >
te -eay 1 ‘ Kl
|K€h+| < suplh+|e.jo K e dr = sup[h+leKl-:EE- = - suplh+|~jr—
Portanto k(e) nac depende de «¢.
Andlogamente para a parte negativa.
Devemos oObservar se h € A.P.
mod(KCh)c; mod (h) .
Andlogo para h € P-
Teorema l.6: Se % = e (Ax+g(t,x,e)) onde q € X

X = €AX

€@ nao critico em relagao a X.



lg(t,0,e)] < Mie), M continua e MM(0) = 0

«»4 - " - - " ! s > .y o .

b, ) = alt,y,e)l ¢ Tie ,bo) x-y| para |x]|,]y| < bo e

iy Li(e, b} = 0.

o) 0

Iy 0

o
Tntlo awistom € ? o, x> 0 e x*(t,e) tal que
v (t,e) & continua
x*(t,e) € solugio do sistoma
x*{(t,c) & X
|x*(t,e)]| < r
Xx*(t,;0) =0
x*(t,e) @ a Unica solucido com as propriedades acima.
Se X = A.P. entao mod(x*(t,e))c modl(q).
Se Rex(A) < 6 entao x*(t,e) e assintoticamente es

tavel.

Se existir um com parte real maior que zero entao e

instavel.

Demonstracao:
Para € > 0 definimos 'y(t) = x(g)

1
€

ofct

. . . t |
y=2xD =ax "+ aGx®,e) = ay + qle,ye)

e Iql(t,O,e){ = 1q(§,o,s)l < M(e), M continua e M(0) =0

t t
Iql(tIXIE) - ql(trYrC)l = |q(;lxle) ~,q(ZIYI€)|$ L(Elbo)lx-YI para
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k%4
1

¥

Loorema 1.3 e

w4
p;S

st

> y*(trc)

icemonstradas

¢ obtemos

da

masiia

for-



CAPITULO 171

etodo da Hedia

Costo capiiulo, queremos encontrar para a equacaio

waa solugan x*{L,e¢) periodica ou quase-periddica tal que

#*¥{t,e) - 2 quando e > 0,

ef(t,ult,e),¢)

frt)
o
-
™
~
H

e

u(t,e) e¢stida em A.P.
M(G(t,e)) = eM(f(t,ul(t,e),e)).

T
M(a(t,e)) = lim lj a(t,e)at = lim

T T o) T>o

1

F(T,e) = u(0,e))

Portanto M(a(t,e)) = 0. Entao M(f(t,u(t,e),e) = 0.
Se u(t,e) » u, quando e » 0 deveriamos ter

M(£(t,u_,0)) = 0. Entav u, tem que ter a propriedade

1

M(f(t,uo,O)) 0. Esta & a condicao necessaria. Vamos dar a condi-

cao suficiente.

Lema 1.7: Seja h € A.P. com M(h) = 0 e definimos

h(s)ds. (solugao da equacgao § = -eg + ht).

t
glt,e) = J e—e(t-s)

-

38
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Entgo existe t(e), ¢ > O tal que t{e) =~ 0 qguando € -+ 0

Locrea que

(e ‘5,mjéﬂimml %%‘t,g) - h{t) | ¢ t(e).
TR }Lii'.lxj,(‘t;’) <o mod (h) .
0 = 1) = lim ‘i}" d}](.‘)‘)(ifi e uniforme em t em
Tare Ti g
o LT
Enitao %J his)ds| < &(T), lim §(7T) = 0 (decrescente)
Tt T co
LA
g(t,e) = J e ““h(t-u)du onde u =t - g.
o)
*® - Y o L P ikl
g(t,e) = J e e(n hT)e E}“h(t--u)du{ =
o
o - (k+1)T _ _
= Ze Ekj h(t-u)e”® Wk gy =
kT
o - (k+1)T - _
= F.e Ekj h(t-u) (+1-1+e " (WK qy =
kT _
w ek ((KHDT
= 1 Lo® I h(t-u)du +
kT
- - (k+1) T e (i
+ kgoe EKJ h(t-u) (-1+e e(u kT))du
kT
- (k+1)T o - (k+1)T e (11
lglt,e)] < L Z eEkl h(t-u)dul+B I .e ekT (1-e e (u=kT)

o

r

RO

) |du
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o el . I I o3 - .
[alt,e)] - L g S{my ..o “(yioe )J (1-e *%)ds onde s = u-kT.
b o
T
. ! - G
LICHED RN QU P SR G S L
RS s
P oomsn &0 1 - el ,‘
Lomn e o
o
J-C o3
Caawo IS X.
l-e 7
Temos:
1
lg(t,e)] s 6(T).T —m—iemme + BT.
- -c'T
l=-2
hong -C']‘ Ll . -~
Entao l-e = §(T) tem uma unica solucao T(e) e

lim T(e) = 4+,
e~»0

l~e"ET(€) = §{(T(c)) e eT(e) = O quando e » 0.

Definimos 1(e) = (B+1)eT(e)
lg(t,e)] €« BT + T = (B+1)T = T(;)

29(t,e) = -eqg(t,e) + h(t).

Chamando a(e,t) = —eg(t,e)

_et(e) _ t(e) .

3
|52 - h(v)] <

Teorema 1.8: Sejam X = ef(t,x,e), onde x estda em

Q, f estada em A.P. ou P de classe C1 em X e continua.



oz
e G S - ol - . o PR e -
A P o e ={t,x,e) sao uniformemente  continuas
(4208
Gl XK O oo oo ato,

Loy o M{F(t,x,0) ).

sunchiisoees (e {0y =0 e A=
- * IS}
&

CooF estl oo ALP. e Rex(n) # 0. (£ em P com
AL
det I # 0). exista um e > 0, %% (t,e}, 0O < e < e, tal

qus  x¥{t,e) & continua, & solugao, estd om AP, {ou em P, I
moc {xi{.,e)) « mod(£(.,%,2)) ¢ x*{t,0) = 0,
Al&m disso se Rex(A) < 0, x%(t,e) & uniformenente

assintoticamente estével, e se algum tiver parte real maior que ze

ro x*(t,e) @& instavol,

Demonstragao:

8,

Sejam % = ef(t,x,e).

fo(x) = M(f(t,x,0)) que € a média em t.
= M(£(t,0,0)) =0

fo(O)
% = e(£f(t,%,0) + f(t,x,e) - £(t,x,0))
Chanemos ql(t,x,e) = f(t,x,e) - £(t,x,0)

Provemos que {, satisfaz as condicces:

a) |ql(t,0,s)| = |£(t,0,e) - £(t,0,0)] < M(e) ©pois £
& uniformemente continua em R x compacto x compacto e lim M(eg) = O

. e>0
entao M(0) = 0.

qq(£,0,0) = £(t,0,0) - £(¢,0,0) =0



= Pt mLe) - £{t,x%,0) - f(t,y,e) - £(t,yv,0)] <

< ovn Lo ey (mey) ce) - £Y (v (vmy) 00 [ xey ] s
Dap o
O P } sy
onde
Lie,b ) = sup |[£'(t,yip(imy),e) -~ £t yte Gi-y) . 0)
- O<p<l
lim L(e,b ) = 0 se |x|, |y| ¢ Db_.
e+0 © °
b -0
o

7 o= e(£(t,x%,0) + ql(t,x,e))

f{t,x,0) - £(t,0,0) = A(t)x + r(t,x) onde lim _rlex) o

x>0 | x|

X = e[£(£,0,0) + A(t)x + xlt,x) + q(t,x,e)].
Seja
qz(t,x,e) = r(t,x) + ql(t,x,e).
Provémos que q, satisfaz as condicoes:
lr(0)| =0
lr(£,%x) - rit,y)] =

= | f(t,x,0) - £(£,0,0) ~ A(t)x - f(t,y,0) + £(t,0,0) + A(t)y]



1

o f e . w f 4 Yl —
pr{t, ey o w{t, v =

PolUo, G) - E{Nry,0) ~ AlEYx + B(R) Y] <

HAKES éf{(t,y%p(ny)fO) - A(t)l.x~y & L](bo)' Xy
(oo -
onde
Li!nh) T nUm if’(t,j+p(x»y),0) ~ A{t) |
Y O<p <l '
e

Provemos que se 9. € 9y satisfazem as propricedadaes

de q. Entao dy + q, também satisfaz:
ql(t,X,E) 'f‘ qz(t,x’e)

lagy(€,0,e) + q,(€,0,e) | < lay (£,0,e) ] + la, (t,0,e) | <« Myled + 14, (e)

lim Ml(s) + Mz(e) = 0
e-+0

Iql(t,x,e) + qz(t,x,s) - ql(t,y,e) - qz(t,y,e)l 3
¢ |gqlt,x,e) - ql(t,y,e)l + g, (t,xee) =~ qz(t,y.c)l <
< Ll(e,bo)lxﬂyl + Lz(e,bo)]XMyl = (Ll(e,bo) + LZ(E,bO)!-”-‘"yl

lim L
e~>0

b -0
o

plerb)) + L{e,b ) =0



=4
et
o
s
-
2
1
—
-
~
A
-~
o
~—
|

= v {x) + ql(t,x,c) catisfaz o

T, 0,0 4+ A{LY o+ qa(t,x,s))

owoed{ax h AE)R o~ Ax o+ £{t,0,0) + g, (t,x,e)) =

= e (A (B {L) = A)x o+ h{e) + g, (t,x,e)) onde
25, (0) |
h{t) = £(t,0,0) e A = wwwﬁgwum e temos Mh(L)) = 0 por hiplte-
e}
se.
M(A(t) - B) = 0 pois A(L) = 2%(x,0,0) e

8 PAS
lr -
M(a(t)) = lim %( %%(t,O,U)dt(a). Cono

| & uniformemente conti-
Tarw o °

erfw
Mirn

nua temos que (a) & igual.

T T
lim 5 e J £(t,0,0)dt = —2- 1lim %f £(t,0,0)dt = —§§~M(f(t,0,0»¢
O

Troo 90X X Tao Lo

Portanto
] 3 afO
— Y : = = = e et e = M }.
M(a(t)) 5 M(f(t,0,0)) -5 M(fo(o)) M ( T (0)) M(A

Facamos a mudanca de variavel

"
il

(I + eC(t,e))y + eg(t,e)

(I + eClt,e)) T(x - eglt,e))

<
i

(I - eD(t,e))(x - eg(t,e))



. A0 _ A o
g o= omerr O - eg(t,e)) 4 (T~ eD(t,e)) (% - o=
ot gt
3ok

tituinds na equacan temos:

IO . o o 5 Y yr e £ 2
sosia e ite) )y o oegit,c )

- CQ(er—)) +

+ (T = eDlu,e)){nl {1

+ {(A(L) - 1) E(I + cCl{t,e)y + cg(tfs)] -+

3

3 q

+ h(t) + g ‘1: t,e) }.

L{t,s,e) -

Portanto

y = elay + (n(t) - A - -g—%)y + h(t) - -g%(t,e) + qult,ye)]

Como h(t) € A.P. e ¢ = -eg € nao critico pois
& auto-valor com parte real diferente de zero, existe uma Unica
lugao

g da equagao § = ~eg + h(t),

e a solugao & dada por:

t
gl(t,e) = [ ene(t‘s)h(s)ds e M(h) = 0.

Aplicando o teorema anterior temos que

. 39 -
h(t) 8t(t,c) 0

quando e - 0
e
2D
a(t) - A - 5T 7 0 quando e » 0.

w

19



sy
[on

Fortanto

H . . s x N
voroeliy 4o, {t,yee) ] quanéo ¢ -+ 0.
: , i4 .

nizo ozlo teorema 1.6 temos que existe ¢ > 0,

oy ISR o N oot . - oy e Ty a o . jogil s
XL, e, 0 0 o o ol oague wt(k,c) ¢ continua, € sclugao, «sta
)
e ALP. o omedintil,ur) o nod{f{.,2,e))Y e ®¥(t,0) = 0.
o o R - - - - - .
Alom disso se Rex(h) < 6, =*¥(t,e) e U.A.5., © a2

algum tiver parte nexro e inctavel.




CAPITULO 111

dosdicocoes do Metodo da Medda

/ A ART
- i . 2 2 « P T Gor o - .
Sein no= e {1l-wT)yx 4 o= 0, Mostre que para e pe

gac do sistema se aproxima da solugao do sistema para

2

O sistema ¥ - e{l-x")% + % = 0 pode ser escrito:
¥ =y

)
e(l-x7)y - x.

(el
it

Facamos a seguinte mudanca de variavel:

rocose

»
il

Yy = =—rsend

Temos que:

fcos® - rsenoo

e
il

-Fsend - rcosnd

[{}
i

Entao

kcos0 = fcoszo ~ rsendcosdo

. 2 ' .
-¥ysend® = rsen 0 + rsentcosf0o.
Portanto

Xcos0 - ¥ysend = ¢

47



_ dr dt

dt do

Latao
o e : 2 '
o ovoony o [g(lwx Yy o= x] send
s 2y . "~ 2 .2 ~en g .
(~rson)coss ~ |e(l-r“ces®o) (~rsen) =-rcose | seno
e e ey (e (1mr cos? 2o
= oexeentcost ~ e (l-rTcos0) (~rsen”o) | + rsenocoso

. 4 2 2
# = e (l-rTcos78) {(xrsenTo) .

Temos que:

. . 2
snsend = rfeesfsaend - rsen 656

N

Ycos0 = -frcosdOsend - rcos 60,

Entao:

%seno + Ycosd = ~r0.

Portanto
. l,.
= -;(xseno + ycos8)

—%{“rsenze +[s(l—r2cosze)(—rseno) - (rcoso)]cose}

0 = —%[—r + e(l—rzcoszo)(—rcosesen@)J

0 =1 + e(l-rzcosze)(cosesene)

s(l—rzcosze)(rsenze) - (l—rzcosze)rsenzo

22 € )
l+e (1~-r“cos“0) (cosdsenod) l+e (1-r“cos“0) senbcosd



ol . .

o= s Bl ,0,e) .
l)\/
il

. 2 2 2
. o (AerTcoso)rsen”o
vl B0 - r =5

I1te (L=-v"cos78) sendcoso

- -y -
] 2 2 -

. P 2 2. ; 2 3 2 2
Fle,0,00 = (l-r"cos @irsen”0 = rsen“0 -~ r sen‘ecos’e.,

Portanto

=L X - X - _X
£,(r) =3 g 7 (1 7).

Mas fo(r) = ) se e somente se

2

r r _

Entao temos que:

r =0
ou
r = *2

2
=14y - r . 2r, _ 4 -



instavel.

,-.
[
—~
bt
]
~—
-
~
.
H
H
H
>
bt
&3
4
]
~
9
i
&
o
v
b
~
)

o ¥ E e, - hing - 2 -
{xg(g}} 5 = ~l. Intao =2 & estavel.
ST {EYY, = =1, EntPo 2 & estavel.
el . .

i Aniicocae:

N
bt
ii
N

(1)

+ Asenw.t + Dsenw.t.

1 2

onde € > 0, w, >0C, w, >0, A, B sao constantes reais e

1 2
m + mlwl + m2m2 # 0 para todos os inteiros m, ml, m2 com (r:)
Im| + Smll + |m2| < 4.
Para € = 0, a solugao geral de (I) & dada por:
= st I.Se o . sen
Zl xlco + yz ent + Alsenult +’Bl zmzt
(111)
22 = ~xlsent + xzcost + Almlcoswlt + Blwzcosmzt
onde A, = A B, = B e X,,; X constantes arbitrarias.
1 2 1 2 1 2
1o 1-w
1 2
Consideremos o sistema (III) como uma mudanga de va
riavel.

As equagdes em X, € X%, sao dadas por:

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL



onds @, o u.  rao furcces dadas por (III).

Gomistoma IV OO wa caso particular de & o= ef(t,zl,zqﬁﬂ
L

e og coollciontes guase periddicos de lado direito tem freqliéncia b

sica 1, 11 B

£(t,2,2,,6) = ~(L-z2)z,sent

,.Ql;.az,(; = i 1 &2.1\411\.-.

2 )
g(t,zl,zz,e) = (l»zl)zzcost.
£(t,z,,2,,0) = -(1-z°)z sent
. f 1’02' . _]_ 2‘) '.
i 2

g(;,zl,zz,O) = (lﬂzl)zzcost.
As médias das fungdes f e g em relagao a t sa0

dadas abaixo obedecendo as condigoes {(II)

2—
1

il

2 2. 2
BY) - (x]+x3) ]

ool ol

£.(z,2,) = M(£(t,2,,2,,0)) = x, [2(2-2

2
1

cof -

—Bi)'— (x2+x2)]

x2[2(2—A 1T%5

& solugao de

il
b
il
o

Temos. que X

e
il

€
1 £5(21,25)

2 = €95(2;,25)



det(aA -~ XI)

[LiomnPon?y o Xy L L
/ AR U ] a72 \\
ay i
;'\}I } 3 I
! i 1l 2 1
- I - ( =T - L3
\" g (2-0y-By) 4 2/((, :
’\
/
/%(2“&%~B?) 0
1\ 1 2 .2
\ 0 -‘i (2’“2{1“"51)
0s auvto~valores de A s30:
] 2 .2,
/Z(Z“‘zil"m]j - A 0
det -
1. 2 2
0 —[;(Z"Al"Bl) - A
1 2 .2 2
[5(2 AT-B]) -] =0
2 1 L2 2.2
Y (2 kl }3 ))\ + -Ié—-(Z Al Bl) o= 0
L - //l Ll n2_ /2,2
2
1 2 .2 .
A= 5(2 Al Bl) Ralzvdupla.

Para aplicarmos o Teorema da Média precisamos ter:

2

2
2-Al—Bl # 0 ou

A2

2
1+Bl # 2,

seja



Se Apanl o2 entao zero para e = 0 € uniformomen-—
WL
et . - 2.2 -
te zssintoticomante cgtavel, ¢ seo A1+HZ < 2, entao e instavel.

:lacio de (L) para ¢ = 0 & dada por:

o) =8, (k).

13

o
o

Ohservacao:  Verificamos que na aplicacso (1) 4 Teo

rema da ledia

o zero & instavel para e = 0, e quando acrescentamos o termo for
cado que & o caso da aplicacgao em guestao, o zero pode ser estavel

. - . . ~ 2 2 *
ou instavel dependendo das condigoes de Ay+B] ser maior ou menor

3% Apticacao:

A equagao de um péndulo plano com suporte oscilando
‘'verticalmente e senoidalmente pode ser escrita como:
2
q - Iw senwt

X" + ox' + — 7 senx = 0

Se 1t = wt, % = g, €2k2 = —ﬂi’ % = 2ea temos:
Lw
X + 2eaX + (ezkz—esenr)senx =0 = ?%—
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Mostre goe o sistoma para ¢ . pequeno tem solugoes po-
P o B B 3 iy S e o e ., et s gy 2 . )
riodican o ororiods - cuando @ esta numa vizinhenca de 0 cu
3| N p] b -~ 2 -
de w0y <o 2w ¢ are cos-2k7. Determine as propriedades g
estani L ¢ wicEo de oo ek,

' aons veridvels ¢ e Q0 por:

o = ESRnUSaNnD

o e s . SR I
Toorena da Moedia.

€ uge o

Temos

W

vy = ~2e0y - {e"k"-es¢
ou seja
X =y

e

ou

589) gecostsend

2 2 2,2
~2e " u+2e“acostsend~c "k sen(¢~csentsend)+esenrtsen (¢~csentrsend)

Temos:

Q
l-esentcosd

€

<.

=38!

eQtesent.seng -

T

ysen{d-csentsend)

2 2 2.2 .
-2¢  aQ+2e "accstsend~ (e "k ~esent) sen(d-esenrsend)

¢$—eCOsSTSENY ~ESENTCOS . ¢

ECOSTCOSS . ¢



onde

: : ; 2
el = ~LSenTLInoteCNITCOsd ¢ 20T a0t 2e Tacostsend—e "k sen (d-esentsenst )

e ‘ , 2
1 = —sentsent+costCosd.¢~2eult2eacostsend~ek “sen (¢~esentsens) +

+ senivsen{dé~csenrsend) .

ol
Q = —Qenrsen¢+esen“rcos@sen¢+cQcosrcos¢~2eun+2e2&Qsenrcos¢ +

2
+2eacostsend-2¢ acosrSenésenrcos¢~akzsen(¢—esenTsen¢) +

2, 2
+e"k"sentcosésen(¢—~esentsend) +sentsen(d—esentsend) -

—esenzrcos¢sen(¢—asenrsen¢)/(l—esenrcoé¢)

Mas
sen(dé~esentsend) = seng¢cos(esentsend) - cosé¢sen(esentsensd).

Expandindo em série cos(esentsen¢) e sen(esentsend)

. . 2 3
e considerando apenas os termos em €, pois os termos em € , € ,...



nNao contrita ¢ Modia, temos:
sen{coontsend) = gsenreand
!
s (o tsend) = 1
Doyinnto
. { . . N
san{s~esenteans) = send - £sentcosdésend.
Entao
. . "

] o= -senraen¢+asen“rcos@san¢+aQCOSTcos¢~2aaﬁ+25“aﬁsenrcos¢+
. 2 L2 2,2
+ 2eacostsend~2e acostsendsentcosd-ck send+c“k sentcosésend+

3

2, 2 2 2 2 2
+ & k"sentcosésend-e "k sen“tcos dsendt+oentsend~-csen 1cosésend -

2 2 3 2
- esen’ tcos¢send+e sen~tcos ¢send /(l-esentcoss)

Q = e(—2a9+9c051cos¢+2acosrsen¢—kzsen¢~senzrcos$sen¢) +
2 ~ L2 3 2
+ e“(2a0sentcosd-2acosTsendsentcosé+2k “sentcosysend+sentcosisensd) -

- eBkzsen21c032¢sen¢/(l—eéenTcos¢)

= eg(¢,9r€)

onde g(¢,Q,e) = -2aQ+Qcoswcos¢+2acosrsen¢—kzsen¢fsenzrcos¢sen¢ +
+ e(2aQsenTcos¢—2ac051sentsen¢cos¢+2kzsenrcos¢sen¢ +

+ sen3rcosz¢sen¢) - ezkzsenztcosz¢sen¢/(l~esenrcos¢)

gl¢,0,0) = —2a9+ﬂcosrcos¢+2aCOSTsen¢—kzsen¢—senzrcos¢sen¢.



o]

2w
J —senzrcos¢sen¢dr = —cos¢sen¢[% - )

57

1 _{-2'”
L(g") = M{f(¢,02,0)) = i Qdr = Q
< Z.r JO
2
- 1l ' _
G.0)) ”'3:“[ (~2a0-+Qcostcose+2acosTsend ~
o il oici

°y

2 2
- Taond=sen tecosdsend ) dr

27 -
[ ~2ufidt = {"ZaQTJ T o ~Anuf.
o ’ ©

27 - w27
I ficostcosedr = QCOS¢[SQHTJO =0
o

27 :
j 2ecostsenddr = 2asen¢[senr]§Tr =0
o

2w 5 2
J -k“sen¢dr = -2rk"sen¢
O

sen2rq 2w

o = ~mcos¢seng.

Portanto
go(Q) = —ZaQ-kzsen¢“%COs¢sen¢.

Queremos

il
o

£,(6)

e

i
o

go(ﬂ)



(

8(fo,go)

3(e,0)

det(A - AI) = det

)

58

5 ES

S o ~ A - o

o Song ~=cosésend =
n

Portanto, temos

]

arc cos = 2k, ou 0O, ou = ou 2.

<
i

0 1
~k2cos¢+%sen2¢~%cosz¢ -Za/
0 1
A = (E..E.:.f.g.ﬂ)l)( = 5 ’
3 (6,9 10,0) 2L g
2
=X 1

i

A2 4+ 20 + k2 4+ X

2 1
2



L. T Y 4e” - 4(1{2+l/2)
2
/ )
2 2 .
) S -k - 12
2 2

j oo enso: e oo - kTo-
zes reais dictincas de sinais contrarios,
}Q:‘:i() (O'O) E da 1'\.}.( .

maginarias.

det(B -

59

1

2 2

Segundo caso: Se d

Entao precisamos considerar

Se « > 0 entzo (0,0) @&
Se a < 0 entao (0,0)
Analogamente para (27,0).
Analisemnos agora (u,0).
0
. (8(fo,go)) _
a(eé,2) (rm,0) kz....]:.
-2 1
A1) = det
2 1 o
k ""'2' 2(1 A
1 _
A + 202 - k7 + -2- = 0

- }— -
™

A

1

1
5 0

temos

duas rai-

entao o ponto de caquill

@ instavel.

_ 20 % /462 - a0/2-57)
2



Tringiryo Casos Se ¢ o+ kT - > 0 entdo temos duas

1
2

H . . S < f e . T e -
raiwes yosis orciinias o de einals contrarios.
catao (e, 0) e wn ponto de szla.

]
4
1

. . 2 \
wndo Casor Se o7 4+ kT - < 0 temos duas

-

-
N

$-

Zzes iwadginariz Intao precisamos considerar Rex (B) = -a.

Se o > 0. #Intdo (#,0) & catavel.

Se « < 0. Entdo (w,0) @& instavel.

H

Consideremos agora o ponto ({arc cos - 2k7,0)

o

a(fQ,gO)

\

/o 1

. }

IR ’

7 /‘ ', !
(arc cos-2k™,0) Zk*-%cosz¢+%sen2(arc cos(~2k2)) ~2a/

C o=

\‘\
>
‘_-I
b
H

2 4
det(C - AI) = det AT+ 20r = (5 - 2k)
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. . . 2 4 1
Primeiro caso: Se a” - 2k + 5 > 0, temos duas ral

zes reais distirias e de sinais contrarios. Portanto o ponto
2 -

(arc cos -~ 2k7,0) & do sela.

T e - 2 o, & 1 .

Coonndo Caso: Se¢ o - 2k + 5 < 0. Precisamos ve
rificar Re2x({{) = -a.

* ., 8] Sy de 2 hiig =

Se a » U. Entao (arc cos - 2k“,0) ¢ estavel.

hod 2 - N L -
Se o < 0. Entao (axrc cos - 2k%,0) e instavel.

4¢ Apticagdo: 4]

Faremos esta quarta aplicaéﬁo usando o teorema:
Teorema: Seja

X = (A 4+ eC(t))x + eg(x,e) + eb(t) (1)

“onde X, g(x,e) e b(t) pertencem a Rn, e >0, A & uma matriz
semelhanté a uma matriz diagonal com elemeﬁtos imaginarios puros,
os elementos da n x n matriz C(t) & b(t) sao quase-periddicos
e g e sua primeira derivada parcial com respeito a x sao conti-
nuas em R x [0,=).

Seja:
CO = m(e—tAc(t)etA)

~-tA

go(y) = m(e g(etAy,O)) e

b, = m(e” Pn(t)).
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Suponhamos que a eguacgao

a4y
O
+ = ()
Q ¢y
tenhem parte real diferente de zoero. Entzo existe unm ey ” 0 tal
que para cada €, 0 ¢ e e a equacéo (I) tenha solugao x{t,c)

quase-periddica tal que

[x(t,e) - etA§| > 0

quando e + 0 uniformemente em <t € R.

Demonstracao:

Facamos a seguinte mudanc¢a de variavel

_ At
x =e 'y

Portanto

x = aelty + Yy

eAt9 + AeAty = (A + EC(t))eAty + eg(eAty,e) + eb(t)

ec () ety + eq(ePty,e) + eb(t)
eAt

(11)

At At
g = e C(t)e "y + gée .},8) + b(t))
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Entao

onde

SRS ook g(@“t }7’0) + b({,ﬂ)‘

At
&

A
Q
o}
o]
o
<
o
+

£ (y) = ml£(t,y,0] = nEe e + m

+ e P ey )= 0

Chamando

M(e 2t (1) PF)

O
1

-At

go(y) = M(e g(eAty.O))

M(e 2%, (¢))

ez
il

Temos:
Coy + go(y) + bo = 0

of
= o = =
A = 3y (0) Co + 9,(¥) 0

Estamos nas condigoes do Teorema da Média.
Entao existe ey > 0 tal que 0 < e <eg
(II) tem uma solugao A.P. y(t,e).

Portanto (I) tem uma solugao quase-periodica

tal que

tal que

x(t,e)



guande ¢ -~ 0 unifornmemente onde t esta em R.

. e 3
¥, = =Y, + evy, + eajy] + cp(t)

onde va, < 0 e p e uma funcao quase-periddica com série de
Fourier
L A, cos A.t + B, sen A.t
=173 J 3. J
2 2 -
e_Al+Bl>0 e Al—l.~~
Para e = 0 temos que
Y, = %z COs t + Zz, sen t
Y, = %, sen t + z, cos t
0 1 cos ¢t sen t
A = At _
-1 0 -sen t cos t
0 0 0 ‘ 0 \
c(t) = g(y,,€) = b(t) =
v 0 1 aByi p(t)



-sen t(cos t y, + sen t y,)

as

cos t(cos t y; *+ sen t Yy)
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cos t ) \aj(cos t y, + sen t yz)

3

3

c, = M(a M) LY
i /cos t -sen t
,‘)"‘nu -
\aen t cos Lt
/ ey 4 T \ [O 0 ol \
AL AL [cos sen t { cos t sen t
e C(t)e = l i
\sen t cos G \v 0 ~sen t cos t
-v sen t cos t - qenz t
e_AtC(t)eAt _
' v ¢os  t v sen t cos t
M(-v sen t cos t) M(=-v sen2 t 0 -v/2 N 0 -1
C = = = e
© M(v 0052 t) M(v sen t cos t v/2 0 2 1 0
o M(-sen t p(t)) -B
b = M(e Atp(r)) = = % 1
M(cos t p(t)) Ay
~At , At
go(y) = M(e gle” 7y,0))
cos t -sen t 0
-At A =
e A gle ty,O) = 5] =
sen t
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/~Mfsen t{cos t yy * sen t y2)3]\
!
\

(jO(“{) = a’{
- 3-
\ fijcos t(cos t y, + sen t y,) 7]
/ -~ - - -
it ntcos Syt e2eos esenty 2y, +3costaen Sty . v 45 n4t‘3\
! SALDLOTNCCE LY 17 05 L‘.sz i Y.’_“‘ 2 ~3CCSTLEe yl}?- SC f?
g (y) = a?i !
” G, 3. 3 2 2 2 2 3 j
\ M(ces"tyl+icos tsentyiy. +3cos toenty y“+costsen“ty3!
: ) 172 Y1¥y 72

2 2yl
'3/8}’1}72 - 3/8Y2

g,{y) = a4 ; ) III
3/8yl + 3/8y1y5

A / 2 3 \
0 v/z\/ Yq 3/8yly2 - 3/8y2 L -B, 0
*oay 3 2| * 2 =
v/2 0 Y, 3/8yi + 3/8yly2 Al 0
-v/2y, - 3/8a yzy - 3/8a y3 - B./2 =0
2 34142 342 1
v '
v/2y. + 3/8a y3 + 3/8a.y y2 - A./2 =0
“1 371 34142 1
Suponhamos sem perda de generalidade que A, = U e

Bl > 0, pois podemos se necessario representar t por t + w com

uma escolha propria de .

Entao temos:
2 3 -
—v/2y2 - 3/8a3yly2 - 3/8a3y2 - Bl/2 =0

2
v/2yl + 3/8a3yi + 3/8yly2 =0
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O sistema V tem uma solugio (y,,v,)

Suponhamos que a, <0 e v > 0.
Assin ~3/4a3 > 0.

Consideremos o grafico de (y,f(y)),

fly) = -3/4a3y3 - vy

/Jy,f(y))

= (Oif-z;)

onde

Seja vy o ponto negativo do qual f(y) tem um
1

lor maximo e Y, © zero de f.

Entao

/_—"‘_—‘l
Yo = = —4v/3a3

£'(y) = -9/4a,y° -~ v = 0

visto



y = -+ v/."”ﬂ:\)/gaB

\
4

f Attt |

/ ~4v/%a, ) = v > 0
o

[ age
PN
H

e

yl = e v/ "-'4\)/9&'3

Tomemnos v, @ raiz positiva de

2v/37 -4v/9a, = B,

isto e:

f(yl) = Bl

Para v > Voo existem trés solugées reais de f(y)=b.

Escolhemos a solugdo y de tal modo que

Yo < ¥ < ¥
Entao
=2
ago _ 0 9/8a3y
———-(Oly) =
3y -2
3/8a3y 0
Assim
0 ~v/2 - 9/8a.y°
g : 3

o v k=3
VI 'CO + ST(O,y) 2
v/2 + 3/8a3y 0
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Mas

yZ . ;2 > V2

o - -1l
ou seja:

civ/sa, > TP s ~dv/9a,
iacto gﬁ:

v/2 + 3/8a,3° > 0.

~v/2 - 9/8a,7° 5 0.

Assim os elementos niao nulos da matriz (IV) s3o ambos
positivos e dal seus auto~-valores sao reais, nao nulos, e de senti-
dos opostos.

Logo, pelo Teorema dado, existe €s > 0 tal que

0 £ e < €gr © sistema tem uma solugao quase-periddica y(t,e).
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