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INTRODUÇÃO 

No cupltulo O ser~o dadas definições e enunciados de 

teoremas que ser~o utilizados nos capitules subsequcntes. Detalhes 

e demonstr~ções poderâo ser encontrados nas refer~ncias. 

Desenvolvemos, no capitulo I, a teoria de PerturbaçÕffi 

de Sistemas Lineares n~o criticas passando depois para a Alternati 

va de Fredholm, Sistemas fracamente não lineares e Sistemas mais ge 

rais. 

O Método da Média é desenvolvido no capitulo II. 

Esse método é muito eficaz no estudo de diversas que~ 

tões sôbre comportamento assintótico de soluções de equações peri~ 

dicas e quase-periÓdicas. 

o problema que abordamos nest~ trabalho é o se-guinte: 

se ~ = f(t,x,e) é uma equação diferencial quase-periódica em t e 

dependendo de um parâmetro e, e ~e para e = O existe uma famí 

lia de soluções quase-periÓdicas, então se pergunta se algum eleme~ 

to dessa familia gera uma familia de soluções periÓdicas dependendo 

de e. 

As aplicações desse Método são dadas no capitulo III. 
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CAP1TULO O 

Seja D um subconjunto aberto de Rn+l cujos elemen 

tos sao c.a i'orrna. (t.,x) onde t está em R e x está no e 

seja f u:na função c:ont1nua definida em D e com valores em Rn. 

Definição 0.1: Uma equaçao diferencial é uma rela-

-çao da forma: 

(1) ~(t) = f(t,x(t)) 

ou abreviadamente 

x = f(t,x) 

onde Dizemos que x é uma solução de (1) no intervalo I 

contido ·em R se x é uma função continuamente derivável definida 

em I, tal que (t,x(t)) está em D, para todo t em I. e satis 

faz ( 1) em I. 

Suponhamos que seja dado (t ,x ) o o em D; o problema 

de valores iniciais para a equação (1) consiste em encontrar um ir.­

tervalo I contendo t e uma solução x de (1) satisfazendo o 

x{t
0

) = x
0 

ou sirnbÕlicarnente: 

x = f (t,x) 

( 2) 

Se existir um intervalo I contento 

2 

t o 
e um x satis 
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fazendo (2), ent~o dizemos que a soluç~o da equaç5o (1) passa pelo 

pont.o (t ,x ) • 
o o 

Defirüçâ'o 0.2: Dizemos que f : D + Rn é localmen 

te Lipschit~iana em rclaç~o i vari~vel x se para todo ( t ,x ) 
o o 

em D, existe uma viziru1ança V(t ,x ) 
o o e uma constante K tal 

que: 

lf(t,x) - f(t,y) I $ Klx-yl 

se (t,x) e (t,y) estão em V(t ,x ) • o o 

Por exemplo, se f é de classe c1 .- 1 na var1ave- x, 

então f é localmente Lipschitziana (pela desigualdade do valor 'T:9 

· dio) • 

Teorema 0.1: (Teorema de existência e unicidade na 

forma local) : Se f é uma funç~o con 

tínua em D e localmente Lipschitziana em relação a x, então 

para todo (t 1 X ) o o em D, existe um intervalo I conter.do t e 
o 

urna solução 1P definida em I com 1P (t ') = X o; além disso, se L 
o 

é um intervalo contendo t 1P e o definida em L - solução satis e 

fazendo ~(t ) o = X o' então 1P e ~ coincidem em I n L. 

Definição 0.3: Se ,p e ,p sao soluções defini -

das em I e L, então ~ é urna continuação de ,P se L contém I 

e ~ é urna extensão de lP. 

Dizemos que ,p é solução maximal se nao adrnitircon 

tinuação nao trivial. o correspondente intervalo de ~ é chamado 

intervalo maximal. 
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h .. ~ d 1poLeses -o teor8Ja de exist~ncia e unicidade 

os ~~egnin.tcs tc~orc:nas valem: 

com 

Teorema 0.2: Para todo (t ,x ) em D existe uma e 
o o 

Teorema 0.3: Seja C compacto contido em D e ~(t) 

urna solução maximal com intervalo maximal (m
1 

,Ht
2 

). 

Então existem t
1 

ou t
2 

< t < m
2

• 

e tais que se 

Corolário 0.1: Se 

com intervalo maximal e < co 

e 1P ( t) é uma soluç:io 

então lim I1JJ (t) I == co, 

t+m2 
e se ~ é uma solução maximal à direita e é limitada então m

2
=+oo. 

Se f(t,x) é contínua num domínio D e localmente 

Lipschitziana em relação a X então o teorema de existência e uni-

cidade implica que para todo (t ,x ) 
o o em D existe uma Única solu 

ção maximal x(t,t ,x ) com intervalo maximal (ml ,m2) e o o' 

x(t,t ,x ) = x • Seja E c Rn+ 2 o conjunto fo~ado por (t,t ,x ) 
o o o o o o 

onde m1 (t ,x ) < t < m2 (t ,x ) 
o o o o 

A trajetória passando por (t ,x ) 
o o 

.. 
e o conjunto de 

pontos em Rn+l dado por (t,x(t,t ,x )) para t variando sobre o o 
todos os posslveis valores para os quais (t,t

0
,x

0
) pertence a E. 

O conjunto E é chamado dominio de definição de x(t,t ,x ) • o o 

Teorema 0.4: O conjunto E é aberto, x uma função 

contínua em E; além disso, se f depende continuamente ou dif~ 

ciavelmente de um parâmetro ~ em então X também dependecon 
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tinuarnente ou diferenciavelmente de A. 

f; importante observar qm~ vale a igualdade 

x(t,s 1 x(s,t ,x )) = x(t,t ,x) . o o o o 

sc:::pre que éJjnbos os lados estiverem definidos, pois sao soluções qv.':: 

cc1incidem pz1ra t ::::: s. 

Em particular x(t ,s,x(s,t ,x ) ) = x • o o o o 

Definição 0.4: Dizemos que a equaçao é autônoma se 

f nao depende de t, isto é: 

x - f (x) • 

Nesse caso se ~(t) é solução e c é urna constante, então 

w(t) = ~(t+c) também é solução e ternos que 

X ( t 1 t 1 X ) = X ( t -t 1 Q 1 X ) 1 o o o o 

chamando x(t,x
0

) = x(t,O,x
0
), vale a igualdade 

Se A(t) =(a .. (t)) 
l.J 

é urna matriz n x n cujos ele-

mentes sao funções contínuas, na reta e h : R ~ Rn é função contí 

nua, a equaçao: 

x = A(t)x 

é chamada equaçao linear homogênea, e 

x = A(t)x + h(t) 

é chamada equação linear não homogênea ou linear forçada. 
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Tcon:ma O • .5: No caso de um sistema linear (homogêneo 

ou forçudo) o operador soluç~o 

I-n+2 n 
{ =RxRxRo 

x(t,t ·,x ) 
o o está definido em 

Obs0rvemos que uma matriz X(t} satisfaz a equaçao 

r;,atriciü1. 

. 
X= A(t)X 

se e somente se as colunas de X satisfazem 

x = A(t}x. 

Teorema de Liouville 0.6: Se X satisfaz X= A(t)X, 

então det X(t) = det X(t
0

) exp J: tr A(s) ds. 

o 

Em particular det X ( t) ou é nulo ou é sempre diferr..:>n 

te de zero. 

Corolário 0.2: Se sao soluções de 

-* = A(t)x,. ent~o ou os vetores x 1 (t}, ••• , xn(t} sao linearmente 

independentes para todo t, ou linearmente dependentes para todo t. 

Definição 0.5: Se X(t) = A(t}X(t) e X(t) é inver 

sível (para o que basta ser inversivel para algum 

é uma matriz fundamental. 

t } , então 
o 

X (t) 

Aqui devemos observar que se X(t) é uma matriz fun­

damental e det C ~ O então Y(t) = X(t) .c também é urna matriz fuE 

damental, e reciprocamente se X(t) e ·Y(t) são fundamentais en 

tão 3 C cujo det C ~ O e tal que X(t) = Y(t) .c. 
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DcfiniçZ~o O. G: Hatriz Principal é a matriz X tal 

que é soluç<:l.o e X(t ,t ) = I. o o Se Y ( t) é uma matriz flm 

damental o,1:a J.qi.lc:r 1 (~ntão: 

-1 
=Y(t).Y ("t). o 

Teorema 0.7: Vale a seguinte igualdade 

X(t,s) = X(t,r) .X(r,s) 

para todo t, r, s. 

Usando a matriz principal, a solução geral do sistema 

linear nao homogêneo 

x(t) = A(t)x(t) + h(t) 

é dada por: 

x(t,t ,x ) = X(t,t )x + Jt X(t,s) . h(s)ds • o o o o 
to 

Uma classe importante de sistemas lineares, 
... 
e 

la em que a matriz A 
... 
e constante. 

Consideremos a equação homogênea 

:f{ = Ax (I) 

e a equaçao nao homogênea 

x = Ax + h(t) (II) 

onde A é uma matriz constante real ou complexa n x n e h 

ma função contínua n-vetorial real ou complexa sobre (-oo,oo). 

Nesse caso a matriz principal 
A(t-t ) 

e o onde a exponencial de uma matriz 

X ( t , t ) de ( I) 
o 

C é definida por: 

aqu~ 

.. 
e u-

é 
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\ t 
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') c3 cn c 
I c 

C"-
+ + + + e = + + 2!" 3! . . . -:-r . . . n. 

~odos os auto-valores de eAt sao 

onde' ), é au-'co-valor de A. 

Tem:c;ma O. 9: Se nenhum auto-valor de A tem 

real nula, então existe uma mudança linear de 

nas novas coordenadas A as~ume a forma (:; 

coordenados tal 

:} onde 

da 

parte 

que 

-sao quadradas p x p e k x k, p + k = n, onde p 

a quantidade de auto-valores cora parte real positiva e k a auant.i 
:J. -

dade de auto-valores com parte real negativa. Além disso existe K 

e a > O tal que: 

B t 
le - I 

at e 
' 

-at 
~ K e 

Definição 0.7: 

t ~ o. 

' t ~ o 

-Consideremos·a equaçao 

e suponhamos f(t,O) = O, t e [O,=). 

a) A solução o ... 
chamada estável X = e 

E > o e todo t ~ O, o 
existir ô = ô (e:,t

0
) tal que 

plica jx(t,t ,x ) I < E: para t em [to,=). o o 

* = f(t,x), 

se para todo 

lx0 1 < ó im 

b) A solução x = O é uniformemente estável (U.S.) 

se é estável e ô pode ser escolhido independente de t ~ o. o 
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c) A soluç5o x = O ~ uniformemente assint5ticamcnte 

est5vel (U.A.S.) se far uniformrnnentc estfivel e existe n > O tal 

que pare:. ·te do L > o existe 'f (c) de forma que I x(t,t ,x ) I < o o 
para todo t ~ t + 'l' (c ) c lx I < n. o o 

Em particula~ toda soluç~o tende a zero. 

U,) A 1 -so .uçao X = 0 & inst~vel se nao f5r est5vel. 

Teorema 0.8: Para o sistema linear com coeficientes 

constantes (I): 

1) A solução nula é U.A.S. se e somente se ReÃ < O 

para todo auto-valor Ã. 

c 

2) A solução nula é u.s. se e somente se ReÃ ~ O e 

os À
1 S com Re =O tem multiplicidade algébrica igual a multi-

plicidade geométrica. 

x = A(t)x 

lim 
x+O 

f ( t, x) 

I X I 

Teorema 0.9: Se a matriz principal 

satisfaz IX(t,s) I ~ K e-a(t-s), t ~ s 

X(t,t ) o 

e a > O 

= o uniformemente em t em ~ então existe 

de 

e se 

tal que I x i < r o o implica que a solução de x = A(t)x + f(t,x) 

satisfaz 
a - ~(t-t ) 

I x (t, t ,x ) I ~ K e 0 I x I. o o o 

Observação: Se f depende também de À e 

lim 
x+O 
Ã+O 

f(t,x,Ã) 

lxl 
= o 
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uniformemente em t e R, então existem 

< r o implicam 

À e r tais que o o 

- ~(t-t ) 
I x ( t. , t r x , Ã ) I ~ K e 

2 0 I x
0 

I , o o 

Tecrc~a 0.10: Seja 

f~ -·· Ax + f ( t , X) 

onde A ~ constante. Se existe auto-valores de A com parte real 

maior que zero e 

lim 
x-+0 

f(t,x) 

lxl 

então a solução nula de 

= o 

x = Ax + f(t,x) é instável. 

Vamos agora enunciar alguns resultados sobre sistemas 

lineares com coeficientes periódicos. 

Teorema de Floquet: 0.11: Se A(t) é continua real 

ou complexa, e periÓdica de período T.> O, então existe uma mu-

dança de variável 

X = P(t)y 

onde P é T-periÓdica e inver·sivel (eventualmente complexa) qüe 

transforma o sistema x = A(t)x em y = By onde B é constante. 

corolário 0.3: Toda solução de x = A(t)x é da for 

ma x(t) = P(t) 

versivel. 

Bt e x , o onde B é constante e p periÓdica e in 
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Dr>finicão 0.8: A matriz C == X ( 'l' # O ) onde X 
.. 
(~ a 

méttri;;: pr:Lncip:ll ê: cllor.1a.da matriz monodrômica. 

0:-s auto--valores p da matriz monodrômica são chamo-

do::; I:m.l í::i ~-_,]j_(:i:dcn.·es caru.ctcristicos de 

)~~ -· A(t)x (*) 

i.:al que >..T 
. P = e é chamado expoente caracteristico 

(]e ( *) ; observe-se que À = - lo~ f> não está bem de fi.nido, mas él. 

sua parte real está. 

Podemos escolher À de forma que seja auto-valor de 

B, usando a mesma determinação para o logaritmo. 

Corolário 0.4: A equaçao x = A(t)x, A(t+T) = A(t) 

tem solução T-periÓdica não trivial se e sõmente se 1 é multiplica-

dor característico. 

Teorema 0.12: A solução nula de x = A(t)x, 

A(t+T) = A(t) é assintõticarnente estável (estável) se e sõmente se 

a solução nula de y = By for assintõticamente estável (estável) e 

isso ocorre se e sõmente se os expoentes cqracteristicos tem parte 

real menor que zero (menor ou igual a zero e os -À's com ReÀ =O 

tem multiplicidade algébrica igual à multiplicidade geométrica. 

Faremos agora um resumo das funções quase periÓdicas. 

Definição 0.9: Uma função h 

polinômio trigonométrico se 

h (t) 
n 

= .r 1a.e 
J= J 

iw.t 
J 

I 
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onde os a. sao elementos de Rn (ou Cn). 
J 

TcoTcma 0.13: Seja f : R+ Rn (ou Cn) uma funç~o con 

tlnua e limitada. As sosuintcs proposiç6es s5o equivalentes: 

1:'·) f C· l.:L;n:i.tc uniforme ôe uma seqüência de polinôr:üos 

2~) O conjunto das translaç6es f , 
1' 

f (t) = f(t+T) 
T 

onde T está em R, tem fecho compacto no espaço dús 

funções continuas e limitadas em R com a norma dosu 

premo. 

Definição 0.10: Uma função 
n n ... 

f : R + R (ou C ) cont~ 

nua é quase-periÓdica (f e A.P.) se satisfaz as condiç6es do teo 

rema anterior. 

Propriedades: 

1~) A.P. é fechado em relação a limite uniforme, isto é; 

se fn está em A.P. e fn converge-uniformemente para f em R, 

então f estã em A.P. 

2~) Se F : n c Rn + Rm é uniformemente contínua e 

f
1

, ••• , fn estão em A.P.(R) então a função 
m g : R + R , defini 

da por g(t) = F(f1 (t), ••. , fn(t)) estã em A.P. 

Em particular se f,g estão em A.P. então f+g e f.g 

também estão em A.P. 
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Dcfiniç5o 0.11: Se f(t) pertence a A.P. ent~o a 

rnl0 r~ 1'. a"' <i (_' + .. ·.- ;; c1 · .... c·J ~ ,....->O·- • 
-~ -- '-'-· H<.A<:O. t 1-• 

J
a+r.r 

N(f) =" J.im ;} f(t)dt. 
'J.'-+oo - a 

F(;:~-sa mostrar que esse limite existe, independente 

de o. e c u.n:L L c::irte pa:l: a em R. 

Dcfiniç5o 0.12: A ~ um expoente de Fourier de f se 

a(A) f O e a(A) ~ chamado coeficiente de Fourier onde 

Chamando A o conjunto dos expocn·tes de Fourier de f, 

definimos módulo de f como sendo o módulo sobre os inteiros ge·­
N 

rado por A; seus elementos são ela forma .r. 1a.A., onde os a.. 
l. == l. l. l. 

são inteiros. 

Teorema 0.14: Se f,g pertencem a A.P., então 

m(g) c m(f) se e sõmente se para toda seqüência T. 
J 

em R tal que 

f(t+t.) 
J 

converge uniformemente, g(t+-r .) 
J 

·também converge uniforme 

mente. 

Definição 0.13: Dada a função 
m f : R x n -+- R 

n está contido em dizemos que f é A.P. uniformemente 

onde 

em 

conjuntos compactos K c n se satjsfaz a uma das duas seguintes con 

dições equivalentes: 

1) se -rk é uma seqüência de números reais, existe uma 

subseqüência t. 
k 

tal que converge uniformemente em 
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R X (conjun"..:.or: cr;::;p;_:ctos) i 

2) f 6 limite uniforme em R x (conjuntos compactos) de 

uua rc;C'q:'tcncia. ck po]j_nô;:t-Los trigonométricos 

N ( k ) . ÍVl . k ( t) 
- .r

1 
a. k(x) e J, 

]"~ J I . 
, 

OLc1c~ o + Rm s~o continuas. 

hs propriedades 1 e 2 das funções P. • • P. permanecem v a 

lidas para as funções f(t,x) A.P. uniformemente em conjuntos com-

pactos. 

Define-se média de f como sendo (Hf) (x) == 

1 Ja+T = lim 
'}' 

f(t,x)dt, 
T+oo a 

onde o limite independe de a e é unifonnc 

para a em R e X em compactos: se a funç~o de x a(A,x) -

-iÃt = H(f(t,x) e ) nao é identicarnente nula dizemos que À -e exp~ 

ente de Fourier de f e a(Ã,x) é o coeficiente de Fourier. 

O módulo de f é o módulo sobre Z gerado pelo con 

junto dos expoentes de Fourier de f (pode-se mostrar que tal con 

junto é enumerável) • 

Vamos lembrar também a definiç~o de contração unifor-

me e o teorema do ponto fixo de Banach • 

Definiç~o o .14: Se E 
.. subconjunto fechado de e um 

um espaço de Banach, F um espaço métrico, T . E X F + E função . 
então T (x, ;q .... 

contração uniforme existe K e R, e uma em x, se 

o < K < 1 tal que 

IT(X,Ã) - T (y I À) I ~ Klx-yl 

para todos os pares (x,y) de elementos de E. 
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Se F é um subconjunto fechudo d2 tnn 

c~;p.:lc;;~o de :i:>an;:cll e '.i' : E + E é uma contração, então T tem um 

pcnto fL:o. 

Se E -e um subconjunto fcchudo Ce 

I' um espaço m8 1crico 'I' : E x F -+ E é continua 

uniforme, .ent~o o ponto fixo de T(.,À) é função con 

tl.nuo. de .\. 



CAPÍTULO 1 

Se A(t) é uma rnntriz n x n defi.n-L 

x -- A(t.)x ( 1) 

é dito nao critico com respeito a D se a Gnica soluç~o de (1) que 

pertence a D é a solução x ~ O. 

Por B(-oo,ro) denotamos o conjunto das funç6es 

f : (-oo,ro) + Cn, continuas e limitadas. Nesse espaço vaMos conside-

rar a norma 

lfl = sup jf(t) j. 
-oo<t<oo 

O conjunto das funções A.P. é um subconjunto de B(-co,oo). 

A.P. é o conjunto das funções quase periódicas. 

O subconjunto PT de A.P. àenota o conjunto das fun 

çoes periÓdicas de período T. 

Ternos que: P T C A. P. c. B ( -oo, oo) • 

Lema 1. 1. a) o sistema (1) com A e PT ... -e nao critico 

em relação a B(-ro,oo) (ou A.P.) se e sõmente se as partes reais dos 

expoentes característicos de (1) são diferentes de zero. 

Demonstração: 

Suponhamos que as partes reais dos expoentes caracte-

16 
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r1sticos (le ( l) -r:; ao di f crcn tcs d ..... 
l- zero, então a representação de 

Flcr11•·Jt C:1c S';luçõcs iup1ica que a Única soluç5:o de (1) em 

~ o e y 
-~-

~' c (1) nEio é critico em relação a B(-oo,ro) e como 1\.P.cB; 

o .~ 

X - e t~ l).C<.L so.luc:-::-J em A.P •. 

P~ctproc~~8nte, se nao existe solução x f O de (1) 

então a rcprescntaçao de -Floquet implica que nno pode 

mast.1.r m:t c:-:~'t . .!C~nte CéHacteríst.ico À de (1) com À o:: i0, po.is se 

À = iO, enti.io " a equaç<:lO ( 1) precisaria ter a solução i O e p(t), 

p(t+T) = p(t), p{t) não trivial, que ~ diferente de zero. c.q.d. 

l.l.b} o sistema ( 1) com A e p 
T 

~ 

e na o cr!ti 

co em relação PT sõmente I X(T) - singular, a se e se - e na o 011 

de X ( t) , X(O) I 
... 

matriz fundamental de ( 1) • = e a 

Demonstração: 

Como X(t) 1 X(O) = I é a matriz fundamental de (1), 

então a s6lução geral de (1) ~ X(t)x 1 o 
onde x ~ um vetor cans­

o 

tante arbitrário. 

O sistema (1) tem uma solução T-periÓdica nao trivial 

se e sõmente se ~ x 1 O o tal que X(T)x = X • o o c.q.d. 

Observação: Se A na equação (1) é constante, ent2.o 

(1) é nao crítico em relação a B(-oo,oo) ou A.P. se e sõmente se to 

dos os auto-valores de A tem parte real diferente de zero. 

A equação (1) ~ não critico em relação a -PT se e so 

mente se todos os auto-valores À de A satisfazem ÀT t O (mod 

2ni), ou equivalentemente os auto-valores puramente imaginários iw 

de A satisfaz w 1 O (mod ~). 
T 
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A.f. ,t: C.Jtno. L{. v a ele. r!!. c. J :L o ..c m 

Co;~:.!,_; 'Ternos O sisb:ona linear não homogêneo 

~~ = .1\.(t)x 

onde A(t.+'r) = A(t) e f(t+T) -· f(t). 

Definiç5.o 1.2: Chamamos equaçao adjunta de * -- 1\(l:)X 

-a equaçao 

5' - -yA(t) ( 2) y-·vetor linha. 

Consideremos também a equação matricial: 

Y = -YA{t) 

Lema: Se X(t), X{O) =I é a matriz principal de 

{1) então Y{t) = x-1 {t) é a matriz principal de {2). 

Demonstra<s=ão: 

Y(O) = X-l(O} = I 

Y{t) = (X-1 (t)) ·= -x-1 (t} .X(t} .x-1 (t) 

= - x-1 {t) .A (t) .x(t} .x-1 
(t) 

= 

i<t> = X-l(t) .A(t} = - Y(t) .A(t). c.q.d. 
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c~no ~s soluç~23 T-peri&dicas de (1) e (2) ·-sao 

x e 
o tais que 

(I - :·: (T) ) (:: _) =~ O e y 
0 

(I - Y ('T) ) = O, do ler:1a anterior conclui ·-

mos qu::· Cc':-: :.: ccujt:r·-:.o:; de condiçÕes iniciais são subespaços de mes-

Teorema 1.1: {Alternativa de Fredholm) 

Se A, f e PT, então a equação 

x = A{t)x + f(t) ( 1.1) 

tem soluç~o peri&dica ~n PT se e s6mente se 

J:y(t)f(t)dt =o 

para todo y e PT solução da equação adjunta 

Y. = -yA (t) • 

Neste caso, existe uma família de soluç~es periódicas 

dependendo de r-parâmetros, onde r é o número de soluç~es linear 

mente independentes de (1) em PT. Além disso, se alguma condição 

de ortogonalidade não estiver satisfeita, então todas as soluções siü 

ilimitadas. 

Demonstração: 

Como A, f e PT' temos que x(t) é solução de (1.1) 

em PT 
.-

se e so se x(O) = x(T). 

Se X(t,T), X(T,T) =I é a matriz principal de (1) 



e X ( 0) ·-
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En.t3.o 

)' (·I· Ü) v 
.. • ~~ I ,.(,..0 

-t 
+ j X(t,s)f(s)ds 

o 

X ( i.: ) ·- :··~ ( ~-:. ) • X ... l { 0 ) X 
0 

+ f t X ( t: ) • X -l ( s ) f ( s ) d s 
o 

T 
}~o--- X(T)x

0 
+ J 0 X(T).X-

1 (s)f(s)d~~ 

X 
o 

T 
-· X('r) [x

0 
+ f x-1 (s) f(s)ds] 

o 

J
T -1 = x

0 
+ 

0
X (s)f(s)ds 

J
T l 

b = 
0

X- (s)f(s)ds. 

Então (3) é equivalente a Bx = b. o 

Por um teorema de álgebra linear, esta equaçao matri­

cial tem uma solução se e sõmente se ab = O; para todo vetor a 

tal que aB = O. 

Como x-1 (t) é a matriz principal da equaçao y=-yA(t); 

o conjunto dos vetores a para os quais aB = O coincide com o 
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conjunto dos valores iniciais destas y as quaü:; 

. - ~. 
):'LOCüGé~S. - - -e uma soluçao T-perioJjca 

gonD.LLd;; · 

. y ( t.) ... '1 { f·, ' ".' -- J. i ·-
- ,) .,J .: .(~ \ ..... ' •• 

'l' 

f y(t)f(t)dt ~o. 
o 

Usando a fórmula (1.2) e levando e1n conta que 

X(t,s) - X(t,O) .X- 1 (s,O) podemos escrever: 

y(t)x(t) = y x + Jty(O)X- 1 (t,O)X(t,O)X-1 (s,O)f(s)ds 
o o o . 

= y x + Jty(s)f(s)ds. o o o 

Como este filtimo integrando i T-peri6dico e 

J:y(t)f(t)dt #o 

= 

segue-se que y(t)x(t) é ilimitada e portanto x(t) também é. c~~-

Teorema 1.2: x = A(t)x + h(t) (1.1) onde A(t) peE-

tence a PT tem solução única em X, onde X= B(-~,ro)ou X= A.P. 

ou X = PT, para todo h em X, se e sõmente se x = A(t)x (1) 

é não critico em relação a X. 
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Ncs se caso está d~:finido um operador 

K X --+ X 

h ----+ Kh 

Kh 
.. . 

(~ u t~rl~!.,f.·:. ~:~~)-J.:.:.c;: ·'lo, K & linear c continua, isto ~' existe k 

; :~h i .· ;, I . I 
I---· I ,·· ,, I u: • 

T..l.Cn1 dü:>so, se X - 1\.P. então m(Kh) c rn[A,hJ. 

Demonstração: 

Caso 1: Suponhamos X = PT. Provemos que se ( 1.1) tem soluç~io 

~ 

Única em X = p 'l,, então (1) e na o crítico em relação a X -- PT. 

Se (1) ~ critico em X = PT, ent~o 

soluç5es peri6dicas não triviais. 

y = -yl>. ( t) 

Seja ~(t) uma tal solução e consideremos 

-t ) h(t} = y (t 

J
T · f. T 

0

y{t)h(t}dt = 
0

ly(t) 1
2dt > O. Pela alternativa de Fredholm 

não tem soluções T-periÕdicas para esse:h. 

tem 

( 1.1) 

Provemos agora que se x = A(t)x ~ não crítico em re 

lação a x, então (1.1) tem solução Única em X = PT. 

Se (1) é não CIÍtico pelo Lema l.l.b, temos que 

[r - X(T)] é inversível. 
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J
T 1 

- X ( 'l') 
0

~\ · ( s) h ( s} c.ls • 

v ·- ['_J.· ,,.,,_,)·1·-l X('I')J'.l' .• - 1 ( )1 ( )d ·'·o - -· ·'-·i. .l .. J • 

0
x s 1 s s • 

X ( t.) 
,. 

-· X(t.) [I 
'l' -J-1 f -1 - X(T) - X(T) X (s)h(s)ds 

. J 
o 

+ X(t)Jtx_1 (s)h(s)ds- K(h). 
o 

IK(h) I -- sup 1 ••• 1 ~ kihl c.q.d. 
O~t~T 

+ 

Caso 2: Suponhamos que X == B(-0) 1 oo) •. Provemos que se (1.1) 

tem uma Gnica so1uç~o em B(-oo,m) ent~o (1) ~ critico em B(-m,oo). 

Se x = A(t)x ~ crítico, seja a mudança de variSve1 

dada pelo Teorema de F1oquet. 

X = P(t)y onde P(t) e PT. 

. 
:P<t>y + P(t)y X = 

A(t)x + h (t) = p (t)y + P(t)y 

y = P -l ( t) [A ( t) X + h ( t) - i><t>y] 

. P-l(t)A(t)P(t)y + P-1 (t)h(t) - P-1 <t>Í><t>y y = 

. P-l(t) [A(t)P(t) - l?<t>]y + P-1 (t)h(t) y = 

Fazendo P-1 (t) [A(t)P(t) - P(t)] = B e 
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-1 p (t)h(t) - g(t) tr;;nos: 

~' -- ['v + g(t.) 

existe wn auto-valor de B do ti 

po 
•';1 .. .:, 
/,.' ,, .i .. 

tem soluç21o t;rt via.l 

c port:2mto --;;~ro aJ.yc:•;1 g e P"' n:io existe soluçã.o limitadç_: pelo tc0 
_, 1 

Sejam y ( t} a solução '1' 
1
-pcriÓdica nao trivial dr~ 

~- -yB e g(t) = y(t)t 

JTy(t)g(t)dt == 
o J

T t-
y(t}y(t) dt== 

o 

rp r- I y < t > I 2 
d t > o • 

o 

Para esse g nao tem solução T1-periÓdica. Então nao existcrn solu­

çoes periód.icas pelo teorema da alternativa de Fredholm. 

Provemos agora se (1} ~ n~o critico então (1.1) tem 

uma Única. solução em X== B(-oo,oo), \I h e B. 

Se por hipótese ReÀ ~ O, então decompomos o espaço 

em subespaços invariantes.por B tais que os auto-valores tem 

R e). > o em um dos subespaços e ReÀ < o em outro, assim o sistema 

fica: 

ü == B+U + g+ (t) 

. B v + g_ ( t) v = 

e existe k tal que: 

B+t +at 
le I ~ k e 

' t ~ o, C1 > o 

B t -at I e 
- I k ~ e 

' 
t ~ o, C1 > o. 
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Pa~~a v t.crl\OS: 

v (t) :. 04 o ) -B (t-t ) B_tJt 
c v(t + c e 

o t 

t 
o 

e 

o 

-B t - o 

-D s 
- g_(s)ds, 

·tende a zc>.ro 

v(t) -- (, I?._ tJt c .. '-B S . . g_(s)ds - K(g_). 
-co 

K(g_) - v(t) ~ soluç~o le limitada pois 

v (t) B tJt -B s B t -B t 
= B_e - -~ - g_(s)ds + e .e - g_(s). 

v(t) = B_v(t) + g_(s). 

K(g~) = v(t) J
t B (t-s) 

= -ooe- g (s)ds = I
o -B u 
-oo e - g (t+u} du 

onde s = t + u. 

Fazemos anàlogamente para u. 

Caso 3: X = A.P. 

I
o -B u 

v(t} = -~e - g_(t+u}du. 

v t t , o' 
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g_ e A.P. então v e A.P. se 

• 
-J· a r' r-- ... _ _,_ 

J \ L.. 1 ~ '\. l, 
;: 

~r __ < t 1 • 

J
o -B s 

= e - ij_(t+s)ds, 
-oo 

porque se 

klq_,.- ª-'-~o . . .\:'). 

Afirmação: m(P (t)) c m(A(t)). 

Como 
-1 

g = P (t)h(t) ·>- m(g) c m(A,h). Temos que rn (v) c m(g) • 

m(lZh) c m(A,g) c m(A,h). 

Seja t = A(t)x + q(t,x,E) onde A e PT, n x n. 

Suponhamos que q(t,x,O) ~ O, e que t = A(t)x sejél 

nao crítico em X. Em particu1ar q(t,O,O) = O, vemos que x = O 

i solução, est~ em X, e o problema i saber se para E pequeno e-

xiste solução Única em X. Para isto vamos· impor as seguintes con-

dições sôbre q: 

Se X= PT então q(.,x,E) está em PT. 

Se X= B(-oo 1 oo) ent~o q(.,x,E) est& em B. 

Se X= A. P. então q(.,.,E) 

periódica para lxl ~ a. 

.. 
e uniformemente quase 
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F~çmnos as hip5tcscs abaixo sÕbre q: 

v t., O~e~e: 1 o CGm limH (e: ) -- 0, 
E:-l- o 

2) í/< c:(J~; f3t.ipo::c: t:arribêm qtw a dcrivr.:;.da de q em relaçz.io a 

[.;egund;t va::ó ~~,vcl :~ej a pecJtWDa, para i::;so damos a condição de Lip ;.:.Jil:::i:: 

para q: 

I q (tI X, c ) - q (tI y, c) I ~ L (E: , b) I X -y I v tI \f X I y ti11 

que lxl, IYI ~ b onde lim L(c,b) =O. 
e: ->-0 
b-+0 

Teorema 1.3: Nas hip5teses acima s6bre q se *~A(t)x 

~ nao critico em relaç~o a X, existem e e b e uma o o função 

x* ( t, c) , tais que: 

1) x* é continua em R x [O,e
0

] 

2) x* é solução em X, x*(t,O) =O, I x* ( t, e:) I ~ b , o 

3) x* é a Única solução com as propriedades acima. 

Se X= A.P. m(x*(.,e)) c m(A,q(., .,E)). 

Demonstraç~o: 

x* = A(t)x* + q(t,x*,e) e X. 
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-,) n··r-· a, ~ ~ .. <.>. 

1\Un.:--•. ç&o: ~3r;;~ x~>t e X então q(t,x.*,c) e X. 

='q(t+I',x*(t.) ,e:) -- q (t x*(t) c) e P 
' ' T 

.. 
~- d. !...:;·,\() 

A fl.. r·r':lr::o · S0: J.~•' ::a • ~- x* e B ent~o q(t,x*,c) e B. 

Se x* e B então 3 a > O tal que lx*l ~ a. 

I q < t , o , e::> I ~ 1n c > • 

Jq(t,x*,c) - q(t,y,t:) I ""L(c,b
0

) lx*-yl para y=-=0 tor:-,os 

e x* é contínua, q{t,x*,c) é contínua como cor:lposições de fun-

.çoes contínuas. 

c) Para X = A.P. 

Afirmação: Se x* e A .P. então q {t, x·k (t) , c) e A.P. 

Dada tooa seqüência 

que indicaremos também por '[ , 
n. 

'[ 
n 

conseguimos uma 

tal que: 

X*(t+T ) + X*(t) uniformemente na reta 
n 

subseqüência 

q(t+-r ,x*(t+-r ) ,e:) + q(t,x*(t) ,e:) uniformemente na 
n n 

reta, para todo x, tal que lxl ~a. 

Vamos mostrar que q(t+-rn,x*(t+-rn) ,e:) converge para 

q(t,x*(t) ,c) uniformemente em R. 
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n :.::de.) .·.:.l > o I ~_;;., J' _, " t::-. 1 C1'1_,-, 1_);-o_-:-·. c=> I x--r I < ,. ). 1''') lJ..' c" • ~ ~ ~· <C '- '-' • U • CL j ~ _, tt}: • ~c.< 

p 
< i 

I ~{ ,;; ( j_ . h ·.··\. ) .. >~ ' ( ,, ) I < ~~ --~ I q ( t. f X i<' ( t ·h ) 1 E. ) - q ( t I X* ( t ) I r. ) ! < r_. 
. ·· n 2 

V t, V x tal que lxl ~ a. 

1,·•.', ,-.',:. J-L-:;~ ( __ .,l 1) .. ) Y .. ::; •• L-·C-.~c, n :;-. N: 

jq(L+T ,x*(t+T ) ,E) · n n ~- 0(+- ;;:*(·c'\ c) I~ 
;J.'-t'"'~ ·rt~ ' 

~ jq(t+T ,x*(i::+T ) ,t:) - Õ(t,X*(t+T ) ,c)
1

1 + 
n n ""' n 

Portanto est~ bem definido 

Q ( c ) X ·----+ X 

y(t) --+ (Q(e:)y) (t.) = q(t.,y(t) ,c) • 

. e sendo 

K: X-+ X o operador definido no teorema_l.2 precis~ 

mos encontrar y e X, tal que y (t) = K(q(t,y(t) ,E)) ou seja pr9_ 

cisamos resolver -a equaçao X = KQ (E) X em x. 

Seja ~) o conjunto dos X e 
o 

X tal- que lxl ~ b . 
o 

Chamemos KQ (E) X = T(x,e:). Queremos que T(x,e:) tenha 

um ponto fixo, ou seja, queremos achar b e e: > O; o ~ e: -~ E o' o o 

tais que: 

T(. I d Xb -+ Xb seja uma contração. Provemos esta 
o o 

afirmação: 
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-- i ){ q ( . I X , c ) I -~ IE ! i q ( • , X , c ) I <~ k I CJ ( • I X I s ) ! .!!; 

0 ;~ I q { • ; X f c ) -· q ( • ' o , s ) + q ( . , o f f: ) I ~ 

'I,- : !'""*" ( ~ ) 
h \ -..J. :, • 1 y f C 

.,.. :1 (í f .. .,. :: ) 
J·~ 1 '-.\ \ '· ; "'...,_, I '· 

- q(.,O,s) I + klq(.,O,c) I~ 

... q ( • ' o f c ) I + kH ( c ) $ 

kL (c I b ) • b + kr'1 (c ) • o o 

IT(;:It:) .. rl'(y,c) I $ J:L(c,bo) lx-yj. 

Seja 

En1.:ã.o 

c 
o e b 

o 
tal que 

l~e(x,c) - T(y,c) I $ ~ • lx-yl. 

e 

Corno T (.,c) é uma contração uniforme e é contínua, p~ 

. lo teorema 0.15, existe uma função x : [o,€:
0

] + X que é contlnua 

em c, ponto fixo de T, e então solução da equação 

c + c temos: 
n 

x = A(t)x + q(t,x,c). 

Como conseqüência x*(t,c) é contínua por que se t +t n 

lx*(t ,c )-x*(t,c)l ~ lx*(t ,c)- x*(t ,c)j + lx*(t ,e:)-x*(t,e:)l n n n n n n 

lx*(t ,e:) - x*(t,c) I +O 
n 

quando e:n + O 

quando tn + t. 

e 
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S UlY)nhc:t:::os c~uc X = I\. P. f a 1ta mor.:;trar que 

m{x•(.,c)) c:_ :(7'. 1 c_;(.,.fc)). 

.. o t ,.- . D.:.-i<-J r: > , cm<naos Uirla. scqüencla 

[\ ( i ·'--r ) . ) 

T tul que m 

q(L-:-: __ ,r:•;C ·> :lít.,·~,.:) unj_fon::::nwntc E~l:-t R x { !xl $ b } • • ,, o 

pac-to. 

métrico: 

ge para 

·u·.': \1 '·-1-·T C) ·!- v* ( .;.. r·) 'lD' ''c)" ''"'TilP tr> ""- t. . m, . .~ ,_, ~ , .J. J. J ~ n..... _n '"". 

Sabemos que o conjunto das translaç~ss tem fecho com 

Usaremo~:; os seguintes rcsul tados: Se 

. . . , X I n 
. ~ . } -e compacto. 

x e H, n espaço 

2) Se X -+ X 1 n o ent~o toda subseqü~ncia de (x ) conver 
n 

X • o 

Por esse mesmo teorema y == B(t)y + q(t,y,d tem uma 

Única solução y*(t,E) porque y = B(t)y é não crítico. Existe T 

tal que B ( t) = A ( t+ T ) (Tomamos o ~ l ~ ';r) • 
m 

X (t) é ~atriz principal de x = A(t)x. 

Então: 

X(t+T) = A(t+T)X(t+T) 

~ 

e matriz principal de 

y = B(t)y. 
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Y ( ~~·) -- X ( 'I'·h ) • X~ J. ( T ) == X ( T) • X ( T ) • X -l ( T ) == X ( T) • 

;~·;::··:ti>, G v (•r) t:c:::m os mesmos auto-valores de X (T) • 

-- i·,(t.·:-t" )x(t+T ,c) + q(t+T x*(t+-r ) c). 
• .<:1 m - m' m t 

·.: :. ( l + T 1 C ) -)> Z ( t. t C ) . . n en A.P. onde z(t,c) r.: o 

lv.çao de 

~: ( t. , c ) -- n ( t ) z ( t. ) + q ( t: , z ( t ) , c ) • 

Usando o teorema da dcpendôncia continua temos que 

z = y*. 

Portanto x*(t+T c) * y*(t c) m 1 , c.q.d. 

Vamos agora estudar a cstubilidade da soluç~o. 

Teoremn. 1.4: Nas condiç5es do teorema anterior se 

expoentes·característicos de x = A(t)x tem parte real negativa, a 

solução x*(t,c) é assintóticamente es.tável; se algum tiver part:e 

real positiva x*(t,c) ~ instável. 

Demonstração: 

x = A(t)x + q(t,x,d. 

Fazendo a mudança de variável: 

y = x- x*(t,e:), 

temos: 



y ·- }~ .,. :{ k ( t r C ) ·- l\ ( t.) X - A ( 1.:) X;\- + q ( t 1 X 1 f: ) - CJ ( t , X* 1 E: ) ·--

- - ]\. ( t ) 'j -l- J. ( t. ; X 1 t: ) • 

O l ;CJTC-'?'1~: c ent2o ,_una conscqüênciu. irnedJ.ata dos teorc: 

L~a.:::; 0.9 2 0,10. 

Consideremos agora os sistemas: 

( 4) X. = cAx 

(5) * = e;{l\.x+h(t)) 

onde A & constante. 

Lema: x = e:Ax é nao critico em relação a A.P. ou 

B{-oo 1 oo) ou PT para e: f O se e sÕBcnte se ReÀ{A) f O 3 c > o o 

tal que (4) é nao crítico em relaçRo a se e sõmente se o de 

terminante de A é diferente de zero. 

Demon3tração: 

Suponhamos por absurdo que ReÀ(A) =O. Então pelo 

lema l.l.a temos que x = e:Ax é crítico em relação a B(-oo,oo) ouA.R 

O lema l.l.b implica que * = e:Ax é não crítico em relação a PT se 

e sõmente se cwT t 2k~ para todo k = O, ±1, e todo real w 

tal que À = iw é auto-valor de A. Se w = O nao é auto-valor 

de A, existe sempre um E: > o o tal que estas desigualdades sao 

, 
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satisfeitas par~ Oz:c~s. 
o 

[j :.·~ (;) :_; Cl 5 uuto-valot, ent~o nao existe € > O t:.:1J o 
que 

I'< n·····'::J .!.,';: Sn (4) é nao critico em rela<;;iio a X p:) 

::~a O < c'·~_t :;rJ p<ca l:odo h e X, e.xiste uma Única soluçÕ.•"J 

de ( S) c•.n X. 

J{ X ·)o- X 
f; 

e existe k j_ndepenucnt.e éJ e e tal que IK I ~ k. 
E 

Dernons t:r ação: 

Pelo t.corema l. 2 x = cl',x + Eh ( t) tem uma Única solu 

-çao K h 
E 

em X e existe k(e) tal que 

Precisamos mostrar que k(c) independe de c • 

. Se X = A.P. ou B(-~,oo). 

A matriz A é transformada pela forma de Jordam na 

matriz B, · e portanto e A é transformada em cB. 

Seja P a matriz rmdança de base, que leva EA em 

eB. 

onde u (t) 
... 
e dada por: 

u(t) 



u (L) 

onde s =-- t :c. 
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d3 (t-s) +· ... c ch (s)ds + . 

;O ""t~B r 
--· i :.~ -:- e:h+(t+r)clr 

; ·i·:•: 

K h ( t) (; + 

+r.o -cB r --· -· I e + ch, (t+r) c1.:c. ., 
o 

-B r 
le + I ~ r ?- O e 

Então: 

-e:B r 
le + I ~ r ~ O pois 

CL > Ü. 

cr > O 

Portanto k(E) nao depende de E. 

Anàloga.rnente para a parte negativa. 

Devemos observar se h e A.P. 

mod ( K h) c.. mod (h ) • 
E 

Análogo para h e PT. 

e CL > 0. 

Teorema 1.6: Se ~ = c(Ax+q(t,x,E)) onde q e X 

x = e:J).x 

i nao cr!tico em rclaç~o a X. 



3G 

· M(s), M continua e M(O) = O 

I r 1 { 1- • • , ) 
I 1,_.1 \ \.- I • ·~ ( '-· .' ..... (_r\t~,~~íc) ~ :L (c I b o) I X -·y I para. b o e 

1 j L~ L (!c r h 
v:-() 

b -;0 
() 

tãvel. 

instável. 

:) 
o ' 

,_ >O, r >O 
o o 

e x*(t,c) tal que 

z·k (t., E.) t• contirn.u. 

x*(t,c) 5 soluç~o do sistema 

x*(t,c) ex 

~ r 
o 

x*(t;O) ==O 

x*(t,c) ~a Gnica soluçâo com as propriedades acima. 

Se X= A.P. ent~o mod(x*(t,c))c mod(q}. 

Se Re>, (A) < O então x* ( t, c) é assintõticamentc cs 

Se existir um com parte real maior que zero então e 

Demonstração: 

Para E > 0 definimos y (t} = X (t) 
E 

y =! x(;) = AX\e.' + q(~,x(;) ,c) = Ay + q 1 (t,y,c) 

e lql (t,O,E) I = lq(~,O,E) I ~ M(E) I 
E 

M contínua e M(O) = O 

lql (tlx,c} - ql (t,ylc) I = I q ( t 1 x, c) - q ( t, y, e:} I ~ L (c , b ) I x-y I 
E · E O 

para 



I X I, b o 
c 
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0:::: o. 

c obtemos 

x.,.,. ( t., ;_) ... y · ( . t,") . .L::; prcr;:c: cdadcr; f_;ão dcr~1onst:cadas da rnesrr.<t for-



CAPÍTULO II 

x"''(L,c) 

Se 

ú(t,c) = c:f(t,u(t,c) ,c) 

e 

u(t,c) está em A.P. 

H ( u ( t I c ) ) -- e: 1-1 ( f ( t I u ( t I c ) ' c ) ) • 

T 
H(u(t,c> > = lim ~J 0 6(t,e::)dt = 

T-+oo 

1 lim 'l,(u(T,d - u(O,c)) 
T-+oo 

Portanto M(d{t,c)) =O. Ent~o M(f(t,u(t,c),c) =O. 

Se 

M(f(t,u ,O)) =O. o 

u(t,c) 

Entãu 

-+ u 
o 

quando e: -+ O deveríamos ter 

tem que ter a propriedade 

M(f(t,u ,O)) =O. Esta é a condiç~o necessária. Vamos dar a condi­
o 

ção suficiente. 

Lema 1.7: Seja h e A.P. com H(h) =O e definimos 

J
t -c(t-s) -

g(t,c) = _""e h(s)ds. (soluçao da equaçao g = -Eg + ht) . 

38 



En tÕ O C~(i f~ LC: T (f: ) , t. > 0 tal que t (c) + O quando c + O cJc 

i ' I .; ' ) I' 
1-j\Lf'/ 

O = IJ(1 .. ) e 1Jrliforuc. em t em 

1 J t+'r I ~~ h ( s ) d s I ·'-> 8 ( T ) I 

- t 
lin 8(T) =O (decrescente) 
'I'-> C0 

J
t"" -c \.1 

g(t,c) = e "h(t-u)du 
o 

onde u :..::: t - s. 

J
co -c ( u-kT) -·d::.T 

g(t,c) = e e h(t-u)du = 
o 

(k+l) rr 
= ~ -ckJ h(t-) -c(u-kT)d = kg0e u e u 

kT 

kf (k+ 1) 'l' = k!0e-c h(t-u)du + 
kT 
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-~ r ';: -·c k 'r) J 'l' ( J - s s) ., + L ,
1 
•...• ~., 0 e _-e as 
\. ·-~-

0 

onde s = u-·}~'r. 

I •_: ( L • ) ; -t- lJ fT ( 1 -s s) ~ J 
0 

-e CtG. 

c c .. ;:') 
] 

.,...,c s 
.-c 

~ 1. 

Ter~:os: 

lg<t,e:) I .. ~ ô ('l') .T J. + BT. 

Então l-e -c'J' 
ô ('I') tem uma Única solução T (c) = e 

lim 'l'(e:) = +oo. 
e:+O 

1 -cT (E) -e = ó(T(c)) e e:T(e:) + o quando E: + o. 

Definimos T (E: ) = ( B+ 1) c T (c ) 

lg<t,c) I ~ BT + T = (B+l) T 
T (c) =...._ 

E: 

~ at(t,c) = -cg(t,c) + h (t). 

Chamando a(c,t) = -e:g(t,e::) 

I~ - h<t> I ~ 
e::< (c) 

= T (e::) • at E: 

Teorema 1.8: Sejam x = e:f(t,x,c), onde X está em 

n, f está em A.P. ou PT' de classe cl em X e continua. 



r ( t. ; ~,: , c > 

dc:t J, / o) • 

moc} ( ;; ·• ( • , t: ) ) c mod (f ( • r x 1 <:: ) ) 

l
~ -. A c~~Jl dl0~;o [-3c 

11. 

~ 

~no uniformemente 

()f 
f' (O) :::' O e _T\. ·-· --.:-"·~- (O) • 

O JX 

(f em pri'l 

c > o, 
() 

c x*(i.:,O) ::c.: O. 

x~<(t,s) 

o :;: 
.J_ 

c f o 
i::.J.l 

ass:Lntõt.icarncntc. cst~~vcl, e se algum tiver parte real maior que zc 

ro x*(t,c) ~ instfivul. 

Demonstração: 

Sejam x = sf(t,x,c). 

f (x) 
o 

- H(f(t,x,O)) que 

f (O) -­
o 

t-i(f(t,O,O)) =O 

é a rnédia em 

X.== c(f(t,x,O) + f(t,x,e:)- f(t,x.,O)) 

t. 

Chamemos q
1

(t,x,e:) = f(t,x,e:) - f(t,x,O) 

Provemos que q
1 

satisfaz as condições: 

a) lq
1

(t,O,€) I = lf(t,O,E:) - f(t,O,O) I ~ H(e:) pois f 

é uniformemente contínua em R x compac-to x compacto e lim H (e:) = O 
e:-+0 

então H(O) = o. 

q
1

(t,O,O) = f(t,O,O) - f(t,O,O) =O 



onc1e. 

I' --- ( ,\. '" ·- } ":!_t .L;," •. 4 1 t - q J ( t. , y I f; ) I --

·- f ( ·!: i X r O ) - f ( t r Y , E: ) ·- f ( t 1 Y 1 O ) I ~ 

.< :: \; · · ! f 1 
\ i.·.: ~,1+ (1 { :z --y) r t:) ·· f 1 

( t 1 y·l (1 (X -y) r O ) I I X -y I ~ 
()..:' '• 

'-': I, ( ;· ! .• ) I ;< "''Y I 
u 

L (E. I;) ) :::: 
o 

""''n I f'({· \7·'--I'J (·.·-,,} F:} - )cl (t· y+" (Y-\1) Q"l) I ._) '-" l_.J I . m r...- I _r l - /. ' :L , -~ . . • . I ~... .. ~ ..1. ; ! 

O<p<l 

lim L ( c , b ) -- O 
c-+0 ° 

I X I, I y I $ b • 
o 

b -J.-0 
o 

,.. (·-;:{t v Q\ 
c~ J.., 1 4~1 1 + q

1
(t,x,E)) 

f(t,x,O) - f(t,O,O) ·- A(t)x + r(t,x) onde lirn 
X-J>() 

r(t,x) 

lxl 

X= e:[f(t,O,O) + A(t)x + r(t,x) + q
1

(t,x,e:)]. 

Seja 

Provemos que q 2 satisfaz as condiçÕes: 

lr<O>I =O 

jr{t,x) - r(t,y) I = 

= o 

= jf(t,x,O) - f(t,O,O} - A(t)x- f(t,y,O) + f(t,O,O) + A(t}yj 



C'TlC1t~ 

e 

I . - ( ,_ "" \ •.. 
1 L t." .. 1 

,... f-~· . '}' ') '1, 

•··· \ \.....I .1 • 
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; · .. ( : .. ;; f(;) -~ f(': .. y; o) -· i\ ( t) X + ld t) y I ~ 

(_; .· 

.! 

: ~,--:( (t,y+:l (x-~y) ,O) -· 1\(l:) J.Jx-yJ -!.: L] (b ) • I X·""Y I .. o 

. . . ~:.).;'::) li f' I ( +- V·l A (···-U \ o) ...... .,_ t . .t t · ·• """" . .1. I I -7-..(t)l. 
O<o<L 

1irn L1 (b,) -- O. 
b ·}O · . 

o 

Provenws que ~~e q
1 

e satisfazem as propriedadss 

q. Então também satisfaz: 

Jq
1

(t,O,c) + q
2

(·t,O,c) i~ Jq
1

(t,O,c) j + \q
2

(t,O,c) J ~ l1
1

(c) + B 2 (c) 

lim M1 (c) + M2 (c) = O 
e+O 



)c (/ ( -~-- f O F () J + l\ ( t) :<: + C}') ( t. 1 X f !::} ) 
·~ 

}: ... ,(.i·.x + .í\(t.)x- !11: + f(t,O,O) + q
2

(t,X;E)) = 

ondr: 

él:t (O) 
h(t) -· f(t.,O,O) e 

,, 
.j 

(;X 
J:-1( h ( t:) ) - o por '""ll. " ' . ., l .. '"' -.1. ,c_-\..... -.' 

se. 

N(A(t) - J-1.) :::: O pois a f A(t) = --(t O O) 
(} ;·{ I I 

e 

·r 
M (!'.( t) ) l f ()f 

~·- lin1 ~, ~·: { t, O , O) c1 t ( <.l.) • Corao 
a f 
ax T-+co .L j O O ,~--,., 

nua temos que (a) 
.. 
e igual. 

rr1 

lim f..-Jx- JLf(t,O,O)dt = 
T+oo O 

a 
ax 

T 
lim ~~f f(t,O,O}dt = -:x-H(f(:.:,O,O)) .. 
'J:+oo l O 

H(A(t)) 

Portanto 

a = "'ãX H(f(t,O,O)) 

Façamos a mudança de variável 

x = (I+ cC(t,c))y + cg(t,c) 

afo 
= M(-~--(0)) = H (A) • ox 

y = (I+ cC(t,c))-l(x- cg(t,c)) = 

= (I - cD(t,e:)) (x - cg(t,e:)) 



15 

(íq 
(I - sD(t.,c)) (x - -·~-) 

(Jt 

temos: 

c Sf ( 'c , c ) ·- c 9 ( ·t , c ) ) + 

+ ( I - C [l I t r t:. ) ) { l\ [ ( 1 ·;· C C ( t 1 t: ) y + C g ( t 1 E ) J + 

+ h(t.) + q
2

(t,z,c) 

Port~1.nto 

(ID y - c [zw + U\ ( t) - A - ãT) y + h ( t ) -
él rr .., rr<t,e:) + q4 (t.,y,c).J. 

Como h(t) e A.P. e g = -e:g é não crítico pois ·-t: 

é auto-valor com parte real diferente de zero, existe Uina Úl1ica so 

luç~o g da equaçao g = -e:g + h(t), e a solução é dada por: 

Jt -e: t-s g{t,t:) = -oo e ( ) h ( s) ds e M(h) = o. 

Aplicando o teorema anterior temos que 

h (t) ~ - at(t,c) .... o quando e: .... o 

e 

A (t) - A 
élD o quando o. - .... c .... 
at 
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r~ c)J_' t~J.r1 t c> 

quando c -)- O. 

E; > o ' o 

z:'(t,c) 

C!Tí A.P. , i.~c.l(:;-''{.,t-)) ( LHXl(f(.Fx,c)) e x·k(t,O) --O. 

;,:i.·(t,E) é U.l\..S., 

algum t.i ver pa:c\:c: re.:~l L:Dior que zero (~ inr~t7"tvel. 



E: ::.: o. 

CAPITULO JI1 

1 .• / ' ' --
•' t.' (r ç.t:~. o : 

.X = y 

') ,, - c (1-x'-)y - x. ..l 

Façamos a seguinte mudança de vari.Svel: 

x = rcosO 

y = -rseno 

Temos que: 

. x = rcosG - rscn00 

~ = -tsene - rcosee 

Então 

. 0 • 20 0 00 xcos- = rcos - - rsen-cos--

2 • 
-~sen0 = tsen 0 + rsen0cos00. 

Portanto 

xcos0 - ~sene = t 
'+7 



dr 
de 

dr dt = --dt ·de-

48 

l~fl t: [l{) 

. 2 
[e(l-x )y- x]scne 

- 2 2 - jc(l-r cos 8) (-rsenO) -rcoso l sen(j 
.J 

. . r· . ~ 2 2 , . - · --:c ,;: ,(·: coê:;U -· c (l--r c os O) ( -rsen O 1 I + r seno ccy;~J 
h -

) ') 2 
;:· ··- c (1--.c"--cos-'·c) (rscn o). 

'I'emo::> que: 

*scn0 - tcosescno 
2 . 

·• rscn o 8 

ycose 
2 . 

- -tcososcns - rcos-eo 

Então: 

*seno +~coso = -ro. 

Portanto 

, 
e = -~(xseno + ycose) 

r 

1 2 2 . 
e= -~[-r+ E(l-r cos-e) (-rcosesene)] 

c (l-r 2cos 2e) (rsen 2o) __ .....-.... 2 __ 2 __ _ 
l+c(l-r cose) (cosesene) 

(1 2 2 ) 2 -r cos O rsen o = c __ _:___~;___~......:.._ _____ _ 

l+c(l-r 2cos 2e)senecos0 
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-- :~ f ( J~ , o f c ) • 

( J--r 2co::; 2o) rsen2o 
-- ·--------- ----·;·,----:--) ------------

1-!-t: CL·-r':·cos--03) senOcosG 

,. ( _ ('- { 1 :' 2 r , 2
0 

2
0 

3 2 2 :r-.:· r u, 1.1) ·--- ... -r co:; J; rsen -- rsen - - r sen 8C(J~; o. 

f (r) 
o 

1 r2·,r 2 3 2 2 ·-· - '),:-:~·J (:esen O - r sem Ocos 0) do. 
.c. ll o 

1 f 3 2 2 " 
3 ' 3 

== r [0 ~n4G_J 2·rr =E_ ~ 2TI r sen Ocos GaO 2írS- 32 o 21T"8 

Portanto 

2 
== r ( 1 - .....!--;;---) • 

2 . 

H as f (r) = O se e sõmente se 
o 

2 
E.(1 - r ) = O 2 ----;r- . 

Então temos que: 

r = O 

ou 

r = ±2 

I 

f (r) 
o 

1 r 2 2 = -(1- ----) + r(--E) 
2 4 2 4 

= 4 - 3r2 
--8--. 

= 
3 

r 
-g-



( .;· I ( .. \ \ - - -1 • 
\ ~ .. {) -L J ./ "~ :? Ent.~o -2 

.. 
e estável. 

ConsJ.d<.~:cc:,1os 
-· 

;:-!_ (~~ ( 3.\..1 C:\ (~':.:lo 

(I) 

onde 8 > O, w1 > O, w
2 

> O, ~~ B sao constantes reais e 

m + m w + m2w2 ~ O 1 1 

Para 

(III) 

para todos os inteiros m, m
1

, m
2 com 

8 ~:: 0 1 a solução geral de (I) 
.. 
e dada por: 

(li) 

onde A 
-1-2 e constantes arbitrárias. 

riável. 

-wl 

Consideremos o sistema (III) como uma mudança de va 

As equaçoes em x
1 

e sao dadas por: 

UNICAMP 
BIBLIOTECA CENTRAL 



(I.;) 

onó:::: z, ~.? 

c os 

1, " J , 
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. :~ 
t; ( 1 - :z. f ) z , ' c os t 

.!.. .!, 

,_ 

:;,r, .':•,r·çc;,':·; dadas por (III). 

·" :fV ,-, um c<:~~>o part:icul.:u::- de x = E: f ( t 1 Z . f :3 '! 1 C ) 

1 "· 
- r.J Y" • ('""""" ~, • -.! c , } } 0 d 1' "<" • t t. .r J~ - . }1---.. L ·UlCO"" ao .ac ... el ·o ·em ~~requ.enc.l.•='-

-- -(l-z 2 )z cnn+-
~ 1 2;,:)~ \.... 

As médias das funções f e g em relação a t sao 

dadas aba:Lxo obedecendo as condições (II) 

Temos. que = o é solução de 



det(A - Àl) 

À = 

52 

/ 1 ( ') 1 2. 1-, 2 \ 
~:;· ~-.i -·-- J J 

.. I 'i 1 1 

\ 
\ l 

l \ 
6-x2 \ l . 

\ 
l 

1 I 
\ -· ·;;X 1 }:.(2-y,2_.,l 2) 

4 ' . J '1 Lll - :.::-x I 
4 2 I (o (), , '·' ) 

I 
I 1 ( ~. . 2 -., 2 , 
I -... :--.~• .... , J 

,~ .~... ... ~L"" 
:=: I . ., . .L 

I 
\Q 
\ 

~-Os nuto-valores de A Sél.O! 

- À 

2 

Ru.iz dupla. 

o 

1(2 _2 ,.2) 
-·.·· -J' -f' tj .• "1.1 u)_ 

o 

Para aplicarmos o Teorema da Hé<lia precisamos ter: 

ou seja A2+B2 -J 2 
1 1 T e 
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c = o ~ 

c u.rt:L forrr:c;;-,"_;r,--

ent3o e inst~vel . 

;; ~:n:._;~:::o ele {I) p<.::ra c == O 
... 
e dada por: 

< -\ 

' J \ '·' i I'J. i~:; ·.:.~TltJ 1 t. --r 13 _ ~·.;2:nu .) t 
_, ~ .L <· 

',1. ••• \' '.:) --- ·> ( {· ) -.. - ·~~ <! ' \.... • 

Veri f.:LC2i:tnos que na aplic.:J.ç2;:o ( 1) do Te o 

rema. da IlÕdizl. 

zl = ·? 
~2 

22 
2 - -z + E ( 1-z ) 2 

1 l 2 

o zero é instável para E = O, e quando acrescentamos o termo fo~ 

çado que 5 o caso da aplicaç~o em quest~o, o zero pode ser est&vel 

ou instável dependendo das condições de A~+Di ser maior ou menor 

que 2. 

3~ ApUca.ç.ão: 

A equac;ão de um pêndulo plano com suporte 

·vert1calmente e senoi.dalmente pode ser escrita como: 

x" + ex' + 
2 

q - Iw senwt 
i 

Se 't' = wt, I I= r., 

senx = O 

_L 
2' iw 

c = 2Ea 

oscilando 

temos: 



de 

ou seja 

ou 

Terno::;: 

x ·- y 

,, 2 
cos·-Lk • I

- . . 
_)E.~t.f;~rrnl r1c~ as propriedades 

'..,. . 
.~ ... ~:~ ;~~-; '; i~.t.:::·.lL~\··cJ~S Y 8 f2 l)()l:': 

2 2 
~ = -2Eay- (E k -Esen~)se~(~-Esontsen~) 

x -- y 

• 2 2 2 2 ( 2 2 ) ( ... y =-.E aO+ E accstsen~- E k -e:sent sen ~-Esentsen~l 

. . = EO+Esent.sen~-Ecostcos~.~ 

'I'cmos: 

. 
<P = e: 1-E senTCOSÇ> 

(}C! 



S5 

.f' / J : 
~ ~ ..... ,.,,~"-~ --------*''-----·--------,. 

j_ --;:. :-~ .:~.1.1 T c~.:::.-;; Q 

Jv!.é.iS: 

2 . 
-esen·TcOsQsen(~-esenTsen~)/(1-esenTcos~) 

Mas 

sen(~-esenTsen~) = sen~cos(esenTsen~) - cos~sen(esenTsen~). 

Expandindo em série cos(esenTsen~) e sen(esenTsen~) 

e considerando apenas os termos em e, pois os termos em 
2 3 

E I c , •.. 



5Cí 

~ ~ 

n - -senTsen~+Esen~Tcos$scnó+cQcosTcos$-2can+2c~ansenTcos~+ 

2 2 2 2 + 2cacosTsen~-2c acosTsen~senTcos~-ck sen$+c k scnTcos~sen~+ 

2k2 3} 2 2 2 2 + c senTcos~scn~-c c sen TCOS ~sen~+scnTsen~-csen tcos~sen$-

2 2 3 2 
- csen Tcos~sen~+c sen Tcos ~sen~/(1-csentcos~) 

2 . 2 3 ? 
+ E (2ansenTcos~-2acosTsen~senTcos~+2k senTcos~sen~+senTcos?sen~) -

3 2 2 2 
- E k SOU TCOS ~sent/(1-c~CnTCOS~) 

onde g(<j>,n,c) 2 2 = -2aQ+QCOSTCOS~+2aCOSTSen~-k sen~~sen TCOS~sen~ + 

2 + c(2ansenTcos~-2acosTsenTsen~cos~+2k senTcos~sen4 + 

g(<J>,n,O) 2 2 = -2an+OCOSTCOS<j>+2aCOSTSCn<j>-k sen<J>-sen TCOS~Sen<J>. 
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f
0 

( d · · n ( f ( ~ , n , o) ) 

..., ·r } f L. I 

-~~- (-2art+ncoslcos~+2acosTssn~­
/.. i! .I o 

21i 
J 

0 
-2cd1(h -

,- '1 2 1T 
L-2o.DTJ - ·-·1nun. 

o 

J
21T 2 

0 
-k sen~dT == 

2 -2rrk sen~ 

J
21T 2 

-sen Tcos9sen~dT == 
o 

Portanto 

Queremos 

e 

[
T sen2TJ 2rr 

-cos~scn~ - - = 2 4 o 
--rrcos<fl sen<jl. 



sa 

J.::nt:ao 

·-·>::
1

~c~~~'!· 1 , ·-·~;co::;r;lscn<) ..... O 

ô(f ,g ) o o 
< a<~,~n ) 

.,.:, 

2 -·2k 

Portanto, temos 

11 - o 

e 
'I 

~ = are cos - 2k~ 

det(A - ÃI) 

ou O, ou TI ou 2n. 

1
-2a) 

À2 
+ 2aÀ + k 2 + 1 

2 



maqi nftrias. 
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/·-·--··---·······------····--, 

-2~ ~ / 4a 2 - 1(k2+1/2) ), -- ---·--· ·--··--·----------2·--------------

), -· 

;-··-··---·----·-------------, 
I 2 } 2 .112 ra ·-: -.-

2 
a 

.. , 
k~ 

SC:.!gunó.o caso: Se 
2 

a 

Então precisarnos considerar 

Se o então (o, o) -a .~ e 

1 > o - 2 

ReÀ --

estável. 

ternos duas 
.,. 

r a.J~ -· 

a c• .. :.;. ... ral.ZCS --SQ.O i·-

-a • 

Se o então (0,0) 
.. 

instável. a < e 

An~logamente para (2v,O). 

Analisemos agora (v,O). 

a (f ,g ) 
o o 

det(B - Àl) = det(-À 
k2_1 

2 

(

o 

1 

-2a-À 

À = -2a ± I 4a
2 

- 4(1/2-k
2

> 
~-------2~---~~----~-



zes 

c 
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;-- ----- ----- --··--- --- ------···- --, 
)·. j 2 . 2 1/:' ~ _ _. -(i :1: . (~ ~)~ J-: ..... ..! 

Se 
2 2 

(1. + k- 1 o - 2 > ent~o temos duas 

. . .... . 
sln~ls contrar~os. 

2 k2 1 < o c:.+ --2" 

He\(B) == -a. 

Se a> O. Entii:o (;1,0) e estável. 

Se u < O. Ent~o (n,O) 5 inst&vel. 

Consideremos agora o ponto 
2 {Rrc cos - 2k ,O) 

,. 
J..'";) J.-

a (f ,g ) 
( -----~~--2_) ? 
a(~,~) (are cos-2k-,O) 

lo 

- ( 2k 4 -~os 2 o+~sen 2 (arc cos(-2k?)) 

1 

-2a 

(

o 

4 1 
. -2k ~ 

det (C - À I) 

(-À 
- det( 

\ ~-2k 
4 

À = -a ± /a. 2 + 1/2 - 2k 
4 
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P r in~ e j 1~ o caso : Se 
2 

a 
4 1 

2k +I> O, temos duas ral 

zes reais dioti.r~~s e de sinais contr~rios. Portanto o ponto 

{ ')' ;? ) ) are: cos ~- ;.K , C, - -·· l 
E~ c<.: se~ <J .• 

r-. c_~{,~ :r::.zlCJ Sn 2 
2k 

4 1 o. Precisamos (~aso: a - + < v e .... 
2 

ri.f:Lca . .r R'-'>;, (C) -- -u • 

Se a > o . Então (are 2k 2 ,o) ~ 

estável. co;::; - c 

Se a < o. Então {are 2k2 ,o) - inst2ivel. c os - e 

4 ~ Ap.LLc.ctçã.o: [ 4] 

Faremos esta quarta aplicaç~o usando o teorema: 

Teorema: Seja 

x = (A+ e:C(t))x + cg(x,c) + e:b(t) (I) 

·onde x, g(x,e:) e b(t) pertencem a Rn, e: > O, A é uma ma~riz 

semelhante à uma matriz diagonal com elementos imaginár.ios puros, 

os elementos da n x n matriz C(t) e b(t) sao quase-periódicos 

e g e sua primeira derivada parcial com respeito a x são conti­

nuas em Rn x [O,~). 

Seja: 



Suponhnmos que a 

c + o 

2 lj 
() -

~~-~--(y) 

62 
-~ equaçao 

tcnhvm parta real diferente de zero. Ent5o existe um € > o 
o 

que para cada C 1 o ~ C < (; I ' o a cquaç~o (I) tenha soluç~o 

quase-peri6dica tal que 

quando 

At. e y + 

tA­jx(t,c) -e yj -+ O 

e: -+ O uniformemente em ~ e R. 

A At e y 

Demonstração: 

Façamos a seguinte mudança de variável 

At 
x = e y 

Portanto 

x AeAty + At. = e y 

(A + e:C(t))e At = 

At 
y ~C(t)e y + = 

C(t)e At . e: ( y y = 

+ e:g(e At y, e:) + e:b (t) y 

e:g:(e At y,e:) + e:b(t) 
At e 

+ g(e At y, e: ) + b (t)) 
eAt 

·tal 

x(t,c) 

(II) 



onde 

f { t '} .. j (!) 

()3 

Entao 

~~ '-= sf(t,yis) 

-ht ' + M(e b(t)J= O 

Chamando 

b ·- M(e-Atb(t)) 
o 

Temos: 

c y + go{y) + b o o 

a f 
A == o (O) -ay 

= o 

c + go(y) o = o 

Estamos nas condições do Teorema da Média. 

Então existe e: > o 
o 

tal que o ~ e: < e: o 

(II) tem uma solução A.P. y(t,e:). 

Portanto (I) tem uma solução quase-periÓdica 

tal que 

tal que 

x(t,e:) 
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I -At-1 " ( f· , __ ) ·- (' v 
.Cr.. '-fL ~ -~ -+ o 

quando c ·>- O un.L fo::cmQuent:e onde t está em R. 

onde va
3 

< O e p ~ uma funç~o quase-peri&dica com s~rie de 

Fourier 

co 

. l: lA. c os À .t + B. sen À .t 
J= J J J J 

e A2 + B2 > o e Àl = 1. 1 1 

Para e: = o temos que 

sen tt) 
c os 

c (t) = (: :) 
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-.. Iit (~os t ·-sen :l ,, --<.- ! 

\ cccn t c os ..... ri. 

I "-
I o 

:) 
-At 7' +- f co~> L. -scr1 t) ( cos c ( ·-) _,', ~ e ... '-~ ::: 

\snn t c os t \) -scn \ ·-

e-AtC(t)eAt = (-v se~ t 
\) cos t 

cos t 2 ) -v sen t 

v sen t cos t 

= (H(-v se~ t cos t) ( 2 t l-1 -v scn 

M(v cos t) H(v sen t cos 

= (N(-sen t p(t) )) = ~ (-AB
11

) 

J:.l ( cos t p ( t) ) 

t scn 

t cos 

-At At (cos 
t -sen 

:) ~3 ( cos t y 1 

o 

sen t y
2

) 3) 
e g(e y,O) = 

sen t c os + 

csen 
t(cos t yl + sen t y<) = a3 

c os t(cos t yl + sen t y2) 

t\ 

_·r.) 

= 



6G 

I 

y2)3J\ ( -I··J [.::;~n t{cos t yl + sc;n t 

CJ (v) -- -- I 

y2l3]) 
Cl.-, I -o .• J; 

\ 
r 

t: (c os ll[.COS t~ yl + scr1 t 

2 -:>' 

-3/8yly2 - 3/8y~ 

go(y) -- a3 III 

3/8yi + 
? 

3/8yly2 

-v/' ( Y1 
-3/8y2y -

.... 
-B \ o 3/Sy~ o 1 2 

+ .!. 1) 
o \ y2 

+ a3 
3/8yi + 2 ]\l = v/2 3/8yly2 

2 o 

-v/2y -
2 3 - B /2 o 3/8a3yly2 - 3/8a3y 2 = 2 1 

IV 

v/2y1 + 3 2 - A /2 3/8a3y 1 + 3/8a3yly2 = o 1 

Suponhamos sem perda de generalidade que 

B
1 

> O, pois podemos se necessirio representar t por t + w com 

uma escolha própria de w. 

Então temos: 

2 3 -v/2y2 - 3/8a3y 1y 2 - 3/8a3y 2 - s 1;2 =O 

v 
3 2 v/2y1 + 3/8a3y 1 + 3/8y1y 2 = O 
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que y satisfnz: 

f(y) 

lor máximo e 

,- t ·-3 
-3/~u~y - vy - n 1 . . í 

~ssim -3/4a3 > O. 

e v > O. 

Consideremos o grfifico de (y,f(y)), onde 

(y,f(y)) 
·--------~~----------~ 

Seja y 1 o ponto negativo do qual f(y) tem um 

o zero de f. 

Então 

= - / -4v/3a 
1 

3 

f"' (y) 

vi;;t.o 

v a 



isto é: 
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r-------------, 
f I (- / -.1 ·/9a ... v ... , 

.J 
-- \) > o 

'I'omemos v a raiz positiva do 
o 

Para v > v , existem tr5s soluç5es reais de f(y)=b. o 

Escolhemos a solução y de tal modo que 

Então 

<lgo -
êy (O,y) = 

Assim 

-v/2 

o 
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ou seja; 

-2 
> " > -4v/9a 

.J. 3 

isto "': 

v/2 + 
-2 3 /0 ~· y I \..'0.3 . > o. 

-v/2 -2 - 9/8a3y > o. 

Assim os elementos n~o nulos da matriz (IV) 
~ 

sao ambos 

positivos e dal seus auto-valores s5o reais, n~o nulos, e de senti-

dos opostos. 

Logo, pelo Teorema dado, existe e: > o 
o 

tal que 

o ~ e: < e: ' o o sistema tem urna solução quase-periódica y(t,e:). 
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