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INTRCDUCAQ GERAL

0 iInteresse pelo estudo de reagdes enzimaticas surgiu a
partir das conferéncias do professor L. A, Segel no IMECCG-UNICAMP
em 1989 Nosso estude dia continuidade aoc trabalho recente
degsenvolvido por L. A. Segel tal como apresentado em Segel [39] e
Segel-Slemrod [401. '

O problema classico original estudado por Michaelis~Menten em
1013, e amplamente utilizado em Bloquimica, trata apenas do regime
permanente (Hipétese de Estade Quase Estaclonario). O estudo do
comportamento da reagdioc na sua fase (inicial é relativamente
recente, inicladoe por Helneken et al. [15]1 19673, Os mecanismos
quimlcos de reag8o ocorrem efetivamente nesta fase, o que torna
importante a anadllzse da cinética do estado pré-estacionario.

No primeire capitulo, apresentamos algumas Jjustificativas que
motivam o estude da cinética de reagido enzimatica e o modelo
matematico que descreve a reagdoc considerada. Anallsamos também a
Hipdtese de Estado Quase Estacionario conheclda como ceinética de
Michaelig-Ment.en do ponto de vista bioquimico.

A  anallze dimensional desenvolvida noe capitule segulnte sera
uma etapa fundamental na escolha dos métodos utilizados na
resolucico do problema. Além disso, as novas escalas introduzidas
fornecerfio um caritério simples para a validade da Hipdtese de

Estado Quase Estaclonario.

Os mét.odos matematicos mais dtels para o tratamento analitico
deste problema baseiam-se na teorla de equagBes diferenciais ndo
Hneares a constituem-se fundamentalmente em aproximagSes
assintéticas obtidas por métodos de perturbagdo singular. Embora
estas técnicas sejam de u=o corrente na literatura internacional
de matematica aplicada, e em pleno desenvolvimente como area de
pesquisa, elas n3Ho tém sido adequadament.e difundidas no Brasil, o
que fornece um aspecto didatico importante a este tLrabalhe de
teze.

O capitulo trés trata dos métodos de perturbagdo singular que



serdo utllizados na resolugio do problema de cinética enzimatica.
Nossa opglo fol a de apresentar através de exemplos simples tanto
o método de superposigioco assintdticoe 'matching'>, como mostirar a
valldade do teorema e do mét.odo recursivo de Vazil'eva,
Acreditamos que esta abordagem did4tica possibilita uma adequada
introdugiico a Teoria de Perturbagfo Singular e aos métodos
assint.dticos.

O dltimo capitulo & dedicado a resclugdo do problema via
métodos de perturbasdc =singular. Em primeiro lugar, uma scolugdo
aproximada ¢ determinada pelo método heuristico de superposigdao de
acorde com os trabalhos de L. A, Segel JA4 mencicnados. Outrao
agpecto original do trabalho & a aplicagdo da teoria de Vasileva
na obtengio de uma solugSo com erro O(s%).

Finalmente destacamos algumas caracteristicas especificas de
cada método e apresentamos sugestdes para futuros trabalhos que

dariam continuidade ao nosso estudo de tese,
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CAPITULO 1

Cinética Blogquimica: ReacSes Enzimaticas tipo
Michaelis-Menten

11 Introdugdo

0O estudo de enzimas & de especial interesse por se tratar de
uma aArea de intersecgdo entre a biologia, fisica e qt.iimica.

Enzimas =30 blocatalisadores de natureza proteica como
demonstrado pela cristalizagio de pepsina, tripsina e
quimotripsina por J J Nortrop na década de 30. O=
biocatalisadores atuam favorecendo uma resgdo quimica, sem contudo
serem consumidos ou modificados durante o transcurso da mesma.

A Enzimologia, atualmente, encontra-ze ramificada por varias
Areas da cié&ncla, especlalmente Bloquimica, Blologia Molecular,
Figico-Quimica, Bacteriologia, Microblologia, Genética, BotAnlca,
Agronomia, Farmacologia, Toxicologia, Patologia, Fislologia,
Medicina, Engenharia Quimica e de Alimentos.

O histérice da pesquisa enzimatica praticamente se confunde
com o do desenvolvimento da Bioquimica. A denominagBo enzima <('no
levedo™ foi utilizada partir de 1877, embora J4 existissem
evidénclas de que catallsadores bioléglicos tomassem parte na
fermentagioc do aglcar para produgdoc de 4alcool (por iIsso © nome
inicial de Tfermentos'"). A primeira teoria de catalise fol
proposta por J. J. BerzeHus em 1835 e JA reconhecla a mailor
eficiéncia da diastage do milho em relagdo ac 4acido sulfarico
(processo usual até entio)? na hidrélise de amidos. Pasteur, em
1860, embora reconhecesse o papel das enzimas na fermentagdc ndo o
desvinculou da agdo dos levedos; Bluchner, em 1897, isoclou das
células de levedo as enzimas responsavels pela fermentacgdo
alcodlica, demonstrando que sua funcSo era Independente das

est.ruturas celulares. Hoje em dia, mais de 2000 enzimas estdo



caracterizadas e classificadas.

A enzimas reagem seletivament.e com determinadas
substancias, usualmente denominadas substrato, Esta especificidade
por apenas alguns ou mesmo um tnico substratc se deve a composigio
estrutural do sitlo catalitico. Reste local acontece a catalise do
substrato, inicialment.e com a formag8o de um complexo
enzima-substrato e, subseqlentemente de produto. Outra importante
caracteristica das enzimas ¢é a sua excepclonal eficléncla, ou
seja, uma pequena quantidade de enzima é suficiente para
transformar grandes quantidades de substrato no decorrer de uma
reagio. Por exemplo, um mol de urease transforma 420.000 moles de
uréia por minuto.

A participac83o atlva de enzimas como reguladoras de processos
blolégicos e =ua crescente utilizag@io industrial, justificam o
estudo cada vez mais aprimorado de suas propriedades. Para tanto,
é fundamental a compreensfio da cinética enzimatica, a qual analisa
principalmente a velocidade das reagles e o comportamento temporal
dog diferentes reagentes envolvidos.

A hipétese de que enzima e substrato reagiriam segundo um
equilibrio revers=sivel para a formagic de um complexo, que por sua
vez ge constituiria em um passo essencial da catallse, foi
proposta por A. J. Brown e V. Henri, entre ocutros.

No ano de 1913, L. Michaelizs e M. L. Menten apresentaram uma
teoria geral sobre a acgfio das enzimas que juntamente com as
modificacSes feitas por . E. Briggs e J. B. S Haldane em 1925
ainda hoje & fundamental para analisar quantitativamente todos os
aspectos da cinética enzimatica e inibig3o.

A segulr apresentamos alguns exemplos de aplicacBes de
reagztes enzimaticas:

a) fol ildentificado em pesquisas médicas que doses intravenosas de
asparaginase podem suprimir. alguns tipos de leucemia animal e

humana ao cgatalisarem a segulnte reagdo:



aspardginage
.
asparaglina + HZO —————— aspartato + Nl-l4 ,
taminocacidoy tamonial

- de onde fol deduzido dque a asparagina gsangiiinea ¢é nutriente
egsencial para as células leucémicas; a asparaginase hidrolisa a
asparagina a aspartato, o© qual n3o supre as necessidadesg

celulares;

b)) a enzima renina oriunda do estémago de ovelhas, catalisa a

quebra do lelte gerando coalhada e soro para a produgiio de
quel jos;

¢} a tripsina inativa o virus causador da doenga denominada

"Influenza"”, uma manifestacgso gripal;

d> o inseticida DDT inlbe a enzima anidrase carbénica. A reagdo
inibida ¢:

anidrase

acldo carbénico ——» di4xido de carbono + Agua
carbonica

A medida do diéxldo de carbono Hberado quantifica a anidrase
carbdnlca presente na reagdo. A inibig8o da catalise pelo DDT
produz um decréscimo proporcional na liberagio de dléxido de

carbono;

e) a Alcool desidrogenase ¢ utilizada para medida do teor
alcoSlico no homem, uma vez que ela catallsa a reagBio de oxidagio
do Alcool etillco a acetaldeido com concomitante redugfio de um
dinucleotideo de adenina. A quantificagioc ¢ feita pela dosagem do

dinucleotideo reduzido;



f> a aspartato transcarbamoilase de Eschericchia col (bactéria
intestinal) catalisa uma etapa priméria da biossintese enzimatica
do CTF (Citidina Trifosfato>, um nucleotideo utilizado na sintese
de RNA (Acido Ribonucleico).

1.2 A Hipétese de Estado Quase Estacionario em Cinética Biloquimica

Discutiremos agora a Hipétese do Estado Quase Estacionario
numa Treagdo enzimatica do ponto de vista bloquimico. Para isto
vamos conslderar a reag®o simples onde uma enzima E combina-se com
um vnlco substrate S para formar iniclalmente wum complexo
enzima-substrato C. Nesta forma intermedlaria o substrato

modifica-se e o complexo decompde-se em enzima livre mails produto:

k k
1 2

—

Para  analisar esta reagdco vamos utilizar a representagio
matem&tica dada por Briggs e Haldane em 1925, Aplicando a Let de
AgBo das Massas, denotando as concentrages (numero de moléculas
por unidade de volume) pelas mesmas letras e o tempo por T,

obtemos as seguintes equagSes diferenclals para representar (13

& m-KkES+k G+k, 2ad
S = - kES +k_G, 2b>
= KES - k_G-kg, 2
= kC. c2d>



E importante ressaltar aqul que a Lei de Ag3oc das Massas
pressuple o8 Teagentes distributdos de maneira espaclalmente
homogénea, neste caso, devemos ter substrato e enzima
"perfeltamente misturados”. Outra suposicSo fundamental é que a
- taxa de reag8c & proporcional A concentrag8c dos reagentes. A
equacao (Z2ad) estabelece, por exemplo, que a variacao de
concentragdo de enzima & proporclonal a ES, e & uma conseqiiéncia
da formagio do complexo a partir de enzima e substrato. Por outro
ladoe também ¢ proporclonal a C devido a dissociaqﬁo' do complexo em
enzima e substrato (k_ic) € em enzima mais produto (kz(}). Oz
Tatores de proporcionalidade k, k e kz sd3c posltives por

1 -1
definigc e conhecldos como constantes de velocidade. O sinal

negativo do termo k ES indica um decréscimo na concentragio de E
ocasionado pela formagio do complexo, enquante dque os slnais
positivos dos outros termos indicam aumento na concentragio de E
Caparecimento de E pela decomposgigdo de C em E + S e E + P,
respectivamente),

0 termo n3o linear kiES representa as colistes efetivas entre
as moléculas de enzima & de substrato para formar o complexo.

Para completar a representagic matem&tica do problema
precisamos das condigBes iniciais. Suponhamos que  inicialmente

t.emos somente enzima e substrato. EntZo,
FO = Eo s SO = Sa R Co> m 0, Pcod> m 0 3

Sendo a enzima um catallsador que somente facilita a reagSo,
ent3o a quantidade total, livre mais combinada, & sempre

conservada. Esta relag8o pode ser cobtida a partir do sistema 2.

Adicionando as equagBes (Zad & (2c) temos

6]



dE dqg

ar ar ™ 0 e, portanto

EC(T) + C(T> = EG 45

usando as condigBes iniclais.
0 s=istema de equagles pode ser simplificade eliminando E das
equacBes (Zb) e 2c)

ds

ar = " kxcEa - Q)S + k_ic Bad
—d—-(-:—-k(E -GS - (k + k) Sh>
dT 1% 0 -1 2

com as condig@ies iniclais correspondentes
50> m So, CGCO> = 0 (6>

Observamos que, uma vez resolvidas as equagles para o
substrato e o complexo (=sistema (5)), podemos determinar as
concentrages do produto P(T) e enzima E(T) a partir das equagles
(2d> e (4), respectivamente.

O sistema de equagles (562 nio possul uma solugdo explicita em
geral, isto &, n3oc & possivel determinar uma '"férmula” em termos
de fungfes elementares para a solugdoc. Em casos como este, muitas
vezes ¢ Otll considerar casos especiais.

Em wuma reaclc enzimatica é freqliente que a concentragdo
inicial de substrato So seja grande em relag8c & concentragao
inicial de enzima Eo' Neste c¢caso, hé& wm breve periodo inlclal
conhecldo como pré-estade estacionarico durante o qual a enzima @&

""carregada" com o substrata. Com isto um "astado

quase-estacionaric” é estabelecido de tal forma que a concentragio



do complexo € modifica-se muito pouco com o tempo. Neste periodo,
apbés o pré-estado estaclonério e antes que a concentrag8o do
substrato decala apreciavelmente, & que as medidas experimentais
s80 realizadas.

Quando as medidas da taxa de formagdo do produto s3o
aproximadamente constantes entio temos pela equagio (24> que a

concentracdo do complexo C deve sger aproximadamente constante.

As=sim,

C & constante

portanto, E:—g 2~ 0.

Portanto, o lado esquerdo de (5b> & aproximadamente igual a

Zzero e a equaclo é facilmente resolvida para G:

Py = — 2 S

onde K“ - (k‘1 + kz).»""k1 & dita constante de Michaelis.

Substitulndo (62 em Ga> obtemos

85

As equagdies (7> e (8> representam a aproximag8o da cinética
enzimatica em (1) conhecida como Hipdtese de Estado Quase
Estacionario (QSSA- "Quasi-Steady State Assumption'). Esta
hipétese nSo considera a fase inicial rapida da reagldo e
constitui-se numa boa aproximagio para os instantes posteriores ao

transiente répido. No capitulo 4, veremos que as expressges @ e



(8> fornecem uma primeira aproximagio (no sentido da Teorla de

Perturbag&o) para o =silstema (5> apés o estado pré-estacionario.
Embora a cinética de estado estacionarico seja adequada para a
compreensiio de metabolismos (mede a atividade catalitica da enzima
-em estado estacionarioco na célulad, o estudo de cinética do estado
pré-estacionaric &, sem davida, indispensavel na anallse dos
mecanismos qutmicos de catalise enzimatica. Esta & a motivagdo
basica para o esgtudo de fase transiente do ponto de vista
bioquimico. [ Ver Fersht [14]]. '

O estudo da fase translente =6 fol iniclado na década de 60,
Bowen, Acrivos e Oppenheln [7]1 foram os primeiros a utilizar as
técnicas de perturbag8o singular para analisar a Hipdtese de
Eztado Quase Estaclonario sem considerar, no entanto, o easquema
cinético (13, Este esquema de reacio & analHsado culdadosamente nao
artigo classico de Heilneken et al [15]1 através de perturbagio
singular com relagio ac pardmetro E /S . Destacamos também os
trabalhos de N. N. Semenov citados em Vasilev i47].

Recent.emente, a QSSA tem recebidoc uma atenqﬁo especial como
por exemplo, nos trabalhos de Segel [39]1, Segel-Slemrod [40), na
polémica entre Alken e Plesner [2], [341, etc.

Na verdade, o esgquema (1} raramente ocorre na pratica, mas
descreve uma situagSo simplificada que serve como ponto de partida
para interpretar sltuacles mais complicadas. Seshadri e Fritzsch
[42], por exemplo, analisaram a =sltuag3oc mais geral em que a
natureza reversivel da formag8So do produto é considerada. Segel
[39] wverifica que a QSSA pode ser estendida a um sistema
enzima-substrato com a pregenga de um inlbidor. Existem, ainda,
enzimas que apresentam mals de um sitic de lgagic para as
moléculas de substrato. Um fendmeno muite freqUente neste caso é
que a ligac8o de uma molécula de substrato em um sitio pode afetar
a atividade de ligagio de outra molécula em outre sitio. Esta
interagi®c entre sitlos de ligagBo especificos e distintos é-
denominada efeito alost.érico. Malores detalhes sobre o tratamento




matematico de cinéticas de reagles com InlbigBo e fendmenos
alogstéricos sfo dadas por Rubinow [35]1 e no Hvro de Murray [301

Uma discussio sobre a validade da QSSA sera apresentada no
capitulo 2, apés uma analise dimensional apropriada do sistema
8.

Descreveremos agora o procedimente usual empregado pelos
bioquimicos na determinagioc de I-{M e da velocidade maAxima de
reagio.

A taxa de consumoe do =substrat.o lg—?—[, denominada velocidade

de reagfo, ¢ muito utilizada nos experimentos. A simplificagdc da

teoria implca em que

aF _ szaS
aT K +5°7
M
ou =ela,
3F ™ " gr * © due mostra que o produto esti se formando A

mesma velocidade com que o substrato desaparece.

Em geral, a velocldade de reacdo é determinada para T = 0,

assim podemos escrever

k ES
2 o0

K +5
M a

Y = (9>

Esta equag3o, amplamente utllizada pelos bioquimicos, é conhecida

como equagaoc de Michaelis-Menten.

Observamos que a velocldade de reagao cresce com o aumento na
concentragio do substrato. Portanto, o valor maximo de V ¢

apraoximado por



v = jim V= k E 10>
max z a
Sﬂ-)m

Em cinética enzimatica, a velocidade ¢ medida para varios

valores de So » sendo determinada a curva mostrada na Figura
1.1.

T e s

Vinax/2

1
1

Y

Figura 1.1

A constante KM pode ser Interpretada como a concentragdo
inicial de substrato que fornece a metade da velocldade maxima de

reagio. A equaclo (9> pode ser escrita de maneira equivalente como

1 .
. 11
v v g v 1)
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A equagio (112 permite a determinag8o de Vmax e Ku a partir
do grafico da Flgura 1.2, conhecido camo grafico de

Lineweaver~Burk. Qutras formas utilizadas na Interpretagiio dos

dados podem ser consult.adas em Fersht [14).

1/v]

inclinacaos KM/Vmax

e d 1/Vmax

= -
-1/Kq 0 /3,
Figura 1.2

A caracterizagi3o completa de uma reag80 enzimatica exige a
determinagBo das constantes de velocldade l;:1 > k__1 e kz' A
cinét.ica de Michaelis-Ment.en permite determinar soment.e a
velocidade maxima Vmax e a constante de Michaells Ku » Iisto €,
podemos calcular apenasgs kz e uma relagic entre as constantes de
velocidade. Para a determinagio dos valores de todas elas, sHo
necessaArias medidas experimentais durante os primeiros segundos de
reagio.

A Tabela que se segue apresenta alguns valores das constantes

de velocidade para interagBes enzima-substrato.
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Tabela- Constantes de velocidade de formag3o (k1) e de

dissoclagéo (k_i) para interagCes
enzima-substrato
. -4 -1 -1
Enzima Substrato k1 v .8 2 k_l( s 2

Catalase

H O
z 2

{peroxido de
hidrogenio)

(]
5,0 % 10

Creatina
quinazsa

ADP
tAdenosiLna
difosfato:
MgADP
{MagnesiocADP)

7
2,2 x 10

S
5,3 x 410

4
1.8 % 190

8
5,4 ¥ 10

Lactato
destdrogenase
(tmusculo da

ratod

NADH
{NiLcotinamida
adenina di

necleootideo?

~1i0

~40

o]
9,7 x 10

3
1,% x 10O

Hexoquinase Glicose
. . o +
Ligozima (NAG) ~40 ~40
{N- acatil
glucosamina?
. . a 4
Ingulina Insulina 1.2 % 10 1.5 % 410
G -8

Tripsina

Inibidor de
Tripsina Bovina
Pancreatica

G,0 % 10

4
~Lacto B-Lacto 4,7 % 10O 2,4
globulina globulina
. . 3
a—GuiL mo a-Quimo 3,7 x 10 O, 4s8

tripasina

tripatina

12



A equagdo de Michaelis-Menten

max

VS = 55
M

apresenta a propriedade de saturagSo. Para concentragSes baixas de
substrate S, a velocidade de reacic é aproximadamente constante.
Para concentracties elevadas de 5, a velocidade aproxima-se de um
valor constante Vmu (efeito de saturagdod canforrhe a Figura 1.1.
Esta propriedade & amplamente utilizada para descrever fendmenos
de saturagfio em varios outros modelos matematicos que envolvem um
processo de reagio entre populagSes (gejam elas de jons, animais,
células, plant.as, et.cl. A cinética de Michaelis-Menten fol
aplicada em Microblologla pela primeira vez em 1950 por Monod [28]
como fator Hmitante de populagio devide a concentragdo de
nutrientes. Desde entic ¢ o modelo mais freqientemente usado no
estudo de dinAmica populacionsl de microorganismos, como no
cregcimento bacteriano dentro de um quimiostato [35), [38], [13],
em cultura de batelada {16], etc. 0 transporte de nutrientes
através de wuma membrana celular obedece a mesma cinética de
Michaelis-Menten [13]1, onde corresponde a saturagdo das moléculas
t.ransportadoras de nutrientes. '

Mencionamos, ainda, o uso da equagio de Michaelis~Menten em
cinatica farmacoldgica [25], {501, Figiologia Vegetal i43],

Imunologia (331, processos cltotdxicos (281, ete.
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CAPITULO 2

Adimenslonalizagio das EquagSes de Michaelis-Menten

- 2.1 Introdugdo

No estudo de um fendémeno &, em geral, conveniente eliminar as
unidades de medida que mascaram as ordens de grandeza do problema.
O uso de variaveis adimensionais, formadas a partir de combinagSes
de parimetros do problema, ¢ uma maneira relativamente facil de
colocar em evidéncla os parametros verdadelramente significativos.
0 método permite reduzir o nimerc de parametros que determinam a
solugio. Na realldade, © numero de parametros n3o diminul; eles
s3o rearranjados em grupos adimenstonais, isto &, a solugdo do
problema n8o depende de todos oz parémetros em forma independente,
mas de uma combinag3o especial deles (uma ou mals).

Analisaremos os aspectos praticos deste assunto através de um

problema simples.

Exemplo

Consideremos um =istema massa-mola com atrito viscoso
~ascllador harménico classico - com um deslocamento inlcial ya e
velocidade inicial igual a zero. A equag®c e as condiges iniclais

que descrevem egte =istema s3do:

m dzy + o dy + ky = O,
»Z atc*
dt 1>

y<0> = y°, QZ; 0> = 0

dt.

ande m & a massa, ¢ & o coeficiente de atrito e k a constante
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elastica da mola.

Em primeiro lugar, indlcamos as dimensies de cada um dos
parametros ¢ vartaAveis do problema. As dimens@ies s3c dadas em
termos de dimensSes basicas tals como massa, comprimento, tempo,

ét.c. Neste problema, temos
[yl = L, [t"] =T
[m] = M, [c] = MT, [k] = MT™%

Para determinar as dimenses de ¢ e k usamos o fato que cada termo
de uma equagfo deve possulr as mesmas dimensdes.

A seguir escolhemos combinaglies dos parémetros do problema
com as mesmas dimensfies de y e t*. Estas quantidades intrinsecas
de referéncia servem como padr3o de medida para as varlaveis
dimensionails do problema. Aqui, yc' tem a mesma dimensio de y e

Ym~k a mesma dimensSo de t.*.
Int.roduzimos entlo as varlaveis adimensionals X e 7T deflnidas

por
#

X m Y, T m bt @
Vv Ymsk

Substituindo as novas variavels de (2> em 1), temos

2
dx_'_sclx

7 — 4+ X w0,
dr Fdr
3>
XC0>» = i, d¥X 0> = 0,
dar
onde ¢ = L
d Y mk

15



Uma vez que yo proporciona uma estimativa da ordem maxima de
grandeza da varlidvel y, podemos afirmar que a varlavel X é de
ordem unitaria (neste caso, yo representa a amplitude maxima de um
- oscilador amortecido). O tempo de referéncia vYmAk , tempo de
oscillag8o nidoc amortecida, também garante que 7 & de ordem unitartia
para uma observag8c suficientemente longa do sistema. Quantidades
de referéncia que estimam a ordem maxima de grandeza de uma
variavel sdo denominadas escalas. 0 método de adimensionauzaqﬁo
que se utiliza de tais quantidades de referéncia é dito mudanga de
escala, [Ver Lin-Segel {24], cap. 6.]

Uma caracteristica importante do processo de mudanga de
escala & que os parametros adimensionals estabelecem as grandezas
relativas entre os termos de uma equagdoc em determinados dominios
da variaAvel independente. Isto &, apés efetuada a mudanga de
escala, cada termo da equagdo & adimensionalizado transformando-se
no praduto entre um parametro adimensional e um fator adimensional
de ordem unitaria. Portanto, uma mudanga de escala prévia pode ser
decisiva na escolha de um método de aproximacgdo.

O parémetro £ é adimensional,

it §
[£] = MTZ w MOT®
r (MMT )1/2
e determina a ordem de grandeza do Lermo e dX ; o= outros

dr
termos s30 de ordem unitaria. Para 0 < ¢ « 1, a equagic (3) esta
L

acsoclada a oscllagdes levemente amortecidas.

Como uma alternativa podemos escolher a escala de tempo

v

- . Asgim, tomando

c
k

t k t e X Y
o
= ¥

16



t.emos

sgdx_'_d_x*_x_o 4>
at®  at
mk
onde £ = >’ com as condigties iniciais
i
xC0Y =1, g-—: <0y = 0.

Em um sistema onde a viscosidade & preponderante em relagio A
forga Inercial e & forga elastica da mola (mk « cz), £ sera um
parametro pequeno.

A prezenga de pegquenos parametros nas equagles permite, a
principio obter, via Teoria de Perturbac3do, aproximages
arbitrariamente precisas da solugdo. A equagSo diferencial (35
esta& relacionada & chamada teoria de perturbagico regular e 43 a
teoria de perturbagdo singular. As técnicas de perturbagio
singular e regular serfio discutidas no préximo capitulo.

Se observarmos a dependéncla de parametros, a solugdo de (1)
depende de trés parametros o, k e m, enquanto que nas solugBes de
(3> e (4 um dunico parémetro adimensional aparece. A redugio do
nimerc de parametros & uma caracteristica do método de mudanga de
ezcalas e permite uma analise qualitativa mals sintética do modelo
matematico. Na équagﬁo 4>, por exemplo, o deslocamento
adimensional x depende somente de um unico parametro adimensional
£ = mk ~ c® Esta relag8o fixa entre os parametros dimensionals do
problema, possibllita minimizar o nimero de experimentos

necessarios para descrever uma possivel variagHo dos resultados.
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Por dltimo, observamos que nem sempre ¢é facil obter uma
estimativa da ordem de grandeza dos termos considerados. No
entanto, podemos fazer uso de evidéncias experimentals, como no
caso das reagSes enzimaticas analisadas a seguir. Outro modo de
- obter tals Informagles ¢ resclver versSes simplificadas do
problema dado ou empregar os resultados de simulagSes numéricas
para valoreg representativos dos varios parametros do problema.

Para uma discuss3o mals completa sobre adimensionalizagio e

mudanca de escala consulte Lin-Segel [24], capitulo 6.

2.2 Adimensionalizag3o de Heineken, Tsuchiya e Aris

_ Descreveremos em  primeiro lugar o processo de
adimensionalizagfo do problema de Michaelis-Menten Iintroduzido por
Heineken et al. [15] e de wuso freqiente na literatura de
bilomat.ematica, [Ver por exemplo, Rublnow [35], Murray  [30],
Britton [8].]

Inicialmente escrevemos as equaglies da cinética enzimatica

deduzidas no capitule anterior

ds _ '
ST = - KES + (kS +x )G,

dc

37 = KES- (kS + k  +k)C &)
SC0> =5 _, CCod> = 0.

Na analise da Hipétesme de Estado Quase Estaclonaric, vimos
que a concentragio do substrato nio se modifica apreciavelmente
durante o© periodo pré-estacionarico. Assim, se considerarmos o
periodo posterior a fase transiente e anterior a fase final da

18



reagio, a concentragio inicial S, sera uma boa estimativa para S.
Durante este periodo o complexa permancecera ‘'aproximadamente
constante'", e ent3oc escolhemos E, como uma escala para C.
Entretanto, a escolha da escala de tempo ndc & trivial A rapida
mudanga iniclal na concentragio do complexe e o decalmento lento
do substrato indicam a presenga de duas escalas de tempo durante a
reagio. Como estamos conslderande um Intervalo posterior ao
t.ransiente rapido, determinaremos primeiro a escala de tempo lenta
Cou exterior> t. '

Entdo, introduzindo as concentrages adimensionails do

substrato e complexo e o tempo adimensional por

s = g , c = %, t = _L 6>
) ] t
e substituindo na primeira equagdio em (5> ohtemos
B a-kESsd-+kEc T
£ at 1 00 -1

Para determinar t como uma combinacZic de parametros do
problema efetuamos um balanceamento entre os termos da equagdo
(7. 0 termo k—iEDG dA a taxa de aumento na concentragdo de
substrato pela decomposigiio espontanea do complexo. Em geral esta
decompogigio do complexo sem 'reagir' & relativamente pequena e
pouco contribul na taxa de consumo do substrato. Portanto, vamos

supor que haja um balanceamento aproximado entre os termos So ds

t at
e -k_tEﬂSos: 1 - ¢). Isto exige que a escala de tempo =eja
= 1
t, m " W
1O
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Substituinde 6> , com t dado por (8>, nas equagbes (52,

vemos que as equagdes adimensionals sio

& = -5 + (s + - AN
9>
£c m s - (s + ade,
Eo k_1+ kz kz
onde E,® =z, o= x5 A = S s30 parametros.
o) 1" ¢ 1 0

As condig@es inicials correspondentes s3o
(0> = 1, a0 = 0,

0 fato de que a Hipbdteze de Estado Quase Estacionarico pode
ser aplicada quando Eo « So fol indicado por Briggs-Haldane em
1925 . Helneken et. al. (19675 usaram ent3o métodos de perturbagao
singular em relag@o ac pequenc paraAmetro £, ™ Eo /So para obter

uma aproximagdo analitica da solugdo.

23 Adimenzionalizagdo de Segel

Trabalhos recentes de Segel [39] e Segel-Slemrod [40} propSem
uma nova adimensionallzacfic que produz um parametro de perturbagdo

modificado. A chave estA na correta determinagS8c das escalas de

tempo.

Escolha das escalas de tempo

Estimaremos primeiro a escala raplda de tempo tc do periodo

estaclonario (ou tempo de variag8io rapida na concentrag&o inlcial
do complexo). Durante este. periodo a concentragio do =subgtrato
praticamente ndo se modifica, de modo que podemos substitulr S por

SD na segunda equagio em (5>
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g-g- = kES +(k_+k - kS 103

Uma expresaio para € & encontrada resclvendoe <102,

CCT> = € [ 1 - exp<-kT>] LD
v EO SO‘
onde (€ = K—F g k = ki(So + Ku)' 12>
M 4] .

E razoavel supor que a escala de tempoe seja escolhida de
acordo com o tempo necessaric para que a fungdo C(T)> apresente uma
varlagiio =ignificativa. 0 grafico da Figura 21 Indica que a
fungio C(T> comega na origem ( CO> = 0) e aproxima-se cada vez

mals da assintota C. Portanto, a escala de tempo €& dada por k—l,

ou seja, o tempo necessario para a fungdo e-kT diminuir para
aproximadamente um tergo do seu valor anterior.
C(y
escala
. [ detempo™
Clee e __ . _ . _ _
i | 1
o | 2 3 T

Figura 2.1
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Observamos que a definigio de escala n3o & numericamente
precisa, isto &, =me escolhemos uma escala de tempo k—i ou Sk"", a
resultade sera o mesmo no presente caso: CGT) modifica-se
significatlvamente em um tempo da ordem de 1/k.

Utilizaremos para determinar a escala de tempo lento t.n, ]

t.empo necessario para uma fungao vartar de seu maxdmo até seu
minimo valor em uma taxa maxima, conforme Segel (381 p56. [Ver
Figura 221 Assim,
t = Smax — Sniin
= ds
dT

max

Para o periodo posterior ao transiente inicial t.emos

ds - kz Eo So
dT |max K + 8§
M o
Portanto,
Ku + So
" TR E
2 0

HET

IZd{'lmafx
“\

—_——-—— .

P |

:
t, l__esca!a. o"l 1".,_

de temp
Figura 2.2
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Determinaclo das equagSes adimensionais

No estado pré-estaclonario temos que S5 = So , Isto dad uma
escala para S5 e também indica que a concentragiio do complexo sera
bem avallada por C (maximo valor que o complexo pode alcangar).

Introduzimos entdo as variAvels adimensionals

T
t

L=

=
S.'—g—', o
[

C
W o T =
G

As equacdes diferenclais para & e ¢ tomam a forma

as _ f_ _,_o . ., KK+D™
a - - ST +1 ST o e
de _ < - o s — 1 c a3d
dt. o+ 1 o + 1
=(0> = 1, c(0> = 0,
EO sC‘l k—-i
onde £ ™ o= > U-T, K-k
M o ™ z

Na regiifoc exterior as escalas para o substrato e para o

complexo permanecem valldas mas a escala de tempo correta é t.ﬂ.
Definimos um novo tempo adimensional por Lt m E .  Ent3o,
-

escrevendo (5> em termos desta variavel, encontramos

23



d _ -
a.st:-(1-:+-u[-ca+-1>s+ocs;+ua-:+-n‘c] ,

14>

sg_i:__(l(-i-i)[(o-l—i)s-o'c:s: -c]
dt

Este & o sistema a ser analisado por métodos de perturbagao

singular no capitulo 4.

2.4 Critérios para a validade da Hipétese de Estado Quase

Estacionario

Um critério para a validade da Hipétegse de EBEstado Quase
Estacionario & que o estado pré-estacionario seja realmente breve

comparado com o tempo para que o substrato decaia apreclavelmente.

Isto é&,

. «t ou,
(= -]
EO k—i. 80
=R € |1t ¥ 1+ 15>
[u] 24 2 M

Um segundo critério diz respeito a condigio "iniclal" S0 = So'
Para que esta condigio seja valida, a varlagSo relativa do
AS

5
o

substrato na fase +transliente deve ser desprezivel. Uma

estimativa para AS ¢ dada pelo produto entre a taxa maxima iniclal
de consumo do substrato e o tempo de duragSo do estado

pré-estaclionario t,c. Aszim temos,
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ande ds m kE S . Isto fornece
dt. max i 0 O
ss |, __ "o
So So + K"
A exigéncia que AS se ja pequena comparada com a unidade ¢ dada
SO
por
E
£ « 1, onde £ - o 16>
S + K
o M

Se a condigio 16> & vallda entdc 15> também sera. Portanto,
podemos conz=siderar £ « 1 como um critério simples para a validade
da Hipdtesma de Estado Quase Estacionario.

O fato da aproximagio do estado quase estacionério ser valida
para £ = EO/SO fol confirmado por Helneken et al. em 1967. Este
"novo'! parametro £ dado por Segel permite uma aplicagZo mals geral
de tal hipétese, pols £ « £, e ha casos, "in vivoe" por exemplo,
em que £ 1 enquanto £ « 1. Seghadri e Fritzsch [42]1 estudaram
a situagio mais geral em que a natureza reversivel da formagdo do
produte é levada em conbta, utillzando K“ como escala para a
concentragdo de enzima. Isto produz Eo/](u como pedqueno pardmetro,

o qual & certamente um caso particular de &.
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CAFITULO 3
Perturbacgio Singular: Métodos Assintéticos
314 Introducio

Neste capitulo apresentaremos o8 métodos de aproximagio
analit.ica a serem utilizados no tratamento do problema de cinética
enzimatica introduzido no capitulo anterior. = Tais mét.odos,
conhecidos como métodos de perturbagio, tém por objetive a
obtengBo de expressiez que descrevam o comportamento quallitativo
analitico da solugHo.

Em contraste com as solugSes numéricas, que s3o obtidas para
valores fixos dos parametros, os métodos de perturbagio
estabelecem a dependéncia da solug@o em relagdo a um parametro
dado, iIsto é, estudam a solugdo de uma determinada classe de
problemas. Além disso, podem ser empregados efetivamente no
calculo  aproximado de solugBes. Observamos que os métodos
numéricos e analiticos n3o sHoc excludentes, pelo contrarioc, eles
se complementam. Aszim como og métodos agssintdéticos S30
importantes para o tratamente numérico de muitos problemas, por
out.ro lado, certas etapas do= mét.odos aszsintédticos podem
necessitar de =olugde numérica. Miranker {27} analisa a conexdo
entre equagies diferencials "stiff" e problemas de perturbagao
singular, explorando as técnlcas da Teoria de Perturbagio na
construgao de métodos numéricoa apropriados a sistemas "stiff". Um
ecstudo comparativo entre métodos assintétlicos e numéricos pode ser
encontrade em Atken [11. As vezez, em um mesmo problema, é
conveniente utilizar métodos numéricos em uma determinada regiio
do dominic da varlavel Independente, enquanto que em outrauma
aproximagdo assintética & mais indicada. O dialogo entre um
analista pumérico e um assintético descrito no primeiro capituleo

do livro de De Bruljn [11] ilustra bem esta situagio.
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A ldeéla geral da Teorta de Perturbagdic ¢ decompor um problema
"dificil” em uma =eqliéncia infinita de problemas male "faceils",
como, por exemplo, um problema n3o Ulnear em uma seqléncia de
problemas lineares ou um problema Hnear de coeflclentes variaveis
em problemas lineares de coeficientes constantes. Esta teoria &
freqientemente utilizada na primelra ou segunda aproximagio que ja
determinam as caracteristicas principais da solugio; os termos
restantes fornecem apenas pequenas corregdes.

Em particular, estamos interessados aqui nos casos onde um
pequeno parfimetro estid envolvido, ou =seja, em determinar o
comportamento da solugdoc quando algumas condigSes do problema s3ao
levemente  alteradas. Alzumas vezes @ de fato convenient.e
introduzir wum pequeno parémetro artificlal em um problema
transformando-a em um problema de perturbagdo. Por exemplo, o

problema de valor inlcial
% om £CLD %, xCO> m 1, xCO) = 1, 1>

com f(t> continua, ndSc possul uma solugdc exata exceto para
escolhas muit.o particuilares de L, No entant.o, podemog
introduzir um g de tal forma que o problema ndo perturbado (¢ = 0O

tenha solugdo:

X m £ (LY x, %0 = 1, xC0> = 1. &3

o

Assumindo uma expansdoc em série de e, NMt> = FT an(t) £,
n=9q

encontramos uma solugBo aproximada do problema <25, Flnalmente,
fazendo £ ®» 1, consegulmos uma solugdo para o problema original
No estudo de um modelo matematico a determinag&c dos
parimetros intrinsicamente pequenos =6 ) possivel com a
adimensionalizag8o das equag@es diferenciais, o que pode ser feito

em geral de véarias formas, conforme discutido no capitulo

anterior.
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3.2 Aproximagdes Aszintéticas

Durante os sgéculos XVIII e XIX alguns matematicos utilizaram
as séries divergentes sem muitas preoccupages com a natureza da
divergéncia porque freqlientemente eram apropriadas para avaliar os
valores das funges com o uso de poucos termos. Mencionamos
rapidamente os tLrabalhos de Laplace em sua “Théorie Analytique des
Probabilit.és" (i812> sobre a aproximagio das funglGes erro e
fatorial, as estimativas de integrals reallzadas por Cauchy e
Poisson, e o uso de séries divergentes na solugde de equagbes
diferenclals por Liouville e 0Oreen, etc. Porém o reconhecimento da
natureza das s=séries divergentes e a base de uma teoria formai
dessas séries s3o devidos a H. Poincaré. Em =eu trabalho de 1886
sobre equagBes diferenciais ordinirias mostrou como as sérles
divergentes podem ser usadas na determinagdc de solugles
aproximadas. Mals tarde, no seu trabalho sgobre Mecanica dJdeleste
("Leg Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleate” 1892-189923, 3
vol) estabeleceu importantes técnicas para obtengdoc de =solugles
peritdicas, que deram origem a Teoria de Perturbages Singulares.
Maiores detalhes sobre hilgtéria das séries divergentes e métodos

asgintdticos podem ser consultados em Kline [21]1 ou em Collette

91

0 desenvolvimento posterior desta teoria provém da Mecanica
dos Fluldos, em particular, do estudo do fluxo =obre a superficie
de um corpo. A dinamica de fluldos (aerodinamica e hidrodinadmicad
degenvolveu-se em grande parte pelo estudoe de fluldos ideais
{n3o-viscosos) por meio das equagles de Euler, uma vez que ¢ ar e
a Azua Lém viscosidades multo pequenas. Entretanto, esta abordagem
produz resultados paradoxais (D’Alembert) como a inexisténcla de
resisténclia ac movimento de um corpo sélido imerso em um fluldo.
[Ver, por exemplo, Bat.chelor 5], p. 3321, Prandtl resolveu este
problema verificande que o efeito da viscosidade & importante mas

esthA concentrado em uma fina c¢amada, chamada camada limite,
.
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proxima & superficle do corpo.
Exterior & camada limite, o movimento de um fluido de pequena
viscosidade pode ser bem descrito pelas equagBes de Euler. Esta
descoberta motivou a pesquisa de como '"pequenas caugas podem
produzir grandes efeitos"”, Isto &, uma pequena viscosidade
causando resisténcla apreciavel.

Mals recentemente a preocupagdo tem sldo a de determinar
rigorosament.e as hipéteses sob as quals os métodos assintéticos
utilizados de maneira formal ou heuristica podem sger empregados.
Neste sentido destacamos principalmente oz trabalhos da matematica
russa VasilVeva (48], [49]

Estazs técnlcas vem =se constituinde em uma ferramenta multo
util nas mais diversas Areas da blomatematica: cinética quimica,
epldemiologia, dinamica de populagdes, (241, [30]1, além dos campos
tradicionai=s da figica matematica, t.eoria dos nameros,
combinatéria, teoria de fungSes analiticas, equaglies diferenclais
parciats, etc.

Uma importante propriedade em qualquer método de aproximacgio
& uma esgtimativa de erro. O0s métodos de perturbagdoc utilizam
estimativas de ordem de grandeza.

DiZzeamost aque uma funglio k2 & no maodmo da ordem de H(xD
quando x —» x se existe uma constante pogitiva M tal gue | £
=M |¢:(x)] para todo %, numa vizinhanga de X, Escrevemos, (x> m=m
O(Xx?>. De maneira anadloga, dizemos que (x> = o(pxXd) quando x
— X (f & de ordem menor que ¢, se, dado qualquer & > 0, |f(x)|
< & |j¢d] para todo X em uma vizinhanga de %, Em outras
palavras, se #X ndoc se anula em uma vizinhanga de X excet.o
possivelmente em X, flxd = O0Ppnd> Implica que OO0 &
limitado para x — X enquanto que se (xd) = olpxd> entio
OO /x> tende a mero quando »x —» X -

A fung3c ¢(x) & chamada funcgio escala ("gauge function' e

serve como padrdc de comparagdo para descrever o comportamento da

fung8o fx) quando x — X -
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Exemplos:

1. x7 = o(xﬁ) quando x — 0 =8 o > 3

R e o(x™) quando x — 0 para todo k 2 0;

W

sen 2x = Ox) gquando x — ;
4. % log x + x° & o log x> quande ¥ — 0 e o> quando

X — oy
. X men ¥ = Qx> X — o)
6. x = o(xz) (x — 0+);

7.1~ coa X m O(xz') = o(x) (x — 0>

E conveniente escolhermos as poténcias de x como fungdes
egcala pela sua simplicidade. Entretanto, este conjunto nem sempre
& suficlente para descrever adequadamente ¢ comportamento de uma
funcio; por exemplo, a fungdo log 1/%x tende ao infinito para
X — 0 mals lentamente do dque gqualquer poténcia de x ou, também
como no exemplo 2 aclma. Em tais situagdes devemos substituir as
poténcias de x por outras fungSes como exponencials, logaritmos,
suag compogicies e produtos, etc.

Muttas operacties s3aoc mantidaz pelas relaglies de ordem tais
como adigBo, multiplicagdoc e integragic. Todavia, n3dc é em geral
possivel a diferenclagic de relagBes de ordem; por exemplo, a
fungdo f(xOm x seni1/x> = olx’) mas X (x>= 3x sen(l/x? -x cos{1/x)
ndao & o(x>.

Uma discussSc mais completa sobre relagSez de ordem pode ser

encontrada em Murray [29] ou em Lagerstrom [22].
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Em geral, quando pensamos em uma série para representar uma
fungdo Imaginamos que ela seja convergente. Em tal caso, se (x> &
analitica em um ponte, ela possui uma expansfc convergente em

série de poténcias de x, a qual descreve o comportamento da fung3o
N

na vizinhanga do ponto. Se s = ¥ akxk representa a soma
al
k=0

parcial da série de (x>, Lemos que
| T - & GO | — 0 quando n — w, x fixo.
™ k —_—

Aszim, gquando n cresce, Sn(X) d4 uma descrigdo cada vez mails
precisa de (x5,

Por outro lado, se (X nic for analitlca no ponto
considerado, ela ndo possul uma expansdo em série de Taylor
convergente. Veremos que, mesmo nesta situagdo, freqgilentemente &
possivel descrever o comportamente de (x> através das somas
parcilais Sh(}{) de um tipo diferente de aproximagio denominado de

expanslo asesintdética. Estas séries em geral n8Sio s3o convergentes

mag, apesar digso, | fo - sn(x) j — 0 quando % — 0 para n
fixc. Aqui escolhemos X, ™ 0 para simplificar a notagio, embora as
ldéias sejam validas para gqualquer X,

E importante destacar a diferenga entre os limites acima:

1im sn(x) = flx) (x finod e lim (& > - £(x3) = 0 (n fixoed.
Fi-+ 0 x+0 "

Enquante no primeirc casoe uma melhora na aproximagio para [(x?
exige tomar um nimero crescente de termos da série (n — o), no
segundo uma aproximagio depende do valor da variavel (x — 0, n
fixol.

Embora a aproximagio assintdtica ndc produza uma convergéncia
uniforme em uma regido pré-rixada, ela pode ser muito importante
do ponto de vista computacional em uma vizinhanga do ponto X, ™ 0.

Uma aproximag8o uniforme por série de Taylor depende do numero de



termos e hA casos onde precigsamos considerar muitos termos para

consegulr a aproximagic desejada. Por exemple, a fungdio dada pela

série
i i)
){n )
YO = z = 3>
. n!D
solugdo da equagdo diferencial X y + y -y = (O, converge para
todo x. Em principlo, portantoe, y(x) pode =er calculada em

qualquer valor de x através da aérie. Porém a convergéncia &
raplda somente para valores pequenos de X @ para x = 10 =30
necessarios somente 16 termos para calcular y(x> com 10 digltos
significatives, enquanto para x = 10000 precisamos de 150 termos.
A expansio de Taylor acima ¢ feita em uma vizinhanga do ponto
x w 0 onde a fung8o ¢ analitica. No ponto x = o, y{x> ndo &
analitica e portanto nio tem gérie de Taylor baseada em x = w; a
aproximacio de y(x> para valores grandes de X pela série de Taylor
com base em x m 0 & 1ineflcaz Neste cazo & possivel obter uma
expansio assintdtica para y(e2 com x — o que melhor a representa.
tVer Bender-Orszag [6], exemplo {1, p. 90. Outroz exemplos também
podem ser encontrados nezta referéncia.l

0 szeguinte exemplo classico enfaliza a diferenga entre séries
convergentes e assintéticas. Uma aproximagZo analitica da fungdo

real definida por

& obtida através de aplicagGes repetidas da integragio por partes.

Assim, temos

¥ 0 -1,
- [ ]
EGO m e X z - o DU 5K _e__ dt
1 n k+1
X t.
=1 M
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fad}

-t
O restoe r (x> m -13™ p J dt & limitado para x —- @ e n
n Ln+t
M
rixe da segulnte forma:
o -X
. n! -t n!' e
l!l_‘(}{)l = —m"" J- e dt. = nF1 > a,
X X

X

(x — w, n fixol.

0O erro na aproximagfio de El(x) pela soma parcial

(nn -~ 13!

n

%4
sh(x) = e—'x Z (-1)”-'-1
m=x ®

& da ordem do primeiro termo desprezado e, portanto, tende
rapidamente para zero quandoe X — o Entio, para x suficientemente
grande e n fixo, sn(x) é¢ uma boa aproximagdc para Ei(x): a
precisio desta aproximag8o melhora com x — w A sérle para a qual
Sn(X) & a =soma parcial & divergente para qualquer x fixo, pols o
n-ésimo  termo tende a0 infinite gquandoe n  — o  Portanto,
considerar um nimero malor de termos ndc significa simplesmente
mais trabalho, pode ser de fato prejudicial. Isto é, para um valor
de x fixo, o erro & decrescente a principle pela adigSc dos termos
de s existird um n = N a partir do qual os termos seguintes
aumentario o erro, cam a consedilente divergéncia da sérielima
maneira de determinar este N & comparar dols termos conzecutivos

da série. A razio entre o (n + 1)-ésimo e o n-ésimo termos &

g x _—Cntl)
n! e x

]

(n-1>1 e_x x 7 *
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e portanto tomando N como a parte inteira de x obtemos a soma

parclal que melhor aproxima o valor de Ei(x} para x fixo. Este

fato & indicade na Flgura 3.1.

£

N

v

* X-Xl

8

] XuXp

3

- )

.E ' X-:’(a

-3

% ]

x N 1 1 1 -
123 Now) N N(xa) n

Numero de termos

Figura 31

A utilidade de uma aproximac3o assintética estad no fato de
que o erra |f(x} - sn(x)l tende rapidamente para zero quando
R o= X, de modo que, na pratica, poucos termos sio calculados e o
pontc de crescimento do errc nido é alcangado.

Vamos introduzir agora algumas definigSes da Andlice

Asgintéatica.

Definicio de =zeqiléncia assintética.

Uma sequéncla de fungBes escala {q'bh(x)}, definldas em uma

vizinhanga (lateral ou completa) da origem, com qbn(x) — 0, para
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X ~—» 0, & dita uma seqgiéncia assintética se, para todo n = 0,

& = o(qbn) quando x — 0,

m+d

isto &, lim ;*‘ 0

w0 &l

A sequéncia assintdtica mais cdomumente usada ¢ a seqgiliéncia de
poténcias de x, qt:n(x) L xn, embora ela nem <sempre seja
conveniente para representar uma fungdo. Pobténclas fracionarias
t.ambém podem ccorrer, como por exemplo, na expansio de raizes de
equagles algébricas com um pequenc parametro multiplicando o termo
de mator grau Lin-Segel [24], cap. 95, na teoria de Frobenlus para
equagles diferenclais lineares ardinarias {Bender—-Orszag, [5]
cap. 3> ou em fluxos com nimero de Reynolds alto (VYan Dyke, [45]
p. 29). Outras seqiénclas assintéticas provenientes de problemas

em mecianica dos fluldos tals como

£ log €, &, £* log £, 62,... e — 0
-1 -2 -3

Clog £ , (laog £> 7, (oag £ ... {r — 0

1, =, .e:z, 53, <* log £, 54,_.. (e — 03

estdo relaclonadas no lvro de Van Dyke [461.
A definlgido de seqgléncia assintéotica acima normaliza os
limittes * — 0 e qb“(x) — 0. Us outros casos em que xX — X,

X, € [-m,0], & qb“ — o podem sgser facilmente enquadrados na

definigio.



Definicdo de Expansio Assintética de Fungdes Reals

o0
Dizemos que a série simboélica zan ¢n (x> & uma aproximagdo
[T 4]

ou expansdo assintdética da fung8o (x>, gquando x — 0, em relagio

a zseqliéncla assintética {q.';n {(x3) me, para ¥V N = 0,

N
£GO = Y a ¢ (0 + o4 (x0) quando x — 0.¢*? 45
sl al
Escrevemos,
[4 0]
£O0 z a_ ¢ (O 5
b n n

n=0

Uma definicido equivalente para uma expansdo assintética &

N-t
fix) = 2 a cpn(x} + O(¢N) quande x — 0,

=0

para todo N = 1

(k> Em alguns casos & necessirio usar expansdes assintédticas mals
gerais . Por exemplo, podemos considerar uma seqiéncla de fungBes
{fn} para a expansio ¢ &utra de fungdes escalas. Neste caso,

diz-se dque a série [ r Go é uma expans&o assintética
n=0
generalizada de (x>, quando x — 0, com relagifio & seqténcia {¢n},

se para todo n 2z 0
N
FCx) = Z £ x>+ o(e (x3) quando X — 0.
™

Nn=go
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Os coeflcientes a. da expansidc s3o determinados de forma

Unica pela apHcagBo sucessiva da definig3c (4> Assim,

a = lim _t;g_,.{_?_,
x>0 ¢0(x)

x> - aa cpo(x)

a = lim

x+0 quU(x)
k-1
(x> — E;, a qt:n(x)
a = lim Al
x+0 ¢ (xd
n

Obgservamos que (5> ndo implica de maneira alguma que a série

2 a qbn(x) se ja convergente; simplesmente afirma que

=g

N
x> - go a ¢n(x)
im ;_(x} = 0, para todo N fixo,
x+0 N

ou seja, o erro tende a zero mals rapide do que cpN quando x — 0,
mas ndo necessarlamente tende a =Zero para N — o, x fixo. Uma
expansio assintdtica pode ser convergente mas, como Ja
mencionamos, © fato dela ser divergente é& as vezes mais Gtil na
pratica. Isto ocorre porque, em uma aproximagio assintética,
poucos termos devem ser suficientes para dar wuma aproximagao
dese jJada da fungdo. O primeiroe termo ndc nulc em uma expansao,

denominade termo dominante, freqlientemente ¢ suficiente para a

aproximacic desejada. Varios modelos matematicos em Fisica e



Biologla &30 esszencialmente o primeiro termo de uma expansdoc
agsintdtica. [As equaglies de Euler e a aproximagio de
Michaells-Menten =30 o primeiro termo de uma expansfio exterior de

modelos mais completos.)

Se ag = 0, entdo aoqbo(x) é o termo dominante e escrevemos com

freqiiéncia x> aoqbo(x).

Mostraremos agora que a série de Taylor de uma fungdio (x> &
oo
também assintdtica para f(x) quando x » 0: fdlx> r a_ cpn.
n=0
Sabemos que, se (x> & analitica em x = 0, podemozs escrever
0
() = 2 a x" para | x | <R, 6>
(S 4]

onde R é o railo de convergéncia da série.

A expressfo (6) pode ser escrita da segulnte forma

™
{N+1)
£ = 2 S _._EW_:%_? L onde 0<E < x
n=0

Nt &> N+
x

L N T 150 ¢ o resto de Lagrange.

Ent.30, temos que

Nt » 0 quando x » 0 e, portanto,

r ]

N
Ty = aol(x ).
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0O concelto de convergéncia uniforme é caracterizado
intrinsecamente pelos coeficientes da expansido, isto &, sabe-se
pelo critérie de Cauchy que uma série converge sem se conhecer a
fungdo para a gual ela converge. Por outre lade, a idéla de
aproximacdo assintética & uma propriedade relativa, pois exige
comparagdo entre os coeficlentes da expansdo e a fungfio (x> para
a qual a gérie & assintdtica.

Alguns exemplos de expansdes as=sintédticas sHo:

1. sen 2x _ 2x - 4/3 X0 + 415 x> +
o0 -t 0
z‘J‘___S_,ﬂk v 1-e+2e” -6 = Y e "
1+ et
o n=0

3 logn!  (n+1/2) log n ~ n + logY2n  +

Algzumans propriedadezs das séries assintéticas

1. Dada uma seqliéncia assintdética ¢n(x), existe uma unica =série

aggintotica para cada fungdo, isto ¢, se a fungdo (x> pode =er
o
expandida como (x> r a qbn(x'), entio a seqliéncla dos
b g
[al=ge
coeflclentes & Gnica, conforme a definig8c (4> acima. Por exemplo,

sen 2x - 2x - 43 KS‘ + 4715 :{5 +

Ztanx—Ztansx—Ztan5x+

L2 log¢i + x> + logll + x> - 2 logd + x) + ..
Cx 03

As expressies acima s3o expansBes assintéticas diferentes
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para a mesma fungdc porém, baseadas em seqiéncias assintéticas

dist.intas.

2. Duas: funges diferent.es T{x>, r46'9] podem ten a mesma
representagioc assintdtica em relagdo a uma dada seqiéncia

assintética c,irr(x). Por exemplo,

N S
1 + ¢ w n
_ 1 - £+~ = - &Y,
1+Ei/e: ~ _Z
1+ £ n=e (e — OO

Estas duas fungBes tém expansdes idénticas em relagdo a mesma
geqiiéncla assintdiica {e:n}_ De certa forma podemos dlzer que a
diferenga entre elas & t3o0 pequena que ndo pode ser "medlda" com

as fungdes escalas .sn, pois e_i/s a o(sk) para todo k. Dizemos

-1/
e

que é transcendentalment.e pequena comparada com a

seqliéncia de poténcias de &.

3. Varias operagdes =8¢ mantidas para expanstes assintdéticas. Por

exemplo, se

x> _ L a @, e g{x> L bn ¢,

a e i constantes reais.

A multiplicagdo n3ic ¢ vallda em geral. No caso de =géries de

poténcias a multiplicagBo termo a termo pode ser efetuada. Da
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mesma forma, a integragfioc e a diferenciagic nio sdo possivels em

geral. Contudo, uma série de poténclas assintética £ . L a, X'

x — 0O pode gser Integrada termo a termo se (x> for integravel
em uma vizinhanga de x = 0 e o resultadoc serd uma série de
poténcias assintética. Uma conseqiléncia imediata da integragac de
séries de poténcias & a seguinte: se [’(x? tiver uma expansdo em
sérle de poténciaz, entio
' . In a, xn_i, X -~ 0.
Uma dlscussdo sobre as propriedades de expansdes assintdticas

em sértes de poténclas encontra—se em Bender-Orszag [46].

Definigdo de expansdo assintdtica em espagos normados

Seja w (0,6 ¢ R -—— E, onde E ¢ um espago vetorial com

norma I - I. o0
Dizemos que a =série § u, s™ & uma expansio aggintdtica da
nso

fungdo ufed na norma I - # ., quando & — 0" e com relagdo a
seqliéncia assintédtica {sn } se

N n N

uley - }:0 u £ = O(c ), ¥ N
n=

Utilizaremos especialmente espagos de fungfes continuas com a
norma uniforme; E = a:"(m,ﬂ — R, 0 - "m ). Neste caso dizemos

que uded m UdtL,£> tem representagfo assintética uniforme dada pela

=érie

Uct, 2> u > 5
i n

n-a
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3.3 Perturbagtes regular e singular

Os métodos de perturbagio regular sdo comumente utilizados na
resolugiic de problemas onde um pequenc parametro £ esta envolvido.
O comportamento global da solugiio pode ent3o ser estudado de

manelra local na vizinhanga de £ = 0. Para ilustrar estas idéias,

consideremos o seguinte problema de valor inicial
x= £{x,£3, %0,£> = 0, 1>

onde 0 € £ 1.

0 teorema de extaténcia, unicidade e dependéncia de
parametro=s (ver, por exemplo, Bassanezi-Ferrelra [4}) garante Jque,
para condig@ies apropriadas de fdx,e?, a =olugdo x(L,£> de O
exilste e é uma fungSc continuamente diferenclavel em t e g,
t  [0LTY, | = | <£0,paraalgum'[‘>0eso}ﬂ.

O problema > n__é'g possui uma solugdo explicita em geral,
entretanto, o teorema nos da a possibilidade de construir uma

solugdo aproximada. Fazendo & = 0, obtemos o problema nao

perturbado"
x = £(x,0), x(0,0> = 0, @

cuja solugBo serda denotada por xCLD.
Se fx,e) tiver (n+ld derivadas continuas em relagdo a X e g,
entio podemos aproximar x<(t,£) pela expansiSc de Taylor até ordem n

com relagdo a &
XCLyED m ok (LD + x (L) £ + .+ x (LD "+ ole™, @
gl
onde a aproximagdo ¢ uniforme em [0, TI

Substitulndo (3> em )5, expandindoe também fOLL) em uma

série de poténcias de £ e %, e lgualando os termos de mesma
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poténclia, obtemos

dxo

a = f'(xo,(l), xo((]) m 0 1)
dxy af (x ,00 x + If (x _,0), x> =2 0 Gy
da " © e @ !

Tungdes
dxn = O (xn,ﬂ) x + recursivamente|, x (0> = 0 {62
dt x " conhecidas "

Regolvendo estes problemas sucessivamente, determinamos os
coeflcient.es da sérle em (3>, 0 problema 4> pars xa(t.) colncide
com o problema (2> e portanto, pela unicidade, temos xc:(t'> = x(iLD,
isto &, a amolugdoc do problema nio perturbado é igual ao primeiro
termo da série para a solugido aproximada x(t,£?. Assim, a
existéncia da solugdo do problema ndc perturbade (¢ = 03,
denominada aproximagio de ordem zero, assegura que os Lermos de
ordem superior possam ser também determinadom, uma vezr dque sHo
problemas de CGauchy para equagdes lineares ndo singulares. Este

método de aproximagBo ¢ chamado método de perturbagdo regular. Uma

caracteristica do método ¢ seu carater recursivo, uma vez due
xh(t) pode ser calculade em termos de x0(t,), ey xh_t(t.). Além

disso, os c<coeflcientes xﬁ(t.) n = 1> da série gatisfazem edquagles

lineares que diferem apenas no termo nio homogéneo, ou seia, sHo

eggencialment.e a mesma equacgdo linear. No caso em que f & c¢® o
@0

teorema de Poincaré-Lyapunov implica em que T xh<t) £" & uma
n=0

aproximagdo uniformemente assintética para x(L,£3, pols papra

qualquer N fixo



M

x(t,ed - T x <t £

Fim n=g = 0

£-30 N '

£
onde o limite & uniforme em t e [0, TL
Ou, na notagdo da anallse assintdtica

™

R(t,£> = x (> &7+ o)  uniformemente em
n=0

t. « [0, T1, N qualquer.

Vamos apresentar estes resultados na forma de um teorema.

Teorema de Perturbagio Regular

Se ja f: U x [0 51) —_— k"

U < an, 0 € U, e guponhamos que o problema

infinitamente diferenciavel,

x, om £(x ,0

X (Dm0
0

tenha =solugdo em [0, T]. Entdo, existe 0 < e, < =, suftcientemente

pequeno tal que o problema
X W £(X,£)

w{0) = O
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Lem =solugdo em [0, T] para 0 < £ = g e
x: [0, T] x [0, sD] — E" ¢ infinitamente diferenciavel,

Além disto,
N
XCt,ed m 2 x (Ld & + o™, v N
™

n=0

urdformemente em [0, T].

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em
Bassanezi-Ferreira [4] e uma generalizagdo em 0’Malley {311

Um problema deste tipo, onde a =solugBo para £ pequenc nZHo
rulo aproxima uniformemente a solugido nio perturbada quando £— 0,

€ conhecido como problema de perturbagdo regular. Ndo & todavia

este tipo de problema que nos interessara

Muitazs vezes encontramos casos onde o pequena parametro «
esta envolvido no problema de tal forma que a tecoria de
perturbag8o regular nio pode ger aplicada. Em particular, estamos
interessados em problemas onde o pequeno parametro aparece

mult.iplicandoe a derivada de maior ordem. Por exemplo, consideremos

a equagio

£ X m f(x,£) ou X m fX,eX¢ 7>
com a condig@o Inicial x(0,£> = o
Vemos que o lado direito de (72 nHo &, em geral, uma fungio
continua em £ quando £ = 0 e, portanto, o teorema de perturbagio
regular naoc pode ser aplicado. Dizemos que o lado direito de (7
depende de £ de maneira singular, conseqientemente, perturbagles

deste tipo s3o conhecidas come perturbacBes singulares.

Em perturbag3dc singular o problema nio perturbado (£ = 0> &

dito degenerade pols tem um caréater fundamentalmente diferente do



problema perturbado. Neste caso, quando a solugdc do problema

degenerade existe entiic o Hmite ndo é¢ uniforme em t para £ — 0.

3.4 Exemplos

Analisaremos agora, algung exemploz simples para illustrar as
idéias principals dos métodos de perturbagaoc singular apropriados
no tratamento de equagSes diferenciais, onde um pequenc parametro

multiplica a derivada de maior ordem.

Exemplo 1. Camada limite

Conmideremos a seguinte equagdio diferencial

.s:-c+x-a=0; a > 0 gonstante, 0 < £ « 1, {8
com a condigdo inicial (0,22 = x°.
Fazendoe & = 0, obtemos ;:0('1.) ® a, =solugdo da equagfo

degenerada. A solucBo explicita da equagdo (8> &

x(t,ed) = (xa - a) e_t'/a + a

Analisando esta solug3do, vemos qgue x{t,ed para t > 0 aproximara
;:0(1..) gquando £ — 0. No entanto, a passagem an limite
N(L,£) ——> xo(t.) & valida somente para t > 0, uma vez gue, para
t. = 0, temos x(0,£> = xo, engquant.o ;.:0(0) = a ® x° em geral. Isto
&, existe uma vizinhanga de t = 0, onde x » 1, na qual a solugdo
de (8> difere grandemente da solugdo deo problema degenerado

ﬁo(t) 2 a Esta regiio, conhecida como camada limite, depende de




£, ou =seja, sua extensdo diminut quande & — 07 [Figura 3.21

O termo (xc' - a) e_t'/s funciona como corregdc da condigdo inicial
perdida quando fazemos £ = 0 e a funcgdo e_LfE, chamada fungdo

camada limite ¢ um elemento tipico de solugties de problemas com

estas caracltertist.icas.

x(t.E)

' 1 1" " t

Figura 3.2

O grafico da Figura 3.3 mostra que depols da camada limite
a solugdo x(t,£> entra em uma vizinhanga v, de O0<&) da solugdo
degenerada xU(t) = a, L [0, T]. Além dis=sc, =e x(t.o,a:) = Ve:
entBo xlL,z2> e VE , ¥ ot = La ; lato s=ignifica que depois que a
solugdo entra na vizinhanga VE ndo zal mals.

Observamos gue fora da camada limite inicial a convergéncia é

uniforme, isto é,

1im xC(t,e> = :_<0(t,) no e-intervalo [e |in £}, T].
£-»0
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4
a+ ()

2-(Ye)
4+

111

Figura 3.3

Exemplo 2. Método de superposigdo assintético: "mat.ching"

Apresentaremos neste exemplo o0s argumentos usuais que s&o
utilizados na construgBoc de aproximagles uniformes de solugSes de
problemas com perturbagio =ingular pelo mét.odo heuristico

denominado "mat.ching".
A equacg3o (4 para o sistema masga-mola obtida no capitulo

anterior

e x+ X +xm=0, 0 <t <1, ')
onde £ = mk.--"c::2 0 < £ « 1> com as condigfes inicials

xC0> = 1, x€0> = O 10>
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pode ser egorita como um  gistema de equagBes  diferencials

ordinarias de primeira ordem,

o ®V 11>

(x(t.,e> e vit,.£) representam o deslocamenta e a velocitdade do

oscllador harmdnico, respecitivamente.)

As condigtes iniciais nesta notacgdo ficam

x (0> _ 1 azy
v<o> o

Uma anallse do plano de fase deste sistema permite uma melhor
compreensio do fenémenc fisico e introduz algumas idé¢ias sobre os
aspectos decorrentes da perturbagdo singular na segunda equagio.
Em primeiro lugar, ohservamozs que o© deslocamento x({t.,£> decresce,
a partir do seu valor iniciati igual a 1, tendo como limite para
tt —» w o repouso. 0 grafico da Flgura 3.4 nos mostra gque, entre

posigBes muito préoximas no iniclo do movimento [X(t1’£> X x(t,z,.s)

x x€0,£3], ha uma varlagdo muito rapida na velocldade., Neste breve

periodo inicial, a aceleragdo \;'(t,s) = X t.,ed & grande,
compensando o fator £ multo pequeno. Apds atingir um valor
minimo, a velocidade aumenta de maneira aproximadamente

proporcional ao decréscimo do deszlocamento ou, na terminologia da
anillise asszintética, em um tempo 0Ce> a solugdo (x(t,£2, vit,z£2)

entra em uma vizinhanga da solugdo degenerada v, ™ TX,
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v(tE)

" r

Wy

Figura 34

x(E‘EJ

Nest.e problema a camada limite aparece na componente v{L,gD)

para t préximo de zero. Sendo, por hipdétese 0 { £ « 1, o termo &£ v

pode =ser desprezado para valores de t fora da camada Ilimite,

produzindoe o zmezuinte sistema degenerado:

0O m - v - x ou v ®m - X

Portant.co, este gzistema esta relacionado com uma

exterior A camada limite.

13>

aproximacio



Aproximagio exterior

Com a finalidade de determinar uma aproximacdo exterior a

camada limite, substituimos a segunda equagio em (13> na primeira

e obtemos

32 x 14>

cuja soluglo e

-t 45>

As condigSes iniclals dadas em (12) n3o devem ser utilizadas
pois estamos considerando uma regido exterior a camada limite
iniclal. A constante K devera ser determinada mais adiante.

A outra componente da solugio exterior &
- . -t '
vo(t,) = - Ke 46>

Devemos obter agora a solugio interior a camada limite.

Aproximagie interior

A escala de tempo t de ordem unitarla ndo ¢ apropriada na
camada limite, pols ali a s=solugdo wvaria multe rapidamente. A
extensz3c da camada aproxima-se de =zero quando £ — 0'. Entdo
escolhemos uma escala &¢(s> de modo que & — 0 para £ — 0.
Introduzinde a mudanga de variavel T m t/768(e) no sistema 11 e

definindo X<{r,£> » %(&7,£>, V(7,22 m v{(éT,£) temos
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&1 dx A
_.?,.v

£ asd

— m -V - X

D-lD-
M| <

Como a condigido iniclal v(0> = 0 ndo pode s=ser =atisfeita (porque
degprezamos £ dvsdt)d, devemos entido manter este termo na

vizinhanga de + = 0. Com esta finalidade, tomamos &(&£> = g, ou

ainda,

T = tSg (wd 19>

Desta forma, as equagBes exteriores ficam

aX o . v C20)
dr
& oa-v-x 21>
dr

As solugdes Interlores devem satisfazer as condigGes iniciais do

problema, a saber,
X0,e> = 1, V<0,c> = 0. (22>

Fazendo £ = 0, em CZ00, determinamas as primeiras

aproximagSes Interiores

(T, 0> = XCI(T) = 1, V(r,0) = VOCT) e - 1 235

(%) O efeito da transformagdo 7 m t/c & aumentar a vizinhanga de

t. = 0, o que nos permlte 'observar esta regifo mails de perto

(para 0 < t+ « 1 fixo, temos 7 » 1 quande £ —» 0",

1
b



Portanto, as solugles interiores est3ioc completamente determinadas.

A presenga de duas escalas de tempo de ordens diferentes é
uma caracteristica dos problemaz de camada limite. O fato das duas
escalas nao serem uzadas gimultaneament.e diferencia estes
problemas dos chamados problemas seculares, nos dquals as  duas
escalas sdo zimult&neas [Ver, por exemplo.lagerstrom {221, cap. 1,

£ 3l

Superposizio das solugdes: "Matching'

Para completar as soluges exteriores devemos ajustar as
solugdes interiores em sua extremidade "mais afastada” com as
soluglies exterlores préximas a borda da camada limite. A idéia nio
& simplesmente "juntar" ("patching”? a =solugdo interior e a
exterior na borda da camada limite e sim, ajusta-las em uma regido
intermediaria. Isto ¢, para &£ — 0", esperamos que a solugdo 163
para t — o' seja lgual A solugdo em (23> para 7 — o Assim, o

ajuste para v & dado por

lim V ¢r3> = iim v <L), 24>
8] L2 ]
T+ t+0

ou se]ja, Gocm m - 1 [por (1771 Portanto, K = 1 em (5> e 16, o
que complet.a as aproximagBes exteriores. 0 ajuste correspondente

para X exige que

lim X ¢r> = lim x <tD, 255
o] 4]
T30 t.+0

ou x (0> m 1, de onde obtemos novamente K = 1. Isto confirma que o
ajuste egtha correto pois  tinhamos uma Gnlca constante de

integrag&c a determinar.

)
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Uma primeica aproximagdo uniforme em {0, 1] para a solugio de
(11> ¢ obtida pela adig8c das aproximacBes interior e exterior e
subtragdo da parte comum No nosso exemplo, uma aproximagdc para

x{t,£) ¢ dada por

x(t.£d) = ’_‘a“‘} + X (tredy - 1 ou x(t,g) = ?coct,)
€262
Analogamente, para v{t,£> temos
v(t,e> = Gocw +V (L/ed - 1) om - e b r TE Ly g
- o by e 2T

No interior da camada limite, para 0 < £ <« 1 fixo, a
aproximagfio uniforme ¢ praticamente igual a solugdo interior {(pois

- e t x - 1, para t 2 0> enquanto, na regifo exterior, onde
e_t'/t' x* 0, a solugdo exterior \_fo(t.) = - e"t' €& dominante. Em outras
palavras, a solugdo uniformemente valida em [0,i1 se reduz a
aproximacdo cobtida em cada regiio.

A solug3o do problema degenerado fornece uma boa aproximagio
para a solugdo ((t,ed,v(t,5>) de U1) quando & - 0+. Na verdade,

o limite

Iim  xt,e> = x (LD
+ [a)
2450

& uniforme em 0 £ ¢ = 1. A Figura 35 lilustra este fato para

alguns valores de ¢.
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Figura 35

Conforme RE: menclonamos:, - camada limit.e aparece na
componente v{L,£> para a qual a convergéncia nfio ¢ uniforme, ou
se ia, ;c’(t) = - e_t' ¢ uma boa aproximagio de vit,) para valores
de t "n3oc multo proximos" de t = 0. Em uma vizinhanga de O«<z> de
.. m 0, a fungdo v{(t,e) varia rapidamente, a partir da condigdo
Inicial v{0,e> = 0, para aproximar-se da solugdo limite \_;o(t,).
No grafico da Figura 3.6 representamos v(t,c) para trés valores
distintos de £. E possivel obzservar que a camada limite O

diminui para £ —» 0", isto permite afirmar gque o limite

lim vit,s> = v (L)
5+0+ bt

& uniforme em eg-intervalos da forma [ p(s>, 1] com oCe?» — 0 com

+
£ — 0.



w{t)

Figura 3.6

De acordo com os argumentos introduzidos no exemplo anterior,
dizemos que a solugio vit,s), que comega em v0,e> = 0, ¢ atraida
para uma vizinhanga VS da =olugdo exterior ;o(t)' Esta vizinhanga

de Ole> é& dita invariante no sentido de que se v(ta,s) & VE entdo

vit,ed = VE para todo t = t.a. O concelto de atratividade da
vizinhanga est4 relaclonado & camada limite; isto &, para cada t
fixo, existe £ > 0 tal que =se £ < £ t. estara fora da camada

limite e, portanto,

vit,e> - v, = Qe — O quande &£ — 0.

(Figura 3.71.
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Figura 3.7

Exemplo 3. Superposigao de solugBes com sobreposicdo de

intervalos,

Com base na solucdo explicita do exemplo abaixc, analisaremos
o mecanismo de superposigdo de =solugties interior e exterior quando
h& sobreposicao dos intervalos de camada limite e exterior.

Em algumaz situagBes & posgivel determinar uma regiao
Intermediaria na qual as solugles interior e exterior =30
simultaneamenle vilidas., Neste caso, o "matching'” consiste em uma
superposigio das duas aproximaces nesta regifc da forma como =serd
mostrada. ‘

Para ilustrar este fato congideremos o seguinte problema de

condigio inicial

o
=3



cuja solugdc &

e

)Ct,e,x") = (1) - 262y a¥F - 2ot + 12+ 252 + 1 @O

A =olugdo interior a camada limite, em termos da variavel

T m t/, & da forma

NCeT,e9 m ((xO-1) - 252)) e 7 - 2580 + %%+ 222 41 30>

Como a equacgio para X(1,£) ¢ uma perturbac8o regular temos que

X(t,e> = XC7,03 + X (1,00 £ + O(s°), (31>
ac

uniformemente para 0 = 1 = T Assim, a aproximac@oc interior de

ar-dem zero pode zer obtida diretamente de (30) como
a -7
X(r,0% = Xa("r) m (x - t) e + 1 €322

Agora vamos analisar o dominic de validade desta aproximagio para

um erro uniforme em [0, T] de O¢g). Escrevemos

x(L, 2D - Xﬂ(t./s) = X{r,5> - XGCT) =

n - 252 e T - Zgz'r + .sz‘rz + 2&2 (33>



-t./c

Sendo 7 = t/¢ (L 2 0, £ > 0) entic & ¢ lUmitado e Zszfr = —- 2tc

& Ole) para 0 = & = T. Assim, (33> pode ser reescrita como

NCr,ed - X (o> = 212+ 0eed (34>

O termo sdrz = £ .e:Tz & Olg) =e .5:1‘2 for ldmitado, isto &, =e

.d:'r‘,' €7, 0u alnda, 0 € t < O(¥z ). Portanto,

ik

1]
®(t,e> - X (t/£> m 0> em um intervalo 0 £ t < o{Ve ).

A s=olugio degenerada, ou solugdce exterior de ordem zero, é
dada por ;{G(t,) = t,z + 1. Com o objetivo de assegurar um erro
uniforme de O£)> na aproximagio de x(i,£) pela solugSc exterior
;'o(t'} escrevemos:

(h,ed = % (U m (% 1) e Y - 2.8V E - ot 4 267

e (5% 1) e ¥F 4 0 €357

— -1,
Neste caso, a restrigdo para o intervalo aparece na fungic e /E,
a qual é Ole somente para efln £] = t, Ent3do,
x(t,e> - }_<0(t,) = Olg? quando £lln £ = L., ou geja, <iln £| & a

menor ordem em £ para a extremidade eaquerda do intervalo em t.,
para uma aproximagio uniforme com erro 0(&£).
Como £iln £] = of(v2) e £ w ole|In £]), os s-intervalos onde

&8o validag as aproximagBes exterior e interior com erra Ode?



podem ser rapresentados pelo seguinte esdquema:

rO(EI(«El) %.06)
7 o
R,
X,(t/e) VE)

T —[-O

Obgservamos a existéncia do intervalo (OCz|In £]); O(¥e)) no
qual as duas aproximagies s3c simultaneamente validas. Neste
intervalo a superpogicio das solugles pode ser efetivamente

realizada. Determinamos a parte comum das aproximagBes através da

condigdo de superposicio

1im X (1> = 1lim x <LD (36>
o 0
T t+0
ou
Hm x® D e ¥ 4+ 1 & 1 = lim 2+ 1.
T30 >0
Portanto, uma solugido uniforme em [0, T] com erra de 0Cg) &
dada por
xCt,e> = X _(tred  + 520(1,} -~ parte comum

]
oy

= X (L e) + x CLD
s ] o

Analizsemos a fungido Xo(t./g) + Qa(t) - 1 nos int.ervalos
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1> 0 < t £ O(¥e)

’_‘o“) - 1 = t° = OC), em vista do limite (36>

x(t,ey - Xo(t/r:') m O(z) em vista da aproximagao interior. Assim,
(b, - [X Cb/e) + x D - 1] =
A ] &)
= [ x(t.e> - X Ctred} + [iocw - 1] m OCer» + Oedr = Oed

iD e|ln g] <t

}(D(t./e:) - 1 = Ol pelo limite {(36ad e,

x{t,sy - }_{O(t,) m O(£) em vista da aproximagdo exterior. Logo,

xCt,e> = [ X _Ct/e) + i’g(t) -1} =
m [ xCb,e) - x (L) - 1] + [X (Lre) - 1] = O + OCer = OCed

Concluindo xC(t,e> = Xc,(t,/a:) + )_co(t,) - 4 + 0O<¢gY uniformemente

[0, T].

&1

<,

em



XoCt/E)

k4

L} [X] (1} (1 i 1.2

Figura 3.8

!T

Figura 3.9




Exemplo 4. Superposigic de solugSes sem superposigdo de intervales

interior e exterior.

Com base na solugdc explicita do exemplo abaixo anallsaremos
o mecanlsmo de superposicio no caso em que nidoc ha sobreposigio da

camada lmite com a regiio exterior. Gonzideremos o problema

ex ® - x +t
C37>
x(0> = x°
A solugdo completa de 37> &
x(t.,e) = e—t'/s (xo + )+t - &, ou
38>
HCT,£> = e T x4+ >+ eT - g, (1t m tse>

As aproximagdes exterior e interior, com erro de ordem zero

(e m (2, paodem ser obtldas diretamente de (38>. Denotamos por

X(T,0> = X (r) = e T x° Cr = /&) 39>
[
iocm =t = lim xCt,z> Gt > 0 40>
s+0+

as aproximag@es interior e exterior, respectivamente.

Como deze jamos garantir um erro uniforme de O, vamos

determinar os intervalos de validade destas aproximagfes.

Aproximacgdo interior com erro OCsg).

Como x(t,e> = X<t 2,22, entio
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»x(t,c) - Xo(t./s) = X{T,g> - Xo('r) -

'ets-!-s*r—s-O(s)_.

se T m L/ for lUmitado, 0 £ t/ = T, Pertanto,

x(t,ed - Xo(t,/s} a 0> uniformemente em 0 < t £ OCed.

Aproximagiio exterior com erro O«(sg).

xCt,s> - ;Eocw- O G

-t/ o
= o x

+ Qe

Analogament.e ao exemplo anterior, a fungido e—"'/e é Odle) para
£iln £ £ t. Entdo,
®(t,e) ~ x (L) ® O¢s), uniformemente para ¢|ln s| < t.

Obzerve que, para x® = ;COCO) = 0 nio ha unitformidade em

[0, T], mas se x = §0<o> + 0OCe> ent3o x(t,g> = ;ocw + 0>

uniformemente em {0, T}].

Neste exemplo ndo h4 uma sobreposgigio de intervalos:

O(elng])
¢

{

} O(e™) (v »0)
)

™ T

&4



Entretantoe, mesmo em casos como este, onde n3o existe uma reglio
comum de valldade dags aproximagBes, ¢ possivel efetuar uma
"superposicgic” das solugBies interior e exterior para obter-se uma
aproximacdo uniforme com erro O£ [Uma anAllse destes aspectos
pode ser encontrada em Ferreira Jr., W, C. "Superposicdo
asgintética de solugBes em problemas de perturbagdc singular”, a
ser publicado, 1992.]

Se abrirmos m8o de um erro de 0&) podemos garantir a
sobreposicdo de intervalos de aproximacdo uniforme O(si_d) » o >0

Pols,

x(L,e> - Xo(t/g) me g+ gr - £ m O + T

e, £T = siﬁa %1 sera 0(31_05 se £°7 for limitado, isto &, se

v <7 fe¥ 0%t o< 0(e™). Neste caso,
x(t,e> - X _(t/e) = 0(51_“) no intervale 0 £ t £ 0Cel™®.

Como x(t,e)d - ;C'Ct,) m 0> em (elln £], T), ent&a
xCt,e) = k C(t) = OCe'®)  em [elln ], TI e como
glln £ = o(si_a), os Intervalos podem =er representados pelo

seguint.e dlagrama:

o(e"™)

0 OE)

O(¢ |e:e;)



Dispomos de uma sobreposicio de intervalos interior e exterior mas

para aproximag@es uniformes de O(si_a) com o > 0. O argumento de
sobreposigio de intervalos pode ser utilizado entio apenas na

1-ax
ordem &£ .

Entretanto, dese jamos aproximagtes unifermes de OCed.

Ingistindo na superposigio de soluglies tal como no exemplo

anterlor anallzemes a aproximagdo de X, (brer + ':To(t.) = x e

para xd(t,e>:

E facll ver que  x(L,e) - x(t,e) = e e £ m OCed
uniformemente em 0 = t = T.
Anallsemos o mecanismo,
NCT,e> = X(r,0> + dx (1,00 & + R(t>&"
oc
a X (1) + e’ -1+ 1)e + 0Ced.
Como ROr2e &, em geral, da ordem de rd, s'rd & limitado =e

T 20 (7, 1t < o' H.

A expansio de N(7,r£) até segunda ordem em £ nos fornece uma
aproximagdc uniforme em O até a extremidade O(suz) (que &
assintoticamente malor do que £jiln &), Entretanto, n3dc ha

necegssidade de ge reter todos oz termos de 8w (1.,0); os termos
dc

limitados para t - ® (e_r e 1) quande multiplicados por &£ serio
de 0OC£3 Retemog apenas oz termos polinomiais em T, no caso,
apenas o termo linear T.

XCT,e) ® X_C(1) + 76 + OCe), T < o .

A superposigdo ¢ possivel porque o termo adicional necessario para

estender a aproximagio de X (17 a X(7,£) até 0(£*"? ) ¢ exatamente

:_(0(51') (que em geral & QOCO) ET, ver artigo cltado para
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demonst.ragaoc).

Portanto o esquema de Superpogigdo ¢ o segulnte:

x(t,€) = X, (t/8) + %(0) + %.(0)ET + OE) E{EVZ}
Xy (f) - %(0) - ?O(O)t = 0(8) !

x(t.£) = X (t/8) + 0(€) e - Y - - = =~ == = - -

%(£) = 0(8) 0c)

X(tE) = % ) + OF)

—— ot =t mrm  e—— e wmy e—a map A -

Or( & 1nEl) X, (t/€) = OE)

Ubservagdo:

X C(t> = k(O + X O t + o(t?y e O(t?H = 0w se
12
1.

t = [0,

XCT, 8> = X (1) + iocm + 1-0(0) £T + OCe) se 0 € 1 e 72,

Exemplo 5. Estabillidade segundo Tikhonov para equactes

diferenciais com perturbagio singular

Consideremos o segulhte problema de Cauchy

2 x = FOO _
1>

x> = xo, onde ¢ < g « 1.

Este exemplo pos=sibilitara interpretar geomet.ricamente alguns
concettos da Teoria de Tikhonov-Vasil’eva. Em particular,

analisaremos um aspecto da fungiic Fx2 que & decisivo para a
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construgdo das aproximagies assiuntdticas. Tomemos, para facllitar

-

nossa explanagdo, F() = - xd + 4x.

A Figura 310 mostra o grafico de F(x) a - x3 + 43 0 elxo
das abclssas ¢ interpretado comoe a ‘'reta de fa=ze" para as solugdes
(LY. Para x(L) < - 2, F¢x> >0 e, conseqientemente, pela equagdo
em 1), X<ty > 0. Portanto, x{L) cresce aproximando-se de
x(L) m -2, isto &, az solugles sdc atraidas por x{(t) = -2, Uma
interpretacBo analoga permite concluir que a ralz x = 2 também &

atratora.

Figura 3.10

Definigio: Uma raiz x (L), t e [0, T} de F(xt> é dita estavel (ou

atratora) segundo Tikhonov para a equagdo singularmente perturbada
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£ x = Px, b 2

se IF (x <>, t) < 0, t e [0, T].
ax °

Ezclarecamos o gignificado desta definigdo. Uma raiz }-¢0(t.) =
estivel em um dominio D quando as solugles x(t,&> de (2> (xo =D),

aproximam-se de QUCL} para £ -—» 0+, isto &, lim+x(t.,s) L ;ca(t.).
£30

Neste exemplo, x = - 2 o X = 2 =530 ralzes estaveis de FOO

gegundo Tikhonov enquanto x = 0 ndoc o é.

Os comportamentos das solugBes x(t,.e> sdo representados na

zeguint.e flgura:

Figura 3.11

a9



Para 0 < £ « 1 temos x(L) » | e as Ltangentes as trajetédrias de
x(L,£> s8¢ quase paralelas aoc elxo x, exceto em uma vizinhanga

O€e) de x & p (p raiz estavel? onde x(t) =z O. Conglderemos, por

. ) r~ Q
exemplo, a raiz x = 2. Uma solugic que comega em (0, x ) cresce

raptdamente (0 < 0 < 2) e, tendo alcangado uma vizinhanga

Invarlante 0Od> de x = 2, ndo mais a abandonara para &
suflicientemente pequeno. Isto =significa que a solugdo x(t,&) de

(1> aproximara uniformemente a =solugdo )_<0(t,) = 2 da equagac

F(x> = 0 quando £ -— 0, fora de uma pequena e-vizinhanga J{(que
diminut com £ — 0> de t = 0. Outras trajetérias para distintos
valores ihiciaiz também estAdc representadas na Figura 3.11.

Observamos a importancia de X" ertencer ao dominio de
p P ae

atragﬁo de uma raiz estavel. Por exemplo, para x® ¢ 0 as solugdes

Q

— » - + -
ndo se aproximam da ralz x = 2 para £ — 0; x < 0 ndo estd no

dominic de atracidc da raiz x = 2. Neste caso, as soluglies s3o
atraidas pela ralz x = - 2,

E importante também salientar que o limite

lim x{tL,£> = p, 0<t =T,
2207

onde ¢ ¢ uma raiz estavel de F(x> = 0, ndo ¢ uniforme em [0, T] (e

isto fica claro na Figura 3.11) mas & uniforme em g-intervalos do
tipo [pCe>, T] com eed — 0 <& — 0.

Obhsgservamos ainda que, no caso autdénoma unidimensional, a
solugdo do problema degenerado ¢ também uma =solugido da equagao
perturbada embora, em geral, ndo do problema de CGauchy oeriginal,
uma vez que as condigBes inicials dos dols problemas =30
independentes,

No caso auténomo unidimensional, o© conceito de estabilidade

acima definido, coincide com o conceito de estabilidade de solucio



Cud o
estaclonaria segundo Lyapunov . Isto ndoc & verdade para equagles
ndc autdnomas, por exemplo, ¢ x = - x + t., uma vez gue :_(o(t.) =
rem solugdo & da equacgBo diferencial. Também no case de sistemas,

como no exemplo (22

onde ;Eﬂ(t.) = e_t'xo

portanto ndo tem sentldo falar de establlidade segundo Lyapuncov de

s ;o(t') = - e-txo niaoc ¢ sclugdo do sistema e

(?co(w, v (L),
A definigdo geral de estabilidade segundo Tikhonov para

sistemas sera discutida ne enunciado do Teorema de Tikhonov mais

adiante.

3.5 0 Matado de Vasil’eva

Consideremos ¢ segulnte problema de valor iniclal
X o= Lix,vd
1>

£ y n elX,¥), . = 0,

X{(0Q,8) m xo, yC0,£> = yo, 2>

(%) O conceite de establlidade de Lyapunov implica em permanénciz
para t — @ em wuma vizinhanga da solugdo estacionaria de

qualagquer 50113950 com condig@es iniciais suficitentement.e préximas a
ela. [ Ver Arncold [3), p. 208 ou Bassanezi-Ferreira I[4}, cap. 5].



onde £ > 0 & um pequeno parametro e rix,y>, gx,vy> =sHo

continuamente diferenciaveis.
Fazendo £ = 0 obtemos um problema n3c perturbade ou problema
degenerado. Assim,

X = L%,y

€3>

tv
o

0 = gdx,y, A
xC0Y = x°.

Para resolver este sistema, devemos Iinicialmente =oclucionar a
gegunda equagfio, a qual n3o ¢ mais uma equagBo diferencial. A
principio, esta equagdo ¢ ndo linear e pode possuir muitas
solugBes. Assumiremos que a equacgio gx,y?» = 0 possa ser
resolvida nas imediag@es de x° por y = @lx> definida

para x em I& = [xo - Ai, x® + Az] e gque a seguinte condigdo seja

satisfeita:

dg (%, ¢{x3) < 0. para todo x = IA‘ 45
3y

Pelo teorema da fungdo implicita e a condigdo dg (x,¢<x2) = 0

ay

concluimos gque a ralz y = gx> & isolada, isto &, existe uma

vizinhanga em =eu entorno onde ela é a unica raiz.

Definicac de raiz estavel segundo Tikhonov

Una ralz y = @dxd, x I(\ = [xo - A, x + Az], seris dita
AY

estavel (ou atratora) segundo Tikhonov para o sistema (1) se




dg (%, @¢x3) < 0, para x < [.
ay
A estabilidade da raiz segundo Tikhonov Implica na existéncla
de uma vizinhanga atratora OCs? em torno da solugdo do problema
degenerado. A camada limite pode ser interpretada como a reglido em
que a solugio de 1D ainda egtd sendo atraida pela vizinhanga sem,

no entanto, té-ia penetrado [Figura 3.12)

Figura 3.12

Agora, substituindo y = @x> na primeira equagido de 35,

obtemos © seguinte problema de condigio inicial

X, - f'(xo, ¢(xo)),

x 0> = x°.
Cr

~1
[F4]



Finalmente, assumiremos que o valor iniclal yo pertence ao dominio
de atracfo da raiz y = $(x>, conforme discutido no exemplo 5.

Sob  as  condigles acima, podemos afirmar que a solugdo
(xCt,e0,y(t,83) do problema (15,25 existe em [ 0,T] para £

suficientemente pequeno e

lim xCt,e) = % () para 0 £ L =2 T 6>
£31 ©
lim y(L,£> = y (LD para 0 < t < T, 7>
&40 ©

onde Ec'(t.) é a solugdo do problema degenerado (5).

Este resultado & conhecido como Teorema de Tikhonov [441

£ importante observar que o limite em (6> ¢é . uniforme,
enquanto o limite em (73 & pontual e, em geral, nadc uniforme, Em
uma vizinhanga de t = 0, exizste uma regifio onde a solugdo yt,£2
do problema completo difere da solugdoe do problema degenerado
;'o(t,), se a condigdo inicial y(0,s)> = ya ndo colncidir com o valor
inicial y‘j(()‘). Por outro lado, se v(,£) = VGCO'), a solugio y(t,g)
nasce na vizinhanga invariante Vé:_ e, portanto, ndco a abandona,
Neste caso excepcional a convergéncia ylt,.z) — yo(t.') e —» 0O

t.ambém €& uniforme.

Comentarios sobre 2 vizinhanga invariante = atratora.

0 conceito de estabilidade de Tikhonov implicara na
existéncia de uma vizinhanga invariante e atratora de OC(g) em
torno de vy = @x), para £ suficientemente pequeno. Isto &

illustrado na Figura 3.13.
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¥, +06)
Yo(0)
%- 0@

¥

Figura 3.13

O efeito disto & que as trajetdrias, exceto na regido proxima
A curva g w 0, variam muito rapldamente atingindo a vizinhanga de
y = (x> em tempos de 0«2, de modo gque y varia apreciavelmente
mas X nAo.

Uma vizinhanga V_ de Eacw = ((ﬁacw, {;oct,)), t e I[0,T}, &

dita invariante para a equagdo

x & f

ey = g
se toda soluc8o desta equagao tal que z(t,o} = VE_ , entao =z=(L> =
Vg , para todo tﬂ £ ¢t < T. Este conceito egta relacionado com

a aproximagfo exterior; depois que a solucgBo entra na vizinhanga

da solugdio exterior ndc sal mails.

Uma vizinhanga & dita atratora em um dominio D se existe

=zolugdo de

-]
&}



x = f
Ej-a’ = o, 20> = zn,
22 e D, em [0, Tl e para todo 0 < t < T existe 0 < <, t.al que

0.
z(t, £, =z ) = VE para 0 < £ < £,

O conceito de vizinhanga atratora esta ligado a existéncia de

uma camada limite, isto &, para todo zd0> = z® fora da vizinhanga

Invariante de EU(L) exizte uma regiio de atragio (camada limitel.

Construcdo formal de Vasil’eva

Paszemos entdo # construgic de uma aproximagdo uniforme com
resto O(g> para o sistema (1), Sabemos que tal aproximagio é
constituida de duas partes:
12> a aproximagio da solucdo na camada limite, isto ¢, nos
Instantes que precedem a =sua entrada em wna vizinhanga de 0Cg,

que sera cbtida através da perturbacgdo regular

NCr, g2 = X (> + 38X {1, 02 + ..
0 —_—
e
(>
Y(r, £y = Y {12 + 8Y (1, 02 + ..
0 —
dc

aplicada ac =ilstema

dX = £f,
dr

dY = g,

dr



onde x{(r,£> = X1/, «£) e ylr,2> = Yd{rr/e. £3 Portanto, esta

aproximagic seri uma funcdo em r.
[ —_ ~ .
2-) a aproximagfo da solugdo fora da camada limite, isto &, depois
de penetrada a vizinhanca V{' Esta sera frfeita, obviamente pela
solugdo degenerada que ¢ funcgio de t.

xCt, £ = x (b3 + O€ed

yit, &> = y (L) + OCe)

Substituindo estas expressfes em 1, obtemos as equagles para

x (LY e y (D
0 o

dxo . _
a—'t'.._— = f(}f.o s V)
4>
0O = g(xo, yo)
Prosseguimos efetuando umsa moadificacdo nas expansoes

exteriores (33, de modo a corrigir a mudanga inicial rapida na

scolugdo. A aproximagioc uniforme podera ser escrita na forma
xCb,e) = X (L) + AX (7D + OCe
y(t,£)> = §0cw +AY (1) + OCed

onde Ea(t) =n (;:o(t.), ;GCL)) ¢ a solugdo degenerada. Portanto, como

ZCt,c) = Eoct,s} + OCed

~1
~3



fora da camada limite, &20(1') devera ter importancia apenas na

camada limite e ser O() fora dela, ou seja, em particular,

devemos ter
&20(7) — 0 para ¥ -— @,

Estes termos, denominados termos de ccrz\efwﬁo de O£, zgao
dados por AZU(T) - 20(7) - 20(0), onde Za(t) & a aproximagdo
interior com errc 07 e ;0(0‘) a copdigido iniclal da solugdo

degenerada. Para verificar isto, basta considerar a férmula
z2(t,e) m z (LD + Z (13 - =z (0> + rdt,z2),
) o] o]

com rit,£> — 0 uniformemente em [0, TlIVer I[45], cap. VIIL
Agora, substitulndo as expansdes em (5) no sistema perturbado
regularment.e {22, cbtemaos as seguintes equagles para oz

coeficientes

daXx

L8 ]
ar = ©
o>
dAYo N B
O = g(xo((!) + &XO » yO(O) + 6Y0)
Oz coeflicientes satisfazem ainda a conhdigdo inicial
© 7

Z (0> + AZ (0> = z
Q Q

A primeira equagdc de (62, juntamente com a condigdo

lim é.XU(T) = 0, farnece ﬁXOCT) = 0 e, pela condigde inicial

>0
(7), temos xﬂ(O} = x° que & a condigdc 1nicial necessaria para

regolver o sistema (4).
Para completar a aproximagdo uniforme c¢om erro 0OCg),

resolvemos a segunda equagado em (62 com a condigdo inicial



o - .
AY €0> = y7 -y (O,

Assim devemos resolver

dAY
o - - ‘ o -
i g(xo(OD, yGCO) + AYO), &YG(O) m y - yG(D).

Teorema de Vasil’eva

Consideremos o problema de CGauchy para £ > 0

dx . . )
at = 1C(x,y?, wd, £ = ){U
1>
edy = eln,y? vy, 2 = yo
dt. ¥ » »

sob as seguintes condigbes
1. Existe uma solugdc continuamente diferenciéavel do problema
degenerado (obtido de (1) fazendo £ = 0O
dx
]

Ji = f'(xa, yC),

0= g(xo, yo‘),

x 0> = x°,
O

ne intervalo [0,TL



Exizte uma vizinhanga ch de L(, = { (;r_ru'}’;’o(t))’ t « [0, T]}

no plano de lase,

Va - { Cx,y2: diat | <y, L'c: 1 < o } v o> G, tal que

2. f e g zsdo continuamente diferenciaveis até ordem N + 2 em Va ;

3. dg (2 < - S5 <C0 em V_
— &t
dy

Lo I
4.(x,y)eva.

Entdo existe £, > 0 e uma dnica soluglo (t,ed,y(t,23) do

problema (1) para 0 < & = £, 0 = t £ T, que pode ser escrita

como =oma de uma solugdo exterior (p_.:(t.,s),;r(t,,s)) e um termo de

corregio {ANC(T,£3,AY(T,£D)
x(t,6) = xlt,e> + AXCT,£)
yit,s) = yit,e) + AYCT,£),

onde a solucdo exterior e o termo de correcgdo podem ser expressos

Como
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xXCt,e) = 2 %> "+ o(e™Y
"m0
M
vit,e) = z yet,e> ™ + o™
n=0
[ =]
(2]
AXCT,£> = 2 AX €t> £ + o(eNY
nz0 "
N ~
AYC(T,£) = z AY ¢t £+ o¢e™Y
m=0 n
com
Ilm AX {r> = O, lim AY {r> = 0,
T " T40 "

uniformemente am 0 £ t = T.

Notemos gque © teorema ndo garante a convergéncia das sériles
aclma, o objetive & estabelecer uma aproximagio assintética para a
solugdo de (1> com errce uniforme em t e [0, T] de O(sNM). Nesta
representacgio, além dos termos de poténcia de £ (prdprios de uma
expansdo regular) aparecem certas fungbes (termos de correcdo? nas
quais £ aparece de manelra n@c polinomial, isto &, através de
T = LA . O= termos &ZU(T'} introduzides acima s30 os termos de
corregio na aproxtmacio assintética com erro OC£).

Para obtermos uma aproximagfio uniforme com erro O(sNu) basta
argumentar sobre uma vizinhanga invariantesatratora de O(EN+£),
ndo mais da solugdo degenerada mas de uma corrigida, isto ¢, de

~ N
uma =clugio degenerada de ordem &

No préximo capitulo utilizaremos a expansdo completa

g1



z(t,e) = [z €2 + AZ 23] " + o™
™ la}

na construgdo da aproximagdc com erro de ordem % das equagles
de Michaelisg~-Menten.



CAPITULO 4
Analise Assintdtica das Equagiies de Michaelis-Menten
4.1 Introdugio

Trataremos, neste capitulo, as equagSes da cinética
enzimatica por meic das tLécnicaz assintdticas apresentadas no
capitule 3.

Na segic 4.2 determinaremos uma solugdo aproximada através do
métaodo heuristico de superposigaoc assintética de solugdes, Este
desenvelvimento seria bastante =similar ac dado por Lin-Segel [241
Por outro lado, em 43 uma aproximagio uniforme com erro 0(52)
serda obtida com base na teoria de Perturbagio Singular Ide.
Tikhohov-Vasll’eva.

Congideremos entzio as equagdes adimenglonais da cinética de

Michaelis-Menten dezcritas no capitulo 2

-1

E—:% = (k + 1)[ - (o + 1082 + oo + KK + 1) ¢ ] = {{=.c)
>
Eg% = (K + 1)[ o + s - oes - ¢ ] = gls,e)
com as condigbes inlciais adimensionallzadas
=(0,ed) = 1, c(0,£> = 0. <2

Para investigar a natureza da solugio (st,gd,clt,£2) praéxima

de t = 0, conglderemos o planag de fase, Figura 4.1.
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Figura 4.1

A Lrajetdria da solu{;ﬁc. (s,¢? varia muitce rapidamente nos
instantes iniciaiz, alcangando em um tempo OG> uma vizinhanga
invariante da =olucido degenerada (50 , EO). Uma v.ez nest.a
vizinhanga, a curva g » 0 ¢ acompanhada pela trajetdria até a
origem, onde todo o substrate fol transformade em produto (s = 0>
e ndo ha mals complexo,

O efeito atrator da vizinhanga de (;U . Eo) depende do fator
£ a atragdo da solugdo (s.«cr pela viziphanga da @ solugdo
degenerada é "mais forte" para £ — 0, isto &, gquanto menor o
valor de £. mais rapidamente a vizinhanca ¢ penetrada.

Neste periodo iniclal, ha um pequeno decréscimo do substrato
e um grande aumento na concentragio do complexo. Depois de atingir
um maximo em Eo = (U_+ :—)To , «lt,e£d decresce monotonicamente

OEo )

B4



para zero Jjuntamente com sdt,s0.
A Figura 4.2 mostra o comportamento das soluges s(t.g) e

clt,£3 em funcio do tempo.

4

(AR S

e 1 ") $3 1 woot

Figura 4.2

A camada limite ¢ a regido onde ha variagdo muito raplda na

concentragic do complexo. Portanto, para valores de t "n3o muito
préximos" de t = 0, a sgolugo de A} avizinha-se da salugdo
degenerada ou, em outras palavras, o termc & desdt &

significative somente no interior da camada limite, podendo =er
desprezado para valorez de t exteriores A camada em uma primeira

aproximagao de OCg).



4.2 Método de Superposicio Assintotica: “"Matching”

De acordo com as considerages acima, vamos construir agora
uma aproximacao assintdtica uniforme do problema de
Michaelis-Menten. O método de superposicdio assintética de solugSes
congiste em determinar primeirc uma aproximacgac em cada reglio
(exterior e interior da camada limite> e entdo, superpd-las apods
um ajuste ("matching”> em uma reglidc intermediidria. Isto permite

construir uma solugdo aproximada uniforme para todo t.

Aproximacio exterior

Vimos que o termo £ des/dt. pode ser desprezado fora da camada

limite. Obtemos assim o gistema degenerado fazendo £ = 0 em (13

E’.§£=(K+1)[— (o + D2 + e = + KK + D' E_]
4] [ Y] [d]

dt.
3>
0:(.1{+1>[(a+1)§ - e 8 - G ]
o ] a0 [ ]
A =solugio de (32 & dada de maneira implicita por
G (trm Lot Dso 4>
© s+ 1
O
=
e +lns = - Co+ 1DL + A, 5
(&) [n)

com a constante A a ser determinada pela condigic de ajuste das

solugdies interior e exterior.

Observamos due a aproximacaoc de Michaelis-Menten analisada no
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capitule 1 pode ser considerada comoe o primeire termo de uma
aproximagao exterior de um problema de perturbagio singular. Em
contraste com a Hipdtese de Estado Quase Estacionarico, este métado
fornece corregiies para a primeira aproximacgio., o que ficara claro
nas aproximactes de ordem superior que serao dadas mais adliante.

As solugdes 45 e {53, conhecidas como exteriores,

representam aproximagSes com erra Q£ para a solugdo de 1) fora

tdla camada limite. No interior da camada limite as aproximages =ao
obtidas a partir do sistema de perturbagdo regular para as fungdes

S(1,£) e G(1,£? na variavel interna (rapidad 7 a (K + 13(& + Lts/g

oy B |
_ < e KK + 13 .
H?“f[ s o+ 1
>
4 o 1
ar = STaFiS ;v o

Uma vez que estamos considerando as equagdes no interior da
camada iniclal, e razoavel que elas =satisfagam as condigdes

iniciais do problema, a saber
50,5 = 1, CC0,e> = 0. )

As aproximacSes com erro Q> para o sistema interior

satisfazem ent3io

dSo = 0.

dr '

dCo - _ < e 1 . .
G cr+1('o”’o cr+1('n’ @
5 W =1 G > =0

] a



Portanto, as aproximagSes interiores com erro OCe>  estao

completamente determinadas e sfio ax seguintes:

5 (> = ¢ e C e - e 92
(o) o

Superposigao das solugtes

No exemplo 4 do capitulo anterior, vimos que mesmo nZEo sendo
possivel a sobreposigio de intervalos, podemos garantir através da
condigdo de “ajuste” uma aproximagic uniforme com erro 002 da
solug8io para 0 = t = T.

Se flzermos £ —» 0+, temos T — m, para 0 < Lt « 1 fixo,

Assim, a =superposigao de =olugles pressupde dque, no limite
+ - -
£ — 0, a solugdo exterior quando t — 0 seja lgual a =solugdo

interior para r — w, ou =eja,

lim (8 (L), Eoct,:») = lim (S (1>, C_(12) €15}
t.+ 0 © TH®

Por (72,
Lim (S_Crd, G _Ct3) = (1, 1) (11>
T30 o

Agora podemos completar as apraoximagdes exteriores em (33,

Assim,

lim (5 &), ¢ L) = (1, 1) AUz
&} B
t.»0

se fizermos A = ¢, de modo que o ajuste & completado com este
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valor de A, A Figura 4.3 mostra a aproximagio interior CU(T) a a
aproximagao exterior Ec;(t’) para a concentracdo do complexo, A

solugaoe clb.) da Tigura fol determinada numericamente.

0.1

=L

' ot

Figura 4.3

Aproximacdo uniforme com erro 0(z)

Conforme discutide nos exemplos do capitulo anterior, uma
aproximagido uniforme com errc OC£> em [0, 1) & obtida pela adigio
das aproximagBes exterior e interior e subtragio da parte comum

Ent3o, a aproximagdo uniforme So(t” £ para o substrato & dada por
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s (L, &) = E.-O(t,) +S (> -1 (r = (K + 1o + 1) tre)
ou 13>
s t, g5 = & (L)

o] [ 8]

De modo an&logo, uma primeira aproximacdo uniforme com erro 0(s)

para a concentraciac do complexo & dada por

c (t, £ = ¢ (L + G Cr> ~ 1
(s ] 2] O

(0'_+ 128 + 1~ e“'(l( + 13(o + DL 1
os + 4
L&
Logo,
- + . _, .
c, m LIS o [+ DG+ DL 14>
o+ 1
(&)

A extensido da camada limite & de ordem £, de modo que a
aproximacgaoc exterior (;o’ Eo) nesta regido ¢ substituida pelo
seu lUmite quande t — 0, a saber lim (éocu.éocu) = (1,13 Por

i.
exemplo, para o complexo temos 0
c:a(t,,s') el CO(T,.E:') na camada limite.
Analogamente, na regidc exterior a solugdo interior (SOCT),CO(?))

¢ substituida pelo seu limite quando v — w Portanto,
e (te) x e (t) fora da camada limite.

Isto pode ser observado na Figura 4.3
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Representamos na Figura 444 o solugiio clt.£) & a aproximacio

uniforme com erro Ode) cUCt,e} dada pela expressio (14,

Figura 4.4

Aproximacdes superiores

Até agora determinamos as aproximages mais simples para as
equagdes interiores e exteriores e também uma primeira aproximagao
uniforme com erro 00s) para a solugdo do problema de perturbagao
singular. Para melhorayr estas aproximagdes assumimes a existéncia
de expans@es ass=sintdlicas em poténcias de =z para as solugdes

Interiores e exteriores. Ag soclugles interiores tém entio a forma

@1



S(r.e) = S‘O(‘r} + Sl('r) £ +
15)

Clr,g> = QG
e

<ty + Gl(r) e + .

Substituindo em (38) e igualando os termos de mesma ordem em
£, encontramos gque oz primeiros termos desta expansido correspondem
Az aproximagdes obtidas em (8>, 08 coeflcientes  dos termos de

ordem £ satisfazem entio as seguintes equagles:

i

dS1 - o KK + 17
—_— - + —_— : E\ _— N
ac (&) o + 1 (o o e + 1 ('0 ’
(162
ddt oS + 1 or
—— B . -+ — - 4 i
dr = o + 1 (’1 [ 1 o + 1 C‘o] 51

As soluglies deste sistema devem satisfazer as condigSes iniclais
para T = 0 dsto &, t = 0> obtidas pela substituigio das
expanstes nas condigBes ilniciais dadas em (6> Portanto, temos

51(0) = 0, 01(0) = 0, 7>

Resolvendo o sistema (16> com as condigSes acima, temos
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} -1 _ . ) T
182
G () = ! {'r + oK+ + K - 1) + (oK+1> + K) e 27
Co+ 1> (K+1)

+ [c}rrd + (oz(K+1) - o - K)r - (Zo(KHd> + 2K - 1)] e_T}

Da mesma forma, procuramos as solugies exteriores como

expansdes assintdticas em poténciazs de £

s(t,e) = «Z;Oct,) + éict,) £ + ..

e
alboed = 6 (0> + ¢ty & + .,
]
as quals devem szatisfazer as equagdes
ds1 . . = T = - s
So = Ko+ 1)[(0% - o+ 1)z + (o5 + KKK+ D t)c;i]
202
deo _ 0 4 1y (o +1) - we Y= - (o= + e
dt. o’y o 1

As condigGes lniciais para (20> deverdo ser determinadas pela
superposigio.
Para fazer a superposigico de =solugBes, Introduzimos uma

varidvel intermediaria 7 tal gque
L



t -
r = s Hm (s> = 0, lim ;P_‘fl =

g 21>
: weed £-0 50

Uma vez que as =olugles intericres estio completas até O(.E:?),
podemos escrevé-las em termos da variavel Iintermediaria. Entio uma

expansio intermediaria para o substrato ¢

S(Taw/s,.s) = SU(Tow/e:) + & Si(frow/e:) +

—_ = . - - . . _ _To?{-’/s
=1 - o [T,p7e + (edKHy + KX - e ) 4. ..

com 7 = K + 12¢e + 127 .
k.

Entretanto. ndo ha neces=idade de retermos todos oz termos de

222, O termo transcendentalmente pequeno (TST2,

o(KH)Y + K ~(K+D(o+HIT wie ,
Co+1CKH Y = -

e SIC'riw/.e:) decresce exponencialmente para zero Jquando £ - 0, T,
fixa; portanto, pode =er desprezado se comparado com a  termo

polinomial de ordem £. Az=im, escrevemos (Z2) como

S((K+1)(r+‘1)er/$, £) =21 - Ty

(o (K+13+ K)

+ - a:
ot 1R £ e {233

Est.a expressdco deve sger ajustada com a solugido exterior
alt,e> para t = T v O "matching” na primelra aproximagao foli
possivel devido a escolha adequada de 5:0(0')- Analisemos agora
S[_J(t.) em uma vizinhanga de t = 0. Para t & 0 uma expansdo em sérle

de poténcias em t & apropriada:
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s, (L) = 8 (0> + s (OOt + 0D
=1 -t + otH 24>

Reescrevemos a solugdo exterior com erro O(s:?j na variavel

Intermediaria da seguinte forma:
- = 2
s (T¥) + e s () +0(7) =

= s (0 + 80> 1w+ o) + = s (0> + OCayd + O(e™)
.

A superposicao

_ _ (oCK+15+ 1) _ - ) = - ]
[ 1 TW TSRS £ 5.0(0) + SUCU) T W + = 51(0) =

= O(y%) + OCsyd + OC7),

(o (K+1 I+ K)
(1> KF1D

exige que 31(0) = - £, que é a condigiao inicial

necessaria para resolver (200.

Na verdade a superposicio s4 & possivel =e

l1im 1

-+
e30 £

{[ S, (T + SSIC”]RTQM& -

- = - b
- [= €0% + t= CB) + c= €O)) J=0,
[ o) 1 t,:'rL;u
ou gela, se z,uz/e:- — 0 quande £z — 0. Em outras palavras, a

condigdo de ajuste é valida se existe uma variavel intermediaria

tal que £ « y « vYe .



Podemos agora completar nossa aproximagdoc com erro de O(sz),

calculando os coeflcientes ;1(t') e E:i(t) a partir de 20D,

- (o + 1Iso K oso + 1 KK + 1071 + oso
s = In = =

1 - K+ 1 (o + 105 -

s + 1 o o= + 1
4] ) O
25>
- _ o + 1F 2 So R - ln'ors_o+1
— - —
1 Ces, v (KH)os + 1) ° K+1 o (oI5

4.3 Aproximacio uniforme pelo Método de Vasil’eva

Examinaremos agora as equagles diferencials da cinética
enzimatica através da Teorla de Perturbagdio Singular de Vasileva,
Veremos, em primeiro jugar, que o problema de Michaelis-Menten
satisfaz as condigdes 15-¢(4> do Teorema de Vasil’eva enunciado no
capitulo anterior. A partir disso, construiremos uma aproximagic
uniforme em {0,T] de 0 a qual devera corresponder A
aproximagio de mesma ordem obtida por "matching'.

Vamos considerar novamente o silstema adimensional obtido por

Segel

-1
- (K -+ '1}[ - o +1e + geg + KO+ 1D ¢ ] w {{a,c)

~e

>

sde
dt.

= (K + -1)[ (o + 1) - oo - ¢ ] a pls,0

=(0, £> = 1, alfl, £> = 0.
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Inicialmente obszervamos que as fungdes fls,c¢d> e gls,¢» sdHo
continuamente diferenciaveis em [RZ.

Fazendo £ = 0 em (1> obtemos o problema degenerado

dso - -
av - = 1(s,e,)

0 = g(so,cc) : 2>

s 0> m 1
(&)

A segunda equagio em (2) & algébrica e tem uma uUnica solugdo

em [0,Th

(o + 1ds0

os  + 1
o)

co(‘t.) - - ¢CS0), 3>

Substituindo Ea(t) = ¢(;0) na primeira equagdo de (22 temos o

seguint.e problema de Cauchy

dso - + 1)s0
ac ” - '
os + 1
o
€43
s 0> = 1,
O
cuja solugdo coincide com aquela determinada pelo "matching", ou
se Ja,
or_ +Ins m—C(r+ Dt + o 52
a 0

Logo, existe uma solugdc (EO,EQ) do problema degenerado <com

o7



Eo(t,) e Eo(tZ? dadas por (3> e (53, respectivamente.

Por osutro lado, a condigao

g (8 (s D) m (K + 13(ox + 1> < O <6
a—c" 4] 4] 4]

afirma que a raiz Eo L ¢(;0) & estavel segundo Tikhonov para o
slstema 1). Portanto, existe uma vizinhanga invariante e atratora
de O<g) da solugdo degenerada (50,50) no plane de fase (Figura

4.5,

Figura 4.5

0O Teorema de Vasll’eva garante entdo a existéncla e unicidade

da solugdo (s{t,ed,clt,g)) do pfobiema (1> no intervalo I0,T]1 que
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pode ser escrita como

o}
sCt,e) = z [s L) + AS (21" + o™
nEn ™ 1a]
<7
'}
clt,e) = 2 [c (> + AC (23] =" + o¢™™)
o 2 al
uniformement.e em L[0,T1.
Antes de prossgegulr, observamos que aa solugles slt,£3,

alt,z>, apdz uma camada llmite inlcial <{(pré-estado estaclonariocl,
estario efetivamente em uma vizinhanga O(sg> das  solugles
degeneradas ED(L) e c-:o(t.). Em particular, podemos afirmar que para

o substrato,

lim st,e> = éo(w
&+

uniformemente em [0,T). Devido & camada Mmite, & convergéncia no
casa do complexo naoc & uniforme em [0,T], no entanto, ela &
uniforme em g-intervalos do tipo { e(£3,T] com el — O para

e —0". Assim ’

lim_cct,s> = Eocw
£-+0

uniformemente em [ (2, T] (¢ — 0°).

Nos graficos da Figura 4.6 representamos as solugles slt,e) e
clt,e? em fungioc do tempo com condigdes inictais s, = 1 e
cl0,£> =0. O caso (a) mostra sdi,e? na vizinhanga invariante ao(t)
para todo t e [0,T]. Em (b) vemos a solucdo cli,s£? =gendo atraida

dursmte © iIntervalo da camada limite para a vizinhanga O£ da

o0



solucdo degenerada Eo(t) (linha trace jadad. Apds entrar na
vizinhanga a solugi&8o ndc a abandona mals, confirmando a Hipétese

de Estado Quase-Estacionario feita em Bioquimica,

T

nir

" b ¥ " Wt

T

Lt

ISR

¥ 1 ¥ £ 15t

Figura 4.6

1¢0



Passemos agora & construgido da expansio formal da
aproximagio uniforme com erro O(s?') para a solugdo das equagles de
Michaelis-Ment.en. Assumimos as seguintes expansdes para o

substrato e complexo, respectivamente:

s(t,e) = [ 6> + 8S (O] + [5Ct> + AS (D] + oce>,

&

alt,ed = [ _CL> + AC (T3] + [c,Ct> + aC o] = + o,

onde S S, ¢ e ¢ sdo os coeficientes das expanses exteriores

de O(sz) e :‘.\.So, .ﬁSi, AGG, ﬁCi, oS termos de correcio
correzspondent.es,
Nas expansfes em (B> os coeficientes devem satisfazer as

condigBes iniclais

= 0> + AS (0> = 1, s (0> + AS (0> = 0O,
(8] (&) i i

9>

Ekcm + AC (0 = 0 e = 0,1,

e a condigio de decaimento imposta sobre o termo de corregdo, a

saber,

lim ﬂSk(T) = 0 e Iim ACk(T) = O o
T-»m Tr

Esta condigio ¢ indicada na Figura 47 para a corregio de 0Cs),
AC (1> = G (1> - ¢ €0). A diferenga C ¢T3 - ¢ <0> (representada na

[a) a ) a o o
figura pelos segmentos verticalzs) dezsempenha o papel de corregac
da condig&o iInlcial que ndo & satisfelta por EOCt.}. Observe Jque

AGOC?) & Importante na camada limite e insignificante fora dela.

101



I - 1 — e
w i 0.0
Figura 4.7
A expressSo ¢ (t> + C (1> - ¢ (0> satisfaz a condigio inicial
correta para t = 0.
Az solugles exteriores O(Ez) s3o escritas como
SCL,e) = s, + 5 (e + o>,
11>

clt,e) = (_:G(t,) + Ei(t).s: + 09,

e obtidas a partir do sistema em (1), embora ndo satisfagam aquelas
condigBes iniciais. Como [ficara claro a seguir, as condigdes
Inicialz corretas para as aproximagtes exteriores serio
determinadas a partir das condig@es (92 via termos de corregio.

Com a mudanga de variavel r a{o + 13K + DL/2, o =zistema 1D
para g{1,£? = slet/(oHDIKHI, £3 e clr,£) = cler/ CoHICKHD, £
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torna-se

ds _ o " KCK + 1370 ]
dT‘£[5+TrTS°+ o + 1 C’J

dc o 1 .
dr == o + 1 s+ o + 1 « 12y
=0,z = 1, c{lb,e2 = 0

Agora, substltulnde as expansdes (8) em (122, obtemos as seguintes

equagbes para os coeficientes

dASo
dr

=
13D

dACo - ) . o - ; — ; ' _
a7 L (SO(O) + bE)D) = 1 (50(0) + ASO)(c.O(U) + A(xo) .

. -1 -
- +
- (€€ + AC)
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dAS1 1 dso -
ar " T GIDCIRED gt 02 - (s 0> + AS ) 4

*'fEFéé‘T‘ (5,€0> + AS_)(a_C0> + AC ) +
y BCEZ i>“1(6ﬂ(03 + AC)
<145
dAC, 1 deo

- (03 — f o —
dr = T oFiSREII at 02 T (s, (0 + A4S )

oy

- _E;T-i_ (50(0) + &So)(ci(OD + Aci) -_

< = . - 1 .=

Pela primeira equagdoc em (137, juntamente com a condig3o
ﬁSO(T) — 0 (1 = o) dada em (10>, temos

ASG(T) = 0 ' 15>

O prdxime passo € encontrar ;0(0), condigdo necessaria na
obtengido das aproximagties externas com erro O {compare com a

zecdo anterior)

De (93 vem
s (D) = 1
[a)

Para completar a aproximag3o uniforme com erro O0<s)5,

resolvemos a segunda equagdo de 3>, com a condigdo inlcial
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ohtida de (9>, AGOC(D = =1, Assim,
4G (T = . 16>

Resta agora solucivnar as equagles de sistema 4>, A
primeira equagioc de (143, apés a subgtituicdo dos termos Ja

conhecidos fica

AAS1 . o + KK + 1D r _
G = - le)

Integrando, temos

.
r - -t -
z}.scr>-asc0)+J- o ¥ KKK+ 10 -1 g as
1 1 o + 1
. |

Para garantir que a condigdo (10) seja satisfeita, escolhemos

[44]
» -1
AS 0> = - ( I - 2 EREEED ot ] 19>
o !
cou =e ja,
-1
+
AS (0> = —Z +0KiKi L2 20>
Portanto,
-4
AS ¢z> m - -2 F KCK + 1) e T 21>
1 o + 1

Usamos a condigdo (20> para encontrar a condigdo inicial
necessaria na obteng3o dos coeficientes §1(t) e (_:1(t) da express=aoc

anterlor (113, [Eles satisfazem o sistema (20> da segic anteriorl,
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Logo,

o+ KK+ 0!

222
o + 1

E.-i((l'),;) m -
|
Apds q[guns calculog, verificamos gque as expressdes para
éi(t) e Ei“?') sHo exatamente as mesmas obtidas anteriormente pelo
"matching” {ver edquagles (28> de 4.2).
Gomplet&mq\s nossa aproximagado assintética com erro 0(32)

,
determinando a eﬁ?ressﬁa para ﬁGi(T):
K+ Do +K -1, oK +1o +K] -7
o+ DX+ 1 Co + 1D2 (K + 1)

ﬁC{(‘r} = - (23> .

Portanto ::|___a aproximagidc uniforme de ordem O(sz} em [Q,T] &

dada por
sCt,e> = 'éocw + AS (] + & [éicw + AS (] + o),

clt,e> = | €, (> + AC_(13] + & [c (L + AC (D] + 0.
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COMENTARIOS FINAIS

Como uma alternativa ac método heurtistico de superposicio de
solugBes, apresentamos o método de Vasll’eva derivado de uma
teoria rigorosa, Verificamoes que os resultados sHo idénticos até
erro de O(sz), de acordo com oz obtidos por Segel e na secgio 4.2
0O teorema dque & classico {1962 ndo fol demonstrado, nossa opgdo
fol a de apresentar as idélas sobre sua valldade e aplicar o
método formal na construgio de uma solugdo aproximada.

O carater heuristico mais geral do método de superposig3o
C'matching”) dificllmente pode ser encapsulade em todo o seu
alcance em um teorema, em contraste com o método de Vazil’eva que,
embora possa ser generalizado <(ver Hoppensteadt [17]1, O’Malley
[31]>, tem um escopo bem maiz limitade do gque o© método de
superposicio; a sua vantagem estad no rigor analitico e na
Interpretagac geométrica que nos possibilita.

Observa-se ailnda que os métodos de T“matching” e de
Tikhonov~-Vagil’eva fazem uso de um processo de superposicido
asgintdtica das aproximaglies exterior e interior; a diferenga
consistinde no fato de que o "matching” superpe as duas eclugdes
previamente calculadas em uma regifco intermedidria enquanto que o
métode de Tikhonov-Vaszsil’eva toma a aproximagdo exterior como
basica e superplie a ela uma correcio para a regifio de camada

limlte.
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Esquema de comparag#io

*MATCHING” E41-M

APROX. INTERIOR (1)

—m mm  ——— p—m —— — — mir e ey e mm T e Aem e

— o —— — e — m—d et e m— e e e s —_ - —

TIKHONOV - VASIL'EVA E + AE

APROX. EXTERIOR (DEGENERADA) (E)

CORREGAD INTERIOR (AE) _ _ . _ . . o e e
AE ~ 0

As contas, embora tenham ido evitadaz em geral no texto,
exiglram um trabalho consideravel. Este fato deve-ze
fundamentalmente a que a primeira aproximagao exterior & dada de
maneira implicita.

O método recursivoe de Vasil’eva ¢ bem definido (ac contrario
do "matching” que exige um ajuste em cada etapa) e pode ser
programado com mats facilidade. AproximagSes de ordem superior
podem ser obtidas por programacio em linguagem simbdélica tipo
MATHEMATICA [50], o que sugere uma abertura para um trabatho
futuro.

Nosso estudo considerou apenas a distribuigdc homogénea dos
reagentes, o que resultou em um modeic com equacgBes diferenciais
ordinarias. Pretendemos em trabalhos futuros inclulr o fendmeno de
difusdo que se torna essencial quando observamos que, do ponto de

vista experimental, o processo dificilmente inicia-se <com uma
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distribuicdo homogénea. O modelo matematice neste caso sgera
descrito por um szistema de duas equagBes diferenciais parcials ndo
lineares de reag3o-difusdo, onde occorre um fendmeno do tipo reagio
rapida acoplada a difus3o lenta. E importante observar que a
difusso, embora lenta, & ezsenclal para sustent.ar o

desenvolvimento da reagdo em sistemas nao homogéneos.
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