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INTRODUCAO

Os modelos classicos de Dinamica Populacional vém sendo estudados ao longo da
histéria da matematica e diversas variagoes foram desenvolvidas para esta categoria.

Esses modelos de Dinamica Populacional tém sido substituidos por equagoes ou siste-
mas de equagoes a derivadas parciais, acrescentando processos de Migracao e Dispersao
Populacional as funcoes classicas de Dinamica Vital.

Os modelos matematicos estacionarios tém se mostrado bastante apropriados ao estudo
dos casos espacials. No entanto. ha muitos casos para os quais o modelo s serve a curto
prazo. Portanto precisam ser acrescentados componentes que modelem o carater evolu-
tivo do fendmeno estudado, e que descrevam processos migratorios sazonais ou densidade-
dependentes, além da Dinamica Vital.

Este trabalho visa modelar matematicamente e simular estes modelos com densidade-
dependéncia. incluindo o comportamento espacial (dispersao e migracao). além do tem-

poral.

Na modelagem do problema fazem-se algumas adaptacdes aos modelos classicos de
g p g ptag

dispersao e adveccao de Okubo [22]. Murray [20] e Edelstein-Keshet [3]. acrescentando

uma Dinamica Vital nao linear. que exige uma atengao especial tanto na analise quanto

na aproximacao numeérica.

Quanto a simulagao numeérica. utiliza-se o método de Elementos Finitos de segunda
ordem na discretizacao espacial e o método de Crank-Nicolson na discretizagao temporal.

que resulta num sistema nao-linear.

Para aproximar numericamente a solugao desse sistema, utiliza-se uma técnica de li-
nearizacao local das equacoes com um procedimento iterativo em cada passo no tempo.

Ensaios numéricos foram efetuados e comentados. bem como uma simulacao para uma
situagao especifica de movimentos de dispersao e migragao numa proposi¢ao teoricamente
viavel (e ja estudada anteriormente com outras técnicas mais simples).



No capitulo 1 é feita uma apresentacao comparativa de Modelos de Dinamica Popu-
lacional tanto os que apresentam Dispersao quanto os mais simples. Graficos ilustrativos
dos modelos estudados sao apresentados.

O capitulo 2 trata de modelos de difusao espacial considerando periodos de tempo mais
longos, incluindo assim a Dinadmica Vital da espécie. Apresenta-se também o modelo ma-
tematico proposto para densidade-dependéncia em fenémenos de dispersao e migragao,
bem como a sua formulagao variacional com as vantagens de enfraquecer as hipéteses
de regularidade da solugao e aumentar a classe das funcées admissiveis, tornando mais
abrangente os espagos onde se ira “construir” cada solucao aproximada.

No capitulo 3 utiliza-se o Método de Elementos Finitos de Segunda Ordem via Método
de Galerkin na discretizagao espacial e o Método de Crank-Nicolson na discretizagao tem-
poral, obtendo um sistema nao-linear. Para aproximar numericamente a solucao desse
sistema. utiliza-se o procedimento mencionado de sucessivas iteragoes a cada passo no

tempo.

As solucoes apresentadas através de ilustrativos exemplos comentados encontram-se
no capitulo 4. O capitulo 5 refere-se as conclusoes observadas neste trabalho e a simulagao
citada para uma situagao especifica de movimentos de dispersao e migragao.

Os apendices contém o enunciado do Teorema de Lions e o programa usado nas si-

mula¢oes numéricas.



Capitulo 1

Dinamica Populacional: uma breve
apresentacao

Neste capitulo apresenta-se, tanto um breve relato de modelos de Dinamica Populaci-
onal. quanto a mudanca de Equacoes Diferenciais Ordinarias Homogéneas para Equacoes
Diferenciais Parciais com variaveis espaciais e temporal.

1.1 Modelos de Dinamica Populacional sem Varia-
cao Espacial

Os primeiros modelos de Dinamica Populacional podem ser resumidos de um modo
bastante conciso, e indicativo, com o uso da expressaa:

1dP
ng—:f(}))' (1.1)

onde f(P) é a taxa intrinseca de reproducao.

Esta expressao descreve, para uma escolha apropriada de f(P) por exemplo. o Mo-
delo conhecido como sendo o de Malthus, de 1789. Embora nao tenha sido definido pelo
uso de Equacgoes Diferenciais Ordinarias, foi enunciado de modo bastante claro em “An
Essav on the Principle of Population as it Affects the Future Improvement of Society™
no ja célebre documento que abordava os riscos populacionais devidos ao crescimento
da populacao humana em Progressao Geométrica e o da produgao de alimentos em Pro-
gressao Aritmética. Embora comumente se encerre a teoria malthusiana com esta frase.
ela continua, na realidade, relacionando pestes, epidemias. quebras de safras de alimento.
guerras ou outros desastres de proporc¢oes maiores. com os crescimentos diferenciados de

9



populagao e de producao de alimentos.

¢ Modelo de Malthus

Um exemplo classico da equacao (1.1) é dado pelo Modelo de Malthus [4], [8], sendo
o responsavel pela primeira estimativa do crescimento populacional mundial.

Considerando P(t) a densidade populacional no instante t e A a taxa de reprodugao
por unidade de tempo e supondo que as densidades sio observadas em dois instantes
proximos, t e At +1. o0 Modelo de Malthus define a seguinte relacao:

P(t + At) =~ P(1) + AP(1) At

Ou seja, a densidade total no instante { + At é aproximadamente igual a densidade
no instante ¢, mais o aumento na densidade devido a reproducao durante o intervalo de

tempo Af.

Isto implica que

P(t + At) — P(1)

~ ~ AP(1) . (1.2)

Portanto. no limite para At — 0. a equacao (1.2) se aproxima da seguinte equacao

diferencial ordinaria

)
LSYS (1.3)

com solucao:

P(t) = Pye™

para Py = P(0). a populacao inicial, caracterizando o crescimento dito, corretamente,

exponencial.

10
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Figura 1.1: Grafico do crescimento Malthusiano

De acordo com o valor assumido por A, a populacao pode crescer (A > 0), ir a extingao
(A < 0) ou nao variar (A = 0).

O Modelo de Malthus se adapta para curtos periodos de tempo pelo fato da taxa
intrinseca f(P) = X nao depender do tempo nem da prépria populacao!.

Por isto algumas adaptagoes foram feitas a este modelo na tentativa de incluir no
mesmo fenomeno a inibicao do crescimento populacional. Bassanezi e Ferreira [2]. Edelstein-
Keshet [8]. Murray [20] apresentam algumas abordagens melhoradas destes modelos.

e Modelo de Verhulst

Uma destas adaptacoes foi feita em 1838, pelo demdgrafo belga Verhulst [4],[3]. fa-
zendo com que a taxa de crescimento dependesse diretamente dos recursos disponiveis
da populacao P, ou seja. que a taxa de reproducao A fosse simplesmente proporcional a

Todos os graficos deste capitulo foram feitos através dos softwares POPULUS e MATHEMATICA

disponiveis no Labma.
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concentracao de nutrientes, C:

MC) = k(.

Verhulst assumia ainda que a taxa de crescimento da populacao era diretamente pro-
porcional ao decréscimo de nutrientes , obtendo o seguinte sistema:

dpP

— =MOP=hCP e (1.4)
1C d :
P akep (15)

dt - dt
onde a representa a unidade de nutrientes consumida na producao de um novo individuo.

Resolvendo a primeira parte da equacao (1.3)

dc dp
a - Yar
tem-se
C(t) = —aP(t)+ Co . (1.6)

Substituindo (1.6) em (1.4) obtem-se

dP i -
_(ﬁ:]fl(('o—OP)Pf (1.7)
cuja solucao é:
1301\'
P(t) = - . 1.8
") Po+ (K — FPyle™ (1.8)
onde
P, = P(0) é a populacao inicial,

r = (k(y) é o parametro de crescimento intrinseco e

K= (%l é a capacidade de suporte.



Na equagao (1.8), para valores grandes de 1, a populacao s~ aproxima assintoticamente
para P(oo) = K = Cy/a. E, como (1.8) pode ser escrita como

PyKe™
Pole" — 1)+ K~

P(t) =

vé-se que, para pequenos valores de ¢, isto é. para e proximo de 1, P(t) cresce préoximo
de Pye™ : no inicio, entao, este crescimento é quase exponencial, ou malthusiano.

N2g =1
k=60, a=03
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Figura 1.2: Grafico do crescimento log:stico

Se no Modelo de Malthus a taxa intrinseca f(P) era coustante relativamente a P,
neste caso de Verhulst vé-se que f(P) é uma reta que decresce com P: com variagao

proporcional a prépria populacao: quanto maior a populacao. menor f(P).
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Figura 1.3: Graéfico da taxa intrinseca do Modelo de Verhulst

e Modelo de Gompertz

Outra adaptacao foi feita por Gompertz (1825) [9] para descrever o crescimento de
alguns tumores sélidos. assumindo que a taxa de crescimento diminui com o aumento da
massa celular. Aqui a taxa intrinseca de crescimento f(P) da equacao (1.1) deixa de ser
constante e é governada pela equagao:

—((% =—-hyu .

onde K é um parametro que descreve o decaimento da taxa de crescimento especifico.
Integrando a equagao acima, obtem-se:

o= /106—}” .

sendo p, o valor de y no tempo t = 0.

Assim, substituindo o valor de p na equacgao ‘% = u P, tem-se:

14



dP .
H;‘ = !lop(”_ht . (]'9)

A equacao (1.9) é facilmente integravel resultando em

In(P/Py) = iI‘\—‘,’u — e KYy (1.10)

e obtendo a solucao:

P = Pyexrpluo(l —e M)/ .

Para pequenos valores de 1. e h' =~ 1 — Kt. e, entao. o crescimento torna-se exponen-

clal:

P ~ Pyetolk (1.11)

Quando 1 — oc. P se aproxima de P;, onde

Py = Pyero/h (1.12)

Derivando a equacao (1.9) tem-se:

—l—éz—g = Ei—]—)em — W Peht .
pg di? d?

Igualando a equacao acima a zero e substituindo d—de pela equacao (1.9). encontra-se
um ponto de inflexdo em t = 7. onde

})
1':i,1n("—‘3> ¢ Pl=1)="L

€



Isolando e™h' da equacao (1.10) e substituindo na equacao (1.9), tem-se:

dP K. (P
ar _ I Y
di HoP [ o . (P())}

Eliminando A ou o em fungao de P; da equagao (1.12) e substituindo na equagao
acima, obtemos duas formas frequentemente encontradas da Equagao de Gompertz:

dP In(Fs/P)| _ . (&)
df—'uop[ln(]’f/Po = K Pln 7 )

Observa-se que neste modelo nao faz sentido considerar valores de P préximos de zero
(ver figura 1.4). Também pode-se ver que a taxa intrinseca é uma funcao decrescente.
mas nao € uma reta e sim uma logaritmica.

Nig =1
k = 60, r = 0.1086
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0 18 20 30 40 5C 60
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Figura 1.4: Grafico do modelo de Gompertz
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Figura 1.5: Taxa intrinseca do Modelo de Gompertz

Além dos Modelos de Gompertz e de Verhulst temos:
e Smith (1963)
dpP \ P,—P

@ 5T p AS0.
di " P.+aP @A >0

Neste caso, tem-se para f(P) uma funcao racional que, diferentemente do Modelo de
Gompertz, passa a valer também para valores muito pequenos de P, e nao diminui inde-
finidamente com o crescimento de P. mas tende assintoticamente para —1/a.

17
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Figura 1.7: Gréfico da taxa intrinseca do modelo de Smith



e Goel. Maitra, Montroll (1971)

dP P\°
_(F__)\ 1_(—> P, a,A>0.
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Figura 1.8: Modelo de Goel

Neste modelo observa-se inicialmente que. se a = 1. o modelo se reduz ao de Verhulst
(caso (1). ver figuras 1.2 - 1.3). Para valores de a > 1. tem-se uma taxa intrinseca
que decresce lentamente para populacoes ou densidades populacionais menores. mas que
acelera esse decrescimento para populacoes que se aproximam de P, (caso(ii)).

Por outro lado, se o < 1. o decréscimo na taxa intrinseca € maior para valores pequenos
de P.tornando-se menor mais lentamente a medida que P se aproxima da capacidade de

suporte (caso(111)).
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Figura 1.9: Gréfico da taxa intrinseca do modelo de Goel para o caso (1)
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Figura 1.10: Grafico da taxa intrinseca do modelo de Goel para o caso ()



e Avalla, Ehrenfeld, Gilpin (1973)
ar _
dt

Neste modelo acrescenta-se o coeficiente a que deve ser bem pequeno, ou usa-se sé6 P
com uma baixa densidade populacional, pois caso contrario tem-se o Modelo de Verhulst.

(A —aP +be PP | a.b.A>0.

N6y = 1
r =02 c=5-4, b= 005 a= 0004125

707

Population Density

£l 6C

Time

Figura 1.11: Modelo de Ayalla



-0.05 P

Figura 1.12: Taxa intrinseca do modelo de Avalla

e Bassanezi e Mever (1980)

roP « =" ry >0, constante

dP

dt P4 [P+ K (2P - K) = 2PP]

E um modelo [3] que visa facilitar a escolha de uma estratégia para a exploragao de
recursos organicos renovaveis sujeitos a restricoes ambientais. E estudado em duas fases:
durante a fase I. em que nao ha inibicao sobre o crescimento da populacao. utiliza-se um
coeficiente de crescimento constante. ro. Na fase II. em que o crescimento é inibido. o
coeficiente de crescimento foi aproximado por um polinémio de segundo grau.

o

['»
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1.2 Modelos de Dinamica Populacional com Dis-
persao

Os modelos descritos anteriormente consideram uma populacao ou uma densidade
populacional dependendo s6 da variavel tempo. Ora. isto pressupoe uma distribuicao
espacial homogénea dos individuos de cada espécie, e isto de fato nao ocorre na grande
maioria dos casos.

A observagao e o estudo de muitas espécies indicam a necessidade de se levar em conta

a existencia das variavels espaciais.
Alguns exemplos podem ser citados:

a) No estudo e na analise do movimento dos carvalhos do Sul ao Norte das Ilhas Britanicas
foi necessario a Skellam [25] fazer uso das varidveis espaciais. além da temporal.

b) Analogamente. Antonelli. Kazarinoff. Reichelt e outros [1] usam tanto as variaveis
espaciais quanto a temporal. no estudo da formacao de recifes de coral incluindo a in-
teracao com estrelas do mar.

c) Kareiva [14] usa Equacées a Derivadas Parciais — variaveis espaciais e temporal — na
classificacao de espécies quanto a sua Dispersao Evolutiva.

d) Diniz [6] também recorre as equacoes do tipo citado acima na descricao de proces-
sos dispersivos e migratorios com Dinamica Vital para certas populagoes de peixes. e

e) Nisbet e Gurney. em seu livro “Modelling Fluctuating Populations™ [21] fazem cui-
dadosa apresentacao de diversos modelos deste tipo com variaveis espacials e nao apenas

— como nos modelos de 1.1 — com a variavel tempo.

Nos exemplos citados percebe-se que nao é apenas a difusao (dita “Dispersao Popu-
lacional”) que se observa. mas também estao presentes processos de migracao e/ou de
transporte (ver Gurtin e MacCamy [10]). Para descrever como incluir a modelagem des-
ses fenémenos comegamos pelo estudo da Equacéo de Difusao. Esta equagao, usada para
descrever o movimento molecular coletivo, serve a modelagem de movimento em sistemas
bioldgicos. também. As deducoes sao semelhantes: supoe-se que, como na difusao atraveés
da membrana celular em que a taxa do fluxo depende linearmente da diferenga de con-
centracao, comportamentos similares estao presentes na Dispersao Populacional.
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Uma extensao deste conceito a situacoes mais gerais é conhecida como a Lei de Fick,
que especifica que o fluxo devido ao movimento aleatorio é aproximadamente proporcional
ao gradiente local da concentracao da particula:

J =-DVC(,

onde a constante de proporcionalidade D é o coeficiente de Difusao [8].

A difusao ocorre ao longo do gradiente da concentragao, afastando-se das regioes de

maior concentracgao.

Numa dimensao. o fluxo difusivo é dado simplesmente por

ro(),
Substituindo este valor na equacao de balanco uni-dimensional 25 = —2 (2 1) p(x.1).
tem-se
- 2] 1
Se D é constante ou se nao depende de C ou de x tem-se:
% - Dg%g. (1.14)

Em coordenadas cartesianas. genericamente, escreve como

oc

— =\V(DVC
ot ( )
ou. se ) é constante,

oC

— = DAC,

ot '

onde o simbolo A é o laplaciano de C.

B
[ 1



Em casos de simetrias radial e esférica, em duas e trés dimensoes, a equagao (1.14)
resulta um pouco diferente.

Em duas dimensoes tem-se:

oc_ Do (.
ot ror rar

Ja em trés dimensoes, o resultado é
oc Do [ ,0C
e Sl
ot r*or or
onde r é a distancia da origem.

A Lei de Fick é somente uma versao da difusao do fluxo. O termo — DV (" da a direcao
do fluxo J. O coeficiente de difusao D representa a medida do movimento aleatério; D
depende fortemente do tipo de particulas. do solvente e da temperatura, ou no caso de
populacoes, de muitos fatores caracteristicos da espécie. do local, das condigoes de mo-
mento, em resumo. do ecossistema.

Virios modelos que utilizam a equacao de difusao foram analisados por Okubo [22].
Pode-se adaptar o modelo de difusao de ferormoénios 2, por exemplo, para o caso de difusao
de uma populagao.

Alguns aspectos praticos importantes do problema da difusao manifestam-se no se-
guinte:

e a guantidade da populagao liberada. em termos da concentragao 1cial;

e ataxa de transporte em termos dos componentes devido a, por exemplo, velocidade
do vento;

e a duracao efetiva da emissao e do transporte;

e o0 modo mais eficiente de transmissao.

Ignorando os efeitos do vento e de turbuléncia e assumindo uma difusao isotrépica de
Fick num dominio ? C IR® e com a constante de difusibilidade D, podemos escrever a

?  Ferormonios sao odores quimicos liberados por animais e utilizados para comunicagdes quimicas
entre membros da mesma espécie.



equacao diferencial tri-dimensional como

—(?E—D 52P+5)2P+02P
ot dr?  oy* 02 )"

(r.y,z) € Q. 1 €[0,T] (1.15)

onde P é a densidade volumétrica da populagao. t é o tempo e x. y, z sdo as coordenadas
cartesianas espacias.

Supondo que }M individuos da populagao sao liberados instantaneamente na origem,
isto é. 7 = y = = = 0. entao a solugao da equacao num dominio infinito Q = IR3 é

M
(47 Dt)(3/2) exp(r?/4Dt)

Plr,y.z.1) =

onde r? = 1% 4 y? 4 -2,

Outro modelo simples é o de Kareiva (1983) que utilizou a equacao de difusao para
analisar o movimento local de diversos insetos herbivoros e para classificar espécies de

acordo com sua capacidade de dispersao.

Cousiderou-se o modelo simples de movimento assumindo que o meio é constante e
homogéneo, que todos os individuos sao idénticos e que eles se movimentam aleatoria-
mente. Obteve, assim, a equagao dada por:

ON(x,y.t) _ N O*N :
ot =D ( oxr? + dy? (1.16)

onde

N = N(r,y.1) é a densidade da populacao,

1 é o tempo,

r,y sao as coordenadas espacias. e

D ¢é o coeficiente de difusao que. neste caso recebe o nome de cocficiente de dispersao

populacional.

No trabalho “Local Movement in Herbivorous insects: applving a passive diffusion
model to mark-recapture field experiments” [14] a equacao (1.16) foram ajustados dados
de campo. chegando a mencionada classificagao.

O modelo usado por Kareiva envolve um periodo bastante reduzido de tempo. e a

dinamica vital nao é considerada.



Nas equacoes aqui mencionadas (1.13) - (1.16), embora o carater evolutivo seja levado
em consideragao, o periodo considerado € suficientemente curto para que nao seja incluida
a Dinamica Vital da espécie. E isto que se vera no préoximo capitulo.



Capitulo 2

Dinamica Populacional: a Dispersao
Densidade Dependente e os
Processos Migratodrios

Para periodos de tempo mats longos do que aqueles considerados no capitulo anterior.
pode ser necessario incluir a dinamica vital da espécie estudada.

2.1 Modelos Evolutivos de Difusao Espacial com Di-
namica Vital

Skellam [25] foi um dos primeiros a estudar a difusao espacial de espécies por periodos
de tempo mais longos. considerando uma taxa intrinseca de reproducao f(P) e uma pro-
pagacao aleatoria:

aP 5
ET:DAP+Pf(P). (r,y) e R C R*. te[0,T]. (2.1)
onde
f(P) é a taxa intrinseca de crescimento,
D é a taxa de dispersao. e
P(x.y.1) é a densidade da populacao num dado ponto e instante, com suficiente regula-

ridade.

O objetivo deste estudo era a taxa com que a area inicialmente colonizada pela
populacao de determinada espécie variava com o tempo. Em seus modelos considerou
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f(P) = a (uma escolha Malthusiana, portanto).

Percebeu-se que o termo de crescimento a P nao somente aumentava a densidade mas
também causava uma propagagao espacial mais rapida do que aquela prevista sé pela
difusao passiva.

Se considerarmos a equagao (2.1) apenas com uma variavel espacial z, o modelo ira
retratar uma simetria por translagao na regiao estuda e a equagao a derivadas parciais a
ser resolvida sera

opP 0*P
— = . Q Lt . 2.
5 D(’).;-2+0P reQCR. tel0T] (2.2)
cuja solucao é dada por
PO .7'2
- — >y f — —
Plet) =5 pmye @ o' = 1y

considerando o ponto de soltura de um grupo de individuos da espécie em ¢ = 0 e na

localizagao em = = 0.

Verifica-se também que para valores maiores de ¢, as curvas de nivel se aproximam da

taxa

(drea)’ = 2(aD)'?t .

ou seja. a raiz quadrada da drea aumenta linearmente com o tempo.

Skellam usou este resultado para demonstrar que o movimento de algumas populagées
pode ser explicado através do movimento aleatério dos individuos. Particularmente. ele
aplicou este modelo para explicar a dispersao de roedores. provenientes do Alaska (On-

drata sp) na Europa Central.

Utilizou também o mesmo modelo para explicar o espalhamento pos-glacial de carva-
lhos no Norte Britanico, estimando a “difusibilidade” pelo avanco dos carvalhos através

da Ilha.

De acordo com Reid (1859). em 20000 anos, os carvalhos avangaram em uma superficie
cerca de 1000 km. No entanto, se considerarmos que o processo de difusao populacional
ocorre somente pela germinagao de sementes que caem de arvores mais antigas. um periodo
de cerca de um milhao de anos seria necessario para que a floresta se reestabelecesse.



Calculos arqueologicos, porém. levando em conta o tempo que a espécie levou para
povoar a Ilha colocam o parametro D — da difusibilidade — como um valor tal que:

D > 0.1735 Km?/geracao

O quadrado da distancia média de carvalhos novos (“filhos™) perto de carvalhos ve-
lhos (de geragdes anteriores) era de 4/ geragao, obtendo assim, a distancia média de
dispersao como sendo 2v/ D, tal que:

2vD > 0.833 km .

Ora este resultado, sendo significativamente maior do que aquele da dispersao estética.
isto é, com frutos caindo de uma arvore e germinando no local e repetindo o processo.
levou Skellam a buscar outro processo da Dispersao Populacional.

Deste modo, o espalhamento dos carvalhos deve ter ocorrido com a ajuda de alguns
passaros ou pequenos mamiferos participando como agentes de dispersao das sementes.

Nestes modelos, porém, Skellam nao levou em consideracao nem a densidade de-
pendéncia, nem (no caso dos roedores) processos migratorios.

Um modelo simples de difusao-advecgao foi citado por Okubo [22] para casos de po-
pulacao de insetos. Modelou a dispersao devida a alta concentracao da populagao expres-

sando os termos de adveccao e difusao como fungdes da propria densidade populacional.

No caso unidimensional tem-se entao a seguinte equagao:

05 __8ws) | 9 (Dac) 23]

ot or Or dr
onde a advecgao expressa por u e a difusibilidade D geralmente dependem de r.t e da
propria densidade populacional S. Portanto, o termo do transporte em (2.3) representa
o efeito de atragao de insetos para uma regiao particular. A concentracao de insetos ao
redor de um ponto é interpretada como sendo o resultado de um fluxo atrativo para este
ponto. Assim, u = u(S,x.1).

Considerando a origem. x = 0. como o centro de atragao. e a velocidade do fluxo
atrativo constante igual a:
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U = —ugsgrir)

onde sgn(r) é a classica fungao sinal(x) (1 se r > 0 e -1 se £ < 0). Assumindo também a
difusibilidade dependendo s6 de S, ou. seja,

S‘ m
D = D, (—) , param >0
So

onde Dy é a difusibilidade para S = Sy. A difusibilidade aumenta se m > 0, incorporando
assim a alta concentracao populacional nos valores de D.

Substituindo estes termos em (2.3) obtem-se:

a8 a : 0 S\™ oS .
— —(sg: S (e - .
ot u(,aj_(sglz(:)") )+ D ar {(S‘o) UJ}

Esta equacao é nao linear em S e, para variar. uma solucao analitica é muito dificil de
ser obtida.

Okubo [22] comenta em seu livro que ensaios como este para modelar a dispersao de
Insetos mostram que seu uso € ainda prematuro. Ha a necessidade de introduzir o efeito
da densidade populacional na dinamica dessa equacao de difusdo-advecgao ou difusao-

convecgao (2.3).

Fisher (1937) estudou uma equacao simples de difusao-reacao nao linear. analisando o
espalhamento espacial de um gene favorecido numa populagao. com o Modelo Qualitativo

dado por

aP
—(,)—%—:D_\P+Pf(P). para (r,y) € Ot € [0.7]

com f(P)=A1-P).

Nestes casos utilizam-se algumas técnicas de equagoes diferenciais ordindrias atraveés
do estudo de solu¢oes de equilibrio e ondas viajantes.

Apresenta-se o estudo da equacao de Fisher utilizando estas técnicas, segundo [8] e

[20]. Serao necessarias as seguintes definigoes:
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Definigao 1. Se P(r.1) é uma solucao geral de uma EDP. dizemos que P(r) é uma
solucao de equilibrio se P é solucao da EDP e satisfaz

oP

a =Y
Uma solugao de equilibrio é homogénea se
dP opP
?’)t_ =0 e 8—1 ={.

Definicao 2. Seja f(r.t) uma funcado que representa uma onda se movendo para a
direita com uma velocidade constante v, mantendo uma configuracao fixada. Assim, f é
uma onda viajante.

Um observador se movendo na mesma velocidade na direczo do movimento da onda,
nao nota diferenca na sua configuracao : F(z).

A conexao entre o observador estacionario e emn movimento é:

F(z)= flz.1) =1 —ut (mesme diregao).

Agora F(z) é uma funcao de uma tnica variavel. Utilizando a regra da cadeia. tem-se:
0f _dro: _ar
dxr  d:or d:
0f _dro- __ dF
ot d- ot ds

(2.4)

Se p é a frequéncia de a na populagao e ¢ = 1 — p a frequéncia de A, pode-se mostrar
pela genética de Hardy-Weinberg que a taxa de mudanca da frequéncia p em dado local
é governada pela equacao:

dp 0*p

o = Paztoerl—p) (

[
o

onde o € a intensidade de selecao (Hoppensteadt [11]).
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Note-se que:

I.O0<p<1

2. A equagao (2.5) também pode descrever uma populagao que sé se reproduz logisti-
camente e se dispersa aleatoriamente.

Considere-se entao

P(z) = p(z.t) para z=a—vt.

Utilizando as equagoes (2.4) e (2.5) obtem-se:

2
dP:Di§+oPu—Py

Uz E

E uma equacao diferencial ordinaria de 22 ordem que se pode converter em um sistema
de EDOs de 12 ordem fazendo a substituigao:

dP _ g
dz
Assim, tem-se:
P _
d-
(2.6)

ds o v
—=—=P(1 -P)—- —=5.
d: D ( ) D

Este sistema é nao linear e portanto nao necessariamente solivel analiticamente.
Estuda-se, porém. o plano de fase (ver figura 2.1) onde tem-se na solugao de equilibrio:

dP 0 ds 0
—_ = e — = 0.
d- d:
S=0 e
s=2pP1-P).

v
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O ponto de equilibrio ocorre quando:

(P1,$1) =(0,0) ou (F.S;)=(1.0)

O jacobiano de (2.6) é:

0 -1

(F,.5,)

(Calculando o jacobiano nos pontos de equilibrio tém-se:

0 -1
Ji(P.S) =
O X
D D
0 —1
B Sy) =
e S
D D
Em .J; obtém-se os autovalores
—U 4 LZ_ _ 4o .
- D D™ D  —vx v? —dalD
C 2 B 2D
E em J, tem-se:
L v? 4a
W DEVDET D —vxVii+daD

Como os parametros envolvidos sao todos positivos. conclui-se entao que:
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) € um ponto de equilibrio assintoticamente estavel e

(PlsSI) = (O~0
(P,,S;) =(1,0) é um ponto de sela.

Da equagao (2.6) vé-se que:

dP

a) o lugar geométrico em que — = 0 é o eixo das abscissas (eixo P), onde S =0, além
disso, ”
dP
—(r>0 seesose S<0 e
dP
F<O seesose S>0.
o ds , , a
b) o lugar geométrico em que — = 0 é a parabola S = ~P(1 — P). E
= v
ds
€~ 0 para S<Q(1-P) e
dS
E:—<O para S>%(1—P).
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Figura 2.1: Plano de fase
Apresenta-se a seguir, o uso da Equacao de Difusao-Adveccao para modelar o que
ecologos denotam como dispersao populacional e processos migratérios que. como o proprio
crescimento populacional, podem ser densidade dependentes. Devido a presenca dos ter-
mos advectivos, neste tipo de situagao. técnicas como a descrita acima nao sao viaveis.

Os fenomenos a serem modelados sao:

Dispersao Populacional;

Processos Migratérios;

Um efeito de hostilidade do meio (predacao por outras espécies, por exemplo). e

Dinamica Vital.



Nesta situacao, a equagao torna-se:

06—1; =div(aVP) —div(VP)—oP + F (r,y,t) € Q2 x [0,T], (2.7)

sendo ’

P = P(z,y,1) a populagao ou a densidade populacional,

a o coeficiente de difusdo ou dispersao populacional,

o a taxa de mortalidade da espécie no meio ! durante o periodo [0,T],

V vetor velocidade de migragao populacional, e

F'; em termos matematicos esta fonte geralmente é apresentada na forma Pf(P), sendo
f a taxa intrinseca da espécie.

A Dinamica Vital F' pode assumir as diferentes formas classicas:

1. AP. Modelo de Malthus

2. M1 — P/K)P. Modelo de Verhulst
3. APIn(K/P). Modelo de Gompertz
4. M1 = (P/K)*)P. Modelo de Smith

Todos estes casos, exceto o primeiro !, introduzem alguma nao linearidade na equagao
(2.7), exigindo uma atengao especial tanto na analise quanto nos esquemas de aproximacao
numeérica.

Diniz [6] trabalha com a equagao (2.7), de dinamica vital malthusiana para simular
a brusca mudanga no habitat de populagoes de peixes. Este tipo de modelo se adapta
muito bem para estudos de peixes, apenas em periodos relativamente curtos de tempo.

O objetivo sera estudar o caso da nao linearidade determinada pelo modelo densidade-
dependente de Verhulst, ou seja, quando a equagao assume a forma:

dpP
ot

P
—div(aVP) + div(VP) + oP = ) (1 - E) P

ou, 0 que é equivalente a:

%—]: —div(aVP) + div(VP)+ 0P —aP + bP* =0 (2.8)

' ver referencias [6], [26], [27)




ondea=MAeb= T)\\' e sendo

a é o coeficiente de difusao;

V = (V1.12) é o vetor de velocidade da migracao na diregao x e y;
o é a taxa de mortalidade;

A a taxa de crescimento populacional;

K a capacidade de suporte da espécie no dominio (2.

Do ponto de vista genérico, as condigoes inicial e de contorno sao do tipo:

P(r,y,0) = Fo(a,y). (a.y) € Q
P(r.y1) = go. (z,y) € To.t € (0,7
o%—i—(.r,y./f) = g. (r.y) € T1.1 € (0,T]

com I'g e I'y disjuntos formando a fronteira 0f).

Para o caso particular go = 0, isto é, P(x.y,t) = 0. considera-se que a populacao esta
a uma distancia suficientemente grande da fronteira ['q.

Para ¢, = 0, 1sto é. a%%(;r,y.t) = (. considera-se que nao existe entrada nem saida
da populacao pela fronteira I'y, ou seja. admitimos a existéncia de alguma barreira fisica

(margens grandes de rios, montanhas. cercas etc.) impedindo esta passagem em I'y.

2.2 Formulagao Variacional

Ainda que as formulacoes do tipo (2.8) sejam classicas. e estejam, por assim dizer,
bem mapeadas. mostra-se em contraposicao a essas formulacoes fortes, a formulagao fraca.
Esta, além de aceitar exigéncias bem menos restritas nos parametros, nas derivagoes. na
solugao, presta-se excepcionalmente a obtencao construtiva de solugoes aproximadas e
seus métodos. Desse modo, o Problema dado por P = P{r.y.t):

opP . : 2
o div(eaVP)+ div(VP)+ (6 —a)P +bP* =0 para (z,y) € Qet € [0,T],

com P(r.y.0) = Fy(r.y). (r,y) € Q. e.parate€ (0,T].
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aor
‘5;]‘ |r =0 € P lroz 0.

ira se tornar (ver [13]. [12] e [16}) - num espago V caracterizado abaixo:

PeVv:
oP . .
[ v ds - /dlv(aVP)l‘ ds + /dw(VP)vds 4 (0 a)/Pv ds+
Q Q Q
(2.9)
+b/QP2vds:0, VeeV

sendo o.a e b as constantes mencionadas anteriormente.

Considerando, conforme as referéncias. funcoes e derivadas quadrado integraveis no

sentido fraco tem-se. aplicando o Teorema de Green:

/dp ds+/oVP e d~+/d1\ (VP)vds+(o—ar [ Prdst
Q ¥

ot
+b P?'vd.s— o?—riz dr — / 08—61 dr=20 VeeVV
Q0 any , Oy

Como V = {v € L*(0,T), H'(Q})): tr(v) =0 em 4} 2. econsiderando as condigoes

de contorno, tem-se

/——1' ds + /OVP-V(' ds + /div(VP)v ds + (o ——(I)/Pl‘ ds+
Jo Q Ja

+b PZI‘({S:/ gy v dr Yoel’
J§ N

Ora considerando o e V como independentes do tempo. da variavel espacial e da

propria populacao, tem-se
P 0 ar

/i—vd9+a VP-Vo d~—1—\1/££1 ds + V5 s+

0 Ot o dy

(2.10)

4 (0 —a) Pvd.s+b/P2rds:/ g v dr VeeV
JOQ Q T

tr(v) ou “traco de v" serd 1dentificado no texto simplesmente como v {r ou simplesmente v quando

9

for mequivoco.
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A vantagem de se usar a formulacao fraca ao invés da formulagao classica é que na
equacao (2.9) tem-se as 22 derivadas, no sentido cldssico, enquanto que na equagao (2.10)
obtem-se as 12 derivadas, no sentido das distribuigoes, enfraquecendo as hipoteses de
regularidade da solugao e aumentando a classe de funcoes para as quais o problema faz
sentido. Além disso, as demonstragoes da existéncia e unicidade da solucao fraca em casos
como este, podem ser bem mais simples comparadas com as de solugoes classicas.

Escrevendo a equagao acima na notacao de produto escalar em L%(2) obtem-se:
opP 2 .
Wll + a(VP|Ve), + (0 —a)(Plv)g + V(VPlo), +b (P |1r)Q = (¢1]v)r, Veel

o)
(2.11)
sendo os produtos escalares definidos como
e Em L%(9):
(fl9)sz = [ fla)glz)da
o Em LYI):

(o), = [ fla)gla)r

Para mostrar a existéncia e unicidade de solucao, uma escolha natural seria a de aph-
car o resultado do Teorema de Lions [15] para casos nao-lineares. No Apéndice A tem-se

o enunciado do Teorema citado.

De fato, tem-se:

u(x.t) € L*((0.7T),V) onde

V={ve H(Q):v|r, =0} *:

3 v|r, indica o trago de v na fronteira de . restrita a parte I'y .
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du
(?)7'> Fa(VuVe)g +7 (ule)g + V (Tule)y +

2 —
Fh(tfo)g = (@), VoeV
onde & = 0 — a.
Para usar o resultado de existéncia e unicidade citado, sao necessarias as hipoteses:

1. A aplicagao t € (0.7T) —— a(t,u,v:w) é mensuravel, para a aplicacao definida pelo
lado esquerdo da igualdade (2.12)

2. la(t.u,v;w)] < M | u|ly .|| v|lv sendo M uma constante que independe de u e
de ¢ ’

3. a(t.u.v;w) > A

| v |li, para algum A >0 e
1. se w, (1) — w(t) em L*((0,T):V) entao
T
/ la(t.u(t).v(t);w,(1)) —a(t,u(t). v(t); w(t))|dt — 0 n — oc.
0
fixado u € L*((0.T): Hy(§1)) e uniformemente para v num limitado de

L2((0,T): HY(Q))

Como a injecao de V" em H'(Q) é completamente continua. e valendo as quatro
Lipéteses mencionadas acima, existe e é unica a solucdo u € V' do problema (2.12).
com as condicoées inicial e de contorno dadas:

u(x.0) = ug{x). x € (.
ulr, =0 Vie (0.T) e
du
—oa—:g(x.l‘). vx eIy, Vie (0,T).
J]

Ora a primeira hipotese de mensurabilidade esta garantida pela prépria definicao de
alt,u.v;w). Na realidade. ao se escolher a primeira variavel dependente u. define-se a
terceira: a nao linearidade é dada pelo termo b(u?|v)q.
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Por outro lado. tem-se a terceira exigéncia:
a(t,u.v) > Mv||3,  paraalgum A >0
ver referéncias [6]. [19] acrescentando-se um termo do tipo || [ [, |u|*ds = |b]|jul%..

Ainda, a injecao continua de V em H'(Q) estabelece a quarta hipdtese.

Quanto ao segundo item, tem-se:

a(t,u.v.w) = a(Vu|Vu)q + 7 (ulv)g + V (Vulv)y + b(uw|v)g

Tomando t € (0.T] e fazendo g = mar{a.c}. obtem-se pela desigualdade de Cauchy-

Schwartz

< o [l 11ell -

o/ VuVuvds + E/ u vds
0 Jo

Da desigualdade de Holder tem-se

. Ou .| Ou .
VI, G s < WG| Bl < 0] ol el

aU 811 v
V. '/ — o ds < [VO1|— i, < |V el
V2l | gy S IE ez < Vel Tt g el

b /s) uwvds <bljuael Joll Kb lulle el el

Portanto. tem-se

la(t.u v, w)| < g ”“HHI HUHH] + |V + V3 el g ||1'HH]+

"'HH1

+ b flullpe ol holl e < (C + b flfige) [Jully:

L?

onde C = g + |V + V5
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Ora. o resultado de Lions [15] exige que o termo entre parénteses seja independente de
w, o que evidentemente nao ocorre, mas para as situacgoes tratadas no escopo deste traba-
lho, como os modelos s6 tratarao dos casos em que |jw||. <€ {medida(Q)}?. Py, < 4o
4. entao os algoritmos numéricos podem e devem ser utilizados ainda que do ponto de

vista propriamente experimental.

Ainda mais, como P(z,y,1) — P, (z,y) quando { cresce, entao verificam-se as condigoes
do Teorema de Lions assintoticamente, garantindo tanto existéncia quanto unicidade de

solucao nessas condigoes.

Tovx € Ox(0,T]. wx,t) < P = [Ju(z.t)] L;'Q < // Plds < p(Q) PL.
J Ja
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Capitulo 3
O Modelo Discreto

Apesar de haver alguns resultados analiticos quanto as condigoes para o estudo da
existencia. da unicidade ou da regularidade das solucoes de equacoes como aquelas aqui
apresentadas, no tocante a obtencao de tais solugoes é muitas vezes necessario recorrer a
Métodos Discretos de Aproximagoes. Eo que ird ocorrer neste €aso. '

A busca por solugoes aproximadas que possam ser usadas em simulagoes pode ser efe-
tuada por diversos caminhos. Opta-se pela separacao de variaveis que resulta do uso do
Método de Galerkin em conjunto com Crank-Nicolson. Na Discretizagao Espacial utiliza-
se 0 Método dos Elementos Finitos usando Elementos Conformes de Segunda Ordem.

3.1 O Método de Galerkin

Uma das opcoes de aproximacao é o Método de Galerkin [12]. no qual se constréi um
subespaco 1}, de V', sendo este subespaco de dimensao finita . e se reformula o problema

variacional ja apresentado nesse subespaco.

Em outras palavras. sendo 1}, um subespaco de base 3 = {-1. p2..... ©N }- a expressao
(2.11)

(%—flz*) + 0 (VP[S0) 4 (0 = a) (Plo) + V(VP[e) + b (Pe) = (i), Ve €V,

torna-se:



(fjf—lzh) + o (VP|Vuv) 4+ (6 — a) (Ploy) + VIVPloy) +

4 (3.1)
b(P? o) = (g1 lva)r, Vp;, € Vi,
Como, Vv, € V).
N
vy = Zc] ) @i(x.y) ch(t) WDj (3.2)
J=1

resolver (3.1) corresponde a procurar, fazendo uma separacao das variavels temporal e
espacial, uma solucao P, € V}, que aproxime a solucao P € V' :

N
P, =Y _Pi(t) ,(a.y) }:P (3.3)
71=1
Neste caso,
aP}‘ N dP]
o, T 2Ty, Y € (3.4)
ot J};; t 7
(3.1). (3.3) e (3.4) dao
N dP (1 l A ()75/
3=1 1=1 j=1 .
o g N
+‘/QZPJ(1) (a_JI‘Fi) +(U—0)ZPJ(1)(¢]I¢1)+ o
j=1 Y j=1 (3.5)
N N
b ((Zpk(f)’»ﬁk) (ZPJ'(’) »9]') IY%-) = (g1 l¥i)r,
k=1 1=1

para cada elemento o, da base 3 de V.
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Rearranjando convenientemente o termo nao linear (1) obtem-se:

k=1 7=1

N It R N
PR (szpj(l) %M) =b R (ZPN) (w%l%))
k=1 ,j:]
e. entao, tem-se em (3.5):

N
J=1

dP, s 3 a2
(;,“) (pilei) +ad_Pi(t) (Vei|Vii) + ViD_P(1) (U—Tl*”)*
N

N ,)
+ V2D _Pi(t) (%%1;1) + (0 —a))_Pi(t) (wslpi)+ (3.6

i=1

N N
+bY_Pi(t) (ZPJ(” (W%l%)) = (g1lvidr, Vo € 3.
k=1

a=1

Isto corresponde a um sistema nao-linear de Equagoes Diferenciais Ordinarias na
variavel 1 com a condicao inicial (ja discretizada) dada implicitamente por

N

Y _Pi(0) ¢;(x.y) = Pola.y). (3.7

=1
Em outras palavras. o sistema nao linear de EDO é escrito compactamente por

dP(t
M <——di—)) +f(P(t)) =d(t), te(0.t)

com P(0) dado. onde

M corresponde aos elementos a,, = (2. 2;).

f é dada por:

x N - N 9.
a) Pi(1) (Ve [Ve) + V1D _P(t) (dW lr”i) +12) _P(1) ( T [¢1-)+
j=1 =1 da e dy
N N N
1o —a)Y Pit) ()l¢e) + 0 Pl(t) (}:Pj(f) (\Pkﬂ'l»?i))
1=1 k=1 1=1

e d por:
(gl I‘Pi>r1
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3.2 Discretizacao Espacial. Método de Elementos
Finitos

- Este método exige a discretizacao do dominio do problema em um numero finito de
subdominios simples, os elementos finitos, e o uso de conceitos variacionais para construir
uma solugao aproximada sobre a colecao desses elementos finitos.

Constroi-se entao uma malha de elementos finitos (que neste caso séo triangulos) sobre
o dominio €. obtendo uma triangulacao €2, como mostra a figura (3.1). Nos casos a serem
abordados no presente trabalho considera-se {2 como o retangulo de vértices (0.0). (2,0),
(2,1) e (0.1). A parte I'g da fronteira de Q é dada por [0,2] x {0} U {0} x [0,1] e Ty, por
sua vez. é dada por [0.2] x {1} U {2} x [0,1].

Figura 3.1: Malha discretizada

Vale ressaltar que nem sempre o dominio (? coincide com o dominio €2;,. Isto ocorre
quando se tem. por exemplo, um dominio circular. Mas nesses casos quando h — 0!, Q,
tende (de algum modo) ao dominio .

Dada a presenca dos termos advectivos. representados por:
I

N . N
e Dy, g <3
b (m?/ '*9") DS ( 0y "”)"

e as dificuldades que acarretam, escolheu-se trabalhar com o espaco das fun¢ées quadraticas,
ou seja. as fungoes base restritas a um elemento triangular genérico " sao da forma:

wi Ik (2,y) =a+br+cy+da’ + cay + fy (r.y) € K, (3.8)

tendo seis parametros que sao usados para construir um elemento finito com seis nos. isto
é. um triangulo com nés em cada vértice e nos pontos médios de cada lado:

TA expressao “h — (" tem aqui o significado usual em Elementos Finitos: indica que o diametro do
maior elemento da malha esta tendendo a zero.



Figura 3.2: Elemento finito com seis nos

As fungoes base definidas sobre o dominio discretizado §2;,. o1 (7, y), po(z,y)..... on(2,Yy)
formam uma base de V), satisfazendo:

1 ser1= ,
SHESN') :{ 0 se ?~#j- (3.9)

onde (r,.y;) sao as coordenadas dos nés na malha de elementos finitos. Além disso.
pi(x.y) = 0 sobre todos os triangulos K de €, que nao “tocam™ o né (r;,y,).

Nas equacoes com o termo advectivo. a posi¢ao do triangulo na malha faz diferenca
na construcao da sub-matriz de rigidez. que deixa de ser simétrica. Por isto analisa-se

dois triangulos padrao com os seguintes nés *:
(0.4y) ©0.4y)  (A&2,8) (axay)
©.2/2) (ax/2,49/2) (ax, 4y/2)
‘ (ax/2, 47/2)
00  (ay2,0)  (ax0) (Ax,0)

Figura 3.3: Triangulos Padrao

5 : ; . : . .
“usando a origem do sistema como o canto inferior esquerdo do Domimo Retangular — o que nao
compromete a generalidade do que se segue.
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Entao, para construir as funcoes ¢, da base 3, resolve-se dois sistemas lineares de seis
equacoes e seis incognitas, utilizando as equacoes (3.8) e (3.9). Obteve-se as seguintes

funcgoes base:

ePara o triangulo 1:

2
9_Y
o7, y)—]—3z———32;/—+.. )2+4ATAy+2(Ay)2

’ — e T —
pa(T,y) = 4AT 4(A. )2 4A:rAy

2

o) =~ + 200,

™|

. v — J.
“)‘94('17?/) =4 'lAy

=L 4904
Psly) = = Ay + 27
2
/I
596(7 y)"‘4Ay 4A1‘_§?} (AU)Q

s X Y ot Ty v
wi(r.y) =3 -5x7 '3Ay+2(m)2 Ayt (Ay)?
PR SIS AR AN
e2r.y) = =1+ 84 T4Ay 4(_\1«)2 ArAy

2
U - S £
walry) =1 =335 + 2307

2
LA - ———LT’
ws(r.y) = SAU “(Ay)?

a2
‘r:‘( ):—4+4T+8§_—4AJ~SU 4(’!/1/)2.




(Clom esta escolha da base ;3 o sistema nao-linear de Equacoes Diferenciais Ordinarias
(3.6) pode ser reescrito como:

fi%’—) = MY (—f(P(t)) + d)

com M, f(P) e d definidos anteriormente.

3.3 Discretizagao temporal. Método de Crank - Ni-
colson.

Utiliza-se o Método de Crank-Nicolson para discretizar a variavel temporal da equacao

(3.6). O método consiste em usar as aproximacgoes:

P1(tn) + -Pi(tn-}—l)

Pi(t, + At[2) ~ 5

Pi(f7z+1) — P‘l(tr:]

dP,
— 1, + ~
(t, + At/2) ,

dt

ambas da ordem de (At)? em (3.3) estimada em t = t,, + At/2 (ver [5] e [13]).



Obtem-se, entao:

N P(”+1) P(") N P(“+1)+P("
Z v WJL’D' + OZ ) V@]IVQ,
J=1 1=1 ]
N (n+1) (n) N n+1 n) .
P, + P; 0y; P, ) 4+ P dy¢
‘ J J 25 ‘ Y ;
! Z 2 (5-’1'|y)+ 22 2 ('y,p)+
(3.10)
N plnt+1) (n)
P + P,
+ (0 — G)Z‘L"_.‘)‘”J— (@;loi) +
J=1 -
N (n+1) n N (n+1) (n)
P + P P '+' P n 2
Z ( ) (Z (ereilei) )} = (9§ Y )|»9z')r1
um sistema nao linear em P = (P P ... P{) onde caracteriza-se P! pela
relacao:
P = Play.yi.1n)
com a condicao nicial dada por PA(,O) = Polay. yi).
Em outros termos.
dP(¢
) _ MY (~f(P(t)) + d)
dt
pode ser reescrito como
(TI+1) - (n) ri+1 (71
_P;Kf_P_. =M1 <__f <B__~.;__"_li__> + d(‘"+1/?)> {3.11)

com P© dado e com d"*1/?) definido como (g""*1/2)|o.)r,



3.4 O Problema Discreto Linearizado

Ao invés de fazer uso do sistema nao linear acima descrito usa-se a aproximacao (ver

Mever [17)):

N P(“'H P(“) N P(""H) P(ﬂ
YT ) e L (Ve IV +

N P(n"H P(" 889]! ZN:PJ("‘H) + P(”) 0?91 |gr9 .
2 dy '

N P,(n+1)+P,I-(ﬂ)

+ (0 —a)y_ ————(pjlpi) +
i=1 &
: P n+1 P(n .
+bz Py )Z (—-———~ (orslei) || = (g 2 e - Vi, € 3.
k=1

(3.12)

A diferenca desta expressao para a de (3.10) reside no uso de Pk(.") no ultimo termo
do lado esquerdo. transformando o sistema nao-linear numa iteracao linear aproximada.
Com vistas ao algoritmo procurado, reagrupam-se os termos de modo conveniente para

obter:

.
N At A NS
S pirty) {(1 +(a—a)7) (sle) + a5 (Vo [Voi) + 115 (;”%) +

AT (0f At
+ Vs ( _’”l;‘) +b5 3 1 )(sﬁk%I%)]} =

—2_ dl/ < k=1
N At At LA (Dp,
=3P ){<1 — (0 — (1)7> (2l = a5 (Ve[ Ve) = Vi ( " l%‘) -
)= & & SN
, A0 At &) (r+1/2)
— Vo ( By hz) - ’1"2‘;::] [P (%%‘M)}} + (9 P,

O resultado serd o seguinte sistema linear:



A(P(n))P(n+1) — B(P(n))P(n) + dm+1/2) 3 (3.13)

com a condigao inicial P©) = (Pl(o),P;,(O), e ,P,(\?)), onde a matriz A(P™)) esta definida
por

At At At {0,
au=(1+(0—a) ) (pslpi) + o (Vi IVei) + 115 ( %|~m)+

._

At [dp AtE
+V27(.*j ) 72[ (orpsloi)]

€ B = (b,‘j)

At At VAt [0y
bi] = (1 - (0 - a)—z—) (*ﬂ"v’z) - '_)' VY/“—YI ‘1-)_ (—l;_/l;z> -

&

'—1

At 3” At n
-V ( —=lv )— 72[1315 N(oreslen)]

k=1
O processo iterativo é obtido entdo mediante a relacao de recorréncia (3.13) dada por:

PO cRNe
P®+1) gbtido da solucao de (3.14)

A(P®)). p+l) — B(P®)) . P 4 (n+1/2)

Do ponto de vista algoritmico, as matrizes A e B nao serao obtidas né por né como
os indices indicam. mas elemento por elemento num processo usual, e sio atualizadas a
cada passo do tempo. Isto ira corresponder a uma tnica iteracao interna em cada passo.
embora diversas possam ser efetuadas. Para sua obtencao. usamos as submatrizes de ri-
gidez, indicadas no Apéndice B. obtidas em um elemento finito genérico. O procedimento
do algoritmo é o de percorrer a malha elemento por elemento acumulando os termos nas

30 termo d""*}/?) pode ser considerado no esquema numérico como {g" /2" | £, ou como

< )y () | >
) ¥Yi .

2 r

H4



matrizes gerais.

O algoritmo dado por (3.14) corresponde a uma tinica iteracao interna em cada passo.
Como este algoritmo nao evita as naturais oscilacoes numéricas (ver capitulo 4), introduz-

se a seguinte variante:
PO ecRNe
P®+1) obtido das sucessivas solucoes de: (3.15)

A(p(*)) PO = B(p(‘)) P4+ dn+1/2)

com P*) dado inicialmente por P(®) e a partir da segunda iteragao interna, assumindo o
valor de P*=*). O valor obtido na iteracao interna final sera o de P+ (ver Rachford

[24]. Douglas et al. [7] e Meyer [17]).

Este método de tipo preditor-corretor. definido no ambito de uma discretizacao Crank-
Nicolson ird melhorar as aproximagoes mas nao indefinidamente: ele tende a melhor
aproximacao da ordem de (At)? * em cada iteracao temporal. Além disso. sua eficacia
em eliminar as oscilagoes se perde de vista a medida que o tempo aumenta e as oscilagoes
desaparecem naturalmente (ver capitulo 4).

4 resultados de convergencia podem ser encontrados nos trabalhos citados: [24]. [T] e [17]).

ot
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Capitulo 4

Resultados de Simulacoes
Numeéricas

Na aproximagao numérica de equacoes com componentes migratorias (advecgao ) -
div(V P) - podemos obter oscilagdes na solugao numérica quando ha uma dominancia do

termo advectivo.

Uma tentativa de evitar estas oscilacoes foi a utilizacao de elementos finitos de segunda
ordem, com o intuito de refinar ainda mais a malha. de forma que a advecgao perca a

preponderancia.
Outra maneira seria estabelecer um critério que fornega uma condigao sobre a discre-

tizacao do dominio. Esta condicao é denominada “Condicao de Peclet™:

Vi A

G

<2

onde

Vi é a componente 1 do vetor V da advecgao :

Ar; é a dimensao maxima da discretizacao (ou subintervalos) na direcao r; e
a é o coeficiente de difusao.

Ha outra condigao que pode ser utilizada quando o coeficiente de difusao é zero. é o
“Numero de Courant™ dado por:




Nas simulagoes ! apresentadas aqui. utilizou-se parametros aceitaveis a Condigao de
Peclet, sendo os seguintes:

4

a=0.05

o =0.02

a=0.5

b=0.1

Al =05

Ar =0.25
| Ay =0.2

nos casos indicados de migracao.

Nos primeiros casos. a populagao inical estd uniformemente distribuida em todo o
dominio (P, = 0.5). Para isto optou-se pela visualizacao da superficie aproximada no
instante { = H0. que corresponde praticamente ao estado estacionario.

'O programa foi desenvolvido na lingnagemn FORTRAN-77 em ambiente UNIX em SPARC-Station
(SUN). Na resolugao do sistema linear A(P"))Pn+1) — BP(") 3 cada iteragao, utilizou-se o método LU
via subrotina SGECO e SGESL do LINPACK. Os graficos foram obtidos através do software MATHE-
MATICA disponivel no LABMA (Laboratério de Matematica Aplicada - IMECC - UNICAMP).

-~}



Na figura 4.1 nao ha migracao, isto é, V], = 1, = 0.

Figura 4.1: Sem migracao

Nas figuras 4.2 e 4.3 estao ilustradas. respectivamente os casos de: migracao na dire¢ao
do eixo r (eixo maior (0-16)). o que corresponde a V; = 0.1 e V, = 0. e migracao so na
direcao do eixo y (eixo menor (0-11)). isto é. V] =0e 1, = 0.1.

ta



Figura 4.2: Migracao s na direcao r

Figura 4.3: Migracao s6 na direcao y

Ha



Na figura 4.4 tem-se a situacao de uma componente migratoria correspondendo a

V = (V. 13) = (0.1,0.1).

Figura 4.4: Migracao nas diregoes r e y
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Seleciona-se, aleatoriamente, um 1nico ponto da malha utilizada, §86, reproduzindo
cada tipo de migracao anteriormente ilustrado.

densidade

3.24 ¢ o

20 20 5;) 50 1&) iteracao

Figura 4.5: Sem migracao

densidade
2.5¢

2.35}

* A A A e A
20 20 60 80 Tog iterecac

Figura 1.6: Migracao na direqao r
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densidade

Lesk .../-"‘*
L]
.
L
L
1.8 .
L)
1.75 ¢
L]
1.7} ¢
L]
1.65}
.
Y20 40 ) 80" 1gg iteracao

Figura 4.7: Migracao na direcao y

densidade
1.02 } ’/‘7
..
.‘.‘
.
et \ o \ .
2¢ 30 0 80 Tog iteracao
.
L ]
.
0.58 .
[ 3
.
-
0.96
[ ]
.
0.94 | *
[ ]
[ ]
0.92 }

Figura 4.8: Migracao nas direcoes r e y



Concentra-se, agora. a populacao inical em uma regiao determinada pelos pontos (234.
235, £36. £44, £45, £46. 131, 235 e £56) da respectiva malha. Dois casos distintos sao ana-
lisados para os mesmos tipos de migracao dados anteriormente: um com apenas uma
iteracao interna a cada passo de tempo e outro com seis iteracoes internas a cada passo.
A escolha pelo numero de seis iteracoes a cada passo tem-se porque nos casos estudados
para esta quantidade, as oscilagoes eram eliminadas. Com este objetivo, entao, deve ser
escolhido a cada passo o mimero adequado de iteracoes internas.

1) Sem migragao:

Figura 4.9: Graficos com uma iteracao interna
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Agora escolhendo o ponto £15 da malha utilizada. por ser central na condicao inicial
dada. obtem-se:

densidade

no’ 45
e ®
0.23 p
.
.
0.2
.
. .
0.1 b * .
. . .
.
.
0.1 p .
L]
0.05
hd .
L
-
+ 1‘A - zﬁ— 1teracan

Figura 4.11: Gréafico de um ponto com uma iteragao interna

densicade

no' 4%
e & % & & & & o s e »
.
.
2
.
1.5 p
.
1 b
.
0.5 p
.
.
.
4 ry R 1“ —1 1teracac

Figura 4.12: Grafico de um ponto com seis iteracoes internas



Pode-se também observar a distribuicao da populacio através das curvas de nivel:

15

12.5

10

7.5
5
2.5

t = 10,0
15 is
12.5 12.5
10 10
7.5 7.5
5 5
2.5 2.5

Figura 4.13: Curvas de nivel com uma iteracao interna
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15

12.5

10

15

12.5

10

Figura 4.14: Curvas de nivel com seis iteracoes internas
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do eixo a:

ao

direg

ao s6 na

2) Com migrag

igura 4.15: Gréficos com uma iteracao interna
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densidade

net 4
1z W
o
-.
o
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..
s
! .
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.
K]
*
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-
.
.
.
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.
L]
..
0.4 K
.. »
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o
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e ®®0aee bl
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Figura 4.19: Grafico de um p

onto com uma iteragao interna

dens idade v as
prow
..
[
1.mz2 b
*
L]
1.3118 b
.
75 s 63 55 Ter iteracac
*
1.3105

Figura 4.20: Grafico de um

-~]

ponto com seis iteragoes internas

%






t =5,0

t = 0,0

10

10

65,0

10

135

12.

15

12.5
10

10

Figura 4.22: Curvas de nivel com seis iteragoes internas
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3) Com migracao nas diregdes dos eixos r e y:

t =100,0

55,

Figura 4.23: Graficos com uma iteracao interna

D
-



S,

Bingr (B

.~ Ay,

-~ )
R Y gy p Y.

Figura 4.24: Graficos com seils iteracoes Internas



densidade

no’ 4%
o‘..
o
0.3 + o
o
o
o*
L)
0
0
0
..
0
»
o
)
0.2 ¢ o
«*
.‘
Cd
»
.
* )

* . o

0.1 p o
e e
L S A
® *
. e®
.
.
s A L. - wher 1teracas
L 2¢ 40 60 [B 105

Figura 4.25: Grafico de um ponto com uma iteragao interna
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Figura 4.26: Grafico de um ponto com sels iteragoes internas
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t =250 t = 40,0
r

15
12.5

10

Figura 4.27: Curvas de nivel com uma iteracao interna
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Figura 4.28: C'urvas de nivel com seis iteracoes internas



Depois de observar todos estes graficos. percebemos claramente que existe um com-
portamento densidade-dependente dito logistico. isto é a cada ponto destacado do nosso
dominio para analise identifica-se uma capacidade de suporte local.

A diferenca entre os graficos de 4.1 a 4.4 consiste principalmente no aparecimento de
inflexées na diregao do transporte advectivo. quando ocorre a migracao, que sao 4.2 (mi-
gragao paralela ao eixo x), 4.3 (no sentido de v) e 4.4 (em ambas diregoes). No primeiro
grafico, em que nao ha migracao ou em 4.2 e 4.3 nas direcoes em que ela nao acontece, ha
um comportamento de “pluma” - do tipo de Gauss. Ainda, para o caso sem migracao. o
limite assintdtico da densidade populacional em cada (z,y) é atingido mais rapidamente
(nao ha transporte) e os valores assintéticos variam de um caso a outro, conforme a pre-
senga e o sentido da migracao.

No caso das figuras 4.9 a 4.28 quer-se enfatizar as oscilagoes numéricas devidas a nao-
linearidade do problema. tendo em vista que. a medida que se aumentam as iteragoes
internas a cada passo do tempo. estas oscilacoes diminuem rapidamente. Observem-se as
curvas de nivel 4.13 e 4.14: para t= 19 com uma iteragao por passo. ainda tem-se os-
cilagoes. enquanto que para seis iteracoes por passo, praticamente ja nao ha oscilagoes em
t=4. Isto também pode ser observado nas figuras 4.9 e 4.10 e nos graficos dos nos isolados.

As mesmas oscilacoes ocorrem introduzindo a migragao s6 em uma direcao ou nas duas
direcoes. Vale contudo ressaltar que, mesmo com uma iteragao a cada passo e aumentando
o tempo. estas oscilagoes desaparecem, mas nao tao rapido se aumentassemos as iteragoes
internas. Neste caso demoram mais para alcangar o estado estacionario. Observe as
figuras de 4.15 a 4.18: com seis iteragdes por passo em t=20, ja se atingiu a capacidade
de suporte. Com uma iteragao a cada passo o estado estacionario é atingido em t=65.



Capitulo 5

Conclusoes Finais

Nos modelos mencionados no inicio deste trabalho, considerados classicos, nao ha
consideragoes de variacao espacial da populacdo. Por outro lado, os métodos utilizados
em geral para aqueles modelos de dispersao-migracao (ou ditos de Difusio-Advecgao)
precisavam da linearidade dos modelos. dificultando aqueles termos nao lineares que des-
crevem caracteristicas de densidade-dependéncia tanto em processos de dispersao (uma
Difusibilidade que depende da solugao). quanto em movimentos migratorios ou até numa
mortalidade, fruto da densidade populacional (como o efeito de Allee. por exemplo).

Em modelos como aquele que aqui foram apresentados. porém, essas nao-linearidades
podem ser tratadas — e o algoritmo descrito se presta muito bem para as necessarias apro-

Xlmagoes numericas.

Embora os exemplos de simulacao que este trabalho apresenta sejam de ordem total-
mente teodrica. e isto se deve parcialmente a “novidade™ do modelo. existem oportunidades
imediatas de aplicacao. Por um lado. o trabalho conjunto que vem sendo desenvolvido
com o Departamento de Zoologia do Instituto de Biologia da UNICAMP [18] tem como
um de seus objetivos a coleta de dados utilizaveis em modelos como aquele que aqui
se discute, e ira necessitar do algoritmo apresentado em simulagoes para a avaliacao de
impactos ambientais. Por outro lado. modelos que podiam ser adotados por periodos
restritos de tempo - presos que estavam a modelagem Malthusiana - podem agora ser
abordados com os procedimentos numéricos descritos no capitulo 3. Um caso especial é
o do trabalho de Diniz e Meyer [6]. Apresentam-se a seguir alguns ensaios numeéricos nos
guais 0 modelo da obra citada é acrescido de um termo densidade-dependente de tipo
Verhulstiano, e. embora as condigoes de contorno nao sejam exatamente as mesmas. por
for¢a do cédigo numérico apresentado no Apéndice B, alguns efeitos ja se fazem sentir na
analise de resultados a longo prazo:
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O comportamento em cada ponto identifica uma capacidade de suporte local -
que seria de se esperar ..., e

2. O fato de se trabalhar com Elementos Finitos de Segunda Ordem simplificam de
modo evidente os mecanismos com os quais é necessario agir para evitar as oscilagoes
devidas aos termos advectivos. '

As figuras representam uma simulacdo computacional de um procedimento de Dis-
persao-Migracao com as condigoes de contorno dadas por: populacao nula ao longo dos
eixos das abscissa e ordenada e derivadas direcionais nulas ao longo dos outros dois lados
do retangulo estudado. As condigdes iniciails sao as mesmas de Diniz. Observa-se que,
como no trabalho citado, e nos resultados do capitulo anterior. hd uma inflexao naquela
direcao ao longo da qual ocorre a migracao, mas também existem capacidades de suporte
locais em todos os pontos -~ uma melhor aproximacao da realidade.

densdade o 9

3.097¢

3.0974 p .

3.097z p

9

iteracas

Figura 5.1: Grafico de um ponto



fetd e Sarist AR
o AP Y S0 AR Mooe: sy e
e i i A0L8 O0% I R B
ool R




Figura 5.3: Graficos do Modelo de Diniz adaptados
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Algumas oscilacoes persistem - conforme mostradas nas figuras. Devemn ser conside-
radas como resultado da nao-linearidade, visto que desaparecem a medida que o tempo
evolui - e isto indica claramente que o procedimento aqui utilizado deve ser uma ferra-
menta de simulacao em trabalhos num futuro imediato.

Além disso. a tendéncia ao trabalho com modelos multi-especificos junto com as ca-
racteristicas de variagoes espaciais de diversos tipos, mais as interacoes interespecificas.
podem ser abordadas por processos do tipo daquele ja descrito junto com termos de
Dinamica Populacional que também nao sejam lineares: um fato que limitava simulagoes
numéricas a periodos curtos — e com resultados nem sempre confiaveis: o que é um periodo
“curto” para uma populacao. certamente sera uma “eternidade” para outras.

Espera-se poder utilizar este modelo e o algoritmo apresentado em casos praticos como
o mencionado e em casos de interacao multi-especifica com Dispersao e Migracao.



“Apéndice A

Teorema de Lions

Seja A(t.u.v) um operador tal que:
(1) Vu.v € V, a fungao : t — A(f.u.v) é mensuravel.
(i) A )] < M Julls ol
(111) 3X € R tal que:

A(t.e.e)+ A ||1'||L2 > 6 |lvll - 6>0. reV

(iv) L;(v) é continuo e se
(v) £ € L*((0.7): L*(2) ) e uo(x.y) € L*(Q).

entao existe uma tunica solucao do problema variacional

dP
(5'1‘) +a(VPVe)g + (0 — a) (Plu)g + VIV Plo)g +
Q (A.1)
+b (P2|1‘)Q = {g1|v)r, VeeV

Mesmo nao conseguindo utilizar o resultado de Lions para demonstrar a existéncia e
unicidade da solugao , percebemos que a analise numérica é muito proxima do esperado.
Podemos ver isto claramente quando escolhemos qualquer ponro. ao acaso. do dominio.
ou seja. o comportamento densidade- dependente dito logistico estd presente em todos os

pontos (ver figuras do capitulo 4).



Apendice B

Esquemas Computacionais

O Capitulo 3 apresenta diversos calculos especificos na obtencao dos produtos internos
que irao figurar nas matrizes de rigidez — e nos sistemas nao-linear e linear dados por
(3.10) e (3.13), por exemplo.

A obtencao dos elementos de tais matrizes depende, obviamente. da discretizacao do
dominio espacial do problema estudado. Para dominios com caracteristicas retangula-
res. calculos genéricos podem ser feitos simplificando consideravelmente tanto o programa

quanto o esquema numMérico consequente.

Apresentamos a seguir as sub-matrizes que. obtidas elemento por elemento. irao com-

por as matrizes citadas.

Com as fungoes base obtidas no Capitulo 2 calculamos as sub-matrizes de rigidez (com

a nomenclatura do programa).
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As matrizes SMFI1 e S‘MFI‘Z tem elementos da forma:

a;; = //]\ @i ds,

ArAn ArA
60 0 - 560~
4ArAy
0 5 0
_ArA 0 Ar A
360 60
_ArA 2ArAy 0
90 45
_ArAy ArAy ArAy
360 — 90 ~7360
0 2ArAy ArA
45 90

ij=1a6

ArA ArA

2ArAy _AzAy
45 90
ArA
0 =360
4ArAy 0
45
ArA
0 60
2ArAy 0
45

As sub-matrizes SMGFI1 e SMGFI2 possuem elementos da forma:

a;; = -//I\ Vo, Vo, ds.

A n Ay _ 2Ay Ay
2Ay T 2Ar 3Ar 6Ar
_2Ay 4Ar | 1Ay PAY;
TAT 3Ay T 3Ar 3A7
Ay 27y Ay
6 A 3Ar 2Axr
4Ar
Ar
6Ay 0 0
2Ar
T 3Ay 0 0

i,j=1a6

iy
A

o~

90

0 )
2ArAy
45
ArAy
90
2ArQy
45
0
JArAy /
15
Ar _2Ar
6Ay 3Ay
0 0
0 0
0 42y
3Ar
Ar _2Ar
23y 34y
2Ar 1(Ar | Ay
“3Ay 3 (Ay T Ar




As sub-matrizes SMDx1 e SMDx?2 tém elementos da forma:

1.]:136

O
= //l\ or " ds.
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As matrizes tridimensionais SMTRI1 e SMTRI2 tém elementos da forma:

a,jk = /A PiPivk d‘ i,js k =1lab
AN

No caso da SMTRII e para k = 1, por exemplo. os valores genéricos de a,;; sao dados

pela matriz:

ArAy ArAy . ArA ArA _ ArA ArA
140 970 560 630 260 =10
ArAy 0 CArAy ArA; 0 0
910 630 ~ 315
_ ArAy _ArAg ArAy ArA
1260 30 — 360 0 5550 0
ArA ArAy 2ArA ArAy
30 — 375 0 -5 0 —315
_A;I'Aq ArAy _Al.lq _A.I‘AI{
960 0 2520 0 1260 630
ArAy _ArAy _A?A
270 0 0 315 630" 0

ArAy 0 _ Aq:.ky _ ._X‘l .él 0 0
210 630 315
2ArAy 2ArAq 2Ar Ay 2ArAy
0 25 0 105 — 7305 105
ArAy Ar Ay ArA
630 0 =10 0 0 3313
ArA 2ArA 0 2ArAy _ArAy 4ArAy
~ 315 105 105 315 315
_2ArAy _ArA ArA _ArA
0 315 0 15 30 15
0 2ArAy ATA 1ArAy _ArAy 2.&1.3;1)
105 315 315 315 105
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A.rjAy
).
ArAy
- ~r ':) .

ArA\

126

ArA;

__AfrAq

315

ArA

A‘.‘I‘A y
. A.?_'Aq

20

_A..TAE
)

ArAy

ArAy

140

ArAy

ArAy

315

_ArAy
A'J'Ay

<

0

ArA
ArAq

Para k = 3 temos a matriz:
252

( _ArAg
_A:{Ag
Para A = 4 a matriz é:

ArAy
315

4Axr Ay
315

“The

]

(]

0
0

D

<

\#w J
13 S

| ~i

= A,b

ot

0
3

2ATA

94

315

AT A

315

4ATA

0
315

_ArA




5 temos a seguinte matriz:

Para k

== \dw
3] S < = = <
\__ A_ AL
M.H A2 M_ de de ake
a— Bk A4~ =R OEE =R
| “1 | “1 1 Al
\__ \__ Af
<AUx &0 MO Aﬂm
P N o 0 : < |
aqR a4l <4~ =
| | !
< ¥ A
2_ A_ A,O \__
€*K - a8 \uw =
A Bt - aF
[ _
N—

Para k = 6 temos a seguinte matriz:

0

ArA
00

(

4ArAy
315

315

ArA
ATA

0

315

_AzA

30

_ArAy
315

315

_ArAy

30

CAxA

0




C PROGRAMA PARA RESOLVER UMA EQUACAO DIFERENCIAL PARCIAL NAO-LINEAR

c USANDO O METODO DE GALERKIN, VIA ELEMENTOS FINITOS, NA DISCRETIZACAO
c . ESPACIAL E METODO DE CRANK-NICOLSON NA DISCRETIZACAO TEMPCRAL.
C===================sc=s==zzcz=sz=z===s=====================s================z==
c

c PROGRAMA PRINCIPAL

C
C==========z=z====s===czzczzczz-ccz=oz-===zzs=====s=zz==============s==========

parameter (max=160,n=6)

implicit real(a-h,o-z)

integer MALHA(80,n)

COMMON /mat/MALHA(80,n),U(max)

COMMON /mat1/A(max,max), B(max,max),D(max)

COMMON /mat2/CFI1(n,n),CFI2(n,n)

COMMON /sub/SMFI1(n,n),SMGFIi(n,n),FI(n),SMDx1(n,n),SMDy1(n,n),
* SMFI2(n,n) ,SMGFI2(n,n),SMDx2(n,r),SMDy2(n,n)

COMMON /sub1/SMTRI1(n,n,n),SMTRI2(n,n,n)

COMMON /vari/alfa,sigma,V1,V2,al,bl

COMMON /var2/dx,dy,dt,it,NX,NY,NN,NV,NT,nOP

C LEITURA DOS DADOS INICIAIS DO PROBLEMA DA MALHA DE DISCRETIZACAOC.
C

CALL INICIO

C

C CHAMADA DAS SUBROTINAS PARA CALCULAR AS INTEGRAIS.

C

CALL QUADGAUSS1

CALL QUADGAUSS2

CALL QUADGAUSS3

CALL QUADGAUSS4

C v
C RESOLUCAD DO SISTEMA Au=B PELO METODO LU.
C

CALL RESOLUCAO

C

end
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SUBROUTINE INICIO

parameter (max=160,n=6)

implicit real(a-h,o-z)

COMMON /mat/MALHA(80,n),U(max)

COMMON /mat1/A(max,max), B(max,max),D(max)

COMMON /mat2/CFI1(n,n),CFI2(n,n)

COMMON /sub/SMFI1(n,n),SMGFI1(n,n),FI(n),SMDxi(n,n),SMDyi(n,n),
* SMFIQ(n,n),SMGFI2(n,n),SMDX2(n,n),SMDyQ(n,n)

COMMON /sub1/SMTRI1(n,n,n),SMTRI2(n,n,n)

COMMON /vari/alfa,sigma,V1,V2,al,bl

COMMON /var2/dx,dy,dt,it,NX,NY,NN,NV,NT,nOP

C ENTRADA DOS PARAMETROS DO PROBLEMA.

WRITE(*,*) ’Coeficiente de Difusao, alfa = ’
READ(*,*) alfa

WRITE(*,*) alfa

C

WRITE(*,*) ’ Mortalidade, sigma = '’
READ(*,*) sigma

WRITE(*,*) sigma

C

WRITE(*,*)’Migracao na direcao do eixo-x, V1
READ (*,%) V1

WRITE(*,*) V1

C

WRITE(*,*)’Migracao na direcao do eixo-y, V2
READ(*,%*) V2

WRITE(*,*) V2

C

WRITE(*,*) ’Termo de crescimento linear, al =
READ(*,*) at

WRITE(*,*) al

C

)



WRITE(*,*)’Termo logistico, bl =’

READ(*,*) b1

WRITE(*,*) bl

C

WRITE(*,*)’ Intervalo de tempo dt =’

READ(*,*) dt

WRITE(*,*) dt

C

C ENTRADA DAS DIMENSOES DO DOMINIO.

C

WRITE(*,*)’ Valor maximo de X, XM = ’

READ(*,*) XM

WRITE(*,*) XM

C

WRITE(*,*) ’ Numero de subintervalos em X, NX = °
READ(*,*) NX

WRITE(*,*) NX

C

WRITE(*,*)’ Valor maximo de Y, YM =
READ(*,*) YM

WRITE(*,*) YM

C

WRITE(*,*) ’Numero de subintervalos em Y, NY
READ(*,*) NY :

WRITE(*,*) NY

C

WRITE(*,*)’ Numero maximo de iteracoes, it =
READ(*,*) it

WRITE(*,*) it

C

WRITE(*,*)’ No. do no para arq.separado, nOP
READ(*,*) nQP

WRITE(*,*) nOP

C

C CALCULO DAS VARIAVEIS DE DISCRETIZACAG.
C

NNX=2*NX+1

NNY=2xNY+1

NV=NNX*NNY

NN=4*NX*NY

NT=2*NX*NY



dx=XM/NX

dy=YM/NY

C

C ZERANDO AS MATRIZES E VETORES.
C

DO 5 1=1,n

FI(i)=0.

DO 10 j=1,n
SMFI1(i,j)=0.
SMFI2(i,3)=0.
SMGFI1(i,j)=0.
SMGFI2(i,3)=0.
SMDx1(1,3j)=0.
SMDx2(1i,3j)=0.
SMDy1(1,3)=0.
SMDy2(1,3)=0.
CFI1(1,j)=0.
CFI2(1,3)=0.
do 15 k=1i,n

SMTRI1(1,j,k)=0.
SMTRI2(i,j,k)=0.

15 continue
10 continue

5 - continue

do 20 1=1,max

D(1)=0.

U(1)=0.

do 25 j=1,max
A(i,3)=0.
B(1,j)=0.

25 continue
20 continue

C

C FUNCOES BASE PARA UM TRIANGULO DO TIPO 1 (T1).
C

CFI1(1,1)=1.
CFI1(1,2)=-3./dx
CFI1(1,3)=-3./dy
CFI1(1,4)=4./(dx*dy)
CFI1(1,5)=2./(dx*dx)
CFI1(1,6)=2./(dy*dy)
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CFI1(2,2)=4./dx
CFI1(2,4)=-4./(dx*dy)
CFI11(2,5)=-4./(dx*dx)
CFI1(3,2)=-1./dx
CFI11(3,5)=2./(dx*dx)
CFI1(4,4)=4./(dx*dy)
CFI1(5,3)=-1./dy
CFI11(5,6)=2./(dy*dy)
CFI1(6,3)=4./dy
CF11(6,4)=-4./(dx*dy)
CFI11(6,6)=-4./(dy*dy)
C

C FUNCOES BASE PARA UM TRIANGULO DO TIPO 2 (T2).
C

CFI12(1,1)=3.
CFI12(1,2)=-5./dx
CFI2(1,3)=-5./dy
CFI2(1,4)=4./(dx*dy)
CFI12(1,5)=2./(dx*dx)
CFI2(1,6)=2./(dy*dy)
CFI2(2,1)=-4.
CFI2(2,2)=8./dx
CFI2(2,3)=4./dy
CFI2(2,4)=-4./(dx*dy)
CF12(2,5)=-4./(dx*dx)
CFI2(3,1)=1.
CFI12(3,2)=-3./dx
CFI2(3,5)=2./(dx*dx)
CFI2(4,1)=4.
CFI12(4,2)=-4./dx
CFI12(4,3)=-4./dy
CFI12(4,4)=4./(dx*dy)
CFI12(5,1)=1.
CFI2(5,3)=-3./dy
CFI12(5,6)=2./(dy*dy)
CFI12(6,1)=-4.
CFI2(6,2)=4./dx
CFI12(6,3)=8./dy
CFI12(6,4)=-4./(dx*dy)
CFI2(6,6)=-4./(dy*dy)
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C LEITURA DO ARQUIVO MALHA.

Open (Unit=13, File=’malha6’)
do 30 i=1,NT
do 50 j=1,n :
read(13,*) MALHA(i,j)
50 continue
30 continue
Close (Unit=13)
return
end

SUBROUTINE QUADGAUSS1
C
C CALCULO DAS INTEGRAIS PELO METODO DA QUADRATURA GAUSSIANA EM T1.
C
parameter(max=160,n=6)
implicit real(a-h,o-z)
Dimension z(4),w(4)
COMMON /mat/MALHA(80,n),U(max)
COMMON /mati/A(max,max), B(max,max),D(max)
COMMON /mat2/CFI1(n,n),CFI2(n,n)
COMMON /sub/SMFIi(n,n),SMGFI1(n,n),FI(n),SMDx1(n,n),SMDy1(n,n),
* SMFI2(n,n),SMGFI2(n,n),SMDx2(n,n),SMDy2(n,n)
COMMON /varl/alfa,sigma,Vl,V2,a1,b1
COMMON /var2/dx,dy,dt,it,NX,NY,NN,NV,NT,nOP
DATA z/0.339981043585,-0.339981043585,0.861136311594,
* -0.861136311594/
DATA w/0.652145154863,0.652145154863,0.347854845137,
* 0.347854845137/

do 5 i=1,n
do 10 j=1,n
S1=0.
52=0.
S3=0.
S4=0.
do 15 igs=1,4
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x=(z(igs)+1)*dx/2.
SS1=0.
S$52=0.
SS53=0.
5S4=0.
do 20 jgs=1,4
y=(z(jgs)+1)*x(1-z(igs))*dy/4.
F1=F(j,x,y,CFI1)*F(i,x,y,CFI1)
F2=xD1(j,x,y,CFI1)*xD1(i,x,y,CFI1)
* +yD1(j,x,y,CFI1)*yD1(4i,x,y,CFI1)
F3=xD1(j,x,y,CFI1)*F(i,x,y,CFI1)
F4=yD1(j,x,y,CFI1)*F(i,x,y,CFI1)
SS1=5S1+w(jgs) *F1
$S2=552+w(jgs) *F2
SS3=553+w(jgs)*F3
SS4=SS4+w(jgs)*F4
20 continue
S1=S1+w(igs)*(1-z(igs))*SS1
52=52+w(igs)*(1-z(igs))*SS2
S3=S3+w(igs)*(1-z(i1gs))*SS3
S4=S4+w(igs)*(1-z(igs))*SS4
15 continue
S1=dx*dy*S1/8.
S2=dx*dy*S2/8.
S3=dx*dy*S3/8.
S4=dx*dy*S4/8.
SMFI1(i,j)=S1
SMGFI1(1,j)=S2
SMDx1(1,j)=S3
SMDy1(1,j)=S4
10 continue
5 continue

SUBROUTINE QUADGAUSS2

C

C CALCULO DAS INTEGRAIS PELO METODO DA QUADRATURA GAUSSIANA EM T2.
C



parameter (max=160,n=6)
implicit real(a-h,o-z)
Dimension z(4) ,w(4)
COMMON /mat/MALHA(80,n) ,U(max)
COMMON /mat1/A(max,max), B(max,max),D(max)
COMMON /mat2/CFIi(n,n),CFI2(n,n) .
COMMON /sub/SMFI1(n,n),SMGFIi(n,n),FI(n),SMDx1(n,n),SMDyi(n,n),
* SMFI2(n,n),SMGFI2(n,n),SMDx2(n,n),SMDy2(n,n)
COMMON /vari/alfa,sigma,V1,V2,al,bl
COMMON /Var2/dx,dy,dt,it,NX,NY,NN,NV,NT,nUP
DATA z/0.339981043585,-0.339981043585,0.861136311594,
* -0.861136311594/
DATA w/0.652145154863,0.652145154863,0.347854845137,
* 0.347854845137/

do 5 1=1,n
do 10 j=1,n
51=0.
52=0.
53=0.
S54=0.
do 15 1gs=1,4
x=(z(igs)+1)*dx/2.
S5S1=0. '
SS2=0.
553=0.
SS4=0.
do 20 jgs=1,4
y=(z(jgs)*(1+z(igs))+3-z(igs))*dy/4.
F1=F(j,x,y,CFI2)*F(i,x,y,CFI2)
F2=xD1(j,x,y,CFI2)*xD1(i,x,y,CFI2)
* +yD1(j,x,y,CFI2)*yD1(i,x,y,CFI2)
F3=xD1(j,x,y,CFI2)*F(i,x,y,CFI2)
F4=yD1(j,x,y,CFI2)*F(i,x,y,CFI2)
SS1=8S1+w (jgs) *F1
SS2=8S2+w(jgs)*F2
SS3=SS3+w(jgs) *F3
SS4=SS4+w(jgs)*F4
20 continue
S1=S1+w(igs)*(1+z(igs))*SS1
S2=52+w(igs)*(1+z(igs))*SS2
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S3=83+w(igs)*(1+z(igs))*SS3
S4=S4+w(igs)*(1+z(igs))*SS4
15 continue

S1=dx*dy*S1/8.

S2=dx*dy*S2/8.

S3=dx*dy*S3/8. .

S4=dx*dy*S4/8.

SMFI2(1,j)=5S1

SMGFI2(i,j)=S2

SMDx2(i,j)=S3

SMDy2(i,j)=S4

10 continue

5 continue

return

end
C============================:==========::::::::::::::::::::::===============

SUBROUTINE QUADGAUSS3

parameter (max=160,n=6)

implicit real(a-h,o-z)

Dimension z(4) ,w(4)

COMMON /mat/MALHA(80,n),U(max)

COMMON /mat1/A(max,max), B(max,max),D(max)

COMMON /mat2/CFI1(n,n),CFI2(n,n)

COMMON /sub1/SMTRI1(n,n,n),SMTRI2(n,n,n)

COMMON /varl/alfa,sigma,Vl,V2,a1,b1

COMMON /var2/dx,dy,dt,it,NX,NY,NN,NV,NT,n0OP

DATA z/0.339981043585,-0.339981043585,0.861136311594,
* -0.861136311594/

DATA w/0.652145154863,0.652145154863,0.347854845137,
* 0.347854845137/

do 5 1=1,n
do 10 j=1i,n
do 15 k=1,n
S=0.
do 20 igs=1,4
x=(z(igs)+1)*dx/2.
SK=0.
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do 25 jgs=1,4
y=(z(jgs)+1)*(1-z(igs))*dy/4.
FK=F(j,x,y,CFI1)*F(i,x,y,CFI1)*F(k,x,y,CFI1)
SK=SK + w(jgs) * FK

25 continue
S= S + w(igs) * (1-z(igs))* SK
20 continue

S=dx*dy*S/8.
SMTRI1(i,j,k)=S

15 continue

10 continue

5 continue

return

end
C================z==z=z=zc=zcz=zzr-zrocr-—s-==-sC-=cCsros-SZoTSE=SoSSZSooosoosooozoo=o

SUBROUTINE QUADGAUSS4

parameter (max=160,n=6)

implicit real(a-h,o-z)

Dimension z(4) ,w(4)

COMMON /mat/MALHA(80,n) ,U(max)

COMMON /mat1/A(max,max), B(max,max),D(max)

COMMON /mat2/CFI1(n,n),CFI2(n,n)

COMMON /sub1/SMTRI1(n,n,n),SMTRI2(n,n,n)

COMMON /vari/alfa,sigma,V1,V2,al,bl

COMMON /var2/dx,dy,dt,it,NX,NY,NN,NV,NT,n0OP

DATA z/0.339981043585,-0.339981043585,0.861136311594,

* -0.861136311594/
DATA w/0.652145154863,0.652145154863,0.347854845137,
* 0.347854845137/
do 5 i=1,n
do 10 j3=1,n
do 15 k=1,n
S=0.

do 20 1gs=1,4
x=(z(igs)+1)*dx/2.
SK=0.
do 25 jgs=1,4
y=(z(jgs)*(1+z(igs))+3-z(igs) ) *dy/4.
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FK=F(j,x,y,CFI2)*F(i,x,y,CFI2)*F(k,x,y,CFI2)

SK=SK+w(jgs)*FK
25 continue
S=S+w(igs)*(1+z(igs))*SK
20 continue
S=dx*dy*S/8.
SMTRI2(i,j,k)=S
15 continue
10 continue
5 continue
return
end
C===z===zzz--=z==zzzz======zc=--=====—==zz=-=s===z===z=-=-=====-=---Z--o=o=zs===oz=====
REALFUNCTION F(1,x,y,SMent)
Parameter(n=6)

implicit real(a-h,o-z)
Dimension SMent(n,n)

F=SMent (1,1)+(SMent (1,2)+SMent (1,4)*y+SMent(1,5)*x) *x
* +(SMent (1,3)+SMent (1,6)*y) *y

REALFUNCTION xD1(1,x,y,SMent)
Parameter (n=6)

implicit real(a-h,o-z)
Dimension SMent(n,n)

xD1=SMent (1,2)+SMent (1,4)*y+2*SMent (1,5) *x
return
end

REALFUNCTION yD1(1,x,y,SMent)
Parameter (n=6)

implicit real(a-h,o-2z)
Dimension SMent(n,n)
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yD1=SMent (1,3)+SMent (1,4)*x+2*SMent (1,6) *y
return
end

SUBROUTINE RESOLUCAO

parameter (max=160,n=6)
implicit real(a-h,o-2)
dimension E(160),zy(max)
integer P(max)
COMMON /mat/MALHA(80,n),U(max)
COMMON /mat1/A(max,max), B(max,max),D(max)
COMMON /mat2/CFIi(n,n),CFI2(n,n)
COMMON /sub/SMFIi(n,n),SMGFI1(n,n),FI(n),SMDx1(n,n),SMDy1(n,n),
* SMFI2(n,n),SMGFI2(n,n),SMDx2(n,n),SMDy2(n,n)
COMMON /sub1/SMTRI1(n,n,n),SMIRI2(n,n,n)
COMMON /vari/alfa,sigma,V1,V2,al,bl
COMMON /Var2/dx,dy,dt,it,NX,NY,NN,NV,NT,nUP
C
C ARQUIVOS DE SAIDA.
C
Open (unit=9, file=’resl’)
Open (Unit=13, file=’nol’)
do 5 1=1,max
E(1)=0.
U(i)=0.
continue

CONDICAO INICIAL EM UMA PARTE DO DOMINIO.

U(46)=pp
U(54)=pp



U(55)=pp
U(56)=pp

do 10 1=1,11
vrite(9,*) 0.0
10 continue
do 15 i=1,max
if (mod(i,10) .eq. 1 ) then
write(9,*) 0.0

endif
write(9,*) U(1)
15 continue
C
C INICIO DA RESOLUCAD DO SISTEMA A CADA PASSO DE TEMPO K.
C .
do 20 k=1,it
C ITERACOES INTERNAS A CADA PASSO DE TEMPO K.
do 25 m=1,6 '
C
C CHAMADA DA SUBROTINA QUE CALCULA AS MATRIZES DE RIGIDEZ E DA
C SUBROTINA QUE FAZ A FATORACAO LU.
C

CALL RIGIDEZ
CALL SGECO (A,max,160,P,rcond,zy)
do 30 1=1,max
soma=0.
do 35 j=1,max
soma= soma+B(1,3)*U(3j)

35 continue
E(i)= soma+ D(i)
30 continue
C
C CHAMADA DA SUBROTINA QUE RESOLVE O SISTEMA LINEAR.
C

CALL SGESL(A,max,160,P,E,0)
do 40 1=1,max
U(i)= E(1)
40 continue
25 continue
if (mod(k,1) .eq. 0) then
do 45 1=1,11
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write(9,*) 0.0
45 continue
do 50 1=1,max
if (mod(i1,10) .eq. 1 ) then
write(9,*) 0.0

endit
write(9,*) U(1)
50 continue
endif
write(13,*) U(nOP)
20 continue
return
end
C====z=zzzzc=zzc-zszzz=zozco=zz--=zz-===zzs-z=zs-oZsoosZS-=ZooToTooosTo=o=oo==o=z==oo=

SUBROUTINE RIGIDEZ

parameter (max=160,n=6)

implicit real(a-h,o-z)

COMMON /mat/MALHA(80,n),U(max)

COMMON /mat1/A(max,max), B(max,max),D(max)

COMMON /mat2/CFI1(n,n),CFI2(n,n)

COMMON /sub/SMFI1(n,n),SMGFI1(n,n),FI(n),SMDx1(n,n),SMDyi(n,n),
* SMFI2(n,n),SMGFI2(n,n),SMDx2(n,n),SMDy2(n,n)

COMMON /sub1/SMTRI1(n,n,n),SMTRI2(n,n,n)

COMMON /vari/alfa,sigma,V1,V2,al,bl

COMMON /Var?/dx,dy,dt,it,NX,NY,NN,NV,NT,nD?

C

C CONSTRUCAO DAS MATRIZES DE RIGIDEZ A E B.

C

do 5 1=1,max
do 10 j=1,max

A(1,j)=0.

B(1,j)=0.

10 continue
5 continue

decl=1+(sigma-al)*dt/2.
dec2=1-(sigma-al)*dt/2.
dif=alfaxdt/2.
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vmigl=dt*V1i/2.
vmig2=dt*V2/2.
vlogis=bi*dt/2.
c
do 15 ind=1,NT
do 20 1=1,n
1Gi= MALHA(ind,1i)
if (IGi .ne. 0) then
do 25 j=1,n
JGj=MALHA(ind,j)
if (JGj .ne. 0) then
if (mod(ind,2) .NE. 0) then
STR= 0.
do 30 k=1,n
KGk=MALHA (ind,k)
if (KGk .ne. 0) then
STR =STR +SMTRI1(1,j,k)*U(KGk)
endif
30 continue

SM =dec1*SMFI1(i,j)+dif*SMGFI1(1,j)+vmigl*SMDx1(1,])

* +vmig2*SMDy1(i,j)+ vlogis* STR
C
A(IGi,3Gj)= A(IGi,JGj)+ SM
C
SMi=dec2+SMFI1(i,)-dif*SMGFI1(i,j)-vmigl*SMDx1(3,j)
* -vmig2*SMDy1(i,j)- vlogis* STR
C
B(IGi,JGj)= B(IGi,JGj)+ SM1
else
STR2=0.
do 35 k=1,n
KGk= MALHA(ind,k)
if (KGk .ne. 0) then
STR2= STR2+SMTRI2(1i,j,k)*U(KGk)
endif
35 continue
SM =decl*SMFI2(i,j)+dif*SMGFI2(i,j)+vmig1*SMDx2(i,j)
* +vmig2*SMDy2(i,j)+ vlogis*STR2
C

A(IGi,JGj)= A(IGi,JGj)+ SM
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SM1=dec2*SMFI2(i,3)-dif*SMGFI2(i,j)-vmig1*SMDx2(i,j)

* -vmig2*SMDy2(i,j)- vlogis*STR2
C
B(IGi,JGj)= B(IGi,JGj)+ SM1
endif
endif
25 continue
endif
20 continue
15 continue
return
end
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parameter (NX=8,NY=5,NV=187)
implicit real*4 (a-h,o-z)
dimension malha(80,6), L(200), IRA(200)
C
NNY=2*NY+1
NNX=2*NX+1
NT=2*NX*NY
do 5 1=1,NV
L(i)=0
continue

CONSTRUCAO DA FRONTEIRA ESQUERDA.

O aom

do 10 j=1,NNY+1
L(j)=1
10 continue
C
C . CONSTRUCAO DA FRONTEIRA INFERIOR.
C .
k=0
do 15 i=1,(NNX-1)
k=1*NNY+1
L(k)=1
15 continue
C
C CONSTRUCAO DA FRONTEIRA DIREITA.
C
k1=(NNX-1)*NNY+1
k2=NNX*NNY
do 20 1=k1,k2
L(i)=1
20 continue
C
C CONSTRUCAD DA FRONTEIRA SUPERIOR.
C



do 25 1=2,NNX-1

k=1*NNY

L(k)=1
25 continue
C
C CONSTRUCAGC DO VETOR IRA.
C
j=0
do 30 1=1,NV

IRA(1)=0

if (L(i) .NE. 0) go to 30

j=j+1

IRA(i)=j
30 continue
C
C CONSTRUCAO DA MALHA.
C
k=0
do 40 1=1,NX

do 45 j=1,NY

k=k+1
malha(k,1)=2*(i-1)*NNY+2*(j-1)+1
malha(k,2)=malha(k,1)+NNY
malha(k,3)=malha(k,2)+NNY
malha(k,4)=malha(k,2)+1
malha(k,5)=malha(k,1)+2
malha(k,6)=malha(k,1)+1
k=k+1

malha(k,1)=2*%1i*NNY+2%j+1
malha(k,2)=malha(k,1)-NNY
malha(k,3)=malha(k,2)~NNY
malha(k,4)=malha(k,2)-1
malha(k,5)=malha(k,1)-2
malha(k,6)=malha(k,1)-1

45 continue

40 continue

C

C RENUMERACAO DOS NOS DA MALHA.
C

do 50 k=1,NT

malha(k,1)= IRA(malha(k,1))

113



malha(k,2)= IRA(malha(k,2))
malha(k,3)= IRA(malha(k,3))
malha(k,4)= IRA(malha(k,4))
malha(k,5)= IRA(malha(k,5))
malha(k,6)= IRA(malha(k,6))

50 continue

C

C ARQUIVO DE SAIDA QUE SERA LIDO NO PROGRAMA PARA RESOLVER A EQUACAO
C DIFERENCIAL PARCIAL.

C

Open (unit=11, file=’MALHA6’)
write(11,%) ’VETOR L’
write(11,*) (L(1), i=1,NV)
write(11,*) ’VETOR IRA’
write(11,%) (IRA(i), i=1,NV)
write(11,*) ’MATRIZ MALHA’

do 55 i=1,NT

write(11,*) (malha(i,j), j=1,6)

55 continue

close (unit=11)

end
C======z==zz=-z=o=z=zz-=zz=z--zz-=z-cszc-cr—sr-zomTosos=ZCooEs=TSoo=SoxTsosoSooST=ooos
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