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Resumo
O prinipal objetivo deste trabalho é a proposta de uma estratégia híbridade globalização para o método de Newton-inexato. Assim omo o métodode Newton, o método de Newton-inexato tem sua onvergênia garantidasomente em vizinhanças adequadas da solução do sistema e uma estratégiade globalização deve, portanto, ser inorporada. Estratégias de globalizaçãose baseiam na minimização de funções de mérito e duas abordagens podemser onsideradas: busa linear e regiões de on�ança. Neste trabalho optamospelo uso onjunto das duas abordagens, resultando numa estratégia híbrida,envolvendo iniialmente uma seqüênia de busas lineares, e se neessário,prossegue-se om uma variação da estratégia Dogleg, proposta por Powellem 1970.Para a resolução aproximada de sistemas lineares foi utilizado o métodoGMRES, que faz parte de métodos de projeções sobre subespaços de Kry-lov. Este método possibilita a implementação om a estratégia matrix-free.Para reduzir o uso de requerimentos de memória, optamos ainda pelo uso dométodo GMRES om reomeços. A e�iênia dos algoritmos desenvolvidosfoi avaliada através da resolução de um onjunto de sistemas não linearesaadêmios e um onjunto de sistemas sistemas não-lineares resultantes dadisretização de problemas de valor de ontorno. Estes testes ompravarama e�iênia da estratégia híbrida empregada no proesso de globalização.
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Abstrat
The main objetive of this work is to propose a hybrid globalization stra-tegie for inexat-Newton method. Globalization strategies are based on linesearh or trust region proedures.In this work, we hoose a hybrid strategy whih involves a yle of linesearh and a variation of Powell dogleg trust region. For solving the linearsystems we hose the GMRES method with restarts and to avoid the alu-lation of Jaobian matries we used a matrix-free strategie.The numerial performane of the algorithms was evaluated by means aset of aademi problems and a set of nonlinear systems of boundary valueproblem disretization. These results showed the good performane of hybridglobalization strategy.
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Capítulo1 Introdução
A proposta deste trabalho é resolver sistemas não-lineares do tipo:

F (x) = 0
F : Rn → R

nom F ∈ C1(Rn)
(1.1)Entre os métodos lássios para a resolução de sistemas não-lineares enontra-se o método de Newton. Denotando a matriz Jaobiana de F por J , o métodode Newton apliado à resolução de (1.1) onsiste em realizar iterações do tipo:

xk+1 = xk + sk (1.2)onde xk é o ponto atual e sk é direção obtida pela solução do seguinte sistemalinear:
J(xk)s = −F (xk) (1.3)O método de Newton tem omo prinipal vantagem a taxa de onvergêniaquadrátia. Resultados sobre a onvergênia loal do método de Newtonsão failmente enontrados na literatura, omo por exemplo em [11℄ ou [13℄.Apesar dessa atratividade, o método de Newton apresenta algumas di�ul-dades na resolução de problemas de grande porte, pois o álulo da matrizJaobiana, bem omo a posterior resolução do sistema linear podem ser om-putaionalmente aros ou até impratiáveis.Dembo, Eisenstat e Steihaug propuseram, em 1982, o método Newton-Inexato[4℄, que não preserva a taxa de onvergênia quadrátia do método de New-ton, mas requer um trabalho omputaional onsideravelmente menor por|1|



iteração. A proposta do método é, a ada iteração, obter uma direção sk quesatisfaça a seguinte ondição:
‖J(xk)sk + F (xk)‖ ≤ ηk‖F (xk)‖ (1.4)onde ηk ∈ (0, 1].As variações entre as implementações do método Newton-inexato oorrembasiamente por ausa de diferentes esolhas que podem ser adotadas emtrês etapas do método:1. método para resolução do sistema linear (1.3);2. esolha para os valores do parâmetro ηk na equação (1.4), denominadotermo forçante;3. estratégia para garantir a onvergênia global do método Newton-inexa-to.Usualmente o passo sk que satisfaz a equação (1.4) é obtido através de ummétodo iterativo para resolução de sistemas lineares. Neste trabalho paraa resolução aproximada do sistema (1.3) e satisfação da ondição (1.4) uti-lizaremos o método GMRES (Generalized Minimal Residual). O GMRESproposto em 1986 por Saad e Shultz [17℄ é um método iterativo e faz parteda família de métodos de projeção sobre subespaços de Krylov, da qual tam-bém faz parte, por exemplo, o método dos gradientes onjugados. Nesteúltimo, no entanto, só podemos trabalhar om matrizes simétrias de�nidaspositivas, o que não oorre no GMRES. Quando utilizamos esta estratégiapara a resolução do sistema (1.3), o método de Newton-inexato reebe o nomede Newton-GMRES.Devido à sua estrutura, o GMRES permite que trabalhemos om um reursomatriz-free que elimina a neessidade de alularmos a matriz Jaobiana.Como o GMRES utiliza a matriz Jaobiana somente para realizar o produtoentre esta e um vetor v, iremos aproximar o resultado dessa operação pormeio da seguinte expansão de séries de Taylor:

J(xk)v ≈
F (xk + hv)− F (xk)

h
, h ∈ R|2|



Embora o método apresente várias failidades de implementação, seu ustoomputaional e os requerimentos de memória aumentam onforme o nú-mero de iterações realizadas. Uma saída para este problema é a estratégiaGMRES(m), que onsiste em realizar no máximo m iterações do GMRES easo não haja onvergênia reomeçamos o proesso novamente, utilizandoo valor enontrado na última iteração omo hute iniial. Embora essa es-tratégia não tenha garantia teória de onvergênia, tem sido apliada omfrequênia e apresentado bons resultados na prátia.A esolha dos valores para o parâmetro ηk é de grande importânia parao desempenho do método, uma vez que tem in�uênia direta em sua taxade onvergênia. Devemos ainda salientar que um valor muito pequeno er-tamente irá nos possibilitar a realização de pouas iterações do tipo (1.2)as quais hamaremos de iterações externas, porém valores muito próximosde zero provavelmente irão ausar o fen�meno onheido na literatura omooversolving, que onsiste na realização de um grande número de iteraçõesinternas. Iterações internas são aquelas utilizadas para resolver aproximada-mente o sistema (1.3) a �m de alançar a desigualdade (1.4).Portanto, a esolha dos valores para o termo forçante ηk deve ser uidadosa.Uma opção é a esolha de uma sequênia ηk onstante, mas onforme serávisto posteriormente, se nos uidarmos para que a sequênia {ηk} onvirjapara zero onforme k →∞, iremos garantir uma taxa de onvergênia super-linear para o método Newton-inexato. Neste trabalho, a �m de garantir essataxa, optamos pelo uso de valores não-onstantes e foi utilizada a estratégiaapresentada por Eisenstat e Walker em [8℄.Assim omo os métodos de Newton, o método Newton-Inexato tem sua on-vergênia assegurada somente nas regiões próximas à solução. Para obterresultados de onvergênia global é neessário adotar uma estratégia paraglobalização, que por sua vez está assoiada à minimização de uma funçãode mérito pré-estabeleida. Duas propostas amplamente usadas são busalinear e regiões de on�ança.Quando usamos a estratégia de busa linear, devemos iniialmente enontraruma direção sk e busar um tamanho de passo que umpra alguma ondiçãode derésimo no valor da função de mérito para garantir a globalização.|3|



No aso de utilizarmos regiões de on�ança, devemos aproximar a função demérito f em torno do ponto xk por um modelo quadrátio ompleto e �xaro raio da região (a partir de xk) que supomos poder on�ar que o modeloirá desrever bem a situação real. E então, a próxima direção, sk, será dadapelo minimizador do modelo quadrátio na região determinada por:
‖s‖2 = ‖x− xk‖2 ≤ δkonde δk é o raio da região de on�ança. Assim omo na estratégia de busalinear, devemos exigir que os pontos enontrados satisfaçam algum ritériode derésimo su�iente no valor da função de mérito.Durante a implementação optamos pelo uso de três estratégias distintas paraglobalização. A primeira estratégia onsiste somente no uso de regiões deon�ança, através da estratégia Double Dogleg proposta por Dennis e Meiem 1979 [6℄. Essa estratégia é uma variação da proposta Dogleg de Powell[14℄.Além disso, utilizamos também uma estratégia híbrida, om no máximo trêsbusas lineares prosseguidas, se neessário, da estratégia de regiões de on�-ança Double Dogleg. Com essa proposta riamos dois algoritmos om ritériosde aeitação distintos.No Capítulo 2 deste trabalho, desrevemos os fundamentos teórios que for-mam a base da onstrução do algoritmo implementado para a resolução desistemas não-lineares. Neste apítulo enontram-se resultados sobre o métodode Newton-Inexato, sobre o GMRES e a estratégia de regiões de on�ançaDogleg.No Capítulo 3 é apresentada a onstrução de um algoritmo Newton-Krylov,om regiões de on�ança e uso da ténia matrix-free, fundamentado om ar-gumentos do Capítulo 2. Neste algoritmo usamos o GMRES om reomeços,que exige algumas alterações om relação ao aso onvenional.Os resultados omputaionais obtidos om os testes realizados são apresenta-dos no Capítulo 4. E no Capítulo 5 é feita uma avaliação geral dos resultadosobtidos, além de alguns apontamentos para futuras pesquisas.|4|



Capítulo2 Noções Teórias
2.1. Método de Newton InexatoQuando se trata da resolução de problemas não-lineares do tipo (1.1), umaopção atraente devido à sua taxa de onvergênia quadrátia é o método deNewton.Se na atual iteração estivermos no ponto xk, o método de Newton irá enon-trar a direção sk através da resolução do seguinte sistema linear:

J(xk)s = −F (xk) (2.1)E daí, faz-se: xk+1 = xk + sk, onde xk+1 seria o próximo ponto da sequêniagerada pelo método.De�nição 2.1 Uma apliação f é dita Lipshitz ontínua om esalar Lem uma vizinhança de x∗ se existe um esalar L > 0 tal que:
‖f(x)− f(x∗)‖ ≤ L‖x− x∗‖para todo x pertenente a essa vizinhança de x∗.Teorema 2.1 Considere x∗ a solução exata do sistema (1.1), suponha queexiste L > 0 de tal forma que a matriz Jaobiana existe, é Lipshitz ontínuaom esalar L numa vizinhança de x∗ e ‖J(x∗)−1‖2 ≤ β para algum β > 0.Então, existe ε > 0 tal que para todo x0 satisfazendo ‖x0 − x∗‖ ≤ ε asequênia gerada por:

xk+1 = xk − J−1(xk)F (xk), k = 0, 1, . . .|5|



está bem de�nida, onverge a x∗ e satisfaz:
‖xk+1 − x∗‖ ≤ βL‖xk − x∗‖2, k = 0, 1, . . . .Prova: Ver [5℄ �Apesar da taxa quadrátia de onvergênia, a resolução de problemas degrande porte através do método de Newton torna-se omputaionalmenteara, visto que devemos, a ada iteração, determinar a matriz Jaobianaem xk e enontrar a solução exata para o sistema (2.1), o que neessita degrandes requerimentos de memória e intenso esforço omputaional.Uma alternativa frequentemente usada para aliviar esse esforço omputai-onal é o hamado método de Newton inexato. Por esse método, devemosenontrar uma direção sk que resolva o sistema (2.1) apenas aproximada-mente, isto é, devemos enontrar uma direção sk satisfazendo:

‖J(xk)sk + F (xk)‖ ≤ ηk‖F (xk)‖. (2.2)O valor ηk deve pertener ao intervalo (0, 1] e é hamado termo forçante.A ontrapartida em relação ao método de Newton tradiional é a perda dataxa de onvergênia quadrátia. No método de Newton inexato a onver-gênia é no máximo superlinear e depende das esolhas do termo forçanteonforme será visto nos Teoremas 2.2 e 2.3.O Algoritmo 2.1 abaixo nos dá uma idéia básia do método de Newton Ine-xato:Algoritmo 2.1 Método de Newton InexatoConsidere x0 uma aproximação iniial, k = 0, ε > 0 e ‖.‖ umanorma em Rn. Enquanto ‖F (xk)‖ > ε, faça:1. Esolha ηk ∈ (0, 1].2. Enontre sk que satisfaça a ondição:
‖J(xk)sk + F (xk)‖ ≤ ηk‖F (xk)‖.|6|



3. xk+1 = xk + sk.4. k = k + 1.Iremos expor agora dois teoremas que tratam da onvergênia do método deNewton inexato:Teorema 2.2 Se ηk ≤ ηmax < r < 1 para todo k e, além disso, existe
ε > 0 tal que ‖x0− x∗‖ ≤ ε, então a sequênia {xk} gerada pelo método deNewton-inexato onverge a x∗. E mais, a taxa de onvergênia é linear omtaxa r:

‖J(x∗)(xk+1 − xk)‖ ≤ r‖J(x∗)(xk − x∗)‖. (2.3)Prova: Ver [4℄ �Teorema 2.3 Se a sequênia gerada pelo método de Newton inexato on-verge a x∗ e se lim
k→∞

ηk = 0, então a taxa de onvergênia é superlinear.Prova: Ver [4℄ �2.2. Estratégias de GlobalizaçãoConforme pode-se onluir pelo Teorema 2.2, o método Newton-Inexato temsua onvergênia assegurada somente nas regiões próximas à solução, assimomo o método de Newton. Os resultados de onvergênia global são obtidosinorporando estratégias de globalização ao Algoritmo 2.1. Tais estratégiaslevam em onsideração a minimização de funções de mérito assoiadas aosistema (1.1), omo por exemplo f(x) = 0.5‖F (x)‖2 ou f(x) = 0.5‖F (x)‖22.Tais estratégias são baseadas em busa linear e/ou regiões de on�ança.De�nimos a seguir uma direção de desida para f em xk.De�nição 2.2 Seja f : Rn → R e xk ∈ Rn, uma direção s ∈ Rn tal que
∇f(xk)

ts < 0 é hamada direção de desida para f a partir de xk.|7|



Considerando uma direção de desida sk, uma estratégia de busa linearonsiste em enontrar um valor λk ∈ (0, 1], de modo que o ponto xk+1 =
xk + λksk satisfaça um derésimo su�iente na norma de F . Um exemplolássio desse derésimo é a ondição de Armijo [5℄:

f(xk+1) ≤ f(xk) + α∇f(xk)
t(xk+1 − xk), om α ∈ (0, 1/2) (2.4)Embora o mais omum seja adotar uma estratégia que exige derésimo mo-nótono na norma de F , alguns autores ([20℄, por exemplo) têm trabalhadoom a hipótese de busa linear om derésimo não-monótono. Trabalhare-mos om essa última opção, utilizando a ténia proposta por Birgin, Kre��i¢ eMartínez em [2℄, que onsiste em onsiderar o ponto xk satisfatório se umprira ondição:

‖F (xk + ξsk)‖ < (1− ξσ)‖F (xk)‖+ µk (2.5)onde σ ∈ (0, 1), 0 < ξ ≤ 1 e a sequênia {µk} é tal que ∞
∑

k=0

µk <∞.Algoritmo 2.2 Busa LinearSuponha que estamos na k-ésima iteração:1. Enontre a direção de desida sk2. Enontre θk que torne o ponto xk+1 = xk + θksk aeitável.A Proposição 2.1 nos garante que a direção Newton inexata é de desida eque, portanto, podemos assoiar a estratégia de busa linear para garantironvergênia global do método Newton inexato.Proposição 2.1 A direção sk que satisfaz a equação (2.2), é uma direçãode desida para f(x) = 1
2
‖F (x)‖22 a partir de xk.Prova: Considere rk = J(xk)sk + F (xk). Temos então que:

F (xk)
trk = F (xk)

tJ(xk)sk + F (xk)
tF (xk),o que implia:

∇f(xk)
tsk = F (xk)

tJ(xk)sk = F (xk)
trk − F (xk)

tF (xk).|8|



E, portanto, sk será uma direção de desida se:
F (xk)

trk − F (xk)
tF (xk) < 0. (2.6)Fazendo o uso da desigualdade de Cauhy-Shwarz:

‖utv‖2 ≤ ‖u‖2‖v‖2 (2.7)teremos:
F (xk)

trk ≤ ‖F (xk)
trk‖2 ≤ ‖F (xk)‖2‖rk‖2.Mas, se sk satisfaz a inequação (2.2), usando a norma-2, temos que:

‖J(xk)sk + F (xk)‖2 ≤ ηk‖F (xk)‖2.Ou seja, ‖rk‖2 < ‖F (xk)‖2 o que nos permite onluir que:
F (xk)trk < ‖F (xk)‖22 = F (xk)

tF (xk),e, por (2.6), se veri�a que sk é uma direção de desida para f(x) = 1
2‖F (x)‖22a partir de xk. �A estratégia de adotar regiões de on�ança tem o mesmo objetivo da busa li-near, garantir a onvergênia global, sem no entanto sari�ar a onvergênialoal. Neste aso, ao invés de �xarmos uma direção de desida e determinaro tamanho do passo (omo é feito nos modelos de busa linear), riamos ummodelo quadrátio para determinar a direção de desida dentro da regiãopré-determinada pelo raio da região de on�ança. Devemos, portanto, en-ontrar o vetor s que resolve o seguinte problema quadrátio para f em tornode xk:

min mk(xk + s) = f(xk) +∇f(xk)
ts + 1

2
stHkssujeito à ‖s‖2 ≤ δk

(2.8)onde δk é o raio estimado da região em que supomos poder on�ar que omodelo irá se aproximar da situação original e Hk é a Hessiana de f no ponto
xk. A idéia básia da estratégia de regiões de on�ança pode ser simpli�adapelo seguinte algoritmo: |9|



Algoritmo 2.3 Regiões de Con�ançaNa k-ésima iteração faça:1. defina δk;2. defina: mk(xk + s) = f(xk) +∇f(xk)
ts + 1

2
stHks;3. enontre o minimizador aproximado para mk(xk + s), para

‖s‖2 ≤ δk;4. Considerando sk o minimizador do item 3, faça:
xk+1 = xk + sk;5. Se xk+1 é um ponto aeitável, então faça xk = xk+1, k = k+1e realize a próxima iteração, iniiando no passo 1.Caso ontrário diminua o tamanho da região de onfiança evolte para o passo 3;O resultado do Lema 2.1 a seguir é de extrema importânia, pois será abase para a onstrução de nossa estratégia de onvergênia global. Uma dashipóteses para esse Lema é que Hk seja simétria e de�nida positiva, emborapareça uma hipótese bastante forte, vale ressaltar que essa di�uldade seráontornada quando de�nirmos o modelo quadrátio, nesta oasião iremostomar os devidos uidados para que a Hessiana do modelo satistaça essahipótese. Embora não seja a opção desse trabalho, pode-se trabalhar tambémom asos em que a matriz não umpra esta hipótese. Sorensen em 1982 [18℄prop�s um Lema mais geral que ontempla o aso em que a Hessiana domodelo quadrátio para o problema restrito não é de�nida positiva. Por �m,ressaltamos que o resultado do Lema, bem omo o posterior desenvolvimentodesta seção está baseado no proedimento desrito em Dennis & Shnabel [5℄no qual a hipótese de que Hk seja simétria e de�nida positiva é essenial.Lema 2.1 Seja f : Rn → R ∈ C2, Hk ∈ Rn×n simétria e de�nida positiva.Então: (i) o Problema (2.8) é resolvido por:

s(µ) , −(Hk + µI)−1∇f(xk)para o únio µ ≥ 0 tal que ‖s(µ)‖2 = δk, a menos que ‖s(0)‖2 ≤ δk, e nesteaso s(0) = sN
k (o passo ompleto de Newton) é a solução.(ii) Para qualquer µ ≥ 0, s(µ) de�ne uma direção de desida de f em xk.|10|



Prova: Ver [5℄, Lema 6.4.1. �Se obtivermos ‖s(0)‖2 > δk o lema aima nos leva, iniialmente, a prourara solução do seguinte problema:
Φ(µ) = ‖s(µ)‖2 − δk (2.9)Isto é, a interseção entre a urva s(µ) e a hiperesfera em R

n om o mesmoraio da região de on�ança e entro em xk, onforme a Figura 2.1.

Figura 2.1: Obtendo a solução para s(µ)Uma das sugestões enontrada na literatura, hamada Hook Step [5℄ é apro-ximar o problema Φ(µ) por um modelo loal da forma:
m̄k(uk) =

ak

bk + uk
− δk|11|



Onde m̄ é o novo modelo, uk é a variável para iteração interna , e ak e bk sãoos parâmetros livres, que devem ser esolhidos a ada iteração interna. Asvariáveis denotadas em negrito representam as iterações internas, neessáriaspara enontrar a solução aproximada para o problema (2.9) enquanto asdemais representam as iterações externas.2.2.1 O Passo DoglegAssim omo o Hook Step, esse método também enontra uma solução parao problema quadrátio (2.8). Neste aso, porém, ao invés de enontrarmosum ponto xk+1 = xk + s(µk) na urva s(µ) tal que ‖xk+1 − xk‖2 ∼= δk, apro-ximamos a urva s(µ) por meio de uma urva linear por partes, ligandoo minimizador do modelo quadrátio na direção de máxima desida, aquihamado de Ponto de Cauhy, a um ponto xN̂ na direção Newton para oproblema aima (ver Figura 2.2).

Figura 2.2: Caminho para enontrar o passo Double DoglegConforme proposto por Powell em seu artigo original [14℄, o ponto xN̂ podeser aquele gerado pelo método de Newton no modelo quadrátio, a partir doponto atual (ver Figura 2.3). Isso nos dá o hamado passo Single Dogleg.|12|



Podemos também optar pelo uso do passo Double Dogleg, já representadona Figura 2.2, para isso onsideramos um valor ν < 1 adequado e fazemos
xN̂ = ν(xN

k+1− xk), onde xN
k+1 seria o ponto resultante da apliação do passoompleto na direção de Newton, para o modelo quadrátio, a partir de xk.

Figura 2.3: O passo Single Dogleg (ν = 1)A direção de desida será obtida pela interseção entre o aminho xk →
xCP → xN̂ → xN

k+1 (ou xk → xCP → xN
k+1 no aso do Single Dogleg) e aregião dada por ‖xk+1 − xk‖2 = δk.Como já visto no Lema 2.1, aso enontremos ∥

∥Hk
−1∇f(xk)

∥

∥

2
< δk, utili-zaremos o passo ompleto do método de Newton para o modelo quadrátio.Caso ontrário devemos obter o Ponto de Cauhy (xCP ) resolvendo o pro-blema irrestrito:

min
λ

mk(x− λ∇f(xk)),que terá omo solução únia:
λ∗ =

‖∇f(xk)‖22
∇f(xk)tHk∇f(xk)

. (2.10)|13|



Logo,
xCP = xk − λ∗∇f(xk).Agora, se tivermos δk ≤ ‖λ∗∇f(xk)‖2, isto é, se o ponto de Cauhy estiverfora da região de on�ança, devemos utilizar o passo na direção de máximadesida de tamanho δk e:

xk+1 = xk −
δk

‖∇f(xk)‖2
∇f(xk).Por �m, se tivermos o passo Newton fora da região de on�ança e o passo demáxima desida dentro desta região, devemos enontrar o passo Dogleg nosegmento de reta que liga o ponto xCP ao ponto xN̂ . Desreveremos a seguiros detalhes de omo obter tal segmento.Devemos forçar que a medida em que avançamos de xk para xCP , de xCPpara xN̂ e, se for o aso, de xN̂ para xN

k+1 (obtido om o passo ompletoNewton), a distânia om relação a xk aumente monotonamente. A úniaondição neessária para que isso oorra, é que o ponto xN̂ seja mais distantede xk do que xCP (pois isso já oorre de xk para xCP e de xN̂ para xN
k+1).Vamos iniialmente mostrar que:

‖sCP‖2 = ‖xk − xCP‖2 ≤ ‖sN‖2 = ‖xk − xN
k+1‖2De fato, fazendo o uso da desigualdade de Cauhy-Shwarz (2.7), teremos:

‖sCP‖2 = ‖ − λ∗∇f(xk)‖2 =
‖∇f(xk)‖32

∇f(xk)tHk∇f(xk)
≤

≤ ‖∇f(xk)‖32
∇f(xk)tHk∇f(xk)

.
‖H−1

k ∇f(xk)‖2‖∇f(xk)‖2
∇f(xk)tH−1

k ∇f(xk)
=

=
‖∇f(xk)‖42

(∇f(xk)
tHk∇f(xk))(∇f(xk)

tH−1
k ∇f(xk))

.‖sN‖2 ≈ γ‖xk − xN
k+1‖2Como Hk é simétria e de�nida positiva, se λm e λM são respetivamente omenor e o maior autovalor de Hk teremos:

∇f(xk)
tHk∇f(xk) ≤ λM‖∇f(xk)‖22 e ∇f(xk)

tH−1
k ∇f(xk) ≤

1

λm
‖∇f(xk)‖22.|14|



Sendo assim, teremos que: γ ≤ λm/λM , o que nos possibilita onluir que:
‖sCP‖2 ≤ γ‖sN‖2 ≤ ‖sN‖2.Se estivermos interessados em enontrar o passo Single Dogleg, basta agoraque façamos o aminho xCP para xN̂ pois este último ponto será equivalenteao ponto resultante do passo ompleto de Newton.Se optarmos pelo Double Dogleg devemos enontrar o ponto xN̂ que pode seresrito omo:

xN̂ = xk − νH−1
k ∇f(xk), om γ ≤ ν ≤ 1.Conforme onsta em [5℄, seria interessante, no entanto, que de�níssemos oaminho xk → xCP → xN̂ → xN

k+1 de modo que o valor do modelo mkproposto, deresça monotonamente a medida que avançamos no aminho.Para que isso oorra, o valor da derivada direional em todo o segmento queliga xCP a xN̂ deverá ser negativo. Parametrizamos então o segmento:
xk+1(λ) = xk + sCP + λ(νsN − sCP ) , λ ∈ [0, 1],e tomamos a derivada direional do modelo g(λ) = mk(xk+1(λ)):

g′(λ) = ∇mk(xk+1(λ))t(νsN − sCP ) =

= (∇f(xk) + HksCP )t(νsN − sCP ) + λ(νsN − sCP )tHk(νsN − sCP ).Dado que Hk é de�nida positiva e o lado direito da equação aima é umafunção monotonamente resente em λ, para que a derivada direional sejanegativa em λ ∈ [0, 1], basta que seja negativa para λ = 1. Ou seja:
(∇f(xk) + HksCP )t(νsN − sCP ) + (νsN − sCP )tHk(νsN − sCP ) < 0.Obtemos que:
(∇f(xk) + HksCP )t(νsN − sCP ) + (νsN − sCP )tHk(νsN − sCP ) =

= ∇f(xk)
t(νsN − sCP ) + st

CP Hk(νsN − sCP ) +
+νst

NHk(νsN − sCP )− st
CP Hk(νsN − sCP ) =|15|



∇f(xk)
t(νsN − sCP )− ν∇f(xk)

tH−1
k Hk(νsN − sCP ) =

= (1− ν)∇f(xk)
t(νsN − sCP ).

(2.11)Além disso:
∇f(xk)

t(νsN − sCP ) = ∇f(xk)
t(−νH−1

k ∇f(xk) + λ∗∇f(xk)) =

= −ν∇f(xk)
tH−1

k ∇f(xk) + λ∗∇f(xk)
t∇f(xk)

(2.12)Sabendo que:
γ =

‖∇f(xk)‖42
(∇f(xk)

tHk∇f(xk))(∇f(xk)
tH−1

k ∇f(xk))
,de (2.10) teremos:

γ =
λ∗‖∇f(xk)‖22

∇f(xk)
tH−1

k ∇f(xk)
. (2.13)Consequentemente, podemos onluir por (2.12):

∇f(xk)
t(νsN−sCP ) = γ

(∇f(xk)
tH−1

k ∇f(xk))

‖∇f(xk)‖22
‖∇f(xk)‖22−ν∇f(xk)

tH−1
k ∇f(xk).Daí, segue que:

∇f(xk)
t(νsN − sCP ) = (γ − ν)∇f(xk)

tH−1
k ∇f(xk).Queremos que o lado direito da equação (2.11) seja negativo, logo a seguintedesigualdade deve ser satisfeita:

0 > (1− ν)(γ − ν)∇f(xk)
tH−1

k ∇f(xk) ,para isso, já que Hk é de�nida positiva, basta esolher ν ∈ (γ, 1).Seguindo as idéias aqui expostas podemos riar um algoritmo e�iente demodo que:1. a distânia om o ponto xk aumente monotonamente a medida queavançamos no aminho riado, o que torna o algoritmo bem-de�nido;2. o valor do modelo quadrátio mk(xk + s) deresça monotonamente amedida que avançamos neste aminho, o que é razoável.|16|



Algoritmo 2.4 Dogleg1. Defina sn a direção de Newton e sm a direção de máximadesida.2. Se ‖sn‖2 ≤ δk, defina sk = sn e vá para o passo 3.Caso ontrário faça:(a) Defina sCP = λ∗sm, om λ∗ onforme (2.10).(b) Se ‖sCP‖2 ≥ δk, defina sk = δk

‖sm‖2
sm e vá para o passo 3.Caso ontrário faça:i. defina sN̂ = νsn∇f(xk), om γ ≤ ν ≤ 1 e γ onformea equação 2.13.ii. enontre λ que satisfaça:

‖sCP + λ(sN̂ − sCP )‖2 = ‖δk‖2;iii. defina sk = sCP + λ(sN̂ − sCP ) e vá para o passo 3.3. Faça xk+1 = xk + sk.2.2.2 Alterações no raio da região de on�ançaQuando utilizamos modelos, mesmo dentro de regiões de on�ança, há sem-pre o riso de que nosso modelo não orresponda à situação real, isso exige umtanto de autela. O que oorre porém é que essa autela pode ser exessivaou então insu�iente.Caso não sejamos su�ientemente autelosos, podemos entrar numa regiãoem que o nosso modelo não re�ete bem a situação real e o valor enontradopoderá não ser adequado para nossos objetivos.Para evitar esse tipo de problema, devemos de�nir quando o valor enontrado
xk+1 é aeitável para o problema. Dennis e Shnabel em [5℄, sugerem omoaeitável um ponto x que satistaça a ondição de Armijo (2.4). Embora sejaomum o uso de uma ondição monótona, omo a de Armijo, neste trabalho|17|



optamos pelo uso da estratégia não-monótona proposta em [2℄ e já desritapela ondição (2.5).Caso xk+1 não seja aeitável, em [5℄ adota-se uma estratégia de obter umnovo valor entre [0.1δk, 0.9δk]. Para isso f(xk + λ(xk+1 − xk)) é aproximadapor uma quadrátia satisfazendo às seguintes ondições: onordânia omos valores de f nos pontos xk e xk+1 e om a derivada direional de f em xk:
∇f(xk)

t(xk+1 − xk). O minimizador desse modelo oorre em:
λ̂∗ = − ∇f(xk)

t(xk+1 − xk)

2[f(xk+1)− f(xk)−∇f(xk)
t(xk+1 − xk)]Esolhemos então:

• δk+1 = λ̂∗‖xk+1 − xk‖2, se este valor estiver no intervalo [0.1δk, 0.9δk];
• δk+1 = 0.9δk aso ontrário. (2.14)Suponha que em uma dada situação enontremos o valor xk+1 aeitável, atra-vés de um passo diferente do passo de Newton ompleto. Cabe-nos pensarna hipótese de termos sido autelosos demais e se não poderíamos ter dadoum passo maior. Por exemplo, podemos supor que as iterações anteriores nostenham feito diminuir o tamanho do passo e porventura tenhamos entradonuma região em que o modelo tenha se adequado bem à situação real. Ousto para hegar à direção atual (onstrução do modelo, determinação dotamanho do passo e direção de desida) é um tanto alto e seria interessanteavançar o quanto for possível no atual modelo.Para deidir se devemos tentar um passo maior do que o atual, ompara-sea redução real dada por:

∆fAred , f(xk+1)− f(xk)om a redução prevista:
∆fPred , m(xk+1)− f(xk)Caso nossa redução prevista satisfaça a seguinte ondição:

|∆fPred −∆fAred| ≤ 0.1|∆fAred|, (2.15)isso permite que tenhamos dois tipos de interpretação:|18|



1. o valor do lado esquerdo da desigualdade é muito baixo, o que querdizer que nesta região mk representa muito adequadamente f e o valorpara o raio da região de on�ança, δk, pode ter sido subestimado;2. ou o valor do lado direito é alto, o que india que a redução real em fé muito grande.Em ambos os asos, onvém armazenar os valores atuais para xk+1 e para
f(xk+1), e ao invés de avançarmos diretamente para a próxima iteração, do-bramos o valor do raio δk e alulamos um novo valor para xk+1 usando omodelo atual. Se esse valor não for aeitável, voltamos para o último valorarmazenado, aso ontrário dobramos novamente o valor de δk e enontra-mos mais um novo valor para xk+1. Proedemos assim suessivamente atéenontrar um valor não-satisfatório.Para �nalizar esta seção, suponha que já estamos satisfeitos om o valor para
xk+1 e prontos para a próxima iteração. Devemos no entanto deidir o quefazer om o valor do raio de on�ança para a próxima iteração. Dependendode quão bem o modelo estiver se ajustando à função real podemos esolheromo raio iniial para a próxima iteração (o valor de δk+1) o mesmo valor de
δk, dobrar ou diminuir esse valor. Em [5℄, sugere-se o uso do seguinte ritério:

• δk+1 = 2δk se ∆fAred ≤ 0.75∆fPred

• δk+1 = 0.5δk se ∆fAred ≥ 0.1∆fPred;
• δk+1 = δk nos demais asos. (2.16)2.3. Método GMRESNesta seção desreveremos o método GMRES (Generalized Minimal Resi-dual), que é um método iterativo para a resolução de sistemas lineares

As = bonde A é uma matriz n× n, não-singular.O método GMRES , proposto em 1986 por Saad e Shultz [17℄, faz parte dafamília de métodos de projeções sobre subespaços de Krylov. Comeemos|19|



então a seção de�nindo um subespaço de Krylov e apresentando algumaspropriedades:De�nição 2.3 Dada uma matriz A : n × n, não singular., e um vetor vompatível om esta, a sequênia: v, Av, A2v, A3v, ... é hamada sequên-ia de Krylov. O subespaço Kℓ(A, v) = span{v, Av, A2v, A3v, ...Aℓ−1v} édenominado subespaço de Krylov de ordem ℓ.É interessante onheer a dimensão do subespaço Kℓ(A, v). Com esse objetivovamos, iniialmente, relembrar as seguintes de�nições:De�nição 2.4 Um polin�mio do tipo p(x) = αxn, onde α ∈ R, é hamadopolin�mio m�nio de grau n. O polin�mio m�nio não-nulo p de menor grauque satisfaz p(A)v = 0 é onheido omo polin�mio mínimo do vetor v omrelação à matriz A.Proposição 2.2 Seja µ o grau do polin�mio mínimo de v om respeito a A.Então Kµ(A, v) é um espaço invariante em relação à matriz A e Kℓ(A, v) =
Kµ(A, v), para todo ℓ ≥ µ.Prova: Para provar que Kµ(A, v) é um espaço invariante sobre A, onsideremos

u ∈ Kµ(A, v), podemos esrever que u = α1v + α2Av + . . . + αµAµ−1v. Temosentão que Au = α1Av + α2A
2v + . . . + αµAµv. Mas Aµv = 0, logo Au =

α1Av + α2A
2v + . . . + αµ−1A

µ−1v ∈ Kµ(A, v), e portanto Kµ(A, v) é invariantesobre A. Para provar a segunda parte da proposição, basta onsiderar que
Kℓ(A, v) = span{v,Av, . . . , Aℓ−1v} = span{v,Av, . . . , Aµ−1v}, pois Akv = 0para todo k tal que k ≥ µ. �Corolário 2.1 Seja µ o grau do polin�mio mínimo de v om relação à A.Então dim(Kµ(A, v)) = µ.Prova: Suponha por absurdo que dim(Kµ(A, v)) < µ. Se v = 0 a ontradiçãoé óbvia. Vamos então trabalhar om a hipótese de que v 6= 0, neste aso oonjunto {v,Av,A2v, ..., Aµ−1v} não seria linearmente independente e existiria
(α1, α2, . . . , αµ) 6= 0 tal que α1v + α2Av + . . . + αµAµ−1v = 0. Note que:
Aµ−1(α1v +α2Av + . . .+αµAµ−1v) = 0, logo α1A

µ−1v = 0 e, portanto, α1 = 0.Temos então que: α2Av + . . . + αµAµ−1v = 0, multipliando-se ambos os ladospor Aµ−2 tem-se, omo anteriormente, que: α2A
µ−1v = 0 e α2 = 0. Repetindo-se suessivas vezes esta estratégia, onlui-se que (α1, α2, . . . , αµ) = 0, o que éuma ontradição �|20|



Proposição 2.3 Se o grau do polin�mio mínimo de v om respeito a A é
µ, então dim(Kℓ(A, v)) = min{ℓ, µ}.Prova: Evidentemente se ℓ ≥ µ o resultado segue diretamente da Proposição2.2 e do Corolário 2.1. Agora se ℓ < µ a prova é semelhante à do Corolário 2.1.�Considerando s0 a aproximação iniial, ada iteração do método GMRESonsiste na minimização da norma-2 do resíduo sobre o subespaço de Krylovdeterminado pela matriz A e o resíduo iniial (r0 = b − As0), ou seja, seestivermos na ℓ-ésima iteração do método de GMRES, devemos enontrar opasso sℓ que minimiza a norma-2 do resíduo r = As− b no subespaço:

Kℓ(A, r0) = span{r0, Ar0, . . . , A
ℓ−1r0}.O problema de minimização que devemos resolver a ada iteração pode seresrito omo:

min ‖b−As‖2sujeito a: s ∈ s0 +Kℓ(A, r0)
(2.17)

Figura 2.4: Projeção do resíduo iniial sobre o subespaço AKℓ(A, r0)O vetor sℓ que minimiza a norma-2 do resíduo é tal que rℓ = b−Asℓ é orto-gonal ao subespaço AKℓ(A, r0). Sendo assim, teremos um problema de qua-drados mínimos. Convém transformar a base atual do subespaço Kℓ(A, r0)|21|



em uma base ortogonal e para isso usaremos o proesso de Arnoldi, que é oproesso de Gram-Shmidt para ortonormalização de uma base do subespaçode Krylov.Algoritmo 2.5 Proesso de Arnoldi para Ortonormalização1. v1 = r0/(‖r0‖2);2. Para j = 1, 2, . . . , ℓ faça:(a) v̂ = Avj;(b) para i = 1, 2, . . . , j faça:
→֒ hi,j = v̂tvi;() v̂ = v̂ −

∑j
i=1 hi,jvi;(d) hj+1,j = ‖v̂‖2;(e) vj+1 = v̂/hj+1,jEvidentemente pode se onluir pela Proposição 2.3 que, se o polin�miomínimo de r0 om relação à matriz A for de grau j < n não será possívelonstruir uma base ortogonal om dimensão maior que j. Se no passo 2d doalgoritmo enontrarmos hj+1,j = 0, o algoritmo deverá ser interrompido poiso passo 2e não poderá ser realizado. A proposição abaixo garante que issoirá aonteer se, somente se, o polin�mio mínimo tiver grau j.Proposição 2.4 O Algoritmo 2.5 falha na j-ésima iteração (isto é, hj+1,j =

0 no passo 2d) se, e somente se, o polin�nimo mínimo de r0 om respeito àmatriz A tem grau j.Prova: Ver [16℄. �Supondo que o algoritmo não apresentou falha de exeução, após a p-ésimaiteração, teríamos obtido os vetores ortonormais v1, v2, . . . , vℓ+1. De�nimosentão as matrizes Vℓ : n×ℓ e Vℓ+1 : n×(ℓ+1), ujas olunas são dadas por essesvetores, difereniando-se apenas pelo fato de que a matriz Vℓ+1 : n× (ℓ + 1)

|22|



terá uma oluna a mais (o vetor vℓ+1). Além disso, também podemos de�nira matriz H̄ℓ : (ℓ + 1)× ℓ Hessenberg superior, onde:
h̄ℓ(i, j) =

{

0, se i > j + 1
hi,j, aso ontrário,o que nos permite onstruir a seguinte relação:

AVℓ = Vℓ+1H̄ℓ. (2.18)Pela equação (2.17) temos que s ∈ s0 + Kℓ(A, r0) e, onsiderando que asolunas de Vℓ formam uma base para o subespaço Kℓ(A, r0), existe y ∈ Rℓtal que s = s0 + Vℓy e podemos esrever:
‖b− As‖2 = ‖b− A(s0 + Vℓy)‖2 = ‖r0 − AVℓy‖2 = ‖r0 − Vℓ+1H̄ℓy‖2.Mas, pelo Algoritmo 2.5, v1 = r0/‖r0‖2 e, onsiderando-se β = ‖r0‖2, tere-mos:
‖b−As‖2 = ‖βv1 − Vℓ+1H̄ℓy‖2 = ‖Vℓ+1(βe1 − H̄ℓy)‖2 = ‖βe1 − H̄ℓy‖2.Podemos então reesrever o problema (2.17):

min ‖βe1 − H̄ℓy‖2sujeito a y ∈ Rℓ,
(2.19)o que nos permite de�nir o seguinte algoritmo:Algoritmo 2.6 GMRES1. Defina r0 = b− Ax0, ρ = ‖r0‖2, β = ρ, v1 = r0/β e k = 02. Enquanto k ≤ kmax e ρ > ε‖b‖2 faça:(a) k = k + 1(b) Exeutar o passo 2 do proesso de Arnoldi (2.5) om

j = k.() Defina e1 = (1, 0, . . . , 0)t ∈ Rk+1(d) Enontre yk ∈ Rk que minimiza ‖βe1 − H̄ky‖2(e) ρ = ‖βe1 − H̄kyk‖23. x∗ = x0 + Vkyk |23|



2.3.1 Rotações de GivensDado que a matriz H̄ℓ é Hessenberg superior, podemos enontrar failmentea sua fatoração QR através de rotações de Givens, tornando a resolução doproblema relativamente barata. Uma rotação de Givens de ordem 2, porexemplo, onsiste na multipliação de um vetor pela seguinte matriz:
G =

(

c −s
s c

)

,onde c = cos θ e s = senθ. Essa multipliação irá produzir uma rotaçãode ângulo −θ [16℄, om relação ao eixo x, no vetor ao qual for apliada.O nosso interesse para apliar as rotações de Givens é transformar a ma-triz de Hessenberg numa triangular superior, ou seja, anular os elementos
h̄i+1,i , para i = 1, . . . , ℓ.Iremos fatorar a matriz de Hessenberg da seguinte maneira:

Gℓ . . . G2G1H̄ℓ = Rℓ,onde Rℓ é a matriz triangular superior resultante e Gi é a matriz de rotaçãode Givens para eliminar o elemento h̄i+1,i, que deverá ter a seguinte forma:
Gi =



























1 . . .
1

ci −si

si ci

1 . . .
1



























← linha i
← linha i + 1

(2.20)
om:

ci =
h̄i+1,i

√

(h̄
(i−1)
i,i )2 + (h̄i+1,i)2

e si =
h̄

(i−1)
i,i

√

(h̄
(i−1)
i,i )2 + (h̄i+1,i)2

. (2.21)|24|



Note que usamos a notação h̄
(i−1)
i,i , isso porque esse elemento já foi alterado,

i− 1 vezes, pela apliação das matrizes G1, . . . Gi−1.Para failitar a resolução do problema, vamos de�nir Qℓ = Gt
1G

t
2 . . . Gt

ℓ.Como Gi é ortogonal para todo i teremos Qℓ também ortogonal, logo:
‖b−As‖2 = ‖βe1 − H̄ℓy‖2 = ‖βQℓe1 −Rℓy‖2. (2.22)Para ompreender as vantagens proporionadas pelas rotações de Givens,onvém observar os resultados do seguinte teorema:Teorema 2.4 Considere Rℓ = QℓH̄ℓ omo de�nido anteriormente e g =

βQℓe1. Denotemos por R̂ℓ a matriz triangular superior ℓ×ℓ, obtida eliminando-se a última linha de Rℓ e ĝℓ um vetor de dimensão ℓ enontrado eliminando-seo elemento gℓ+1,1 (a última linha) de g. Então podemos dizer que:1. o posto de AVℓ é igual ao posto de R̂ℓ. Em partiular, se rℓ,ℓ = 0 então
A deve ser singular;2. o vetor y∗ que é o minimizador da equação ‖βe1 − H̄ℓy‖2 é dado por

y∗ = R̂−1
ℓ ĝ;3. a norma-2 do resíduo no passo ℓ será dada por gℓ+1,1.Prova: Para provar a primeira parte onsidere que:

AVℓ = Vℓ+1Q
t
ℓQℓH̄ℓ ⇒ AVℓ = Vℓ+1Q

t
ℓRℓ.Visto que tanto Qℓ quanto Vℓ+1 são unitárias, temos que posto de AVℓ é igualao posto de Rℓ, que é igual ao posto de R̂ℓ, já que a última linha de Rℓ é nula.Como Rℓ é triangular superior, se rℓ,ℓ = 0 então Rℓ é singular, e portanto A ésingular. A segunda e a tereira parte saem da equação (2.22). Pois:

‖βe1 − H̄ℓy‖2 = ‖βQℓe1 −Rℓy‖2 = |gℓ+1,1|+ ‖ĝ − R̂ℓy‖2.O resíduo mínimo é enontrado zerando o segundo elemento da parte esquerdada equação aima. Logo y∗ = R̂−1
ℓ ĝ e a norma-2 do resíduo será dada por

gℓ+1,1. �|25|



Esse resultado é um fator estimulante para a implementação pois, garantidaa não-singularidade da matriz A, a aproximação para a solução do sistemalinear não preisaria ser obtida a ada iteração do GMRES, mas somentequanto tivermos um resíduo su�ientemente pequeno, já que a norma-2 doresíduo será dada pelo módulo do último elemento do vetor g = βQℓe1. Ouseja, podemos reesrever o Algoritmo 2.6:Algoritmo 2.7 GMRES om Rotações de Givens1. Defina r0 = b−Ax0, ρ = ‖r0‖2, β = ρ, v1 = r0/β, Q = I : n× ne k = 0.2. Enquanto k ≤ kmax e ρ > ε‖b‖2 faça:(a) k = k + 1;(b) exeutar o passo 2 do proesso de Arnoldi (2.5) om
j = k;() se k > 1, aplique Qk na k-ésima oluna de H̄k;(d) faça: ck =

h̄k+1,k√
(h̄k,k)2+(h̄k+1,k)2

e sk =
h̄k,k√

(h̄k,k)2+(h̄k+1,k)2
;(e) h̄k,k = ckh̄k,k − skh̄k+1,k e h̄k+1,k = 0;(f) defina Gk omo em (2.20) e faça g = Gkg;(g) faça Q = GkQ e defina Qk a matriz quadrada orres-pondente às k primeiras linhas de Q;(h) ρ = |gk+1|.3. Considere R a matriz quadrada orrespondente às k primei-ras linhas de H̄ e w o vetor orrespondente às k primei-ras linhas de g.4. Enontre yk que resolve o sistema: Ry = w.5. x∗ = x0 + Vkyk.O Algoritmo 2.7 pode apresentar falha no passo 2b. Conforme a Proposição2.4, isso aonteerá se, e somente se, o polin�mio mínimo de r0 em relaçãoà matriz A tiver grau c < n. A proposição abaixo garante que, neste aso,teremos enontrado a solução exata do sistema, é o que hamam na literaturade luky breakdown. |26|



Proposição 2.5 Seja A uma matriz não-singular, então o Algoritmo 2.7irá falhar na ℓ-ésima iteração (isto é, hℓ+1,ℓ = 0) se, e somente se, sk é asolução exata do sistema As = b.Prova: Considere que hℓ+1,ℓ = 0. Da não-singularidade de A temos, pelaprimeira parte do Teorema 2.4 que R̂ℓ,ℓ = hℓ−1
ℓ,ℓ 6= 0. Sendo assim por (2.21)temos que sℓ = 0. O vetor g atual é obtido através do produto da matriz Gℓ pelovetor g anterior aumentado em uma dimensão. Chamando de ḡ = (ḡ1, . . . , ḡℓ, 0)

teste vetor g anterior, temos que g = (ḡ1, . . . , cℓḡℓ, sℓḡℓ). Pela última parte doTeorema 2.4, tem-se que ‖rℓ‖2 = |gℓ+1| = |sℓḡℓ| = 0.Para provar que a ondição é su�iente, devemos notar que se a solução exataé enontrada no passo ℓ e não no passo ℓ − 1 vamos ter ‖rℓ‖2 = 0 e então
|gℓ+1| = |sℓḡℓ| = 0 o que implia que sℓ = 0 e, por (2.21), hℓ+1,ℓ = 0. �Esse resultado irá failitar a demonstração do teorema abaixo que garante aonvergênia do Algoritmo 2.6:Teorema 2.5 Seja A uma matriz n × n não-singular. Então o Algoritmo2.6 enontrará a solução para o problema linear As = b em no máximo niterações.Prova: Ver [10℄ �2.3.2 GMRES om ReomeçosPara problemas de grande porte, torna-se ompliado o uso do MétodoGMRES, pois à medida que o valor de ℓ aumenta, aumentam ada vez maisos requerimentos de memória e o usto omputaional. Uma alternativaque vem sendo utilizada é o método GMRES om reomeços. Esta varia-ção onsiste em interromper o ilo do GMRES a ada m iterações (daí onome GMRES (m)). O Algoritmo 2.8 de�ne basiamente omo funiona esseproesso:

|27|



Algoritmo 2.8 GMRES(m)1. k = 0.2. Aplique o método GMRES (Algoritmo 2.7) om kmax=m.3. ℓ = 1.4. Enquanto ℓ ≤ máximo de ilos e ρ > ε‖b‖2 faça:(a) ℓ = ℓ + 1;(b) k = 0;() aplique o método GMRES (Algoritmo 2.7) om kmax=m.Devemos observar que, apesar dessa estratégia funionar bem na prátia, nãose pode garantir a onvergênia do metódo, pois apesar da norma-2 do resí-duo, no GMRES(m), não ser resente, onforme [16℄, este valor pode sofreruma estagnação em asos em que a matriz não é positiva-de�nida. Nesteaso, a taxa de onvergênia do método GMRES(m) pode ser ruim. Umaesolha adequada para o valor de m pode soluionar este tipo de problema eé tema de estudo de vários trabalhos.
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Capítulo3 O MétodoNewton-GMRES(m) om usode estratégia Matrix-Free
No apítulo anterior desrevemos a estratégia de globalização Dogleg e o mé-todo GMRES que serão empregados na implementação do algoritmo Newton-inexato para resolução de sistemas não-lineares. Neste apítulo iremos apre-sentar os detalhes que justi�am o uso onjunto do método GMRES (pararesolução do sistema linear) om a estratégia Double Dogleg (para a globali-zação). Para failitar a loalização dentro da leitura, apresentamos na Figura3.1 um esopo das prinipais etapas do algoritmo básio �nal.Observação 3.1: Chamamos este algoritmo de básio �nal, apesar do esopoapresentado orresponder a um dos algoritmos testados, os outros seguem essaestrutura, om pouas modi�ações.Nesse trabalho usaremos o GMRES para enontrar a direção de desida parao método Newton-inexato. Considerando que devemos resolver o sistemalinear (denotemos por J a matriz Jaobiana de F no ponto xk):

Js = −F (xk) (3.1)e, supondo s0 o hute iniial para a obtenção da direção Newton-inexata,temos r0 = Js0 + F (xk) o resíduo iniial e onstruíremos os subespaços deKrylov utilizando os vetores:
r0 , Jr0, J2r0, J3r0 . . .Como a matriz Jaobiana é não-singular, os métodos de subespaços de Krylov(e portanto o GMRES) teoriamente enontrariam a solução exata do sistema|29|



Dados x0 e δConsidere ind = 0

��GMRES(m)para enontrar
s que satisfaz (1.3) // Doglegobtém direção s̄

��

oo

xk = x̄ ind = 0de�na novo raio(onforme (2.16))
OO

x̄ = xk + s̄é aeitável?sim
��

não //
ind = 1diminua o raio(onforme (2.14))

k = k + 1

OO

ind = 0 ?
nãooo sim

��

‖F (x̄′)‖2 < ‖F (x̄)‖2 ?

não OO

sim
��

δ = 2δ, Doglegobtém direção s̄′

x̄′ = xk + s̄′
oo

x̄ = x̄′

OO

Figura 3.1: Esopo do algoritmo básio �nallinear (3.1) em no máximo n iterações, e se assim �zéssemos, obteríamos ovetor sk que seria a solução exata do sistema, ou seja o passo exato de Newton.No aso de problemas de grande porte, se exigirmos que todos os n passos doGMRES sejam realizados, neessitaremos de altos requerimentos de memóriae o programa se tornará ine�iente. Portanto, iremos optar pelo método deNewton-inexato e realizar as iterações do GMRES somente até enontrar ovalor de p para qual a direção s que minimiza a norma-2 do resíduo no espaço
Kp satisfaça a ondição (2.2).O método GMRES possibilita o uso da ténia matrix-free, que permite queo produto entre a matriz Jaobiana e um vetor ompatível seja realizadopor meio de uma aproximação, o que evita o álulo das derivadas parias|30|



de F e reduz o número de requerimentos de memória. Isso é possível pois,nos métodos Newton-Krylov, o uso do Jaobiano só é neessário no produtodeste por algum vetor. Um valor aproximado para o resultado desse produtopode ser obtido, através de aproximação por expansão de série de Taylor:
J(xk)v ≈

F (xk + hv)− F (xk)

h
, h ∈ R. (3.2)Um detalhe de extrema importânia é a determinação de h para a aproxi-mação aima. Dennis e Shnabel [5℄ sugerem o uso do seguinte valor para

h:
h =

1

‖v‖2
√

ε max{|(xk)
tv|, tipxt

k|v|} sign(xt
kv), (3.3)onde ε é o erro da máquina, tip(xk) é um vetor omposto por valores típiospara xk e sign(u) é uma função que retorna 1 aso u seja positivo e −1 aso

u seja negativo.Bellavia e Morini em [1℄, propõem uma alternativa mais simples:
h =
√

ε
‖xk‖2
‖v‖2

, (3.4)onde ε é novamente a preisão da máquina.Durante os testes numério omparamos o desempenho entre esses dois va-lores para h, dos quais observamos um desempenho superior dessa últimaesolha. 3.1. Dogleg e globalizaçãoNesta seção será visto omo relaionar a estratégia de obtenção do passoNewton-Inexato (através do GMRES) om a estratégia de globalização pelométodo Double Dogleg minimizando-se o esforço omputaional. O uso on-junto das duas estratégias é baseado na proposta de Brown e Saad [3℄, de1990. Usaremos omo notação sN para o passo de Newton no modelo qua-drátio e sM a direção de máxima desida também no modelo quadrátio,além disso denotaremos F (xk), simplesmente por F e J(xk) por J .|31|



Quando o GMRES termina obtemos uma direção Newton-Inexata do tipo
s = s0 + Vpy, onde p representa o número de iterações do GMRES, s0 aaproximação iniial para o passo GMRES e Vp a matriz ortogonal ujas o-lunas geram o subespaço Kp. Por motivos que �arão mais laros, iremosonsiderar s0 = 0 e teremos, portanto, s = Vpy.A estratégia de globalização prourará enontrar um mínimo loal para afunção de mérito:

f(x) =
1

2
F (x)tF (x)Portanto, devemos resolver o seguinte problema não-linear:

min g(y) = f(xk + Vpy)sujeito a y ∈ Rp (3.5)Se estamos usando o modelo linear F + Js para aproximar F (xk + s), umaaproximação quadrátia natural para g(y) seria 1
2
‖F + Js‖22, que podemosesrever:

ĝ(y) = 1
2
‖F + JVpy‖22 =

= 1
2
F tF + F tJVpy + 1

2
yt(JVp)

t(JVp)y
(3.6)Note que f(xk) = g(0) = ĝ(0).Considerando B a matriz p× p, simétria e de�nida positiva dada por:

B = (JVp)
t(JVp) = (Vp+1H̄p)

t(Vp+1H̄p) = H̄ t
pH̄p,a estratégia de regiões de on�ança deverá resolver o seguinte problema deminimização:

min ĝ(y) = 1
2
F tF + F tJVpy + 1

2
ytBysujeito a{

‖y‖2 ≤ δk

y ∈ Rp
(3.7)A direção de máxima desida a partir de xk para o modelo (3.7) será dadapor:

sM = −∇ĝ(0) = −(JVp)
tF = −(Vp+1H̄p)

tF

= −H̄ t
pV

t
p+1F = H̄ t

p(βe1)

= βH̄ t
pe1. (3.8)|32|



Como a Hessiana do modelo quadrátio é dada por B e sM = −∇ĝ(0),teremos a direção de Newton para o modelo quadrátio dada por:
sN = B−1sM = (H̄ t

pH̄p)
−1(βH̄ t

pe1). (3.9)Portanto, sN é a solução do sistema:
H̄ t

pH̄py = βH̄ t
pe1,e, onsequentemente, é a solução de quadrados mínimos para o sistema so-bredeterminado:

H̄py = βe1.Então, enontrar a direção de Newton para o modelo quadrátio é equivalenteresolver o seguinte problema:
min ‖H̄py − βe1‖2, om y ∈ R

p.Mas esse problema já foi resolvido pelo método GMRES (ver problema(2.19)), e portanto basta usar a direção de Newton-Inexato já enontradaomo a direção de Newton para o modelo quadrátio.Devemos agora enontrar o ponto de Cauhy para o problema (3.6). Lembre-mos que o ponto de Cauhy será dado pelo minimizador do modelo quadrátiona direção de máxima desida.Desde que,
ĝ(λsM) =

1

2
F tF + λF tJVpsM +

λ2

2
st

M(JVp)
t(JVp)sM , (3.10)teremos:

∇ĝ(λsM) = F tJVpsM + λ(JVp)
t(JVp)sM .Pela equação (3.8), pode-se onluir que o valor de λ que minimiza a função(3.10) é dado por:

λ∗ =
−F tJVpsM

st
M(JVp)t(JVp)sM

=
−F tJVpsM

st
M(Vm+1H̄p)t(Vm+1H̄p)sM

=
‖sM‖22
‖H̄psM‖22

.|33|



Teremos então a direção de Cauhy (CP):
sCP = λ∗sM =

‖sM‖22
‖H̄psM‖22

sM =
‖sM‖22
‖H̄psM‖22

(βH̄pe1).Vamos de�nir agora, a direção sN̂ . No aso do Single Dogleg, ele será dadapela direção Newton-Inexata retornada pelo GMRES. Caso optemos pelopasso Double Dogleg teremos: sN̂ = νsN , onde sN é a direção Newton-Inexatavinda do GMRES. Em [5℄ sugere-se que o valor de ν seja dado por: ν =
0.8γ + 0.2. Da equação (2.13), vamos ter que:

γ =
λ∗‖∇ĝ(0)‖22

∇ĝ(0)t(H̄ t
pH̄p)−1∇ĝ(0)

≡ λ∗‖sM‖22
−st

MsN

.Após enontrar o passo Dogleg (denotemos-o por y), devemos veri�ar se oponto enontrado: xk+1 = xk +Vpy é satisfatório. Uma das opções é analisarse o ponto umpre a ondição de Armijo:
f(xk+1) ≤ f(xk) + α∇f(xk)

t(xk+1 − xk).Neste aso temos que:
∇f(xk)

t(xk+1− xk) = ∇f(xk)
tsk = F tJVpy = F tVm+1H̄py = βet

1H̄py = st
My.E portanto, podemos esrever a ondição de Armijo omo:

1

2
‖F (xk+1)‖22 ≤

1

2
‖F (xk)‖22 + αst

My.Neste trabalho também optamos pelo uso da ondição não-monótona pro-posta em [2℄. Conforme a ondição (2.5), não teremos qualquer di�uldadede adaptação nesse aso.Se o ponto enontrado não for satisfatório, devemos reduzir o raio da re-gião de on�ança. Como desrito no apítulo anterior (ver (2.16)), podemosenontrar o novo raio da região de on�ança da seguinte maneira:|34|



λ̄∗ = − ∇f(xk)
t(xk+1 − xk)

2[f(xk+1)− f(xk)−∇f(xk)
t(xk+1 − xk)]

=

=
st

My

‖F (xk+1)‖22 − ‖F (xk)‖22 + 2st
My

.Enontrado esse valor veri�amos se λ̄∗‖xk+1 − xk‖2 ∈ [0.1δk, 0.9δk], asopositivo teremos δk+1 = λ̄∗‖xk+1 − xk‖2, aso negativo δk+1 = 0.9δk.Para analisar a possibilidade de um passo maior om o mesmo modelo, bemomo o valor do raio para a próxima iteração, preisamos omparar a reduçãoreal om a redução prevista, que serão dadas respetivamente por:
∆fAred = f(xk+1)− f(xk) = 1/2(‖F (xk+1)‖22 − ‖F (xk)‖22)

∆fPred = ĝ(y)− g(0) =

=
1

2
F tF + F tJVpy +

1

2
ytBy − 1

2
F tF =

=
1

2
‖H̄py‖22 − st

My.3.2. Modifiações Neessárias para oProesso de ReomeçosCom a adição do proesso de reomeços, a aproximação iniial para o GMRESnão seria o vetor nulo a partir do segundo ilo. Com isso o problema deminimização em ada ilo do GMRES seria um pouo diferente do problema(3.5) e teria a seguinte forma:
min f(xk + s0 + Vpy)sujeito a y ∈ Rp.|35|



Entretanto, om esta esolha, a função g(y) de�nida na seção anterior, namaioria dos asos, não estaria perto de f(xk) para y pequeno (ou seja,
g(0) 6= f(xk)). Para sanar essa de�iênia, devemos reesrever o problema,aumentando uma dimensão. Suponhamos que ada ilo do GMRES per-mita no máximo m iterações. Seja então ȳ = [y, t]t ∈ Rp+1 e W = [Vp, s0]e enontramos um passo s da forma s = Wy e a função g modi�ada:
ḡ(ȳ) = f(xk + Wȳ) (veri�que que ḡ(0) = f(xk)). O modelo quadrátioserá dado por:

ĝ(ȳ) =
1

2
‖F + JWȳ‖22.Dado que r0 = −F − Js0, teremos:

F + JWȳ = F + [Vp s0]

[

y
t

]

= F + [Vpy ts0] = F + JVpy + tJs0 =

= F + JVpy + (−r0 − F )t = (1− t)F − tr0 + Vp+1H̄py,o que nos permitirá que a função ĝ seja avaliada sem o uso da matriz Jao-biana.Enontraremos, então, a direção de máxima desida para o modelo quadrá-tio modi�ado:
sM = −∇ĝ(0) = −(JW )tF = −[JVp Js0]

tF =

= −[Vp+1H̄p Js0]
tF =

(

−H̄ t
pV

t
p+1F

(F + r0)
tF

)

∈ Rp+1.O passo de Newton para o modelo quadrátio, assim omo no aso semreomeços, será obtido relaionando os dados obtidos no proesso GMRESe o passo de máxima desida já enontrado. Mas, diferentemente do asoanterior, a direção de Newton para o modelo quadrátio não poderá seraproximada pela direção Newton-inexata do GMRES pois s0 6= 0. Considereiniialmente que:
sN = B−1sM .Aqui, novamente, B é a Hessiana do modelo quadrátio (B = ∇2ĝ(0)). Con-siderando então v = −H̄ t

pV
t
p+1(F + r0) e a = ‖F + r0‖22 podemos reesrever amatriz B:

B = (JW )t(JW ) =

(

H̄ t
pH̄p v
vt a

)

.|36|



Para a implementação é onveniente lembrar que o método GMRES obteve,através das rotações de Givens, a fatoração QR da matriz H̄p. Logo H̄ t
pH̄p =

(QR)t(QR) = RtR. Como a dimensão de H̄p é (p + 1)× p, de aordo om oproesso de fatoração QR, a matriz R : (p + 1)× p terá a seguinte forma:
R =

(

R̄
0

)

,onde R̄ ∈ Rp×p, e ainda: R̄tR̄ = RtR. Consideremos então w = R̄−1v e
b =
√

a− wtw, e obtemos failmente a deomposição de Cholesky para B:
B =

(

R̄tR̄ v
vt a

)

=

(

R̄t 0
wt b

) (

R̄ w
0 b

)

≡ CtC.Para realizar o passo Dogleg, preisaremos enontrar o ponto de Cauhy que,omo já vimos anteriormente, é o ponto minimizador para o modelo quadrá-tio na direção de máxima desida (sM):
ĝ(ȳ) = 1

2
‖F + JWȳ‖22 = 1/2F tF + F tJWȳ + ȳt(JW )t(JW )ȳ =

= 1/2F tF + F tJWȳ + ȳtBȳ = 1
2
F tF + F tJWȳ + ȳtCtCȳ,e, para ȳ = λsM , teremos:

ĝ(λsM) =
1

2
F tF + λF tJWsM +

λ2

2
st

MCtCsMPortanto, o valor de λ minimizador será dado por:
λ∗ =

−F tJWsM

st
MCtCsM

=
st

MsM

st
MCtCsM

=
‖sM‖22
‖CsM‖22

.Para enontrar o ponto xN̂ devemos enontrar o valor para γ segundo aequação (2.13):
γ =

λ∗‖sM‖22
−st

MsN

.Preisamos agora riar a nova ondição de aeitação do ponto enontrado.Antes disso, veri�que que:
∇f(xk)

ts = F tJs = F tJ(s0 + Vpy) = F tJVpy + F tJs0 =
= F tVp+1H̄py − (F + r0)

tF
,|37|



e, daí:
∇f(xk)

ts = −st
p

(

y
1

)

.Sendo assim, reesrevemos a ondição de Armijo omo:
1

2
‖F (xk+1)‖22 ≤

1

2
‖F (xk)‖22 − αst

M

(

y
1

)

.Em aso de insatisfação, o novo raio da região de on�ança será dado por:
δ∗k+1 =

st
M

(

y
1

)

‖F (xk+1)‖22 − ‖F (xk)‖22 + 2st
M

(

y
1

)‖xk+1 − xk‖2

se δ∗k+1 pertener ao intervalo [0.1δk, 0.9δk], aso ontrário temos que δk+1 =
0.9δk.Observação 3.2: Se optarmos pelo uso da ondição (2.5) ao invés da ondição deArmijo, assim omo no aso sem reomeços nenhuma adaptação se fará neessária.O valor de ∆fAred, evidentemente, pode ser alulado omo no aso semreomeços, mas ∆fPred se altera, sendo obtido por:

∆fPred = ĝ(ȳ)− g(0) = 1
2
F tF + F tJWȳ + 1

2
ȳt(JW )tJWȳ − 1

2
F tF =

= 1
2
‖Cȳ‖22 − st

M ȳ.

|38|



Capítulo4 Implementação e TestesRealizados
4.1. Algoritmos testadosAs idéias apresentadas nos apítulos anteriores nos possibilitou a onstruçãode uma série de algoritmos para a resolução de sistemas não-lineares atravésdo método Newton-GMRES. O primeiro algoritmo onstruído onsiste nummétodo Newton-GMRES om estratégia de globalização exlusivamente ba-seada em regiões de on�ança om o uso do método Double Dogleg, onformedesrito na Figura 4.1. GMRES(m)

��DOUBLEDOGLEG 88

aeitao ponto?nãooo sim // PróximaIteraçãoFigura 4.1: Esopo do programa om globalização baseada em Double DoglegO segundo algoritmo desenvolvido utiliza uma estratégia híbrida om usoiniial de busa linear (três tentativas) e aso não obtenha suesso (isto é,aso não enontre um ponto aeitável), apela-se para a estratégia DoubleDogleg até obter suesso. Uma simpli�ação das etapas desse proedimentopode ser onferida na Figura 4.2. |39|



Para ambos os algoritmos utilizamos omo ritério de aeitação, iniialmente,o ritério de Armijo (2.4) e também o ritério não-monótono (2.5) propostoem [2℄. Já nos testes iniiais o desempenho dos algoritmos om o ritério deArmijo foi inferior, sendo deidido adotar exlusivamente o ritério (2.5) nostestes posteriores.GMRES(m)
""

PróximaIteraçãoBUSCA LINEAR // aeita oponto? sim 22

não
��

DOUBLEDOGLEGoo
OO Já fez 3 busas?não sim OO

Figura 4.2: Esopo do programa om globalização híbridaImplementamos ainda um último algoritmo, om uma pequena variação emrelação a este segundo algoritmo, onde muda-se somente o ritério de aei-tação para os pontos advindos da estratégia Double Dogleg. Diferentementedos anteriores, o ritério para este algoritmo é baseado em dados de redu-ção prevista e redução real. Note que, essa mudança só valerá para o testeapós o Double Dogleg. No aso da busa linear o ritério de aeitação on-tinua omo nos algoritmos anteriores. Sendo assim, em onformidade om aequação (2.15) propomos que fosse aeito o ponto xk que proporionasse asatisfação da seguinte desigualdade:
|∆fPred −∆fAred| ≤ 0.1|∆fAred|. (4.1)4.1.1 Detalhamento da implementaçãoPara a resolução de sistemas lineares através do GMRES, utilizamos umamodi�ação do algoritmo implementado por Kelley [10℄ e enontrado em:http://www.siam.org/books/kelley/fr16/matlabode.php.|40|



Justi�a-se o uso, pois ao �nal do algoritmo, além do valor de sk enontradoe do número de iterações internas, preisamos também de outros dados queserão utilizados para o proesso de globalização Double Dogleg (omo porexemplo as matrizes V e H). Esse algoritmo preserva boa parte desses dados,e om pequenas alterações onseguimos o que preisamos, ao ontrário do queoorre om o algoritmo padrão disponível no Matlabr.O termo forçante para o método de Newton-Inexato foi de�nido de aordoom a proposta de Eisenstat e Walker em [8℄:
ηk = γ

( ‖F (xk)‖2
‖F (xk−1)‖2

)α

.Neste aso, utilizamos os parâmetros: α = 0.5(1 +
√

5) e γ = 1. Além disso,foi introduzida uma salvaguarda de modo que ηk ∈ [10−6, 10−2].Como já foi dito no iníio deste apítulo, na maior parte dos testes e natotalidade daqueles apresentados neste trabalho, utilizamos omo ritério deaeitação a proposta enontrada em [2℄:
‖F (xk + ξsk)‖ < (1− ξσ)‖F (xk)‖+ µk. (4.2)Esolhemos o parâmetro σ = 10−4 para o ritério (4.2) aima. Além disso,fazemos ao iníio de ada iteração externa ξ = 1, e enquanto o ritério deaeitação não se veri�a, de�nimos ξ = 0.5ξ. A esolha de µk é feita daseguinte forma:1. ftip(0) = ‖F (x0)‖22. {

ftip(k) = min{‖F (xk)‖2, f tip(k − 1)}, se k é múltiplo de 3
ftip(k) = ftip(k − 1), aso ontrário3. µk = ftip(k)/(k + 1)1.1Além disso, estabeleemos omo ritério de parada que o programa termine se

‖F (xk)‖2 ≤
√

n10−6 ou k > 100. Utilizamos m = 30 omo o número máximode iterações para ada ilo do GMRES e estabeleemos o limite máximo de20 ilos. Para o valor de h na implementação matrix-free (3.2), testamos|41|



iniialmente a proposta de Dennis e Shnabel (3.3) e depois omparamos oma proposta de Bellavia e Morini (3.4).Todos os testes omputaionais foram realizados em Matlabr 7.0.4.1.2 Análise de DesempenhoPara analisar o desempenho dos algoritmos riados, utilizamos a ferramentaper�l de desempenho, proposta em 2002 por Dolan e Moré [7℄. Essa ferra-menta é ideal para omparar a e�iênia e robustez entre vários algoritmosque são apliados aos mesmos problemas, sob as mesmas ondições, omo éo nosso aso.Esolhida uma medida de desempenho (tempo, número de avaliação de fun-ções, iterações, et), devemos determinar a taxa de desempenho do algoritmo
s na resolução do problema p. Considerando S e P o onjunto de todos os al-goritmos e problemas respetivamente e ainda ms,p a medida de desempenhopara esse problema, sua taxa de desempenho será dada por:

rs,p =

{ ms,p

min{ms,p, ∀s∈S}
, se o algoritmo s resolveu o problema p

rM , aso ontrárioonde rM é um parâmetro pré-de�nido e su�ientemente grande.Após isso, e para ada problema, devemos onstruir uma função aumulativa
ρs : R→ [0, 1]. Considerando #(A) a ardinalidade de um onjunto A, essafunção pode ser esrita omo:

ρs(τ) =
#(p ∈ P | rs,p ≤ τ)

#(P )Obviamente, esta função é não-deresente, onstante por partes e não temsentido para τ < 1. A e�iênia do algoritmo pode ser analisada pelo valordado por ρs(1). Algoritmos om maiores valores para ρs(1) são mais e�i-entes. Para analisar a robustez devemos notar para qual valor de τ teremos
ρs(τ) = 1. Obviamente quanto menor for esse valor τ mais robusto é o al-goritmo. Atentemo-nos para o fato de que se ao menos um problema não|42|



obtiver onvergênia para o algoritmo s teremos ρs(τ) = 1 somente para
τ = rM .Devemos salientar que o maior benefíio adquirido om o uso dessa ferra-menta é a visualização simultânea do omportamento de diferentes algorit-mos. Isso nos permitirá ompará-los failmente, tanto na questão da e�iên-ia quanto da robustez. 4.2. Testes iniiaisCom o objetivo de testar as implementações e analisar a e�iênia do algo-ritmo, realizamos uma bateria iniial de testes numérios baseada na resolu-ção dos sistemas não-lineares propostos por Luks�an em [12℄.Resolvemos 16 dos 17 problemas propostos, om 10 aproximações iniiais:

1. x0 = (0, 0, . . . , 0) 6. x0 = 2xstand

2. x0 = (1, 1, . . . , 1) 7. x0 = 5xstand

3. x0 = (2, 2, . . . , 2) 8. x0 = −xstand

4. x0 = (5, 5, . . . , 5) 9. x0 = −2xstand

5. x0 = xstand 10. x0 = −5xstandOnde xstand é o valor padrão proposto em [12℄ e pode ser onferido na Ta-bela 4.1.Utilizando dimensão n = 1000 e os valores iniias desritos aima, ompara-mos o desempenho de quatro algoritmos:1. sem busa linear, estratégia de globalização baseada uniamente emregiões de on�ança (SBL);2. om busa 3 busas lineares e teste de aeitação baseado no ritério não-monótono proposto em [2℄, para ambas as estratégias de globalização(3BL1);3. om três busas lineares, om teste de aeitação não-monótono propostoem [2℄ após as busas lineares e teste de aeitação (4.1) após a exeuçãodo proesso Double Dogleg (3BL2);|43|



4. algoritmo sem estratégia de globalização (SGLOB).PROBLEMA xt
stand1 Counter Current reators problem1 (0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.4, 0.3, 0.2, 0.1, 0.2 . . .)2 Extended Powell badly saled funion (1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .)3 A trigonometri system (1/n, 1/n, . . .)4 A trigonometri-exponential system 1 (0, 0, 0, . . .)6 Singular Broyden problem (−1,−1,−1, . . .)7 Tridiagonal system (12, 12, 12, . . .)8 Five-diagonal system (−2,−2,−2, . . .)9 Seven-diagonal system (−3,−3,−3, . . .)10 Strutured Jaobian problem (−1,−1,−1, . . .)11 Extended Rosenbrok funtion (−1.2,−1,−1.2,−1, . . .)12 Extended Powell singular funtion (3,−1, 0, 1, 3,−1, . . .)13 Extended Cragg and Levy funtion (1, 2, 1, 2, . . .)14 Broyden tridiagonal funtion (−1,−1,−1, . . .)15 Broyden banded problem (−1,−1,−1, . . .)16 Disret boundary value problem (h1, h2, . . .), onde hi = (i/(n + 1))(i/(n + 1) − 1)17 Broyden tridiagonal problem (−1,−1,−1, . . .)Tabela 4.1: Problemas propostos em [12℄ e seus respetivos valores iniiaispadrãoA Figura 4.3 representa um grá�o omparativo para este teste. O melhordesempenho do algoritmo sem globalização nas medidas de tempo e númerode avaliação de funções já era esperado, visto que o aionamento de estra-tégias de globalização afeta diretamente estes itens. Este algoritmo só teriadesempenho inferior no quesito e�iênia, aso resolvesse um número muitomenor de problemas do que os algoritmos om estratégia de globalização, oque não oorreu.Tanto em e�iênia quanto em robustez o algoritmo SBL obteve o pior de-sempenho em todos os quesitos. As estratégias híbridas foram ligeiramentemais robustas que a estratégia sem globalização, já que resolveram algunsproblemas a mais, e foram mais e�ientes em números de iterações externas.O desempenho dos algoritmos 3BL1 e 3BL2 foi bem pareido, o que levaa rer, que na maioria dos asos, não tivemos a neessidade de aionar maisdo que três busas lineares. As estratégias de globalização não foram muitorequisitadas, dado o baixo número de problemas resolvidos exlusivamentepor algorimos dotados dessas estratégias.
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Figura 4.3: Grá�o de desempenho dos algoritmos - τ ∈ [1, 4]Após isso, omparamos o desempenho de diferentes valores para h na estra-tégia matrix-free utilizando os valores propostos por Dennis e Shnabel (3.3)e Bellavia e Morini (3.4). O grá�o de desempenho desse teste enontra-sena Figura 4.4, onde nota-se um desempenho melhor da segunda estratégia,denotada por h : BM sobre a primeira (h : DS). Para ambos os testesonsiderou-se o Algoritmo 3BL1.
|45|



1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 Tempo 

τ

ρ
s
(τ

)

1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 Iterações externas 

τ

ρ
s
(τ

)

1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 Iterações internas 

τ

ρ
s
(τ

)

1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 N
o
 de aval. de F 

τ

ρ
s
(τ

)

h: DS

h: BM

Figura 4.4: Grá�o de desempenho - parâmetro matrix-free - τ ∈ [1, 4]Com a intenção de omparar om os resultados enontrados por Bellavia eMorini e publiados em [1℄, resolvemos novamente o problema 2 (ExtendedPowell Badly Saled), agora para n = 4096 e para os mesmo valores iniiaisdo aso anterior.O algoritmo de Bellavia e Morini, onsiste num método Newton-GMRES omestratégia híbrida de globalização, porém ao invés de utilizar a estratégia deregiões de on�ança Dogleg é proposta uma avaliação das direções de desidaenontradas durante o proesso do GMRES omparando qual direção pro-porionará a maior redução no valor da função de mérito. Chamando estadireção mais promissora de sd, o método proposto por Bellavia e Morini pro-põe a riação de um aminho ligando a direção sd à direção Newton-Inexata|46|



enontrada pelo GMRES. Os dados omparativos entre esse Algoritmo, oqual hamamos de ABM e o nosso algoritmo 3BL1, enontra-se na Tabela4.2. Nesta tabela estão denotados por ∗ os testes que não apresentaramonvergênia. Iterações Externas No. de Aval. de F
x0 ABM 3BL1-BM 3BL1-DS ABM 3BL1-BM 3BL1-DS

(0, 0, . . . , 0) * 33 33 * 360 355
(1, 1, . . . , 1) 133 17 17 1040 167 168
(2, 2, . . . , 2) 134 16 16 1031 152 152
(5, 5, . . . , 5) 125 26 27 918 274 284

xstand 135 17 17 1034 164 163
2xstand 133 16 16 1029 154 154
5xstand 125 26 27 1009 272 283
−xstand * 15 20 * 151 205
−2xstand * 29 29 * 301 301
−5xstand * 29 29 * 290 290Tabela 4.2: Resultados para o problema Extended Powell Badly Saled([12℄)O algoritmo 3BL1 obteve desempenho onsideravelmente melhor para am-bas as esolhas para o valor de h na ténia matrix-free. Já esperávamosque um número de avaliações mais baixo fosse realizado por este algoritmo,devido ao proesso de esolha da direção mais promissora do algoritmo deBellavia e Morini que realiza um grande número de avaliações de função poriteração externa. Mas a e�iênia de 3BL1 em termos de número de itera-ções externas, bem omo a robustez, foi um fato que nos surpreendeu, já queeste algoritmo obteve solução do problema para todos os valores iniiais.4.3. Problemas de Valor de ContornoPara o segundo onjunto de testes, resolvemos uma série de problemas não-lineares oriundos da disretização de problemas de valor de ontorno. De umamaneira genéria, os problemas de valor de ontorno tratados neste onjuntoonsistem em enontrar uma função u : Ω = [0, 1]× [0, 1]→ R de forma que,|47|



dado λ ∈ R, teremos:
−∇u + h(λ, u) = w(s, t) em Ω e u(s, t) = 0 em ∂Ω, (4.3)onde ∇u é o operador laplaiano.Os diferentes problemas de valor de ontorno são de�nidos através de varia-ções na função h(λ, µ), do parâmetro λ e da função w.Seguindo as idéias enontradas em [10℄, utilizamos o método de diferençasentrais para aproximar as derivadas. Para isso ria-se uma malha de pontosnos quais a equação (4.3) deve ser satisfeita. Assim, a equação (4.3) resultaem um sistema não linear. No aso, trabalhamos om uma malha de 63pontos internos em ada eixo, do que obtemos um sistema não linear dedimensão 3969.O primeiro problema que resolvemos é o problema de Bratu. Para este pro-blema teremos h(λ, u) = −λexp(u) na equação (4.3):
−∇u − λ exp(u) = w(s, t) em Ω e u(s, t) = 0 em ∂Ω. (4.4)A nossa idéia é omparar os resultados enontrado om a solução real eonforme sugerido em [10℄ geramos uma série de problemas onde a função wé alulada de tal forma que a solução exata do sistema resultante seja dadapor:

u∗ = 10st(1− s)(1− t)exp(s4.5). (4.5)Os diferentes valores para λ determinam o grau de di�uldade do problema.Segundo [20℄, problemas om valores negativos para λ são onsiderados fáeis,enquanto aqueles em que adotarmos valores positivos seriam mais difíeis.Assim omo em [20℄, geramos 22 testes om 11 problemas diferentes e duasaproximações iniiais. Os valores para λ esolhidos foram: −1000, −500,
−250, −100, −50, −10, 1, 3, 5, 7, 10.Para a aproximação iniial esolhemos o vetor x0 = (0, 0, . . . , 0)t e um vetorom omponentes aleatórias pertenentes ao intervalo [−5, 5].|48|



λ: -1000 -500 -250 -100 -50 -10 1 3 5 7 103BL1 EX 5 5 5 5 5 4 3 4 4 5 6BM IN 60 83 113 172 244 419 633 696 875 1038 23363BL1 EX 5 5 5 5 5 4 3 4 4 5 6DS IN 60 83 113 172 244 418 631 696 875 1036 2347SBL EX 5 5 5 5 5 4 3 4 4 5 6IN 60 83 113 172 244 418 631 696 875 1036 23473BL2 EX 5 5 5 5 5 4 3 4 4 5 6IN 60 83 113 172 244 418 631 695 875 1036 2348SGLOB EX 5 5 5 5 5 4 3 4 4 5 6IN 60 83 113 172 244 418 631 695 1010 1036 2347Tabela 4.3: Resultados para o problema de Bratu (4.4) para x0 =
(0, 0, . . . , 0)tOs resultados obtidos pelos algoritmos testados no problema de Bratu enon-tram-se nas Tabelas 4.3 e 4.4 e também no grá�o da Figura 4.5. Nas tabelas eno grá�o os algoritmos seguem om a mesma notação anterior, sendo que natabela somente estão representadas as iterações externas (EX) e as iteraçõesinternas (IN).Pode-se observar que o desempenho entre os algoritmos foi bem pareido,exeto, omo já era esperado, no número de avaliações de funções. No asodo número de iterações externas, por exemplo, não houve nenhuma diferençano desempenho. Novamente a estratégia de globalização foi pouo aionada.Com o intuito de aionar as estratégias de globalização, resolvemos um novotipo de problema de valor de ontorno: o problema de Conveção-Difusão.Neste aso de�nimos a função h(λ, u) = λu(∂u

∂s
+ ∂u

∂s
), o que nos dá o seguinteproblema:

−∇u + λu(
∂u

∂s
+

∂u

∂s
) = w(s, t) em Ω e u(s, t) = 0 em ∂Ω (4.6)Geramos os problemas da mesma forma que o aso anterior, isto é de maneiraque a solução exata do sistema seja aquela apresentada em (4.5). Realizamoso teste para nove valores distintos para λ: 5, 10, 25, 50, 75, 100, 110, 125 e|49|



λ: -1000 -500 -250 -100 -50 -10 1 3 5 7 103BL1 EX 8 8 8 8 8 4 4 5 5 6 7BM IN 86 99 138 200 263 468 846 937 1074 1335 30753BL1 EX 8 8 8 8 8 4 4 5 5 6 7DS IN 86 99 138 200 263 468 853 935 1085 1221 3075SBL EX 8 8 8 8 8 4 4 5 5 6 7IN 86 99 138 200 263 468 853 937 1085 1221 30753BL2 EX 8 8 8 8 8 4 4 5 5 6 7IN 86 99 138 200 263 468 853 937 1085 1221 3075SGLOB EX 8 8 8 8 8 4 4 5 5 6 7IN 86 99 138 200 263 468 853 937 1085 1332 3075Tabela 4.4: Resultados para o problema de Bratu (4.4), x0 om valores ale-atórios entre 5 e −5150. E para a aproximação iniial utilizamos o vetor x0 = (0, 0, . . . , 0)t paratodos os problemas gerados.Os resultados para os testes om problemas de Conveção-Difusão podemser onferidos na Tabela 4.5. Nela, novamente temos que EX é o númerode iterações externas, IN é o número de iterações internas. Dessa vez, omoalguns algoritmos não obtiveram onvergênia em determinados problemas,adiionamos nas tabelas uma variável que representa a diferença entre asolução exata e a solução enontrada pelos programas: e=‖x∗−x‖∞, onde x∗é a solução exata para o problema e x é a solução enontrada pelo algoritmoem questão. Os asos em que e < 10−8 estão denotados simplesmente por�, já que onvergiram para a solução exata do algoritmo.O algoritmo sem globalização mostrou grande de�iênia na resolução dosproblemas mais difíeis e não resolveu 4 problemas propostos, enquanto oalgoritmo 3BL1 om a esolha de Bellavia e Morini para o parâmetro hna ténia matrix free obteve melhor desempenho e falhou em somente umproblema. Além disso, é interessante notar que entre os testes que divergiram,os resultados dos testes om estratégia de globalização �aram relativamentemuito mais próximos da solução exata do que os resultados obtidos peloalgoritmo sem globalização. |50|
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Figura 4.5: Grá�o de desempenho - Problema de BratuOutro dado que devemos ressaltar é o desempenho do algoritmo sem busalinear, que em 6 testes onvergiu para uma solução diferente da que esperá-vamos. Isso talvez se justi�que pelo fato de tratar-se de um algoritmo maisrígido que os demais, impedindo um avanço maior quando a estratégia deglobalização é aionada. Além disso, houve divergênia em um teste.A primeira justi�ativa que onsideramos omo ausa para a divergênia dealguns testes foi a estagnação do método GMRES om reomeços. Resolve-mos então refazer os testes, mas alterando o tamanho máximo do ilo para
m = 50. |51|



λ : 5 10 25 50 75 100 110 125 1503BL1 e � � � � � � � � 0.7350BM EX 5 5 7 9 10 18 21 26 100IN 596 510 531 834 1553 3679 4934 7924 280693BL1 e � � � � � � � 0.6064 0.8445DS EX 5 5 7 9 11 18 21 100 100IN 595 510 528 834 1583 3761 5040 27257 28022
e � � 0.4960 0.7495 1.5047 2.0062 2.2068 2.5077 3.0091SBL EX 5 5 6 100 4 5 5 5 5IN 595 510 893 29619 500 699 702 686 657
e � � � � � � � 0.6212 0.75753BL2 EX 5 5 7 9 11 18 21 100 100IN 595 510 528 866 1605 3776 5003 27145 27986
e � � � � � 536.0498 318.2929 90.7790 61.7805SGLOB EX 5 5 7 10 14 100 100 100 100IN 595 510 533 591 681 57353 57900 58497 58499Tabela 4.5: Resultados para o problema de Conveção-Difusão (4.6), om

m = 30Nesse novo teste, ujos resultados podem ser onferidos na Tabela 4.6, os Al-goritmos 3BL1-BM e 3BL2 tiveram desempenho satisfatório e resolveramtodos os problemas propostos. O algoritmo SGLOB novamente se mostrouine�iente e divergiu nos mesmos 4 testes do aso anterior. O algoritmo SBLnovamente onvergiu para outras soluções, só que desta vez mudou o únioproblema para o qual não houve onvergênia.Por uriosidade e para ilustrar melhor os resultados enontrados pelo algo-ritmo, imprimimos iniialmente o grá�o da solução exata para o sistemalinear (Figura 4.6) e depois os grá�os das soluções obtidas, para todos osvalores de λ, pelos Algoritmos 3BL1, SBL e SGLOB. Os grá�os estãorepresentados nas Figuras 4.7, 4.8 e 4.9, respetivamente.Para �nalizar este apítulo realizamos a análise do per�l de desempenhodos algoritmos levando-se em onsideração todos os problemas de valor deontorno resolvidos, om ilo máximo de 30 iterações para o GMRES. NaFigura 4.10 enontra-se o grá�o de análise de desempenho no intervalo τ ∈
[1, 1.5] onde podemos analisar ada algoritmo om relação à e�iênia. Já na|52|



λ : 5 10 25 50 75 100 110 125 1503BL1 e � � � � � � � � �BM EX 5 5 7 9 11 18 21 26 34IN 475 485 484 862 1243 2860 4143 5830 89683BL1 e � � � � � � � � �BS EX 5 5 7 9 11 18 21 26 33IN 475 485 483 858 1264 2857 4499 5782 9072
e � � 0.4973 1.0029 1.5046 2.0061 2.2067 2.5076 3.0091SBL EX 5 5 100 4 4 5 5 5 5IN 475 485 681 578 595 598 611 580 562
e � � � � � � � � �3BL2 EX 5 5 7 9 11 18 22 26 34IN 475 485 483 860 1258 2877 4172 5775 9071
e � � � � � 533.8325 442.7886 315.4074 75.6387SGLOB EX 5 5 7 10 14 100 100 100 100IN 475 485 479 467 552 47202 48178 48214 48254Tabela 4.6: Resultados para o problema de Conveção-Difusão (4.6), om

m = 50Figura 4.11, temos ilustrado o intervalo τ ∈ [1, 3], que failita a análise darobustez. Os testes que onvergiram para outras soluções foram onsideradosomo falha do algoritmo.Neste novo onjunto de testes, em que o aionamento de estratégias de glo-balização era uma neessidade, podemos ver laramente a e�iênia da es-tratégia híbrida proposta. Os algoritmos providos de estratégia deste tipo,tiveram os melhores desempenhos tanto em números de iterações externasquanto de internas. Além disso, o algoritmo 3BL1-BM, o únio dotadoda estratégia de obtenção para o valor de h no matrix-free proposta em [1℄,mostrou novamente desempenho superior aos demais. Inlusive obteve me-lhor desempenho quanto se trata do tempo de exeução sendo melhor que oalgoritmo sem globalização, o que é um fato surpreendente, dado que esteúltimo tem uma estrutura muito mais simples.
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Figura 4.6: Solução exata para o problema de Conveção-Difusão 4.6Quanto à robustez, o desempenho é melhor ainda, pois em um número maiorde problemas obteve resultados orretos, além do que a não onvergênia dealguns problemas quando utilizada a estratégia híbrida se deve à estagnaçãodo GMRES(m), o que já estava previsto na teoria.
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Figura 4.7: Soluções enontradas para o Problema de Conveção-Difusão(4.6) pelo algoritmo 3BL1-BM
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Figura 4.8: Soluções enontradas para o Problema de Conveção-Difusão(4.6) pelo algoritmo SBL
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Figura 4.9: Soluções enontradas para o Problema de Conveção-Difusão(4.6) pelo algoritmo SGLOB
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Figura 4.10: Grá�o de desempenho - Testes om Problema de Valor deContorno - τ ∈ [1, 1.5]
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Figura 4.11: Grá�o de desempenho - Testes om problemas de Valor deContorno - τ ∈ [1, 3]
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Capítulo5 Conlusões
Nesse trabalho utilizamos algoritmos Newton-GMRES para a resolução desistemas não-lineares de grande porte. Com o objetivo de diminuir o esforçoomputaional e os requerimentos de memória foram utilizadas três modi�a-ções lássias: uso do método Newton-inexato, da estratégia om reomeçospara o GMRES, que permite a diminuição da dimensão máxima do subes-paço que trabalhamos e por �m, uso da estratégia matrix-free que evita oálulo da matriz Jaobiana.Apoiados nessa teoria, desenvolvemos três algoritmos om opções distintasna estratégia de globalização: o primeiro deles om uma estratégia exlusi-vamente baseada em regiões de on�ança, e os outros dois om no máximotrês busas lineares prosseguidas, aso neessário, da estratégia de regiõesde on�ança. O que difere nesses dois últimos é o ritério de aeitação parapontos advindos da estratégia de globalização.O primeiro algoritmo não apresentou um desempenho satisfatório durante aresolução de testes numérios, tendo desempenho inferior aos demais, inlu-sive em relação ao algoritmo sem globalização. Areditamos que isso se deveprinipalmente à rigidez dessa estratégia om relação às demais. Provavel-mente melhores esolhas para o valor do raio iniial pode ser uma alternativapara ontornar esse desempenho insatisfatório.Os demais algoritmos mostraram e�iênia e robustez, e nos problemas emque foi neessário o aionamento das estratégias de globalização, demonstra-ram bom desempenho resolvendo quase todos os testes propostos.Alguns problemas não foram resolvidos por ausa de estagnações ausadas|60|



pela estratégia de reomeços do GMRES, sendo que alguns problemas sóforam resolvidos quando aumentamos o número máximo de iterações emada ilo do GMRES. Consideramos que uma saída ideal para este tipo deproblema seria o uso de uma estratégia não-onstante para o valor de m, esseé um tema para futuras pesquisas. Outra sugestão seria adiionar o uso depré-ondiionadores.Por �m, gostaríamos de ressaltar o melhor desempenho de nosso algoritmofrente aos algoritmo proposto por Bellavia e Morini em [1℄. Areditamos queesse fato deve-se prinipalmente à estratégia não-monótona (2.5) adotadapara aeitação de pontos.
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