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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é a proposta de uma estratégia hibrida
de globalizacao para o método de Newton-inexato. Assim como o método
de Newton, o método de Newton-inexato tem sua convergéncia garantida
somente em vizinhancas adequadas da solugao do sistema e uma estratégia
de globalizacao deve, portanto, ser incorporada. Estratégias de globalizacao
se baseiam na minimizacao de fungoes de mérito e duas abordagens podem
ser consideradas: busca linear e regioes de confianca. Neste trabalho optamos
pelo uso conjunto das duas abordagens, resultando numa estratégia hibrida,
envolvendo inicialmente uma seqiiéncia de buscas lineares, e se necessario,
prossegue-se com uma variacao da estratégia Dogleg, proposta por Powell
em 1970.

Para a resolugao aproximada de sistemas lineares foi utilizado o método
GMRES, que faz parte de métodos de projecoes sobre subespacos de Kry-
lov. Este método possibilita a implementacao com a estratégia matrix-free.
Para reduzir o uso de requerimentos de memoaria, optamos ainda pelo uso do
método GMRES com recomecos. A eficiéncia dos algoritmos desenvolvidos
foi avaliada através da resolucao de um conjunto de sistemas nao lineares
académicos e um conjunto de sistemas sistemas nao-lineares resultantes da
discretizacao de problemas de valor de contorno. Estes testes compravaram
a eficiéncia da estratégia hibrida empregada no processo de globalizacao.
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ABSTRACT

The main objective of this work is to propose a hybrid globalization stra-
tegie for inexact-Newton method. Globalization strategies are based on line
search or trust region procedures.

In this work, we choose a hybrid strategy which involves a cycle of line
search and a variation of Powell dogleg trust region. For solving the linear
systems we chose the GMRES method with restarts and to avoid the calcu-
lation of Jacobian matrices we used a matrix-free strategie.

The numerical performance of the algorithms was evaluated by means a
set of academic problems and a set of nonlinear systems of boundary value
problem discretization. These results showed the good performance of hybrid
globalization strategy.
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CAPITULO

1

INTRODUCAO

A proposta deste trabalho é resolver sistemas nao-lineares do tipo:

F(x)=0
F:R"— R" (1.1)
com F € C'(R")

Entre os métodos cléssicos para a resolucao de sistemas nao-lineares encontra-
se o método de Newton. Denotando a matriz Jacobiana de F' por J, o método
de Newton aplicado a resolugao de (1.1) consiste em realizar iteragoes do tipo:

Th41 = T + Sk (12)

onde z é 0 ponto atual e s é direcao obtida pela solugao do seguinte sistema
linear:

J(x)s = —F(xy) (1.3)

O método de Newton tem como principal vantagem a taxa de convergéncia
quadratica. Resultados sobre a convergéncia local do método de Newton
sao facilmente encontrados na literatura, como por exemplo em [11]| ou [13].
Apesar dessa atratividade, o método de Newton apresenta algumas dificul-
dades na resolucao de problemas de grande porte, pois o calculo da matriz
Jacobiana, bem como a posterior resolucao do sistema linear podem ser com-
putacionalmente caros ou até impraticaveis.

Dembo, Eisenstat e Steihaug propuseram, em 1982, o método Newton-Inexato
[4], que nao preserva a taxa de convergéncia quadratica do método de New-
ton, mas requer um trabalho computacional consideravelmente menor por
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iteracao. A proposta do método é, a cada iteracao, obter uma direcao s, que
satisfaca a seguinte condicao:

17 (k)i + () | < mellF ()| (1.4)

onde 7, € (0, 1].

As variacoes entre as implementacoes do método Newton-inexato ocorrem
basicamente por causa de diferentes escolhas que podem ser adotadas em
trés etapas do método:

1. método para resolucao do sistema linear (1.3);

2. escolha para os valores do parametro 7 na equagao (1.4), denominado
termo forcante;

3. estratégia para garantir a convergéncia global do método Newton-inexa-
to.

Usualmente o passo s que satisfaz a equacao (1.4) é obtido através de um
método iterativo para resolucao de sistemas lineares. Neste trabalho para
a resolugao aproximada do sistema (1.3) e satisfacdo da condigdo (1.4) uti-
lizaremos o método GMRES (Generalized Minimal Residual). O GMRES
proposto em 1986 por Saad e Schultz [17] é um método iterativo e faz parte
da familia de métodos de projecao sobre subespacos de Krylov, da qual tam-
bém faz parte, por exemplo, o método dos gradientes conjugados. Neste
ultimo, no entanto, s6 podemos trabalhar com matrizes simétricas definidas
positivas, o que nao ocorre no GMRES. Quando utilizamos esta estratégia
para a resolugao do sistema (1.3), o método de Newton-inexato recebe o nome
de Newton-GMRES.

Devido a sua estrutura, o GMRES permite que trabalhemos com um recurso
matriz-free que elimina a necessidade de calcularmos a matriz Jacobiana.
Como o GMRES utiliza a matriz Jacobiana somente para realizar o produto
entre esta e um vetor v, iremos aproximar o resultado dessa operacao por
meio da seguinte expansao de séries de Taylor:

F(zg + hv) — F(xy)
h

J(zp)v ~ , heR
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Embora o método apresente varias facilidades de implementacao, seu custo
computacional e os requerimentos de memoria aumentam conforme o ni-
mero de iteracoes realizadas. Uma saida para este problema é a estratégia
GMRES(m), que consiste em realizar no maximo m itera¢oes do GMRES e
caso nao haja convergéncia recomecamos o processo novamente, utilizando
o valor encontrado na tltima iteracao como chute inicial. Embora essa es-
tratégia nao tenha garantia tedrica de convergéncia, tem sido aplicada com
frequéncia e apresentado bons resultados na pratica.

A escolha dos valores para o parametro 7, é de grande importancia para
o desempenho do método, uma vez que tem influéncia direta em sua taxa
de convergéncia. Devemos ainda salientar que um valor muito pequeno cer-
tamente ird nos possibilitar a realizagdo de poucas iteragoes do tipo (1.2)
as quais chamaremos de iteragoes externas, porém valores muito proximos
de zero provavelmente irao causar o fendmeno conhecido na literatura como
oversolving, que consiste na realizacao de um grande nimero de iteracoes
internas. Iteracoes internas sao aquelas utilizadas para resolver aproximada-
mente o sistema (1.3) a fim de alcancar a desigualdade (1.4).

Portanto, a escolha dos valores para o termo forgante 7, deve ser cuidadosa.
Uma opgao é a escolha de uma sequéncia 7, constante, mas conforme sera
visto posteriormente, se nos cuidarmos para que a sequéncia {n;} convirja
para zero conforme k — oo, iremos garantir uma taxa de convergéncia super-
linear para o método Newton-inexato. Neste trabalho, a fim de garantir essa
taxa, optamos pelo uso de valores nao-constantes e foi utilizada a estratégia
apresentada por Eisenstat e Walker em [8].

Assim como os métodos de Newton, o método Newton-Inexato tem sua con-
vergéncia assegurada somente nas regioes proximas a solucao. Para obter
resultados de convergéncia global é necessario adotar uma estratégia para
globalizacao, que por sua vez esta associada & minimizacao de uma funcao
de mérito pré-estabelecida. Duas propostas amplamente usadas sao busca
linear e regioes de confianca.

Quando usamos a estratégia de busca linear, devemos inicialmente encontrar
uma direcao s e buscar um tamanho de passo que cumpra alguma condigao
de decréscimo no valor da funcao de mérito para garantir a globalizacao.
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No caso de utilizarmos regioes de confianca, devemos aproximar a funcao de
mérito f em torno do ponto x; por um modelo quadratico completo e fixar
o raio da regiao (a partir de x) que supomos poder confiar que o modelo
ird descrever bem a situacao real. E entao, a proxima direcao, s, sera dada
pelo minimizador do modelo quadratico na regiao determinada por:

Islly = llz — klly < o

onde J; é o raio da regiao de confianca. Assim como na estratégia de busca
linear, devemos exigir que os pontos encontrados satisfacam algum critério
de decréscimo suficiente no valor da funcao de mérito.

Durante a implementagao optamos pelo uso de trés estratégias distintas para
globalizacao. A primeira estratégia consiste somente no uso de regioes de
confianga, através da estratégia Double Dogleg proposta por Dennis e Mei
em 1979 [6]. Essa estratégia é uma variacdo da proposta Dogleg de Powell
[14].

Além disso, utilizamos também uma estratégia hibrida, com no méaximo trés
buscas lineares prosseguidas, se necessario, da estratégia de regioes de confi-
anca Double Dogleg. Com essa proposta criamos dois algoritmos com critérios
de aceitacao distintos.

No Capitulo 2 deste trabalho, descrevemos os fundamentos tedricos que for-
mam a base da construcao do algoritmo implementado para a resolucao de
sistemas nao-lineares. Neste capitulo encontram-se resultados sobre o método
de Newton-Inexato, sobre 0 GMRES e a estratégia de regioes de confianca
Dogleg.

No Capitulo 3 é apresentada a construgao de um algoritmo Newton-Krylov,
com regioes de confianca e uso da técnica matriz-free, fundamentado com ar-
gumentos do Capitulo 2. Neste algoritmo usamos o GMRES com recomecos,
que exige algumas alteragoes com relagao ao caso convencional.

Os resultados computacionais obtidos com os testes realizados sao apresenta-
dos no Capitulo 4. E no Capitulo 5 é feita uma avaliacao geral dos resultados
obtidos, além de alguns apontamentos para futuras pesquisas.
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CAPITULO

2

NOCOES TEORICAS

2.1. METODO DE NEWTON INEXATO

Quando se trata da resolugao de problemas nao-lineares do tipo (1.1), uma
opcao atraente devido a sua taxa de convergéncia quadratica é o método de
Newton.

Se na atual iteracao estivermos no ponto x;, o método de Newton ira encon-
trar a direcao s, através da resolucao do seguinte sistema linear:

J(x)s = —F(xy) (2.1)

E dai, faz-se: xx1 = x + s, onde xxq seria o proximo ponto da sequéncia
gerada pelo método.

Definicao 2.1 Uma aplicagcao f é dita Lipschitz continua com escalar L
em uma vizinhanca de x* se existe um escalar L > 0 tal que:

1f(z) = f(&")]| < Ll — 2]
para todo x pertencente a essa vizinhanca de x*.

Teorema 2.1 Considere z* a solu¢ao exata do sistema (1.1), suponha que
existe . > 0 de tal forma que a matriz Jacobiana existe, é Lipschitz continua
com escalar L numa vizinhanga de x* e || J(z*)7!||, < 8 para algum > 0.
Entao, existe ¢ > 0 tal que para todo x satisfazendo ||xog — z*|| < € a
sequéncia gerada por:

I‘k+1:$k—J_1(I'k)F(ZEk), kzO,l,
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esta bem definida, converge a x* e satisfaz:
|2k — 2| < BL|jax — 27|, k=0,1,...

Prova: Ver [5] .

Apesar da taxa quadratica de convergéncia, a resolucao de problemas de
grande porte através do método de Newton torna-se computacionalmente
cara, visto que devemos, a cada iteracao, determinar a matriz Jacobiana
em x;, e encontrar a solugdo exata para o sistema (2.1), o que necessita de
grandes requerimentos de memoria e intenso esforco computacional.

Uma alternativa frequentemente usada para aliviar esse esfor¢co computaci-
onal é o chamado método de Newton inexato. Por esse método, devemos
encontrar uma dire¢do s; que resolva o sistema (2.1) apenas aproximada-
mente, isto é, devemos encontrar uma direcao s, satisfazendo:

1 (er )i+ (i) | < el £ ()] (2.2)

O valor 7, deve pertencer ao intervalo (0, 1] e é chamado termo forcante.

A contrapartida em relacao ao método de Newton tradicional é a perda da
taxa de convergéncia quadratica. No método de Newton inexato a conver-
géncia é no maximo superlinear e depende das escolhas do termo forgante
conforme serd visto nos Teoremas 2.2 e 2.3.

O Algoritmo 2.1 abaixo nos da uma idéia basica do método de Newton Ine-
xato:

Algoritmo 2.1 Método de Newton Inezxato

Considere z; uma aproximagdo inicial, k¥ = 0, ¢ > 0 e |.|| uma
norma em R™. Enquanto |[F(x;)| >¢, faga:

1. Escolha n; € (0,1].

2. Encontre s; que satisfaga a condigdo:

1 (ex )i+ F (i) | < il ()]
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3. xk+1:xk+sk.

4. k=k+1.

Iremos expor agora dois teoremas que tratam da convergéncia do método de
Newton inexato:

Teorema 2.2 Se np < Nae < r < 1 para todo k e, além disso, existe
e > 0 tal que ||xg — 2*|| < e, entao a sequéncia {x;} gerada pelo método de
Newton-inexato converge a x*. E mais, a taxa de convergéncia é linear com
taxa r:

17 (") (whr — ) || < 7l (") (2 — 27)- (2:3)

Prova: Ver [4] -

Teorema 2.3 Se a sequéncia gerada pelo método de Newton inexato con-
verge a ¥ e se lim n, = 0, entao a taxa de convergéncia é superlinear.
k—o0

Prova: Ver [4] -

2.2. ESTRATEGIAS DE GLOBALIZACAO

Conforme pode-se concluir pelo Teorema 2.2, o método Newton-Inexato tem
sua convergéncia assegurada somente nas regides proximas a solucao, assim
como o método de Newton. Os resultados de convergéncia global sao obtidos
incorporando estratégias de globalizacao ao Algoritmo 2.1. Tais estratégias
levam em consideracao a minimizacao de funcoes de mérito associadas ao
sistema (1.1), como por exemplo f(z) = 0.5|F ()|, ou f(z) = 0.5 F(z)|3.
Tais estratégias sao baseadas em busca linear e/ou regices de confianga.

Definimos a seguir uma direcao de descida para f em xy.

Definigao 2.2 Seja f : R® — R e x;, € R", uma direcao s € R"™ tal que
Vf(xp)'s <0 é chamada direcio de descida para f a partir de x;,.
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Considerando uma direcao de descida s, uma estratégia de busca linear
consiste em encontrar um valor Ay € (0,1], de modo que o ponto x4 =
T + A\isg satisfaga um decréscimo suficiente na norma de F. Um exemplo
classico desse decréscimo é a condi¢do de Armijo [5]:

f(.TkJrl) < f(l’k) + OéVf(.Tk)t(karl — xk), com o € (0, 1/2) (24)

Embora o mais comum seja adotar uma estratégia que exige decréscimo mo-
notono na norma de F', alguns autores (|20], por exemplo) tém trabalhado
com a hipoétese de busca linear com decréscimo nao-moné6tono. Trabalhare-
mos com essa tltima opgao, utilizando a técnica proposta por Birgin, Kreji¢ e
Martinez em |2|, que consiste em considerar o ponto xy satisfatorio se cumprir
a condicao:

[F (2 + Esi)ll < (1= &) | F (i) || + pa (2.5)

[e.e]
onde o € (0,1),0 <& <1 e asequéncia {p} é tal que Zuk < 0.
k=0

Algoritmo 2.2 Busca Linear

Suponha que estamos na k-é&sima iteragdo:

1. Encontre a diregdo de descida s

2. Encontre 6, que torne o ponto xy,; = Ty + Ops, aceitavel.

A Proposicao 2.1 nos garante que a direcao Newton inexata é de descida e
que, portanto, podemos associar a estratégia de busca linear para garantir
convergéncia global do método Newton inexato.

Proposicao 2.1 A dire¢ao sy, que satisfaz a equagao (2.2), é uma dire¢ao
de descida para f(x) = L||F(z)|; a partir de xy.

2
Prova: Considere rp = J(xp)sk + F(x). Temos entao que:
F(ap)'r = F(ag)' J(xr)se + F () F (),

0 que implica:

V(e sk = Fa) J(xg)s, = F(ag)'re — F(z) F(a).

18l



E, portanto, s; serd uma direcao de descida se:

F(xk)trk — F($k)tF($k) < 0. (2.6)

Fazendo o uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz:
lufvlly < Jlullyllvlly (2.7)

teremos:
Fap)'ri < |F(xx)'relly < 1F@)lollrelly

Mas, se s satisfaz a inequagao (2.2), usando a norma-2, temos que:

[ J(zk)sk + F(zi)lly < mell F(xp)llo-

Ou seja, ||rklly < ||[F(xk)|l 0 que nos permite concluir que:
Fay)'re < | F(xp)ls = Fag) Fay),

e, por (2.6), se verifica que s; é uma dire¢ao de descida para f(x) = %HF(&S)H%
a partir de xg. -

A estratégia de adotar regides de confianca tem o mesmo objetivo da busca li-
near, garantir a convergéncia global, sem no entanto sacrificar a convergéncia
local. Neste caso, ao invés de fixarmos uma direcao de descida e determinar
o tamanho do passo (como é feito nos modelos de busca linear), criamos um
modelo quadratico para determinar a direcao de descida dentro da regiao
pré-determinada pelo raio da regiao de confianca. Devemos, portanto, en-
contrar o vetor s que resolve o seguinte problema quadratico para f em torno
de zy:

minmy (v, + s) = f(zx) + Vf(2)'s + 35 Hys

sujeito a  ||s||y < (2:8)

onde d; é o raio estimado da regiao em que supomos poder confiar que o
modelo ird se aproximar da situacao original e Hy, é a Hessiana de f no ponto
xr- A idéia bésica da estratégia de regioes de confianca pode ser simplificada
pelo seguinte algoritmo:
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Algoritmo 2.3 Regioes de Confianca

Na k-ésima iteragdo facga:
1. defina d;;

2. defina: my(zy + ) = f(zx) + Vf(zx)'s + Ls' Hys;

3. encontre o minimizador aproximado para my(zry + S), para
sl < 6%

4. Considerando s; o minimizador do item 3, faga:
Tht1 = Tk + S

5. Se 711 & um ponto aceitédvel, entdo faga xp = xpy1, Kk =k+1
e realize a prdéxima iterag8o, iniciando no passo 1.
Caso contrario diminua o tamanho da regido de confianga e
volte para o passo 3;

O resultado do Lema 2.1 a seguir é de extrema importancia, pois sera a
base para a construcao de nossa estratégia de convergéncia global. Uma das
hipoteses para esse Lema é que Hj, seja simétrica e definida positiva, embora
pareca uma hipotese bastante forte, vale ressaltar que essa dificuldade sera
contornada quando definirmos o modelo quadréitico, nesta ocasiao iremos
tomar os devidos cuidados para que a Hessiana do modelo satistaca essa
hipotese. Embora nao seja a opcao desse trabalho, pode-se trabalhar também
com casos em que a matriz nao cumpra esta hipotese. Sorensen em 1982 [18|
propos um Lema mais geral que contempla o caso em que a Hessiana do
modelo quadratico para o problema restrito nao é definida positiva. Por fim,
ressaltamos que o resultado do Lema, bem como o posterior desenvolvimento
desta se¢do esta baseado no procedimento descrito em Dennis & Schnabel [5]
no qual a hipotese de que Hj, seja simétrica e definida positiva é essencial.

Lema 2.1 Seja f : R" — R € C?, H,, € R™" simétrica e definida positiva.
Entao: (i) o Problema (2.8) é resolvido por:

s(u) £ —(Hy, + pI) 7'V f(x4)
para o tnico p > 0 tal que ||s(p)||, = 0k, a menos que [|s(0)||, < d, e neste
caso s(0) = si (o passo completo de Newton) é a solugao.
(ii)) Para qualquer p > 0, s(u) define uma diregao de descida de [ em xy.
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Prova: Ver [5], Lema 6.4.1. .

Se obtivermos ||s(0)||, > i o lema acima nos leva, inicialmente, a procurar
a solucao do seguinte problema:

() = [Is(u)lly = 0% (2.9)

Isto é, a intersecgao entre a curva s(u) e a hiperesfera em R"™ com o mesmo
raio da regiao de confianca e centro em xj, conforme a Figura 2.1.
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Figura 2.1: Obtendo a solu¢ao para s(u)

Uma das sugestoes encontrada na literatura, chamada Hook Step [5] é apro-
ximar o problema ®(u) por um modelo local da forma:

ag

k5
bk+uk ¥

mi(ug) =

[11]



Onde m é o novo modelo, u; é a variavel para iteracao interna , e a; e by sao
os parametros livres, que devem ser escolhidos a cada iteracao interna. As
variaveis denotadas em negrito representam as iteracoes internas, necessarias
para encontrar a solugdo aproximada para o problema (2.9) enquanto as
demais representam as iteracoes externas.

2.2.1 O Passo Dogleg

Assim como o Hook Step, esse método também encontra uma solucao para
o problema quadratico (2.8). Neste caso, porém, ao invés de encontrarmos
um ponto py1 = T + s(ux) na curva s(p) tal que ||xgy — x|y = g, apro-
ximamos a curva s(u) por meio de uma curva linear por partes, ligando
o minimizador do modelo quadratico na direcao de maxima descida, aqui
chamado de Ponto de Cauchy, a um ponto x5 na direcao Newton para o
problema acima (ver Figura 2.2).

Y X

Figura 2.2: Caminho para encontrar o passo Double Dogleg

Conforme proposto por Powell em seu artigo original [14], o ponto z g pode
ser aquele gerado pelo método de Newton no modelo quadratico, a partir do
ponto atual (ver Figura 2.3). Isso nos da o chamado passo Single Dogleg.
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Podemos também optar pelo uso do passo Double Dogleg, ja representado

na Figura 2.2, para isso consideramos um valor v < 1 adequado e fazemos
o N N . ..

vy = v(x3, — Tx), onde ;). seria o ponto resultante da aplicacao do passo

completo na direcao de Newton, para o modelo quadratico, a partir de zy.

Figura 2.3: O passo Single Dogleg (v = 1)

A direcao de descida serda obtida pela interseccao entre o caminho z;, —
Tep — Ty — Ty, (ou xp — xep — xp,, no caso do Single Dogleg) e a
regiao dada por ||zp41 — 2kl = k.

Como ja visto no Lema 2.1, caso encontremos HHkAVf(xk)HZ < 0y, utili-
zaremos o passo completo do método de Newton para o modelo quadratico.
Caso contrario devemos obter o Ponto de Cauchy (z¢p) resolvendo o pro-
blema irrestrito:

min my(z — AV f(zx)),
que terd como solucao unica:

IV £ (z)Il3
Vf(ag) HyV f(xr)

A, = (2.10)

[13]



Logo,
Top = T — )\*Vf(.Tk)

Agora, se tivermos d; < |[A.V f(zy)]],, isto &, se o ponto de Cauchy estiver
fora da regiao de confianga, devemos utilizar o passo na direcao de maxima
descida de tamanho ¢;, e:

Tk41 = T

O
TN, )

Por fim, se tivermos o passo Newton fora da regiao de confianca e o passo de
maxima descida dentro desta regiao, devemos encontrar o passo Dogleg no
segmento de reta que liga o ponto xcp ao ponto x 5. Descreveremos a seguir
os detalhes de como obter tal segmento.

Devemos forcar que a medida em que avancamos de x; para zcp, de xop
para zy e, se for o caso, de xy para x]kVH (obtido com o passo completo
Newton), a distancia com relacdo a z;, aumente monotonamente. A tnica
condic¢ao necessiria para que isso ocorra, ¢ que o ponto x5 seja mais distante
de xx do que zcp (pois isso ja ocorre de xy para zcp e de xy para zy, ).
Vamos inicialmente mostrar que:

Iscrlly = llek — zcplly < llsnlly = llze — 234l

De fato, fazendo o uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.7), teremos:

IV f ()]s
V f(zx) HiV f (z1) —
IV £ (i)l IH 'V f () [V f () || _
T V(xR Hy V f(zr) V(o) Hy 'V f ()
IV £ ()l

- -HSN||2 %7||95k—95iv+1||2

(Vf (@) HiV f () (V f (20) H, 'V f ()

Iscplly = I = ANV f (i)l =

Como Hj é simétrica e definida positiva, se A\, e A\y; sao respectivamente o
menor e o maior autovalor de Hj, teremos:

V) B () < MV A @l e 9 £ BV (o) < IV T @l

[14]



Sendo assim, teremos que: v < A\, /Ay, 0 que nos possibilita concluir que:

Iscrlly < llsnlly < llsnll,-

Se estivermos interessados em encontrar o passo Single Dogleg, basta agora
que facamos o caminho x¢p para x5 pois este tltimo ponto serd equivalente
ao ponto resultante do passo completo de Newton.

Se optarmos pelo Double Dogleg devemos encontrar o ponto x5 que pode ser
escrito como:

x5 =ar —vH 'V f(rg), comy<v<1

Conforme consta em [5], seria interessante, no entanto, que definissemos o
: N

caminho r;, — zcp — xg — 3., de modo que o valor do modelo my

proposto, decresca monotonamente a medida que avancamos no caminho.

Para que isso ocorra, o valor da derivada direcional em todo o segmento que

liga zcp a x5 deverd ser negativo. Parametrizamos entao o segmento:

Tr1(N) = 2 + scp + Avsy — scp) A€ [0,1],
e tomamos a derivada direcional do modelo g(\) = my(xg+1(N)):
g'(\) = V(w1 (N) (vsn — scp) =
= (Vf(xk) + Hkscp)t(VSN — SCP) -+ /\(VSN — SCp)tHk(VSN — SCP)‘
Dado que Hj é definida positiva e o lado direito da equagao acima é uma

funcao monotonamente crescente em A, para que a derivada direcional seja
negativa em A € [0, 1], basta que seja negativa para A = 1. Ou seja:

(Vf(zr) + Hpsep) (vsy — scp) + (vsy — scp) Hy(vsy — scp) < 0.
Obtemos que:
(Vf(Ik) -+ HkSCp)t(VSN — Scp) + (I/SN — SCp)tHk(I/SN — SCP) =

= V (k) (vsn — scp) + stpHi(vsy — scp) +
+vsi Hy(vsy — scp) — sbpHp(vsy — sop) =

[15]



Vf(Ik)t(VSN — Scp) — l/Vf(Ik)tHk_lHk(VSN — SCP) =

(1= )V () (s — ser). 210
Além disso:
Vi) (vsn —scp) = V() (—vH 'V f(z) + AV f (1)) = (2.12)
— UV () H, 'V () + MV () V (k)
Sabendo que:
. IV )l
(Vf(wr) HV f (a))(V f (@) Hi 'V f (i)
de (2.10) teremos:
MV (i)l (2.13)

V() H Y f ()

Consequentemente, podemos concluir por (2.12):

(Vf(ar) H, 'V f(x1))

2_ trr—1
HVf(xk)llﬁ IV f(xp)lls—vV flar) H, "V f(x).

Vf(xk)t(l/SN—Scp) =

Dai, segue que:

V() (vsy — sop) = (v — )V f(a) Hy 'V f (a2).

Queremos que o lado direito da equagao (2.11) seja negativo, logo a seguinte
desigualdade deve ser satisfeita:

0> (1= v)(7 = V)V f () H 'V ()
para isso, ja que Hj, é definida positiva, basta escolher v € (v, 1).
Seguindo as idéias aqui expostas podemos criar um algoritmo eficiente de
modo que:

1. a distancia com o ponto x; aumente monotonamente a medida que
avancamos no caminho criado, o que torna o algoritmo bem-definido;

2. o valor do modelo quadrético my(x, + s) decresga monotonamente a
medida que avancamos neste caminho, o que é razoavel.
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Algoritmo 2.4 Dogleg

1. Defina s, a diregdo de Newton e s, a diregdo de maxima
descida.

2. Se ||spll; <6, defina s, =s, e va para o passo 3.
Caso contrario faga:

(a) Defina scp = AyS,,, com A, conforme (2.10).
Ok

sl

(b) Se ||scpl|ly > 0, defina s, = Sm € VA para o passo 3.

Caso contrario faga:

i. defina sy = vs,Vf(rg), com 7y <v <1 e v conforme
a equagdo 2.13.

ii. encontre )\ que satisfaga:

[scp + Alsg = scp)lla = l10klls;
iii. defina sy = scp + A(sy — Scp) e va para o passo 3.

3. Faga Th+1 = Tk + S -

2.2.2 Alteracgoes no raio da regiao de confianca

Quando utilizamos modelos, mesmo dentro de regides de confianca, ha sem-
pre o risco de que nosso modelo nao corresponda a situacao real, isso exige um
tanto de cautela. O que ocorre porém é que essa cautela pode ser excessiva
ou entao insuficiente.

Caso nao sejamos suficientemente cautelosos, podemos entrar numa regiao
em que o nosso modelo nao reflete bem a situacao real e o valor encontrado
poderd nao ser adequado para nossos objetivos.

Para evitar esse tipo de problema, devemos definir quando o valor encontrado
Tpy1 € aceitavel para o problema. Dennis e Schnabel em |5], sugerem como
aceitavel um ponto x que satistaga a condi¢do de Armijo (2.4). Embora seja
comum o0 uso de uma condi¢cao mondtona, como a de Armijo, neste trabalho
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optamos pelo uso da estratégia nao-monotona proposta em [2| e ja descrita
pela condigao (2.5).

Caso xp41 nao seja aceitavel, em [5| adota-se uma estratégia de obter um
novo valor entre [0.10y,0.96;]. Para isso f(xy + A(zg41 — xx)) € aproximada
por uma quadratica satisfazendo as seguintes condic¢oes: concordancia com
os valores de f nos pontos xy e z511 e com a derivada direcional de f em x:
V f () (€41 — ). O minimizador desse modelo ocorre em:

A= — V(@) (Trar — 1)
2f(zrs1) — f(an) — VI (@n) (2hsr — )]

Escolhemos entao:

© Opi1 = Mlzisr — mklly,  se este valor estiver no intervalo [0.18;, 0.9];
o 01 = 0.96 caso contrario.
(2.14)

Suponha que em uma dada situacao encontremos o valor xy; aceitavel, atra-
vés de um passo diferente do passo de Newton completo. Cabe-nos pensar
na hipotese de termos sido cautelosos demais e se nao poderiamos ter dado
um passo maior. Por exemplo, podemos supor que as iteracoes anteriores nos
tenham feito diminuir o tamanho do passo e porventura tenhamos entrado
numa regiao em que o modelo tenha se adequado bem & situacgao real. O
custo para chegar a diregao atual (constru¢ao do modelo, determinacao do
tamanho do passo e diregao de descida) é um tanto alto e seria interessante
avancar o quanto for possivel no atual modelo.

Para decidir se devemos tentar um passo maior do que o atual, compara-se
a reducao real dada por:

Afared = f($k+1) - f(l’k)

com a reducao prevista:

Afprea = m(zpi1) — f(ak)

Caso nossa reducao prevista satisfaga a seguinte condicao:

‘AfPred - AfAred‘ S 0'1‘AfAred‘a (215)

isso permite que tenhamos dois tipos de interpretacgao:
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1. o valor do lado esquerdo da desigualdade é muito baixo, o que quer
dizer que nesta regiao my representa muito adequadamente f e o valor
para o raio da regiao de confianca, d;, pode ter sido subestimado;

2. ou o valor do lado direito é alto, o que indica que a reducao real em f
é muito grande.

Em ambos os casos, convém armazenar os valores atuais para xy,; e para
f(zk41), e ao invés de avangarmos diretamente para a proxima iterac¢ao, do-
bramos o valor do raio d; e calculamos um novo valor para x;,; usando o
modelo atual. Se esse valor nao for aceitével, voltamos para o tltimo valor
armazenado, caso contrario dobramos novamente o valor de J, e encontra-
mos mais um novo valor para xp,;. Procedemos assim sucessivamente até
encontrar um valor nao-satisfatorio.

Para finalizar esta secao, suponha que ja estamos satisfeitos com o valor para
Try1 € prontos para a proxima iteracao. Devemos no entanto decidir o que
fazer com o valor do raio de confianca para a proxima iteracao. Dependendo
de quao bem o modelo estiver se ajustando a funcao real podemos escolher
como raio inicial para a proxima iteragao (o valor de dy1) 0 mesmo valor de
Jk, dobrar ou diminuir esse valor. Em [5], sugere-se o uso do seguinte critério:

® Opp1 =20 se Afarea < 0.75A fpreq
[ 6k+1 = 0551{ se AfAred 2 0'1AfPred; (216)
® Opi1 = O nos demais casos.

2.3. METODO GMRES

Nesta se¢ao descreveremos o método GMRES (Generalized Minimal Resi-
dual), que é um método iterativo para a resolucao de sistemas lineares

As=1b

onde A é uma matriz n X n, nao-singular.

O método GMRES | proposto em 1986 por Saad e Schultz [17], faz parte da
familia de métodos de projecoes sobre subespacos de Krylov. Comecemos
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entao a secao definindo um subespaco de Krylov e apresentando algumas
propriedades:

Definicao 2.3 Dada uma matriz A : n X n, nao singular., e um vetor v
compativel com esta, a sequéncia: v, Av, A*v, A3v,... é chamada sequén-
cia de Krylov. O subespago Ky(A,v) = span{v, Av, A%v, A3v,...A" v} é
denominado subespaco de Krylov de ordem /.

E interessante conhecer a dimensao do subespago Ky(A, v). Com esse objetivo
vamos, inicialmente, relembrar as seguintes defini¢oes:

Defini¢ao 2.4 Um polinémio do tipo p(x) = az™, onde o € R, é chamado
polinémio moénico de grau n. O polinémio ménico nao-nulo p de menor grau
que satisfaz p(A)v = 0 é conhecido como polinémio minimo do vetor v com
relacao a matriz A.

Proposigao 2.2 Seja o grau do polinémio minimo de v com respeito a A.
Entao K, (A,v) é um espago invariante em relacao a matriz A e Ky(A,v) =
K.(A,v), para todo { > p.

PRrRoOVA: Para provar que KC,,(A, v) é um espago invariante sobre A, consideremos
u € Ku(A,v), podemos escrever que u = ov + agAv + ... + auAl"lv. Temos
entdo que Au = a1 Av + apA?v + ... + ay,APv. Mas Afv = 0, logo Au =
a1 Av+ asA?v + ...+ a1 AP o € K (A, v), e portanto K, (A, v) é invariante
sobre A. Para provar a segunda parte da proposicdao, basta considerar que
Ke(A,v) = span{v, Av,..., A"} = span{v, Av,..., A*" v}, pois AFv = 0
para todo k tal que k > u. -

Coroléario 2.1 Seja p o grau do polinémio minimo de v com relagao a A.
Entao dim(K,(A,v)) = p.

PROVA: Suponha por absurdo que dim(/C,(A,v)) < p. Se v =0 a contradicao
é obvia. Vamos entdo trabalhar com a hipotese de que v # 0, neste caso o
conjunto {v, Av, A%v, ..., A*"1y} ndo seria linearmente independente e existiria
(oq,a9,...,ay) # 0 tal que ajv + aAv + ... + a“Af"lv = 0. Note que:
A agv+ agdv+. ..+ o, AP ) = 0, logo ag AP~ 1o = 0 e, portanto, ay = 0.
Temos entdo que: agAv + ...+ auA“_lv = 0, multiplicando-se ambos os lados
por A*~2 tem-se, como anteriormente, que: asA*~ v =0 e ap = 0. Repetindo-
se sucessivas vezes esta estratégia, conclui-se que (a1, 09,...,a,) =0, 0 que é
uma contradicao n
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Proposigao 2.3 Se o grau do polinémio minimo de v com respeito a A é
p, entao dim(/Cy(A,v)) = min{l, u}.

Prova: Evidentemente se £ > p o resultado segue diretamente da Proposicao
2.2 e do Corolario 2.1. Agora se £ < i a prova é semelhante & do Corolério 2.1.4

Considerando sy a aproximacao inicial, cada iteracao do método GMRES
consiste na minimizagao da norma-2 do residuo sobre o subespaco de Krylov
determinado pela matriz A e o residuo inicial (rg = b — Asg), ou seja, se
estivermos na (-ésima iteracao do método de GMRES, devemos encontrar o
passo sy que minimiza a norma-2 do residuo r = As — b no subespaco:

KCo(A, o) = span{ry, Arg, ..., A rg}.

O problema de minimizacao que devemos resolver a cada iteracao pode ser
escrito como:
min ||b — As||,

sujeito a: s € so + Ky(A, o) (2.17)

AK,
Figura 2.4: Proje¢do do residuo inicial sobre o subespago AKC,(A, 1)

O vetor s, que minimiza a norma-2 do residuo é tal que r, = b — As, é orto-
gonal ao subespaco AK,(A,rq). Sendo assim, teremos um problema de qua-
drados minimos. Convém transformar a base atual do subespaco Ky(A,ro)
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em uma base ortogonal e para isso usaremos o processo de Arnoldi, que é o
processo de Gram-Schmidt para ortonormalizacao de uma base do subespaco
de Krylov.

Algoritmo 2.5 Processo de Arnoldi para Ortonormalizacao

1. w1 =ro/(llroll,);
2. Para j=1,2,...,¢ faga:

(a) 0= Av;;
(b) para i=1,2,...,j faga:

A

— hi; =0'v;;

(C) V=10 — ZJ 1hi,jvi;

1=
(@) hjy = [9lys

(€) vjy1 =0/hjt;

Evidentemente pode se concluir pela Proposicao 2.3 que, se o polinomio
minimo de ry com relagio 4 matriz A for de grau j < n nao serd possivel
construir uma base ortogonal com dimensao maior que j. Se no passo 2d do
algoritmo encontrarmos h;,,; = 0, o algoritmo devera ser interrompido pois
0 passo 2e nao podera ser realizado. A proposicao abaixo garante que isso
ird acontecer se, somente se, o polinomio minimo tiver grau j.

Proposicao 2.4 O Algoritmo 2.5 falha na j-ésima iteragao (isto é, hj1 ; =
0 no passo 2d) se, e somente se, o polinénimo minimo de rq com respeito a
matriz A tem grau j.

Prova: Ver [16]. a

Supondo que o algoritmo nao apresentou falha de execucao, apds a p-ésima
iteracao, teriamos obtido os vetores ortonormais vy, vs, ..., vpr1. Definimos
entao as matrizes V; : nx/f e Vyyq : nx(¢+1), cujas colunas sdo dadas por esses
vetores, diferenciando-se apenas pelo fato de que a matriz Vy .y :n x (£ +1)
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terd uma coluna a mais (o vetor vey;). Além disso, também podemos definir
a matriz H, : (¢ + 1) x ¢ Hessenberg superior, onde:

s [0, sei>j+1
he(i,7) = { hi;, caso contrario,

0 que nos permite construir a seguinte relagao:
AV, = Vi Hy. (2.18)

Pela equacao (2.17) temos que s € so + Ky(A,79) e, considerando que as
colunas de V, formam uma base para o subespaco K,(A, 7o), existe y € R’
tal que s = so + Vyy e podemos escrever:

1o — As|l, = [Ib = A(so + Vey)ll, = lIro — AVaylly = lIro = Vera Heyll,-

Mas, pelo Algoritmo 2.5, vy = ro/||rol|, e, considerando-se 3 = ||r¢l|,, tere-
mos:

I — Asl, = [|8v1 = Vs Hpylly = [[Vesa (Ber — Hey)ll, = || Ber — Heyll,.
Podemos entdo reescrever o problema (2.17):

min || Be; — Hey|,

sujeito a y € RY, (2.19)

0 que nos permite definir o seguinte algoritmo:
Algoritmo 2.6 GMRES
1. Defina ro =b— Axg, p=|roll,, B=p, vi=10/0 e k=0

2. Enquanto k < kmax e p > ¢||b]|, faga:

(a) k=k+1
(b) Executar o passo 2 do processo de Arnoldi (2.5) com
j=k.

(c) Defina e; = (1,0,...,0)! € R*!
(d) Encontre y; € R* que minimiza ||Be; — Hyyll,
(e) p=|Ber — Hyysll,

3. z* :xo—l—kak
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2.3.1 Rotacoes de Givens

Dado que a matriz H, é Hessenberg superior, podemos encontrar facilmente
a sua fatoracao QR através de rotacoes de Givens, tornando a resolucao do
problema relativamente barata. Uma rotacao de Givens de ordem 2, por
exemplo, consiste na multiplicacao de um vetor pela seguinte matriz:

G:(C —3))
S C

onde ¢ = cosf e s = senfl. Essa multiplicagao ird produzir uma rotagao
de angulo —@ [16]|, com rela¢do ao eixo x, no vetor ao qual for aplicada.
O nosso interesse para aplicar as rotacoes de Givens é transformar a ma-
triz de Hessenberg numa triangular superior, ou seja, anular os elementos
hi—f—l,i , para 1= ]_, e ,E.

Iremos fatorar a matriz de Hessenberg da seguinte maneira:
Gg e GQGng = Rg,

onde Ry é a matriz triangular superior resultante e G; é a matriz de rotagao
de Givens para eliminar o elemento h;,, que deveré ter a seguinte forma:

1
1
C; —S; <« linha ¢
Gi= s ¢ «— linha¢+1 (2.20)
1
i 1
com:
_ 7 (i—1)
Py hi;
¢ = +L - ’ . (2.21)

VET2 + ()2 VET2 + ()2
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~ 7 (2—1 . -, .
Note que usamos a notacgao hgli ), isso porque esse elemento ja foi alterado,
1 — 1 verzes, pela aplicacao das matrizes G1,...G;_1.

Para facilitar a resolugdo do problema, vamos definir Q, = G{G%...G".
Como G é ortogonal para todo i teremos (), também ortogonal, logo:

16— Asll, = 18es — Heyll, = 15Qeer — Reyll, (2.22)

Para compreender as vantagens proporcionadas pelas rotagoes de Givens,
convém observar os resultados do seguinte teorema:

Teorema 2.4 Considere Ry = Q,H, como definido anteriormente e g =
BQe1. Denotemos por Ry a matriz triangular superior {x{, obtida eliminando-
se a tiltima linha de Ry e g, um vetor de dimensao ¢ encontrado eliminando-se

o elemento gyy1, (a ultima linha) de g. Entao podemos dizer que:

1. o posto de AV}, é ignal ao posto de Rg. Em particular, se ry, = 0 entao
A deve ser singular;

2. o vetor y* que é o minimizador da equacao ||Be; — Hyyl|, é dado por

A

* —1nA.
Yy =R, g
3. a norma-2 do residuo no passo ¢ sera dada por gey1,.

Prova: Para provar a primeira parte considere que:
AVy = Ve 1QiQeHy = AV = Vi1 Q) Ry

Visto que tanto @y quanto Vyy1 sdo unitarias, temos que posto de AV é igual
ao posto de Ry, que é igual ao posto de Rg, ja que a ultima linha de R, é nula.
Como R, ¢é triangular superior, se 1, = 0 entdo R, ¢ singular, e portanto A é
singular. A segunda e a terceira parte saem da equacao (2.22). Pois:

181 = Heylly = 18Qeer — Reylly = [ge11] + 1§ — Reyll-

O residuo minimo é encontrado zerando o segundo elemento da parte esquerda

da equacdo acima. Logo y* = R;lg e a norma-2 do residuo serd dada por
ge+1,1- .
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Esse resultado ¢ um fator estimulante para a implementacao pois, garantida
a nao-singularidade da matriz A, a aproximacao para a solucao do sistema
linear nao precisaria ser obtida a cada iteracdo do GMRES, mas somente
quanto tivermos um residuo suficientemente pequeno, ja que a norma-2 do
residuo serd dada pelo modulo do tltimo elemento do vetor g = 5Qse;. Ou
seja, podemos reescrever o Algoritmo 2.6:

Algoritmo 2.7 GMRES com Rotacoes de Givens

1. Defina ro =b— Axg, p=|rolly, B=p, v1=10/B, Q=1:nxn
e k=0.

2. Enquanto k < kmaz e p > ¢||b]|, faga:

(a)
(b)

(c)
(d)
(e)

(£)
(g)

(h)

k=k+1;
executar o passo 2 do processo de Arnoldi (2.5) com
J=k;

se k> 1, aplique @; na k-ésima coluna de Hj;

Bk-‘—l k ]_Zk k
faga: ¢ = — = S = —= = ;
\/(hk,k)2+(hk+1,k)2 \/(hk,k)2+(hk+l,k)2 ’
hig = ckhi e — Sphis1 e © hiyr e = 0;

defina G} como em (2.20) e faga g = Gyirg;

faca Q = GpQ e defina (), a matriz quadrada corres-
pondente as k primeiras linhas de (@);
P =gkl

3. Considere R a matriz quadrada correspondente as k primei-

ras
ras

linhas de I e w o vetor correspondente as k primei-
linhas de g.

4. Encontre y; que resolve o sistema: Ry=w.

5. 2" =20+ Viys.

O Algoritmo 2.7 pode apresentar falha no passo 2b. Conforme a Proposicao
2.4, isso acontecerd se, e somente se, o polindmio minimo de ry em relagao
a matriz A tiver grau ¢ < n. A proposicao abaixo garante que, neste caso,
teremos encontrado a solugao exata do sistema, é o que chamam na literatura
de lucky breakdown.
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Proposigao 2.5 Seja A uma matriz nao-singular, entao o Algoritmo 2.7
ird falhar na (-ésima iteracao (isto é, hyy1, = 0) se, e somente se, si, é a
solugao exata do sistema As = b.

Prova: Considere que hyi1, = 0. Da nao-singularidade de A temos, pela
primeira parte do Teorema 2.4 que RM = hé}l # 0. Sendo assim por (2.21)
temos que sy = 0. O vetor g atual é obtido através do produto da matriz Gy pelo
vetor g anterior aumentado em uma dimensdo. Chamando de § = (g1, ..., g, 0)*
este vetor g anterior, temos que g = (g1,-..,CeGe, Sege). Pela ultima parte do
Teorema 2.4, tem-se que ||r¢||, = |ge+1| = |s¢g¢| = 0.

Para provar que a condicao é suficiente, devemos notar que se a solucao exata
é encontrada no passo £ e ndo no passo £ — 1 vamos ter |r|, = 0 e entdo
|ge+1| = |5¢ge| = 0 o que implica que sy = 0 e, por (2.21), hy11,0 = 0. -

Esse resultado ira facilitar a demonstracao do teorema abaixo que garante a
convergéncia do Algoritmo 2.6:

Teorema 2.5 Seja A uma matriz n X n nao-singular. Entao o Algoritmo
2.6 encontrara a solucao para o problema linear As = b em no maximo n
iteracoes.

Prova: Ver [10] .

2.3.2 GMRES com Recomecgos

Para problemas de grande porte, torna-se complicado o uso do Método
GMRES, pois a medida que o valor de £ aumenta, aumentam cada vez mais
os requerimentos de memoria e o custo computacional. Uma alternativa
que vem sendo utilizada é o método GMRES com recomecos. Esta varia-
¢ao consiste em interromper o ciclo do GMRES a cada m iteracoes (dai o
nome GMRES (m)). O Algoritmo 2.8 define basicamente como funciona esse
processo:
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Algoritmo 2.8 GMRES(m)
1. k=0.
2. Aplique o método GMRES (Algoritmo 2.7) com kmax=m.
3. (=1.
4. Enquanto ¢ < maximo de ciclos e p > ¢||b||, faga:

(a) ¢V =0+1;
(b) k=0;
(c) aplique o método GMRES (Algoritmo 2.7) com kmax=m.

Devemos observar que, apesar dessa estratégia funcionar bem na pratica, nao
se pode garantir a convergéncia do metddo, pois apesar da norma-2 do resi-
duo, no GMRES(m), nao ser crescente, conforme 16|, este valor pode sofrer
uma estagnacao em casos em que a matriz nao é positiva-definida. Neste
caso, a taxa de convergéncia do método GMRES(m) pode ser ruim. Uma
escolha adequada para o valor de m pode solucionar este tipo de problema e
é tema de estudo de varios trabalhos.
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CAPITULO O METODO
3 NEWTON-GMRES(M) coM USO
DE ESTRATEGIA MATRIX-FREE

No capitulo anterior descrevemos a estratégia de globalizacao Dogleg e 0 mé-
todo GMRES que serao empregados na implementacao do algoritmo Newton-
inexato para resolucao de sistemas nao-lineares. Neste capitulo iremos apre-
sentar os detalhes que justificam o uso conjunto do método GMRES (para
resolucao do sistema linear) com a estratégia Double Dogleg (para a globali-
zagao). Para facilitar a localiza¢ao dentro da leitura, apresentamos na Figura
3.1 um escopo das principais etapas do algoritmo basico final.

Observagao 3.1: Chamamos este algoritmo de basico final, apesar do escopo
apresentado corresponder a um dos algoritmos testados, os outros seguem essa
estrutura, com poucas modificacdes.

Nesse trabalho usaremos o GMRES para encontrar a direcao de descida para
o método Newton-inexato. Considerando que devemos resolver o sistema
linear (denotemos por J a matriz Jacobiana de F' no ponto xy):

Js = —F(xy) (3.1)

e, supondo sy o chute inicial para a obtencao da direcao Newton-inexata,
temos 19 = Jso + F(x)) o residuo inicial e construiremos os subespagos de
Krylov utilizando os vetores:

To ,J?“o, J2T0, J3’I"0

Como a matriz Jacobiana é nao-singular, os métodos de subespacos de Krylov
(e portanto o GMRES) teoricamente encontrariam a solugao exata do sistema
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Dados g e 9
Considere ind =0

|

GMRES(m)
para encontrar ———
s que satisfaz (1.3)

|

Dogleg
obtém direcao s

v, =2 tnd=0 _ _ - ind =1
defina novo raio = ﬁ:k,—i_lsr) 130 _ diminua o raio
(conforme (2.16)) ¢ aceravel: (conforme (2.14))
sim
k=k+1 1ao ind =07
nao sim
0 = 26, Dogleg

|F(@)|l, < ||F(Z)]y ? <— obtém dire¢ao &
¥=x,+5
sim

Figura 3.1: Escopo do algoritmo bésico final

linear (3.1) em no méaximo n iteragoes, e se assim fizéssemos, obteriamos o
vetor s que seria a solucao exata do sistema, ou seja o passo exato de Newton.
No caso de problemas de grande porte, se exigirmos que todos os n passos do
GMRES sejam realizados, necessitaremos de altos requerimentos de memoria
e 0 programa se tornaré ineficiente. Portanto, iremos optar pelo método de
Newton-inexato e realizar as iteragcoes do GMRES somente até encontrar o
valor de p para qual a direcao s que minimiza a norma-2 do residuo no espaco
IC, satisfaca a condicao (2.2).

O método GMRES possibilita o uso da técnica matriz-free, que permite que
o produto entre a matriz Jacobiana e um vetor compativel seja realizado
por meio de uma aproximacao, o que evita o calculo das derivadas parcias
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de F e reduz o numero de requerimentos de memoéria. Isso é possivel pois,
nos métodos Newton-Krylov, o uso do Jacobiano s é necesséirio no produto
deste por algum vetor. Um valor aproximado para o resultado desse produto
pode ser obtido, através de aproximacao por expansao de série de Taylor:

F(xy, + hv) — F(xy)
h )
Um detalhe de extrema importancia é a determinacao de h para a aproxi-

magao acima. Dennis e Schnabel [5] sugerem o uso do seguinte valor para
h:

J(xp)v =~

h € R. (3.2)

1

= W\/s_max{\(xk)tv\, tipxh |v|} sign(zhv), (3.3)
2

onde € é o erro da méaquina, tip(xy) é um vetor composto por valores tipicos
para xj, e sign(u) é uma fungao que retorna 1 caso u seja positivo e —1 caso
u seja negativo.

Bellavia e Morini em |1], propdem uma alternativa mais simples:

b= \/6—||$/€||2 (3.4)

[vlly °

onde € é novamente a precisao da maquina.

Durante os testes numérico comparamos o desempenho entre esses dois va-
lores para h, dos quais observamos um desempenho superior dessa tltima
escolha.

3.1. Dogleg E GLOBALIZAGAO

Nesta secao serd visto como relacionar a estratégia de obtencao do passo
Newton-Inexato (através do GMRES) com a estratégia de globalizagao pelo
método Double Dogleg minimizando-se o esfor¢co computacional. O uso con-
junto das duas estratégias é baseado na proposta de Brown e Saad [3|, de
1990. Usaremos como notacao sy para o passo de Newton no modelo qua-
dratico e sy a direcao de maxima descida também no modelo quadratico,
além disso denotaremos F'(zy), simplesmente por F' e J(zy) por J.
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Quando o GMRES termina obtemos uma direcao Newton-Inexata do tipo
s = so + Vpy, onde p representa o ntimero de iteracoes do GMRES, s, a
aproximacao inicial para o passo GMRES e V), a matriz ortogonal cujas co-
lunas geram o subespaco K,. Por motivos que ficarao mais claros, iremos
considerar sy = 0 e teremos, portanto, s = V,y.

A estratégia de globalizacao procurard encontrar um minimo local para a

funcao de mérito:
1

f(@) = 5F@)F ()

Portanto, devemos resolver o seguinte problema nao-linear:

sujeito a y € RP )

Se estamos usando o modelo linear F' + Js para aproximar F(z; + s), uma
. ~ L. . 1 2
aproximacao quadratica natural para g(y) seria ;||F' + Js||;, que podemos

escrever: L 9
gy) = gHFJrJprH2= :
= SF'F+ F'IVoy + 59" (JV,) (JV, )y

Note que f(ax) = g(0) = §(0).

(3.6)

Considerando B a matriz p X p, simétrica e definida positiva dada por:
B = (JV,)'(JVp) = (Vpri ) (Vi H,) = HyH,,

a estratégia de regides de confianca devera resolver o seguinte problema de
minimizagao:
min §(y) = %FtF + F'JV,y + %thy
< .
sujeito { QyEHZR_p b (3.7)

A dire¢ao de méaxima descida a partir de x; para o modelo (3.7) sera dada
por:

su = —Vg(0) = —(JV,)'F = = (Vi I,))'F
= —H,V,, F = Hy(Be1)
= [He. (3.8)
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Como a Hessiana do modelo quadratico é dada por B e sy = —Vg(0),
teremos a direcao de Newton para o modelo quadratico dada por:

sy =B sy = (H H,) "' (BH}e1). (3.9)

Portanto, sy é a solucao do sistema:

H'H,y = 3H]e,

e, consequentemente, é a solucao de quadrados minimos para o sistema so-
bredeterminado:

pr = fe;.

Entao, encontrar a direcao de Newton para o modelo quadratico é equivalente
resolver o seguinte problema:

min || H,y — Beyll,, com y € RP.

Mas esse problema ja foi resolvido pelo método GMRES (ver problema
(2.19)), e portanto basta usar a dire¢do de Newton-Inexato ja encontrada
como a direcao de Newton para o modelo quadratico.

Devemos agora encontrar o ponto de Cauchy para o problema (3.6). Lembre-
mos que o ponto de Cauchy sera dado pelo minimizador do modelo quadratico
na direcao de maxima descida.

Desde que,
2

1 A
d(Asy) = §FtF + AF IV, s0r + 7stM(va)t(va)sM, (3.10)

teremos:

Vi(Asu) = F Vs + AV, (TV,)sr.

Pela equagao (3.8), pode-se concluir que o valor de A\ que minimiza a funcao
(3.10) é dado por:
—F'JV,su —F'JV,su . HSMHS

T stM(JVp)t(JVp)sM B 35\4(Vm+1ﬁp)t(vm+1gp)3M a HﬁpsMHg
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Teremos entao a dire¢ao de Cauchy (CP):

a2 Ismlls .4
Scp=AN'sy = ——=58y = f(ﬂH 61).
| ELysl5 [ Hpsalls "

Vamos definir agora, a direcao syg. No caso do Single Dogleg, ele sera dada
pela direcao Newton-Inexata retornada pelo GMRES. Caso optemos pelo
passo Double Dogleg teremos: sg = vsy, onde sy ¢ a direcao Newton-Inexata
vinda do GMRES. Em [5] sugere-se que o valor de v seja dado por: v =
0.8y + 0.2. Da equagao (2.13), vamos ter que:

VIO Adlsul
V§(0){(HLH,)"1Vg(0) — —slysn ’

Apos encontrar o passo Dogleg (denotemos-o por y), devemos verificar se o
ponto encontrado: x,1; = x) + V,y é satisfatorio. Uma das opgoes é analisar
se o ponto cumpre a condi¢ao de Armijo:

fa) < fla) +aV fan) (2pn — xp).
Neste caso temos que:
Vf(xr) (w1 — 1) = V() sy, = FLIVyy = F'V, o Hy = Bel Hy = s'yy.
E portanto, podemos escrever a condicao de Armijo como:

1 2 _ 1 2
SIF @)l < 1P+ asiy.
Neste trabalho também optamos pelo uso da condicao nao-mondtona pro-

posta em [2]|. Conforme a condigao (2.5), ndo teremos qualquer dificuldade
de adaptacao nesse caso.

Se o ponto encontrado nao for satisfatorio, devemos reduzir o raio da re-
gido de confian¢a. Como descrito no capitulo anterior (ver (2.16)), podemos
encontrar o novo raio da regiao de confianca da seguinte maneira:
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A, = — vf(xk)t(xk—i—l — ) _
2[f (wpy1) — flxn) — Vf(xk)t(iﬁkﬂ — )]

shY
|F ()5 — |1 F ()]l + 285,y

Encontrado esse valor verificamos se A.||x11 — @xll, € [0.16;,0.96;], caso
positivo teremos 011 = Ai||zkp1 — xk||4, caso negativo o1 = 0.90.

Para analisar a possibilidade de um passo maior com o mesmo modelo, bem
como o valor do raio para a proxima iteragao, precisamos comparar a redugao
real com a reducao prevista, que serao dadas respectivamente por:

Afarea = flzrer) = flan) = 1/2(|F (zrr)ll5 = 1F (2i)]l5)

AfPrecl = g(y)_g(o):

1 1 1
= 5FfF + F'IVyy + 5thy — 5FtF =

Lom 2
= Iyl — iy

3.2. MODIFICACOES NECESSARIAS PARA O
PROCESSO DE RECOMECOS

Com a adicao do processo de recomecos, a aproximacao inicial para o GMRES
nao seria o vetor nulo a partir do segundo ciclo. Com isso o problema de
minimizacao em cada ciclo do GMRES seria um pouco diferente do problema
(3.5) e teria a seguinte forma:

min f(zx + so + Vpy)
sujeito a y € RP.
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Entretanto, com esta escolha, a fun¢do g(y) definida na se¢ao anterior, na
maioria dos casos, nao estaria perto de f(xy) para y pequeno (ou seja,
g(0) # f(xy)). Para sanar essa deficiéncia, devemos reescrever o problema,
aumentando uma dimensao. Suponhamos que cada ciclo do GMRES per-
mita no maximo m itera¢oes. Seja entdo y = [y,t]' € RF e W = [V, s¢]
e encontramos um passo s da forma s = Wy e a funcao g modificada:
9(y) = f(zr + Wy) (verifique que g(0) = f(zg)). O modelo quadratico
serda dado por:

e 1 _
9(y) = §HF+JWyII§

Dado que rg = —F — Jsg, teremos:

= F+JVy+ (=rg— F)t=(1—tF —trg+ V.1 Hyy

0 que nos permitird que a funcao g seja avaliada sem o uso da matriz Jaco-
biana.

Encontraremos, entao, a direcao de maxima descida para o modelo quadréa-
tico modificado:

su = —V§(0) = —(JW)'F =[]V, Jso J'F =
- V!
= —[VonHy Jso]tF=< F+;0+1 )eRp“

O passo de Newton para o modelo quadratico, assim como no caso sem
recomecos, sera obtido relacionando os dados obtidos no processo GMRES
e o passo de maxima descida ja encontrado. Mas, diferentemente do caso
anterior, a direcao de Newton para o modelo quadratico nao podera ser
aproximada pela dire¢cao Newton-inexata do GMRES pois sq # 0. Considere
inicialmente que:

SN — B_ISM.

Aqui, novamente, B é a Hessiana do modelo quadratico (B = V2§(0)). Con-

siderando entéo v = —HIV! (F +7ry) e a = |F + ro||5 podemos reescrever a
matriz B: -
H H.
B = (JW)"(JW) = ( PP Z)
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Para a implementacao é conveniente lembrar que o método GMRES obteve,

através das rotagoes de Givens, a fatoragio QR da matriz H,. Logo ﬁ;Hp =
(QR)'(QR) = R'R. Como a dimensao de H, é (p+ 1) X p, de acordo com o
processo de fatoracdo QR, a matriz R : (p + 1) X p terd a seguinte forma:

R
w=(1),
onde R € RP*P, ¢ ainda: R'R = R'R. Consideremos entdo w = R 'v e
b = +va — wtw, e obtemos facilmente a decomposicao de Cholesky para B:

(RR v\ (R O R w\ _
B_(vt a)_(wtb)(o b):OO'

Para realizar o passo Dogleg, precisaremos encontrar o ponto de Cauchy que,
como ja vimos anteriormente, é o ponto minimizador para o modelo quadré-
tico na dire¢ao de maxima descida (sp;):

@) = LF+JIWyl;=1/2F'F + FLIWy + g (JW) (JW)y =
= 1/2F'F + F'"JWy+ y'By = i F'F + F'JWy + §'C'Cy,

e, para ¥ = Asyy, teremos:
- |- t Aoy

Portanto, o valor de A minimizador sera dado por:

_ —F' W sy B shrsa HSMHg

shC'Csy s, CtCspyr ||Csp|2

*

Para encontrar o ponto xg devemos encontrar o valor para v segundo a
equagao (2.13):
2
*
Nl
—sh, SN
Precisamos agora criar a nova condicao de aceitacao do ponto encontrado.
Antes disso, verifique que:

Vi(xy)'s = F'Js=F'J(so+ Vpy) = FLIV,y + FtJsg =
= Ft‘/l,+1pr — (F + To)tF ’
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e, daf:
V() s = —s .
P\ 1

Sendo assim, reescrevemos a condi¢ao de Armijo como:

1 2 _ 1 2 )

SIF@ea)llz < SIF ()l — as)y :

2 2 1
Em caso de insatisfacao, o novo raio da regiao de confianca seréd dado por:

(1)

k+1 —
Pl = Pl + 25 (4

) H37k+1 - xk”z

se 05,4 pertencer ao intervalo [0.1d,0.96;], caso contrario temos que 541 =
0.99;..

Observagao 3.2: Se optarmos pelo uso da condigao (2.5) ao invés da condigio de
Armijo, assim como no caso sem recomecos nenhuma adaptacdo se fara necessaria.

O valor de Afs,eq, evidentemente, pode ser calculado como no caso sem
recomecos, mas A fp..q se altera, sendo obtido por:

2

Afprea = 9(y) —g(0) = iF'F + FLUWy + g (JW) Wy — LF'F =
=
2
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CAPITULO

4 IMPLEMENTACAO E TESTES
REALIZADOS

4.1. ALGORITMOS TESTADOS

As idéias apresentadas nos capitulos anteriores nos possibilitou a construcao
de uma série de algoritmos para a resolugao de sistemas nao-lineares através
do método Newton-GMRES. O primeiro algoritmo construido consiste num
método Newton-GMRES com estratégia de globalizagao exclusivamente ba-
seada em regioes de confianca com o uso do método Double Dogleg, conforme
descrito na Figura 4.1.

GMRES(m)

l

DOUBLE nao aceita sim Proxima
DOGLEG o ponto? Iteracao

|

Figura 4.1: Escopo do programa com globalizacao baseada em Double Dogleg

O segundo algoritmo desenvolvido utiliza uma estratégia hibrida com uso
inicial de busca linear (trés tentativas) e caso nao obtenha sucesso (isto é,
caso nao encontre um ponto aceitével), apela-se para a estratégia Double
Dogleg até obter sucesso. Uma simplificacao das etapas desse procedimento
pode ser conferida na Figura 4.2.
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Para ambos os algoritmos utilizamos como critério de aceitacao, inicialmente,
o critério de Armijo (2.4) e também o critério ndo-monétono (2.5) proposto
em |2]. Ja nos testes iniciais o desempenho dos algoritmos com o critério de
Armijo foi inferior, sendo decidido adotar exclusivamente o critério (2.5) nos
testes posteriores.

Proxima
GMRES(m) Tteracao
\ sim

aceita o DOUBLE
|BUSCA LINEAR| ponto? DOGLEG
nao
L | J4 fez 3 buscas? ‘8171(11

Figura 4.2: Escopo do programa com globalizacao hibrida

Implementamos ainda um tltimo algoritmo, com uma pequena variagao em
relagao a este segundo algoritmo, onde muda-se somente o critério de acei-
tacao para os pontos advindos da estratégia Double Dogleg. Diferentemente
dos anteriores, o critério para este algoritmo é baseado em dados de redu-
cao prevista e reducao real. Note que, essa mudanca s6 valera para o teste
ap6s o Double Dogleg. No caso da busca linear o critério de aceitacao con-
tinua como nos algoritmos anteriores. Sendo assim, em conformidade com a
equacao (2.15) propomos que fosse aceito o ponto zj que proporcionasse a
satisfacao da seguinte desigualdade:

‘AfPred - AfAred‘ S 0'1‘AfAred" (41)

4.1.1 Detalhamento da implementagao

Para a resolugao de sistemas lineares através do GMRES, utilizamos uma
modificagao do algoritmo implementado por Kelley [10| e encontrado em:
http://www.siam.org/books/kelley/fr16/matlabcode.php.
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Justifica-se o uso, pois ao final do algoritmo, além do valor de s; encontrado
e do niimero de iteracoes internas, precisamos também de outros dados que
serao utilizados para o processo de globalizacdo Double Dogleg (como por
exemplo as matrizes V' e H). Esse algoritmo preserva boa parte desses dados,
e com pequenas alteracoes conseguimos o que precisamos, ao contrario do que
ocorre com o algoritmo padrao disponivel no Matlab®.

O termo forcante para o método de Newton-Inexato foi definido de acordo
com a proposta de Eisenstat e Walker em |[8]:

= (fret)

Neste caso, utilizamos os parametros: a = 0.5(1 4+ 1/5) e 7y = 1. Além disso,
foi introduzida uma salvaguarda de modo que n;, € [107°,1072].

Como ja foi dito no inicio deste capitulo, na maior parte dos testes e na
totalidade daqueles apresentados neste trabalho, utilizamos como critério de
aceitagdo a proposta encontrada em |[2|:

[F (2 + Esi)ll < (1= &) | F (zi) || + g (4.2)

Escolhemos o parametro o = 10~ para o critério (4.2) acima. Além disso,
fazemos ao inicio de cada iteragao externa & = 1, e enquanto o critério de
aceitacao nao se verifica, definimos & = 0.5¢. A escolha de pu,; é feita da
seguinte forma:

L ftip(0) = [[F(zo)ll;
5 ftip(k) = min{||F(x)||,, ftip(k — 1)}, se k é miltiplo de 3
"\ ftip(k) = ftip(k — 1), caso contrario

3. = fhip(k)/(k + 1)1

Além disso, estabelecemos como critério de parada que o programa termine se
| F(zx)]l, < v/n107% ou k > 100. Utilizamos m = 30 como o niimero maximo
de iteracoes para cada ciclo do GMRES e estabelecemos o limite maximo de
20 ciclos. Para o valor de h na implementagao matriz-free (3.2), testamos
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inicialmente a proposta de Dennis e Schnabel (3.3) e depois comparamos com
a proposta de Bellavia e Morini (3.4).

Todos os testes computacionais foram realizados em Matlab® 7.0.

4.1.2 Analise de Desempenho

Para analisar o desempenho dos algoritmos criados, utilizamos a ferramenta
perfil de desempenho, proposta em 2002 por Dolan e Moré [7|. Essa ferra-
menta é ideal para comparar a eficiéncia e robustez entre varios algoritmos
que sao aplicados aos mesmos problemas, sob as mesmas condic¢oes, como é
0 NOSSO Caso.

Escolhida uma medida de desempenho (tempo, niimero de avaliagao de fun-
¢Oes, iteragoes, etc), devemos determinar a taxa de desempenho do algoritmo
s na resolucao do problema p. Considerando S e P o conjunto de todos os al-
goritmos e problemas respectivamente e ainda m,, a medida de desempenho
para esse problema, sua taxa de desempenho serd dada por:

min{ms,p, Vs€S}’

——=P_ . se o0 algoritmo s resolveu o problema p
Tsp = -
P M, caso contrario

onde ry; € um parametro pré-definido e suficientemente grande.

Apos isso, e para cada problema, devemos construir uma funcao acumulativa
ps : R — [0,1]. Considerando #(A) a cardinalidade de um conjunto A, essa
funcao pode ser escrita como:

#(peP|rp<7)
#(P)

Obviamente, esta funcao é nao-decrescente, constante por partes e nao tem
sentido para 7 < 1. A eficiéncia do algoritmo pode ser analisada pelo valor
dado por ps(1). Algoritmos com maiores valores para ps(1) sdo mais efici-
entes. Para analisar a robustez devemos notar para qual valor de 7 teremos
ps(7) = 1. Obviamente quanto menor for esse valor 7 mais robusto é o al-
goritmo. Atentemo-nos para o fato de que se ao menos um problema nao

ps(T) =
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obtiver convergéncia para o algoritmo s teremos ps(7) = 1 somente para
T=TM-

Devemos salientar que o maior beneficio adquirido com o uso dessa ferra-
menta é a visualizagao simultanea do comportamento de diferentes algorit-
mos. Isso nos permitird comparé-los facilmente, tanto na questao da eficién-
cia quanto da robustez.

4.2. TESTES INICIAIS

Com o objetivo de testar as implementacoes e analisar a eficiéncia do algo-
ritmo, realizamos uma bateria inicial de testes numéricos baseada na resolu-
¢ao dos sistemas nao-lineares propostos por Luksan em [12].

Resolvemos 16 dos 17 problemas propostos, com 10 aproximacoes iniciais:

1. 29=1(0,0,...,0) 6. To= 2Tstand
2. xo=(1,1,...,1) 7. o = DTstand
3. xo=1(2,2,...,2) 8.  Xo= —Tstand
4. 9= (5,5,...,5) 9. x9=—2Tsand
5. To = Tstand 10, xo = —9%stand

Onde Z44nq é 0 valor padrao proposto em [12] e pode ser conferido na Ta-
bela 4.1.

Utilizando dimensao n = 1000 e os valores inicias descritos acima, compara-
mos o desempenho de quatro algoritmos:

1. sem busca linear, estratégia de globalizacao baseada unicamente em
regioes de confianga (SBL);

2. com busca 3 buscas lineares e teste de aceitacao baseado no critério nao-
mono6tono proposto em |2, para ambas as estratégias de globalizacao
(3BL1);

3. com trés buscas lineares, com teste de aceitacao nao-mondtono proposto
em [2| apos as buscas lineares e teste de aceitacao (4.1) apos a execugao
do processo Double Dogleg (3BL2);
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4. algoritmo sem estratégia de globalizagao (SGLOB).

PROBLEMA at
1 Counter Current reactors probleml (0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.4,0.3,0.2,0.1,0.2. . .)
2 Eztended Powell badly scaled funcion (1,0,1,0,1,0,...)
3 A trigonometric system (1/n,1/n,...)
4 A trigonometric-exponential system 1 (0,0,0,...)
6  Singular Broyden problem (-1,-1,-1,...)
7 Tridiagonal system (12,12,12,...)
8 Five-diagonal system (-2,-2,-2,...)
9  Sewen-diagonal system (-3,-3,-3,...)
10  Structured Jacobian problem (-1,-1,-1,...)
11  Ezxtended Rosenbrock function (-1.2,-1,-1.2,—-1,...)
12  FEztended Powell singular function (3,-1,0,1,3,-1,...)
13  Ezxtended Cragg and Levy function (1,2,1,2,.. )
14  Broyden tridiagonal function (-1,-1,-1,...)
15  Broyden banded problem (-1,-1,-1,...)
16  Discret boundary value problem (h1,h2,...),onde hy = (i/(n 4+ 1))(i/(n + 1) — 1)
17  Broyden tridiagonal problem (-1,-1,

Tabela 4.1: Problemas propostos em [12| e seus respectivos valores iniciais
padrao

A Figura 4.3 representa um grafico comparativo para este teste. O melhor
desempenho do algoritmo sem globalizacao nas medidas de tempo e niimero
de avaliagao de func¢oes ja era esperado, visto que o acionamento de estra-
tégias de globalizacao afeta diretamente estes itens. Este algoritmo s6 teria
desempenho inferior no quesito eficiéncia, caso resolvesse um ntmero muito
menor de problemas do que os algoritmos com estratégia de globalizacao, o
que nao ocorreu.

Tanto em eficiéncia quanto em robustez o algoritmo SBL obteve o pior de-
sempenho em todos os quesitos. As estratégias hibridas foram ligeiramente
mais robustas que a estratégia sem globalizacao, ji que resolveram alguns
problemas a mais, e foram mais eficientes em niimeros de iteracoes externas.
O desempenho dos algoritmos 3BL1 e 3BL2 foi bem parecido, o que leva
a crer, que na maioria dos casos, nao tivemos a necessidade de acionar mais
do que trés buscas lineares. As estratégias de globalizacao nao foram muito
requisitadas, dado o baixo niimero de problemas resolvidos exclusivamente
por algorimos dotados dessas estratégias.

| 44|



1 1
0.8 —aconiiniita il
7
s
4
= = O-GV/
Q.m Q.m
0.4
0.2
0
. 1 1.5 2 25 3 3.5 4
T T
Iteracdes internas N° de aval. de F
1 1
0.8 == 08l - - - —-—=
r
= 06 = 06
O.m O.m
0.4 0.4 3BL1
““““ 3BL2
0.2 0.2 — SBL
- — —SGLOB
0 : 0 : : : ‘ '
25 3 3.5 4 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Tempo

lteragbes externas

T

Figura 4.3: Grafico de desempenho dos algoritmos - 7 € [1, 4]

Apos isso, comparamos o desempenho de diferentes valores para h na estra-
tégia matriz-free utilizando os valores propostos por Dennis e Schnabel (3.3)
e Bellavia e Morini (3.4). O grafico de desempenho desse teste encontra-se
na Figura 4.4, onde nota-se um desempenho melhor da segunda estratégia,
denotada por h : BM sobre a primeira (h : DS). Para ambos os testes
considerou-se o Algoritmo 3BL1.
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Figura 4.4: Grafico de desempenho - parametro matriz-free - 7 € [1, 4]

Com a intencao de comparar com os resultados encontrados por Bellavia e
Morini e publicados em [1], resolvemos novamente o problema 2 (Eztended
Powell Badly Scaled), agora para n = 4096 e para os mesmo valores iniciais
do caso anterior.

O algoritmo de Bellavia e Morini, consiste num método Newton-GMRES com
estratégia hibrida de globalizacao, porém ao invés de utilizar a estratégia de
regioes de confianca Dogleg é proposta uma avaliacao das direcoes de descida
encontradas durante o processo do GMRES comparando qual direcao pro-
porcionara a maior redugao no valor da fungdo de mérito. Chamando esta
direcao mais promissora de s;, 0 método proposto por Bellavia e Morini pro-
poe a criacao de um caminho ligando a direcao s; a direcao Newton-Inexata
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encontrada pelo GMRES. Os dados comparativos entre esse Algoritmo, o
qual chamamos de ABM e o nosso algoritmo 3BL1, encontra-se na Tabela
4.2. Nesta tabela estdo denotados por * os testes que nao apresentaram

convergéncia.
IteragGes Externas No. de Aval. de F
zo ABM 3BL1-BM 3BL1-DS | ABM 3BL1-BM 3BL1-DS
(0,0,...,0) * 33 33 * 360 355
(1,1,...,1) | 133 17 17 1040 167 168
(2,2,...,2) 134 16 16 1031 152 152
(5,5,...,5) | 125 26 27 918 274 284
Tstand 135 17 17 1034 164 163
2% stand 133 16 16 1029 154 154
5% stand 125 26 27 1009 272 283
—Tstand * 15 20 * 151 205
—2%stand * 29 29 * 301 301
—BZstand * 29 29 * 290 290

Tabela 4.2: Resultados para o problema Eztended Powell Badly Scaled([12])

O algoritmo 3BL1 obteve desempenho consideravelmente melhor para am-
bas as escolhas para o valor de h na técnica matriz-free. J& esperavamos
que um numero de avaliagoes mais baixo fosse realizado por este algoritmo,
devido ao processo de escolha da diregao mais promissora do algoritmo de
Bellavia e Morini que realiza um grande ntiimero de avaliagoes de funcao por
iteracao externa. Mas a eficiéncia de 3BL1 em termos de nimero de itera-
¢oes externas, bem como a robustez, foi um fato que nos surpreendeu, ja que
este algoritmo obteve solucao do problema para todos os valores iniciais.

4.3. PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO

Para o segundo conjunto de testes, resolvemos uma série de problemas nao-
lineares oriundos da discretizacao de problemas de valor de contorno. De uma
maneira genérica, os problemas de valor de contorno tratados neste conjunto
consistem em encontrar uma fungio u : 2 = [0,1] x [0, 1] — R de forma que,
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dado A € R, teremos:
—Vu+ h(Au) =w(s,t) em Qe u(s, t) =0 em 0, (4.3)
onde Vu é o operador laplaciano.

Os diferentes problemas de valor de contorno sao definidos através de varia-
¢oes na funcao h(\, p), do parametro A e da fungao w.

Seguindo as idéias encontradas em [10], utilizamos o método de diferengas
centrais para aproximar as derivadas. Para isso cria-se uma malha de pontos
nos quais a equagao (4.3) deve ser satisfeita. Assim, a equacao (4.3) resulta
em um sistema nao linear. No caso, trabalhamos com uma malha de 63
pontos internos em cada eixo, do que obtemos um sistema nao linear de
dimensao 3969.

O primeiro problema que resolvemos é o problema de Bratu. Para este pro-
blema teremos h(A, u) = —Aexp(u) na equagao (4.3):

—Vu — Nexp(u) = w(s,t) em Qe u(s,t) =0 em 0. (4.4)

A nossa idéia é comparar os resultados encontrado com a solucao real e
conforme sugerido em [10] geramos uma série de problemas onde a fun¢ao w
é calculada de tal forma que a solucao exata do sistema resultante seja dada
por:

u, = 10st(1 — 8)(1 — t)exp(s*?). (4.5)

Os diferentes valores para A determinam o grau de dificuldade do problema.
Segundo [20]|, problemas com valores negativos para A sdo considerados faceis,
enquanto aqueles em que adotarmos valores positivos seriam mais dificeis.

Assim como em [20], geramos 22 testes com 11 problemas diferentes e duas
aproximacoes iniciais. Os valores para A escolhidos foram: —1000, —500,
—250, —100, —50, —10, 1, 3, 5, 7, 10.

Para a aproximagao inicial escolhemos o vetor zo = (0,0,...,0)" e um vetor
com componentes aleatorias pertencentes ao intervalo [—5, 5].
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A -1000 -500 -250 -100 -50 -10 1 3 5 7 10

3BL1 EX 5 5 5 5 5 4 3 4 4 5 6
BM IN 60 83 113 172 244 419 633 696 875 1038 2336

3BL1 EX 5 5 5 5 5 4 3 4 4 5 6
DS IN 60 83 113 172 244 418 631 696 875 1036 2347

SBL EX 5 5 5 5 5 4 3 4 4 5 6
IN 60 83 113 172 244 418 631 696 875 1036 2347

3BL2 EX 5 5 5 5 5 4 3 4 4 5 6
IN 60 83 113 172 244 418 631 695 875 1036 2348

SGLOB | EX 5 5 5 5 5 4 3 4 4 5 6
IN 60 83 113 172 244 418 631 695 1010 1036 2347

Tabela 4.3: Resultados para o problema de Bratu (4.4) para zy =
0,0,...,0)"

Os resultados obtidos pelos algoritmos testados no problema de Bratu encon-
tram-se nas Tabelas 4.3 e 4.4 e também no grafico da Figura 4.5. Nas tabelas e
no gréafico os algoritmos seguem com a mesma notagao anterior, sendo que na
tabela somente estao representadas as iteragoes externas (EX) e as itera¢oes
internas (IN).

Pode-se observar que o desempenho entre os algoritmos foi bem parecido,
exceto, como ja era esperado, no numero de avaliacoes de fung¢oes. No caso
do niimero de iteracoes externas, por exemplo, nao houve nenhuma diferenca
no desempenho. Novamente a estratégia de globalizacao foi pouco acionada.

Com o intuito de acionar as estratégias de globalizacao, resolvemos um novo
tipo de problema de valor de contorno: o problema de Conveccao-Difusao.
Neste caso definimos a fungao h(A, u) = )\u(% + 24 o que nos da o seguinte

s
problema:

—Vu + )\u(% + %) =w(s,t) em Qe u(s,t) =0 em O (4.6)

Geramos os problemas da mesma forma que o caso anterior, isto é de maneira
que a solugao exata do sistema seja aquela apresentada em (4.5). Realizamos
o teste para nove valores distintos para A: 5, 10, 25, 50, 75, 100, 110, 125 e
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A -1000 -500 -250 -100 -50 -10 1 3 5 7 10

3BL1 EX 8 8 8 8 8 4 4 5 5 6 7
BM IN 86 99 138 200 263 468 846 937 1074 1335 3075

3BL1 EX 8 8 8 8 8 4 4 5 5 6 7
DS IN 86 99 138 200 263 468 853 935 1085 1221 3075

SBL EX 8 8 8 8 8 4 4 5 5 6 7
IN 86 99 138 200 263 468 853 937 1085 1221 3075

3BL2 EX 8 8 8 8 8 4 4 5 5 6 7
IN 86 99 138 200 263 468 853 937 1085 1221 3075

SGLOB | EX 8 8 8 8 8 4 4 5 5 6 7
IN 86 99 138 200 263 468 853 937 1085 1332 3075

Tabela 4.4: Resultados para o problema de Bratu (4.4), zo com valores ale-
atorios entre 5 e —5

150. E para a aproximacao inicial utilizamos o vetor zq = (0,0, ...,0)" para
todos os problemas gerados.

Os resultados para os testes com problemas de Conveccao-Difusao podem
ser conferidos na Tabela 4.5. Nela, novamente temos que EX é o niimero
de iteragoes externas, IN é o niimero de iteracoes internas. Dessa vez, como
alguns algoritmos nao obtiveram convergéncia em determinados problemas,
adicionamos nas tabelas uma varidvel que representa a diferenca entre a
solugao exata e a solugao encontrada pelos programas: e—||z* — ||, onde x*
¢ a solugao exata para o problema e x é a solugao encontrada pelo algoritmo
em questdo. Os casos em que e < 107% estao denotados simplesmente por
—, J& que convergiram para a solucao exata do algoritmo.

O algoritmo sem globalizacao mostrou grande deficiéncia na resolucao dos
problemas mais dificeis e nao resolveu 4 problemas propostos, enquanto o
algoritmo 3BL1 com a escolha de Bellavia e Morini para o parametro h
na técnica matriz free obteve melhor desempenho e falhou em somente um
problema. Além disso, é interessante notar que entre os testes que divergiram,
os resultados dos testes com estratégia de globalizacao ficaram relativamente
muito mais proximos da solucao exata do que os resultados obtidos pelo
algoritmo sem globalizacao.
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Figura 4.5: Grafico de desempenho - Problema de Bratu

Outro dado que devemos ressaltar é o desempenho do algoritmo sem busca
linear, que em 6 testes convergiu para uma solucao diferente da que espera-
vamos. Isso talvez se justifique pelo fato de tratar-se de um algoritmo mais
rigido que os demais, impedindo um avanco maior quando a estratégia de
globalizacao é acionada. Além disso, houve divergéncia em um teste.

A primeira justificativa que consideramos como causa para a divergéncia de
alguns testes foi a estagnagao do método GMRES com recomecos. Resolve-

mos entao refazer os testes, mas alterando o tamanho maximo do ciclo para
m = 50.
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A 5 10 25 50 75 100 110 125 150
3BL1 e — — — — — — — — 0.7350
BM EX 5 5 7 9 10 18 21 26 100
IN | 596 510 531 834 1553 3679 4934 7924 28069
3BL1 e — — — — — — — 0.6064 0.8445
DS EX b) 5 7 9 11 18 21 100 100
IN | 595 510 528 834 1583 3761 5040 27257 28022
€ 0.4960  0.7495  1.5047 2.0062 2.2068 2.5077 3.0091
SBL EX b) 5 6 100 4 b) b) b) 5
IN | 595 510 893 29619 500 699 702 686 657
(& 0.6212 0.7575
3BL2 EX 5 5 7 9 11 18 21 100 100
IN | 595 510 528 866 1605 3776 5003 27145 27986
€ — — — — — 536.0498  318.2929  90.7790  61.7805
SGLOB | EX 5 5 7 10 14 100 100 100 100
IN | 595 510 533 591 681 57353 57900 58497 58499

Tabela 4.5: Resultados para o problema de Conveccao-Difusao (4.6), com
m = 30

Nesse novo teste, cujos resultados podem ser conferidos na Tabela 4.6, os Al-
goritmos 3BL1-BM e 3BL2 tiveram desempenho satisfatorio e resolveram
todos os problemas propostos. O algoritmo SGLOB novamente se mostrou
ineficiente e divergiu nos mesmos 4 testes do caso anterior. O algoritmo SBL
novamente convergiu para outras solucoes, s6 que desta vez mudou o tinico
problema para o qual nao houve convergéncia.

Por curiosidade e para ilustrar melhor os resultados encontrados pelo algo-
ritmo, imprimimos inicialmente o grafico da solucao exata para o sistema
linear (Figura 4.6) e depois os graficos das solugoes obtidas, para todos os
valores de A, pelos Algoritmos 3BL1, SBL ¢ SGLOB. Os graficos estao
representados nas Figuras 4.7, 4.8 e 4.9, respectivamente.

Para finalizar este capitulo realizamos a anélise do perfil de desempenho
dos algoritmos levando-se em consideracao todos os problemas de valor de
contorno resolvidos, com ciclo méaximo de 30 iteracoes para o GMRES. Na
Figura 4.10 encontra-se o grafico de anéalise de desempenho no intervalo 7 €
[1,1.5] onde podemos analisar cada algoritmo com relacao a eficiéncia. Ja na
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A 5 10 25 50 75 100 110 125 150
3BL1 € — — — — — — — — —
BM EX 5 5 7 9 11 18 21 26 34
IN | 475 485 484 862 1243 2860 4143 5830 8968
3BL1 € — — — — — — — — —
BS EX 5 5 7 9 11 18 21 26 33
IN | 475 485 483 858 1264 2857 4499 5782 9072
€ 0.4973 1.0029  1.5046 2.0061 2.2067 2.5076 3.0091
SBL EX 5 5 100 4 4 5 5 5 5
IN | 475 485 681 578 595 598 611 580 562
(&
3BL2 EX 5 5 7 9 11 18 22 26 34
IN | 475 485 483 860 1258 2877 4172 5775 9071
e _ _ _ _ _ 533.8325 442.7886 315.4074 75.6387
SGLOB | EX 5 5 7 10 14 100 100 100 100
IN | 475 485 479 467 552 47202 48178 48214 48254

Tabela 4.6: Resultados para o problema de Conveccao-Difusao (4.6), com
m = 50

Figura 4.11, temos ilustrado o intervalo 7 € [1, 3], que facilita a andlise da
robustez. Os testes que convergiram para outras solucoes foram considerados
como falha do algoritmo.

Neste novo conjunto de testes, em que o acionamento de estratégias de glo-
balizacao era uma necessidade, podemos ver claramente a eficiéncia da es-
tratégia hibrida proposta. Os algoritmos providos de estratégia deste tipo,
tiveram os melhores desempenhos tanto em ntiimeros de iteracoes externas
quanto de internas. Além disso, o algoritmo 3BL1-BM, o tinico dotado
da estratégia de obtencao para o valor de h no matriz-free proposta em [1],
mostrou novamente desempenho superior aos demais. Inclusive obteve me-
lhor desempenho quanto se trata do tempo de execucao sendo melhor que o
algoritmo sem globalizacao, o que é um fato surpreendente, dado que este
iltimo tem uma estrutura muito mais simples.

|53]



oy 5 ‘\\“‘;‘:\‘&“}'}\“
KRS SRSV
Uttty 0BT
Uty ! !
NN
oSS SN
AT
it g
sty
i

iy

Figura 4.6: Solugao exata para o problema de Conveccao-Difusao 4.6

Quanto a robustez, o desempenho é melhor ainda, pois em um niimero maior
de problemas obteve resultados corretos, além do que a nao convergéncia de
alguns problemas quando utilizada a estratégia hibrida se deve a estagnacao
do GMRES(m), o que ja estava previsto na teoria.
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Figura 4.7: Solugoes encontradas para o Problema de Convecgao-Difusao
(4.6) pelo algoritmo 3BL1-BM
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Figura 4.9: Solucoes encontradas para o Problema de Convecgao-Difusao
(4.6) pelo algoritmo SGLOB
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CAPITULO

5

CONCLUSOES

Nesse trabalho utilizamos algoritmos Newton-GMRES para a resolucao de
sistemas nao-lineares de grande porte. Com o objetivo de diminuir o esforgo
computacional e os requerimentos de memoria foram utilizadas trés modifica-
coes classicas: uso do método Newton-inexato, da estratégia com recomecos
para o GMRES, que permite a diminui¢ao da dimensao méxima do subes-
paco que trabalhamos e por fim, uso da estratégia matriz-free que evita o
calculo da matriz Jacobiana.

Apoiados nessa teoria, desenvolvemos trés algoritmos com opc¢oes distintas
na estratégia de globalizacao: o primeiro deles com uma estratégia exclusi-
vamente baseada em regioes de confianca, e os outros dois com no maximo
trés buscas lineares prosseguidas, caso necessario, da estratégia de regioes
de confianca. O que difere nesses dois tultimos é o critério de aceitagao para
pontos advindos da estratégia de globalizacao.

O primeiro algoritmo nao apresentou um desempenho satisfatorio durante a
resolucao de testes numéricos, tendo desempenho inferior aos demais, inclu-
sive em relacao ao algoritmo sem globalizacao. Acreditamos que isso se deve
principalmente a rigidez dessa estratégia com relagao as demais. Provavel-
mente melhores escolhas para o valor do raio inicial pode ser uma alternativa
para contornar esse desempenho insatisfatorio.

Os demais algoritmos mostraram eficiéncia e robustez, e nos problemas em
que foi necessario o acionamento das estratégias de globalizacao, demonstra-

ram bom desempenho resolvendo quase todos os testes propostos.

Alguns problemas nao foram resolvidos por causa de estagnacoes causadas
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pela estratégia de recomecos do GMRES, sendo que alguns problemas so
foram resolvidos quando aumentamos o nimero maximo de iteragoes em
cada ciclo do GMRES. Consideramos que uma saida ideal para este tipo de
problema seria o uso de uma estratégia nao-constante para o valor de m, esse
¢ um tema para futuras pesquisas. Outra sugestao seria adicionar o uso de
pré-condicionadores.

Por fim, gostariamos de ressaltar o melhor desempenho de nosso algoritmo
frente aos algoritmo proposto por Bellavia e Morini em [1]. Acreditamos que
esse fato deve-se principalmente a estratégia nao-mondtona (2.5) adotada
para aceitacao de pontos.
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