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INTRODUÇÃO 

Os estimadores de razao têm amplas aplicações práticas no pro 

blema de estimação de Y em planos de amostragem (Cochran [19771 ). 

A estimação da variância de YR , o estimador de razão de Y 

e, contudo, um problema que tem desafiado as abordagens teóricas. 

A menos de situações muito particulares, os estimadores da variância 

de YR são apenas soluções aproximadas que su~· algumas condi-

ções restritivas na população (Rao [19691 , Rao e Kuzik [19741 , Co

chran [19 7 7] ) • 

o ob_jeti vo do ·presente trabalho é explorar o método 

-:'tootstrap'•' (Efron [19 791 ) na estimação da variância do estimador de 

razão, desenv6lvendo alguns estimadores, e comparando-os com esti

madores usuais deste parâmetro. 

Desenvolvemos o assunto em três capítulos e dois apêndices. 

No capítulo I damos. uma breve introdução ao estimador de razao, 

destacando as dificuldades existentes para se estimar a variância 

do mesmo. Apresentamos os estimadores da. variância propostos na 

literatura, bem como as propriedades assintóticas de alguns deles. 

Finalmente apresentamos os critérios de comparaçao entre 

estimadores usuais estabelecidos por Wu [1982] . 

No capítulo II discutimos o método "bootstrap" (Efron [1979]), 
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para estimação de distribuições amostrais, relacionando-o ao "jackk-

nife" (Quenouille [1956] , Miller [1974] , Efron [1979] ) , e apresent_;e 

mos uma possibilidade do uso do 11:bootstrap 11 no problema da regressao 

(Freedman [19811 ), por sua associação natural ao problema do esti-

mador de razao. Finalmente explorando estas e outras idéias desen 

volvemos alternativas de aplicação do"bootstrap"ao problema da es

timação da variância de YR. 

No capitulo III, apresentamos o estimador"bootstrapn da va-

-
riãncia de YR em diversas situações, e no contexto de um proble-

ma real típico. Desenvolvemos uma análise comparativa dos estima 

dores v
0

, v
1

, v
2 

e v
3 

{Wu [1982]} entre si e com dois esti-

madores"bootstrap 11
• Considerando o modelo Y = r•x + E 1 com Var(E}= 

t = k·x , estudamos o efeito de ~ na eficiência relativa daqueles 

estimadorE:S. Verifica-se aqui que o método 11 bootstrap"oferece uma 

alternativa vantajosa para o problema da estimação da variância de 

YR para t = 2 .. 

Na última parte desse trabalho sao apresentados os apêndices 

I e II com listagens completas dos programas Fortran utilizados, 

bem como algumas tabelas mais detalhadas do material ap~esentado 

no capí t'-l.lo III. 



CAPITULO I 

ESTIMADORES DE RAZÃO' COMO ESTIMAR SUA VARIÂNCIA 

l. l. INTRODUÇÃO 

Considere uma população finita com N unidades, às quais es 

tá associada uma característica m.nnérica y, com valores y 1 ,y2 , ... ,yN. 

Um dos problemas básicos da teoria da amostragem consiste em esti 

mar l y = N 

rica y. 

N 

I yi, 
i=l 

a média populacional da característica nume 

Baseado numa amostragem aleatória simples, sem reposição, a 

média amostral y é um estimador de Y, com propriedades estatis 

ticas que .podem ser facilmente estabelecidas. :t: simples provar que 

onde 
l 

= N-1 • 

E (y) = y 

Var (y) 
l 
n 

N - 2 
I (y i- Y) ' 

i=l 
sendo 2 l 

5 = n-1 

(l.l.l) 

um estimador 
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nao viciado de 2 
s [Cochran [l9:V7], pag. 26). 

Contudo são. frequentes situações reais em que existe associa

do aos indivíduos-de uma população, um outro característico numé-

rico x, do qual se conhece a média populacional X. Em situações 

como esta, dependendo da forma de associação entre x e y, alguns 

estimadores de Y- podem ser desenvolvidos que oferecem vantagens 

substanciais em relação a y. 

Em particular, quando a população puder ser considerada como 

proveniente de uma superpopulação na qual 

y r•x+E, 

onde r e urna constante positiva e E é uma variável aleató-

ria tal que 

E [E) = 0 

t 
V[E) = k·x 

para constantes positivas k e t, verifica-se que o estimador de r~ 
• 

zão de Y, definido por YR- R·X, com R,= L. apresenta, em geral, 
X 

propriedades estatísticas que o tornam uma alternativa vantajosa à 

média amostral y. Aqui denominamos ---1 -R- Y·X , a razao populacio-

nal, relacionada a r, està referente a superpopulação. 

Ilustraremos com um exemplo: 

Considere as 50 maiores cidades dó interior de são Paulo em 

1970 com as resp~ctivas populações (em milhares de habitantes) em 

1970 [x.) e 1980 [y.l. 
1 l 
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TABELA 1.1.1: As cinquenta maiores cidades do interiorpa.ulista, por 

população em 1970-, com respectivas populações em :inilhares de ha:Pi-

tantes nos censos de 1970 

CIDADES 

Arrericana 

Andradina 

Araçatuba 

Araraquara 

Araras 

Assis 

Barretos 

Bamu 

Botucatu 

Bragança Paulista 

canpinas 

Carapicuíba 

catanduva 

ama tão 
Diadema 

Franca 

Guaratinguetá 

Guarujá 

Guarulhos 

I tapetininga 

Itapeva 

I tu 

Jacareí 

Jaú 

Jundiaí 

Pop. 
70 

66 

52 

108 

100 

53 

57 

65 

132 

52 

63 

368 

55 

58 

58 

79 

83 

69 

94 

237 

63 

49 

49 

61 

56 

89 

e 1980. 

Pop. 
80 

121 

48 

129 

127 

65 

67 

72 

196 

64 

83 

658 

182 

73 

78 

224 

147 

84 

150 

526 

84 

65 

73 

114 

74 

257 

CIDADES 
op. 
70 

L.ineira .9.1 

,Lins 46 

!.Drena 46 

Mtnlâ 101 

Mogi das cruzes 139 

OSasro 

OurJnhos 

283 

49 

Pereira Barreto 52 

Pindarronhangaba 48 

Piracicaba 152 

Pres .Prudente 106 

Ribeirão Preto 213 

Rio Claro 78 

Santo André 419 

Santos 346 

S.B.dàs canpos 201 

S. C. do SUl 150 

são car 1os 85 

S.J. Rio Preto 121 

s.J. dos canpos 148 

são Vicente ll6 

Sorocaba 

Suzana 

Ta;ubate 

Tupã 

176 

55 

110 

52 

op. 
80 

145 
,60 

57 

204 

197 

469 

60 

46 

69 

213 

136 

316 

110 

550 

415 

420 

163 

119 

187 

284 

190 

266 

100 

168 

57 
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Seja o problema de se estimar a população média nestas cida-

des, no ano de 1980, com uma amostra de, digamos, 10 cidades. 

~ 

Daremos a seguir, uma comparaçao Monte Carla entre o desem-

penho do estimador de razão YR com o estimador de média simples 

y. 

Com base em 500 repetições independentes do processo, obti-
--

vemos 175,07 e y ~ 172,56. 

O valor real da população média, em 1980~ é Y = 175,12. 

Sabe-se que y é um estimador não viciado de Y, o que nao 

ocorre com YR. Os histogramas a seguir, contudo,-revelam uma maior 

precisão de YR. 
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Figura 1.1 -Histograma baseado em 500 estimativas de Y. 

(a) com estimadores de razao 

(b} com estimadores de média simples. 
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Com base nas 500 repetições obtivemos var(Y) = 1603,58 e 

Var (YR) = 228,10. A distância entre o 59 e o 959 percentil foi de 

129,7 para o estimador de média si-mples, e de 41,9 para o esti-

mador de razão. Evidentemente a utilização do estimador de -razao 

introduziu, neste- caso, melhoras substanciais. 

O estimador de razão corno definido anteriormente, e diversas 

variantes do mesmo (_Tin [1965] , Rao [19691, Rao e Rao [1971] , Rao 

e Kuzik [1974] ), têm tido amplas aplicações e despertado grande in 

teresse teórico. 

Como estimador de Y, YR e em geral viciado exceto em 

algumas situações partiCulares (HartlBy e Ross [1954] ). Sua 

consistência no caso de população finita é Õbviai em situa 

çoes mais gerais, é facilmente estabelecível (Scott e Wu 

[1981]). 

-
Ao longo deste trabalho denotaremos, para simplicidade,V(YR) 

a variãncia do estimador de razão YR. Sua importância decorre de 

yR ser frequentemente a opção adotada para se estimar y em si-

tuações reais. Entretanto apenas expressoes aproximadas para este 

parâmetro são conhecidas. Em (CochrM [1977]) temos uma aproxima-

-
ção geralmente aceita para V(YR), da qual trataremos mais adiante. 
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A estimação deste parâmetro se constitue ainda num problema sem so 

lução definitiva.· 

-Estimadores· alternativos de V(YR) foram desenvolvidos em 

Cochran [1977] , Royall e Eberhard [1975] , Royall e Cumberland 

[19 7 8] , Rao [1981] e Wu [19 82] , entre outros. 

O estabelecimento de propriedades estatísticas desses estiro~ 

dores, bem CCJroo o desenvolVimento de estimadores mais adequados a 

di·;:ersas situações se constitue num problema atual de grande in-

te~Psse na pesquisa estatística. 

As dificuldades inerentes à abordagem teórica deste pr~ 

blema têm sido em parte contornadas por ~estudos de ~irnulação 

Monte Carla, visando estabelecer as eficiências relativas de 
-

diversos estimadores de V(YR) em UIDéi variedade de situações. 

1.2. AS DIFICULDADES DE SE ESTIMAR A VARIÂNCIA. 

-
A procura de uma expressao exata para V(YR) bem como de um 

estimador adequado para este parâmetro, tem tido muita repercussao 

dentro dos meios estatísticos, haja visto o número de artigos 
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publicados sobre o as.sunto desde os anos 60 até os dias de 

hoje. 

Uma solução teórica aproximada deste probl-ema, encontra-se 

em(Cochran [1977], pãg. 153). 

onde f = 
n 
N 

. l-f 
[-] 

n 

N 
); 

i=1 

2 
[y.-Rx.) 

1 1 

e a fração de amostragem. Na obtenção 

[1.2.1} 

da expressao 

acima, x é assumido igual a X, permitindo um tratamento algébri-

co simples. 

. 
Hoje existe um número considerável de estimadores de V(YR) 

propostos, com de~sempenhos relativos dependentes da situação part:!:. 

cular em que são ·aplicados. 

Recentemente, uma variedade de artigos têm revelado .. esforço 

no sentido de esclarecer qual é o melhor estimador a ser usado em 

diversas situações reais. 
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1.3. ESTIMADORES PROPOSTOS. 

~ 

A estimação de V(YR), em geral tem sido feita segundo os es 

timtldores convencionais {Cochran [1977]) 

e 

onde: 

e gue 

1 
n-1 

• v . 
o 

n ~ 2 
l: (y. -Rx.) 

i=l l l 

n ~ 2 
L (y.-Rx.) = 

i=l l l 

(1.3.1) 

(1.3.2) 

Em(Royall e Eberhard [1975])apresenta-se .um estirnador de 

XC 

2 
c 

X 

é 

v 
o 

X ·X 
c 
x2 

média das (N- n) unidades 

coeficiente de -variaçao de 

assintoticamente equivalente 

(1.3.3) 

- da amostra. gue na o sao 

x, 

a V2• 
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Ainda referente ao estirnador vH, encontra-se um estudo empí 

rico em (Royall e Cumberland [1978]), no quaL se conclue que a teo-

ria convencional usada em trabalhos de amostragem nao proporciona 

uma comparação sobre a eficiência relativa de v 
o 

e 

Posteriormente, Rao [1981] compara três alternativas de es-

tJmadores do parâmetro V (YR). Um dos três estimadores considera

dos é 

. 
onde d. = (y.- Rx.) 

l l l 
e 

S2 
d ' 

2 
(n-1) ·S 

d 

n 
l: 

i=l 

(1.3.4) 

que coincide com v . 
o 

o outro estimador baseado nos mínimos quadrados é 

. 
onde (n-1) o 

X 

X 

X c (1.3.5) 

n 2 
r (d. /x.) e finalment'e o estirnador "jackknife~ 

i=l 1 1 

v = 
R 

X 

v 
c 

X ' (1.3.6) 
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baseado no procedimento sugerido por Quenouille [19561 e Tukey 

[1958] que aborda~emos no capítulo II. 

Observa-se que, alguma atenção tem sido devotada ao problema 

da estimação de V(YR). Contudo, um estudo mais aprofundado encon

tra-se em (Wu ll982]), no qual é proposta a famíl-ia de estima 

v 
g 

v 
o 

(1.3.7) 

à qual pertencem v 
0 

e v 2 , e se estabelece urna comparaçao entre v 
0

, 

e que apresentaremos no parágrafo 1.5. 

1.4. PROPRIEDADES ASSINT0TICAS DE ALGUNS ESTIMADORES. 

No sentido de complementar o estudo referente aos estmado~ 

propostos no parágrafo anterior, {Scott e Wu .[1981]) apresenta alguns 

teoremas como resultados preliminares. Com base nesses resultados . 
os autores estabeleceram a normalidade assintótica de YR ~pro-

vando que a razão converge em probabilidade para 1, finalmente 
X 

concluem que os estimadores v
0 

e são assintoticamente con-

sistentes. 

Considerando-se que v
0 

é assintoticamente consistente e 

que a razao converge em probabilidade para 1, conclui-se pelo 
X 
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teorema de Slutsky (Bickel e Doksum [1977] ) que todos os est~ma 

dores da família v são assintoticamente consistentes. 
g 

1.5. OS CRIT~RIOS DE WU. 

Considerando-se as dificuldades· que porventura possam surgir 

na escolha do melhor estimador para V(YR), para situações partic~ 

lares, encontra-se em {Wu [1982] )uma contribuição importante. Supog 

do que a população em estudo provém de uma superpopulação que sa-

tisfaz o modelo de regressao y = rx+E, com E(E) =O e Var(E)= 

2 
~ (J xt, desenvolve uma análise comparativa entre v

0
, v

1 
e v

2 

com respeito à variância e ao vício destes estimadores. 

Analisando primeiramente as variâncias dos estimadores em es 

tudo constata-se que: 

i) Para t - o' v o e o estimador ót:i.mo de v (YR). 

ii) Se t ~ 1, o estimador ótimo e v1. 

iii) Para t > 1 temos que v1 e v2 sao ambos melhores do 

que v para estimar V (YR). 
o 

Quanto a análise dos vícios destes estima.dores 1 o::mstata-se que: 

i) Para t= o, é o estimador menos viciado de 
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ii) Para t=l, e sao os estimadores menos viciados 

Cabe destacar que a comparaçao dos estimadores para tfO ou 

tfl torna-se muito difícil, e faz-se necessário a suposição de 

uma distribuição para x. 



Cl\P !TULO li 

O ~TODO "BOOTSTRAP" PARA ESTJMAÇÃO DE 

DISTRIBUIÇÕES AMOSTRAIS 

2.1. o 11 JACKKNIFE" 

o 11 jackkilife 11 é uma técnica estatística introduzida por Que-

nouille em 1949 e posteriormente desenvolvida por Tukey [19501 , e 

desde então amplamente investigada por, entre outros, Durbin [1959], 

Schueany [1971], Miller [19741. O nome ''jackknife" foi atribuído 

por Tukey, indicando _que o método é um instrumento prático, com va 

riadas possibilidades de -aplicação na Estatística. 

Considere Y1 ,Y2 , •.• ,Yn iid ~F, e sejam 6nlY
1

,Y2 , ..• ,Yn) e 

e (F), respectivamente uma estatística e um fUncional em F. 

Se 
-

E (8 -
n 

a 
8) ~ =; + ot\>. o método 

n -
"jackknife 11 r;ennite cons 

-truir uma Outra_ estatÍStica 8· associada a 
n 

en, tal que 

ú6 - 8 l = o l_l_l 
n 2 ' 

n 



ou seja, o "j.ackknife" .permite eliminar a componente em 

cio de 6 como estimador de 0 (F). 
n 

1 
n 

15 

do .vi-

Para se construir e , divide-se a amostra em g grupos de 
n 

tamanho h (com n = g·hJ, e séja 

-
-e . ' -l 

i=l,2, ..• ,g a estatísti-

ca 6 h, aplicada a amostra de n-h observações após a _eiiinina:;,;ão n-

do i-ésimo grupo. A estes valores Tukey em um trabalho não publica 

do denominou 11pseudo-valores"(Miller [19741). O estimador "jackknife" 

en é então dado por 

(g-1) 
g 

g 
l: 

i=1 
(2.1.1) 

O_estimador 11 jackknife", tido como de difícil aplicação, de

vido a quantidade de cálculo envolvido, tem despertado mais inte-

J 

resse agora, com a ampliaçao e popularização do uso de computado -

res rápidos e baratos. 

o método "jackknife'' foi originalmente concebido com a finali 

dade de reduzir o vicio de estimadores pela eliminação do termo em 

1 
n 

do mesmo. Tukey [1958] , todavia chama a atenção para a possibi-

lidade do método na estimação da distribuição amostra! de -e . En
n 

contra-se em(Miller [1974l)uma aplicação do "jackkni.fe" em esti.ma

ção de intervalos de confiança para 6, e em outros artigos carno(Rao 

[1981] e Rao e Kuzik [1974]) aplica-se o método na estimação de 
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2.2. O "BOOTSTR.AP" COMO UMA V!\RIANTE DO "J!\CKKNIFE" 

O "bootstrap" é uma técnica estatística relacionada ao "jack-

knife", já que como esta, se baseia em rearnostragens dentre de urna 

amostra. Introduzido recentemente (Efron [1979]}, tem se mostrado 

uma ferramenta eficiente e versátil no tratamento de uma variedade 

ne problemas estatísticos. 

A partir de Efron [19791 verifica-se um interesse crescente 

pelo assunto, haja visto a quantidade de artigOs recentemente pu-

blicados. A idéia básica do "bootstrap 11 é bastante simples. 

Seja xl,:x:2'""" ,xn , iid 'V F. Sejam Tn- Tn (Xl,x2, ••• ,Xn) ·e~ 

tatíSt.icas reais e T {F) funcionais reais tais que lfl · ('Í' -T (F)) 
n n n 

tenha distribuição H (x,F). Um problema básico em Estatística con 
n 

siste em estimar H (x,F}. De fato, 
n 

EH (x,F) (X) 
n 

e VH (x,F) [X) 
n 

. 
sao respectivamente o vício e a variância de T (Beran [19 81) ) • 

n 

O método "bootstrap 11 oferece uma opção simples, embora compu-

tacionalmente intensiva, de se estimar 
. 

H (x,F). Seja F 
n 

o esti-

mador não paramétrica de máxima verossimilhança de F (isto e, a 

distribuição que coloca massa igual a 
-1 

n em cada ponto amostra-

do x.), temos que o estimador por reamostragem (bootstrap} de 
~ 



H (x,F) 
n 

é dada por H (x,F). 
n 
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Na prática, por amostragem aleatória simples com reposição, 

constróem-se amostras "bootstrap" iid ~F, e calcu-

... * - ... * * * ... T - T Cx
1 

,x
2 

, .•. ,X ) . Tal processo e repetido um grande nú 
n n n la-se 

mero de vezes, produzindO-se 

. 
iid'\..H Cx,F), 

n 

. . 
tem-se então a distribuição empírica H(x,F} que, sob condições bas 

tante fracas,pode ser feita tão próxima quanto se deseje 

bastando escolher m suficientemente grande. 

. 
H Cx,F), 

n 

~intuitivo que se Hn(x,F) depende suavemente de F, o esti-

rnador de reamostragem (bootstrap) , H (x,F) será fracamente consis 
n -

tente, no sentido. de convergir para a mesma distribUição gue 

H (x,F) • 
n 

De fato, Efron [1979] provou a consistência fraca sob diver-

sas suposições, e mais tarde, Bickel e Freedman [1981], 

que a consistência é, tipicamente,forte. 

provaram 

Encontra-se em(Ef,:-on [1979]) e(Diaconis e Efron [1983]), a ti tu 

~o de ilustração, um exemplo interessante sobre a estimação de in

tervalos de confiança para o coeficiente de correlação entre GPA e 

LSAT nPLrros de calouros nas 82 faculdades de direito nos EUA. 
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o "bootstrap" .pode ser visto como uma generalização do "ja_ck

knife" (Rubin [1981] J, contudo tem-se mostrado mais versátil e de 

aplicação mais generalizada. Seu uso tem-se expandido muito mais 

rapidamente, devido também ao fato de ter sido_ introdUzido numa 

época em que os computadores alcançam enorme popularidade, ao con

trário do "jackknife'1
, introduZido ainda na década de 40 e divul

gado por Tukey nos anos 5O , quando os :c.omputadores __ "eletrônicos 

eram ainda máquinas de uso restrito e extremamente caras. 

Esta popularização do uso do computador eXplica o crescente 

interesse nos anos recentes, pelos métodos de reamostragem em ge

ral, e p€üo "bootstrap" em particular. 

2.3. REGRESSÃO E O "BOOTSTJJA!'". 

Valendo-se da versatilidade do método "bootstrap" abordare

mos a ~-rlicação do método na análise de reg:çessao '· por sua asso

ciaç:;;.u uatural ao problema do estimador de razão. 

um estudo detalhado sobre o assunto, encontra-se em (Freedman 

[1981]). 

seja o modelo 

(2.3.1) 



com E(E) = O e V (E) - E , tipicamente 

sejam 

. 
y- X·~ e e- Y y 

. 
onde B é um estimador de 13 . 

c: "'N [O 
n -

2 
, In·o 1 

19 

e 

(2.3.2) 

uma idéia para a aplicação do "bootstrap" à análise de regre~ 

são, conforme apresentada por Freedman [1981] , consiste em reamos-

trar sobre as cç~ponentes de ~ , criando-se versoes "bootstrap" 

=*· Em seguida reconstitue-se valores de 

soes * y com 

Y* = Y + e* 

Y construindo-se -, 

ajusta-se então q modelo a y* ., obtendo-se •• B 

ver-

(2.3.3) 

Contudo algum reajuste nos e~s 
1 

é necessário para compensar 

a redução da variância pela perda de graus de liberdade. 

A título ."de ilustração, trataremos da aplicação da idéia bási 

ca acima ao caso clássico de regressão linear simples. 

Seja 

y = u + s ·-x + e: (2.3.4) 



com E [E) = 0 
' 

V [E) - 0'
2 

e 
• 

y = a + ~·x ' onde a e 

estimadores de -mí:nimos quadrados de a. e t3 • Então, 

ei- Yi- B.x1 , i=1,2,3, ..• ,n • 

Podemos reamostrar sobre os n valores e. e construir 
1 

20 

S .são 

Y + e~ 
1 

(2.3.5) 

Porém a reconstituição nao seria adequada pois 
n 

E l l: 
i=l 

/~ 
n-p 

= (n-2) • 
2 

a • Multiplicando cada , estaríamos rest·au 

rando ·a variabilidade origi:ri.al de E, compensando a red:uçáo da mes-

ma peló ajUStamento e conseguente perda de graus de liberdade. 

Assim trabalhamos com /~ n-2 

por e* _. 

e. 
1 

e reamostramos para com-

Aplicaremos esta idéia para os dados apresentados abaixo, re-

tirados de Draper e Smith [1981], página 9. 



TABELA 2.3.1. Dados relativos a 25 observações das variáveis Y 

(consumo mensal de vapor, em libras) e X (temperatura atmosfé. 

rica, em graus Fahnrenheit) 

Valor da Variável 

i Y. X. 
l l 

1 10,98 35,3 

2 ll,13 29,7 

3 12,51 30,8 

4 8,40 58,8 

5 9,27 61,4-

6 8,73 71,3 

7 6,36 74,4 

8 8,50 7617 

9 7,82 70,7 

10 9,14 57,5 

11 8,24 46 14 

12 12,:}.9 28,9 

13 11,88 28,1 

14 9,57 39,1 

15 10,94 46,8 

16 9,58 48,5 

17 10,09 59,3 

18 8,11 70,0 

19 6,83 70,0 

20 8,88 74,5 

21 7,68 72,1 

22 8,47 58,1 

23 8,86 44,6 

24 10,36 33,4 

25 11,08 28,6 

21 
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Para os dados da tabela acima, determinamos o ajuste 

Y = 13,62 - 0,0798X pelo método dos mínimos quadrados. Efetuamos 

1000 ajuste's 11 bóotstro.p 11 do tipo Y = â + b.x e obtivemos 

â(médio) = 13,63, Var(ã) = 0,298, b(rnédio) = -0,0799 e Var(b) = 

= 9 
1

7 X lÜ -G 

Com base em 10 ajustes "bootstrap" selecionado ao acaso,el~ 

borarnos a figura a seguir que tem por finalidade ilustrar a varia

bilidade associada ao ajuste efetuado pelo método dos mínimos qua-

drados. 

13 

• Ajuste {mini mos Quadrados J 
--- • 

12 I mogens "bootstrop • 

11 • 

lO • 
y • 

9 • • 
• 

• 
B 

7 

• 
6 

30 40 50 60 70 
X 

Fig. 2. 3.1 -Comparação entre o ajuste pelo método dos 

mínimos quadrados com dez imagens "bootstrap 11
• 
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A seguir apresentamos urna figura, no sentido de ilustrar a 

-comparaçao entre a distribuição "bootstrap" dos b e a distribui-

çao 

00 

40 

30 

20 

lO 

da teoriã normal 

Oensldgde da 

dlllrlbulção I ~ 

-b 
Fig. 2. 3. 2 - Compar':.ção entre a di_stribuição 

"bootstrap" dos b com a distribuição ~(23) 

da teoria-normal. 

Ressaltamos aqui- que a -utilização de i.magens "bootstrap" of~ 

rece uma idéia visual bastante expressiva da variabilidade associa 

da a um ajuste. Pode ser aplicada a situações mais complexas, com 

dois ou mais predítores. 
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2. 4. POSS!VEIS USOS DO "BOOTSTR.1\P" NO PI\OBLEJIIA DA ESTIM11ÇÃO DA 

VARIÂNCIA DO ESTIMADOR DE R.1\ZÃO. 

-
Aplicando Q "bootstrap 11 no problema da estim.:,ção de V (YR) 

adotaremos duas abordagens alternativas. 

Primeiramente, por rneio do processo de reamostragem sobre os 

residuos estimados, ei , e posterior reconstituição dos y. , dis
l 

cutido na seção anterior, desenvolvemos um estimador __ de V (YR) do 

seguinte modo: 

Considere uma amostra aleatória simples ' 

• • • I extraída de uma população ( ;~) , ( ;~ ) I • • • I 

suposta proveniente de uma superpopulação, onde 

com E (E) ~ O e 

Temos 

Reamostrando sobre ·as 

y = r-x +r: 

V (o) 
t 

= k·x . 

X 
1 assim 

e's e reconstituindo yi's , temos i . 

' 

(2.4.1) 



·-

-
Y* = 

R 

n 

I 
i=l 

n 

I xi 
i=l 

y~ = y + 
l 

consequentemente 

X (estimador "bootstrap" de razão) . 

Temos então o seguinte resultado. 

TEOREMA. Sob o procedimento descrito anteriormente, 

Var(;~ I amostra) = [....!..]2 . y 
n-X i=l 

De {2.4.2.), temos que 

Y* 
R 

= _j{_ 

n-x 

= X 

n·x 

n 

I 
i=l 

n 

I 
i=l 

(R-x. + e~) 
l l 

25 

(2.4.2) 



Assim, 

n·x 

- R.x + x 
n·x 

n 
L 

i-1 

n 
L 

i=l 
e~ 

l 

VarlY; I amostra) = VarlR·X + X 
n·x 

n·x 

n 
Varl L en 

i=l 1 

n 
I Var (e~) 

i=l 1 

·n·Var (e*.) 
l 

n 
L 

i=l 

26 

-



Neste trabalho denotaremos 

• ,.Y l = r x_ 1 2 vl L R. 
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Uma abordagem alternativa à aplicação do método "bootstrap" 

na estimação de V(YR) consiste basicamente em reamostrar em cima 

da própria amostra , ... , e nao sobre os 

resíduos. Aplicando o "bootstrap" à amostra original obtida, tere 

mos amostras "bootst.rap" e es-

timadores 11 bootstrap" de razao X . Assim após um nu-

mero m , suficientemente grande, de repetição deste processo, es-

timarnos V(YR) que denotaremos por 

~~) 2 
I (m-1) 



CAP!TULO III 

O ESTIMADOR "BOOTSTRAP" DA VARIÂNCIA DO ESTIMADOR 

DE RAZÃO EM DIVERSAS SITUAÇÕES 

3.1. UM PROBLEMA T!PICO 

Conforme o exemplo estudado na seçao 1.1, no qual considera-

se os dados da tabela 1.1.1, vimos que o estimador de razao, YR , 

introduziu melhoras substanciais na estimação de Y. 

Considerando-se que a população original, provém de uma supeE. 

população, à qual está associada o modelo de regressão 

y=r·.x+E:, 

onde r é uma constante positiva e os 

identicamente distribuidos, com 

E~S 
l 

-sao independ_enrtes e 

E [E) - O e V [E) 
2 - a 

t 
X 

Um problçrna que surge naturalmente, é o de se estimar 

- - 2 -
= E (YR - '.!:) • Entretanto, nao existe uma expressao exata para 
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VtYRl. Frequentemente emprega-se a _fórmula aproximada 

N 2 
l: ly. - Rx. l 

'i'=l -~ -~-. [ (3.1.1) 
N-1 

introduzida na sessao. 1.1, que pode ser escrita em formas alterna 

tivas como 

onde 

s2 
X 

s2 
y 

p 

ou ainda 

onde 

l-f [-] 
n 

. -
var~ancia 

. -
var~ancia 

populacional de x· _, 

populacional de y; 

coeficiente de correlação entre 

l-f [- 1. 
n 

+ c2 
- 2 ·C 1 

xx yx 

(3.1.2) 

x e y 

(3.1.3) 
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c : coeficiente de variação de X 
XX 

c coeficiente de variação de y yy 

c yx 
covariânci.a relativa entre x e y. 

A aproximação püra VCYRl apresentada acima, em geral oferece 

bons resultados para amostras não muito pequenas. 

A título de ilustração apresentamos uma comparação de v(YR), 

referente aos dados da Tabela 1.1.1, para diversos tamanhos de amos 

tras, com os valores aproximados dados pela expressão (3.1.1). Os 
-

valores verdadeiros de v(YR} foram ap~o~ por amostragem Monte 

-Carla. O programa Fortran que foi utilizadÓ é apresentado no ape~ 

dice 1. 
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TABELA 3.1.1. Valor Monte Carla e Valor Aproximado de V(YR}, para 

amostras de tamanhos diferentes, com NMC repetições Monte Carla. 

N NMC Valor Monte Carla Valor Aproximado 

5 5000 493,2 461,7 

lO 2500 215.4 205,2 

15 1700 126,6 136,8 

20 1250 85,5 76,9 

25 lODO 54,0 51,3 

30 840 35,7 34,2 

35 700 22,9 22,0 

40 625 14,1 12,9 

45 550 6,0 5,7 

-
A figura a· seguir ilustra melhor a relação entre V(YR) e a 

aproximação proposta. 

'', 1 



.... 

500 
I 

• 

450 

400 

350 

300 

~~~ 

' ' ' ' I 
I 

' ' I 
' ' ' ' ' I 
' ' ' ' 

Valor Monte Carla 

Fdrmula 3.1.1 

> 250 

200 

150 

100 

50 

' ' ' ' ' ., 
' 

'• ' ' 

-- --
5 10 15 20 25 30 35 40 45 

Fig. 3 .1.1 -Relação entre v.(~:R) , obtida N por 

Monte Carlo, a a aproximação proposta. 
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No sentido de oferecer uma contribuição ao problema apresen-

tadb, desenvolvemos um estudo comparativo entre estimadores da fa-

mil ia v , para 
g 

g = 1, 2 e 3, e as dua~; vari-antes "bootstrap" que 

introduzimos no capítulo anterior. 
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Como a população em estudo é finita, tem-se a necessidade de 

introduzir o fator de correção, (1 - ~) , nc-.s expressões dos estimado 

res 11bootstrap''. A comparação entre os quatro estimadores da farní-

lia v e os dois estimadores "bootstrap" que propomos, é feita , 
g 

via Monte Carla, para amostras de tamanho 10, 25 e 40. 

-Os resulta dos obtidps sao apresentados na tabela 3 .1. 2., que 

contém informações sobre o vício e a variância, com o objetivo de 

acompanhar o trabalho desenvolvido em (Wu [1982]). O erro médio 

quadrático, E.M.Q. 1 será utilizado para determinar o melhor esti 

mador em cada caso. 
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TABELA 3.1.2. Estimativas obtidas com base em 3 tamanhos de ~tras 

extraídas da população original: N = 10, 25 e 40. 

NBS = 1.000 (núme:to de repetições 11 bootstrap") 

NMC = 1.000 (número de repetições Monte Carla) 

v v1 v2 v3 o 

M§dia 173,8 186,4 213,3 261,3 

N=10 vicio -41,56 -29,00 -2,100 45,96 

Variância .13456 11664 18225 48777 

E.M.Q. 15183 12505 18229 50859 

Média 39,31 49,25 63,24 83,34 

Vício -14,62 -4,000 9,310 29,41 
N=25 

Variância 216,1 252,8 484,0 1398,8 

E.M.Q. 429,8 268,8 570,7 2263·, 7 

Média 8,751 12,54 18,24 26,98 

Vício -7,880 -1,54 4,160 12,90 
N=40 

Variância 6,200 9,000 22,18 83,72 

E.M.Q. 68,29 11,37 39,49 250,1 

--

- -
"Í (YR) v~ (YR) 

229,9 188,3 

14,56 -27,05 

30615 11592 

30827 12326 

79,36 47,86 

25,43 -6,07 o 

998,6 349,7 

1645,2 386,5 

26,96 12,44 

12,88 -1,64 

73,61 8,526 

239,5 11,22 
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A tabela acima fornece os elementos essenciais, como o vicio, 

a variância e o E.M.Q., à análise do desempenho relativo dos diVer 

sos estimadores propostos. 

Quanto ao vício dos estimadores, observa-se que: 

sub-

estimam V(YR), enquanto que v 3 e vi{YR) 

que o estimador v
2 

apresenta menor vício. 

superestimam, sendo 

(2) Para N ~ 25, os estimadores e 

mam V(YR), enquanto que v 2 , v 3 e vi{YR) sUperestimam, 

que os estimadores menos viciados são v 1 , v 2 e v~(YR). 

(3) Para N = 40, os estimadores e 

sendo 

superestimam e os es 

Quanto à variância, tem-se: 

(l) Pãra N = 10, o estimador de menor variância e v2(YR) 

que apresenta um vício menor que o seu concorrente mais piÓxilln v
1

. 

(2) Para N = 25 e N = 40, o estimador de menor variância 

e sendo que o seu vício é relativamente alto quando compara 

do com o vício dos seus seguidores mais próximos v
1 

e v~(YR), 

·cujos erros médios quadráticos são inferiores aos de v
0 

Observa-se que, para N = 10, 25 e 40, v 1 e v1{YR) possuem 

E.M.Q. substancialmente menor que os demais estimadores. 
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Com esta análise fica evidenciado que os estirnadores e 

são substancialmente melhores que os demais para estimar 

V(YR), no exemplo considerado. Procuraremos, a seguir, desenvolver 

alguns resultados·mais gerais. 

3.2. O EFEITO DE t NO DESEMPENHO RELATIVO DOS 6 ESTIMADORES DE 

Com a finalidade de explorar o desempenho dos estirnadores 

-"bootstrap", a partir dos dados originais considerados na sessao 

1.1 ,_ criaremos novos valores de y mantendo fixos os valores de 

1. 970 e _variando os de 1. 980, no sentido de ajustar os dados a mo 

delas pré-definidos. Assim, ajustando os dados a modelos do tipo 

y = r-x+ E, com 2 t Var(E:) = cr ·x • Processaremos as variações para 

diferentes valores de t, iguais a O, 1 e 2. O programa Fortran 

que foi utilizado-é apresentado no Apêndice 1. 

Tendo em vista a necessidade de garantir que as característ~ 

cas dos modelos efetivamente se manifestam nos dados e, assim, nos 

resultados, criamos 5 conjuntos de dados para cada valor de t. O 

desempenho médio de c· a da estimador entre os 5 conjuntos é conside 

rado. 

De posse dos 3 grupos populacionais t= O, 1 e 2, levantamos 

os valores de V(YR) em função de N, por amostragem Monte Carlo, 

sendo que os dados obtidos encontram-se na tabela a seguir. 
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-
TABELA 3.2.1. Valores médios de V(YR), obtidos dos 5 conjuntos de da 

dos, para diferentes valores de te N. 

NMC :número de repetiçÕes Monte Carla. 

t = o 

t = l 

t = 2 

N 

lO 

25 

40 

lO 

25 

40 

lO 

25 

40 

NMC 

2500 

lODO 

625 

2500 

lODO 

625 

2500 

1000 

625 

239,6 

54,67 

13,27 

216' 3 

52,34 

13,58 

207,7 

54,13 

12,72 



-
A tabela acima fornece os valores médios de V(YR) 

-Ca-lculo do víc~o dos est'madores v v v v v*(Y ) 
~ ~ o' 1' 2' 3' 1 R 

que serão úteis na análise do desempenho dos mesmos. 

Ainda, com base nos grupos populacionais criados, 

38 

para o 

efetuamos 

a retirada de 3 amostras de tamanho N = 10, 25 e 40 de cada con-

junto de dados, sendo que para cada uma das amostras obtivemos es-

-
timativas de V (YR) gerados pelos estimadores em estudo. Conside-

rando o grande número de populações e amostras envolvidas, apresen 

taremos a seguir três tabelas com os valores médios obtidos em ca-

da grupo populacional, bE:m como uma análise do desempenho do _con-

junto de estimadores para cada tabela. 
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TABELA 3.2.2. Valores médios obtidos com 5 amostras de 5 popula-

ções (para t = O). 

NBS = 1. 000 (número de repetições "bootstrap"} 

NMC = 1.000 (número de repetições Monte Carla} 

-

t = o v o v1 v2 y3 

Média 196,4 226,1 277,3 368,1 

N=lO vício -43,18 -13,43 37 '72 128,6 

Variância 7806 12289 37532 97021 

E.M.Q. 9713 12479 39034 114181 

Média 41,85 53,87 65,08 96,09 

vício -12,82 ---0,806 10,41 41,42 
N=25 

Variãncia 123,1 244,2 725,5 2594,2 

E.M.Q. 291,3 250,0 879,7 4326,8 

1M§di_a 8,764 12,61 18,90 28,26 

Vício -4,502 -o ,654 5,634 14,99 
N=40 

Variância 3,272 7,447 31,11 130,8 

E.M.Q. 24;12 8,363 63,60 356,7 

- -•Vi (YR) ,vz (YR) 

296,3 256,8 

56,61 13,27 

47497 23140 

50769 23472 

87,60 54,12 

32,92 -0,550 

l282,4 338,2 

2370,3 340,7 

26,44 13,50 

13,18 0,546 

76,64 12,01 

259,6 12,82 



_l!JUI__ 
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Através desta tabela, efetuamos uma análise do des~o dos 

estimadores v
0

, v 1 , v 2 , v 3 , v!(YR) e v2<YR) em relação ao vi 

cio e variância dcis mesmos. 

Em relação ao vicio, observa-se que: 

(1) Para N = 10, os estirnadores e subestimam 

superestimam, sen 

do que o estirnador v2(YR) é o menos viciado entre eles. 

(2) Para N ~ 25, os estimadores e 

superestimam e o es 

timador menos viciado e v~(YR). 

(3) Para N = 40, os estimadores v
0 

e v
1 

subestimam v(YR)' 

enquanto que os demais superestimam e o estimador menos viciado e 

Em relação à variância, pode-se observar que: 

Para N = 10, 25 e 40, o estimador de menor variância e 

satisfazendo os critérios de Wu, entretanto, apresenta um vício re 

lativamente alto quando comparado com o vicio de v 1 e v2 (YR). O 

estimador v 1 apresenta o menor E.M.Q. para N = 25 e 40. Assim, 

-para t = O os estimadores "bootstrap" propostos nao devem ser uti 

l~~auos pois têm desempenho inferior a v
1

. 
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TABELA 3.2.3. Valores médios obtidos com 5 amostras de 5 popula

ções (para t = ll . 

NBS = 1. 000 (número de repetiçÕes "·bootstrap") 

NMC = 1.000 (número de repetições Monte Carla) 

. . 
t = l v o vl "2 v3 vi {YR) v2 (YR) 

Miidia 175,8 189,5 218,0 268,1 235,3 195,5 

N=lO 
VÍcio -41,10 -27,40 1,060 51,16 18,42 -21,42 

Variância 16706 15267 23072 54140 42318 14784 

E.M.Q. 18499 16089 23145 56881 42768 15292 

-· 

Mêdia 39,96 51,29 65,09 86,03 83,58 51,58 

Vício -12,37 -4,052 11,75 36,69 31,24 -0,758 
N=25 

Variância 447,1 325,4 834,4 2127,2 1443,9 347,2 

E.M.Q. 501,4 381,7 1002,0 3273,4 2425,5 349,9 

M&lia 8,8l5 12,65 18,42 27,65 23,78 12,61 

vício -4,767 -0,934 4,840 14,07 lO ,19_ -0,712 
N=40 

Variância 15,49 8,513 39,46 120,8 98,95 _13 ,48 

E.M.Q. 36,57 10,70 63,22 319,7 205,4 14,24 
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Com base nesta tabela, analisamos o desempenho dos estimado-

-
res v 0 , v 1 , v 2 v3 , VilYR) e v2(YR), considerando a variâncía e 

o vício associadO a eles. 

Em relação ao vício, constata-se que: 

Para N ~ lO, 25 e 40 os estimadores 

-
estimam V(YR), enquanto que os estimamores v

2
, v

3 
e v2(YR) su-

perestimam, sendo que os estimadores menos viciados -sao e 

v2<YR), exceto o estimador v 2 que é o menos viciado para N = 10, 

satisfazendo os critérios estabelecidos por W~. Para N = 20, to-

davia, o vício de v
2 

é maior, apnrentemente contradizendo aquele 

critério. 

Quanto à variância, observà-se-- que: 

·Para tcdos cs casos analisados, os estirnadores v
0

, v
1 

e - apresentàm variâncias menores, sendo que os estimadores v 1 -
e vz __ cYR) sao os. melhores para estimar v(YR). Destacamos aqui a 

r::oerência dos resultados obtidos com os critérios estal:ele.cidos por 

Wu. 

Tomando como critério o E.M.Q·., a conclusão se mantém, já 

que o vicio tem sido pequeno em relação ao desvio padrão, /v(;R) 
' 

portanto com contribuição pouco relevante ao ·E.M.Q. 
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TABELA 3. 2. 4. Valores méd.ios obtidos com 5 amostras de 5 popu·l~ 

ções (para t = 2). 

NBS = 1.000 (número de repetições. 11bootstrap 11
} 

NMC = 1.000 (número de repetições Monte ·Carla} 

- - -
t ~ 2 v o v1 v2 v'J ,vi (YR) V2(YR) 

!€dia 165,6 168,1 184,8 216,9 202,8 160,7 

N~1o 
Vicio -45,08 -39,58 -22,86 9,220 -4,920 -47,04 

Variância 16065 12349 '13476 27121 27471 7182 

E.M.Q. 18120 14004 14303 28132 27794 9646 

Jlêdia 38,29 46,92 59,98 77,66 76,81 45,83 

Vício -15,84 -7,210 5,850 23,53 22,68 -8,296 
N~25 

Variância 526,2 302,2 330,8 1285,7 1250,4 222,0 

E.M.Q. ·696 ,4 351,5 373,2 1872,1 1786,7 302,6 

!ilõdia 8, 758 12,46 18,00 26,40 26,81 12,17 

Vício -3,982 -o ,zao 5,264 13,66 14,07 -o ,572 
N=40 

Variância 25,88 9,759 12,12 81,81 87,17 8,201 

E.M.Q. 28,91 10,39 43,70 268,7 285,4 8,649 
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Por meio desta tabela, efetuamos uma análise do desempenho 

dos estimadores v 0 , v 1 , v 21 v 3 , vi(YR) e v2(YR), através do vi 

cio e variância dós mesmos. 

Em relação qo vicio, observa-se que: 

(1) Para N = 10, todos os estirnadores subestimam 

exceto que superestima e o menos viciado é 

(2) Para N = 25, os estimadores e 

superestimam, sendo 

-que os menos viciados sao v
1

, v
2 e ·satisfazendo os cri 

térios de Wu. 

(3) Para N = 40, os estimadores e 

superestimam, sendo 

que os menos viciados são v 1 e v2(YR) 1 satisfazendo os crité 

rios de wu. 

Quanto a variância, para todos os casos, observa-se que 

apresenta um desempenho substancialmente melhor que os de 

mais. Com relação a v 1 , o estimador que apresentou o segundo me 

apresentou E.M.Q. 32, 14 e 17 por cento 

menor, para N = 10, 25 e 40 respectivamente. O estimador v2(YR) 

apresenta o menor E.M.Q. para todos os casos. Assim, para t = 2, 
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3.3. SITUAÇiJES EM QUE O "BOOTSTRAP" OFERECE MELHORES SOLUÇÕES. 

Considerandó a análise efetuada na sessão anterior, envolven 

do diferentes valores de t, observa-se que para t= 2, ou seja, 

Var(Y[X)ax2 , o estimador "bootstrap" oferece solução vantajosa com 

parado com outros estirnadores de uso frequente. 

Abordaremos as situações em que o estimador "bootstrap" ofe 

rece melhores soluções, considerando-se a variância, o vicio e o 

E.M.Q. associado a ele: 

(i) Para t = O, os estimadores v 
o e possuem menor 

variância. Contudo v2. (YR) parece apresentar menor vício, sendo 

que o estimador v 1 apresenta o menor E.M.Q. para N = 25 e 40. 

(ii) Para t = 1, os estirnadores e apresentam 

menor variância e menor E.M.Q., sendo que o menos vici~ é v2(YR). 

(iii) Para t = 2, o estimador vz(YR) é o estimador ótimo pa 

ra estimar V(YR), entre--os 6 propostos. 

No sentido de investigar ainda mais a eficiência do estima 

dor "bootstrap", exploraremos na sessao seguinte uma situação en 

volvendo 400 pares (X,Y) de tal modo que X tem distribuição gama 

e Y é tal que E(YIXl =X e V(YiX)ax2 . 
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3.4. UM ESTUDO MONTE CARLO DO DESEMPENHO RELATIVO DOS 5 ESTI~RES . 
DE V(YR) PARA t = 2 e X PROVENIENTE DE UMA DISTRIBUIÇÃO GAMA. 

Com o objetivo de investigar o desempenho do conjunto de es-

timadores v
0

, v 1 , v 2 , v 3 e v2(YR) em uma situação, onde x e Y 

apresentam certas características especiais. Criamos uma situação, 

envolvendo 400 pares (X,Y) tais que: 

X "' r(5,20) com 

E(X) = 100 
' 

V (X) = 2000 

e y f-oi construído segundo o modelo 

com R= 1,0, c 1 = 0,1 c
2 

= 1, O e Z ~ N(O,l). Assim 

E [Y IX) = X e V(YIXJ = 0,01 x 2 

Para a popu~ação (N = 400), ternos que 

X= 102,180 

y = 102 '589 

R = 1,004 



V(X) - 2180,000 

V(Y) = 2148,140 

corr(x,y) = 0,9665 
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Com base em 10.000 amostras de tamanho 10, sem reposição, ob 
--

t:lvemos YR = 102,670 e Y = 102,827, sendo que Var(YR) = 13,79 e 

Var{y) = 210,15. Neste caso, observa-se que o estimador de razao YR 

oferece uma grande vantagem na estimação de Y quando comparado 

com o estimador amostral y. Entretanto, o nosso objetivo é esti-

No sentido de dar urna solução para o problema criado, desen-

volvemos um estudo comparativo entre os estimadores v
0

, v
1

, v
2

,v
3 

e o estimador v2(YR) que apresentou melhor desempenho nos estu

dos realizados anteriormente. 

Através de simulação amostral Monte Carla, calculamos v(YR) 

para amostras de. diversos tamanhos, sendo que os resultados obti-

dos encontram-se na tabela a seguir. 

TABELA 3.4.1. Valor Monte Carlo de V{YR) 1 para amostras de ~os 

diferentes, com NMC ,repetiçÕes Monte Carlo. 

N NMC 

10 2500 13,05 

25 1000 5,60 

40 550 2,94 
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Retirando amostras de tamanhos N = 10, 25 e 40 da população 

constituída pelos 400 pares (X,Y) e aplicando os estimadores v
0

, 

v
1

, v
2

, v
3

, v2(YR}, obtivemos as estimativas computadas na tabela 

a seguir. 

TABELA 3. 4. 2. Estima ti v as obtidas com base em 3 tamêtnhos de amos -

tra estraídas dos 400 pares (X,Y). 

NBS = 400 (número de repetições "bootstrap") 

NMC = 80 (número de repetições Monte Carla) 

v vl v2 o 

Média 10,81 10,81 11,02 

N ~lO Vício -2,24 -2,24 -2,03 

Variância 109,9 77,54 60,83 

E.M.Q. 114,9 82,55 64,95 

M§dia 4,698 4,711 4,763 

N ~ 25 Vício -0,902 -0,889 -0,837 

Variância 5,997 4,683 3,388 

E.M.Q. 6,715 5,473 4,088 

M8dia 3,152 0,187 0,237 

N ~ 40 vício 0,212 0,087 0,237 

Variância 2,548 2,231 2,053 

E.M.Q. '- 2,593 2,266 2,109 
I 

-
v3 "2 (YR) 

11,45 10,11 

-1,60 -2,94 

50,05 43,51 

52,61 52,15 

4,855 4,908 

-0,745 -0,692 

3,610 3,453 

4,165 3,932 

0,183 0,129 

0,183 0,129 

2,009 1,946 

2,042 1,963 
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Analisando a tabela acima, observa-se que o estimador v2(YR) 

e o menos viciado, exceto para N = 10 que apresenta um vício maiar 

que os demais, ent·retanto, é o estimador que possui menor erro mé 

dia quadrático. 

Constata-se ainda, que o estimador v~CYR) é aquele que ~ 

senta menor variâricia entre os estimadores utilizados. Assim, con-
. 

c:'. ui-se que v2 (YR) e o estimador óti1Ilo para estimar v (YR) , en-

tre os 5 considerados, er~ora com performance bem próxima à de v
3

. 

o "bootstrap" é uma ferramenta estatística de enorme versati 

lidade, e suas amplas possibilidades na estatística apenas começam 

a ser exploradas. Em nosso caso, verificamos que o 11 bootstrap" ofe . 
rece vantagens substanciais na estimação de V(YR), um problema im-

portante atualmente, numa situação de frequente ocorrência na pra-

( I I. 2 -tica, ou seja, quando E Y X) = R·X e V(Y, X)aX , isto e, o des-

vio relativo de Y é constante. 



APllNDICES 

l. PROGRAMAS COMP.UTACIONAIS. 

Apresentamos neste apêndice as listagens completas dos prq-

gramas FORTRAN utilizados no PDP-10 da UNICAMP e uma especifica -

çao do gerador de númercos aleatórios. 

o programa (MCarlo·FOR) possibilita a obtenção dos valores 

de V(YR) por amostragem Monte Carla para diferentes ~de amos 

tras retiradas da população em estudo. 

O programa (PROGS·FOR) tem por finalidade, obter as estimati 
. 

vas de V(YR) através dos estimadores v
0

, .vl' v 2 , v 3 , VBSl =vi(YR) . 
e VBS2 ~ v2 (YR) • 

Os programas estão dimensionados para populações de tamanho 

no máximo 50. Nos casos em que se deseje um estudo com populações 

de tamanho superior a 5O, basta alterar as instruçCes DIMENSION. 

Nos programas citados, utilizamos o gerador de números alea-

tórios da sub-rotina RAN do computador PDP-10 da UNICAMP. 
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***********••············~·····••*•*•················~·~· ******* P R O C R A M ~ M C A ~ L O •. F O R ******** 
·-········~· ••* ............. ****** lt * •••• w-IIHf•tl-* ................. . 

or•F.NSION X[50),y[50) 
I"'fEGER FLA~{50J 

........................................................... 
•••••·•••••·•••***'*** LE!fORJ; onS OAODS *•·**-********•*'""**** 
................................ ·····-· ·---·"' ........... •********* 
ReAnt3,10) [~(l),y(I), 1=1,501 
FOR•H! 4X, 2F5.n) 

*****••••tt·••*• **~ t-JHt*-tt•"l'* *-*lf-4 •** * ltiHt *" *"'*•* 111·4 ••*** *****•* ******** CALCIJL~NOO xBAR'RA E: JMPRII!flNr'IQ OS DADOS ******HI· 
* "'** ****•**·***•*'* **•*** • • *'***~44 ** 1'11-4 lf. lt-4-* •• ltltlttt *JHt *•***** 
snH.a.x=o.o 
on 20 I:t,so 

SOMUeSOMAX+X(l) 
TYPE !5o X!Il.Y!Il 
~ORMAT(IOX,2P7.0) 

CooTlNUE 
XBP:SOMAX/50~'~ 

····················~·······~~·····~·~·-·········•******* *****•*•***** FNTRANDO N, N~r ~ A SE~EQTE ***********~* 

***********~*··~···~·~·t~··········~··········••********* 

CONTINUE 
TYPE 30 
PORHATI' 
ACCr!:I"T 40, 

FoR~•rr 3Il 

€1\JTRJ:: N I 

t~. NMcr 'i 

* •******* ........... ******·*ll!l'** * •*** •• 11-** ""-••••*** •*********** 
*******•*** ztRAWOO OS ACUMULADOR~S ~LnBliS *********** 
·····~···•********~~·-···*···~····~**.******************* 
SrR=O.O 
SYR2=0.i0 
ClLL SETRANUH 

·~·····~·********~J········~~-···*·~·4··••***********•••• 
•••******* INICih~DO O PROCESSO ~JNTF ~ARLO ••****•**** 
·····~····••*****~······~···~··~··~**~******••••••******* 
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*******************•••••·············~···················· 
*****•***~* z~kJNDG OS ACUMUL~DnRES O~ !MOSTRA **********« 

·····················~··~································· 
no 50 1=1.50 

Fl.lG(IJ•O 
5r CONTlNUF 

SXA=O.'C: 
sYhc.o 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
•• RETIRANDO !HU AMOSTRil UE~TORU SI~Pt.r.S SF:M R~POSinD t 

........................ ****** *** ..... .,. ........................... . 
DO 60 Ili:o1,N 

55 K;INT(504PAN(M))+l 

&C 

IF (PLAG(K).gw.!) GD fO 55 
FLAG!Kl•t 
SXA:SXA+XrK) 
SYhSU+Y(K) 
YB=SYA/10~0 

CoNfiNO E 

• .................... il->11-••*4***'* ~···-· ..... 4 ......................... .. 
••••••••• CALrULANOO yR ~ lCU~ULANDD ~s~ES VALORES •*****i 
····················••••*••········*····•*•**************\ 

yR•!SyAISX~l•XBP 

SYRoSYR+!R 
SYR2:SYR2+YRH2 

1&0 CONTINUE 

• * * il-* tt tt • .... tt-tJ-•*• if"-tl-*·•***14 * * ._. .. tU'·*·* Ji'll-4*- 4- _... *'*' * *-* • Mo *•* **** * * 
*~*******~**** CALCVLANDO A V~RIANC~A or yR ************* 
*11'*•-•-tl-4 ••••••***** 't-l*tt .. ....... * ...... lf-* ***·········· ********** 
'""'"no;,t r N"c> 
YRB=SYR/l'NMC 
VYR:CSYR2-PN~C•YR8*•2)/(FNMC•t.Ol 

·······················~··•*******•*•··········~········· 
••••*~*****•*••~ I~PRIMINOO OS nESJ1T~D~S ******•******** 
.lHt.-.tl *lf*******•-frit .. tt4t-* 'i- tr•***********-lf-._ ·~· **t! ************fi-

Typf ltV,N,NMC,yRB.VYR 
110 FOR~AT(tOX.i~=•,I3,/,10~,,NMC~i,I6,/.10Y.iYRB=•,F10.4, 

• /•10X,'VYR~',P10.4r//l 

GO '1'0 25 
STOP 

~~D 
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··~······~·······~·-·~·~·······~···*························ 
••******** P R O G R ~ M A P R O r, ~ • f O R ********** 
········•**••·································•l*********~·· 
Dl~F.NSIDN y(50),X(5U),X~(50),vAr50l,Ef~~l 

I•T~GER fL~G(IOO) 

·················~······~~·•*•*~~··························· ••****•**********•* LEITURA nos o~ooc ••••••••***********• 
* ••• --·-·--· ... ** ••••*" ... "'* .~ ... lt4t!-~il' ...... ~ *****************••••• 
ReA0(3,10) (Xfi),y(l),T:l,SOJ 
POR~lT(4X 1 Ft0.2,10X,F1Q.,) 
NP=o;;o 
FIIP:fLOAT( NP) 
SO~AX=O.D 

sa~~Y;o.o 

SOMAXz:u;o 
SOM~Y2•0.iJ 

SO~.~!c_X~=O-.'Ct 

·-·································~·~··················•*** '"******•··tf.it C~LCHL/..!'iDO OS PA.R~'-'ETRDS P'1-P 1lLAC:IONI\lS ****••••** 
~······················~~·······~·········~··•*•*****•••*•*• 
00 20 I:1,NP 

SOMAX:SOM~X+X(l) 

snMAi'=cSOMA.Y+Yfi) 
SOMAX2=SOH>X,+X(I)**2 
5nMAY2~so~~Y2+Y(I)*•2 

SOHAxy~SOVAXY+X(l)*Y(I) 

COUTINU-It 
XBP'l!!.S0~4 A. X /f" f~P 
YaP:SO~HtFiiP 

52KP~(50~AX2~f~P*XBP**2)/(FNP.1~0) 

SIYP:(SD~&Y2•F•P•IBP••2JI(FNP•I.O) 

C~VXY=fSOMAXY-F~P*XBP~YBP)/(fNP-t.-D) 
CORRxy:COVXti~QRT(S2XPIS7yP) 

RP:SOM~<ISOMAX . 
TYPE 30 1 XBP,Y~P,S2XP,52.lP,CORRXY,RP' 

FORUATCtoX,'X ~~DlO N. POP:',Ftn.·4•/• 
10X,•Y MEDIO NA POP~i,~10.4,1, 

10l,•S2X Uh POP= 1 ,ftn.4,/, 
lOx,•s?y Nh PDP~•,rt0.4,/, 

10X,•CnRltXY WA_PoP~•,Ft0.4,1, 
10X.'R YA PDP=•_.Ff0.4./l 

·················*~··~·•*•••~*•*••···~·······•••*••****•••• 
•~••••••*•• ENTRANDO OS ELEME~TOS D1 ~I"UL'CAO •*******•••• 
*****•*•*~···~···~···~·l~•••***••~~········~······•******** 
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1'yP!"": 40 
40 FOR~~T(// i QUlL ü TAMl~HO DA A~OSTRA? i) 

AC:CEPT So,Nk 
5(, I'OR•>Tt l) 

F'l.,íA::f'LOit'l'( WA) 
tVPP. &O 

bC fOR~AICt/' ~lJANTA~ REPEfTCOES HnOTSTR~P?') 
ALCr:PT (.2, hR~ 

62 fDR"'AT(l) 

f, ~· • 
'1V 

e., 

9L 

fNBS:;:f'LQf,l' (IH~.-"'-) 
T'iPr.- 64 
F'QRr..A.T(I/t 1 o!I~~JTÁS RL.PETICOES ~OtH't•"'-AI:?LQ?' l 
ACCEPl' 70, li'~C" 

F0~"'11_T.( I) 
TYPE eq 
f'Of{MA_If • f;[;'rQ~" A SE:HENtF I ) 

1\:Cf';PT 9b 1 SE,~i;n 

F"Oti~~TCG) 

CALI. StT~4N(SfFn) 
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·······•*~····•·*~·~·~···*·~·•**•~•*•~·-··········~····~··· ••*******•*•* INICIO DO PROC~ssn MJ~T~ "ARLO ***~********** 

105 

!I v 

120 

-~·····•**********.**···~·····*······~··••*••·············~ 
00 10ô IMC•l.»Mr 

DO 110 K:.t,~P 

fLhG(t\)=tr 
COIHit1ffF 

SXJ;;.:(J 

SYA.::u 
sn~=o 

SX2 A;o 
sxn=o 
!)0 li(} t':tltJ~ 

UwFUt~(S~"EO) 

f<:ItiT(F'~P•fl)tl 

IF (FLIG{KJ.E•.Il GO!D t2n 
Xi>CIJ=XIK) 
Yhfll=HKJ 
F'I..~Grt\)::1 

sx•.=SH+XA(ll 
SY"A.~~YA.+Ya(ll 

5f2k:SY2A+YA(I)**2 
5X2A;sx2h+Xn( 1 )~*2 
SiYh~5XY~+xk(l)*yk(I) 

COIHH~!J!" 

~A=Slh/51..~ 

XAk=SXl~JFN~ 

VQ=d1li*X8P 
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- -

RX:XBP tXIJl'< 

tlflfi.XA:;:o .. o 
IH.! i.iG 1;1 ~ NA 

S~lXA;S~~XAtRA•Kh[I) 

CONTl t~HL"' 
Vn:((1.n.FNniF~P)JfN~)*(SY?A-2~~h~~XVAtSX2A•R'*~2)/(fNA.t.O) 

v, ;V.-·.•t..x ' . 
V7:;V1 jl.t<X 

V3=V2•h.K 

DO 1.51'!- I=J,Nl! 
~(I)~YAfll•((A*Xk(l) 

&i:;?::SL2+E'fi)*'•2 
cutHH.ur-

vHst~rt,r/vMll*•2~sl7 

·~*~***•*·~~·*·~·-···~·~~··········~·····~·**~*****•••***•• 
••***~••••• RETIR~~DO ~S NBS ~MOStRAS B~OTSIRAP *********** 
·······~-·~··*··~·····~·~···~~-·~······~~···•••*•********••• 

S2l:B.::.2~11.P 

&?Y"$=<. .. 0 
Syf,8S::o ... ,.r; 
,.:;Yh~J;;..:l=~.o 

*****•***•***~***•* I~I:TD DO BOOl~TR~P *********~•******•* 

llG 16~ rss=t.~&s 

~Ab;.;=V .. !'\ . ' 
~"'yB~='.J .,r• 
;jc;f\S:::; .. o 
nu 16\. l=1.r~~ 

U::.í._l!~~(Eii'tD) 

r,=lN't c r;-J jJ,,. Ul t- t 
5co:'SS:SI<'H.S.+f.:(l\.) 
s n:.s-=s Y B f>t X. h c 1<) 
t,;YOS;SYbti-tYA(K) 

t6b co~Tr~ur 

YRbSl:((&R~X-+SE8S)I&XAl•XRP 

YPB52 = (SVR~/b~bS)~XUP 
SY~~S ;SYnRS tYRUSl 
~YRR~2;SYRqS7+YRbS1•~? 

~?i85~S2YK~+VIl~S~ 

S2(HS2=S2YRS?+Y~sS2••2 

tat: CoNTJ;~t-'i. .. 
Y~bSb;S~RBs/F~Bs 

Y2BSR;S2YBS/FUB5 
VBS7=(S2YbS~-FNPS~Y~8S~~•2)/(~flqS.t.O, 

~RITE(2C•lqo1YR,Y~8SB,Y2HSA 

19~ FOAMATC3F8.2l 
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*~*~*••••~~**~*•*-*~*N•~~-·-·~~··~••*~*~*******~*~*•*****•••~ 

•••*****•••**** lMPkl~J~OO OS RFSULTAno~ *******~********~**« 

-~-·~~~··~~*4····*···~·~4*~~-·*······~·~···~················· 

-çJ1 (~,1~l)vn,vt,VJ 

FI~~' ;.(..;r~ •• ,,;J;P.?) 

""I'f' tS,1·'_!.f)V3,Vbv2,Vl;Si 
F 'N ~: ;· ( -t ''· .<\, .3 F P. 7 l 
CQ:I"'T .,tJ;: 
ly!-'··, .dl; 
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2. MATERIAL PROCESSADO. 

Os resultados das impressões do material processado pelo co~ 

putador foram organizados em forma de tabelas, para diversos tama

nhos de amostras, dependendo da necessidade de cada estudo. 

Apresentamos primeiramente as tabelas que fornecem os valo

res de V(YR) obtidos por amostragem Monte Carla, mediante o pro

grama (MCarlo··FOR) introduzido no apêndice 1, para os três grupos 

populacionais com amostras de diversos tamanhos. 

Finalmente, apresentamos um conjunto de tabelas que fornecem 

as estimativas de V(YRJ obtidos pelos estimadores v
0

, v
1

, v
2

, v
3

, 

vi(YR) e v2(YR), mediante o programa (PROGS·FOR) introduzido no 

apêndice 1, para amostras de tamanhos N = 10, 25 e 40 extraídas 

de cada conjunto de dados dos grupos populacj.onais. 
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-
TABELA 2.1. Valores de V(YR) para as 5 populações geradas com t=O, 

para amostras de diversos tamanhos. 

NMC: número de repetiçÕes Monte Carlo. 

N NMC Pop.l Pop.2 Pop.3 Pop.4 Pop.S 

5 5000 605,7 567,9 671,3 618,9 650,8 

lO 2500 228,8 228,2 261,6 237,8 241,4 

15 1700 128 '4 129,5 138,9 127,1 134,6 

20 1250 81,25 85,28 87,59 82,53 83 '15 

25 lODO 58,06 54,76 54,28 54,24 52,02 

30 840 34,47 35,90 37,23 31,34 37,17 

35 700 22,00 24,63 19,81 21,25 24,90 

40 625 11,77 14,40 13,14 13,95 13,07 

45 550 6,739 6,811 5,811 5,776 5,506 
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-
TABELA 2.2. Valores de V(YR) para as 5 populações geradas com·t=l, 

para amostras de :ai versos tamanhos. 

NMC: número de repetições Monte Carla. 

N NMC Pop.6 Pop.7 Pop.8 Poo.9 Pop.lO 

5 5000 476,1 489 ,l 499,1 502,2 540,3 

lO 2500 207,5 205,7 231,0 211,7 228,6 

15 1700 120,6 127,6 134,0 123,2 132' 8 

20 1250 77,38 80,66 79,42 86,10 78,40 

25 1000 50,29 53,20 54,33 52,15 51,72 

30 840 32,13 37,44 35,76 36,62 33,18 

35 700 23,83 24,39 23,07 22,63 20,98 

40 625 12 '60 13,91 l4 '16 13,72 13,52 

45 550 6,690 5,452 5,682 5,444 5,888 
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-
TABELA 2 .. 3. Valores de V(.YRl para as 5 populações geradas com _t=2, 

para amostras de Qiversos tamanhos .. 

NMC: número de rePetições Monte Carla. 

N NMC Pop.ll Pop.l2 Pop.l3 Pop.l4 Pop.lS 

5 5000 447,6 341,9 506,4 45514 427,3 

lO 2500 215,6 190,0 215,2 215,7 202,0 

15 1700 132,7 112,2 130,4 124,7 123,8 

20 1250 80,77 76,46 83,34 85,51 84,27 

25 1000 53, lO 52,88 53,67 58,03 52' 96 

30 840 35 ,os 38,22 35,77 38,61 34,46 

35 700 22,70 21,91 23,65 21,55 21,81 

40 625 12194 11,90 13,73 12,80 12,23 

45 550 6,631 5,581 6,616 6,333 4,959 
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TAilELA 2.4. VarLincia e vicio <los estimadores v
0

, v
1

, v
2

, v
3

, vifYH) c v;(YRJ para 15 umosti"as 

de diferentes tamanhos, retl.radas dos 5 conjuntos de dados gerados. para t "' O. 

NBS 1000 (número de repetições "bootstrap") 

NMC = 1000 (número de repetições Monte Carlo) 

v o v, v, 

Var. VIcio V ar. Vício var. 

9960 -38,00 14884 -9,700 34969 

9623 -37,00 11449 -16,80 25281 

N-10 6512 -54' 72 14161 -17,44 45796 
6648 -42,90 8630 -12,20 41616 

6288 -43,30 12321 -11' 00 40000 

153,8 -16,11 252,8 -4,850 734,4 

116,6 -13,62 263,7 -1,750 683,3 

N=25 104,0 -11,84 252,8 0,530 87013 

144,0 -12,49 264,1 o ,940 81911 

97,22 -10,04 187,7 1,100 655,4 

3,920 -3,616 7,344 -0,590 29,59 

3,803 -5,535 71182 -1,570 26,42 

N=40 2, 756 -4,054 8,123 0,130 36,84 

3,386 -5,279 8,545 -1,320 34,93 

2, 496 -4,026 6,003 0,080 27,77 

v, vi (YR) v;<YRJ 

Vício var. VIcio Var. Vício Var. 

37,90 103684 115,3 43597 48,70 216fi7 

21,00 78400 85' 60 40000 53,30 15576 

44,62 103216 146,57 51619 50' os 28764 

39,70 101044 154,4 47703 71,20 25856 

45,40 98764 140 ,9 54568 59,80 23839 

4,200 2570,5 34,58 1376,4 29 ,26 372,5 

10,38 2526,1 41,51 1279,5 32' 86 329,1 

91200 2624,5 39' 92 1268,8 33,38 327.8 

10,51 2809,8 44,94 1269,1 33,93 333,8 

17,76 2440,4 46,16 1218,0 35,19 327 ,6 

6,100 125,4 14,39 71,57 15,71 10,63 

4. 460 118,8 13,79 73,62 12.82 10,24 

6,540 ~26 ,4 16,54 88,36 14,94 15,05 

4, 730 151,3 14' 16 76,0" 7,390 12,82 

'6. 340 D2,3 16,07 73,62 15,02 .11,29 

Vício 

14 '40 

13,20 

14,67 

11,20 

12,90 

-2,510 

-1,320 

-1,090 

0,360 

1,810 

0,800 

o ,970 

0,450 

-0,060 

0,570 
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TABELA 2. 5. Variância e vício dos estimadores v v v v · v' {-Y ) e o' 1' 2' 3' 1 R 
(!e diferentes t<>manhos, retirad<~,s dos 5 conjunt.os de dados gerados para 

NBS 1000 (número de repetü;Ees "bootstrap") 

v;(YRJ para 15 awostras 

t "' 2. 

NMC 1000 (número de repetiçóes Monte Carlo) 

- -
v vl v, v,. Vi(YR) vi (YR) o 

Var. Vício Vn.r. Vício V ar. VÍçio V ar. Vício Var. Vício Vc.r. Vício 

20164 -48,30 16129 -44,00 19600 . -27,60 37249 4' 500 32978 -9,700 10983 -54,10 

20736 -52,20 14461 -56' 10 11449 -.54,20 11236 -45,50 24586 -36,50 6658 -74,30 

N=-10 11449 -44 ,1;10 9880 -31,40 13456 -3,700 ]9204 45,50 23594 10,30 6196 -28,50 

15876 -4l,b0 13456 -33,70 15376 -13,10 32041 24,50 27159 2,100 7744 -39,60 

12100 -38' 50 7637 -32,70 7499 -151 6Q 15876 17,10 29036 9,200 4329 -38,70 

707,6 -.15 ,:.1 364.8 -6.920 445.2 5. 020 1536,6 21,99 1421,3 20,49 309,8 -{1,910 

729. o -16,75 510,8 -9,130 547,6 1,360 1260,3 16,05- 1709,8 21,15 292,9 -11,81 

N=25 404,0 -14,19 162,3 -3,740 196,0 11,10 1361,6 32' 67 1082,4 29,55 183,6 -3,240 

466 ,6· -18,69 225. o -11,76 240,3 3,300 1474,6 20,13 1132,3 1G ,11 204. o -11,95 

324,0 -13,86 226,0 -4,500 225,0 8,470 795,2 26.80 906,0 26,09 119.9 -5,570 

38,61 -4 ,19~ 13,73 -0,500 16.89 5, 020 116 ,6 13,37 105.7 13,50 11,70 -0,860 

:n;o2 -3,212 12.82 O, 290 18,49 5,440 68' ]9 13,12 110,3 14.83 10.24 -0. 360 

N"'40 19,16 -4,833 6,973 -1,000 7,080 4, 760 78,42 13,55 61,40 13' 52 6,450 -1' 100 

25, 61 -4,057 9' 020 -0,2500 10,56 5,500 93,70 14.33 60,65 14,24 7,952 -0,370 

14.60 -3' 608 6,250 -0,060 7,560 5,600 51,98 13,95 77.79 14,26 4,666 -0,170 
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TABELA 2.6. variância e vício dos estimadores v v v v v•<-Y I e v'(-Y I P'"' 15 ·- • o' 1' 2' 3' 1 R 2 R y·- ~-osLras 

de diferentes tamanhos, retiradas dos 5 conjuntos de dados gerados para t = 1. 

NBS 1000 (número dE. repetiçÕes "bootstrap") 

NMC 1000 {número de repetições Monte Carla) 

v v, v, v, viô\l v2l'YR) 
o 

Var. Vício V ar. Vicio Var. Vicio Var. Vicio V ar. vício Var. VÍcio 

12996 -31,60 10000 -21,50 15625 3,100 42025 48,60 29036 16 ,so 10000 -19,80 

14884 -37' 60 13225 -24,50 20449 2,800 54756 51,60 45283 19' 80 13087 -17,95 

N=lO 16129 -55,00 16129 -40,00 24025 -11,50 50176 36,:70 34745 5,6 16384 -30,09 

).8496 -31,40 15376 -17,00 22500 14.40 56664 71 I DO 42600 37,20 14400 -11,60 

21025 -49,90 21609 -34,00 32761 -3,5 67081 47,90 599.27 12,70 20050 -27.,70 

234,1 -11,81 213,2 -3,830 510,8 15' 14 1823,3 40.,83 1085,7 35,08 226,5 0,190 

412 '1 -14,11 295,8 -3,390 817,9 10,16 2227,8 35,61 1291,9 28,09 333,3 -2,290 

N"'25 445,2 -14,25 313' 3 -3 '950 870,3 10,54 2199,6 36,27 1751,4 29,02 384,2 -2,200 

529,0 -12,20 380,3 -4,360 985 f 9 12,35 2401,0 31,22 1701,5 31,06 396,0 -1,070 

615,0 -9,510 424,4 -4,150 987,1 15,56 1984, o 39 f 52 1389,0 32,9u 396,1 1,580 

9' 303 -3,706 6,554 o' 120 21,63 5,870 79,93 14 ,65 96,47 9,900 8,796 ....J.l,620 

15,68 -5 ,30êl -.8. 352 -1,550 40,58 4' 150 84' 09 12' 88 92,90 9 '770 9 ,479 -1fl70 

N"'40_ 15,13 -5,285 8,123 -1,390 39,31 4 ,480 129 f 9 13,49 99,10 10,47 15,52 -1,24 

18,84 -4' 829 10,11 -0,990 47,20 4 f 790 151' 3 15,60 9B,10 7,920 16' 30 -0,750 

18,49 -4.705 9,425 -0,860 48,58 4,910 . 158,8 13,74 108,2 12,91 17,30 -0,220 
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