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INTRODUCEO

Os estimadores de razao tém amplas aplicagbes praticas no pro

blema de estimagéo de Y em planos de amostragem (Cochran [1977]),

-

A estimagdo da varidncia de Y, , o estimador de razdo de Y
&, contudo, um problema gue tem desafiado as abordagens  tedricas.

A menos de situagoes muito particulares, os estimadores da variancia

de YR 830 apenas solugdes aproximadas que supoem algumas  condi-
¢oes restritivas na populagao (Rao [1969], Rao e Kuzik [1974], Co-

chran [1977]).

0O objetivo do presente - trabalho & explorar o método
"mootstrap® {Efron [1979]) na estimagao da variancia do estimador de
razao, desenvolvendo algquns estimadores, e comparando-os com esti-

madores usuais deste parametro.

Desenvolvemos © assunto em trés capitulos e dois apéndices.
No capitulo I damcs. uma breve introducao ac estimador de razao,
destacando as dificuldades existentes paralse estimar a varidncia
do mesmo. Apresentamos os estimadores da varidncia propostos na

literatura, bem como. as propriedades assintdticas de alguns deles.

Finalmente apresentamos os critérios de comparagao entre

estimadores usuais estabelecidos por Wa [1382].

No capitulo II discutimos ¢ método "bootstrap" (Efron [1979]},
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para estimacao de distribuigéeé amostrais, relacionando-o ao "jackk-
nife"” (Quenocuille [1956], Miller [1974], Efron [1979] ), e apresenta
mos uma possibilid;de do uso do"bootstrap"no problema da regressao
(Freedman [1981]),fpor sua associag¢ac natural ao problema do esti-
mador de razao. Finalmente explorando estas e outras idéias desen
volvemos alternativas de aplicagao do"bootstrap"ao problema da es-

timacao da varidncia de ?R'

No capitulo III, apresentamos o estimador "bootstrap" da va-

-

riancia de ?h em diversas situagGes, € no contexto de um proble-
ma real tipico. Desenvolvemos uma analise comparativa dos estima
dores Vor Vs Y, & Vg, (Wu [1982]) entre si e com dois esti-

madores "bootstrap”. Considerando o modelo ¥ = r.x+¢€, com Var(e)=
= k.xt,'estudamos o efeito de t na eficiéncia relativa daqueles
estimadores. Verifica-se agqui que o mé?odo“ﬁootstrap"oferece uma
alternativa vantajosa para ¢ problema da estimacao da variancia de
§R para t = 2.

Na ltima parte desse trabalho sdo apresentados os apéndices
I e II com listagens completas dos programas Fortran utilizados,

bem como algumas tabelas mais detalhadas do material apresentado ’

ne capitulo ITI.



CAPITULO I

ESTIMADORES DE RAZAQ: COMO ESTIMAR SUA VARIANCIA

1.1. INTRODUGAO

Considere uma populagao finita com N unidades, a&s quais es

td associada uma caracteristica numérica y, com valores Y +¥pree-sYyge

Um dos problemas basicos da teoria da amostragem consiste em esti

mar Y =

=l

N
) Y, & média populacional da caracteristica numé
i=1

rica vy.
Baseado numa amostragem aleatdria simples, sem reposicao, a
média amostral ‘¥ & um estimador de ¥, com propriedades estatis

ticas que podem ser facilmente estabelecidas. E simples provar gue

n
il

E(y)

» ST e (1~35) ' {1.1.1)

=1

Var{y) =

N n
2 1 =, 2 2 1
onde 8% = gy ) (y;-¥)", sendo s”=_=p Z

(v, - v) 2 um estimador
i=1 i



nao viciado de 82 (Cochran [1937]}, pag. 26).

Contudo sdo. frequentes situacSes reais em que existe associa-
do aos individuoséde uma populac¢ao, um outro carqcteristico_ nume-
rico x, do qual se conhece a média populacional X. Em situacoes
COomo esta,'dependéndo da forma de associagac entre X e y, alguns
estimadores de Y podem ser desenvolvidos que oferecem vantagens
substanciais em relacao a v.

Em particular, guando a populacao puder ser considerada como

proveniente de uma superpopulagac na qual
y = rx+e ,

onde r & uma constante positiva. e ¢ € uma variavel aleatd-

ria tal que
E(e) = 0

V(e) = k-x°

para constantes positivas k e t, verifica-se que o estimador de ra

-

zao de Y, definido por §R = R-X, com R:="-< apresenta , em geral,
_ 5

propriedades estatisticas gue o tornam uma alternativa vantajosa a

média amostral Y. Aqui denominamos R = Yyiqﬁl, a razao populacio-
~nal, relacionada a r, esta.referente a su?erpopulagéo.

Tlustraremos com um exemplo:
Considere as 50 maiores cidades do interior de Sac Paulo em

197% com as respectivas populagoes (em milhares de habitantes) em

1970 (xi) e 1980 (yi).



TABELA l.l.1l: As cingquenta maiores cidades do interior paulista, por
populacao em 1970, com respectivas populacoes em iuilhares de habi-

tantes nos censos de 1970 e 1980.

Pop. Pop. Pop. Pop.

CIDADES 70 80 CIDADES 70 80
Arericana 66 121 Limeira 91 145
Andradina 52 48 Ling 46 60
Aracatuba 1108 129 Iorena 46 57
Araraguara 100 127 Maua 101 204
Araras 53 65 Mogi das Cruzes 139 197
Assis 57 67 (Osasco 283 469
Barretos 65 72 Ourinhos - 49 60
Bauru 132 196 Pereira Barreto 52 46
Botucatu 52 64 Pindamcnhangaba 48 69
Bragancga Paulista 63 83 Piracicaba 152 213
Campinas 368 658 Pres.Prudente 106 136
Carapicuiba 55 182 Ribeiraoc Preto 213 316
Catanduva 58 73 Rio Claro 78 110
Cubatzo 58 78 Santo André 419 550
Diadema 79 224 Santos 346 415
Franca . 83 147 S.B.dos Campos 201 420
Guaratinguetd 69 84 S. C.do Sul 150 163
Guaruja © 94 150 S3o Carlos 85 119
Guarulhos 237 526 - S.J. Rio Preto 121 187
Ttapetininga 63 84  S.J. dos Campos 148 284
Ttapeva 49 65 ~ S3o Vicente 116 190
Ttu 49 73 Sorocaba 176 266
Jacarel 61 114 Suzano ' 55 100
Jaii 56 74 Taubats 110 168

Jundial -89 257 Tupa 52 57




Seja o problema de se estimar a populagao média nestas cida-

des, no ano de 1980, com uma amostra de, digamos, 10 cidades.

Daremos a seguir, uma comparagao Monte Carlo entre o desem-

penho do estimador de razdo Y, com o estimador de média simples

R
3;-
Com base em 500 repeticdes independentes do processo, obti-
vemos Y_ = 175,07 e y = 172,56,

R

-

0 valor real da populacaco média, em 1980; & ¥ = 175,12.

Sabe-se que VY & um estimador ndo viciado de Y, o que nao
Qcorre com ?ﬁ. Os histogramas a seguir, contudo, . revelam uma maior
precisio de TR'
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Figura 1.1 - Histograma baseado em 500 estimativas de Y,

(a) com ectimadores de razao

{b} com estimadores de média simples.



Com base nas 300 repetigoes obtivemos Var (y) = 1603,58 | e
Var (§R) = 228,10: A distancia entre o 59 e o 959 percentil foi de
129,7 para o estimador de média simples, e de 41,9 para o esti-
mador de razao. Evidentemente a utilizacdo do estimador de razao

introduziu, neste case, melhoras substanciais.

0 estimador de razao como definido antericrmente, e diversas
variantes do mesmo (Tin [19651, Rao [1969], Rao e Rac [1971], Rao
e Kuzik [1974]), tém tido amplas aplicagoes e despertado grande in

teresse tedrico.

Como estimador de Y, Y, & em geral viciado exceto em

algumas situagdes  particulares ~ (Hartley e Ross [1954]). Sua
consisténcia no caso de populagac finita & Obvia; em situa

¢oes mais gerais, & facilmente estabelecivel (Scott e Wu

[1981] ).

2o longo deste trabalho denotaremos, para simplicidade,V(Yﬁ)

-

a variancia do estimador de razio Y

g Sua importancia decorre de

?h ser frequentemente a opgao adotada para se estimar ¥ em si-
tuagoes reais. Entretanto apenas expressoOes aproximadas para este

parametro sao conhecidas., Em (Cochran [19771) temos uma aproxima-

cao geralmente aceita para V(ﬁﬁ), da qual trataremos mais adiante.



A estimacao deste parametro se constitue ainda num problema sem Sso

lugao definitiva.:

Estimadores alternativos de V(?R) foram desenvolvidos em
Cochran [1977], Royall e Eberhard [1975], Royall e Cumberland

[1978] , Rac [1981] e Wu [1982], entre outros.

O estabelecimento de propriedades estatisticas desses estima
dores, bem como o desenvolvimento de estimadores mais adequados a
diversas situagOes se constitue num problema atual de grande in-

ter=sse na pesquisa estatistica.

As dificuldades inerentes & abordagem tedrica deste pro
blema tém sido em parte. contornadas por ‘estudos de gimulagido
Monte Carlo, = visando estabelecer as eficiéncias relativas de

diversos estimadores de V(?ﬁ) em uma variedade de situacgoes.

1.2. AS DIFICULDADES DE SE ESTIMAR A VARIANCIA.

A procura de uma expressdo exata para V(?R) bem como de um
estimador adequadoc para este parametro, tém tido muita repercussao

dentro dos meios estatisticos, haja visto o nhmero de artigos



publicados sobre o assunto desde os anos 60 atd os dias de

hoje.

Uma, solugao  tedrica aproximada deste problema, encontra-se

em(Cochran [1977], pag. 153).

C - . N
V) =771 - g3 il (y; - Rx,) | (1.2.1)
onde f = %} € a fragao de amostragem. Na obtencao da expressio

acima, X & assumido igual a X, permitindo um tratamento algébri-

co simples.

Hoje existe um niimero consideravel de estimadores de V(?h)
propostos, com desempenhos relativos dependentes da situagao parti

¢cular em'que saojaplicados.

Recentemente, uma variedade de artigos tem revelado .esforgo
no sentido de esclarecer gqual &€ o melhor estimador a ser usadoe em

diversas situagoes reais.



1.3. ESTIMADORES PROPOSTOS.

A estimagac de V(YR), em geral tem sido feita segundo o0s es

timadores convencionais {Cochran [19771)

n
_ o 1-f . 1 a2
A =171 =3 _E (yi in) (1.3.1)
i=1
e
v, = [—--—I,1 ] »[—1 ibves g E (yi-in) =
i=1
BN (1.3.2)
— (e )
x
Em{Royall e Eberhard [1973]) apresenta-se _um. estimador de
V(YR)'
3 S
VszO - _2 '[l—-'-;l-—} (1.3.3)
x
onde:
X : média das (N -n) unidades que ndo sdo da amostra.
ci : coeficiente de variagao de x,

e que & assintoticamente equivalente a v,.
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Ainda referente ao egtimador v, encontra-se um estudo empi

H
rico em(Royall e Cumberland [1978)), no qual.se conclue que a teo-
ria convencional usada em trabalhos de amostragem nao properciona

uma comparag¢ao sobre a eficiéneia relativa de v, & V.

Posteriormente, Rao [1981] compara trés alternativas de es-

timadores do parametro V(?ﬁ). Um dos trés estimadores considera-

dos &
= 1-f 2
V = ——— .
c { - ] Sd ' (1.3.4)
onde d, = {y. - Rx,} e (n-=1)-§ = ¥ d., que coincide com V .
i 1 i .d j=1 1 o
O outro estimador baseado nos minimos quadrados &
- C1—f. - X 4 X o=
v o=p 3% ¢ . 3 (1.3.5)
W n -
PYe
: ~ n 2 : n
onde (n-1) « 6 = I (di/xi) e finalmente o estimador jackknife)
: i=1
-~ -—2 -
'}'{- C
=v. . X (1.3.6)
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baseado no procedimento sugerido por Quenouille {[1956] e Tukey

[1958] que abordaremos no capitulo II.

Observa-se que, alguma atencgao tem sido devotada ao problema
da estimagao de v(?ﬁ). Contudo, um estudo mais aprofundado encon-
tra-se em (Wu [1982D, no qual '€ proposta a familia:  de estima

dores de V(Yﬁ)
v =[219.v (1.3.7)
X

a qual pertencen v, © V,,@ 5e estabelece uma comparagao entre Vor

v, € V., que apresentaremos nc¢ paragrafo 1.5.

1 2

l.4._PROPRIEDADES ASSINTQOTICAS DE ALGUNS ESTIMADORES.

No sentido de complementar o estudo referente aos estimadores
propostos no paragrafo anterior, (Scott e wu [1981]) apresenta algﬁns

teoremas como resultados preliminares. Com base nesses resultados

-

os autores estabeleceram a normalidade assintbtica de ?ﬁ e, pro-

vando qmaztrazéo-fzg- converge em probabilidade para 1, finalmente

X
concluem gue os estimadores Vo ‘e v2 sao assintoticamente con-
sistentes.

Considerando-se que Vo € assintoticamente consistente e

que a razao converge em probabilidade para 1, conclui-se pelo

x
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teorema de Slutsky (Bickel e Doksum [1977]) gue todos os estima

dores da familia Qvg sao assintoticamente consistentes.

1.5. 0S CRITERIOS DE WU.

Considerandéuse as dificuldades'gue porventura possam surgir
na escolha dd melhor estimador para v(%R), para situagoes particu
lares,encontra-se em {(Wu [1982] Juma contribuica@o importante. Supon
do que a populagao em estudo provém de umé superpopulagac gue sa-
tisfaz o modélo de regressao y = £X-+€, com E(e} =0 e Var(el=

2 t

= ¢ « x , desenvolve uma analise comparativa entre Vo Ve v,

com respeito & varidncia e ao vicic destes estimadores,

analisando primeiramente as varidncias dos estimadores em es

tudo constata-se que:

i) Para t = o, Vg & o estimador Otimo de V(TR).

ii) Se t = 1, o estimador otimo é vy
iii) Para t > 1 temos que vy € v, sao ambos melhores do

que v_ para estimar V(?R).

Quanto a andlise dos vicios destes estimadores, constata—se que:

i) pPara t=0, wv_j € o estimador menos viciado de V(?R).

2
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ii} Para t=1, Vy € V_y sao os estimadores menos viciados

de V(YR?.

Cabe destacar que a comparagaoc dos estimadores para t#0 ou
t#1 torna-se muito dificil, e faz-se necessario a suposicdo de

uma distribuigaoc para x.



CAPITULO II

'0 METODO "BOOTSTRAP” PARA ESTIMAGAO DE

DISTRIBUIGOES AMOSTRAIS

2.1. O "JACKRNTIFE"

0 "jackknife“ & uma técnica estatisticé introduzida por Que-
nouille em 1949 e posteriormente desenvolvida por Tukéy [1950] , e
desde eﬁtﬁo amplamente iInvestigada por, entre ocutros, Durbin [19259],
Schugany [1971] , Miller [1974]. O nome "jackknife" foi atribuido
por Tukey, indicando que o método & um instrumento pratico, com va
riadas possibilidades de aplicagdo na Estatistica.

Considgré Yl'YZ""'Yn iid ~ ¥, e sejam én(Yl,Yz,...,Yn) e
0 (F), respectivamente uma estatistica e um funcional em F.

- a
Se E(Sn -8 ) = ﬁ% + O(r%d, o método "jackknife" permite cons

—~

truir uma outra estatigtica 6, associada a 6 , tal que
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ou seja, ¢ "jackknife" permite eliminar a componente em % do vi-

-

cio de 6  como estimador de 8 (F).

-~

Para se construir Bn, divide-se a amostra em g grupos de
tamanho h (com ﬁ = g«h), e seja é—i' i=l,2;...,g a estatisti-
ca én~h' aplicada a2 amostra de n-h observacOes apds a .eliminacao
do i-ésimo grupo.'A estes valores Tukey em um trabalho nao publica
do denominou "pseudo-valores"(Miller [1974]). O estiimador "jackknife"”

o, & entdo dado por

6 . . (2.1.1)

0 estimador "jackknife", tido como de dificil aplicagao, de-
vido a quantidade-de.éﬁlculo envolvido, tem despertado mais dinte~
resse agora, CcCom a ampliaggb e popularizagao do uso de computado —

res rapidos e baratos.

0 método "jackknife" foi originélmente concebido com a finali
dade de reduzir o vicio de:estimadores peia eliminagcao do termo em
1 4o mesmo. Tukey [1958], todavia chama a atengao para a-possibi—l
lidade do método na estimaééo da distribuiggo amostral de §n. En-
contra-se em(Miller [1874])uma aplicagao do "jackknife" em estima-

cao de intervalos de confianga para ¢, e em outros artigos como(Rao

[1981] e Rao e Kuzik [1974]) aplica-se o método na estimagao de

v (YR) .
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2.2. O "BOOTSTRAP" COMO UMA VARIANTE DO "JACKRNIFE"

O "bootstrap" & uma técnica estatistica relacionada ao “jack-
knife", ja que coﬁo esta; se baseia em reamostragens dentrc de uma
amostra. Introduzido recentemente (Efron [1979)), tem se mostrado
uma ferramenta'eficiente e versatil no tratamento de uma variedade

de problemas estatisticos.

A partir de Efron [1979] verifica-se um interesse crescente
pelo assunto, haja visto a guantidade de artigos recentemente pu-

blicados. A idéila basica do "bootstrap” & bastante simples.

Seja XI,XZ,.;.,Xh , iid ~ F. Sejam Tn = Tn(Xl,Xz,.",Xn)'eg
tatisticas reais e Tn(F} funcionais reais tais que Yn - ﬁ%_?an)
tenha distribuicdo H_(%,F). Um problema basico em Estatistica con

siste em estimar Hn(x,F). De fato,

e V

Hn(x,F}(X)

EHn (X,F) ()

saoc respectivamente o vicioc e a varidncia de Tn (Beran [1981]).

0 método "bootstrap” oferece uma opgao simples, embora compu-
tacionalmente intensiva, de se estimar Hn(x,F). Seja F o esti-
mador ndc paramétrico de mixima verossimilhanca de F (isto &, a
distribuicao que coloca massa igual a n"l em cada ponto amostra-

do xi), temos que O estimador por reamostragem (bootstrap) de
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Hn(x,F) & dada por Hn(x,F).

Na pratica, por amostragem aleatdria simples «com reposicao,

- * *
constroem-sa amostras "bootstrap” X;,er...,xn

iid ~ F, e calcu-
la-se T;-= Tn(XIrXE;...,le. Tal processo € repetido um grande ni

mero de vezes, produzindo-se

T* _,i‘;z.,. .., T*  iidvH (x,F),
m

1
tem-se entao a distribuigao empirica i(x,F) que, sob condigoes bas
tante fracas,pode ser feita tao prdxima quanto se deseje Hn(x,ﬁ),

bastando escolher m suficientemente grande.

E intuitivo que se Hn(x,F) depende suavemente de F, o esti-
mador de reamostragem (bootstrap), Hn(x,ﬁ) seré.fracamente consis
tente, no sentido de convergir para a. nesma  distribiicao que
Hn(x,F).'

De fato, Efron [1979] provou a consisténcia fraca sob diver-
sas suposicdes, e mais tarde, Bickel e Freedman ([1981], provaram

que a consisténcia &, tipicamente, forte.

Encontra-se em(Efron [1979]) e(Diaconis e Efron [1983]), a titg
1o Ae ilustragao, um exemplo interessante sobre a estimag&o de in-~
tervalos de confianca para o coeficiente de correlagaoc entre GPA e

LSAT médios de calouros nas 82 faculdades de direito nos EUA.
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O "bootstrap" pode ser visto como uma generalizagao do "jack-
knife" (Rubin [19§l]), contudo tem-se mostrado mais wversatil e de
aplicagao mais generalizada. Seu uso tem-se expandido muitc  mais
rapidamente, deviéo também ao fato de ter :sido. .introduzide numa
época em gue os computadores alcangam enorme popularidade, ac con-
trario do "jackknife", introduzido ainda na década de 40 e divul-
gado por Tukey nos anos 30, quando os rvomputadores . .eletrdnicos

eram ainda midguinas de muso restrito e extremamente caras.

Esta popularizacao do uso do computador explica o crescente
interesse nos anos recentes, pelos métodos de reamostragem em ge-

ral, e pelo "bootstrap" em particular.

2.3. REGRESSEOC E O "BOOTSTRAP".

Valendo-se da versatilidade do método "bootstrap" abordare-
mos a aplicag@o do método na anilise de regress3o , por sua asso-

ciagav natural ao problema do estimador de razao.

Um estudo detalhado scbre o assunto, encontra-se em (Freedman

[1981]).

Sedia o modelo

y =X-8g+ ¢, (2.3.1)
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2

com E(g) =0 e Vi{e} = ¥ , tipicamente e'hNn[O ,In-o ] e
sejam |

Y=%8 e e=Y-%Y (2.3.2)
onde B & um estimador de B.

Uma idéia para a aplicagao do "bootstrap” & andlise de regres
san, conforme apresentada por Freedman [1981] , consiste em reamos-

trar sobre as componentes de e , criando-se versoes "bootstrap"

e*_  Em seguida reconstitue-se valores de Y construindo-se ver-
50es Y com

T¢ = ¥ o+ oe* : (2.3.3)

ajusta-se entdo o modelo a Y* ., obtendo-se B* .

Contudo algum reajuste nos eis & necessirio para compensar

a redugdo da variancia pela perda de graus de liberdade.

A titulo.de ilustraclo, trataremos da aplicacdo da idéia basi

ca acima ao caso c¢lassico de regressao linear simples.

Seja

vy=at Bx + ¢ (2.3.4)
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2

com E(g) =0 , V() =¢ e g=a+ B+Xx , onde a e B sdo

estimadores de minimos quadrados de o e B . Entdo,

e, =y; - B.xi, 1=1,2,3,...,n .

Podemos reamostrar sobre as N valores ei e construir

%= ey
= *
Y, =Y+ e} . (2.3.5)

n
Porém a reconstituicao nao seria adequada pois E( I e?) =

i=1

='(n;m §02. Multiplicando cada e, por J.ﬁgﬁ , estariamos restau

rando a variabilidade originhal de £, compensando a redugao da mes-

ma p&lo ajustamento e consequente perda de graus de liberdade.

. / n
Assim trabalhamos com o3 T ©; € reamostramos para com-

por e* |

Aplicaremos esta idéia para os dados apresentados abaixo, re-

tirados de Draper e Smith [1981}, pagina 9.



PABELA 2.3.1. Dados relativos a 25 observagoes das variaveis Y

(consumeo mensal de vapor, em libras) e

rica, em graus Fahnrenheit)

X (temperatura atmosfé.

Valor da Variavel

i Yi Xi
1 10,98 35,3
2 11,13 29,7
3 12,51 30,8
4 8,40 58,8
5 9,27 61,4
6 8,73 71,3
7 6,36 74,4
8 8,50 76,7
g 7,82 70,7
10 9,14 57,5
11 8,24 46,4
12 12,19 28,9
13 11,88 28,1
14 9,57 39,1
15 10,94 46,8
16 9,58 48,5
17 10,09 59,3
18 8,11 70,0
19 6,83 70,0
20 8,88 74,5
21 7,68 72,1
22 8,47 58,1
23 8, 86 44,6
24 10,36 33,4
25 11,08 28,6

21
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Para og dados da tabela acima, determinamos o ajuste

Yy = 13,62 = 0,0798X pelo método dos minimos quadrados. Efetuamos

1000 ajustes "bootstrap™ do tipo Y = & + b.X e obtivemos

3(médio) = 13,63, Var(a) = 0,298, b(nédio) = -0,0799 e Var(b) =

= 9,7 x107°,
Com base em 10 ajustes "bootstrap" selecionado ao acaso, ela
poramos a figura a seguir que tem por finalidade ilustrar a varia-

bi lidade assoriada ao ajuste efetuado pelo método dos minimos qua-

drados.
13
| . Ajuste {minimos quadrados )
. »
12 = —-—-—  [magens "bootstrap”

6 I

| I

! | 1

30

Fig.2.3.1 - Comparag@o entre o ajuste pelo método dos

40

o0

X

&0

minimos quadrados com dez imagens "bootstrap".
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A segquir apresentamos uma figura, no sentidoc de ilustrar a

comparag2o entre a distribuicao "bootstrap" dos b e a distribui-

cdo t da teoria normal

50 -

40 - Densldade do '
distribuicdo t - h
\ Histegrama

30 /

20 |
10 )
0 1 | 1 1 ?Tth»——
~0.12 -0t -0.10 -008 -007 -006 -~0.05
b

Fig.2.3.2 - Comparagao entre a distribuigdo
"bootstrap" dos b com a distribuicdo £(23)

da teoria normal.

Ressaltamos aqui que'a‘utilizagao.de'imagens."bootstrap" ofe
rece uma idéia visual bastante expressiva da variabilidade associa
da a um ajuste. Pode ser aplicada a situacOes mais complexas, com

‘dois ou mais preditores.
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2.4. POSSIVEIS USOS DO "BOOTSTRAP" NO PROBLEMA DA ESTIMACAC DA

VARIANCIA DC ESTIMADOR DE RAZEO.

Aplicando o "“"bootstrap" no - problema da estimagado de V(%R)
adotaremos duas abordagens alternatiwvas.

Primeiramente, por meio do processo de reamostragem sobre os
residuos estimados, e, , € posterior reconstituicao dos Yy dis~
cutido na secgao anterior, desenvolvemos um estimador .de V(%R) do
seguinte modo:

X b
Considere uma amostra aleatdria simples (:yl) y ( Y2) ;
1 2

X x X
cees (. n) extraida de uma populagao ( l ,'( 2) reeoy (XN '
Yo 41 72 N

_suposfa proveniente de uma superpopulacao, onde

{2.4.1)

com E{e) =0 | e Vi{e) = k-x .

Temos Y, = —- - X' , assim
X

Reamostrando sobre os eis, e reconstituindo yis , temos



yi =y + e}, consequentemente

il
R
=
o5

il
o %
"
[

Il e~23 |/l 3

-
l_l

Temos entao o segquinte resultado.
TECREMA. Sob 0 procedimento descrito anteriormente,
- 2 - n
= X
Var (Y% | amostra) = {~++} .Y el
i=
PROVA:

De (2.4.2.), temos que

- E n
Sk . X .
IR - Z ¥y
n-x i=1
= n
:_._._}.{.__ - A. *
[ (Rexy + e¥)

n-x i=1

. X (estimador "bootstrap"” de razio).

25

(2.4.2)



R _ n
= — {R-n-x + I e-?‘J
n-x i=1 1
N n
= Re + _.)_(_.. T a¥*

Aggim,

Var (?; | amostra) .

-[.——}—{_—*]2 - Var{ £ e¥*)
n-x i=1 1
oz n

[-?-(—_- }2 « I Var(e¥)
n+x i=1 *

[*X—_“ ]7 «n-Var (e*i) :
n-x

26



27

Neste trabalho denotaremos

Uma abordagem alternativa & aplicagdo do método "bootstrap"
na estimagao de V(Yﬁ) consiste basicamente em reamostrar em cima
% X, X
da propria amostra . ' reeuy n e nao sobre 0s

71 Y2 In

residuos. Aplicando o "bootstrap” = 4 amostra original obtida, tere

T* = ¥

timadores “bootstrap" de razao Yp -

X \* X \* x \*
mos amostras "bootstrap" l) ' 2 peser ( n e es-
' ¥y ¥ ¥n
R _ ) _
' '+ X . Assim apOs um nu~
X*

mero @ , suficientemente grande, de repeticao deste processo, es-

timamos V(?R) que denotaremos por

" - m - =
vE(¥p)l = I (¥g - ?;)-2 / (m-1) .
i=1 i



CAPITULO TII

O -ESTIMADOR "BOOTSTRAP" DA VARIANCIA DO ESTTMADOR

DE RAZAO EM DIVERSAS SITUACOES

3.1. UM PROBLEMA TIPICO

Conforme o exemplo estudado na segao 1.1, no gual considera —

-

se os dados da tabela 1.1.1, vimos que o estimador de razio, YR ,
introduziu melhoras substanciais na estimacdo de Y.
Considerando-se que a populagac original, provém de uma super

populacdo, 3 qual estd associada o modelo de regressio

y = r«x+eg ,

onde r & uma constante positiva e os ESS sao independentes e

jidenticamente distribuidos, com
E(e) = 0 e Vi{g) = o - x .,

Um problema que surge naturalmente, & o de se estimar V(?R) =

= E(¥, - ?J_z. Entretanto, ndo existe uma exXpressdo exata  para
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V(¥y). Frequentemente emprega-se a formula aproximada

v(?R) =[==1-1 -1 (3.1.1)

introduzida na sessao. 1.1, que pode ser escrita em formas alterna

tivas como

I 2. .2 2 _
V(YR) = [T] [Sy + R -SX 2-RpSySX 1 (3.1.2)
onde
2 cm s . _
QX : variancia populacional de x;
2 cmo s .
Sy : variancia populacional de y;
p : coeficiente de correlagao entre x e y.
ou ainda
S st 1-f 2 2
V(YR) = [—'n— ]- {ny + CXX 2 Cy‘x ] (3.1.3)

onde
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C,y ¢ coeficiente de variacao de x

ny : coeficiente de variagio de vy

ny : covaridncia relativa entre x e y.

-~

A aproximagao para V(?R) apresentada acima, em geral oferece

bons resultados para amostras naoc muito pequenas.

A titulo de ilustragao apresentamos uma comparagao de V(?R),
referente aos dados da Tabela 1.1.1, para diversos tamanhos de amos
tras, com os valores apro;imados dados pela expresséo (3.1.1). Os
valores verdadeiros de V(§ﬁ) foram aprqxﬁmﬁbs“por amostragem Monte

-Carlo., O programa Fortran que foi utilizado & apresentado no apég

dice 1.
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TABELA 3.l1.1. Valor Monte Carlo e Valor Aproximado de V(?ﬁ), para

amostras de tamanhos diferentes, com NMC repetigSés Monte Carlo.

N NMC Valor Monte Carlo Valor Aproximado
5 5000 493,2 461,7

10 2500 215,4 205,2
15 1700 126,06 136,8

20 1250 85,5 76,9

25 1000 54,0 51,3

30 ) 840 35,7 - 34,2
35 700 22,9 22,0

40 | 625 14,1 ' 12,9

45 550 6,0 5,7

A figura a seguir ilustra melhor a relagdo entre V(?ﬁ) e a

aproximagéo proposta.

pan e T oA AT
R I



500

450 [~

400

Valor Monie carlo
380

— Fdrmula 3.1.1
300
o

= 250 |
200 |-
150 |

100 —

L

1

i

1 1 1 L
5 100 15 20 25 30 35 40 45

' ol N
Fig.3.1l.1 - Relacao entre VIYR),.obtida por

Monte Carlc, a a aproximagac proposta.

No sentido de oferecer uma contribuigao ao problema apresen-

tado, desenvolvemos um estudo comparativo entre estimadores da fa-
milia Vg para

g=1, 2 e 3, e as duas variantes "bootstrap" que
introduzimos no capitulo anterior.

32
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Como a populagdo em estudo é finita, tem-se a necessidade de
introduzir o fatqr de corregao,(l-;%), nas expressoes dos estiﬁadg
res "bootstrap". A comparacdo entre os dquatro estimadores da fami-
lia vg e os dois estimadores "bootstrap" que propomos, & feita ,

via Monte Carlo, para amostras de tamanho 10, 25 e 40,

Os resultados obtidos sao apresentados na tabela 3.1.2., que
contém informacdes sobre o vicio e a variancia, com o objetivo de
acompanhar o trabalho desenvolvido em (Wu [1982]). O erro médio

quadratico, E.M.Q., sera utilizado para determinar o melhor esti

mador em cada caso.
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TABELA 3.1.2. Estimativas obtidas com base em 3 tamanhos de amostras

extraidas da populaca@o original:

N = 10,

25 e 40.

NBS = 1.000 (nﬁmefo de repetigoes "bootstrap")
NMC = 1.000 (nimero de repetigoes Monte Carlo)
o " =
Yo 1 V2 V3 ity vy
Media 173,8 186,4 213,3 261,3 229,9 188,3
N=10 | Vicio -41,56 -29,00 -2,100 45,9 . 14,56 -27,05
Variancia 13456 11664 18225 48777 30615 11592
E.M.Q. 153183 12505 18229 50859 30827 12326
Madia 39,31 49,25 63,24 83,34 79,36 47,86
Vicio -14,62 ~4,000 9,310 29,41 25,43 -6,070
N=25
" Variancia| 216,1 252,8 484,0 © 1398,8 998,6 349,7
E.M.Q. 429,8 268,8 570,7 2263,7 1645,2 386,5
MEdla 8,751 12,54 18,24 26,98 26,96 12,44
Vicio - ~7,880 -1,54 4,160 12,90 12,88 ~1,64
N=40
Varidncia| 6,200 9,000 22,18 83,72 73,61 8,526
E.M.0. 68,29 11,37 39,49  250,1  239,5 11,22
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. A tabela acima fornece o0s elementos essenciais, como o vicio,
a varidncia e o E.M.Q., 4 andlise do desempenho relativo dos diver
sos estimadores propostos.
Quanto ao vicio dos estimadores, observa-se gque:
(1) para N = 10, os estimadores vVv_, V., V, € vVv¥(Y_) sub-
o) 1 2 2'°R
estimam V(YR), engquanto que vy e vi(?R) superestimam, sendo

que o estimador v, apresenta menor vicio.

(2) Para N = 25, os estimadores v_, v, e vﬁ(?R) subesti

mam V(?R), enguanto que Vor V3 @ Vi(TR) superestimam, sendo

kgl

que os estimadores menos viciados sac Vir vV, © v§(

R -
* 3 1
e v3{Yp) subesti

(3) Para N = .40, os estimadores Vor V3

mam V(?R), enguanto que Vor Vq @ vi(YR) superestimam e os es

{?R)-

timadores menos viciados sac Vir Vv, e Vv

N %

Quanto 4 variancia, tem-se:

-

(1) para N = 10, o estimador de menor variancia & v§(YR)

gque apresenta um vicio menor que o seu concorrente mais proximo V-

(2) Para N = 25 e N = 40, o estimador de menor variancia
& Vo sendo que o seu vicio & relativamente alto guando compara
do com o vicio dos seus seqguidores mais proximos v, e V§(§R)’
'cujos erros médios gquadraticos sac inferiores aos de v,

Observa-se que, para N = 10, 25 e 40, v, e vﬁ(?R) possuen

E.M.Q. substancialmente menor gue os demalils estimadores.
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Com esta analise fica evidenciado que os estimadores vy e
5(? ) sao substancialmente melhores que os demais para estimar
(? ), no exemplo considerado. Procuraremos, a seguir, desenvolver

alguns resultados mais gerais.

3.2. O EFEITO DE' t NO DESEMPENHO RELATIVO DOS 6 ESTIMADORES DE

V(YRJ .

Com a finalidade de explorar o desempenho dos estimadores
"bootstrap”, a partir dos dados originais conéiderados na sessao
1.1, criaremos noves valofes de vy mantendo fixos os valores de
1.970 e wariando os de 1.980, no sentido de_ajﬁStar os dados a mo
delos pré-definidos. Assim, ajustandc os dades a modelos do tipo
y = r-#*-s, com Var(e) = Gz-xt. Processaremos as variagoes para
diferentes valores de t, dguais a 0, 1l e 2. O programa Fortran
que foi utilizado & apresentado no Apéndice 1.

Tendé em vista a necessidade de garantir que as caracteristi
cas dos modelos efetivamente se manifestam nos dados e, assim, nos
resultados, criamos 5 conjuntos de dados para cada valor de t. O
desempenho médio de cada estimador entre os 5 conjuntos & conside
rado.

- De posse dos 3 grupos populacionais t=0, 1 e 2, levantamos
. 08 valores de V(%R) em fungao de N, por amostragem Monte Carlo,

sendo que os dados obtidos encontram-se na tabela a sequir.
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TABELA 3.2.1. Valores médios de V(?ﬁ), obtidos dos 5 conjuntos de da

dos, para diferentes valores de t e N.

NMC : nimero de repeti¢Oes Monte Carlo.

N NMC v (TR) Médio
10 2500 239,6
£t =0 25 1000 54,67
40 625 13,27
10 2500 216,3
t =1 25 1000 52,34
40 625 . 13,58
i0 2500 207,7
t =2 25 1000 54,13
40 625 12,72
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A tabela acima fornece os valores médios de V(?ﬁ) para o
- L a . * :' *-':
calculo do v1c1o‘dos estimadores Vor Vi Vor Vg, vl(YR) e vz(YR),

gque serdo {iteis na andlise do desempenho dos mesmos.

Ainda, comfbase nos grupos populacionais criados, efetuamos
a retirada de 3 amostras de tamanho N = 10, 25 e 40 de cada con-
junto de'dados( éendo que para cada uma das amostras obtivemos es-
timatives de. V(%ﬁ) gerados pelos estimadores em estudo. Conside-
rando o grande nimero de populacgoes e amostfas envolvidas, apresen
taremos a seguir tres tabelas com os valores médios obtidos em ca-
da grupo popﬁlacional, bem como uma analise do desempenho do .con-

junto de estimadores para cada tabela.
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TABELA 3.2.2. Valores médios obtidos com 5 amostras de 5 popula —
coes (para t = 0).
NBS = 1.000 (nfimero de repetigbes "bootstrap")

NMC = 1.000 (nimero de repetigoes Monte Carlo)

t 0 L vy \L £ vl(YR) \E (YR)
Média | 196,4 226,1 277,3  368,1 296,3  256,8
N=10 | Viclo ~43,18 -13,43 37,72 128,6 56,61 13,27
Varidncia| 7806 12289 37532 97021 47497 23140
E.M.Q. 9713 12479 39034 114181 50769 23472
MEdia 41,85 53,87 65,08 96,09 87,60 54,12
Vicio -12,82 -0,806 10,41 41,42 32,92 -0,550
N=25 ]
Varidncia | 123,1 244,2 725,5 2594,2 1282,4 338,2
E.M.Q. 291,3 250,0 879,7 4326,8 2370,3  340,7
Média - 8,764 12,61 18,90 28,26 26,44 13,50
Vicio -4,502 -0,654 5,634 14,99 13,18 0,546
N =40
Varifncia| 3,272 7,447 31,11 130,8 76,64 12,01
E.M.Q. 24,12 8,363 63,60 356,7 259,6 12,82
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Através desta tabela, efetuamos uma andlise do desempenhc dos

o]

estimadores v _, v * (Y % (Y 3 ’
. a of V1r Vor v3, vl(YR) e VZ(YR} em relagaoc ao Vv
cio e variancia dos mesmos.

Em relagao ao vicio, observa-se que:

(1) Para N = 10, os estimadores vy e vy subestimam

-

V(?R), enquanto que Vor Vi vi(?R) e vi(YR) superestimam, sen

do que o estimador VE(YRJ & o menos viciado entre eles.

(2) Para N = 25, os estimadores vo; v, e V§(§R) subesti

mam V(YR), enquanto que V e v{(?R) superestimam e 0 es

V3

2'
timador menos viciado & V§(YR)'

(3) Para N = 40, os estimadores v_ e v, subestimam v(?ﬁ),
enquanto gue os demais superestimam e o estimador menos viciado &

* Y -
vi(Yg)- :
Em relacao 3 variancia, pode-se observar que:

Para N = 10, 25 e 40, o estimador de menor variancia e Vo

satisfazendo os critérios de Wu, entretanto, apresenta um vicio re
lativamente alto guando comparado com o vicio de vy e vg(?R). O
estimador vy apresenta o menor E.M.Q. para N = 25 e 40. Assim,

para t = 0 os estimadores "bootstrap" propostos nao devem ser uti

lizados pois tém desempenho inferior a v, -
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TABELA 3.2.3. Valores médios obtidos com 5 amostras de 5 popula-

¢cSes (para t =

1).

1.000 (nfimero de repeticoes "bootstrap”)

NBS =
NMC = 1.000 (nfimero de repetigOes Monte Carlo)
_ i & = ;
t =1 Yo vy v, Vq vilyg) v, (¥)
Media 175,8 189,5  218,0 268,1  235,3  195,5
Ne1o| Vicio -41,10  -27,40 1,060 51,16 18,42  -21,42
Varidncia | 16706 15267 23072 54140 42318 14784
E.M.Q. 18499 16089 23145 56881 42768 15292
MEdia 39,96 51,29 65,00 86,03 83,58 51,58
‘Vicie | -12,37  -4,052 12,75 - 36,69 31,24 0,758
N=25
Varifncia | 447,1 325, 834,4 2127,2 1443,9  347,2
E.M.0. | 501,4 381,7  1002,0  3273,4  2425,5  349,9
Média 8,815 12,65 18,42 27,65 23,78 12,61
Vicio 4,767 . 0,934 4,840 14,07  10,19. 0,712
N=40|
Varidncia | 15,49 8,513 39,46 120,8 98,95 13,48
E.M.Q. 36,57 10,70 63,22  319,7  205,4 14,24
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Com base nesta tabela, analisamos © desempenho dos estimado-

T V. * (Y * (Y consid a variinci
es Vs Vyr Y, Y3; Vl( R) e VZ(YR), siderando ridncia e
o vicio associadc a eles.

Em relagao -ao vicio, constata-se que:

Paxra N = 10, 25 e 40 os estimadores v_, v, e v;(?ﬁ) sub-

o] 1
estimam V(?ﬁ), enguanto que os estimamores Vyr Vg € vE(Yﬁ) su-
perestimam, sendc que os estimadores menos viciados .sao vy e

VE(YR)’ exceto o estimador v, que & o menos viciado para N = 10,
satisfazendo os critérios estabelecidos por Wu., Para N = 20, to-
davia, © vicio de Vs & maior, aparentemente contradizendo aquele
critério.

Quanto i varidncia, observa-se que:

‘Para tcdos c¢s casos analisados, os estimadores Vor Vg e
vg(?ﬁ) apresentdm varidncias menores, sendo que os estimadores vy
2 v4(¥,) s8o os melhores para estimar V(Y,). Destacamos aqui a

coeréncia dos resultados obtidos com os critérios estabelecidos por

Wua.

-

Tomando como critério o E.M.Q., a conclusaoc se mantém, ja
que o vicio tem sido pequenc em relagdo ao desvio padrao, /v{?R) ,

portanto com contribuigao pouce relevante ao E.M.Q.



43

TABELA 3.2.4. Valoxes médios obtidos com 5 amostras de 5 popula

¢oes (para t =

2).

1.000 (nﬁmefo de repetigaes.“bootstrap“)

NBS =
NMC = 1,000 (niimetro de repetigdes Monte Carlo)
= *: o
t =2 A Yy vy Vg ‘vl(YR) V%(YR)
MEdia 165,6 168,1 184,8 . 216,9 202,8  160,7
N=1p | Vicio ~45,08 ~39,58 -22,86 9,220 -4,920 -47,04
Varidncia | 16065 12349 13476 27121 27471 7182
E.M.O. 18120 14004 14303 28132 27794 9646
Média 38,29 46,92 59,98 77,66 76,81 45,83
Vicio ~15,84 -7,210 5,850 23,53 22,68 ~8,296
N=25 ]
Varidncia!| 526,2 302,2 330,8 1285,7 1250,4 222,0
E.M.Q. 696 ,4 351,5 373,2 1872,1 1786,7 302,6
MEdia 8,758 12,46 18,00 26,40 26,81 12,17
Vicio ~3,982 -0,280 5,264 13,66 14,07 -0,572
N =40
Varidncia| 25,88 9,759 12,12 81,81 87,17 8,201
E.M.O. 28,91 10,39 43,70 285,4 8,649

- 268,7
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Por meioc desta tabela, efetuamos uma analise do desempenho

- ' * (7 % (T = ‘vi

dos estimadores ?0’ Vit Vor Var vl(YR) e vz(YR), atravées do vi
cio e variancia dos mesmos.

Em relagao ao vicio, observa-se que:

(1) Para N = 10, todos os estimadores subestimam V(?R},

exceto V4 gque superestima e o menos viciado & VI{YR).

(2) Para N = 25, os estimadores v_, v; e VE(YR} subesti

Of
mam V(?R), enguanto que v,, vy e vi(?R) superestimam, sendo

gue os menos viciados sao Vir Vv, € v%(ﬁk), satisfazendo os cri
terios de Wu.

(3) Para N = 40, os estimadores Vor vy e v%(YR) subesti
mam V(YR) enguanto que Vor Vg € Vi(§R) superestimam, sendo

gue 0s menos viciados sao v, e vﬁ(?ﬁ), satisfazendo os crité

rios de wWu.

Quanto a variéncia, . para todos 0s casos, observa-se gue
v§(§RJ apresenta um desempenho substancialmente melhor que os de

mais. Com relagao a v,r © estimador gue apresentou o segundo me

lhor desempenho, VE(ER) apresentou E.M.Q. 32, 14 e 17 pdr cento

-

menor, para N = 10, 25 e 40 respectivamente. O estimador VE(?R)
apresenta o menor E.M.Q. para todos os cascs. Assim, para +t = 2,

& o0 melhor estimador de V(fR}.

VE(YR)
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3.3. SITUAGOES EM QUE O "BOOTSTRAP" OFERECE MELHORES SOLUCOES.

Considerands a analise efetuada na sessao anterior, envolven
do diferentes valores de t, observa-se que para t=2, ou seja,
Var(YIX)aXz, 0 estimador "bootstrap" oferece solugac vantajosa com
parado com outros estimadores de -uso frequente.

Abordaremos as situagOes em gue ¢ estimador “"bootstrap" ofe
rece melhores solugoes, considerando-se a variancia, o vicio e o

E.M.Q. associado a ele:

(i) Para t = 0, o058 estimadores vO e Vv, possuem menor
variancia. Contudo VE(YR) parece apresentar menor vicio, sendo

que o estimador vy apresenta o menor E.M.Q. para N = 25 e 40.

(ii) Para t = 1, o0s estimadores vl e VE(YR} apresentam

-

menor variancia e menor E.M.Q., sendo gue o menos viciado & vE(?R).

(1ii) Para t = 2, o estimador vi(Yp) & o estimador &timo pa

ra estimar V(§R)* entre-os 6 propostos.

No sentido de investigar ainda mais a eficiéncia do estima
dor "bootstrap", exploraremos na sessao seguinte uma situagao en
volvendo 400 pares (X,¥Y) de tal modo que X tem distribuicao gama

e Y & tal que E({Y|X) =X e V(Y|X)o¢X2.
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3.4. UM ESTUDO MONTE CARLO DO DESEMPENHO RELATIVO DOS 5 ESTIMADORES

-

DE V(Yy) PARA t =2 e X PROVENIENTE DE UMA DISTRIBUICAO GAMA.

Com o0 objetivo de investigar o desempenho deo conjunto de es-

-

i ' e * (Y. i a nd
timadores Vor Vl’ v2, V3 Vz(YR) em uma situacao, onde X e Y
apresentam certas caracteristicas especiais. Criamos uma situacao,

envolvendo 400 pares (X,Y) tais que:

X~ T(5,20) com

E(X) = 100 , V({X} = 2000

e Y foi construido segundo o modelo

Y = R.X + ;X 2.
com R = 1,0, cy: = o,1 , c, = 1,0 e Z v N{0,l}. Assim
' 2
E(Y|X) =X e V(Y|{X) =0,01xX" .

Para a populagac (N = 400), temos que

X = 102,180
Y = 102,589
R =1,004
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vV (X) 2180,000

V(Y) = 2148,140

corr{x,y) = 0,9665

Com base em 10.000 amostras de tamanho 10, sem reposigdo, ob

tivemos ¥, = 102,670 e 7y = 102,827, sendo gue Var(y,) = 13,79 e

var{y) = 210,15, Neste caso, observa-se que o estimador de razdo Yo

-

oferece uma grande vantagem na estimacao de Y quando comparado
com o estimador amostral Yy, Entretanto, o nosso objetivo & esti-
mar V(?R).

No sentido de dar uma solugao para o problema criado, desen-
volvemos um'estudo comparativo entre os estimédores VQ, vl, vz,v3
e o estimador VE(%R) que apresentou melhor desempenho nos estu-

dos realizados anteriormente.

Através de simulacdo amostral Monte Carlo, calculamos \N?ﬁ)
para amostras de diversos tamanhos, sendo gue os resultados obti-

dos encontram-se na tabela a seguir.

TABELA 3.4.1. Valor Monte Carlo de V(?ﬁ), para amostras de tamanhos

diferentes, com NMC grépetigSes "Monte Carlo.

N NMC V(§R) Monte Carlo
10 2500 13,05
25 1000 5,60

40 550 2,94
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Retirando amostras de tamanhos N = 10, 25 e 40 da populagao
constituida pelos_400 pares (X,Y) e aplicando os estimadores Vo
Vi Vor Vau v%(?ﬁ), obtivemos as estimativas computadas na tabela

a sequir.

TABELA 3.4.2. Estimativas obtidas com base em 3 tamanhos de amos —
tra estraidas dos 400 pares (X,Y).

NBS = 400 (nimerc de repetigdes "bootstrap")

NMC = 80 {(nimero de repetigdoes Monte Carlo)
v, v, Vo vy v%(YR)
MEdia 10,81 10,81 11,02 11,45 10,11
N = 10 Vicio -2,24 -2,24 -2,03 ~-1,60 -2,94
: Variancia | 109,9 77,54 60,83 50,05 43,51
E.M.Q. 114,9 82,55 64,95 52,61 52,15
MEdia 4,698 4,711 4,763 4,855 4,908
N = 25 Vicio -0,902 -0,889 -0,837 ~0,745 -0,692
VariénCia 5,997 4,683 3,388 3,610 3,453
E.M.O. 6,715 5,473 4,088 4,165 3,932
Media 3,152 0,187 0,237 0,183 0,129
N = 40 Vicio b,212 0,087 0,237 0,183 0,129
Varigncia 2,548 2,231 2,053 2,009 1,946
E.M.Q. 2,593 2,266 2,109 2,042 1,963
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Analisando a tabela acima, observa-se gue © estimador v*(Y )
& O menos v1c:Lador exceto para N = 10 que apresenta um vicio maior
que os demais, entretanto, €& o estimador gue possui menor erro mé

dio guadratico.

Constata~-se ainda, gue o estimador vE(?ﬁ) é aquele que apre
senta menor variincia entre os estimadores utilizados. Assim, con-
clui-se que v;(?h) é o estimador dtimo para estimar V(Yﬁ), en-

tre os 5 considerades, embora com performance bem proxima a de Vye

O "bootstrap™ € uma ferramenta estatistica de enorme versati
lidade, e suas amplas possibilidades na estatistica apenas comecam
a ser exploradas. Em nosso caso, verificamos gque o "bootstrap" ofe
rece vantagens substanciais.na estimacgao de V(%k), um problema im-
portante atualmente, numa situagao de fregquente ccorrercia na pra-

—r 2 , -
tica, ou seja, quande E(Y|X) = R.x e V(Y¥|{X)aX", istc &, o des-

vio relativo de ¥ @& constante.



APENDICES

1. PROGRAMAS COMPUTACIONAIS.

Apresentamos neste apéndice ‘as listagens completas dos pro-

gramas FORTRAN utilizados no PDP-10 da UNICAMP e uma especifica —

¢do do gerador de nilmeros aleatdrios.

0 programa (MCarlo-FOR) possibilita a obtengao dos  valores
de V(?ﬁ] por amostragem Monte Carlo para diferentes tamanhos de amos

tras retiradas da p0pulagao em estudc.

O programa (PROG5.FOR) tem por finalidade, obter as estimati
= - .. = + =
vas de V(YR) através dos estimadores Vot Vir Vor Vi VBS1 vl(YR)
e VBS2 = vi(Y ).

Os programas estao dimensionados para populagoes de  tamanho
no maximo 50.  Nos casos em. que se deseje um estudo com populacoes

- de tamanho superior a 50, basta alterar as instrugoes DIMENSION.

Nos programas citados, utilizamos o gerador de numeros alea-

torios da sub-rotina RAN do computador PDP-10 da UNICAMP.
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GO T 25
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"END.
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2. MATERIAL PROCESSADO.

Os resultados das impressoes do material processado pelo com
putador foram organizados em forma de tabelas, para diversos tama-

nhos de amostras, dependendc da necessidade de cada estudo.

Apresentamos primeiramente as tabelas gque fornecem os valo-
res de V(YR) obtidos por amostragem Monte Carlo, mediante o pro-
grama (MCarlo-FOR) introduzido no apéndice 1, para os trés grupos

populacionais com amostras de diversos tamanhos.

Finalmente, apreserntamos um conjunto de tabelas que fornecem
as estimativas de V(YR) obtidos pelos estimadores v_, Vi, V,s Vg
Vi) e vgt?R),.mediante o programa (PROGS5-FOR) introduzido no

apérdice 1, para amostras de tamanhos N = 10, 25 e 40 extraidas

de cada conjunto de dados dos grupos populacionais.
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TABELA 2.1, Valores de V(?R) para as 5 pOpulaQSes geradas com t=0,

para amostras de diversos tamanhos.

NMC: niimero de repetigdes Monte Carlo.

N NMC - Pop.l Pop.2 Pop.3 Pop.4 Pop.5
5 . 5000 605,7 567,9 671,3 618,09 650,8
10 2500 228,8 228,2 261,6 237,8 241,4
15 1700 128,4 129,5 138,9  127,1 134,6
20 1250 81,25 85,28 87,59 82,53 83,15
25 1000 58,06 54,76 54,28 54,24 52,02
30 840 34,47 35,90 37,23 31,34 37,17
3 700 22,00 24,63 19,81 21,25 24,90
40 " 625 11,77 14,40 13,14 13,095 13,07

45 550 . 6,739 6,811 5,811 5,776 5,506
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TABELA 2.2. Valores de V(?ﬁ) para as 5 populacoes geradas com-t=1,

para amostras de diversos tamanhos.

NMC: nUumero de repetigoes Monte Carlo.

N - NMC Pop.6 Pop.7 Pop.8 Pop.9 Pop.10
5 5000 476,1 489,1  499,1 502,2 540, 3
10 2500 207,5 205,7 231,0 211,7 228,6
15 1700 120,6 127,6 134,0  123,2 132, 8
20 1250 77,38 80,66 79,42 86,10 78,40
25 1000 50,29 53,20 54,33 52,15 51,72
30 840 32,13 37,44 35,76 36,62 33,18
35 700 23,83 24,39 23,07 22,63 20,98
40 625 12,60 13,91 14,16 - 13,72 13,52

45 550 6,690 5,452 5,682 5,444 5,888




60

TABELA 2.3. Valores de V(fé) para as 5 populagbes geradas com t=2,

para amostras de diversos tamanhos.

NMC: numero de rebetigaes Monte Carlo.

N NMC Pop.11 Pop.12 Pop.13 Pop.14 Pop.15
5 5000  447,6. 341,9 506,4 455, 4 427,3
10 2500 215,6 190,0 215, 2 215,7 202,0
15 1700 132,7 112,2 130,4 124,7 123,8
20 1250 80,77 76,46 83,34 85,51 84,27
25 1000 53,10 52,88 53,67 58,03 52,96
30 840 35,05 38,22 35,77 38,61 34,46
35 700 22,70 21,91 23,65 21,55 21,81
40 625 12,94 11,90 13,73 12,80 12,23

45 550 6,631 5,581 6,616 6,333 4,959
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- . N - * 3 54 . e
TABELA 2.4. Varlancla e v;cio dos estimadores vo, Vir Yy Vg, vl{YR) o v;(YR) para 15 amostras

de diferentes tamanhos, retiradas dos 5 conjuntos de dados gerados para t o= 0.

NBS = 1000 (nUmerc de repetigdes "bootstrap")
NMC = 1000 (nimerc de repeti¢des Monte Carlo)

=i ]
[SE ]
<l

Var, vicio Var, vicio var. vicio Var, Vicio Var. Vieio Var. Vicio

9960  -38,00 |14884 -9,700 | 34969 37,50 | 103684 115,3 | 43597 48,70 | 216R7 14,40
9623 37,00 | 11449 -16,80 25281 21,00 78400 85,60 | 40000 53,30 | 15576 13,20

N=10 | 6512 ~54,72 | 14161 -17,44 .| 45796 44,62 |103216 146,57 | 51619 50,05 | 28764 14,67

6648 —~42,90 8630  -12,20 41616 39,70 {101044 154,4 | 47703 71,20 | 25856 11,20
€288 -43,30 | 12321 -11,00 40000 45,40 98764 140,9 | 54568 59,80 | 23839 12,590

153,8 -16,11 | 252,8 -4,850 | 734,4 4,200 | 2570,5 34,58 | 1376,4 29,26 |372,5 -2,510

116,6 -13,62 [263,7 ~1,750! 683,3 10,38 |2526,1 41,51 |1279,5 32,86 | 329,1 ~1,320

N=25] 104,0 -11,84 | 252,8 0,530 | B870,3 9,200 | 2624,5 39,92 | 1268,8 33,38 | 327,8 -1,090
144,0 -12,49 | 264,1 0,840 | B19,1 10,51 | =2809,8 44,94 [ 1269,1 33,93 | 333,8 0,360

97,22 ~10,04 [187,7 1,100 | 655,4 17,76 | 2440,4 46,16 | 1218,0 35,19 | 327.6 1,810

3,920 -3,616 7,344 -0,5%0 29,59 6,100 | 125,4 14,39 [ 71,57 15,71 10,63 0,800

3,803 -5,535 7,182 -1,570 26,42 4,460 | 118,8 13,79 73,62 12,82 10,24 0,970

N=4D 2,756 -4,054 8,123 0,130 36,84 6,540 | 126,4 16,54 58,36 14,94 15,05 0,450

2,486 —-4,026 5,003 0,080 27,77 6,340 132,3 15,07 73,62 15,02 11,28

-L“

3,386 ~5,279 8,545 -1,320 34,93 4,730 | 151,3 14,16 76,04 7,390} 12,82 -0,060

0,570
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TABELZ 2.5. Va;i%ncia e vicio_dos estimadores Vo vl, Vo vy vI{?ﬁ) e vE(fR) para 15 amostras
ge diferentes tamanhos, retiradas dos 5 conjuntos de dados gerados para t = 2.
NBS = 1000 (nfimerc de repeticOes "bootstrap')
NMC = 1000 (nimero de repeti¢goes Monte Carlo}
* e * 5
o Vo V3 vl[YR] VZ(YR)
var. Vicio Var. Vicio Var. Vicio var. Vicio| wvar. Vicio| Var. vicio
201564 —48,30 le12% -44,00 l9600 " -27,60 37249 4,500 | 32978 ~%,700} 10983 -54.,10
20736 -52,20 14461  -56,10 11449 -54,20 | 11236 —45,50 | 24586 -36,50 6658 -74,30
W=10 | 11449  -44,80 9880  ~31,40 13456 -3,700 | 39204 45,50 | 23584 10,30 6196 -28,50
15876  -41,6D 13456  -33,70 15376 ~13,10 | 32041 24,50 | 27159 2,100] 7744 39,60
12100  -38,50 7637 -32,70 7489 -15,60 | 15876 17,10 | 22036 9,200 4329 -38,70
707,6  -15,51 364,8 -6,920 {445,2 5,020 | 1536,6 21,99 | 1421,3 20,4% | 30¢9,8 8,910
729,0 -16,75 510,8 ~9,130 | 547,6 1,360 { 1260,3 16,05 | 1703,8 21,15 [ 292,9 -11,8)
N=25 404,0 -14,1% 1B2,3 -3,740 155,40 11,10 136l,68 32,67 1082,4 29,55 183,6 ~3,240
466,6 -18,B9 225,0 -11,76 |240,3 3,300 | 1474,6 20,13 | 1132,3 16,11 | z04,0 -11.95
324,0  -13,86 228,0 -4,500 | 225,0 8,470 | 795,2 26,80 906,0 26,09 | 119,89 -5,570
3g,81 ~d4 .19 13,73 -0,500 16,88 5,020 116,6 13,37 ie5,7 13,50 11,70 -0,B&0
31,02 -3,212 12,82 0,290 18,49 5,440 £8,39 13,12 110,3 14.83 10,24 0,360
H=40 19,18 -4 ,833 6,973 -1,000 7,080 4,760 78,42 13,55 61,40 123,52 €,450 -1,100
25,81 -4,057 5,020 -0,2500] 10,56 5,500 91,70 14,33 80,65 14,24 7,952 -0,370
14,460 -3,608 6,250 -0,060 7,560 5,600 51,98 13,95 77,79 14,26 4,666 -0,170 |
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TABELA 2.6. variancia e vicio dos estimadorgs Vor Vi Var Vi v;{?R! € v% @R) para 15 amostras
de diferentes tamanhos, retiradas dos 5 conjuntos de dados gerados para t = 1.,
NBS = 1000 (niimero de repeticles "bootstrap")
NMC = 1000 {n@mero de repeticdes Monte Carlo!}
1 | e
{ * [ * 1%
v, vy Vo Va vy gl v3 {YR)
Var. Vicio Var. Viecio ~ Var. Vicio Yar. Vicio Var. vieio . Var. vicie
12896 -31,60 10000 -21,50 15625 3,100 42025 48,60 29036 16,80 loooo  -19,80
14884 ~37,60 13225 ~24,50 20449 2,800 54756 51,60 45283 19,80 13087 ~17,95
N=10 - 16129 =55,00 16129 ~40,00 24025 -11,50 50176 36,:70 34745 5,6 16384 ~30,09
18496 -31,40 15276 =-17.00 22500 14,40 56664 71,00 42600 37,20 14400 -11,60 .
21025 ~-49,50 2le0% -34,00 32761 ~-3,5 67081 47,30 " 59927 12,70 20050 =27,70
Z34,1 -11,81 213,2 ~3,830 510,8 ° 15,14 1823,3 40,83 i085,7 35,08 |-226,5 0,190
412,17 -14,11 295,8 ~3,390 | 817,9 10,16 2227,8 35,61 1281,% 28,09 333,3 ~2,290
W=25|  445,2 -14,25 313,3 ~3,950 | 870,3 10,54 2199,6 36,27 1751,4 29,02 384,2 -2,200
529,0 -12,20 380,3 -4,360 | 985,9 12,35 2401,0 31,22 1701,5 31,06 396,0  -1,070
615,90 ~9,510 | 424,4 ~4,150 987,1 15,56 1984,0 39,52 138%.0 32,90 396,11 1,580
9,303 -3,706| 6,554 6,120 21,63 5,870 79,93 14,65 96,47 3,900 8,796 -0,620
15,68 -5,308 ~8,352 -1,550 40,58 4,150 84,09 12,88 92,90 §,770 9,479 ~1,170
H=40 15,13 -5,285 8,123 -1,390 38,31 4,480 129,9 13,45 99,10 10,47 15,52 -1,24
18,84 —4,829 10,11 -0,990 47,20 4,790 151,2 15,60 98,10 7,920 16,30 -0,350
18,49 -4,705 9,425  -0,B60 48,58 4,910 -158,8 13,74 108,2 17,91 17,30 -0,220
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