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SUM~RIO 

o objetivo deste trabalho e apresentar, de um modo acesslvel, o 

câ~culo dos anéis de representação para alguns grupos clãssicos, a saber, 

o toro Tn, o unitãrio U(n), o grupo das rotações SO(n) e Spin(n). 

No capltulo I introduzimos as noções de anel de representação 

RG e de carãter, demonstrando que dois G~mÕdulos são isomorfos se e so -

mente se possuem o mesmo carãter, para qualquer grupo topolÕgico compacto 

G. Utilizamos a noção de integral de Haar, afim de se obter o Lema de or-

togonalidade de Schur. 

No cap1tulo li definimos os grupos Tn, U(n), SO(n) e Spin(n) 

e calculamos os respectivos anéis de representação. 

Para isto, encontramos um toro maximal T e o respectivo grupo 

de !Aeyl para cada um dos grupos acima, uma vez que o anel de representação 

é subanel do anel de todos os elementos de RT invariantes pela ação do 

grupo de Heyl. 

Demos especial ênfase ao grupo Spin(n), em vista de suas inÜme 

ras aplicaçõ~s. Sua definição e principais propriedades foram obtidas uti

lizando-se da ãlgebra de Clifford An, segundo o trabalho de Brauer e \~eyl 

-[2], e apresentamos a prova de que Spin(n) e grupo de revestimento para 

SO(n), de acordo com Chevalley [4] . O anel de representa-;ão RSpin(n) -e 

calculado a partir do fato de que todo Spinln)-mÕdulo se decompõe como so 

ma direta de um SO(n)-mÕdulo e de um mÕdulo a esquerda sobre a ãlgebro de 

Cl ifford. 
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Capítulo I 

Nocões Rãs i cas sobre Anel de Representação 

O objetivo deste capítulo ê conceituar anel de representação e 

fornecer os requisitos necessãrios afim de calculâ-lo para alguns 

clâssi cos. 

1. Representação de um grupo topolÕgico G 

1.1 Definição: 

grupos 

Um grupo topolÕgico e uma terna (G, -r,*)' onde G e um conju~ 

to munido de uma topologia Te * e uma aplica.ção de GxG em G que 

define em G uma estrutura de grupo de tal forma que as aplicações 

G x G --+ G e G --+ G 

( x,y) f.-+ x~ 

sao contlnuas. 

X 1--+ X 
-1 

Quando não houver perigo de confusão, nos referi remos ao grupo 

topolÕgico (G, T, *) como G simplesmente. 

Dizemos que o orupo topolÕgico · (G, T, *) é Hausdorff, compacto, 

conexo, etc., se o espaço topolÕgico (G, -r) o for. 

Dois grupos topolâoicos G e G' são isomorfos se existir um 

hoMeomorfismo de G sobre G' que é também isomorfismo de grupos. 

Sejam G um grupo topolÕgi co comracto e r .. J um espaço vetorial 

de dirrensão fin·ita sobre o corpo C dos con·,1,Jexos. 

l. 2 Definição: 

Dizemos que G atua como grupo de automorfismo de ~1 se e xis -
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tir uma aplicação contlnua 

G X fi -~ M 

(g,m) ,_..,.. g.m 

com as seguintes propriedades: 

para quaisquer g, gl' g2 em G, t
1

, t
2 

em C e m, m1, m2 em r.1' temos 

i ) g. ( t 1 m1 + t 2m2) = tlg .ml + tzg.mz ' 

i i ) (gl*gz).m = gl.(gz.m) e 

iii) 1 .m = m ' 
onde 1 e o elemento unidade do grupo (G, *). 

Uma tal aplicação continua ê denominada atuação de G como gr~ 

po de automorfismo de 'M, 

Esta tGrninologia e justificada notando··se que uma a~uação oti-

gina um homomorfismo W entre o grupo G e o grupo de todos os automor -

fismos de r·1, associando a cada g EG o automorfismo 

m ~--- g,m 

Salvo mençao em contrârio, consideraremos sempre G como gru-

po torolÕgico compacto. 

1.3 Definição: 

Um G-mõdulo (sobre C) é um espaço vetorial f.1 de dimensão fi-

r.i ta sobre C junto com uma atuação de G como grupo de automorfisli'.OS de 

r-1. Um G-rr.Õdulo é também denominado uma representação de G. 

Quando não houver perigo de confusão, nos referiremos a r·'l como 

G-mõdulo sem especificar a atuação. 
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1.4 Definição: 

Dois G-mõdulos n e t·1' sao ditos isomorfos se existir um iso 

morfismo de espaços vetoriais h de M sobre ~1· compatível com a atua

ção de G, ou seja, para quaisquer g E: G e mE ~1, devemos ter 

h(g.m) = g.h(m) 

Aqui estamos representando com a mesma notação as atuações de G 

em t-1 e em W. 

Se M for isomorfo a N', escrevemos 

1.5 Definição: 

Um subespaço vetorial W de um G-mÕdulo t·1 é um G-submÕdu

lo de H se for um G-mõdulo com a atuação restrição da de n. Em outras 

palavras, se g.m pertencer a f·1', para todos g c G e mE: W. 

Notemos que todas as definições acima podem ser reescritas con

siderando-se o corpo R dos reais ao invês de C. 

2. ExemPlos de G-mÕdulos 

2.1 Consideremos o espaço vetorial C dos complexos sobre C com 

a atuação 

G X C _,.. C 

(g,z) 1--+ z 

Este G-mõdulo é denominado trivial. Quando nos referirmos a 

C como G-mÕdulo sem especificar a atuação~ estaremos subentendendo esta 

atuação. 

2.2 O conjunto S 1 dos complexas de mÕdulo 1 -e um grupo compacto 
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com a topologia usual induzida de C e 

O espaço vetorial R2 sobre 

com a atuação 

--+ 

com a multiplicação complexa 

1 -R torna-se um S -modulo 

·(eie ( ) ) ( ) , x,y ~- xcosa - ysene, ycose + xsena • 

real 

Geometricamente S 1 atua como o grupo das rotações em R2 • 

2.3 O G-mõdulo Homc(l•l,ll') 

Sejam M e M' G-mÕdulos sobre C e HomcU1,i·1'} o espaço ve 

torial sobre C dos homomorfismos de espaços vetoriais de ~1 em W { ou 

sej.a, das aplicações lineares de rt em f.f' ) • 

Tornamos Homc(r'l,W) um G-môdulo complexo definindo a atuação 

G x Homc(l·l,f.l') --->Homc(n,w) 

( g, h) r--+ g*h 

onde g*h e a aplicação linear de t·1 em W dada por 

-1 g.h(m) = g.h(g .m) , V mE r1 • 

Seja agora HomCG(f,1,~1') o subespaço vetorial de todas as apli

caçoes lineares h de M em t1' tais que 

h(g.m) = g.h(m) 

Então HomCG(r1,W) e precisamente o submÕdulo·de Homc(~l,W) 

das aplicações lineares invariantes pela atuação de G, ou seja, de todos 

os elerr.ontos h em HomcUl,t-1 1
) tais que 

g)l = h ' v g E G. 

O G-mõdulo 11* igual a J-lomc(r.-1,C) é denominado G-mÕdulo du-

al de M. 
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topologia usual induzida de C e 

O espaço vetorial R2 sobre 

com a atuação 

---+ 

com a multiplicação complexa 

l -R torna-se um S -modulo 

(eie ,(x,y))l--+ (xcose - ysene, ycose + xsene ) . 

real 

Geometricamente S 1 atua como o grupo 2 das rotações em R • 

2.3 O G-mõdulo Homc(l·l,l1') 

Sejam M e W G-mÕdulos sobre C e Homc(l·l,l·l') o espaço ve 

torial sobre C dos homomorfismos de espaços vetoriais de ~1 em f·l' ( ou 

seja, das aplicações lineares de t1 em 1-1 1 
). 

Tornamos Homc(l'1,~1 1 ) um G-mÕdulo complexo definindo a atuação 

G x Homc(l·l,l·l') --->Homc(!·l,ll') 

( g' h) 

onde g*h e a aplicação linear de n em t·1' dada por 

-1 g.h(m) = g.h(g .m) , V m c M • 

Seja agora HomCG(f1,W) o subespaço vetorial de todas as apli

caçoes lineares h de H em ~1' tais qUe 

h(g.m) = g.h(m) V g c G e V m c 1·1. 

Então HomCG(f1,~1') ê precisafl'.ente o submÔdulo de Homc(~1,f·1') 

das aplicações lineares invariantes pela atuação de G, ou seja, de todos 

os elementos h em flomc(ll,ll') tais que 

g*h = h , ~ g c G. 

O G-mõdulo t·1* igual a HomcU1,C) ê denominado G-n:ôdu1o du-

a 1 de M. 
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-1 -1 
= g. (I "ij h1 (g .v)w) = g.($(I "ij h; ®"j)(g .v)) = 

= g.~(I aij hi®wj)(v) • v. v e: r~1, 

-mostrando assim que $e i somarfi smo de G-níodulos. 

2.6 O G-mõdulo produto exterior 

Seja t·l um G-mõdulo sobre C ou R e seja T(~l) = •to Tk(fl) a 

ãlgebra tensorial de N, onde T 0 (t~) =C ou R e \+l(M) = \(N) ® M 

para k > O. 

Definimos a ãlgebra exterior de r-1 como a âlgebra graduada quE_ 

ciente 

A(t·l) = T(ti)/D{rl) ·, 

. onde D(r·i2) ê o ideal de T(l•l) gerado por todos os elementos do tipo 

m ® m, com m em H. A operação binãria multiplicação de dois elementos 

a,b s A(N) é representada por (a,b) t--+ aAb, e denominada produto exte~ 

ri o r . 

o 1 k ) -Temos AJ(H) = C ou R , A. (11) = N e A. (ri e o espaço vetor_;_ 

al sobre c ou R gerado pelos produtos m1A ••• Amk de k elementos 

de N. Se {m
1

, •.• , mp} for base para 

{m. r. ... l\m.: 12_i 1< ••• <ik:_p} é base 
1 1 1 k 

·n,éfãci1 verque 

para A kfl 

Estudemos um pouco os espaços vetoriais reais 

nn- 1 nn Como A R e gerado apenas pe o elerrrento e
1

A .•• Aen, A R e 

isomorfo como espaço vetorial a R, através do isomorfisma canônico. 

Oet: AnRn --+R que associa a e
1

A ••• 1\en a unirlade 1 e R. Aq-ui 

{eP""en} é' a base canônica do Rn, que é ortonormal em relação ao pro

duto interno usual. Procuremos definir em fl.kRn úm produto interno de forma 
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que a base {e. J\ ••• Ae.: 1 < i 1< ••• <ik < n} seja ortonormal. 
1 1 1 k -

Consideremos para isto a matriz kxk B = (Brs), onde 

=<e;r,e. >,l.::_r,s~k. 
Js 

Vemos que det B = 1 se e 

det 13 = O em caso contrãrio. 

Então o produto interno desejado pode ser definido por 

<X 1A,,,AXk,y1A,,,Ayk> = det (<x.,y.>), ._1 k 
1 J l,J··, ••• ,. 

Notemos que, se A for uma matriz kxk ortogonal, temos 

~Ax 1 /\ .,,/\Axk,Ay1A ... 1\Ayk> = det (<Axi,Ay/) = 

= det(<Xi,y/) = <x1A ... AXk,y1A ... 1\yk> 

o que mostra que, num ·certo sentido, este produto ê invariante pela açao de 

matrizes ortogonais. 

l·lais detalhes sobre produto exterior podem ser encontrados em [aJ. 

Podemos tornar o espaço vetorial i\kP,1) um G-mÕdulo simplesme!l 

te definindo a atuação de G como grupo de automorfismos sobre Ak(i'·l) por 

g.m1A ... Amk = g.m1A ... Ag,mk 

Os exemplos 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 permitem construir G-mõdu-

1 os • 

Vamos agora relacionar G-mõdulos entre si. 

2.7 lema: 

Seja t1 um G-mÕdulo e suponhamos que f.1 se decomponha como 

soma direta de G-mõdulos unidirrensionais. 

Então o 

H = n1 f.B ••• ID ~1m 

G-mõdu1o A k(l·l) ê isomorfo ao G-mÕdulo 0 11. ® ... 
'1 

& 11. 
'k ' 



- 8 -

soma direta sobre todas as k-uplas (il' •.. , ik) com 1 ::_ i(···<\::_m 

dos G-mõdulos unidimensionais fi. ® ••• ®M
1 
.• 

1 1 k 
Prova: 

O isomorfismo 
k 

ljJ: <1J fi. & •.• 0 11. -- A (1'1) que a cada el~ 
1 1 1 k 

menta mi ® ••• 
1 

om. 
1k 

associa o elemento mi_{' •• ,I\ m\ de il.k(f·1) prese.!: 

va a atuação de G. 

3. Anel ~Representação 

3.1 Integração 

Como sempre, G é um grupo topolÕgi co -compacto. 

Seja -€ (G) o espaço vetorial sobre R das funções continuas 

definidas em G com valores reais. 

Denominamos integral em G a uma aplicação linear 

/: e (G) -- R 

que a cada f e: -e (G) associa um número real !f satisfazendo as segui!!_ 

tcs propriedades: 

i) /e= 1, onde e: G _ _,.R ê dada por e(g) = 1, V g E G; 

ii) se Px' G _ _,. G e 

= gx e qx(g) = xg , V g E 

q • 
x· G --+ G são defini das por 

G onde X E G -e fixo, temos 

/f•Px = !f = /f.qx V f o e (G) ; 

iii) se f?_ O, f e: .e (G), então !f >O e, além disso, se 

f for não identicamente nula, então !f>· 

A propriedade (ii) significa que 

çocs a direita e a esquerda. 

e invariante por trans la-



- 9 -

Pode-se construir integrais em qualquer grupo compacto, mas is

to foge a nossos propÕsitos. Vide [lo]. 
Se considerarmos funções contínuas f de G em C, definimos 

integral !f por /f = Ire f + i fim f . 

Generalizando, se f for aplicação contlnua de G com valores 

num espaço vetorial complexo (ou real) N de dimensão finita, podemos es-

crever 

V. g E: G, 

onde {e 1, ..• ,em} ê uma base para ~l e as funções f;, definidas em G 

com valores em C (ou R), são as funções coordenadas de f. 

Definimos então integral de f por 

!f= ( !f1) e1 + ••. + ( Jfm) em • 

Exemplo: 

Seja s 1 o grupo multiplicativo compacto dos complexos de mOdu

lo 1 . Seja r: R-- s1 dada por r(t) = e2rrit, para te R, a aplicação 

de revestimento. 

Definimos integral de uma função contlnua f: S 1--. R por 

' Jf = Jfor(t) dt , onde a inteyral a direita é a usual em R. 
' 

3.2 Definição: 

Um G-m'õdulo t1 é irredutível se nao possue G-submÕtlulos dis-

tintos de {0} e r·1. 

3.3 Lema: 

Todo G-mõdulo t'l possue um produto interno hermitia.no K inva 

riante pela atuação de .G. 
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Prova: 

Seja H um produto interno hermitiano qualquer de t1. A aplica-

çao hm , : G --+ C ,m 
g .. _ H(g.m,g.m') 

e contínua para cada par m e m' em H. 

Então podemos definir K: N x ti-- C por 

Utilizando-se as propriedades da integral e 

K e produto interno henni ti ano. 

K(m,m') =/h , m,m 

de H. vemos que 

f·lostremos que ê fnvariante pela atuação de G. 

Se g' e:: G, temos 

K{g' .m,g' .m') = Jhm,m•"Pq• = !hm,m' = K(m,m') , 

onde p
9

,_ e a translação a direita por g' , obtendo-se assim o resu1tado 

desejado. 

Chegamos agora a um dos resultados principais. 

3.4 Teorema: 

Todo G-mõdulo t·l (de dimensão finita) se decompÕe como soma 

direta de G-submÕdulos irredutíveis. 

Prova: 

Por indução sobre a dinEnsão de M. 

Se a dim:msão de 1'·1 -for zero ou um,o resultado e imediato. 

Suponhamos que, para qua1quet' natural n > O, o teorema seja ver 

dadeiro para todo natural m < n. 

i/ amos demons trã -1 o par a di rrens ão n. 

Seja M um G-mÕdulo de dimensão n.- Se N for irredutivel 
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nao hã nada a demonstrar. 

Podemos então supor que existe um G-submÕdulo S de ~1 dis 

tinto de {O} e M. 

Pelo lema 3.3, podemos dotar t·1 de um produto interno hermitia 

no K invariante pela atuação de G. 

Seja T = {v E 1,1; K(v,w) = O, V w E S} o subespaço vetorial 

de 1,1 complerrentar ortogonal de S. Então T é G-submÕdulo de M pois 

para todos g E G e v E: T, temos g.v e: T, uma vez que 

K(g.v,w) = K(g- 1.g.v,g-1 .w) = K(v,g- 1.w) =O, ~ w E S. 

Então M -e soma direta dos G-s ubmÕdu 1 os s e T : 

M=S$T. 

Como S e T possuem dimensões 1nenores que n, a h1pÕtese de 

indução f)erm·ite decompô-los em soma direta de G-submâdulas irredutíveis e 

portanto a afirmação do teorema ê vãlida para M de dimensão n. 

Isto completa a indução. 

3.5 Contra-exemplo 

O resultado de 3.4 não é vãlido se G nao for compacto. 

Consideremos R2 como espaço ·,.retorial real e seja V o subes

paço dos vetores do tipo (x,O) t: R2• Seja G o grupo de todas as matri -

zes reais do tipo 

[: : ]' com a c F O. 

Com a atuação que a cada par 

([
a til, (X ,y) 
0 CJ 
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associa o elemento (ax + by, cy) E: R2, consideramos R2 como G-mõdulo 

Então -V e G-s ubrnÕdu 1 o de R2 unidimensional e nenhum outro 

subespaço unidirrensional de R2 é invariante sob G. 

De fato, suponhamos que exista um subespaço t,J gerado por um e 

lenento (a,b) o R2, não nulo, invariante sob a atuação de G. 

Ora, pertence a G, e portanto o e lerrento (a,-b) de 

-ve pertencer a H, o que e absurdo. 

Logo R2 e um G-.mõdulo que nao se decompõe como soma di reta de 

G-s.ubmÕdulos i rredutiveis. 

3.6 Proposição: 

Seja {N;} i t: I uma ca·leção de G-mÕdu'Jos irredutlveis, nao i 

somorfos entre si. Seja kM a soma direta de k cÕpias de M. 

Se 
1
. <+> 

1 
rn.lf. ; . 4l I n .I~. 

"t' 11 1~ 11 
, então m1 = n1 , para todo i e: I, 

onde i ~I indica a soma di reta de todos os elementos indexados por I. 

Prova: 

Seja HomCG(t-1,n•) o G-mÕdulo das aplicações lineares de H em 

W invariantes sob a atuação de G, corno em 2.3. 

Então HomCG(IIj' i \r I miNi); HornCG(Nj' i~ I niHi) , para 

qualquer j E I. Decorre que 

ÍE@I m;llomCG(~Ij ,I\) ; i 'f I n;llornCG(Nj ,I li) 

Ora, se i /: j, os G-mõdulos irredutlveis Hi e r~j nao sao 

isomorfos e temos HomCG( 1-ij ,ri;) = O • 

De fato, se h: n. ---+ r-1. e uma aplicação linear tal que 
J 1 
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h(g.m) = g.h(m), para todos e g em G, seu núcleo ker h e 

sua imagem h(M) são G-submÕdulos, e portanto ker h é igual a {O} ou 

Nj. Como M; nao é isomorfo a ~1j, concluimos que ker h é igual a Mj, 

donde h = O. 

logo para cada j E I, 

njHomCG(Mj,Mj)- i@ I niHomCG(Mj,f.li); i@ I miflomCG(I·Ij,I1;F 

; m}lomCG(IIj ,Nj) 

donde nj = mj 

Uma consequênci a i medi ata e 

3.7. Corolário: 

.A decomposiÇão de um G-mõdulo r.f em G-subn;Õdulos irredutíveis 

ê" Única d menos dct ordem e de ÍSúnlOrfiSIHOS. 

Seja r1 um G-mÕdulo, de dimensão n, com a atuação de G dada 

pelos automorfismos 

1JJ • n -4o M g· V g e G. 

m 1--1- g.m 

Seja {ml' ... , m
0

} uma base para H. Então a aplicação linear 

f: c" -~ f·l que a cada e lemc:nto e, 
l 

d-:: base canÔtli c a de c" assoei a o 

e ler:ento mi de ri -e isomorfismo de espJços veto ri ais. 

Façamos G atuar sobre c" através de ~ . c" -~ c" dada por g' 

<)g(Zp . . . ' zn) = g. (z, 
' 

... ' zn) = f-1 I ,, 
<> lpgotl,Zl' ... ' zn) • para todos 

(zl' ... ' zn) E c" e g e G. 

Cbmo f(g.(zl' zn)) 
-1 

zn)) ... ' = f(f o q• , f(zl' = 
9 

o •• ' 

= ~ 9 of(z 1 , ... ' zn) = g.f(Zp •• o , zn) 
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conclUl.mos que c" com esta atuação ê isomorfo como G-mÕdulo a M. 

Então a classe de isomorfismo [H] de ~1, ou seja, a classe de 

todos os G-mõdulos isomorfos a H, tem como representante o G-mÕdulo C0 

acima descrito. 

Como a coleção de todos os G-mõdulos c" é um conjunto ( ê 

subconjunto de {C"J x '"(G x c" x Cn) ), podemos dizer que a coleção S de 

todas as classes de isomorfismo de G-mõdulos é um conjunto, por ser união 

de conjuntos • 

fts operações 

[MJ + (NJ • [t1Eil N] 

e [MJ.[NJ=[H®N) 
para todos [NJ , (N]e S , dão a S uma estrutura de semi-anel comutati

vo com unidade [c], onde C e o G-mõdulo trivial. 

Queremos tornar S um anel. Para isto, procederemos como se-

gue. Consideremos S x S com a seguinte relação de equivalência: 

([I,!J,[Nj)- ([II'J ,[N']) see existe [D]s S tal que 

(IIJ+(N'}+[DJ = (119+[Nj+(Dj 

Denotemos <(I,J],[N]> a classe de equivalência de ([i,l],[N]) 

pertencente ao conjunto quociente RG = S x S 1 -. 

As operações 

<(ti],[N]> + <[11'] ,[N'j> • <(11] + /i,J'] ,[Nj + [N')> 

e <[Nj,[N]> . <[M'] ,[N']> • <[nJ.[i'l'] + U!J.(N'j ,[Nj.~t·j + (n].[N']> 

tornam RG um anel comutativo com unidade <[C],[O)>, onde o oposto de 

<Ú,l],[N]> ê <[Nj,[N]> e o elemento nulo ê O • <[Q],[o]> 



- 15 -

Como a aplicação 

i: S --+ RG 

[M]--+<[11],[0]> 

é monomorfismo de semi-anéis com unidade, podemos considerar S como sub

semi-anel de RG, identificando-o com sua imagem por i. Vemos que os ele

mentos de RG se escrevem então como subtração de elementos de S; 

< [11], [N]> = [IÜ - [NJ 

3.8 Definição: 

O anel RG ê denominado anel de representação do grupo topolÕ

gi co campa c to G. 

·Como todo G-mõdulo 11 e soma direta de G-submÕdulos irreduti 

veis, o anel RG ê gerado pe·ra conjunto das classes de isomorfismo de G

mõdulos i.rredutiveis. 

Seja h: G1 --+ G um homomorfismo entre os grupos topolÓgicos 

compactos G1 e G, ou seja, h é continua e preserva a estrutura de gr_!;J_ 

po. 

Para cada G-mÕdulo r.1 definamos o G'-mÕdulo W da seguinte 

maneira: 

N' e o espaço vetorial N com G' atuando pela regra 

g'*m = h(g').m, V g' t:: G' e V me: n. 

Isto permite definir um homomorfismo de anéis Rh: RG -- RG' 

associando a cada [:1)- [N) em RG o e lernento [11']-[N'] em RG'. 

Se G' I for outro grupo comracto e h 1 : G'! -- G' for h amo-

morfismo de grupos topolôgicos, então temos R(h.h
1

) = Rh]' Rh 
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t claro que se h: G -- G for a aplicação identidade, Rh se

rã a aplicação identidade em RG. 

3.9 Lema: 

Se h: G ---+ G for automorfismo interno de G, então Rh :RG-_.RG 

e a aplicação identidade. 

Prova: 

Como h é automorfismo interno, existe À E: G tal que h(g) = 
-1 ÀgÀ , para todo g o G. 

-Se N for G-mõdulo, Rh ( [tfj ) e a classe de isomorfismo de G-

mõdulos que admite como representante o G-mÕdulo r-1' constituído do esp~ 

ço vetorial ~1 com a atuação 

Basta mostrar que 

Seja f: N' --+ N 

W e isomorfo a r,1, 

-1 dada por f(m) = À .m, para todo 

tão f é automorfismo do espaço vetorial ~1 e para quaisquer g e:: G e 

m E: n, temos -

f(g.m) = f((ÀgÀ- 1).m) = À-l((ÀgÀ-l).m) = (À-lÀgÀ-l).m = 

= (gÀ-l).m = g.(À-1 .m) = g.f(m), 

e portanto f é isomorfismo de G-mõdulos. 

Vamos agora estudar a importante noção de cdrãter de um G-mõdu-

lo N, 

Poderemos então mostrar que o grupo abeliano RG ê gerado livre 

rrente pelas classes de G-môdulos irredutlveis e determinar se dois C-mõ

dulos são isomorfos. 
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Sabemos que, em qualquer G-mõdulo ~1, as aplicações 

1)! • 11 -~ M g" 

m 1--+ g.m 

são automorfismos de t·1 e denotaremos por tnp
9 

o traço de tP
9

, ou seja , 

a soma dos elerrentos diagonais da matriz representante de 1p
9 

em relação a 

uma base de r1. 

t fãcil mostrar que o traço de um operador independe da esco -

lha da base. 

3. lO Definição; 

da g c G 

O carãter de 1·1 e a aplicação contfnua x1•1: G -~ C que a ca 

associa o nUmero complexo tr\jJ
9

. 

A continuidade de Xt·l decorre da continuhiade Ja aLudção" 

Para g,g 1 
E: G, temos: 

. ( ' ' -l) - t ,,, 1 XH g gg - r•g'gg'-

jâ que matrizes serrelhantes apresentam o mesmo traço. 

Mos tramas então a i denti da de 

( ' '-1 ) Xr; g gg = XM ( 9) lJ g,gl c G. 

r fâci 1 mostrar as igualdades: 

X11 <ll N = xl·l + XN 

Xr1 0 N = xr~ 
' • XN 

3.11 lema: 

Sejam ~I um G-mÕdulo e 1)!: G --+ Homc(n,n) a aplicação con

tinua que a cada g s G associa o automot•fismo 

>/1 ; 11 -- 11 g 
m ~- g.m 
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Então a aplicação I= /1/J e: Homc(t-1,11) é uma projeção, isto e, 

-lo! =I, e a imagem I(l~) e o subespaço fiG de todos os elerrentos de M 

invariantes pela atuação de G. 

Prova: 

Para qualquer mE: r1, consideremos a aplicação linear 

Então 

Logo 

em: Homc(II,M) --• 11 

g• E G, temos 

h ...... h(m) 

re , <P m 
pois -em e linear • 

I (l'l)c IIG pois se 

g'.I(m) = g' .!8 o<[; = !g'. (8 o<[;) m m (pois g' atua linearmente), 

e como 

g'. (em,<[;) (g) = g'. (g.m) = (g' g) .m , 

concluímos que 

g'.I(m) =I(m), 

desde que a integral e invariante por translações. 

A .restrição I /IIG de I a IIG e a i denti da de em IIG pois se 

m E HG, temos 

I (m) = !O o<[; = !m = m , m 

desde que 

o o~(g) = e (<[; ) = g.m = m m m g 

ConcluÜPOS que I(M) = nG e lol =I, COr.10 querlamos. 

Este lema mantém a validade se substituirmos C por R. 

3.i2 Proposição: 

Seja J.1 um G-mÕdulo • Então 
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!xf1 = dim NG , 

onde !·1G ê o subespaço dos elerrentos de ~1 invariantes pela atuação de G. 

Prova: 

A função traço -tr e linear e portanto 

tr N = tr I 

Pelo lema 3.11, I e projeção e I (I~) = NG. Temos então 

11 = NG $ ker I 

e podemos encontrar uma base {ml' ... , mr' mr+l, •• ., mn} para f·1 de 

tal forma que os prinEiros r elementos formem uma base para f·1G e os de

mais uma para ker I. 

Então a matriz de I em relação a esta base é diagonal com os 

r priir1eii'oS elernentos iguais a 
, 
' e os demais nulos. 

3. 13" 

Logo fxn = tr I "' di m r-1G , como que rf amos. 

Teorema: 

Se N e H' sao G-mõdulos isomorfos, então Xn = xw 

Prova: 

Sejam ~: G -- Homc(N,fl) e o: G -- Homc(N' ,1·1') as atuações 

de G como grupo de automorfismos de fri e W, respectivamente. 

Seja f: rt -~ !,1' um isomorfismo de G-mÕdulos. Então. 

f-lo 8 o f = ;j; 
g g ' 

donde concluímos que 

' 
para qualquer g ~:: G, uma vez que matrizes serr.elhantcs possuem o mesmo tra 

ço. Logo x1,1 = Xfl, • 
~ como q uc r1 amos. 
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Este teorema mostra que a cada classe de isomorfismo de G-mõ -

dulos corresponde um carãter bem defini do. 

3.14 Lema da Ortogonalidade de Schur 

Se N e M' sao G-mõdulos i rredutlveis sobre C, então 

-e i gua 1 a 1 se ~l e M • são isomorfos e a O caso contrãrio. 

Prova: 

t4ostremos in i ci alrr.ente que Xr.-1• é igual a Xt·l'*" Para isto d~ 

finamos um novo espaço vetorial W, a partir de W, mantendo a estrutura 

aditiva mas tomando para produto por escalar o conjugado do anterior, isto 

é, definimos um novo produto por escalar: 

C X W --+ 1•1 1 

{z,m) .._.......,_ z m 

Então podemos considerar W como G-mõdulo com a-mesma atuação 

que W. Segue-se que xw = xw 

Seja K um produto interno hermitiano em W invariante pela 

atuação de G. 

caçao 

A aplicação a.: fi'--+ W* que a cada v E W assoei a a apli 

a • H' --+ C v· 

w 1--+ K(w,v) 

e isomorfismo de G-mõdulos. r·lostrer.JOS apenas (jUe preserva a õtuação: 

-1 -1 -1 
a(g.v)(l·l) = K(,,g.v) = K(g.g .,,g.v) = K(g .1·1,v) = av(g .1·1) 

= g.a(v) (") 

• como Cl ue r1 amos • 
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Pelo teorema 3ol3, temos XW = x11 ,* , donde Xw =XII'* 

Logo 

IxMxw = fxr1XM'* = fxn•• ® M = fxHomc(W ,M) = dim HomcG(M' ,M), 

pelas observações em 2o5 e 3ol2o 

Resta mostrar que dim HomCG{r-1 1 
,~-1) e zero se W nao e i somar 

fo a f·1 e 1 em caso contrãrio. 

A primeira asserção jã foi demonstrada na proposição 3.6 • 

Mostremos a segunda. 

Consideremos M isomorfo a 1-1' o Então HomCG(W ,1-1) e isomorfo 

a HomCG(I-1,~1) o 

Seja h s HÓmCG(II,ll) arbitrãrioo Como M é espaço vetorial 

complexo, existe ·À E C ta1 que ker(h-ÃI), u subn;Õdulu tlus auto-veLares. tie 

h, é não nulo, onde I ê o operador identidade de ~1. 

Como 11 é irredutível, temos ker(h-Ãl) = 11, donde h= Ãl. 

Logo dim HomCG(t~,f'.1) = 1 , terminando a demonstração. 

3ol5 Corolãrio: 

O conjunto rias classes de isomorfismo dos G-mõdulos irreduti -

veis gera livremente o grupo abeliano RG. 

Prova: 

Por 3.8, o conjunto de todas as clãsses de isomorfismo de G-

módulos irredutiveis gera o grupo abeliano RG. 

Se a combinação l'inear L: a; Ul;] de classes de isomorfismo de 

G-mõdulos irredutíveis não isomorfos, com coeficientes ·inteiros, for nula, 

temos 



donde aJ.=fa.xNxM = 
J j 'j 

Isto mostra o corolãrio. 
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, 

= o ' ~ j . 

Um raciocinio serrelhante ao da prova de 3.15 mostra que o nur1ero 

de vezes que cada classe de isomorfismo de G-mÕdulo comparece na decompo

sição de um G-mõdulo t·1 só depende dos caracteres da classe e de H. 

Vamos agora demonstrar a reciproca de 3.13. 

3.16 Teorema: 

Se dois G-mõdulos t4 e ~1· possuem o mesmo carãter então sao 

isomorfos. 

Temos portarito um método para determinar isomorfismos entre G 

mõdulos. 

Prova: 

Suponhamos xM = x~ 1 •• O nUmero de vezes que cada classe de i-

somorfismo [1·1.] 
- 1-

de G- mÕdulos irredutiveis aparece na decomposição de 

fi s õ depende de X e de ti e portanto é o mesmo que na de campos i ção 

de W. 

Logo H e W possuem a mesma decomposição em G-môdulos ir

redutlveis (a rrenos de isomorfisMos e da ~:~rdem), sendo portanto isomor

f os. 

Vamos agora enunciai~ um dos resultados mais Üteis para o cãlcu 

lo de anéis de representação. 

3.17 Teorema: 

Seja h: G1 --+ G um homomorfismo de grupos tal que cada elas 
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se de conjugação em G intersecciona a imagem h(G 1
). Então Rh:RG---+-RG' 

tem núcleo nulo, e podemos considerar RG como subanel de RG 1
• 

Prova: 

Consideremos dois G-mõdul os M
1 

e M
2 

• Se os G • -mõdu 1 os cor 

respondentes através de R h e M , 
2 forem isomorfos, vamos provar 

que N1 e 1•1 2 tarrbém o sao. 

Lembremos que, para 

com a atuação de G' dada por 

onde a atuação a direita é a de 

i = 1, 2, 

11' 
1 

1·1' ' 
1 

·Então os caracteres de N ' 1 e M ' 2 

pe c ti vamen te. 

Se 'I , - , J' 1 = t12 , temos 

cidem na imagem h(G')CG, 

= x1_1 o h 
'o 
L 

-e o espaço vetorial 

e 

, donde e coin 

Como cada classe de conjugação em G intersccciona h(G') e a 

função carãter de qualquer G-mÕdulo é constante em cada classe de conju-

gaçao em G, concluimos que Xn = 
1 

~·1ostremos agora que Rh 

f1 I - f-1 I ., 2 

x11 e portanto 1·1 1 ; 1•1 2 . 
2 

tem nÜcleo zero. 

O argumento acima mostra que -rr1 N2 , e portanto ker Rh 

{0} completando a prova. 

= 
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Capitulo 11 

Cãlculo do anel de representação RG para a1:1Uns gru~ clãssicos 

O objetivo deste capltulo e encontrar os anéis de representação 

de alguns grupos de Li e familiares, dando especial ênfase ao grupo Spin. 

1. _Q orup_Q toro Tn 

Consideremos o grupo abeliano aditivo das n-uplas reais R0 e o 

subgrupo 2rrZn de Rn constituído por aquelas cujas coordenadas sao múl 

tiplos inteiros de 2rr 

1.1 Definição: 

O toro n-di r::ens i o na l Tn -e o grupo abeliano quociente de 

por 

Cada eler:'12nto de Tn e uma classe de equivalência [(01' ... ,8
0

)] 

de todas as n-uplas reais 

teiro, para i= l, ... ,n. 

com k. in -
1 

A topologia quociente, coinduzida pela projeção canônica 

p: Tn 

torna Tn um grupo topolõgico. 

Corno [D,2rr:l n = [0,2rr]x x[0,2n] , o pro.duto carbc'!siano de 

n-cÕpi as do intervalo fechado [0,2~]. - conpacto n 
Tn -e Nl R ' e e a i E :a-

ger.l de [o, 21r] n pe 1 a função continua p, concluirnos que Tr: -e cor:1pacto. 

Um dos Tn-mÕdulos mais importantes -e o espJço vetot'i a l comple-
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xo unidimensional C com a atuação de Tn dada pela regra 

r(o - 8 )] ik1Elr+ ••• +ikhe, L 1, ••• , n .m = e : m , 

para quaisquer [(e 1, •..• en)J ~::: Tn e me C, onde k1 , ..• ,kn sao intei 

ros fixos • 

Dénotaremos por C(kp ... ,k
11

) este Tn-mÕdulo. Certamente e ir 

redutlvel por ser unidirrensional. 

Vamos mostrar que estes sao essencialmente os Ünicos Tn-mõdu

los irredutíveis. 

Seja s1 o grupo .topológico abeliano multiplicativo dos comple

xos. de mÕdulo 1, com a topologia induzida de C. 

1.2. .Lema: 

Todo hor1o~orfismo contfnuo 
1 

o.: Tn --• s · se escreve como 

a([(ol'"''en)]) "eik,e,+ ... +ik"e" 

para certos inteiros k1, ••• ,kn. 

Prova; 

Iniciamos com n = 1. 

1 Seja a: r 1 ---~ S um homomorfisn;o contínuo nao trivial (caso 

contrãrio ê evidente). Seja p: r--+ T
1 

a projeção canônica. Para qual

quer inteiro k, 2k7r pertence ao nÜcleo du homomorfismo de grupos ct o p. 

Seja x0 o menor real positivo pertencente a ker(0.op). 

Se tal número não ·existir, qualquer vizinhança aberta de zero 

em R contêm um elen'.€nto não nulo de ker(o.op). Sejo x e: R arbitrãrio.Pa 

ra qualquer inteiro positivo n, existe .Yn nao nulo er:1 (-1/n~ l/n) per

tencente ao núcleo de ctoP tal que zn = myn t: (x-1/n,x+l/n) , para algum 
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inteiro m. Como a sequência (zn) converge para x e estã contida no nü

cleo de ~op ) concluímos que aop(x) = 1, e portanto aop ê trivial,uma 

contradição. 

-- ) i2n Temos entao aop(x0 = e . Como aop(l/2 xo) e raiz quadrada 

de 1, temos aop(l/2 xo) = -1 = ei 2n/2. 

Devido a definição de x0 , aop restrito a [O,x0) -e injetor. 

Como a é continuo, acontece apenas uma das duas afirmações: 

ou 

(1) Vtl't 2, O::_t1<t2<x
0

, temos Arg o.op(t1) < P.rg aop(t2) 

(2). H
1
,t2, O::_t(t 2<x

0
, temos Arg a,p(t

1
) > Arg a,p(t2) 

onde Arg z representa o argumento ,.principal do complexo z . 

Suponhamos que aconteça (1). 

üt"i li zanúo ·indução sobre n, podemos iTostrai~ que 

n __ e i 21f l/2n 
aop(l/2 xo) 

para qualquer n natural. 

n i 21Tm/2n 
Logo aop(m/2 x 0 ) =e , para qualquer inteiro m. 

Os nUmeras da forma com m e n inteiros, são densos 

em R e, por continuidade, concluímos que 

i 2TIX aop(x x0 ) = e , para todo x c R. 

Então i2n'/x 0 x a,p(x) = aop(x/XO x0 ) = e ·, , para todo X real. 

Em parti cu lar ( 2 ) 
_ i2TI /xo 2TI 

aop TI - e = 1, donde k = 2TI/x
0 

ê inteiro. 

Portanto -·( r.·x.'j) -- e i kx t " v. , pa rct Ol.o 

Se acontecer (2), por raciocinio sir:1ilar, obtemos 

aop(x XÜ) 

donde k = -2rr/x0 e inteiro. 

-i 2rrx 
::::; e ' 



- 27 " 

No caso de a ser hor.~omorfismo contínuo de Tn em S 1, defina

mos o homomorfismo contínuo ji: T1 -- Tn por j;([t])=((O, ... ,O,t,O, ••. ,Oj] 

onde o t aparece na i-êsima posição, para cada i= l, •.• ,n. 

. . . . para kl'''''kn inteiros, pelo resultado acima. 

Isto demonstra o lema. 

1.3 Proposição: 

Cada Tn-rnÕdulo irredutível ê isomorfo a um Único C(k
1

, ... ,kn). 

O produto C(k 1, ... ,kn) ® C(-f1, ... ,fn) é isomorfo a C(k 1+f1, ... ,kn+fn). 

Prova: 

·seja 11 um Tn-mÕdulo irredutível sobre C, 

Para cada gsTn, seja lj.lg o operador linear sobre f.! que associa a 

cada m slrl o ele~ento g.m sJl. 

Como C é algebricamente fechado, existe 

tal que o subespaço vetorial V = ker(~ 9 -o 9 I) dos 

nao nulo. 

a
9 

eC, autovalor de 

autovetores de 

Para qualquer g' E Tn e qualquer m .e V, temos 

~ 9 (g' .m) = g. (g' .m) = (g g') .m = g'. (g.m) = 

= g'. (aJ•l) = ac1(g' .m) , 
" -

pois Tn é abeliano, mostrando que V é subr:1Õdulo de 1-1. 

~g' 

e 

Como !·1 ê irredutível, 1--1 ê iaual a V e tPg e igual a n
9

I , 

onde I e o operador identidade de 1-!. 

Se e forem elementos de 

Seja K um produto interno herr,)itiano er.-1 r-~ invariante pela a-
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tuação de Tn. 

donde 

a cada 

sobre r 1 

Para qualquer m €: ~1 nao nulo, temos 

K(m,m) = K(g.m,g.m) = K(a m,a m) g g 

ia
9

1 = 1, para qualquer g e Tn. 

Então podet~Jos definir o homomorfismo de grupos 

9 € Tn assoei a -o nur:~ero complexo a
9 

c s 1. Como 

- contlnua, tarr:bé'm e a o e. 

a: Tn --+ s1 que 

a atuação dQ • Tn 

Pelo lema 1.2, existe111 inteiros k1 , .•. , kn tais que 

a( [(e,., ... ,onJ.l) • e ik,e,+ ... +ik"e" 

para qualquer [(e 1, ... ,en)] e Tn . 

. Então ten'os 

[(e
1

, ... ,en)] .m = eik 1111 + .•• +ik,.B;l m, V mE n . 

. r~ostremos que r-1 e uni dir'ensional. 

Seja m r:: n um elcr:ento não nulo. O subespRço vetorial gerado 

por m C um Tn-subrlOdulo de n pois 

g.(zm) = a 9 z~~, 1/. g E Tn e ':.J. z c C. 

Cor.1o li ê irredutivcl, temos ·n igual oo subespaço gerado por 

m, e portanto e uni din~ensional. 

t i~1:diato ent2.o que r1 é isor1orfo corm Tn-rúdulo a U~l Ún-ico 

C(k , ... ,k ). Isto pode ser visto calculando-se os carncteres. 
1 n 

A segunda p~rte da prorosição ê evic!entc, ler'brando que ct atua 

çãà de ur:1 grupo G sobre o produto tensorial ê dada pela relação 

~.(m®m') =g."®~.m' 

Isto completa a prova da proposição. 
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Observação: 

Na verdade, qualquer G-rr,Õdulo irredUtlvel, onde G e um grupo 

topolÕgico abeliano compacto, e unidir1ensional. A prova ê anãloga. 

Os geradores livres de RTn são portanto as classes [C(k 1, ... , 

kn)J , representadas por O!lk 1 ••• a
0

kn 

Como (a1k1 ... a/h).(a/' ... a/"l = [C(k 1, ... ,kn)].[C(f1''"'fnl] 

= [C(k1+f1, ... ,kn+fn)] = a/'+f,, .... "'nkn+fn ' 

vemos que esta notação é corr:patível com o produto de RTn. 

Provamos então o seguinte teorer:1a, 

1. 4 Teorel":la: 

O ane 1 de representação RTn é o ane 1 

de todos os \Jolinôndos nas irHk~Ler-ndnadas a.
1

, ••• ,a
11 

e suas ÍiYVei·sas, COili 

C!• 
1 

correspondendo a classe 

na i-êsh:a posição. 

1.5 Definição: 

r J LC(O, ... ,O,l,O, ... ,O) , onde o 1 aparece 

Denominaremos toro, de uma maneira scral, a qualquer grupo topo-

lÕgico isomorfo a un to:"o n-dir.:ensiona.l Tn. 

VaPros agora iniciar o estudo dos grupos O(n). SO(n) c Spin(n). 

Estar.1os interessados em encontrar SLJbgrupos toros T destes gr.!:!_ 

pos com a propriedade êc o.ue a união das classes c!e ccnjuoação de T seja 

o srupo todo. 

Seja T um subgrupo toro de Ui'! g!" ... po G compacto ta 1 que 

G = v 
9 E: 

-1 
G gTg 

tlestas condições, T ê denoninc?.do toro maxin,al de G. 



- 30 -

Como T ê conexo, concluímos que G também o é, por ser uni

ão de conjuntos conexos que possuem ponto comum. Logo não e verdade que 

qualquer grupo G contenha um subgrupo T como acima. 

Observação: 

Pode-se provar (vide l7J ) que um toro maximal T de G -e 

na verdade um elemento maximal no conjunto ordenado por inclusão de todos 

os subgrupos toro de G e que se s € G comutar com todos os elementos 

de T então se T. 

Denotemos por NT o normalizador de T em G, ou seja, 

o subgrupo de todos os elementos g o G tais que -1 gTg = T. 

1.6 Definição: 

O grnpo dP. Weyl W de G Pm relação a T -e o grupo quocien-

Fixando g pertencente a NT' a aplicação que a cada te. T 

associa o conjugado gtg-l é um automorfismo de T que é restrição a T 

de um automorfismo interno de G. 

Pela observação acima, este automorfismo de T e a identidade 

se e somente se g pertencer a T. 

Associando a cada elemento de W, com representante g ::: NT' o 

automorfismo de T conjugação por g, definido acima, pod€mos dizer que 

W a tua por conjugação sobre T. 

A inclusão i de T em G ê um homomorfismo de grupos e pe-

lo teorema 3.17 do capitulo I o homomorfismo Ri de RG em RT -e mo-

nüi .. Jrfismo e podemos considerar RG como subanel de RT. 



- 31 -

01grupo de Weyl W tambêm atua sobre RT,. associando a cada g 

em NT a aplicação de RT em RT correspondente através da operação R 

ao automorfismo de T conjugação por g. 

O subanel R\1 dos elementos de RT invariantes pela atuação 

de W contêm RG, uma vez que, pelo lema 3.9 do capltulo I, todo auto

morfismo interno de G induz a identidade em RG •. Para calcularmos RG , 

é conveniente calcularmos primeiramente RTW' jã que RG ê subanel de 

RTW" 

2. Jl grugo unitãrio l!í!l} 

2.1 Definição: 

C "~P,"'""' .. """ ' .... "'"' ..) 

o grupo unitário U(n) consiste de todas as matrizes n x n 

·..,..,.,.,."r,...,.:.,. 11- 11-l_Tt --- - d ,.._. ,. -
1,.V..;.,_.,~'-''"' n ...,Q;n 11 - n , "-V''' a üpE;TélÇüG e j'jji;lo..1pt1CâÇãV 

usual, onde At representa a conjugada transposta de A. 

Qualquer matriz de U(n) é denominada matriz unitãria. 

Como o espaço vetorial das matrizes n x n complexas ê isomor-

e tornamos U ( n) fo a c"
2

, vamos ·identificã-los, 
n2 

a topologia induzida de C 

um grupo topolÕgico com 

e compacto lemhran-t fãcil ver que U(n) 

do que, como 

U(n) 

da de 

-t AA € 

IIAI! = (.'1:.1a .. !2)112 =Yn, ·~A.= (a .. ) s U(n), 
"•)""·' 1J lJ 

que U(n) ê fechado por ser imagem inversa da identi 
o -

e limitado, e 
2 

pela aplicação continua que a cada A E Cn~ associa a matriz I e c" 

c" 
2 

O grupo U(n) atua de maneira natur<:~.l sohre o espaço vetorial 

complexo n - -C atraves do mu1tip1icaçao 

A.(z1, ••. ,zn) • (i a1kzk, ... ,f a .kzk) 
hd , ~t•.l n 

, 



- 32 -

onde A=(a .. )oU(n) e 
lJ 

Denotemos simplesmente por c" este U(n)-mÕdulo e por Àl a 

classe [c"] de RU(n). 

O elemento [Akc"] o RU(n) . correspondente ao k-esimo produto 

exterior serã denotado por >.k. 

Observemos que A"c" ê unidimensional com U(n) atuando por.· 

A..(z1.A ••. Azn) = det A z1A ••• Azn 

para quaisquer A E U(n) e (zl, ••• ,zn) E c". 
De fato, se { ep ... ,en} ê a base canônica de c", então 

{elA ... AenJ e base de A"c" e, para qualquer matl"iz unitãria A= (aij), 

temos 

A.(e1A ... Aen) = A.e1A ... AA.en = 

' . 
= (JF< ajlej)A .. ,A('~' ajnej) = (o~Sn(sgn o)ao(l)l' .... ao(n)n)el" 

A •• • Aen = det A e r"·. ·"en ' 

onde Sn é o n-êsimo grupo simétrico e sgn a vale +1 se a for par e 

-1 caso contrãrio. 

As matrizes unitãrias diagonais fotmam um subgrupo T de U(n) 

-que e claramente isomorfo ao toro n-dimensional Tn) uma vez que cada ma-

triz A e: T se escreve como 

0 . ( ie 1 ie,) o i82 o A e .... = 1ag e . , ... ,e = . 
~i e, o o 

com e1, ••• ,en reais, e podemos associar-lhe o elemento [{e 1, .. .,en)J de 

Tn. 
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r fato bem conhecido da álgebra linear que cada matriz unitária 

ê unitariamente equivalente a uma matriz diagonal, ou seja, para cada A em 

U(n), existe B em U(n) tal que BAB-l pertence a T. Concluímos que 

u -1 
U(n) = A E U(n) ATA e que T é toro maximal de U(n). 

Determinemos o grupo de Weyl f! 

-1 
Se A E NT' temos ATA = T ou 

de U(n) em relação a T. 

-1 A TA= T. Seja 8 = Diag(a 1, 

••• ,an)' onde os complexos de mÕdulo 1 a1, ..• ,an sao dois a dois distin 

tos. 

A relação A-1BA E T implica que, para qualquer j, 

A-
1

BA ej = bjej • 
para algum ::bj complexo de mõdulo 1, Portanto B(Ae.) = b.Ae. 

J J J • 
donde Aej é autovelor Ue B. Conclui mo~ que Aej é ,n'ü1 típ1u nãu nulo tit: 

algum ek. 

Então podemos associar a cada matriz A e: NT uma permutação 

OA E Sn dada por crA(j) = k, para j = l, ... ,n. r claro que A E1' se e 

somente se crA e igual a identidade. 

Podemos então considerar o homomorfismo de grupos h ele 1·1 em 

Sn que a cada classe de equivalência com representante A E NT assoc1a a 

permutação a A. 

A verificação de que h estâ bem definida e é um homomorfismo 

de grupos e trivial. Na re.;lidaàe, h ê um isomorfismo. 

A injetividade decorre de que, se OA e a identidade, temas 

Aej = cjej • e portanto A ê diagonal, pertencendo a T. 

Para vermos que ê sobrejetora, consideremos o elemento Aij e U(n) 

caracterizado por : 
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Aij ej = ei e Aij ek = ek , para qualquer k distinto de 

Então Aij pertence a NT e o 2-ciclo (i j). co-

mo os 2-ciclos geram Sn, temos 

e "A .. 
lJ 

Sn = h(W). 

Isto mostra que o grupo de Weyl é isomorfo ao grupo Sn das 

pennutações de { 1, ••• ,n} • 

Vamos estudar um pouco a atuação de W sobre o anel 

[ -1 -1] RT ~ Z a1 ,a1 , ••• ,an,an 

Se A c NT, denotemos por [A] o elemento correspondente em W. 

Como aj ê a classe [C(O, .•• ,O,l,O; ••• ,ol] de todos os T
(j) 

mõdulos isomorfos ao espaço vetorial C com a atuação 

Diag(eie:r., ... ,eie.,.).z = eic; z • 
[A] .aj e a classe de todos os T-mÕdulos que são isomorfos a C com a a 

tu ação 

Diag(ei 81 , ••• ,eie., ).z = (ADiag(ei 8•, ••• ,eie.,)A-l).z 

Calculemos X= A Diag(ei 91 , •.. ,eie_,..,) A-l . 

Sabemos que, para cada j = l, ... ,n, A e. = 
J 

aj pertencente a C. Logo a k-ésima coluna da matriz 

... ,e ia.,) será formada pelas coordenadas do vetor 

aj ecrA(j)' :om 

Y = ADiag(e101 , 

nadas do 

A (eis, ek) = eie, ak •crA(k) 

Então yt terã a k-ésima linha formada pelas coo;"denadas do v~ 

e portanto terã sua k-ê~ 1ma co 1 una f01·mada pe 1 as coorde 

-A-1 t V t = A yt cuja~; k-ésima colu 
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na ê constituída pelas coordenadas do vetor 
-i e,.,: - -iei'.i -

A {e "'"acrj\{k) ecr;{k) ) =e 4>Jacr;\{k)acr1{k)ek • 

e,como A leva base ortonormal em base ortonormal, temos [aj[ = 1. 

Mostramos assim que Xt::: Diag(e-ie.,;:ti.J, .•• ,e-ie~~), ou seja, 

X = Diag(e ÍSqti\_J, •• ,.f e ie.,.:~~n>) 

Então (A] .aj é o espaço vetorial 

O• { ie 1 i e") 1 ag e , .•. ,e *z 

C com a atuação 

= e18..-trHz 

e portanto [A) .aj = "lit(j) 
A atuação de W sobre RT consiste então em permutar os elemen 

tos a; 

Logo o anel RTw dos polinômios de RT invariantes pela atua -

çao de H consiste exatamente nos poiinÕmios simétricos em relação a a 1 , 

... ' a 
n 

2.2 Teorema: 

O anel de representação RU(n) é o anel Z[Ãl'···•Àn,Àn-l] de 

todos os polinômios com coeficientes inteiros em À1,À 2, ••• ,À
0 

e Àn-l' onde 

nao existem relações polinomiais entre Ài'''''Àn 

Notemos que uma base aditiva para RU{n) ê constituida pelos mo 

nômios À1
11 À2

12 ••• À
0

i., , onde os inteiros ; 1 , •.• ,in-l são todos nao neg2_ 

tivos, enquanto i
0 

pode assumir valores negativos. 

Prova: 

Temos 

Considerando Cn como T-mõdulo, vemos que é soma direta de n T 

mÕdulos unidimensionais com classes de isomorfismo a1, ••• ,an • 
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Pelo lema 2.7 do cap1tulo I, temos 

Ào = 1, Àl = a,+ ••• +o.n' ••• , Àn=ar··an 

Podemos então considerã-los como funções simétricas elementares 

em a1, ••• ,an. 

Sabemos que Àn e a classe dos U(n)-mÕdulos unidimensionais i 

somorfos a C com a atuação 

A.z = det A z ~A o U(n), ~ z <C. 

Denotando a classe dos U(n)-mÕdulos unidimensionais 

isomorfos a C com a atuação 

temos 

A.z = (det A)-l z , 
-1 -1 -1 

e Àn = a1 ... an 

~ A E U(n), V z E C, 

Vamos agora utilizar algumas propriedades de funções simêtr'ícas 

que se encontram demonstradas, por exemplo, em [11] 

Não existem relações polinomiais entre À1, ... ,Àn. 

Jã concluímos que Z[À1, ••• ,À
0

,Àn-l] RTw Vamos mostrai' que 

sao realmente iguais. 

Seja - -1 -1 f e: Rl' um polinomio em a. 1 ,a1 , ..• ,a 0 ~a 0 com coefici 

entes inteiros-invar-iantes pol~ permutações de a.1, .•. ,an' ou seja, perten

cente a RTw Então, para algum inteiro K, temos Àn K f = g? onde g e 

um po1inÕmio em a 1 ~ .•. ,an' com coeficientes i11teirosJ invariant"'! por per·· 

mutações de a 1, .•• ,a0 • 

Como todo polinômio simétrico se 'escrevP. como polinômio nas fu.!! 

çoes simétricas elementares, concluimos que g é polinômio cofll coefic1en

-K tes inteiros em Àp ••• ,Ã
11

• Logo, como f = Àn g, f pertence a-
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Isto mostra que 

RU(n} = RTH= Z[X1, •• .,Xn,Xn-lJ , 

• como quer1 amos. 

3. J! grup_Q de rotações ~ 

3.1 Definição: 

O grupo de rotações SO(n) consiste de todas as matrizes A re 

ais n x n com determinante +1 tais que A-l =A\ com a multiplicação usu 

al. [ fãcil verificar que SO(n} e um grupo topolÕgico compacto com 
n2 

a topologia induzida do R • 

Este grupo atua de maneira natural sobre o espaço vetorial real 

. R" pela multiplicação matricial 

para todos A= (a .. ) 
lJ 

A.x =(f a11.x., ... ,i an
1
.x

1
.) , 

J.,d. 1 ,(:,1 

E SO(n) e x = (x1, .•• ,xn) E R". 

Então R" 

SO(n}-mÕdulo k-êsimo 

torna-se um SO(n)-mÕdulo real e podemos considerar o 

produto exterior AkRn. 

Sejam { e1, ..• ,en } a base canônica do R" e 

{e,./\ ....... e. : 1 < i 1< •.• <ik < n} a base Canônica de AkRn. 
1 1k - -

Os SO(n)-mÕdulos reais i\kRn e An-kRn são isomorfos. Constru 

amos o isomorfismo. 

e de n, 

k n Para cada e i" .. ,Ae; da base de A R , com k distinto de O 
1 k k n 

seja e .A ••• Ae. o e1emel1to da base de A R tal que 
J1 Jn-k 

E, I\ ,,,1\e.A ,,,Ae. 
11 1 k Jn-k 

= sgncr e1A •• ,,\ekAekt l" . .. •'en • 
or:de - a permutação o e 

=C 
2 ... k k+l . .. n ) o 
i2 i k j 1 jn-k ... 
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Seja então 
n-k n 

sobre A R 

que a cada e. A···"e. 11 1 k 

fk a transformação linear de AkRn 

da base canônica de AkRn associa o elemento 

sgn a e.~ ••• Ae. de An-kRn. 
J1 Jn-k 

Então e./\ ... Ae.Afk(e." ... AO. ) = e
1

A ••• Ae 
1 1 1k 11 1 k n 

r claro que 

fk e isomorfismo de espaços vetoriais pois l~va base em base, e vamos mos 

trar que fk preserva a atuação de SO(n). 

para 

onde 

k n n-k n 
Se w t: A R e l.! E: A R , temos 

A. (wA~) = A.wAA.~ = det A W"ll = ""~ 

t íitil mostrar que fk(w) possui a seguinte propriedade: 

n-k n 
qualquer ~o A R , temos <fk(w),~> = Det"(wA~) , 

Oet é o isomorfismo canônico entre AnRn e R 

Basta demonstrã-1a para w = e. 1'1, •• Ae. 
1 1 1 k 

e J.l = e A •• • I\ e 
rl r n-k 

Temos fk(e. A ... Ae. ) = 
1 1 1 k 

sgn cr e .I\ •• . J\e. 
J l J n-k 

e 

<fk(w),~> = sgn a det(<e. ,e >) • 
Js rt 

Se {e. , ... ,e; } e {e , ... ,e } tiverem algum elemento 
11 k rl rn-k 

comum, digamos e , então certamente e nao pertence a {e. , ... ,e. } 
rl rl Jl Jn-k 

e a matriz (<eJ. ,e >) te rã a primeira coluna nula, donde 
s rt 

<fk(e. A ... Ae• ),e A ••• Ae > = O 
11 1 k rl rn-k 

Por outro 1 a do, e." •• ,Ae. 1\ e " •.. I\ e = O , donde 
11 1 k rl rn-k 

<fk(>~).~> = Det(w,~). 

Se {e; ,. .. ,e; } e {e r , ••• ,e r } nao possui rem elemento co 
1 k 1 n-k 

mum, então existe uma permutação de n-1< ei·~::1r1entos p tal' que 

e 
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= sgn a sgn p <e t\ •. ,1\e ,er" ... "e > = sgna sgnp . 
rl rn-k 1 · rn-k 

Por outro lado, 

Det(e." ••. Ae.Ae A ... Ae ) = sgn p Det(e
1
.A ... ~e.Ae. A ... A 

1 1 1 k rl rn-k 1 1k J1 
" e. ) = sgn p sgn cr , 

Jn-k 
mostrando a igualdade desejada. 

Vamos demonstrar que fk comuta com a atuação de SO(n). 

n-k n Se A <cSO(n), temos , para qualquer v-< A R , 

<A.fk(w),v> = <A.fk(w),AA!v> = <fk(w),A!v> (pois A ê ortogonal) 

= Det(wAA!v) = Det( A.w,AA!v) = Det(A.WAV) = <fk(A.w),v> , 

Logo 

<A.fk(w),v>- <fk(A.w),v> = <A.fk(w)-fk(A.w),v> =O. 

Em particular, para ~ = P .. fk(w)-fk(A.>~) , tc~os 

<A.fk(w)-fk(A.w),A.fk(w)-fk(A.w)> =O, 

donde .. A.fk(w) = fk(A.w), como queriamos. 

Isto mostra que fk e isomorfismo de SO(n)-mõdulos. 

Para k = n, definimos f 0: A"R" --+R como a aplicação linear 

que a e1A., ,1\en e: A0R0 associa o elemento 1 e: R. Então f
0 

ê isomorfis 

mo de espaços vetoriais e para cada A c SO(n), temos 

fn(A.e1A ... Aen) = fn(detA ey'\ ... Ae0) = detA f0(e1A ... Ae0) = 

= 1.1 = 1 = A.l = A.f0(e1A ... Aen), 

o que mostra que fn é isomorfismo de SO(n)-mÔdulos (aqui R e considera 

do um SO(n)-mÕdu1o real com a atuação triv'i.l) • 

Como para qualquer elemento e.A •.. Ae. da base canônica de 
1 1 1 k 

temos e. A ••• Ae. Afk(e.A .. ,Ae. ) = e1A.,,I\e , segue-se que 
1 1 1k 1 1 1k n 
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ser par~ ou seja, n 

= (-l)k(n-k)e.A ••. ,e .• 
. 

11 1 k 
= 2k, para algum k, fk -e um 

f ko fk(e.l\ ••• A e. ) 
n- 11 1 k 

Nó caso de n 

automorfismo de AkRn. Se k~ por sua vez, também for par, temos fkofk igu 

al a identidade, donde as autovalores de f k 
- + seraa -1 ~ 

Logo AkR2k se decornporã coma soma direta de dois subespaçôs de 

autovetores associados a +1 e a -1, respectivamente. Cano fk preserva 

a atuação de SO(n), é clara que estes subespaços sfto na verdade sub~Õdulos. 

Se k for impar, os autovalor·es c!e. 

nua existe uma tal decomposição. 

f k serao 
+. 
-1 e portanto 

Consideremos entilo o SO(n)-mÕdulo cocplexificaC:o AkRZk ®C. 

Este mõdulo ê construido como segue. 

Penserros no espaço vetorial real C como um SG(n)·-mÕdulo real 

com a atuação trivial 

A.z = z , ~ z c C, ~ A c SO(n) 

Então podemos formar o SO(n)-mÕdu1o real produto tensorial 

CO\l~O SO(n)-mÕdulo com-

plexo conservando a adição e a atuação anteriores e definindo o produto por 

escalar através de 

t trivial verificar que este .prnduto por escalar, quando restri-

to ao caso real, coincide com o antcr·ior. 

Se f: AkR 2k--+ AkR2k for uma transformaç~o linear de espaços 

vetoriais reais, podemos "extendê-la" a uma transfonmção linear complexa 

r: AkR2kQO>C --AkR2k®C de 1ido por f(H3/Z)" F(~)®z, para quais 
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k 2k quer $ E A R e z E C. 

r interessante notar que, se {$1'••·•$m} for base para AkRZ~ 

então {~ 1 -® 1, ... ,$m ® 1} e base para o complexificado AkRZk ®C, de mo 

do que a matriz real representando f em relação a base considerada acima 

coincide com a matriz complexa representante de 'f em relação a base aci- .

ma de A kRZk ® C • 

Identificamos então f com T. 

Em tudo o que segue, AkRn ®C representa o SO(n)-mÕdulo com -

plexificado. 

Agora, se n : 2k com k impar, os autovalores de fk sao i e 

AkRZk ®c se decompõe como soma direta de dois submÕdulos de autovetores 

as;ociados a -ri -2 a ~i, tespect1vamente. 

Notemos também que, para quaisquer n e k, AkRn ®C ê i somo!. 

fo, como SO(n)-mÕdulo, a AkCn. Para ver isto, basta considerar o isomor

fismo de AkRn ®C sobre AkCn que a cada e. (I ••• Ae. ® 1 E AkRn ®C as 
1 1 1 k 

sacia e. A ••• Ae. e AkCn 
1 1 . 1 k 

Seja Àk o elemento do anel de representação de SO(n) cujo 

- - kn - kn representante e o SO(n)·modu1o A R ®C -A C • Vimos que Àk = Àn-k e 

que, se n = 2r, ArRn ®C se decompõe como soma direta de dois SO{n)

submÕdulos complexos formados respectivamente por todos os autovetores as

sociados a +1 ou +i e a r·1 Ol! -i, conforme r seja par ou Tmpar. 

Denotemos estes submÕdulos pDr V e W, respectivamente. Log'o 

-Àr e igual a soma 

Àr = [V) + [W] 
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3.2 Teorema: 

Se n = 2!'l-l, o anel de representação RSO(n) -e o ane 1 de po-

linÕmios Z[Ãl' ••• ,Ã,J • Se n = 2r, o anel RSO(n) e gerado, como anel 

algebric!!_ 

+ ->.r e Àr são nota 

çoes convenientes de [V] e [W] 

Prova: 

Inicialmente consideremos o caso n = 2r+l. 

Seja A( e) a matriz 2 x 2 dada por 

[ cos e sen : l e< 
A( e\ = R • 

-sen e c os 

A matriz A( e) representa uma rotação de ângulo e em R2. 

Seja T o subgrupo de SO(n) de todas as matrizes da forma 

Oiag(A(e1) •.•• ,A(er),l), ou seja, das matrizes n x n formadas por r 

blocos A(ei) dispostos ao longo da diagonal principal, cujo Ültimo ele

fllento é 1 e vs demais elementos da matriz são nulos. 

A topologia induzida de SO(n) torna T um grupo topolÕgico 

isomorfo ao r-ésimo toro Tr. Um isomorfismo ê dado pela apiicação de T 

sobre Tr quo a cada Diag(A(e1), ••• ,A(er),,) assoC'ia [(ep···•er)] 

Vamos mostrar que T ê um toro maximal em SO(n). 
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3.3 Lema: 

Cada elemento de S0(2r+l) 

menta do toro T. 

-e conjugado em S0(2r+l) a algum el~ 

Por ora, suporemos este fato como verdadeiro. 

Então RS0(2r+l) pode ser considerado como subanel de RT = 

[ -1 -1 -Z a1,a1 , .•• ,ar,ar J, onde aj e a classe de isomorfismo do 

com a atuação Diag(A(e1), •.. ,A(er),l).z = eie;z, para todos 

Diag(A(e1), ... ,A(er),l) E T. 

T -módulo 

z s C e 

O grupo de Weyl W = Nr/T de S0(2r+l) em relação a T consis-

c 

te de todas as permutações dos indices de 

tituições (8l'"''err--.. ctel, ... ,:':er) 

e1, .... ,e r compostas com as subs 

, tendo portanto 2r r! elementos. 

RGu1ment~, o üUtcmcrf~smc de 

associa ·o;ag(A(-e1),A(e2), ... ,A(er),l) pode ser obtido por conjugação pe-

la matriz B = Diag(-1,1, ... ,1,-l) pertencente a NTC: S0(2r+l). 

Por outro lado, tamb'ém os automorfismos de T que efetuam pennu 

tações nos indices de e1, .•• ,er são obtidos por conjugação através de ele 

mentos de NT. Isto pode ser visto notando que a matriz 

pertence a S0(4) e 

o -1 o 
o o -1 

o o o 
1 o o 

Então todas as permUtações que trocam dois eler::cntos con::;ecuti -

vos são obtidas por conjugação por matrizes dlt) tipo Di (l~i ( 1, ... , 1 ,D, 1, ..•• 1) 



- 44 -

pertencentes a NT. 

Por exemplo, a· automorfismo de T que a cada matriz 

Diag(A(e 1), ... ,A( e r) ,1) associa Diag(A(e 1) ,A(e 3) ,A(e
2

) ,A(e 4), ••• ,A(er) ,1) 

e obtido por conjugação através da matriz (2r+l}x(2r+l) 

Di ag ( 1,1 , D, 1 , .. ., 1 ) 

Então todos os automorfismos de T correspondentes as transposi 

çoes (i i+l), com l<i~r-1, são obtidos por conjugações por elementos de NT 

e como estas transposições geram o grupo simétrico Sr, W contém todas as 

permutações de indices de e1, .•• ,er' todas as substituições de e1 por ±e; 

e todas as composições feitas a partir destes elementos. 

~1ostremos agora que H cOntém apenas estes elementos. 

-Seja U = Diag(A(e 1), ... ,A( e r), i), onde os 

is distintos e não nulos. 

e. 
1 

sao nuu1ero~ ted-

Um cãlculo simples mostra que seus autovalores sao 
+. 

1 e -161 
' ' ... ' 

com respectivos autovetores 

-1 temos BUB 

+ . + . 
e2r+l' e,- 1e2''"' e2r-1- 1e2r 

T 1 . d BUB-l 1 e:: , e ap 1can o a qua quer au-

tovetor acima, digamos, a e2j-l + ie2j' obtemos 
-1 . 

BUB (e2j-l + 1e2j) = bj(e2j-l + ie2j) , 

com bj complexo de mÕdulo 1. Logo B-1(e2j-l + ie2j) e autovetor de 11 

e portanto 

-1 + 
B (e2j-i + ie2j) = aj(e2k-l - ie2k) , com aj " C. 

Da mesma forma, 
-1 

B e2r+l =a e2r+l , com a e: C. 

Concluimos então que 
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B(ezk-1 + iezkl • ck(ezj-1 t iezj)' 

com ck complexo de módulo 1 e j = cr(k), para k = l, •.. ,r, onde a E Sr. 

FazendO ck = cos $k + isen ~k' a comparação das partes real e i

maginãria da igualdade acima fornece 
-

B e2k-l • cos ~k e2j-l + sen ~k e2j e 

Tambem B e2r+l • c e2r+l , com c< C de mõdulo 1. 

Logo a ação de B sobre os pares de eixos e2k-l e e2k e da-

da por 

( 1) 
B e2k-l • cos ~k e2j-l - sen ~k e2j 

B e2k • sen ~k •zj-1 + cos ~k •zj • 

e então B realiza essencialmente uma rotação seguida por uma pormutação de 

eixos, ou ·:, 

B e2k-l • c os ~k •zj-1 + sen ~k e2j 
(2) 

Be2k • sen ~k •zj-1 - cos ~k e2j • 
e então B realiza uma rotação seguida por uma permutação de eixos e de uma 

reflexão do e_ixo e2j" 

Definamos então as matrizes reais 2r+l x 2r+1 auxiliares Rf' P 

e R por 

p •zk-1 • ezj-1 • p •zk • 

para k • 1 ' o • o ' r, e 

R f •zr+ 1 • •zr+ 1 • p 
•zr+ 1 

e fi na 1 mente 

R • Diag(A(~ 1 ), .•. ,A(~r),1) 

e2j 

• c e2r+ 1 

caso 

caso 

' 

8 atue como em 

B atue como em 

(2) 

( 1 ) 
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Então B = RfPR, donde para qualquer matriz O= Diag(A(91),, .• , 

pertencente a T, temos 

BDB-l = RfPRDR-lP-lRfl 

uma vez que R pertence a T. 

donde 

Um simples cãlculo mostra que PD = X, onde 

x = cos ek 2j-l 2k-l ' x2j-1 2k = sen ek ' 

x2j 2k-1 =-sen ek , x2j 2k = cos ek 
Logo (XP-l)t = PXt = Diag(A(-9 _, ), ... ,A(-9 _, ),1) 

cri ojl. 
-1 . PDP = D1ag(A(e _, ), ..• ,A(e _, ),1), 

a.~ a~~. 

Como RfDRf-l = Diag(A(±e _, ) , ... ,A(±e ., ) ,1), concluimos que qua_! 
. crj o...., 

quer automorfismo de T obtido por conjugação através de um elemento de NT 

e composição de permutações dos indices de e,, ..• ,er com substituições de 

9; por :!:e; 

O anel RT 1 ~ de todos os elementos de RT que são invariantes p~ 

-1 -1 la atuação de H é então constituído pelos polinômios em a 1,a1 , •.. ,at,ctr 

que são invariantes por pennutações de a1, ... ,ar e por substituições de aj 

por 

Temos RS0(2r+l)c RTW' Vamos calcular RTW' 

Primeiramente consideremos um elemento __ 4' t:RT invariante pela 
-1 

tr.oca de "l por a 1 
-1 -1 

a2' a2 ' ... ,ar,ar . 

Então rp pode ser escrito como po_linômio 

De fato, podemos escrever 
j -1 -1 

4J =E a 1 fj(a 2 ,a.2 , ••• ,ar,ar), 

-1 
em a.l+a.l, 

onde .-. -1 -1 
pol1nom10 em a 2 ,C(2 , •.. ,ar,ar e a somatõria ê efetuada sobre 
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todos os j inteiros. 

Como ~ ê invariante pela troca de n1 por ní1, temos f.= f . 
J -J 

e 
j -j -1 -1 -1 -1 

~ =.E (nl + nl )fj(n2,n2 '• .. ,nr'"r ) + fo("2'"2 , ... •"r•"r ) 
J>O -1 2 -2 -] 2 

Sejam hl = al + al e h2 = al + al = (al + "1 .) - 2 • 

n -n Se hn == a 1 + a1 , n ~ 3, podemos demonstrar, por indução, que 
-1 

hn = (nl + "1 )hn-1 - hn-2 • 

Isto implica que $ pode ser escrito como polinômio em a1 
-1 -1 

a2,a2 , .•• ,ar,ar 

de · a; 

mio em 

Agora suponhamos ~ue $ ~ RT seja invariante sob todas as trocas 
-1 . 

por o:; , 1 = 1., ••• , r. 

·um argumento indutivo mostra que $ pode ser escrito como polin-ª. 

-1 -1 
a1 + a1 , ••• , ar + ar , r -1 -i) ou seja, 4> e:Zla1+a1 , •.• ,ar+ar • 

Se $ for ainda invariante sob permutações dos índices de a1, ••• , 

ar' então, -do mesmo modo que para U(n), <P pode ser expresso como polinômio 

em L 1, ••. ,-rr, 
-1 

... ' ar + ar 

Como 

onde Tk e a k-êsima função simêtrica elementar de a1 
ou seja, 

-1 -1 
'k = E (a; +a i ) ... (a; + a. ) 

H'!l(· ·<'Ri- 1 1 k l k 
claramente ,.k E: RTW' concluímos que 

RTW = Z['l' ... ,Tk] . 

Vamos agora expressar os elementos Àl'"''Àr de RS0(2r+l} c: RT 

em termos destas funções simétricas elementares. 

Consideremos c2r+l como T-mõdulo com a atuação 

Diag(A(e1), ... ,A(er),l).(z1, ... ,z2r+l) = 

= cose1z1 + sene1z2,-sene1z1 + c_ose1z2, .•• ,coserz2r-l + senerz
2
r, 

-senerz2r-l + coserz2r,z2r+l) • 
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[- 2r+l] -1 -1 Vamos mostrar que C = a1 + a1 + ••• + ar + ar + 1 . 

Como dois G-mõdulos são isomorfos se e somente se possuírem o 

mesmo carãter (teoremas 3.13 e 3.16 do capitulo I), calculemos os caracte-

' d [c2r+l_] d -1 -1 1 . res x e x e e e a1+a1 + •.. +ar+ar + , respectlVamente. 

Façomos A= Diag(A(a 1), •.• ,A(ar),l). A matriz representativa,em 

relação a base canônica de c2r+l, da aplicação linear que a cada 

(zl''' .,z2r+l) € c2r+l 

e portanto 

o 2r+l 
assocn A.(z1, ••. ,z2r+l) e C ê a prõpria A , 

x(A) = 2cosa 1 + .•• + 2cosar + 1 • 

Como X' (A) = Xa (A) + Xc,-' (A) + •.• + Xa (A) + Xc,-<(A) + X] (A)= 
·a ·a ·a 1 ·a 1 r r = e1 

1 + e- 1 1 + ••• + e1 
r + e- 1 '"+ 1 == 2cose 1 + ••• + 2coser + 1, 

n·'u'mos qu- ' e q·'- [c2r+1] · -1. · + -l+ 1 corl..l 1 ~ x =x 1.k: =a1 .,.a1 T,.,Tar ar . 

O lema 2. 7 do capitulo I mostro que Ãk = [Akc2r+l] e a k-esi 

ma função simétrica elementar em a 1, ai1 , ... ,ar' a;1, 1 , para k = 1 , •.. ,r. 

e 

ples 

- -1 -1 Entao ~l = a 1 + a 1 + ••• +ar+ ar + 1 = t 1 + 1, 
-1 -1 

Ã2 = "1"1 + "1"2 + 00 
• +"r 1 = T2 + Tl + r 

ÀJ = T3 + T2 + (r-l)Tl +r, 

Queremos mostrar que Àk é polinômio em t 1 , .•. ,tr .E- um sim -

problema de anãlise combinatõria • 
±] ±] 

Temos Tk =E (a. oo .a. ) 
.i5L1< .. ·<~5t 11 lk 

- -1 e a soma de todos os produtos de k elementos dentre a 1 ,a1 ., ... ,ar' 

Então todo somando de Tk comparece como somando .de 

Àk exatamente uma vez. 
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Consideremos um somando a de Àk-Tk • Então a e um produto 

de k elementos dentre -1 -1 
a1 ,a1 , ••• ,ar,ar , 1 e apõs cancelamentos obtemos 

±1 tl 
a = a; ••• a1 , com s<k e os 

1 s 
a· , ••. ,a. sao todos distintos, ou ,, ,s obtemos 

a= 1. 

Suponhamos a# 1. Então a e somando de Ts. 

Procuremos detenninar o numero de somandos de Àk que, apos can 
±1 ±1 

celamento , fornecem a; .•. a; 
1 s tl ±1 Se k-s for par, podemos escrever a; . , .a.; como somando de Àk 

multiplicando-o por (k-s)/2 
1 -1 s 

produtos do tipo a-a· 
J J 

com os a· 
J 

todos 

distintos entre si e dos anteriores. 

.Então o nurac:ro de somandos de Àk que aros cance 1 amento forne -
tl tl ê exatamente iguai - binúmial 

ck:s~/; 
I cem a .... a. ao numero 

) ,, 1 s 

Se k-s for impar, ±1 :':1 
a. . .. a. 

1 1 1 s 
e por (k-s-1)/2 

pode ser escrito coma somando 

de Àk multiplicando-o por produtos do . -1 t1p0 a.a. 
J J 

com os aj todos distintos entre si e dos ante ri ores. 

Então o nUmero de somandos de Àk desejados ê exata~ente igual 

a 
( 

r-s ) 
(k-s-l)/2 

Caso o. = 1, suponhamos k par. Seja S um somando de Àk ta 1 

que e= 1. Então o elemento 1 nao pode aparecer como fator de G. 

Como se O'.i for fator de também o serã, temos exata-

mente tais somandos. 

Se R for Tmpar, o elemento 1 aparece forçosamente como fa-



- 50 -

tor de S, e portanto temos exatamente tais somandos. 

( kÍ2 ) se k for par, 

((k~l)/ 2 )se k for impar 

( r - s ) 
{k-s)/2 se k-s :cfor par 

1 

e as = 
! r - s ) se k-s for impar (k-s-1)/2 

Então mostramos que ).k =:·Tk + (combinação linear dos T1''''' 

Deste modo,. cada polinômio em t 1, ... ,T 1 .T pode se expres-r- r 

so como polinômio em >. 1, •• •. ,Àr e reciprocamente. 

Provamos assim que 

Z[>- 1, ... ,>-,J C RS0(2r+l)cRT11 = 

Isto completa a prova do teorema 3.2 • para n 1mpaY', a menos 

do lema 3.3. 

Provemos agora o teorema quando n = 2r. 

Seja T C S0(2r) o toro constitui do por todas as matrizes do 

tipo Diag{A{e 1), ..• ,A(er)). 

Suponhamos que todo elemento de S0(2r) seja conjugado em 

S0(2r) a algum elemento de T. Isto se rã demonstrado juntamente com o 1e 

ma 3.3. 

Determinemos o grupo de l·!eyl W de S0(2r) em relação a T. 

Como Oiàg(-1,1,-1,1,1, ... ,1) pertence ao norma1izador NT e 

Di a g (- 1 1 , - 1 , 1 , 1 , ... , 1 ) Di a g (A ( e.1 ) , ... , A (e r) ) o i a g (-1 , 1 , - 1 , 1 , 1 , ... , 1 ) = 
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= Oiag(A(-91),A(-92),A(e3),. • .,A(er)) , 

vemos que o automorfismo de T que troca 91 por -91, 9z por -92 e dei

xa invariantes os demais pertence a W. 

De modo anãlogo ao que foi feito para S0(2r+l), prova-se que 

os automorfismos de T que permutam os indices de e1, ... ,ar também pe! 

tencem a W. 

Então, por composição, todos os automorfismos de T que tro -

cam e i por e:1 a i , .com e:; = ±1 , i = 1 , ... , r, e E: 1 ; .E =],também r . 

estãO· em ~/. 

Com o mesmo raciocTnio utilizado para n = 2r+1, mostra-se que 

os 

temos 

automorfismos acima são exatamente os elementos de W. 

Então RS0(2r) e subanel de RT~ 1 .e vamos calculã-lo. 

r claro que RTw contém as funções simétricas elementares 
-1 -1 relativas a. o:1+a1 , ... ,a. +a. • r r . 
-1 -1 Como 'r = (a1+a1 ) ... (ar+"r ) = 

= 

+ 
'r -

+ L a~ 1 

EJ'" t.,:: -.1. 

e 

, com 

pertencem a RT W' 

Podemos mostrar, como no caso anterior, que todo polinômio 

de RT~ 1 pode se escrito como polinômio em 

deve ser invariante por permutações de a.1 , .. )nr' temos 

T Z[ + -J R W = TJ, .•. ,Tr-l'TrjTr 

T 1 ' 

Lembremos que À1 , .•. ,À r são as funções simétricas elementares 
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e x2 = -r 2 + r • Vamos mostrar que -\ e poli 

Os somandos de tk aparecem exatamente uma vez como somandos 

de Àk' Repetiremos o racioci'nio anterior. 

Seja n 

!1 !1 
um somando de Àk- tk' Apõs cancelamentos, obtemos 

-a =a- ••• a. 
,, 1 s com os a; todos distintos, s < k, e notemos que k-s e 

par,oua=l. 

!1 !1 
a· · .. a· 11 1 s 

Se a f 1, certamente a é somando de ,-
5

• 

O nUmero de somandos de Xk que, apõs cancelamentos, fornecem 

ê então (.- · r - s ) 

(k-s)/2 

pois tais somandos porlem ser obtidos multi-

!1 !1 
plicando-se a ...• a. por (k-s)/2 fatores do tipo 

11 1 s 
distintos entre si· e dos a; anteriores. 

se k 

e 

onde 

for 

Se ex =: 1, o nlirrero de somandos de Àk que o fornecem é ( r ) 

k/2 

par e zero se k for impar. 

Logo Àk = 'k + r a ,. 
s~2}+,·«~1v1 S S + ( k~2 ) se k for par 

Àk + .r a5 t 5 
Sê k for < 

= 'k 1mpar, 
!'i o::l/3/'''Jil-l 

as =(r-s) 
1 (k-s)/2 

Em particular, 

(2) (4) 161 
Àr = Tr + 1 Tr-2 + 2 tr-4 + \3,,.r-6 + ••• 

Por outro lado, Àr = [V] + [11] , e [v] e [>n são combinações 

lineart~ com coeficientes inteiros não negativos dàs funções simétricas e-
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lementares + -
t 1, ... ,tr-l e de Tr,tr e 1. Temos, por exemplo, 

+ -V = at r + bt r + a , 

onde a e b sao inteiros iguais a o ou 1 e a e combinação linear 

de ,.r_1, ... ,,.1, 1. 

Sejam B a matriz Diag(l, ... ,l,-1) 

- · d c2r T B a base canon1ca e . emas .ei = e; se 

atua sobre Arc2r atravês de B.e. "' ... Ae. = 
1 1 1 r 

i F 2r, B.e2r = -e2r e B 

B.e.A ••• ~o.B.e. ,, , r 

Então B troca V por W. 

De fato, se v € V, podemos escrever 

v=v1 +v2 , 

onde v1 = r a.· . e.A, ,,Ae. .e 
·-f.s:it··d"ü't ,,,.,,r,, ,r 

obtendo 

donde 

e portanto 

B.v = B.v1 + B.v2 = v1 - v2 , 

fr(B.v)= fr(v1) • fr(v2) 

Por outro 1 ado, 

B.fr(v1) = -fr(v1) e B.fr(v2) = fr(v2) 

fr(B.v) = - B.f,(v1) - B.fr(v2) = 

= -(B.fr(v1) + B.fr(v2)) = -B.(fr(v1) + fr(v 2)). 

Como v (ou iv) = fr(v) = fr(v 1) + fr(v2) • 
concluimos que fr(B.v) = -B.v (ou -iB:v) , 

B.vs>l. donde 

Da mesma forma mostramos que B.w e V para qualquer w E \L 

Então h: V -~ ~I dado por h(v) = B.v e um isomorfismo de es 

paços vetoriais. 
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Consideremos agora o espaço vetorial V com a atuação 

*• S0(2r) X V --+ V 

(A,v) ~-+ BAB.v 

Então h(A*v) = h(BAB.v) = B.((BAB).v) = (BBAB).v = (AB). v = 

= A.(B.v) = A.h(v) 

mostrando assim que h - verdade um isomorfismo de S0(2r)-mÕdulos. e na 

O homomorfismo de grupos 

b: S0(2r) --+ S0(2r) 

A 1'-+ BAB 

induz um homomorfismo de aneis Rb: RSO(?r) --+ RS0(2r) de tal modo que 

-1 
Rb(a;) =a; se i f- r e Rb(ar) =ar pois, para qualquer matriz A= 

= Diag(~(e 1 ),. .. ,A(er)), temos BA.B = Diag(A(e 1), ... A(er-l),A{-er)). 

Pelo que foi visto acima, 

Rb ([V] ) = [W] 

Então [WJ Rb([VJ) 
+ -

= = Rb(atr + btr +a) = 

+ - - + 
= aRb(tr) + bRb(tr) + Rb(cr) = atr + bTr + cr, 

(V] + [ti] + -e À r = = (a+ b)(tr + tr) + 2cr ' 

com a + b = 1 . 
Logo, denotando [V] e [H] convenientemente por À; e Àr 

temos 

e 

+ + 
À = T + T 2 + 3 T 4 + 5 T 6 + rrr- r- r-

À-=T-+T 2+3t 4+5t 6+ rrr- r- r-

Isto mostra que qualquer polinômio em + -
Tl'''''Tr-l'Tr,Tr 

- + -ser expresso como polinomio em À1, ... ~Àr-l'Àr,Àr e reciprocamente. 

pode 
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Logo RS0(2r) = Z[Ã1 ,0 o o ,Àr-l'À;,q 

O cãlculo da relação polinomial entre os geradores serã feito na 

prõxima secçao. 

Vamos agora demonstrar o lema 3o3 

Seja U E SO(n)o A matriz real U pode nao possuir nenhum aut.2_ 

valor em R, mas certamente possui um autovalor c1 = a1+ ib1 E C não nu

lo, com ]c1] = 1, que admite um autovetor z1 = x1 + iy1 pertencente ao 

espaço vetorial complexificado R"® C, com x1,y1 E R" o 

temos 

n Se c1 E R, podemos escolher z; em R o 

Como Uz1 = Ux1 + iUy1 = c1 (x1 + iy1) = (a1 + ib1) (x1 + iy1) = 

= (alxl - blyl) + i(alyl + blxl) 

ux1 = a1x1 - b1y1 e Uy1 = b1x1 + a1Y1 

Seja v1 o subespaço de R" gerado por x1 e y1, e seja vf 
seu complemento ortogonal relativo ao produto interno canônico: 

vt = {w E R" :< w,ax,+Syl> = O, v a,S E R ) 

E t - U(V ) v 1 .. , E v.)., temos n ao 1 c 1 e como para qua quer ,. 
t t <Uw,ax1+sy1> = <,.J,aU x1+SU y 1> ~ 

2 2 2 2 
=<~<,a (a1x1tb1y1 )/(a 1tb1) + S(a 1y1-b1x1 )/(a 1+b1 )> = O , 

.l .l 
para quaisquer a,S E R, concluimos que U(V1)c v1 

Por indução 

v.l 
1 

b d d V.l d' t so re n, po emas ecompor 1 em soma ·1 re a 

= v2 "' .. o <~> vk 
de subespaços invariantes em relação a U, de dimensões não maiores que 2, 

mutuamente ortogonais. 

Logo Rn = v1 <0 .. o e\, com U(Vi) c Vi e dim Vi::_ 2, pa-
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ra i= l, •.• ,k, sendo v1 gerado por elementos x
1 

e Y; em R0
, como a

cima. 

Consideremos agora o operador linear ortogonal h: R0 
--+ R0 

cuja matriz em relação a base canônica do R" é U. 

Seja h; a restrição de h a V;, para i= l, ... ,k. Se a di 

mensão de V; for 1, Vi é gerado pelo autovetor X; em R0, que pode 

ser considerado com norma 1, e h;{x;) = ±x; • Se a dimensão de V; for 

dois, V; é gerado pelos vetores X; e Y; do R0 e a matriz de h; em re-

lação a esta base é 

2 2 com a1 + b; = 1. Podemos fazer a1 = cos e1, b; = sen a1, para algum e1cR. 

ou 

Como h. ê ortogonal, temos 
1 

<h.(x.),h.(y.)> = <x.,y.>= 
1 1 1 1 1 1 

2 2 = a1b1<x1,x1>- a;b;<y1,y1>+(a1-b;)<x1,y1> 

2 (!) a.b.(<x.,x.>- <y.,y.>) = 2b.<x.,y.> 
11 ,, 11 111 

Se Z;= x1+iy1, Z;+iz; também é autovetor correspondente a 

a;+ib;, donde 

e portanto ( 11) 

Desde que neste caso b; não é nulo, a comparaçao de (!) e 

(II) resulta -a~<x 1 ,y 1 > = b~<x 1 ,y 1 > , 

e portanto <X; ,y1> = O. Também <X; ,x1>= <Y; ,y1> , e podemos considerar 

{x1 ,y1} como base ortonormal de v1, talvez dividindo xi e Y; por sua 

norma. 
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Então, apÕs talvez reenumerarmos os somandos da decomposição 

R" = v1 (±) ••• ffi Vk' a matriz de h em relação a base ortonormal formada p~ 

la união das bases consideradas dos somandos diretos ·serã 

B = Diag(A(e 1), ... j\(8s),-1, ••• ,-l,l,. .• ,l) 

onde o numero de vezes que o elemento -1 aparece na diagonal ê par, uma 

vez que detU = 1. 

Como Diag(-1,-1) = A(1r) e Diag(l,l) = A(21T), vemos que B per 

tence a T. e como B e U são matrizes do mesmo operador h em relação 

a bases ortonormais, existe. D e O(n) tal que B = DUD-l. 

Resta mostrar que D pertence a SO(n), ou seja, que detU é po-

sitivo. 

As colunas da matr·iz U (respectivamente B), consideradas como 

vetores do R", formam uma base para o R", que denotaremos por ll(respec-

tivamente l8). 

Se V. e 0-3 ti verem a mesma orientação, o detenni nante da ma -

triz mudança de base O serã positivo. 

Se U e 18 não possui rem a mesma orientüção, como o operador 

h preserva orientação, trocamos os dois primeiros vetores da base formada 

por XpYp· .• ,xk,yk do Rn. obtendo uma nova base em relação a qual a ma 

triz de h e B' = Diag(A(-e1);A(e 2), ••. ,A(es),-1, ••. ,-l,l, .•. ,l). 

Como '11 e esta nova base possuem a mesma orientação, existe 

D' em SO(n) tal que B' = D'UD'-l. 

Isto demonstra o lema. 
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4. Q grURO Spin(n) 

Elie Cartan desenvolveu um mêtodo geral para construir represe~ 

tações irredutiveis de O(n) (ou qualquer outro grupo semi-simples) consi-

derando 11 operações infinitEsimais•• e encontrou, como alicerces de sua teo 

ria, as representações tensoriais e uma representação independente destas 

cujos elementos atuantes foram denominados 11 spinors". 

"Spinors" no espaço de quatro dimensões ocorrem nas equaçoes de 

Dirac para o elétron, sendo as quatro equações de onda as componentes de 

um 11 Spinor11
• Dirac mostrou também a conexão entre 11 spinors 11 e o grupo de 

Lorentz, mais tarde tratada matematicamente por vã.n der ~Jaerden. 

Ca rtan estabeleceu as propriedades dos 11 spi nors 11 estudando ape-

nas ar 11 rotações infinitesimais 11
• Brauer e Hey1, em 1935, em seu ãttigo 

[2], conseguiram simplificar a construção do grupo Spin(n) e a demonstra

ção de suas propriedades, utilizando-se da ãlgebra de C1ifford,obtendo, a 

partir disto, que as equações de Dirac do movimento de um elétron e a ex -

pressão da corrente elétrica sao univocamente determinadas, mesmo no caso 

de dimensão arbitrãria. 

Definiremos o grupo Spin(n) através da âlgebra de Clifford so-

bre R ou c. 
4. 1 A ãlgebra de Clifford An. 

Consideremos o espaço vetorial real R" munido dã forma quadrâ-

tica 

(u,v) = -(u
1

v1 + ... + unvn) • 
onde "i e Vi sao as coordenadas dos vetores u e v do Rn 

' .respectiv!:_ 
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mente, em relação a base canônica do R0. 

Tudo o que segue pode tambêm ser feito em relação a qualquer o.u

tra forma quadrãtica. 

Sejam T(R") a ãlgebra tensorial de R" e I o ideal gerado por 

todos os elementos da forma u@ u - (u,u) , com u e: R". 

e: R" 

jeção 

Denotemos por A·: 
n 

--+A 
n 

a composição da 

p: T(R") --+ A n • 

a ãlgebra quociente T(R")/I e seja 

inclusão i: R" --+ T 1 (R") c T(R") com a pro-

Então Ah ê gerada pela imagem e(R") e e2(u) = (u,u)l, para 

n -qualquer u E R , onde 1 e a unidade de An. 

A ãlgebra real An goza da seguinte propriedade universal : 

para qualquer aplicação linear h: R" _ _,A, onde A é urna âlgebra reai. 

qualquer, ta 1 que 

h2(u) = (u,u)l, V u E R", 

existe um Ünico homomorfismo de ãlgebras h': ~ -- A com h'o e = h. 

De fato, existe h'': T(R") --+A, homomorfismo de ãlgebras re

ais, tal que h". i =h, por propriedade de T(R"). Uma vez que h"(I) ={0/, 

existe um homomorfismo de ãlgebras h': An --+A tal que h'.,e =h, como 

• quer1 amos. 

A unicidade de h' decorre do fato de 6(Rn) gerar An , 

4. 1.1 Definição: 

A ãlgebra An, juntamente com a aplicação e, construída acima , 

ê denominada n-és i ma ãl gebra de Cl i fford (ou s imp 1 esmente ãl gebra de 

Clifford) associada a forma quadrãtica ( , ) • 



- 60 -

Observemos que a ãlgebra de Clifford e essencialmente Única, uma 

uma vez que para qualquer outra ãlgebra An' real e qualquer aplicação lin~ 

ar e•: R"--+ An' tal que e' 2(u) = (u,u)l, satisfazendo a propriedade un.f. 

versal considerada acima, existe um isomorfismo de ãlgebras f· A --+ A ' . n n 

tal que e• = foe • 

Identifiquemos e(e;) com ei' para i = l, ..• ,n. Então An 

gerada por e1, ..• ,e
0

, e valem as relações 
2 e;.= -1 , eiej + ejei = O (i t j) , 

-e 

pois 2 2 ei = 8 (e;)= (•;·•;)1 = -1 , e· como 

e2(e;+ej) = ~ 2 (e;) + e2(ej) + e(e;)e(ej) + e(ej)e(e;) 
2 2 2 e (e.+e.) = (e.+e.,e.+ej)l = 8 (e.)+ e (e.) 

lJ 1J1 1 J 
e • 
vemos que eiej + ejei ~ O • 

Considerada como espaço vetorial sobre R, An tem uma base cons 

. .d 1 2" - . Í-:1 ;"" d 1 o 1 t1tu1 a pe os monom1os e1 ••• e0 , on e os expoentes va em ou . 

A demonstração deste resultado não serã apresentada aqui. Encon

tra-se, por exemplo, em [6] . 

Mais tarde desejaremos utilizar a álgebra de Clifford sobre os 

complexos e então denotaremos por An ~ C a âlgebra complexificada. 

Denotemos por An + o subespaço veto ri a 1 de Ali gerado por 1 e 

monômios e; .•. e; , com k 
1 k 

par, e por Ah por todos os 

rial de An gerado por todos os monômios 

+ - -Na verdade, An e subalgebra de An e An-l 

Um isom"rfismo de ãlgebras ê dado por 

o subespaço veto 

k Tmpar. 

ãlgebra graduada. 

e isomorfa a 
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+ - + A 1 = A l "' A l --+ A n- n- "' n- n 

Fixemos os 

a é b 

2° e 1 ementos 

1--..,. a +·be 
n 

- i 1 i..,., basi cos e1 ..• e
0 

de A
0 

numa certa 

Então, para cada x E A
0

, podemos representar o operador linear 

L(x): A
0 

--+ A
0 

Y 1--+ xy 

por uma matriz real de ordem 2°, que denotaremos tambêm por L(x) . 
n 

Como espaço vetorial real, A
0 

é isomorfa a R2 , e então pode -

mos muni-la de uma topologia simplesmente transportando a Ana topologia 
2n 

usual do R , de modo que o isomorfismo se torne· um homeomorfismo. 

As operações de adição, multiplicação e produto por escalar são 

• • cont1nuas e se denotatmos A0 o grupo multiplicativo dos e1err:2ntos inver 

síveis de A
0

, com a topologia induzida, então a operação que a cada x em 

A
0
* associa seu inverso x-l em Ah* também ê continua. 

Esta Ultima afirmação pode ser verificada considerando, para c2_ 

* da x e An , o isomorfismo de espaços vetoriais L(x): A0 -- A11 , e verifi 

cando qUe x-l é solução iínica da equação- matricial 

l(x). [y] = [1] , 

onde [y] e [1] representam as matrizes de y e 1 em relação a base de 

An considerada acima, respectivamente. 

* Então An e grupo topolÕgico. 

4.1.2 A exponencial em A
0 

A aplicação L que a cada x e An associa a matriz real L(x) 

e homeomorfismo de An spbre algum subespaço do espaço vetorial de todas 
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t . . d -d 2n, po,·s as ma r1zes rea1s e or em L(x).l • x, mostrando que os coefici-

entes de x tambem são coeficientes de alguma coluna da matriz L(x). 

Temos L(l + x + x2
12 + ••• + xm/m!) • 

• L(l) + L(x) + (l/2)L(x)2 + .•• + (1/m!)L(x)m 

Se m tende ao infinito, o lado direito da igualdade acima tende a expL(x). 

Para a definição e propriedades da exponencial de matrizes, vide, por exem-

plo, [4] 

Desta forma, como L é homeomorfismo de P.n sobre sua imagem, 

1 + x + x212 + •.• + xm/m! , para qualquer x em A~, tende a um Uni co ele 

menta de An' que denotaremos por exp x, satisfazendo a 

L(exp x) • exp L(x) 

Temos exp(x + y) = exp x exp y, para quaisquer x e y em J\n 

com xy • yx. Em particular, exp(-x) • (exp x)-l, donde exp x E An* 

* Para cada x E An , o operador linear lj!(x) de An que a cada 

associa -1 
xyx E: An pode ser representa do por uma matriz rea 1 de 

ordem 2n que denotaremos tambem por w(x). 

4.1.3. Lema: 

Para qualquer X E An, lj!(exp x) • exp X(x) • onde X(x) e a ma -

triz do operador linear 

X(x): An --+ An 

y r-..,. xy-yx 

Prova: 

Sejam y0 E An e y(t) • (exp tx)y0exp(-tx), para qualquer tER. 

Temos y(t +h) • exp(hx)y(t)exp(-hx) • (lthx+ .. ,)y(t)(l-hx+ .•. ), 
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donde dy/dt = lim (1/h)(y(t+h) - y(t)} = xy(t} - y(t}x = X(x)y(t} . 
h->0 . 

Esta equação diferencial ê equivalente a um sistema de 2" equa-

çoes diferenciais lineares homogêneas nos coeficientes de y(t} cuja solu 

çao e dada por y(t} = (exp tX(x) }y0 

Logo exp tx = exp tX(x} , para qualquer t e R. 

Isto demonstra o lema. 

4.1.4 Lema: 

Um elemento + a E An comuta com todos os elementos de An se e 

somente se for mÜltiplo real da unidade 1 de ftn, 

Prova: 

Seja a= r t. 
1
. e1

11 ••• ein, onde a sor1atôria é' efetuada so-
11". n n 

bre todas as n-uplas ;,, •.• ,in, com iJdgual a 0 ou 1 e il+ .•. +in e 
par. 

jã que i 1+ ... +in e par. 

Então se a comuta c.om e1, ..• ,en, devemos ter 

e portanto t. . 
, 1"., n 

logo a = t 1 o ... o 

= ( -1} i I t, , = .. , = ( -1 ) i, ,, ... ,n 
(i 1, ... ,in) i (n,. .. ,O) 

fl.. reciproca ê trivial. 
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4.2 O grupo Spin(n) 

••• , en • 

Denotemos por R" o subespaço vetorial de An gerado por e1 , 

Seja sn-l c A -
n 

a esfera unitãria constituída por todos os el~ 

mentes da forma t 1e1+ ... +tnen , com os reais ti satisfazendo. a condição 

2 2 t 1+ .•• +tn = 1 

, a i denti da de uv+vu = 

tnen e v = s 1e1 + ... + snen são elementos de 

-2(t1s1+ ..• +tnsn) 1 mostra que u e v a!!_ 

ti comutam se e somente se são ortogonais no sentido de que t 1s1+ •.. +tnsn= O. 

Se u pertencer~ sn-l, a igualdade acima para u =v reduz-se 

a u2 = -1, e portanto u ê inversivel com inverso igual a -u. 

Estamos agora em condições de definir o grupo Spin(n). t conve

niente definir antes um grupo maior denominado pin(n). 

4.2. 1 Definição: 
• Denominaremos pin(n) ao subgrupo multiplicntivo de An gerado 

n-1 por todos os elementos da esfera unitâria S • 

Cada elemento a pin(n) pode ser escrito como um produto de e 

lementos de sn-l : 

a= u1 ... uk 

Se x =r t; i e~ 1 ••• e~ ê um elemento genérico de An, den.Q_ 
* 1 • • • n . . 

tamos por x o e 1 ementa E t; . e~ 1 
••• e~ 

1 • • • 
1 
n 

No caso de a= u1 ••. uk pertencer a pin(n)~ com ui E Sn-l, te 

• mos se e somente se ê.a = 1 e 

* a c An se e somente se aa = -1. 

4.2.2. Definição: 
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Definição: 

O grupo Spin(n) e o subgrupo de pin(n) constituído por todos 

• os elementos a E pin(n) com aa = 1. 

4.2.3 

Em outros termos, Spin(n) = An+npin(n). 

* A topologia induzida de An torna Spin(n) um grupo topológico. 

Proposição: 

O grupo Spin(n) -e conexo por caminhos, para n > 2. 

Prova: 

se n = 1, s0 e o conjunto { -e1 ,e1J 

ambos desconexos. 

-e Spin(l) e igual a {-1,1}, . 

Para n > 2' Claramente Sn-l · h · 1' d e conexo por cam1n os, 1 mp 1 can o 

iJO resultado. 
. n-1 De fato, se a= u1 ... u2r pertence a Sp1n(n), com ui E S , 

- • [. J n-1 suponhamos r par. Entao existem caminhos cont1nuos a1, •.. ,a2r: O, 1 --s 
ligando u1, ••• ,u2r a e1, respectivamente. 

O caminho a:[o,l] -- Spin(n) dado por a(t) = a 1(t) ... a 2r(t) 

e cont1nuo e liga u1 ••• u2r a (-l)rl = 1. 

No caso de r set Ímpar, ex·istem caminhos continuas 
• 

a2,. • .,a2r: [O) 1] --+ 

"1: [o, 1] --+ sn-1 

unindo u2, ...• ,u2r a e1, respectivamente~ e 

unindo u1 a -e1• 

O mesmo procedimento do caso anterior fornece um cami~ho unindo 

u1 ... u2r a -(-l)rl = 1, como quet'iamos. 

Nosso objetivo ago:"e serã mostrar que Spin(n) 

vestimenta de SO(n). 

-e espaço de re -
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Para cada a E pin(n) e v E R0
, mostremos que * ava pertence 

n n-1 a R, Basta considerar a= u = u1e1+ ••. +unen em S • 

Pensando em Rn como espaço vetorial euclidiano com o produto 

interno canônico, podemos decompor qualquer elemento v= v1e1: ••• +vnen 

do R" como uma soma v= tu+ v' , com t real e v' em R". Basta fazer 

t = u1v1t ..• +unvn 

Logo 

e v' = v - tu. 

uvu* = uvu = u(tu + v')u = u(tu2 + v'u) = 

= u(tu2 - uv') = u2(tu- v')= -tu+ v' , 

mostrando que uvu* pertence a Rn • 

Podemos então, para cada a em pin(n), definir o operador linear 

<t> 1(a): Rn --.. Rn 
* v ,......, a.va 

Mostramos acima que, para é uma reflexão do Rn 

em relação ao hiperplano perpendicular a u. 

Seja O(n) o grupo topolÕgico de todas as transformações orto

gonais do Rn. Como composição de reflexões e uma tt·ansformação ortogonal, 

<t> 1(a) pertence a O(n), para qualquer a em pin(n). 

Definimos então o homomorfismo continuo de grupos .p.
1 
:de pin(n) 

em O(n) que a cada a em pin(n) associa a transformação ortogonal .p 1(a). 

Como cada transformação ortogona 1 do R" pode ser expressa co

mo produto de reflexões, o argumento anterior mostra que <1> 1 e um epimor-

fismo. 

Se a= u1 ••• uk pertence a 

uma vez que det .p 1 ( u) = -1 para todo 

pin(n), temos 

u em n-1 s . 

= (-l)k • 
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Isto mostra que a E Spin(n) se e somente se ~ 1 (a) E SO(n). Lo
-1 

go ~l {SO{n)) = Spin(n). 

Denotemos por ~ a restrição de ~l a Spin(n) 

~: Spin(n) --+ SO(n) 

.t claro que, para todo a E Spin(n), ~(a} e a retrição a R" do 

operador 1/l(a). 

para todo 

Determinemos agora o núcleo do epimorfismo ~. 

* Temos a E ker ~ se e somente se ~(a)e; = ei' ou seja, aeia =e;, 

* -1 -i = l, .•• ,n. Como a= a , isto e equivalente a aei = eia' ou 

seja, a comuta com todos os elementos de An • 

Como 

Pelo lema 4.1.4, a E ker ~ se e somente se a= tl, com tE R. 

* aa "' 1, temos + a= -1. 

Então ker ~ = {-1,+1} • 

Voltemos ao estudo da exponencial. 

Seja M o subespaço vetorial de An gerado por todos os elemeA 

tos e.e., com i~ j. Sua dimensão ê n(n-1)/2. Como todo subespaço vetori 
1 Jn 

al de R2 ê completo, exp x peftence a .A
11
+ para todo x em An+ . 

Seja x = l: a .. e.e .. em M. Temos X(x): .~ 11 _ _,. An dado por 
.:<;1J1J 

X(x)(y) = xy - yx e como 

X(e;ej)ek = 
concluimos que 

{ 2~. 
-2e~ 

1 

X(x){R11
) C R11

, V x c M 

se k ~ i,j 
se k " 1 
se k = j 

Um cãlcu1o direto mostra que, neste caso, a matriz de X(x) em 

relação a base canônica do R11 ê 
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o -2al2 
2al2 o 

[X(x) I R0
] = 2al3 2a23 . . . 

2a ln 2a2n 

-2al3 
-2a23 

o 

2a3n 

••• -2aln 
-2a2n 

• • • -2a3n 

o 
Como ~(exp x) = exp X(x), segue-se que para todo x em M te

mos ~(exp x)(R0
) c R0 

• Ainda det (~(exp x)IR0
) = det(exp X(x)IR0

) = 

e como 

= exp traço(X(x)IR0
) = 1 

O operador linear ~(exp x)IR0
: R0 

--+ R0 e ortogonal. 

De fato, se ~(exp x)(e;) = }, bjiej , temos 

~(exp x)(<~• xiei) = J, (i, xibji)ej 

_Por outro lado, 

!J!(cxp x)( ( .t X; C; )2
) "ij;(exp x)( }, xici) .y(exp x)( t X; e;) 

~ " 2 =-E{Ex.a .. )l) ;,J. ,,, 1 Jl 
~ 2 " 2 ~ 2 1)J(exp x)((,~, x;e;)) = tJ!(exp x)(:~.x;l) =-f, X; 1 , 

concluímos que 
~ 2 • " 2 Ex. =E (.E x.b .. ) 

~"".t. 1 .,):.i .... ~ 1 J1 

Como a Ültima igualdade se verifica para qualquer valor de X;• 

i = l, ••. ,n, temos 
- 2 ...... . 
E b . • = 1 e _E b .. b • k = O par a 1 I k , . . .;,,_ Jl ,., Jl J 

mostrando que realmente tJi(exp x)IR" e ortogonal. 

Logo ~1(exp x)IR" e: SO(n), para qualquer x e: M. 

Como .: Spin(n) --~ SO(n) e sobre, existe a E Spin(n) tal 

que •(a) = ~(exp x)IR", ou seja, tal que 

* ae;a = (exp x)e1(exp -x) = l, ... ,n . 
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Como * * * + (a exp x)ei = ei(a exp x), a exp x pertencente a An co-

muta com todos os elementos de An' Pelo lema 4.1.4, existe k real com 

* a exp x = kl, ou seja, exp x = ka, e como 

1 = exp x exp -x = 
* 2 = ka ka = k 1, 

* exp x exp x * = (exp x)(exp x ) = 

concluímos que k = ±1, donde exp x pertence a Spin(n), para qualquer XEM. 

Seja x1(x) a restrição de X(x) a R", para x em N.Temos 

xi(x) = -X1(x) e x1(x) =o implica em x =o. 
Então a aplicação x1 de M no espaço das matrizes reais anti

simétricas de grau n que a cada x E M associa· x1 (x) ê linear injetora 

e portanto um isomorfismo bicontinuo, pois a dimensão do espaço vetorial 

das matrizes anti-simétricas de grau n e também n(n-1)/2. 

Nostremos que <j>: Spin(n) --+ SO(n) ê aberta. 

Seja V uma vizinhança de 1 em An. Então VI"\Spin(n) e vizi 

nhança de 1 em Spin(n). Como exp e continua, existe U, vizinhança de O 

em M, tal que exp UcVI]Spin(n) • 

Como exp x1(U) ê vizinhança do elemento neutro de SO(n), por 

propriedade da exponencial de matrizes e por x1 ser· homeomorfismo, concl_g 

imos que <P(Vf\Spin(n)) ê vizinhança do elemento neutro do SO(n), uma 

vez que 

4.2.4 

exp x1 (U) = <P{exp U) c (Vf\Spin(n)). 

Consequentemente <P ê aberta. 

Teorema: 

A aplicação <j>:Spin(n) --~ SO(n) e aplicação de revestimento. 

Prova: 
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Para qualquer y E SO(n), existe x E Spin(n) com ~(x) = y, e 

podemos encontrar um aberto U em Spin(n) com x E U e Uf\ (-U) = ·t . 

Como ~lU: U --+ ~(U) e ~1-U: -U --+ ~(U) são homeomorfismos 

de U e de -U sobre o aberto ~(U), respectivamente, conclui_mos que ~ e 

aplicação de revestimento. 

4.2.5 Corolãrio: 

O grupo Spin(n) e compacto. 

Prova: 

Seja {xn} um conjunto infinito de pontos de Spin(n). Então 

{~(xn)} ê um conjunto infinito de pontos de SO(n) e portanto tem ponto de 

acumulação· y pois SO(n) ê compacto. 

Existe x em Spin(n) com ~(y)~ 1 = {x,-x} • Se ambos x e -x 

nao forem pontos de acumu]ação de {xn}' podemos encontrar uma vizinhança a

berta V de x em Spin(n) tal que V e -V não contenham pontos de 

{xn} distintos de x e de -x. 

Logo ~(V) e vizinhança aberta de y que nao contem nenhum PO.!l 

to de {~(xn)} distinto de ~(x), o que e absurdo. 

4.3 O anel de representação de Spin(n) 

Vamos agora estudar as representRçÕes do grupo· Spin(n). 

Como ~: Spin(n) --~ SO(n) induz um homomorfismo de anéis 

R.p: RSO(n) -- RSpin(n), cada SO(n)-mÕdulo origina um Spin(n)-mÕdulo, 

com +1 e -1 atuando como identidade. 

Por outro lado, fazendo Spin(n) atuar sobre o espaço vetaria 1 

real AH+ por multiplicação a esquerda 
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x A + --+A + 
n n 

• v) . 1--+ uv 

obtemos uma representação real que não provem de SO(n), uma vez que -1 em 

Spin(n) e representado por uma aplicação linear não trivial. 

Vamos agora classificar os mõdulos a esquerda sobre a ãlgebra 

de Clifford, definidos como usualmente. 

Como An+ e isomorfo a An-l' podemos considerar An+-mÕdulos, 

e qualquer An+-mÕdulo origina, de modo natural, um Spin(n)-mÕdulo. 

Em tudo o que segue, AnQ9 C serã a ãlgebra de Clifford comple-

xificada. 

4.3.1 .Teorema: 

Cada An®C-rnôdulo i,l se decompõe como soma direta de 

mÕdulos frredutiveis. 

A ®cn 

Para n = 2k, existe exatamente um An ®C-módulo irredutivel, a 

menos de isomorfismos. Tem dimensão complexa 2k. 

Para n = 2k- 1, existem dois A
0

(8) C-módulos irredutiveis dis

tintos, cada qual com dimensão 2k-l 

Prova: 

Vamos utilizar indução sobre n. 

Para n = O, e claro que todo Ao® C-mÕdulo irredutivel e iso -

morfo a C. 

Seja n = 2k - 1 e suponhamos por h i pÕtese de indução, que o te 

orema se verifique para n - 1 

existe exatamente um An_10}C-mÕdulo irredutivel, a menos de isomorfismos, 
- k-1 com dimensao complexa 2 . 
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Seja ~1 um An ® C-mõdulo. O elemento t " ik e1 ••• en pertence 

ao centro da ãlgebra An ® C, pois 
j-1 .k 

ejt = -(-1) 1 e1 .•. ej-lej+l'''en e 

n-j .k 
tej "-(-1) 1 e1 ... ej-lej+]···en 

2 t = 1 • Como n ê 1mpar, temos ejt" t ej. Ainda 

Podemos então decompor ~1 como soma di reta + -M = M e H , onde 

M+ e r~- são submÕdul os de M com t atuando como i denti da de em M+ e 

como multi p 1 i cação por -1 em M-

Pensando em M+ e ~,- como An-l ®C-módulos, a hipÕtese de 

·d- t M+e'l-1n uçao garan e que ,. são somas diretas· de An-l ® C-submÕdulos 

2k-1 : irredutiveis, todos isomorfos entre si e de dimensão 

rl+ r+ "' "'- r+ .. - r- - "' r-
. = 1 "' • · • '"' r e '' = 1 ti? • • • "" s 

+ 
Como para m E r-( temos 

enm = enlm = ent(tm) = ikene1 ••• en(tm) = 

= ik(-l)ne1 ... en-l (tm) = -ike1 ... er.-l (tm) = 
-.k . = +1 e1 ... en_1m, 

+ 
concluímos que cada Tj e também um ~-n ® C-mõdulo irredut1vel. 

t claro que Ij (t·espec. IjJ ê isomorfo como An ® C-mÕduio a 

+ + + -I 1 ( res pec. I i ) , mas o mesmo não acontece com I j ~ I i , uma vez que 

e 

e m = -n 

e m " + n 

m E r-t: 
J 

m E: Ij 
Agora consideremos um An+l ® C-ri,vdulo M. 

Pensando em M como um An ® C-mÕdulo, podemos decompô-lo em 
+ -M =r~ Gl M , como acima. 
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O elemento en+l E An+l ®C anti-comuta com t = ike1 ••• en' don 

+ - - + de en+lMcM e en+l~1c.M 

Seja M+ = I~ al ••• $ r; a decomposição de M+ em An ®c- mó-

dulos irredutiveis. 

Como todo m E M- pode ser escrito como 

m = en+l(-en+lm) ' 
+ + -com ( -en+ 1m) e: r~ , vemos que en+ 1M = M 

+ + - ~ Fazendo I j = I j GJ en+ 1 I j , obtemos um An+ 1 ® C-modulo i rredut1 

vel de dimensão 2k, e. r~= r1 <!> ... $J Ir. r claro que os módulos r1, ... , 

- + + Ir são isomorfos entre si como An+l xC-modules, uma vez que r1, ••• ,Ir o 

sao como An x C-módulós. 

Isto complt?ta a indução, demonstrando o teorema. 

Como Spin(2r+l) estã contido em A;r+l ®C, que ê isomorfa a 

A2r ®C, cada A2r ®C-módulo determina um Spin(2r+ 1 )~módulo. 

Pelo teorema anterior, existe exatamente um módulo irredutivel 

sobre A;r+l ®C e a representação proveniente deste módulo em RSpin(2r+ 1) 

sera denotada por ~. 

Da mesma forma, Spin(2r) estã contido em A2; 0 C, que e iso -

morfa a A2r-l ® C, 

is.Os elementos de 

dos por ~ + e ~ • 

e existem exatamente dois A2 1 ® C-módulos i rreduti ve r- -
RSpin(2r) provenientes destes dois módulos serao denota 

11ais especificamente, t/ corresponde ao mÕdulo onde ire1 .•. e2r 

pertencente a Spin(2r) (que cor responde a t = i re1 •.. e2r-l E A2r-l ®C 

através do isomorfismo entre A2r-l ®C e A2;0c dadora pãgina 61) atu 
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a como multiplicação por +1, e 6- corresponde ao mÕdulo onde 

atua como multiplicação por -1. 

Vamos agora determinar um toro maximal em Spin(n) e seu grupo 

de Weyl. 

Consideremos n = 2r ou 2r+l. 

Para cada j = l, ... ,r, seja wj: R/2~Z --+ Spin(n) o hornomor 

fismo de grupos dado por 

wj(i) = cos e 1 - sen e e2j_1e2j , V i E R/2~Z. 

,E trivial verificar que wj estã bem definido e é realmente um 

homomorfismo. 

Um cãlculo direto mostra que 

(-, (-, * I wj a, ek wj e, = l ek se k F 2j~1,2j 
cos 2e e2j-l - sen 26 e2j se k=2j-l 
sen 2e e2j-l + cos 2e e2j se k=2j 

Isto mostra que ~wj(i) = Diag(l~l,A(2e),l, ... ,l) , 
2r2. 

pertencente a SO(n). 

Temos também w j ( Sffi) = -w j (i) 

Podemos então definir um homomor·fismo w do r-ésimo toro Tr 

em Spin(n) através de 

w(i, •••. ,e r) = wl ('e,) ... wr(er). 

e obtemos cpw(e1, ... ,er) igual a Diag(A(2e1), ... ,A(2er)) .se n = 2r, ou 

Diag(A(2e 1), ..• ,A(2er),1) se n = 2r+l. 

Usaremos a notação Diag(A(e1), •.. ,A(er),*) indistintamente Pi 

ra Diag(A(e 1), ... ,A(er)) e Diag(A(e1), ... ,A(er),1). 
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Calculemos o niicleo de w. Temos tr(ã1,._ .. ;er) = 1 se e somente 

se (cose 1 1 - sen~lelez) ... (coser 1 - senere2r_ 1e2r) = 1 = 

= cose 1cose2 ••• coser 1 - sene1cose2 ••. cosere1e2 • 

- cose 1sene 2cose 3 ••. cosere3e4 - ••. - cose 1 ••• coser_1senere2r_1e2t''' 
e portanto se e somente se 

cose 1cose2 ..• coser = 1 e sene 1 = ••. = sen8r =O. 

Concluímos então que w(ã1, ••• ,ãr) = 1 se e somente se existem 

inteiros k1, .•• ,kr tais que 8;= 2k;TI• i = l, ••• ,r, ou 8;= k;TI• i= 1, •. ,, 

r, com k1+ ••• +kr par. 

Do mesmo modo, w(ã1, .•. ,ãr) = -1 se e somente se existem intei-
... r os 1mpar. 

Seja T' = w(Tr). Então T' é abeliano, e como w é continuo, 

T' ê compacto e conexo. Uma vez que Spin(n) ê um grupo de Lie, pode-se 

mostrar que T' é um toro.(Vide [4} .) 

4.3.2 Proposição: 

O subgrupo T' = tr(Tr} e um toro maximal de Spin(n). 

Prova: 

Seja TSO(n} o toro maximal de SO(n) considerado em §3. 

Vimos que <jlow(Tr) c TSO(n) • 

Mostremos que <P-l (TSO{n))c T'. Então, como <P e sobre, tere

mos <J>(T') = TSO(n) • 
-1 . -

Se y E <P (TSO(n))' temos <P(Y) E TSO{n) e entao 

<P(Y) = Diag(A(81}, ••• ,A(er)) se n = 2r ou Diag(A{8 1), ••• ,A(er),l) se 

n = 2r+l. Portanto existe (ã1/2, •.. ,ãr/2} e Tr tal que 
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$ow((V2, ••• ,ã/2) = $(Y) • 

Seja x = w(ã1/2, ••. ,ãr/2) E T'. Como ker<P = {-1,+1}, temos 

y = x ou y = -x = w(ã1/2 + 1r,ã2/2, ... ,ã/2) 

e portanto em qualquer caso y pertence a T'. 

Isto mostra que ~(T') = TSO(n) 

Como x E T' implica -x E T', dado y E SO(n), temos 
-1 -1 -1 -1 

$ (yTSO(n)Y ) = uT'u , com u E$ (y) , e portanto 
. -1 )) -1 u -1 

Sp1n(n) = $ (SO(n = $ (YESO(n) yTSO(n)Y ) = 
_ U -1 -1) _ u I -1 
- YéSO(n) $ (yTSO(n)Y - UESpin(n) uT u 

Isto completa a demonstração. 

4. 3. 3 Proposição:· 

O grupo de Weyi de Spin(n) em relação a T' é o mesmo que de, 

SO(n) em relação a TSO(n)' 

temos 

Prova: 

Seja NT' o normalizador de T' em Spin(n). Se x e NT'' 

.p(x).p(T')~-l) = $(T'), donde .p(x)TSO(n)$-1(x) = TSO(n) ,ou seja, 

.p(x) pertence a NT 
SO(n) 

-1 • Assim .p(NT' )C NT , ou NT,C $ (NT ) • 
SO(n) SO(n) 

. . -1 
Como .p(uT'u ) = <P(T') implica em uT'u-l = T', concluimos que 

-1 
Nr,= <P (NT ), ou NT =$(NT,). 

SO(n) SO(n) 
-1 $ (NT )C NT'. Mostramos assim que 

SO(n) 

Considerando os epimorfismos restrições de $ a· T' e a NT'' 

temos T'/ker$ : TSO(n) e Nr 1/ker$ : NTSO(n) 

Então NT /Tso(n)": Nr,/T' ,mostrando que os grupos de 
SO(n) 

Wey I coincidem. 
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Os homomorfismos de grupos w: Tr --+ T' e ~: T'--+ TSO(n) in 

duzem os homomorfismos de anéis R$: RTSO(n)--. RT' e Rw: RT'--+RTr • 

Como w e $ são epimorfismos, o teorema 3.17 do capitulo I 

garante que Rw, R~ e R(~.w) têm núcleo nulo. 

, onde aj e a elas 

se dos TSO(n)-mÕdulos isomorfos a C com a atuação que a cada par 
i e· (Diag(A(e1), ..• ,A(er)'*),z) em TSO(n) x C associa e tz em C. 

Então R(~.w)(aj) ê o Tr-môdulo C com a atuação que a cada 

par ((ã1, ••• ,ãr),z) em Tr x C associa o elemento 

(ã1, ••. ,er).z = ($"w)(e1 ..... ãr).z = Diag(A(2e1} •••. ,A(2er)'*).z = 
= ei2e; z 

Podemos então considerar R($cW) como a inclusão 

[ -1 -1] r 1 /2 :..112 1/2 -1/2 R($cW): RTSO(ntz al'al , •.. ,ar,ar __ ..,. RT r=Zlal ,a1• , ... ,ar ,ar ] . 

Como Rw ê injetor, podemos considerar RT' como subanel de 
1/2 -1/2 1/2 -1/2 RTr = Z[a1 ,a1 , ••• ,ar ,ar ] 

4.3.4 Proposição: 

[ -1 -1 l/2 O anel RT' e igual a Z al'al , .••• ar,ar ,(a1 ••• ar) ] · 

Prova: 

Lembremos que ker w ê o conjunto de todos os. elementos 

(ãl' ••. ,ãr) em Tr tais que existem k1, ... ,kr inteiros com ei= ki11 e 

k1 + ••• + kr par. Então qualquer elemento de ker w atua como identida-

de em qualquer Tr-mÕdulo representante de aj,j=l, ... ,r, 

Logo o T'-mÕdulo C com a atuação que a cada 

1/2 ou de (a1 ... ar) . 

par (x,z) de 

T'xC associa ei 29 i z, onde ej ê qualquer real satisfazendo a 

w(e1, ... , e·, ... , e ) = X es tã bem defini do e e levado por Rw 
J r 
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Da mesma forma, o T'-mÕdulo C com a atuação que a cada par 

(x,z) de T'xC ·associa ei(e 1+ ... +e.,.lz, onde (el' ... 'erl ê tal que 

w(e1 ••.. ,ãrl = x, ê levado por Rw em (a1 ••• ar) 112 . 

Isto mostra que ap ... •Cir e (a1 ... ar) 112 pertencem a RT'. 
-1 -1 Analogamente mostramos que a1 ,. .. •Cir pertencem a RT'. 

- r - 1 -1 ( ) l/2J - . d RT , Entao ZLal'al , .... ar•ar , a1 ... ar esta cont1 o em • 
. . - [ -1 -1 Como R.p(aj) = aj' .p 1nduz a 1nclusao R.p de Z a1,a1 , ... ,ar.ar ]=RTSO(n) 

r: - 1 -1 ( ) 1/2] T I em Zla1.a1 , •.. •llr•ar , a1 ... ar c R C RTr • 

Seja agora M um T'~mõdulo. Se -1 c T' atuar em M como iden 

tidade, podemos consid~rar M como TSO(n)-mõdulo definindo a atuação 

TSO(n) x M __ _. M 

(x,m) ,_ _ _. x'm 

onde x' ê qualquer elemento pertencente a .p-1(x). 

Então R.p leva o TSO(n)-mõdulo M acima definido no T'-mÕdu-

lo M. 

Isto mostra que todo elemento de RT' onde -1 atua como identi 
- - -1 -1 dade pertence a RTSO(n)' ou seja, e polinomio em a1.a1 , •••• ar,ar 

Se M for um T'-mÕdulo arbitrârio, podemos escrevê-lo como so

ma direta M = M1 @ M2 de T'-submÕdulos M1 e M2 onde ~1 c T' atua como 

identidade e como multiplicação por -1, repectivamente, jâ que o operador 

que leva m E: M em -l.m ê idempotente. 

Então [Ml] e [r·12 ® t42] · 
-1 -1 pertencem_ a Z[a1.a1 , ... •Cir•ar J • 

uma vez que -1 atua como identidade sobre .. ,.,, e ~1 2 X M2 

Como RT' ê subanel de RTr, podemos considerar [M2] E: RTr e en 
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- - ~ n112 n,/2 e combinaçao linear de monomios do tipo a 1 ••• ar perten-

centes a RT' e aonde -1 atua como multiplicação por -1, uma vez que, c~ 

mo T' e comutativo, M2 se decompõe como soma direta de T'-submÕdulos de 

dimensão 1 • 

Como w- 1(-1) e o conjunto de todos os elementos (e1, ... ,ãr) 

de Tr para os quais existem inteiros k1, •.. ,kr tais que 

k1+ .•• +kr impar, devemos ter n1e1+ •.• +nrer = 11+2k11, para 
-1 w (-1), devido a identificação Rw(a·) =a·· 

J J 

e.= k.11 , com 
J J 

(ã1, ... ,ãr) em 

Logo n1k1+ ... +nrkr deve ser ir1par para todos k1 , ... ,kr intei-

ros com k1+ ... +kr impar.Então n1, ... ,"r são todos i[llpares. 

De fat0, se, digamos,n 1 fosse par, teriamos n1 l+n20+ ... +nrO=n1 
que e par, contrariando nossa hipÕtese. 

Portanto a~ 1 / 2 ... a~r/ 2 pode ser escrito como 

· t 1 tr { ) 1 /2 t t · t · a1 ... ar a1 ... ar , com 1, ... , r 1 n e1 ros. 
1 -1 -1 1/2 Mostramos com isto que RT C Z[al'al , ... ,ar,ar , (a1 ... ar) ] . 

Segue-se a tese. 

4.3.5 Lema: 

o elemento t, E: RSp·in(2r+l)C RT' ê igual a 

( 1/2+ -1/2) ( l/2+ -1/2) = " E:!/2 E:-r/2 
a1 al · · • ar ar 6 al ··.ar 

E~::t· .i 

Os elementos ~+e ~-E: RSpin(2r) RT' sao dados por 

e 

Prova: 

Consideremos o toro T'C Spin(2r+l) atuando por multiplicação a 
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esquerda sobre o espaço vetorial + 
A2r+ 1 ® C. 

O teorema 4.3.1 mostra que a representação assim obtida se decom 

2r r - . 1 - f poe como soma direta de 2 /2 cop1as de ô. Em re açao a base ixada de 

A2;+l ®C, a atuação de cada elemento de T' é representada por uma matriz 

22rx22r. Como T'= w(Tr) e cada elemento de T' é da forma 

x = (cose 1 1 - sene 1e1e2) ... (coser 1 - senere2r_ 1e2r) 

temos x.e; ... e; 
1 2k 

= cose 1 ••• cosere .... e; + .•. 
1 1 2k 

e portanto os elementos diagonais desta matriz são todos iguais a 

cose 1 .•• coser' donde o carãter da representação 2r õ em x é igual a 
2r 

2 cose 1 ••• coser· 

Em outros termos, o carãter de õ em x é igual a 
r . . . . 

2 cose 1 ••• cosar= (e161 + e- 16 ') ... (e1e,+ e-1e•) 

Como este é precisamente o carãter em x de (~~/ 2 +~~]/2) ... (~~/2+ 
-1/2 

+~r ), concluímos, pelo teorema 3.16 do capitulo I, que 

6 = rr (~~/2 + a:l/2) 
jd J J 

+ - + Se n = 2r, para calcularmos õ e 6 , notemos que õ = õ + 6 

e que ambos são não nulos e invariantes sob a açao do grupo de Weyl. Então 

ô + e ô devem ser dados por uma das expressões 
Ed2 E /2 

' l: ~ 1 ••• ar e '• ....... ,, l: ~Ed2 • • .aE /2 
'•··'i-··1 1 r 

Resta saber qual corresponde a 6 + e qua 1 a 1:>. 

Para isto, consideremos o elemento 

y = w(Tí/2, ... ,71/2) = (-l)re1e2 ... e2r_ 1e2r 

Em 6+, y atua como multiplicação por ;r, uma vez t = 

at J como identidade. Então o carãter de ().+, calculado em y, é igual a 

2r-l. r 
1 • 
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calculado em y, ê igual 

a 

+ _ E1 /2 Ep/2 
6 - E a 1 • ··ar 

f .... e;_::! 

Isto demonstra o lema. 

4.3.6 Teorema: 

O anel de representação RSpin(2r+l) ê o anel de polinômios 

Z[ÀJ''"'Àr-]•6] . O elemento Àr deste anel ê determinado por 

M = Àr+Àr_ 1+ ... +À 1+ 1 

O anel RSpin(2r) ê o anel de polinômios 

onde valem as relações. 
+ + + 

6 6 = À r + Àr-2 + Àr-4 + ... 
+ -

6 6 = Àr-1 + Àr-3 + Àr-5 + ·" 
-e 6 6 = Àr + Àr-2 + Àr-4 + 

com cada soma terminando em À4 + À2 + 1 ou 

Observação: 
+ + - - + - 2 A relação polinomial do teorema 3.2 segue de 6 6 ·6 6 = (6 6 ). 

Prova: 

Comecemos com o caso n = 2r+1. 

Provemos a fôrmula AA :À +À 1 + ••• +À]+ 1 "" r r-

Consideremos o polinômio 
-1 ' -1 f(t) = (1 + a1t)(l + a1 t) .•. (l + art)(l +ar t)(l + t) 

Como os Àj são 

o coeficiente de 

as funções simétricas elementares em a1.aj1 , ... , 

tj em f(t) e Àj' para j f. O, e temos 



- ·82 -

f(l) = 1 + À1+ ••• + À2r+l = 2(Àr + Àr-l + •.. + Àl + 1) , 

pois Àj = À2r+ l-j . 
-1 -1 l/2 -l/2 2 Como (1 + aj)(l + aj ) = aj + 2 + aj = (aj + aj ) , 

temos À +À + •.• + 1 = 3/2 f(l) = rr (a. 112+ a~ 1 1 2 ) 2 = ôô • r r-1 J J jo1 

pelo lema 4.3.5 • 

Temos Z[Àl'· .. •ÀrJ = RSO(n) c RSpin(n)cRT' = Z[al'ai! •.. ,ar,a~! 

(al'. ·ar) 1/~ 

Seja M um Spin(n)-mÕdulo. Como -1 pertence a Spin(n) e 

(-1) 2 = 1, podemos decompor M como soma direta de Spin(n)-submÕdulos M1 
e M2, onde -1 atua como identidade e como multiplicação por -1, respec

tivamente. 

Jã vimos ql1e [M1] pertence a . RSO(n). • 

A atuação de ui = eien E Spin(n) para i = l, .•. ,n-1 sobre M2 
satisfaz as relações 

2 
ui = -1 , uiuj = -ujui , para j "fi i . 

Isto define uma estrutura de mÕdulo a esquerda em M2 sobre 

An-l ®C compativel com a atuação de Spin(n) 

Então [MJ e RSpin (2r+ 1) pode ser escrito de maneira uni c a como 

[M] = a + bô , com a e: RSO( n) e b E Z . · 

Como ô2 ="r+ Àr-l + ... +À]+ 1, os elemen~os de RSpin(2r+1) 

sao polin~mios em À1 •... ,Àr-l'6 
. r l/2 -l/2 1/2 -1/2 SeJa T: RTr = ZLal ,a1 , ... ,c r ,ar J --+ RTr o homomor -

. -. . +1/2 +1/2 +1/2 +1/2 . f1smo de ane1s dado por T(a] ) = -a] e T(ai ) = ai , para 1Fl 

Então T(ô} = -ô e T(g) = g para todo g e: RS0(2r+l} . 
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Como todo polinômio f em À1, .•• ,Àr-l'"' se decompõe como f= 

f 1 + t~f 2 , com f 1 e f 2 polinômios eM Ã1, •.. ,Àr-l'Àr' vemos que f= O im 

plica T{f) =O = T(f1 + t~f 2 ) = f1 - t~f 2 , e portanto f 1 = f2 = O. 

Isto mostra que RSpin(2r+l) = Z[À,. ••• ,Àr_ 1 ,t~] e que os gerad.Q_ 

res À l' ... ,;\ r-l ,ti são a 1 geb ricamente in dependentes. 

Se n = 2r, um argumento semelhante ao da primeira parte do ca-
+ -so anterior mostra que, se denotarmos t>' = t> + t> , para evitar confusões 

... com o caso n 1mpar, teremos 

!1 1!1 1 = 2 + 2Àl + .... + 2À 1 +À++ À-r- r r 
De fato, o polinômio 

. -1 -1 
. g ( t) = ( 1 + a1 t) ( 1 + a 1 t) •.. ( 1 + ar t) ( 1 + o: r t) 

tem À j por coe fi c i ente de tj e 

g(l) = 1 + Àl + + Àr + Àr+l + ••• + À2r = 
+ -= 2 +2À 1 + +2Àr-l+ Àr + Àr (pois Àk=Àn-k e À n=l) 

= ( l/2 + -1/2)2 ( 1/2 + -1/2)2 _ ( ~ t: 1 /2 e./2)2-a1 al •.. ar ar - ::.a1 ••. a -
EJ---i r 

= ( ~ Et/2 E,/2 + ~ E1 /2 Er/2)2 = 
'·-1 al · · .o:r " al ··.ar t,. •. ~- ~ .. ··!J."-j 

=(li++ ll-)2 = (!1')2 • 

pelo lema 4.3.5 

Escrevamos (,', 1) 2 

Para um dado termo 

z _ (êt+ôt}/2 (e.+o,.)/2 
- al · · .ar • 

sejam u o numero de i ndi ces j com €· 
J 

= ô. 
J 

= 1 

a 11 11 11 11 11 11 
Ej "' 1 e ôj = -1 ' 

b 11 11 11 11 11 11 -1 e ôj = 1 e E· ·-
.J 

v 11 a 11 11 11 11 
Ej = oj = -1 
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Então r = u + a + b + v • 

O termo dado e somando de ô+ô+ se e somente se b+v e a+v 

são ambos pares; e somando de ô+ô- se e somente se exatamente um dos nu
meros b+v ou a+v e lmpar; e ã somando de ô-ô- se e somente se b+v e 

a+v são ambos lmpares. 

O monômio z = aJE 1+6v12 ••. a~e,+ô.)/Z 

somente se u+v = r-i(mod 2). 

e somando de ~r . 
-1 

se e 

Temos u+v = r-a-b = r+2v-(b+v)-(a+v) = r-(b+v)-(a+v) (mod 2) , 

onde b+v e o numero de Tndices ·j com Ej = -1 e a+v ê o numero de 

indices j com ôj = -1 

.Consequentemente, o monômio z aparece em Àr-i se e somente 

se i - (b+v) + (a+v) (mod 2) 

Como z e somando de ôfô- se e somente se exatamente um dos 

numeras b+v ou a+v for lmpar e isto equivale a i ser lmpar, conclui-

mos que 

+ -fi fi = Àr-1 + Àr-3 + ... 
L ,+,+ + ,-,- À+ À- 2' ?À ogo LI LI LI LI = r + r + "r-2 + ~ r-4 + ... 

Em qualquer Spin(2r)-mÕdulo representante de t/6+ ou fi ô , 

-1 e Spin(2r) atua como identidade, e portanto ô+6+ e 6 6 pertencem 

a RS0(2r) 

Então ô+fi+ = aÀ; + bÀ; + ,, onde , e combinação iinear de 

Àr_2 ,Àr_4, ... , e a e b valem O ou 1. 

Seja H: 

H( ±1/2) e aj 

RTr --+ RTr o homomorfismo de anéis dado por H{a~ 1 1 2 )= 
±1/2 = aj , para j ;. 1 • Temos 
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+ - + H (6 ) = 6 H (6 ) = 6. , 

H(Àk) = Àk, k = l, ..• ,r-1 e 
+ - - + 

H(Àr )= Àr , H(Ãr) = Àr 

Logo + + + - - -H(6 6 ) = bÃr + aÃr + T = 6 6 , 

donde 6+6.++6-6-=À++Ã-+2(À 2+À 4+ r r r- r- ... ) = 

= (a + b)(Ã; +À; ) + 2T 

e portanto 6+6+ e 4-,.,- têm a forma À~+ Àr_2 + Àr_ 4 + .•• 
- + + Para ver qual a expressao correspondente a 6 t. , notemos que o 

monômio a, .•• ar é somando de À; mas não de À;' e como ele aparece em 

* + - - - . t. 6 e nao em t. 6 , conclu1mos que 
+ + + 6 IJ = Àr + Àr-2 + Àr-4 + e 
- - -

6 6 = À r + Àr-2 + >-r-4 + · ·' 

Como todo Spin(2r)-mÔdulo se decompõe como soma direta de um 

S0(2r)-modulo e de um A2r-l ®C-modulo, vemos que qualquer polinômio de 

RSpin!2r) ~ ' - + -e polinomio em À1, .•. ,Àr_2,t. e 6 

Resta mostrar que estes são algebricamente independentes. 

Um procedimento inteiramente anãlogo ao caso anterior mostra que 
+ -

ÀJ•···•Àr-l't.+t. osao. 
(r-1) (r-1) - -Denotemos por Àl , ... ,Àr-l as funçoes simetricas elementa 

res em -1 -1 + -
a1 ,a1 , ••• ,ar-l'ar-l e 6r-l ,6r-l dadas por 

A+ _ ,. E d2 E>·1/2 A- _ <' E t/2 E r.,/2 
u 1 - " al ··.a '· e " 1 - " al • · .ar-1 r- E ···lj..'l r-, r- E ··G.'-l 

' '(r-1) (r-1) + - " "' Clal'amente Àl , •.. ,Àr-l , 6r_ 1+t.r··l são algebricamente inde 

pendentes. 
. . l/2 -1/2 l/2 -l/2 l/2 -1/2 1/2 -1/2 

SeJa 'f.Z[a1 ,a1 •••. ,ar ,ar ]-..... z[a1 ,a1 •...• ar-l'ar-lJ 
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o homomorfismo de anéis dado por ~(aj 1 1 2 ) = aj 112 , para j = l, ... ,r-1, e 

~(Cl~l/2) = 1 • 

Temos ~(À 1 ) = À~r-l) + 2 

~(À . ) = À ( r-1) + n ( r-
1
1) 

J J J- ' para j = l, ... ,r-1, 
± + -

~(õ ) = õr-1 +õ r-1 e 

Se existir uma relação polinomial nao identicamente nula f 

+ - -com f(À 1, ••. ,Àr_ 2 ,t~ ,õ) =O, entao 
+ - (r-1) (r-1) (r-1) o= ~(f(À 1 ,, •• ,Àr_ 2 ,t~ ,õ ) = f{À 1 + 2, •.• ,Àr_2 +2Àr-J , 

+ - + -
õr-1 + õr-l'nr-1 + õr-1) ' 

o que e absurdo. 

Isto mostra que RSpin(2r) = Z[Àl'"''Àr_ 2 ,t~+,õ-J 

+ -com Ã1, ..• ,Àr_ 2 ,t~ ,li algebricamente independentes. 
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