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RESUMO

Este trabalho teve como foco o estudo de problemas SOCP, tanto nos seus aspectos
tedricos quanto nos seus aspectos praticos. Problemas SOCP sao problemas convexos de
otimizacao nos quais uma funcao linear é minimizada sobre restricoes lineares e restrigoes
de cone quadratico. Tivemos dois objetivos principais: estudar o conceito, as aplicagoes e os
métodos de resolucao de problemas SOCP, permitindo verificar a viabilidade de trabalhar
com tais problemas; e verificar na pratica o beneficio de se utilizar uma ferramenta especifica
de SOCP para a resolugao de problemas que se enquadram nessa classe. Para a avaliagao
prética utilizamos um software de otimizagao genérica (fmincon) e outro especifico de SOCP
(CVXOPT). A andlise ficou concentrada nos requisitos robustez, nimero de iteragoes e
variacao do tempo com o aumento da dimensao dos problemas. Diante dos resultados obtidos

com os testes numéricos, pudemos concluir que é interessante usar SOCP sempre que possivel.
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ABSTRACT

This dissertation focuses on the study of SOCP problems, both in its theoretical, and in
its practical aspects. SOCP problems are convex optimization problems in which a linear
function is minimized over linear constraints and second-order cone constraints. We had
two main objectives: study the concept, applications and methods for solving the SOCP
problem, making it possible to verify the feasibility of working with such problems; and to
verify the practical benefits of using a SOCP specific tool for the resolution of problems of
this class. The experimental evaluation used a generic optimization software (fmincon) and
other SOCP specific software (CVXOPT). The analysis was concentrated on the robustness,
number of iterations and time variation with the increasing scale of the problems. From
results obtained with the numerical tests, we concluded that SOCP is worth to be used

whenever possible.
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NOTACOES UTILIZADAS

ul € R™™ denota o transposto do vetor u € R™*!.
u"v é o produtor escalar canonico em R”.

u X v é o produto vetorial entre u e v.

I € R™™ é a matriz identidade de ordem n.

Vf e R" é o vetor gradiente da funcao f : R" — R.

VZ € R™™ ¢é a matriz jacobiana da fungao 7 : R" — R™.

V2f € R™" ¢ a matriz hessiana da funcao f : R® — R.

x1



CAPITULO 1

INTRODUCAO

Programacao nao linear (PNL) é um campo de pesquisa bastante ativo, com aplicagao di-
reta em varias areas do conhecimento humano. Em problemas de PNL minimizamos ou
maximizamos uma funcao, conhecida por fungao objetivo, sujeita a restrigoes de igualdade
e desigualdade. Tais problemas se caracterizam por envolverem ao emnos uma func¢ao nao
linear. Isto faz com que sua solucao tenda a ser complexa, o que se traduz na pratica em
processos de otimizacao computacionalmente caros.

Dentro deste cendrio, torna-se importante explorar as propriedades matemaéticas de cada
classe de problemas, permitindo direcionar o processo de otimizacao, e tornando-o mais
eficiente. Este processo nem sempre é simples, mas pode representar a diferenca entre uma
otimizacao ser ou nao computacionalmente viavel.

Na década de 90, identificou-se que varios tipos de problemas podiam ser formulados
como problemas de programacao conica de segunda ordem (SOCP - Second-Order Cone
Programming). Problemas SOCP sao problemas convexos de otimiza¢do nos quais uma
funcao linear é minimizada sobre restricoes lineares e restricoes de cone quadratico.

Tratados como SOCP, muitos problemas, como por exemplo, programacao linear robusta,
programagao quadratica, programacao quadratica com restrigoes quadraticas, entre outros,

podem ser otimizados com maior eficiéncia, estabelecendo um campo de pesquisa bastante



frutifero.

Exemplos especificos de otimizacao de problemas SOCP sao abundantes na literatura
cientifica. Por exemplo, o problema cléssico de Fermat-Weber (descrito em 3.3.1), vide [32]
e Witzgall apud [1]. Lobo et al [12], Boyd et al [5] e Srirangarajan et al [24] expoem diversas
aplicagoes de problemas SOCP em engenharia. Os artigos de Nesterov e Nemirovski [19],
Lobo et al [12], Nemirovski e Ben-Tal [18], Boyd e Vandenberghe [28] e Boyd et al [5] mostram
que diversos tipos de problemas, entre eles programagcao linear robusta, quadrados minimos
robustos, problemas com restri¢oes hiperbdlicas, minimo de soma de normas e problemas de

controle também podem ser formulados como SOCP.

Devido a importancia e aplicabilidade do problema SOCP, podem ser encontrados nao
apenas estudos cientificos, mas também softwares especificos para a sua resolugao. Sao exem-
plos destes softwares o CVXOPT [27], o SeDuMi [25] e o CVX [9], mantidos principalmente

por pesquisadores e disponibilizados de forma livre.

Este trabalho tem como foco problemas SOCP, tanto nos seus aspectos tedricos quanto
nos seus aspectos praticos. Como principais objetivos, temos: (i) estudar o conceito, as
aplicacoes e os métodos de resolucao de problemas SOCP, permitindo verificar a viabilidade
de trabalhar com estes; e (ii) verificar na pratica o beneficio de se utilizar uma ferramenta

especifica de SOCP para a resolucao de problemas que se enquadram nessa classe.

O estudo tedrico foi conduzido tanto com base em material especifico de SOCP, quanto
em material relativo a 4reas relevantes ao estudo destes problemas. As principais dreas
estudadas foram programacao nao linear, andlise convexa, problemas SOCP, métodos de
pontos interiores, método de barreira (muito comum na resolugao de problemas de PNL),
método de redugao potencial e método seguidor de caminho com escalamento de Nesterov-

Todd [21](bastante utilizado na resolucao de problemas SOCP).

A avaliagao pratica utilizou um software de otimizacao genérica (fmincon [15]) e outro
especifico de SOCP (CVXOPT). Durante o estudo, comparou-se a eficiéncia de cada fer-
ramenta na otimizacao tanto de problemas teéricos (QCQP) quanto de problemas praticos
(arranjo de antenas e garra com multiplos dedos).

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 2, estudamos conceitos

fundamentais de andlise convexa, otimizacao nao linear, dualidade e problemas convexos de



CAP.1 e INTRODUCAO

otimizagao. No Capitulo 3, descrevemos o problema SOCP e realizamos um estudo detal-
hado da reformulacao dos problemas de otimizacao, programacao linear, soma de normas,
maximo de normas, programagao quadratica, QCQP, problemas com restrigoes hiperbdlicas,
superficie minima, programacao linear robusta e quadrados minimos robustos, em problemas
SOCP. Em seguida, no Capitulo 4, é feito o estudo do método de barreira, do método de
reducao potencial e do método seguidor de caminho com escalamento de Nesterov-Todd. No
Capitulo 5, apresentamos um estudo dos problemas préticos, arranjo de antenas e garras
multiplos dedos e diversos testes numeéricos, com problemas tedricos e praticos, utilizando
fmincon e CVXOPT. Por fim, no Capitulo 6 sao resumidas as conclusoes deste trabalho e

sao propostos trabalhos futuros dentro da linha de pesquisa.



CAPITULO 2

CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Consideremos o seguinte problema de programacao nao linear:

Minimizar f(x)

sujeita a  h(x) (2.1)

0,
0,

IN

g(x)
onde f, g, he CY f :R* — R, h : R" — R™, com m < n, g : R* — RP. A funcao a ser
minimizada, f, é a fungao objetivo.

Um ponto z é dito solugao factivel, ou ponto factivel, se pertence ao conjunto S =
{z € R"| g(x) <0,h(x) = 0}. Se x pertence ao conjunto S = {z € R"| g(x) < 0, h(z) = 0},
entao x é dito ponto estritamente factivel.

Um ponto z* € S é um minimizador global do problema (2.1) se f(z*) < f(x) para todo
x € S. Dizemos que = é minimizador global estrito se f(z*) < f(z) para todo = € S.

Um ponto z* € S é um minimizador local do problema (2.1) se existe uma e-vizinhanga
em x* tal que f(z*) < f(z) para todo x € S nesta vizinhanga. E se f(z*) < f(z) para todo
x € S, x # x*, nessa vizinhanca, entdo z* é dito minimizador local estrito.

Quando resolvemos o problema (2.1), nosso objetivo é encontrar seu minimo global.

Entretanto, calcular solucoes globais é frequentemente muito dificil, e mesmo reconhecer se

4



CAP. 2 ¢ CONCEITOS FUNDAMENTAIS

um ponto x factivel é um minimizador global pode ser impossivel.

Assim, é importante analisar propriedades mais fracas que sejam satisfeitas pelos mini-
mizadores locais do problema. Essas propriedades sao denominadas Condicoes Necessdarias
de Otimalidade e os pontos que as satisfazem se dizem estaciondrios.

Um ponto estaciondrio, ou ponto KKT (Karush-Kuhn-Tucker) do problema (2.1), é um

ponto factivel para o qual existem vetores A € R™, 1 € RP tais que:

Vi) + ixivm(z) + iujvgj(x) ~0,
1igi(x) =0, (22)

>0, j=1,..p.
Os escalares \; e p; sao chamados de multiplicadores de Lagrange.

No entanto, nem todo minimizador local de um problema de programacgao nao linear é
um ponto KKT. Podemos afirmar que um minimizador local é um ponto KKT quando este

satisfaz determinadas condigoes, conhecidas por condigoes de qualificagao [14].

Definicao 2.0.1. Uma condigao de qualificacao € uma propriedade das restrigoes do prob-

lema (2.1) suficiente para garantir que um minimizador local x* seja um ponto KKT.

A condicao de qualicacao mais conhecida é a regularidade ou independéncia linear dos

gradientes das restrigoes ativas.

Dizemos que uma restri¢ao g(z) > 0 estd ativa num ponto factivel  se ¢(Z) = 0, e inativa
se g(z) > 0. Além disso, é importante ressaltar que as restrigoes de igualdade estao sempre

ativas no conjunto factivel.

Teorema 2.0.2. Condigoes Necessdrias de Otimalidade de Primeira Ordem.

Seja x* um minimizador local reqular do problema (2.1). Entao existem vetores A € R™

e i € RP, tais que as condigoes (2.2) sao satisfeitas.

Demonstragdo. Ver Luenberger [13]. O
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2.1 Dualidade

Dado um problema de programacao nao linear, existe outro problema, também de pro-
gramagao nao linear, associado a ele. Estes dois problemas sao chamados primal e dual,
respectivamente. Existem véarias formulagoes de problema dual, mas para esse trabalho
usaremos o dual Lagrangiano, que chamaremos apenas de dual.

Para o estudo da dualidade, chamaremos o problema (2.1) de problema primal.

Minimizar f(z)

Problema Primal sujeita a  h(r) =

O dual do problema acima é dado por:

Maximi O(\,
Problema Dual aximizar 0(A, 1) (2.4)

sujeitaa pu >0,
onde

O\, ) = igf {f(x) + Z)\zhl(x) + Z,ujgj(:v); x € S} :

m p
A fungao L(x, A\, ) = f(x)+ > Nhi(z)+ > pjgj(x) é conhecida por funcao Lagrangiana.
i=1 j=1

Teorema 2.1.1. Teorema Fraco da Dualidade
Seja x uma solugao factivel do problema (2.3) e seja (A, 1) uma solugao factivel do

problema (2.4). Entao
F@) > 60\ p).

Demonstrag¢ao. Como x e p sao factiveis, temos que h(z) =0, g(x) <0 e p > 0. Logo:
O\ 1) = inf {f(y) +u"g(y) + Nh(y) |y € R"}

< f(x) + pTg(x) + ATh(x) (2.5)
< f(x).
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Sejam z* e (A*, u*) solugbes 6timas dos problemas primal e dual respectivamente. Segue
do teorema acima que f(x*) > 0(\*, u*), isto é, o valor objetivo 6timo primal é maior ou igual
ao valor objetivo 6timo dual. Se esses valores objetivos 6timos nao forem iguais, dizemos

que existe um gap de dualidade, que denotaremos por n(z, A, i), ou simplesmente 7:

n(x, A, p) = fz) =0\ 1) (2.6)

Teorema 2.1.2. Teorema Forte da Dualidade
Se existem @ e (M, fi) pontos factiveis, respectivamente, do problema primal (2.8)e do

problema dual (2.4), tais que
0\ ) = f(@),

entdo T € otimo global primal e (S\,ﬂ) ¢ otimo global dual.

Demonstragio. Sejam Z, solucao factivel do problema primal (2.3), e (X, i) solucao factivel

do problema dual (2.4), tais que

Entao, pelo Teorema 2.1.1, temos que:

f(@) = 9(:\, ) < f(x), V xfactivel,
O\ 1) = f(Z) >0\ ), ¥ (N p) factivel.

IN

=

Logo, concluimos que 7 é 6timo global primal e (5\, ft) é 6timo global dual.

Ponto de Sela
Para simplificar o estudo dos pontos de sela, vamos assumir que o problema primal possui

apenas restricoes de desigualdade. Neste caso, a fungao Lagrangiana terd a forma:

L(x,p) = f(z) + p"g(x).
Dali,

f(z) se g(z) <0,
sup L(x,p) = sup (f(z) + p"g(x)) = .
u>0 pn>0 o0 caso contrario.
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Ou seja, se a for factivel teremos sup L(x, u) = f(z). Isto significa que podemos expressar
10
o valor 6timo do problema primal através da Lagrangiana, da seguinte forma:

f(z*) = inf sup L(z, p).

T p>0

Mas, pela definigao do problema dual temos:

O(p*) = sup inf L(z,p).

u>0 *

Entao, a dualidade fraca pode ser expressa pela desigualdade:

inf sup L(x,u) > sup inf L(z,p). (2.7)
T p>0 u>0 T
E a dualidade forte pela igualdade:
inf sup L(x,pu) = sup inf L(z, ).
T u>0 pu>0 T
Portanto, dualidade forte significa que a ordem de minimizacao sobre z e maximizacao

sobre p > 0 pode ser mudada sem afetar o resultado.

Observe que a desigualdade (2.7) é independente de propriedades da Lagrangiana, ja que,

inf < inf
sup il u(w, z) < inf Sup u(w, z),

para qualquer u : R” x R™ — R, qualquer W C R" e qualquer Z C R™. A desigualdade
anterior é conhecida por desigualdade max-min e, quando a igualdade ocorre, ou seja, quando
existem z e w tais que

- _ -
Jnf, sup u(z, w) sup. inf, u(z,w),

dizemos que u, W e Z satisfazem o critério da propriedade forte min-max ou a propriedade

do ponto de sela.

Definigao 2.1.3. Chamamos o par (w0, 2) de ponto de sela de u, W, Z se
u(w, z) < u(w, 2) < u(w, 2),

para todo w € W e z € Z [3].
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Figura 2.1: ponto de sela

Da defini¢ao acima segue que se (w0, Z) é ponto de sela de u, W, Z, entao

u(w, 2 :u}g‘fv u(w, 2)
w(i5) = supu(i,2),
z€Z

e temos que a propriedade de ponto de sela ocorre, o que nos fornece o teorema:

Teorema 2.1.4. O ponto (x*,u*) € de sela da Lagrangiana se, e somente se, x* é dtimo

primal e p* € otimo dual e o gap de dualidade € zero.

2.2 Analise Convexa

Definicao 2.2.1. Um conjunto nao vazio S C R™ é convero se, para quaisquer pontos

x,y € S, tivermos que ax + (1 —a)y € S, para qualquer o € R tal que 0 < o <1 [3].

Teorema 2.2.2. Sejam A e B conjuntos convexos. Entao AN B € convezo.

Demonstracao. Dados x, y € AN B arbitrarios, temos que z, y € Aex ey € B. Como A e
B sao convexos, temos que dado 0 < a <1, ar+ (1 —a)y € Ae ax+ (1 — a)y € B, logo
azr + (1 —a)y € AN B. Portanto, AN B é convexo. O

Definicao 2.2.3. Um cone € um conjunto nao vazio C' C R™ tal que para qualquer x € C,

temos ax € C, Yoo > 0. Além disso, se C é convezo, entao C é chamado cone convexo [3].
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(a) (b)

Figura 2.2: A figura (a) apresenta um conjunto convexo. A figura (b) apresenta um conjunto

nao convexo.

Definigao 2.2.4. Considere uma norma ||.| arbitrdria em R*='. Um cone normado asso-
ciado d norma ||.|| € o conjunto Cy, = {(x,t)| x € R*1 t e R, ||z <t} C R* [28]. Para
k=1 definimos Cy = {t| 0 < ||t||}.

Observe que todo cone normado é convexo.

Sejam (x1,t1), (z2,t2) € Cy arbitrarios e @ um numero real, o € [0, 1] . Entao

2]l <ty ol < 22,

o =a, [1—a]=1-—qa.

Logo

ol [laa]] < felty = oz < aty,
[(I=a)lflzal <[(1=a)lty = (1 —a)zafl < (1 —a)ty.
Somando as desigualdades acima temos que
[l [| + [|(1 = a)aa]] < aty + (1 — @)ty

Segue da desigualdade triangular que

laxs + (1 — a)xs|| < aty + (1 — a)ts.
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E concluimos que

(ax; + (1 — a)xg, aty + (1 — a)ty) € Cy.
Portanto C}, é convexo.

Definigao 2.2.5. Um cone quadrdtico é um cone normado, na norma Euclidiana [28], isto
¢,

Cr={(z,t)| z e R* 1t € R, ||z||, < t} CR"

O cone quadratico é também chamado de cone de segunda ordem e recebe a abreviacao

SOC (second-order cone).

Definicao 2.2.6. Seja f: S — R, onde S é um subconjunto convero de R". A funcdo f €

dita convexa em S se para quaisquer z, y € S e todo o« € R, 0 < o < 1, ocorrer

flax + (1= a)y) < aflz) + (1 —a)f(y).

Geometricamente, uma funcao convexa é uma funcao f que, dados quaisquer dois pontos
x, y no seu dominio, o segmento de reta entre os pontos (z, f(x)) e (y, f(y)) fica acima do
grafico da fungao.

Dizemos que uma fungao f é concava se a funcao — f for convexa.

Uma funcao f: R — R definida por f(z) = ax + b, com a,b € R, é chamada fungao
afim.

Por exemplo, a fungao f: R — R definida por f(x) = 22 — 4 (Figura 2.2), é uma fungao
afim.

Uma funcao afim é uma fungao concava e convexa. Observe:

flaz+(1-a)y) =alaz+(1—a)y)+b
=aaxr +ay —aay + b
=aar+ab+ay+b— aay — ab
=a(ar +b)+ (1 —a)(ay +b) = af(z) + (1 — o) f(y).
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Figura 2.3: Func¢ao afim

Proposicao 2.2.7. Sejam fi e fo funcoes convexas sobre um conjunto convexo ). Entao a

funcao fi + fo € convexa em ).
Demonstracao. Sejam z, y € Qea € R, 0 <a < 1. Entao,

filaz + (1—a)y) < afi(z) + (1—a)fi(y),
folar + (1 —a)y) < afy(z) + (1 —a)fa(y).

IN

Somando as desigualdades acima, obtemos:

(fi + fo)laz + (1 — a)y) filar + (1 =a)y) + folaz + (1 —a)y)
afi(z) + (1—=a)fily) + afe(r) + (1-a)fa(y)

alfi + fo)(@)+ (1 —a)(fi + f)v)

IN

Proposicao 2.2.8. Seja f uma funcdo convexa sobre um conjunto convexro ). Entdo a

funcao af é convexa para qualquer o > 0.
Demonstracao. Imediata. O]

Teorema 2.2.9. Seja f: R™ — R" wuma funcao afim e S C R™ um conjunto convezo.

Entao tanto a imagem de f:

f(8) ={f(x)|z € S},



CAP. 2 ¢ CONCEITOS FUNDAMENTAIS

como a imagem da inversa de f:

f7HS) ={z|f(x) € S}
$A0 convexas.

Demonstragao. Dados y; e yo € f(S) arbitrarios, entao existem x; e xo € S tais que,

f(x1) =y1e f(a2) = y2 € f(9).

Logo,
af(x)) + (1 —a)f(x) = flax; + (1 —a)x) € S,

pois ax; + (1 — a)zg € S.

A demonstracao da imagem inversa é similar, ja que se f ¢ afim, temos que f~! é afim. [J

Analise Convexa e Otimizagao

Consideremos, de acordo com [28], o problema convexo de otimizagao:

Minimizar f(z)
sujeitaa  Axr + b = 0, (2.8)
gj(x) S 07 ] = 17 D,

onde, A € R™" b € R"e f, ¢1,.., 9, sao funcoes convexas.
Iremos também nos referir ao problema (2.8) como problema convexo se f for concava
e g1, .., g, forem funcoes convexas, jd que esse problema pode ser resolvido minimizando a

funcao — f, que é convexa.

Teorema 2.2.10. Para qualquer problema primal, a funcao objetivo dual € concava e o

conjunto factivel € convezo.
Demonstracao. Pela linearidade da Lagrangiana em relagao aos multiplicadores, para todo

r € R" A, A2 € R™"e g, o € RP e € [0,1], temos que

L(z,a A +(1— )Xy, apg + (1 —a)us)
= a L(z,\, 1) + (1 —a) L(x, Ag, p2).
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Portanto, considerando z factivel primal, (A1, 1) e (A2, po) factiveis duais, temos:
Olar +(1—a)dy, ap + (1 —a)us)
= ;Ielsfz{a L(J?,)\l, ﬂl) + (1—0() L(I7>‘27 MQ)}
S o Y
= airelgg[/(x’ )‘17 ;ul) + (]‘ a);ggl’(xv )‘27/1’2>
= &9()\17 /-Ll) + (1 - Oé) 9(>\27 M?)
Logo, a funcao objetivo dual é concava.

E facil perceber que o conjunto factivel {y| x> 0} é um conjunto convexo. Ol

Do teorema acima segue que todo problema dual é um problema convexo. Este fato

independe do problema primal ser convexo [28].
Teorema 2.2.11. Seja 2 C R™ um conjunto convexo e f : Q — R uma func¢do conveza.
Entao qualquer mimimizador local € também um minimizador global de f.
Demonstracao. Suponha que z* € Q) é um minimizador local de f e que existe
z € Qtal que f(z) < f(z¥). Entao,
flax+ (1 —a)z") <af(x)+ (1 —a)f(zx)" < f(z"), sempre que 0 < o < 1.

Mas, para « suficientemente pequeno, temos que ax + (1 — a)x* pertence a e-vizinhanca

de x*, o que contradiz que z* é um minimizador local. O

Outra propriedade interessante de problemas convexos esta relacionada com as condi¢oes
KKT (2.2). Em problemas convexos as condigoes KKT além de necessérias, sao suficientes,

como veremos no teorema a seguir.

Teorema 2.2.12. Considerando que as fungoes f, g do problema (2.1) sao convexas, h

linear, e que I, (5\, i), sdo pontos que satisfazem as condigoes KKT, ou seja,
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entdo, T, (N, i) sdo dtimos primal e dual, respectivamente, e o gap de dualidade é zero.

Demonstracao. As duas primeiras condigoes garantem que & é primal factivel.

Como i > 0, pelas proposicoes 2.2.7 e 2.2.8, temos que a fungao Lagrangiana L(x, 5\, i)
é convexa em x. Além disso, a terceira condi¢ao garante que o gradiente da Lagrangiana se
anula em x = Z. Portanto, pelo Teorema 2.2.11, & é minimizador da fungao Lagrangiana.

Além disso, utilizando a primeira e a 1ltima condicao, temos

0\ 1) = L(

Portanto, pelo teorema forte da dualidade, temos que T é minimizador primal e (5\7 i) é

minimizador dual. O



CAPITULO 3

PROBLEMAS ASSOCIADOS A
CONES DE SEGUNDA ORDEM

3.1 Introducao

Problemas de programagao conica de segunda ordem (SOCP - Second-Order Cone Program-
ming) sao problemas convexos de otimizagao nos quais uma fungao linear é minimizada sobre
restricoes lineares e restricoes de cone quadratico. Estes problemas sao um caso especial de

programacao semidefinida (SDP - semidefinite programming).

Problemas de programacao linear, problemas de programacao quadratica e problemas de
programagcao quadratica com restrigdes quadraticas podem ser formulados como problemas

SOCP, assim como outros problemas que nao se encaixam em nenhuma destas trés categorias
[1].

A partir deste capitulo usaremos ||.|| para nos referirmos a norma Euclidiana.

16
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3.2 O problema de programacao conica de segunda

ordem

Um problema SOCP ¢ escrito na forma:

Minimizar f7z
sujeita a || Az +b;]| < Tz +d;, i=1,...N, (3.1)
Fz =g,
onde x € R"™ é a varidvel de otimizagao, e os parametros do problema sao f € R", A; €
RM=Dxn pc R=1 ¢, € R?, d; € R, F € R™™, g € R™.

Chamamos a restrigao ||A;z + b;|| < ¢;'z+d; de restrigao de cone quadratico, ou restrigao
SOC, ja que o conjunto de pontos que satisfazem essa desigualdade é a imagem inversa de
um cone quadrético sobre a fungao afim f(z) = (Az+b, c’x+d). Observe que, pelo teorema
2.2.9, essa restricao é convexa.

Temos entao que o problema SOCP (3.1) é convexo, ja que sua fun¢ao objetivo é convexa

e, de acordo com o teorema 2.2.2, suas restricoes definem um conjunto convexo.

3.2.1 Restricoes SOC

Restrigoes SOC podem ser usadas para representar diversas outras restrigbes convexas.

Quando n; = 1 para todo i, a restricao SOC representa uma restrigao linear

0<cr+d,i=1,..,N

*9 )

e o problema (3.1) torna-se um problema de programagao linear (PL).

Da mesma forma, quando ¢; = 0, para todo i, a restricao SOC reduz-se a
|Aiz + b < ds,

. 2 , .~ .
e considerando d; > 0, temos || A;z + b;||” < d?, que é uma restrigao quadratica. Neste caso,
temos um problema com funcao objetivo linear e restri¢coes quadraticas.
Também é possivel escrever diversas restricoes como SOC. Como exemplo, considere as

restricoes hiperbdlicas:
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rtr <yz
y=>0
z > 0.

Estas restricoes sao conhecidas por restricoes hiperbdlicas pois descrevem metade de um
hiperboldide.
Para mostrar que o conjunto de restrigoes acima pode ser escrito como uma restri¢ao

SOC, vamos provar que:

2w
wiw < yz <y-+z.
y—z
y>0 & (32)
y=>0
z>0
0

De fato, suponha que w?w < yz, entdo:

2
‘ 2w

Suponha agora que
2

2w
<y+z.
Yy—z

Entao 4w?w + (y — 2)? < (y + 2)2. Logo, wlw < yz.

3.3 Problemas que podem ser expressos como SOCP

Diversos problemas podem ser escritos como problemas SOCP. Nesta secao serao apresenta-

dos alguns exemplos, extraidos de [28], [12] e [18].
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3.3.1 Soma de normas

Considere o problema irrestrito:

P
Minimizar Z |Aix + by, (3.3)

i=1

onde A, € R=1xn o p c RW=1 4 =1, .. p.

Introduzindo novas varidveis auxiliares, ¢i,...,?,, podemos escrever o problema acima

como um problema SOCP:
. . . p
Minimizar )¢
i=1
sujeita a  ||Ax+ bl <t;, i=1,..,p,
com varidveis de otimizagao v € R" e t; € R.

Observe que nao hé alteragao nos célculos se inserirmos qualquer restrigao SOC no prob-
lema (3.3.1).

O problema classico de Fermat-Weber é um caso especial de soma de normas. Ele
identifica onde posicionar uma instalacao de modo a minimizar a soma das distancias desta
em relacdo a um conjunto de locais fixos. A formulacao deste problema é:

p
Minimizar Z |ld; — z|]
i=1

onde d;, i =1, ..., p sao as posicoes dos locais fixos e x é a posi¢cao desconhecida da instalagao.

3.3.2 Maximo de normas

De forma similar ao problema de soma de normas, podemos escrever como SOCP problemas
cujo objetivo é minimizar o maximo dentre algumas normas.
Considere o problema:
Minimizar max |[|A;xz + b;|| .
i=1,....,p
Introduzindo uma tinica variavel ¢, escrevemos o problema acima como SOCP:
Minimizar ¢
sujeita a  [[Ax + b <t, i=1,..,p.

As varidveis deste problema sao: x € R" et € R.
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3.3.3 QCQP - Quadratically Constrained Quadratic

Programmaing

Um problema de otimizacao convexa é chamado de problema de programacao quadratica
(PQ) se a fungao objetivo é quadrética e as fungoes de restrigao sdo afins. Um problema de

programacao quadratica pode ser expresso na forma:

Minimizar Jz'Px + ¢z +r
sujeita a Bz < v (3.4)

Fr =g,

onde P € R™ " ¢ simétrica semidefinida positiva, B € R¥*" z g€ R*, r € R, v € RV,
FeR™™egeR™.
Problemas de PQ incluem problemas de PL como um caso especial, basta tomar P = 0.
Um problema de otimizacao convexa é chamado de QCQP (Quadratically Constrained
Quadratic Programming) se a fungao objetivo e as restrigoes de desigualdade sdo quadraticas

e as restrigoes de igualdade sao lineares. Um problema QCQP pode ser expresso na forma:

Minimizar z!Px + 2¢'z +r
sujeita a  zfAgxr + 2z +¢; <0, i=1,...,N (3.5)
Fr=g,

onde P € R"™", A, € R™" ¢ =1,..., N, sao simétricas e semidefinidas positivas, F' € R™*",
z, q, b eR" geR"er, ¢ e R
Tomando A; = 0 para todo i, o problema QCQP acima transforma-se em um problema
PQ. Logo, problemas QCQP incluem problemas PQ, e consequentemente PL, como casos
especiais.
Para mostrar que problemas PL, PQ e QCQP podem ser expressos como SOCP, mostraremos
apenas a transformacao de QCQP em SOCP, ja que PL e PQ sao casos especiais de QCQP.
Para simplificar os cédlculos trabalharemos apenas com problemas cujas matrizes P e A;

sao definidas positivas. Assim, o problema (3.5) pode ser escrito da seguinte forma:
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Minimizar HP%x + P_%q‘ +r—q¢'P g

1 _1 2
sujeita & HAgx oA e —BAT Y, <0, i=1,..,

Fr=yg.

Introduzindo uma nova variavel t, podemos escrever o problema acima como:

Minimizar ¢
2
sujeita a HP%x + p*%q‘ tr—g'Plg<t

1 1 2
HAfx + A 7bi|| +e - DATh <0, i=1,..N,

Fr=yg.

Tomando d; = bt A; 'b; — ¢;, temos:

Minimizar ¢

<
<d;, i=1,..N,

sujeita a Pix + P‘éq
1 _1

Frx=g.

O problema acima é um SOCP com varidvel de otimizacao (¢, x).

3.3.4 Problemas com restrigoes hiperbdlicas

Como visto anteriormente, uma restrigao hiperbdlica pode ser expressa como restrigao SOC.
Segue deste fato que uma grande classe de problemas convexos podem ser escritos como
problemas SOCP.

Como um exemplo, considere o problema de maximizar a média harmonica de algumas

funcoes de x sobre um politopo:

-1
. . 1
Maximizar (Z a}’m+bi>

sujeitaa  afx+0b; >0, i=1,..,p, (36)
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Podemos reescrever o problema de maximizacao como problema de minimizacao, como

segue.
. . . p 1
Minimizar 221 =
=3

sujeita a  alx+b; >0, i=1,..,p,
cFr+d; >0, i=1,..,q.

Observe que este problema é convexo, ja que sua fungdo objetivo é a soma das fungoes
T ~ T : _ 1
1/(a; © + b;), que sao convexas para a; x + b; > 0. De fato, considerando f(z) = —5 e

utilizando a desigualdade das médias aritmética e geométrica,

Z azxz n o
Z a; =1
=1

temos:

flaz+(1—a)y) = (alax+ (1 —a)y)+b)™*
= (a(ax +b) + (1 — a)(ay + b)) !
< ((ax + b)*(ay + b)1=*)~1
fl@)fly)—
<af(z)+ (1 —a)f(y).

A\

Assim, introduzindo novas variaveis t;, ¢ = 1,..,p, t; € R, podemos escrever o problema

(3.6) como um problema com restri¢oes hiperbdlicas:

P
Minimizar )¢

i=1
sujeita a  t;(alz +b;) > 1,

ti 207 izla"'ap7

dr+d; >0, i=1,..,4q.

De acordo com (3.2), paraw = 1, y = t; e z = a! x — b;, podemos escrever o problema
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acima como um SOCP nas variaveis z e t.

P
Minimizar ) t;
i=1
. 2
sujeita a <t;+alz—b,
tzEO, izlv"vPv

cFe+d; >0i=1,..,q.

3.3.5 Superficie minima

Considere uma funcao diferencidvel f : R? — R com domf = C. A area da superficie do

grafico é dada por:
A= [ 195, 1]ds
c

o qual é um funcional convexo de f.

O problema de superficie minima é encontrar a fungdo f que minimiza a area A sujeita
a algumas restri¢oes, por exemplo alguns valores dados de f no limite de C.

Resolveremos este problema por aproximacao, discretizando a funcao f. Sejam C =
[0,1] x [0,1] e f;; o valor de f no pontos [£,Z]. Aproximando a integral como uma soma,
obtemos a area discretizada:

k-1
A Adisc — 72 E

k? & 1

3,j=0

Utilizando diferencas finitas avancadas encontramos uma aproximagao para o gradiente

de f no ponto T = (1, 1):

Jivrg — fij
Jig+1— fij

Substituindo a aproximagao do gradiente na equacao da area discretizada, encontramos:

Vi) ~k

1 k—1 k(fi-‘rl,j - f’L,])
AR Adise = 15 Do Efiger — i)

i.j=0 1
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A titulo de ilustracdo, considere o problema de encontrar a superficie de drea minima
com os valores limites fixados nas margens esquerda e direita do quadrado C. Este problema

pode ser expresso por:

Minimizar Agise
sujeita a  fo; =}, (3.7)
fkyj :Tj, j: 1,...,/{,
onde f;;, para i,j = 0, ..., k, sdo variaveis e [;,7; sao valores limites dados do lado direito e
esquerdo de C'.

Introduzindo novas varidveis ¢; ;, com ¢,j = 0, ...,k — 1, podemos transformar o problema

(3.7) em um SOCP, como segue.

k

|
—

Minimizar k—lz tij,
i =0
k(fivij — fig)
sujeita a k(fijer— fig) || S tigy & J=0,.,k =1, (3.8)
1
Joj =1,

fk?J = 7"]'7 j = 1, ,]C

3.3.6 Programacgao Linear Robusta

Em muitos problemas praticos de otimizagao a presenca de incertezas em determinados
parametros é um fato. Porém é comum construir modelos de otimizacao admitindo que os
dados sao conhecidos exatamente e ignorar a possivel influéncia de incertezas, associadas a
esses parametros, sobre a otimalidade e factibilidade das solugoes desses modelos [17].

Segundo [4], para casos reais de programacao linear, é importante considerar a possibili-
dade de que uma pequena incerteza nos dados (intrinseca para a maioria dos problemas de
casos reais de PL) pode fazer a solucdo 6tima completamente sem sentido do ponto de vista
pratico.

Considere um problema de programagao linear:
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Minimizar ¢z

sujeita a Az —b<0. (3.9)

Como dito acima, em aplicagoes reais, os dados ¢, A, b do problema (3.9) nao sao todos
conhecidos exatamente, o que geralmente se conhece é um dominio U nos espagos dos dados,
conhecido por conjunto de incertezas, que certamente contém os dados reais. Ha casos
em que, apesar dessa incerteza dos dados, a escolha de x deve cumprir as restrigoes reais,
quer as conhe¢amos ou nao [18].

Se realmente tudo o que sabemos sobre os dados é que eles pertencem a um determinado
conjunto U, mas ainda temos que satisfazer as restrigoes reais, a inica maneira de satisfazer
os requisitos é limitar-nos a solugoes factiveis candidatas a solugoes robustas. Solugoes ro-
bustas sao solucoes que satisfazem todas as possiveis restrigoes incertas. Para este problema,

solucoes factiveis candidatas a robustas sao os vetores x tais que

Ax —b <0V [A;]
para algum ¢ que satisfaca (¢, A,b) € U.

A fim de escolher entre essas solucoes factiveis robustas a melhor possivel, tomamos como

fungao objetivo f(x) o maior valor de todas as realizagoes possiveis de c'x, ou seja

f(x) =sup .

Desta forma, podemos associar ao nosso problema de programacao linear incerto, o prob-
lema de minimizar o valor étimo robusto sobre o conjunto de todas as solugoes factiveis
robustas, ou seja,

Minimizar ¢
sujeita a o <t (3.10)
Az —b<0 V(e , Ab) €U

O problema acima é chamado contrapartida robusta de (3.9).

Note que (3.10) é um problema de otimizagao usual, sem incertezas, mas na maioria das
vezes nao é um problema de programagao linear. A estrutura de (3.10) depende da geometria

do conjunto U.
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Segundo Nemirovski [18], é razodvel especificar o conjunto incerteza como um elipséide,

pois

e conjuntos de incertezas elipsoidais representam uma grande familia, incluindo politopos
e podem ser usados como boa aproximacao, em muitos casos, de conjuntos convexos

complicados;

e um elipsoide é representado parametricamente por dados de tamanho moderado, por-

tanto é util utiliza-lo como entrada;

e em muitos casos de dados estocasticos incertos, existem argumentos probabilisticos que

permitem substituir incerteza estocastica por incerteza elipsoidal deterministica;

e por ultimo, e mais importante, o problema de incertezas se tranforma em um problema

SOCP.

Para mostrar que um problema de programacao linear com elipsédes de incerteza pode
ser representado como um problema SOCP, assumiremos, para simplificar, que ¢ e b de (3.9)

sdo fixos, e que as linhas a; de A pertencem a elipséides dados:
a; € ¢ = {a; + Pu| ||ul| < 1}, (3.11)

onde P; é simétrica definida positiva.

Observe que se P; fosse singular, obterfamos elipséides planos com dimensao igual ao
posto de P; e que se P; = 0, entao, a; seria conhecido.

Para satisfazer a exigéncia de que as restricoes sejam satisfeitas para todos os valores
possiveis dos parametros a;, associamos ao problema original sua contrapartida robusta, ou

programa linear robusto

Minimizar c'z
. . T .
sujeitaa  a; v —b; <0 Va; € ¢, =1,...,m,

(c, A,b) € U. (3.12)
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A restricdo linear robusta alx — b; <0, Va; € ¢;,i = 1,...,m pode ser expressa como
sup {aiTx | a; € ei} < b;.

Utilizando (3.11), podemos reescrever o lado esquerdo da desigualdade acima da seguinte

forma:

sup {a;fpx| a; € e,-} =alx 4 sup {utPix| llu|| < 1}.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:
alw +sup {u' P | |lul < 1} = alz + || Pa] .
Portanto, a restricao linear robusta pode ser expressa por:
a; v+ || P < b,

a qual é uma restricao SOC.
Assim, o problema linear robusto (3.12) pode ser expresso por:
Minimizar c'z
(3.13)
sujeita a  az + [Pzl <b, i=1,..m,
que é um problema SOCP.
Note que os termos adicionais envolvendo normas atuam como regularizagao, previnem

que x cresca em direcoes consideradas incertas em relacao aos parametros a;.

3.3.7 Quadrados minimos robustos

Considere um conjunto de restricbes Ax ~ b, onde A € R™*™ b € R™ estao sujeitos a erros
desconhecidos mas limitados dA e b, com ||0A|| < p e [|0b]| < £. Definimos a solucao robusta
de quadrados minimos como a solu¢ao & € R™ que minimiza o maior valor residual, ou seja,

é a solucao do problema de quadrados minimos robusto:

Minimizar max |[(A 4 0A)z — (b+ db)]| . (3.14)
[[6AlI<p
ll6bll<€
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E possivel, como veremos a seguir, escrever a fungao objetivo do problema (3.14) sem

Incertezas.

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

lyll |(A4dA)z — (b+ 0b)|| = |ly||||[Ax — b+ Az — db||
> y'(Ax — b+ 0Az — 0b).

Desta forma,

max ||(A+6A)z — (b+ 6b)|| = max max y'(Axr — b) + y'0 Az — y'5b.
154 ] <p lsAl<p [lyl|<1
ll6b]l <€ ll6b]l <€

Tomando y'0A = z, temos:

12l = [[y" oAl < Iyl ISAIN < 6A] < p.

E observando que
y'ob < [yl llov]l < llob]| < ¢,

temos:

max max y'(Ar —b) + y'dAxr — y'db = max max y'(Azx —b) + 'z — £
”gg“ll\zg <1 llzlI<p llyll<1

Novamente pela desigualdade de Cauchy,

y'(Az =) < |lyll || Az — || < Az — b

dz < lz flll < pllll-

Assim,

max max y'(Az —b) + 'z + &= ||Az —b|| + p||z|| — &

lzll<p llyll<1

Logo, o problema (3.14) é equivalente ao problema de minimizar a soma das normas:

Minimizar ||[Az — b|| + p||z|| — &.
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O problema acima é um SOCP e pode ser resolvido como tal, porém ha uma solugao
mais simples através da decomposi¢ao em valor singular de A. A resolugdo como problema
SOCP torna-se 1util quando existirem restrigoes adicionais sobre x, por exemplo, restrigoes

de nao negatividade.

Vamos estudar uma aplicacao semelhante a aplicagdo da segao anterior. Considere que
as linhas a; de A estao sujeitas a erros independentes, mas conhecidos por pertencerem a

um dado elipsdide ¢;:

a; € ¢ = {a; + Pu| |lul]| <1}, (3.15)

onde P; é simétrica definida positiva.

Obtemos a estimativa x de quadrados minimos robustos minimizando o pior caso residual:

n 1/2

Minimi Te—b)") 1

inimizar max <Z; (aj z —b;) ) (3.16)
-

Da mesma forma que fizemos célculos algébricos com o problema (3.14), faremos com

este, com a finalidade de escrever a funcao objetivo sem incertezas. Assim:

max ’agpx — bz-|
a; €€;

= max ‘&?m —b; + utPix‘
flul|<1

= max max {(_ziTx —b; + u'Px, —alx +b; — utPi:E}
flull<1

=max {a/z — b, + ||Pz||, —alz + b; + | Piz| }
= la/z — bi| + || P]| .

Portanto, o problema de quadrados minimos robusto (3.16) pode ser formulado da
seguinte maneira:

n

1/2
Minimizar (Z (|az — b + HszUH)2> ’

i=1

o qual pode ser expresso como SOCP:
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Minimizar s
sujeita a  ||t|| <s (3.17)
lale —b;| + | Px|| < t;, i=1,...n.
Essas duas variagoes de quadrados minimos robustos podem ser estendidas para permitir
a incerteza sobre b. Para o problema (3.14), suponha que os erros A e db sao limitados,

sendo ||[0A4 0b]|| < p. Usando a mesma andlise anterior, é possivel mostrar que:

11 A
H[éAébmgp”( )z —( =l | +p X

Assim, temos o problema:

Minimizar [|Az — b|| 4+ p

E concluimos que a solugao de quadrados minimos robustos pode ser encontrada resol-

vendo um problema SOCP, sem incertezas.



CAPITULO 4

METODO DE PONTOS
INTERIORES PRIMAL-DUAL

Neste capitulo, inicialmente, apresentaremos um estudo de métodos de pontos interiores do
tipo primal-dual, seguido de um estudo do método de barreira e sobre o método de redugao
potencial.

Os métodos apresentados serao aplicados a problemas de programagao nao linear gerais

e a problemas SOCP.

4.1 Problema Geral de Programacao Nao Linear

Nesta segao consideraremos inicialmente problemas de programacao nao linear na forma

padrao.

4.1.1 Meétodos de Pontos Interiores do tipo Primal-Dual
Os métodos do tipo primal-dual aplicados a problemas de programacao nao linear (2.1),

31
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Minimizar f(x)

sujeita a  h(x) =0, (4.1)
0,

IN

9()
geram iteracoes (z¥, \F, u¥) que satisfazem as desigualdades g(x) > 0, p > 0 estritamente.
Esta propriedade originou o termo pontos interiores. Respeitando essas desigualdades, os

métodos evitam solugoes falsas, pontos que satisfazem
VL(z, A, p) =0, h(z) =0, pg(z) =0,

mas nao satisfazem

g9(x) >0, p>0.

Como solugoes falsas surgem de forma abundante e nenhuma delas gera informagao 1til sobre
o problema original, o melhor a se fazer é exclui-las da regiao de busca.

Da mesma maneira que a maioria dos algoritmos em otimizacao, métodos primal-dual
de pontos interiores possuem dois componentes basicos: um procedimento para determinar
0 passo, ou direcao de busca, e uma medida de conveniéncia de cada ponto no espaco de
busca. O procedimento da direcao de busca tem origem no Método de Newton.

Procedimento Basico do Método de Newton

Considere as condigoes KKT (2.2):

V. L(x, A\, i) = 0, (4.2a)
h(z) =0, (4.2b)
g9(x) >0, (4.2¢)

pigi(x) =0, i=1,...p, (4.2d)
> 0. (4.2¢)

O Método de Newton fornece um modelo linear para as equagoes (4.2a, 4.2b, 4.2d) na

vizinhanga do ponto atual e obtém uma direcao de busca (Ax, AN, Ap).
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Geralmente nao é possivel realizar um passo completo nessa diregdo sem violar as fron-
teiras g(x) > 0 e pu > 0. Para evitar que isso ocorra, realizamos uma busca linear sobre a

direcao de Newton. Entao a nova iteracao é:

(x, A\, 1) + a(Ax, AN, Ap),

para algum parametro escalar o € (0, 1]. Infelizmente, na maioria dos casos, para nao violar
as fronteiras, realizamos passos pequenos nesta direcao, portanto o Método de Newton nao
nos permite grandes progressos em direcao a uma solucao.

Como veremos a seguir, métodos do tipo primal-dual modificam o procedimento bésico

do Método de Newton de duas maneiras importantes:

1. fazem com que a direcdo de busca aponte para o interior da regiao nao negativa
(g9(xr) > 0, p > 0). Assim podemos realizar passos maiores na diregao desejada,

sem que as fronteiras sejam violados.

2. mantém as componentes de g(x) e u estritamente positivas enquanto possivel.

4.1.2 O Caminho Central

No processo iterativo de métodos de pontos interiores, sdo propostas duas modificaces nas
condigoes KKT: conversao das desigualdades em igualdades, usando varidveis de folga s > 0,
e a perturbacao das equagoes de complementariedade (4.2d) através do parametro 7 [8].

Desta forma, o novo conjunto de equacoes é:

VaL(z, A 1) =0, (4.3a)
hz) =0, (4.3b)
g(z) + 5 =0, (4.3¢)
diag(p)s — re = 0, (4.3d)

(Svluﬂ 7—) > 07 (436)
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ondeT R, seRP, ecRPee=]1,..,1]7.

O caminho central C é um arco de pontos estritamente factiveis que desempenha um
papel vital na teoria dos algoritmos do tipo primal-dual. Cada ponto (z, A, i) € C é solugao
do sistema (4.3).

Para resolver o sistema (4.3), utiliza-se o Método de Newton, que fornece um modelo
linear para as equagoes deste sistema em torno do ponto atual e obtém uma direcao de
busca (Ax, A\, Au) em dois passos.

Primeiro as direcées Az e AX sdo encontradas através do sistema:

T Vh(z) Ax _ t | (4.4)
VTh(z) 0 AN —h(z)
onde
T =V?,L+ Vg diag () Vg
t = —V,L+ Vg diag(s™)(re + diag(p)g).
No segundo passo, as dire¢oes As e Ay sao obtidas por:
As = —g(x) — s — VTg(z)Az, (45)

Ap = —p+ diag(s™!)(re — diag(u)As).
Para assegurar a positividade de s e p, sao utilizados dois paramentros, a, € (0,1] e

ag € (0,1]. Desta forma, as varidveis primal e dual para a iteragao seguinte sao:

" =z + o, Az,
sF =5 + a,As,
AL = N+ g AN,
P =+ agAp.
A cada iteracao, o parametro de perturbacao 7 é gradualmente reduzido a zero, de forma

que as equagoes (4.3) se aproximam das condi¢oes KKT.

4.1.3 Meétodo Seguidor de Caminho (Path-Following Method)

Um algoritmo path-following restringe as iteragoes para uma vizinhanca do caminho central C

e segue para uma solucao do problema original. A vizinhanga exclui pontos (x, A, i) que estao
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muito proximos da fronteira da regiao nao negativa. Assim, diregoes de busca calculadas a
partir de qualquer ponto desta vizinhanca fazem pelo menos progressos minimos em direcao
ao conjunto solugao [31].

Ao manter todas as iteragoes dentro de uma vizinhanca, os métodos do tipo seguidor de
caminho reduzem todos os produtos p;g;(x) para zero aproximadamente na mesma taxa.

Alguns métodos do tipo seguidor de caminho escolhem valores conservadores para o
parametro central o (isto é, o apenas ligeiramente inferior a 1). Estes métodos, que sao con-
hecidos como métodos short-step path-following, fazem apenas progressos lentos em diregao
a solucao porque uma vizinhanga restritiva é necessaria para fazé-lo funcionar.

Os métodos long-step path-following fazem escolhas menos conservadoras de o do que
os métodos short-steps. Como uma consequéncia, eles precisam realizar uma busca linear
ao longo de (Az, A), Apu) para evitar deixar a vizinhanga escolhida. Fazendo escolhas
convenientes para o, todavia, métodos long-step podem fazer progressos muito mais rapido

que métodos short-step.

4.1.4 O Método de Barreira

Um método seguidor de caminho muito utilizado ¢ o método de barreira. Este é utilizado
para a resolucao de problemas com restri¢oes de desigualdade, cujo interior é nao vazio, pois
trabalha no interior da regiao factivel, utilizando uma funcao auxiliar que cresce indefinida-
mente proxima a fronteira e uma sequéncia decrescente de fatores de barreira.

Os métodos de barreira introduzem as restrigoes na fungao objetivo através de um
parametro de barreira, que impede a aproximacao de um ponto factivel a fronteira da regiao
factivel. Trabalhando no interior dessa regiao, tais parametros geram barreiras que impe-
dem as varidveis de violarem suas fronteiras. Logo, parte-se de um ponto factivel e geram-se
novos pontos factiveis.

O objetivo é transformar um problema com restrigdes de desigualdade (2.1),

Minimizar f(x)

sujeita a  h(x) =0
0

IN

g9(z)

)
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em um problema com restri¢oes de igualdade, no qual o método de Newton pode ser aplicado
[28].
O primeiro passo é reescrever o problema (2.1), colocando as restrigoes de desigualdade

implicitamente na funcao objetivo:

Minimizar f(x) + i_il —(4)log(—gi(x)) (4.6)

sujeita a  h(x)
onde t > 0 é um parametro que define a precisao da aproximagao.

p
A fungao ¢(z) = > —log(—g;(x)) é chamada de barreira logaritmica do problema (2.1).

=1

Seu dominio

dom¢ = {x € R"| gi(x) < 0,i=1,...,p},

é o conjunto de pontos que satisfazem as restrigdes de desigualdade de (2.1) estritamente.
Independentemente do valor de t, a fun¢ao barreira cresce ilimitada se g;(z) — 0, para

qualquer i, isto é,

<l) o) = 0, seg(x) <0, (47)

t 00 caso contrario.

Quando aumentamos ¢, a solucao x(t) do subproblema apresentado em (4.6) aproxima-se
da solucao x* do problema original.

Considerando t = i, temos a func¢ao Lagrangiana associada ao subproblema (4.6):

p

L(z, A p) = f(2) + ) —plog(—gi(x)) + Z Aihi(x).

i=1

Desta forma, podemos escrever o sistema que define o caminho central (4.3) como [30]:

f@) + i—mogegi(:c)) + iwm —0,

(2

h(z) =0,
diag(u)s — 1e =0,

(4.8)

(s,p1,7) > 0.
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Para resolver o sistema (4.8) utiliza-se o Método de Newton. O vetor dire¢ao de busca

[Ax, AN, Apu] é utilizado para atualizar as varidveis x, A, p [10] como segue:

(z, A\, 1) + a(Ax, AN, Ap),

em que o tamanho de passo a € (0, 1] é escolhido para preservar a positividade de t.

Pra mais detalhes ver [7], [30].

4.1.5 Meétodos de Reducao Potencial

Métodos de reducao potencial realizam passos semelhantes aos dos métodos do tipo seguidor
de caminho, mas nao explicitamente na direcao de C. FKEstes métodos usam uma fungao
logaritmica potencial para medir o mérito de cada ponto estritamente factivel e visam atingir
uma certa reducao fixa nesta fun¢ao em cada iteragao [31]. A fungao potencial tipo primal-

dual, a qual denotamos por ®, geralmente tem duas propriedades importantes:

®(x, A, ) — 00 se pigi(x) — 0, mas pu £ 0, (49)
Oz, A\, u) — —oose, esdse (x, A\, u) — (x5, N\, u*) € Q, '

onde ) é o conjunto das solugoes primais-duais. A primeira propriedade de (4.9) impede
que qualquer um dos produtos p;g;(z) aproxime-se de zero independentemente dos outros
e, portanto, mantém as iteragoes distantes da fronteira da regido nao negativa. A segunda
propriedade, relaciona ® com o conjunto solucao €2. Se o algoritmo forcar ¢ para —oco, entao

(4.9) assegura que a sequéncia se aproxima de um ponto do conjunto solugao.

Como nos algoritmos do tipo primal-dual, os algoritmos de redugao potencial obtém
suas direcoes de busca resolvendo os sistemas (4.4), (4.5). Os passos «, e oy sao escolhidos
minimizando ® aproximadamente ao longo das dire¢oes calculadas. Ha estratégias adequadas
para garantir reducao constante de ® em toda iteracao. Assim ® tendera a —oo, forgando a

convergéncia (ver [31]).
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4.2 SOCP - Second-Order Cone Programming

Nesta se¢ao, faremos uma breve descrigao de métodos do tipo primal-dual aplicados a prob-

lemas SOCP.

4.2.1 Dual do SOCP

Para os célculos desta secao, associaremos ao cone C' a ordenacao parcial em R"™ definida
por:

r>cysr—yel (4.10)

Desta forma, temos que x >¢ 0 representa x € C.

Considere o problema SOCP (3.1) reescrito da seguinte forma:

Minimizar f7x
sujeita a  A;x + b; = uy,
(4.11)
cda+d; =t;,
lluil] <t; i=1,..N.
Observe que, pela definicao 2.2.4, as restrigoes de desigualdade ||u;]|] < ¢; implicam

que, para todo i, o vetor (u;;t;) pertence ao cone C;. Desta forma, temos por (4.10) que

(us;t;) >¢, 0 e podemos reescrever o problema primal por:

Minimizar fTz
sujeita a  A;x + b; = g,
dr+d; =t;,
(us3t;) >¢, 0 ¢ =1,...N.

Definindo y = (x,u,t), temos a Lagrangiana deste problema:

N
Ly, A p) = fla + Z AL (s + b — ) + X, (e o+ di — ) — pf (wis ty),

i=1
com p; >¢, 0, ou seja, p; € C;.
Considerando p; = (z;;w;) temos novamente pela definigao 2.2.4 que ||z < w;. Assim,

podemos reescrever a Lagrangiana como,
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N
Ly, A ) = [T+ 3 M (A + b — wi) 4+ Xo,(c] z + di — t;) — (zi3w;) " (w3 )

i=1

N
= ffo+> )\fi(Aix +b; — ;) + X, (T + dy — t;) — 2Fu; — wits.
i=1

Reorganizando, temos:

i=1

N T N
L(y> >\7 /1') = (f + Z (A?All + Ci)\2 > Z )\1 + Zz U ()\21 + wz)tz
=1

Desta forma, temos:

( (

N
f4+ 2 ATM, +cds, =0,
1=1

N N
Z bZT)\ll + d;T)\Q,L se Z /\12. +z; = 0,

O(A\, ) =inf Ly, \,p) = i=1 i=1
y N
\ =1
| — caso contrario.
De acordo com a equagao acima, utilizamos A\, = —z; e Ao, = —w; temos o SOCP dual:
N

Maximizar — > (b) 2 + dyw;)
i=1
N
sujeita a > (ATz + ;) = f (4.12)

i=1

As varidveis duais sdo os vetores z; € R™! e w € RY. Como visto anteriormente, o
SOCP dual também é convexo. De fato, (4.12) e (4.11) tém a mesma forma. Além disso, se
eliminarmos as restrigoes de igualdade, podemos reescrever o SOCP dual na forma do SOCP

original (3.1).

4.2.2 Barreira para Cone Quadratico

Definimos a fungao barreira para cone quadratido de forma semelhante a funcao barreira

original (4.7):
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— 2 _ 2
sty = | 1o ), el < i

00 caso contrario.
Observe que a fungao ¢ é a fungao barreira para cone de segunda ordem. De fato, sendo
C' um cone de segunda ordem, ¢(u,t) é finito se e 86 se (u,t) € C (ie., ||ul| < 1t), e ¢p(u,t)

converge para oo quando (u,t) se aproxima do fronteira de C'.

4.2.3 Funcao Potencial Primal-Dual

A funcao potencial primal-dual para um ponto (z, A, 1) factivel em um problema SOCP é

definida, de acordo com [12], como:

N
O(x,z,w) = (2N + vV2N)logn + > (¢(ui,t;) + ¢(zi;w;)) — 2N log N (4.14)
i=1

onde v > 1 é um parametro do algoritmo e n é o gap (2.6) associado a (x, A, i1). A propriedade

mais importante da funcao potencial é a desigualdade

n(z, z,w) < exp(®(x, z,w)/vV2N), (4.15)

que ocorre para todo ponto factivel (z, z, w).

Desta desigualdade concluimos que se o valor da fungao potencial é pequeno, entao o
gap de dualidade também ¢é pequeno e o ponto estd préximo do 6timo. Em particular, se
® — —o0, entdo n — 0 e (z, z,w) aproxima-se da otimalidade.

A desigualdade da fungao potencial (4.15) pode ser facilmente verificada notando que a

fungao ¢ (z, z,w), definida por:

N
U(x, z,w) = 2N logn + Y (d(us, ;) + ¢(zi; w;)) — 2N log N,

i=1

é positiva para todo ponto (z, z,w) factivel. Dai segue que
D(z, 2,w) > vvV2N log(n(z, 2, w)),

e concluimos a desigualdade (4.15).
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4.2.4 Algoritmo Primal-Dual de Reducao Potencial

Em um método primal-dual de reducao potencial, comegamos com pontos factiveis do primal
e do dual x, z, w e os atualizamos de tal maneira que a func¢ao potencial ®(z, z, w) é reduzida
a cada iteracdo ao menos uma certa quantia garantida. Existem diversas variacoes desta
idéia. Nesta secao apresentamos o algoritmo redugao potencial primal-dual de Nesterov e
Nemirovski [19].

A cada iteracdo do método de Nesterov e Nemirovski, as direcoes de busca primal e dual

Az, AX e Ay sao calculadas resolvendo-se o conjunto de equacoes abaixo:

H' A AZ | H Y~vZ +g) (4.16)
AT 0 Az 0 '

nas variaveis Az e AZ, onde v, H, g, Z e AZ sao definidos por

_ (2N + vV/2N)

v
n

V%(uh tl) e 0

H = . . . :
0 VQQb(UNﬂfN)

V¢(u17t1)
9= : ;

V(Z)(qutN)

Z = [zTwy .. 2wyt AZ = [AT Aw; . Az Awy]T.

Algoritmo Primal-Dual de Reducao Potencial

Dados x, A, p estritamente factiveis, uma tolerancia € > 0 e um parametro v > 1.

Repita

1. Encontre diregoes de busca primal e dual resolvendo a equagao (4.16).
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2. Encontre p, ¢ € R que minimizem ®(z + pdz, z + ¢dz, w + qéw).
3. Atualize. z :=x + pix, z := 2z + ¢dz, w = w + gow.

Até n(z, z, w) <e.

A fungao potencial decresce ao menos um valor fixo [12], i.e.,
O™ 2(k + 1), w*) < d W, 2B w®) —§ (4.17)

onde ¢ independe de qualquer dado do problema.

4.2.5 Encontrando pontos iniciais estritamente factiveis

O algoritmo da segao anterior requer pontos iniciais primal e dual estritamente factiveis.
Nesta secao discutiremos duas técnicas que podem ser usadas quando nao se conhece pontos

primais e duais factiveis.

Limites nas variaveis primais

Geralmente ¢é facil encontrar pontos duais factiveis em SOCPs quando as restri¢oes primais
incluem limites explicitos nas varidaveis. Por exemplo, suponha que modificamos o SOCP

(3.1) adicionando um limite na norma de =,

Minimizar fTz
sujeita a  ||Aiz + || < c¢lw+d;, i=1,..N, (4.18)
lzll < R.
Se R é grande o suficiente, a restricao extra nao muda a solugao, nem o valor étimo do
SOCP. O dual do SOCP (4.18) é

N
Maximizar — <Z (bF 2; + dwy;) + RwN+1>

i=1

sujeita a f + Z (A?Zz + ciwi) + 2yi1 =0 (419)

2

|zil] <w; i=1,..N.

N
=1
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Pontos estritamente factiveis para o problema (4.19) podem ser facilmente calculados.
Parai =1, ..., N, podemos escolher quaisquer z; e tomar w; > ||z;||. A varidvel zy 1 segue da
restri¢ao de igualdade do problema (4.19) e wy 1 pode ser escolhida entre qualquer ntimero

maior que ||zy41]|-

Método Fase 1

Um ponto primal factivel pode ser encontrado resolvendo o SOCP:

Minimizar ¢

Sujeita a ||AZ.I' + sz < Citﬂf -+ di + t, 1= 1, N, (420)

nas variaveis x e t. Se (z, t) é factivel no problema (4.20), e ¢ < 0, entdo z satisfaz
|Aix + b;|| < ¢'x + d;. Em outras palavras, z é estritamente factivel para o problema
original (3.1). Podemos entdo encontrar um ponto estritamente factivel x, resolvendo o
SOCP (4.20), e exigindo que o valor 6timo t* seja negativo. E facil verificar que se t* > 0, o
SOCP original (3.1), é infactivel.

Note que é facil encontrar um ponto estritamente factivel para o SOCP (4.20). Uma

possibilidade de escolha é:
x =0, t>max|b — d;.
Se temos um ponto factivel para o dual do problema acima, podemos resolvé-lo pelo

método primal-dual de reducao potencial. Caso contrario, podemos adicionar limites explicitos

nas variaveis primais como descrito anteriormente.

4.2.6 Meétodo Seguidor de Caminho para SOCP com

Escalamento de Nesterov-Todd

Vamos descrever agora um outro método especifico para resolugao de problemas SOCP. Para

este método, inicialmente, consideraremos um problema SOCP simplificado:
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Minimizar f7x
sujeita a  [|Az|| < d, (4.21)
Fr=g.
Entao novamente associando ao cone C' a ordenacao parcial em R" definida por x >¢

y < o —y € C, vamos reformular o problema (4.21),

Minimizar [’z
sujeita a Az <¢ d, (4.22)
Fr=g.
O dual do problema SOCP (4.22) é:

Maximizar —d’p — g7\
sujeitaa  ATpu+ FIA+ f =0, (4.23)
w=>c 0.
As condigoes KKT (4.2) do problema (4.22) sao:

f+AF+ A =0,
Fr =g,
Az <o d, (4.24)
diag(p)(Ax —d) = 0.
w=>c 0.
O caminho central do problema (4.22) é definido pelo conjunto de pontos que satisfazem

o sistema KKT modificado (4.3),

f+ A+ pA=0,
Fr=g,
Ax —d+s =0,
! i (4.25)
diag(p)s — e =0,

(S,M) >c 07
7> 0.
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Reescrevendo as equagoes (4.25) na forma matricial, temos:

0 0 FT AT x —f
ol+|F 0o o0 A =1 g |,
S A 0 0 I d (4.26)
diag(p)s = e,
(s, 1) >c 0,
7> 0.

Definicao 4.2.1. Um escalamento primal-dual W é uma transformagao linear
s=WTs, p=Wp,
que mantém o cone e o caminho central invariantes, isto €,

§s>c0& 5>60, w>c0& u>c0,

diag(p)s = e < diag(f1)s = Te.

Se W é um escalamento, podemos escrever as equagoes do caminho central (4.26) equiv-

alentemente como:

0 0 FT AT | [ —f
O+ F 0 0 A= g )
s A 0 0 I d (4.27)
diag(w,)ws = Te,
(s,1) >c 0,
7> 0.

onde w, = Wy e wg =W 7Ts.

Propriedades da fun¢ao barreira logaritmica (4.13) fornecem um procedimento para cons-
truir um escalamento primal-dual .

O algoritmo de Nesterov-Todd, a seguir, é baseado nas equagoes de caminho central
(4.27), depois de ser aplicado ao problema um escalamento com uma matriz W obtida a

partir da Hessiana da funcao barreira (4.13). Para mais detalhes vide [21], [20]
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Algoritmo Seguidor de Caminho para SOCP

Dados (s, z, A, ).

1. Compute
Ty 0 0 FT AT x
| =10|—[F 0 0 A
Ty s A 0 0 [

Pare se (s, x, A, p) satisfizer (aproximadamente) as equagoes KKT (4.26).

2. Resolva o sistema linear

0 0 FT AT Ax, Ty
0 - F 0 0 ANy | =— | r
As, A 0 0 Aptg Ty

3. Compute
a = sup{a €0, 1]] (s, p) + a(sq, ta) }

o=(1-a)

4. Resolva o sistema linear:

0 0 FT AT Ax Ty
O |—-|F 0 0 AN | =—(1—=0)— | ry
As A 0 0 Ap T

5. Atualize.

(s,2, A\, ) = (8,2, \, p) + a(As, Ax, AN, Ap)

onde a = sup {a € [0, 1] (s, 1) + a(Sq, fta) }

Compute a matriz de escalameto W para s e .
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Inicializacao

Quando os pontos iniciais (xg, Sg, Ao, fo) nao sao especificados pelo usudrio, entao eles
sdo selecionados da seguinte forma. A varidvel primal incial serd a solucao do problema de

quadrados minimos:
Minimizar ||Az — b||

sujeita a  cf'z =d.

O valor inicial de sq é calculado do residuo s = Azxg — b, como segue

VAR

se ay, < 0,
S0 =
§+ (14 ap)e caso contrério,

onde o, = inf{ar| 5+ ae > 0}. Os valores zy e § podem ser calculados através do sistema

linear:
0 FT AT o 0
F 0 0 A =|d
A 0 —I -5 b

As variaveis duais iniciais g e jo sao calculadas resolvendo o problema de norma minima:

Minimizar ||| (4.28)

sujeita a  ATp+ A+ f =0.
Se a solucao é A\g e ji, entao usamos Ay como valor inicial de A, e

i se ay, < 0,
Ho = ~ .
fi+ (14 a,)e caso contrario,
onde o, = inf{a | i + ae > 0}, como valor inicial de p. O problema de norma minima (4.28)

é equivalente ao sistema linear

0 FT AT T —c
F 0 0 XM | =] 0
A 0 -1 —i 0

Desta forma, podemos encontrar os valores A\g e i resolvendo este sistema linear.



CAPITULO 5

TESTES NUMERICOS

Este capitulo apresenta experimentos numéricos realizados com o objetivo de avaliar a
eficiéncia do uso de um software especifico para problemas SOCP, quando comparado a
um software genérico para resolucao de problemas de otimizagao.

A avaliagao teve como foco quatro problemas preliminares, de pequenas dimensoes, um
problema tedrico, com dimensdes varidveis, e duas aplicagoes reais. O software especifico
utilizado para execugao de problemas SOCP foi o CVXOPT Python Software for Convex
Optimization [27], enquanto a fun¢do fmincon Find Minimum of Constrained Nonlinear
Multivariable Function [15], nativa do Matlab [16], foi utilizada como o software genérico.

Os problemas preliminares e o problema tedrico sao mostrados de duas formas diferentes,
primeiro em seus formatos originais, em seguida no seu formato SOCP. Estes problemas sao
solucionados de trés maneiras distintas: formato original em fmincon, formato SOCP em
fmincon e formato SOCP em CVXOPT. As aplicagoes reais sao executadas sempre em seu
formato SOCP, tanto em fmincon quanto em CVXOPT.

Nestas simulagoes, avaliamos a quantidade de testes bem sucedidos, o valor da funcao
objetivo e a quantidade de iteracoes. Como se tratam de dois softwares distintos - Matlab
e Python, para avaliar o tempo utilizamos uma padronizacao. Todos os valores de tempo

foram divididos pelo menor valor de tempo de cada software, sendo assim, o menor tempo,

48
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tanto do fmincon como do CVXOPT, estao representados por 1.

Foram utilizados o mesmo ponto inicial, vetor nulo, e os mesmos critérios de parada nos
dois softwares: gap relativo: 107%; tolerancia das restricoes nao lineares: 107%; méximo de
iteracoes: 5.000, no problema QCQP, 25.000 na aplicagdo de arranjo de antenas e 25.000
na aplicacao garra de multiplos dedos (GRASP). Em CVXOPT zeramos o critério de gap
absoluto.

Os experimentos foram realizados em um computador com processador Intel Core i5 750

(2.67GHz) com 4GB de RAM.

5.1 Software utilizado

5.1.1 CVXOPT - Python Software for Convex Optimization

O estudo recente de problemas SOCP levou a criagao de algumas ferramentas de software
para resolugao dos mesmos. Dentre elas, destacam-se SeDuMi [25], desenvolvido por Jos
F. Sturm, mantido pelo Advanced Optimization Laboratory; CVX Matlab Software for
Disciplined Convex Programming [9] e CVXOPT.

O CVXOPT ¢é um pacote de software livre para otimizacao convexa, baseado na lin-
guagem de programagao Python [22]. Possui uma grande gama de funcionalidades, incluindo
resolucao de SOCP. Problemas sao definidos em scripts escritos em Python, onde s&o especi-
ficados exatamente o método e os parametros a serem utilizados. Foi desenvolvido por
Joachim Dahl e Lieven Vandenberghe. Ativamente mantido: tltima versao de Setembro de
2010.

O algoritmo de pontos interiores de CVXOPT utiliza o método seguidor de caminho com
escalamento de Nesterov-Todd descrito na segao 4.2.6. Mais detalhes, vide os artigos [26] e
[2].

O CVX ¢ um sistema de modelagem para programac¢dao convexa disciplinada. Progra-
mas convexos disciplinados sao problemas de otimizagao convexa descritos por um conjunto
limitado de regras de construcao, as quais permitem que eles sejam analisados e resolvidos

de forma eficiente. O CVX é implementado em Matlab, pode resolver problemas padrao,
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tais como programas lineares, programas quadraticos, SOCPs e programagao semidefinida.
Especificacoes do modelo sao construidas utilizando operacoes e fungdes comuns de Matlab.
O CVX converte o problema especificado em um LP, SOCP ou SDP, quando o conjunto
de todas as funcoes do problema puder ser representado em uma dessas formas. Porém a
escolha de como o problema sera resolvido ndo pode ser feita pelo usuario. Também em
ativo desenvolvimento, sua tltima versao é de Fevereiro de 2011.

Motivagao para escolha do CVXOPT: é um software com uma opcao especifica para

executar problemas no formato SOCP.

5.1.2 fmincon - Find Minimum of Constrained Nonlinear

Multivariable Function

O fmincon é uma funcao genérica do Matlab para resolucdo de problemas de otimizacao.
Ele busca encontrar um minimo de um problema de programacao nao linear a partir de uma
estimativa inicial.

Foi escolhido por se tratar de uma ferramenta de facil utilizacao e bastante difundida.

Utilizamos o método de pontos interiores por mais se aproximar do método utilizado
no software CVXOPT. O algoritmo de pontos interiores de fmincon utiliza o método de
barreira descrito na secao 4.1.4. Mais detalhes, vide os artigos [6], [7] e [30]. Dentre as
opgoes de calculo de Hessiana, escolhemos a user-supplied, assim inserimos o gradiente da

funcao objetivo e das restri¢oes e a Hessiana.

5.2 Problemas Preliminares

5.2.1 Exemplo 1 - Programacgao Linear

Formato Original
Minimizar z; + 29
sujeita a —2w7 — 1o —4 <0 (5.1)
—12 <0,
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Formato SOCP
Minimizar 1 + 9

sujeita a  [|0]] < 2z + z2 + 4, (5.2)
0[] < 5.

Resultados experimentais

Ao rodar este exemplo em fmincon, tanto no formato original quanto no formato SOCP,
obtivemos como resultados f(z*) = —1,9999999599964757 em 12 iteragoes. J& em CVXOPT
obtivemos: f(z*) = —2 e quantidade de iterag¢oes nula, pois o resultado encontrado na fase

1 foi o minimizador, nao sendo necessarias iteragoes no algoritmo principal.

5.2.2 Exemplo 2 - Fungao Objetivo Linear e Restricoes

Quadraticas
Formato Original

Minimizar —2z1 + 29

sujeita a (21 +x9)? + (21 +2)2 <0 (5.3)

Formato SOCP

Minimizar —2x; + x4

1+
sujeita a R ) (5.4)

$1+2 o

Resultados experimentais

Ao rodar este exemplo obtivemos:

e fmincon com problema no formato original — f(z*) = 5,916666766666666 em 5 it-

eracoes,

e fmincon com problema no formato SOCP — f(z*) = 6,000000000315058 em 61 it-

eracoes,
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e CVXOPT — f(z*) = 6 em 4 iteracoes.

Todos encontraram o valor étimo, o melhor resultado foi do CVXOPT, por apresentar
uma quantidade baixa de iteragoes, seguido pelo fmincon com problema no formato original,

que também apresentou uma quantidade baixa de iteracoes.

5.2.3 Exemplo 3 - Soma de Normas

Formato Original

1+ 323
Minimizar 9+ 0,525+ 0,5 + 1221 + 1, 5] (5.5)

2.7}1 —.772—0,5.7}3— 1
Formato SOCP

Minimizar t; + 9
Ty + 323
sujeita a To + 0,523+ 0,5 <t (5.6)
207 —x9 — 0,523 — 1

H2.T1 + 1, 5H S tQ

Resultados experimentais

Os resultados obtidos neste exemplo foram:

e fmincon com problema no formato original— f(z*) 1,4142135623891974 em 30

iteracoes,

e fmincon com problema no formato SOCP — f(z*) = 1,4142143698236727 em 40

iteracoes,
e CVXOPT — f(z*) =1,41421355688 em 5 iteragoes.

Neste exemplo todas as abordagens encontraram o minimo e CVXOPT teve um melhor

resultado apresentando uma quantidade de iteracoes bem baixa em relacao ao fmincon.



CAP. 5 ¢ TESTES NUMERICOS

53

5.2.4 Exemplo 4 - QCQP (Quadratically Constrained Quadratic

Programming)

Neste exemplo utilizamos as transformacoes algébricas descritas na se¢ao 3.3, subsecao 3.3.3.

Formato Original

10

. 10
Minimizar [z7 2o T3 x4]

sujeita a  [x; 22 x3 T4

[T1 To T3 x4)

10
20

10
50

26 25
25 25

0 0
0 O
20 12
128

0 O
0 0
29 12
125

T
Hp)
T3

Ty

o
)
€3

Ty

T
D)
z3

Ty

+ 21‘1 — 6$2 + 2I3 — 2[1/'4

+ 24 —5<0
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Formato SOCP
Minimizar x5
31’1 + 29 + 07 b5}
.. 1+ Txy—0,5
sujeita a < x5
3,9691x3 + 3,2009x4 + 1, 4084
3,2009x3 + 3,8411x4 — 1,434
5%1 + 2(E2 -3
2 8 5.8
T4z + <ol (5.8)
dxs + 224
2x3 4+ 224
3ry + o
7
1+ (T2 < 5’ 83
ox3 + 21y — 2
2%3 + x4 + 5)

Resultados experimentais

Neste problema ha uma mudanca no valor da funcao objetivo. Para comparar os valores

6timos, efetuamos z2 + 4, 54, onde 4,54 foi encontrado através do calculo,

(10 10 0 0 1

10 50 0 0 —3
1 -31 —1]

0 0 2 25 1

0 0 25 25 | -1 |

Os resultados obtidos foram:

e fmincon com problema no formato original — f(z*) = —2,6023779651644223 em 6

iteracoes,

e fmincon com problema no formato SOCP — f(z*) = —2,602378025194515 em 8

iteragoes,
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e CVXOPT — f(x*) = —2,60251460936 em 7 iteragoes.

Neste exemplo as trés abordagens foram parecidas.

Conclusoes

 fmincon original
B fmincon SOCP
O cvxoPT

Exemplo 1 Exemplo 2 Exemplo 3 Exemplo 4

Figura 5.1: Namero de iteragoes dos problemas preliminares.

Mostramos na Figura 5.1 a comparacao da quantidade de iteracoes em cada exemplo.
Ao analisar este grafico, percebemos que o CVXOPT sempre apresenta uma quantidade
baixa de iteragoes e apenas no exemplo 4 esta abordagem nao é a melhor com relacao as
iteracoes. Este fato motivou um estudo mais detalhado de problemas QCQP no formato

SOCP. Apresentamos este estudo na proxima secao.

5.3 Problemas Teoricos

5.3.1 QCQP

Nesta secao apresentamos problemas QCQP com variagoes de dimensao de matrizes e de
quantidade de restrigoes. Geramos problemas QCQP tedricos, com objetivo de comparar os
problemas em seus formatos originais e no formato SOCP.

Foram avaliados 1080 problemas, com 2, 4, 6, 8, 10 ou 12 restrigoes. Para cada resticao

variamos as dimensoes de  em 2, 4, 6, 8, 10 e 12. Utilizamos 30 sementes diferentes para
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50 : ‘
CVXOPT —=—
FMINCON original @~
FMINCON SOCP - P
40
w0
o
o
3 30 . .
>
2]
€
[
7 [ ]
3 20
7]
(o)
2
10
0
0 2 4 6 8 10 12 14

Dimenséo de x

Figura 5.2: Numero de testes bem sucedidos X dimensdo n de x para os problemas QCQP

com numero de iteracoes = n.

gerar todos os dados aleatoriamente. Mostramos o desempenho dos softwares através de

graficos.

Convergéncia

Comegamos com a andlise da convergéncia. A Figura 5.2 nos mostra problemas que possuem
quantidade de restri¢oes igual a dimensao de x. Para estes casos, CVXOPT e fmincon com
problema no formato SOCP realizaram todas as execugdes com sucesso, ja fmincon usando o
formato original nao obteve convergéncia em alguns problemas com 12 restricoes. A Figura
5.3 apresenta o nimero de testes bem sucedidos de todos os problemas com variagoes de
restrigoes e dimensoes. Podemos observar pela Figura 5.3(b) que CVXOPT convergiu em
todos os problemas; fmincon usando o formato SOCP falhou em alguns problemas com
dimensoes maiores ou iguais a 8 e fmincon, usando o formato original falhou em alguns

problemas de todas as dimensoes. Concluimos que CVXOPT foi o mais robusto.
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Iteracoes

Para andlise da quantidade de iteracoes, utilizamos apenas os dados dos problemas que
obtiveram testes bem sucedidos. Primeiro analisamos problemas que possuem quantidade
de restrigoes igual a dimensao de z. Através da Figura 5.4 verificamos que para estes casos
fmincon usando o formato original, apresenta um desempenho muito abaixo dos demais,
0s quais, por sua vez, tém um comportamento parecido. J& analisando a Figura 5.5, que
nos mostra todas as variacoes de restricoes e dimensoes, podemos perceber que existe uma
diferenga significativa na quantidade de iteragoes realizadas por fmincon, formato SOCP, e

por CVXOPT. Este tultimo tem o melhor desempenho.

Tempo

Para fazer a andlise do tempo, usamos a padronizacao descrita no inicio deste capitulo e
novamente apenas os dados dos problemas que obtiveram testes bem sucedidos. Através da
Figura 5.6 analisamos os problemas que possuem quantidade de restrigoes igual a dimensao de
x e assim verificamos que para estes problemas fmincon usando o formato original apresenta
um desempenho muito abaixo dos demais, que apresentam um comportamento parecido.
J& analisando o grafico 5.7, podemos perceber que ao variarmos a dimensao nas diversas
restricoes, fmincon usando o formato SOCP apresenta uma diferenca significativa na quan-

tidade de iteragoes quando comparado a CVXOPT. Este tltimo tem o melhor desempenho.

5.4 Problemas Reais

5.4.1 Arranjo de Antenas
Descricao do problema

Em um arranjo de antenas, as emissoes de varios sensores sao linearmente combinadas para
produzir uma emissao mais apurada. A saida do arranjo tem um padrao direcional, que
depende dos pesos relativos ou fatores escalares utilizados no processo combinado. O objetivo
é estabalecer os pesos que satisfacam os requisitos do feixe de ondas especifico a ser emitido

de maneira 6tima.
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Consideremos o modelo mais simples, um arranjo onidirecional de antenas em um plano,
nas posicoes (z;,y;), 7 = 1,..n. Uma tnica onda, de freqiiéncia w, incide com angulo 6.
Assumimos que o comprimento de onda é A\ = 27. Esta onda incidente induz no j-ésimo
sensor um sinal exp(i(z;cosd + y;sen — wt)), onde i = /—1. Este sinal é demodulado, isto
iwt

¢, multiplicado por €™ e entao multiplicado por um fator complexo w; € C. Desta forma

temos,

y; = w,exp(i((xjcosl + yjsend))
= (wre,jcos7;(0) — Wim jsen;(0)) + i(wye jseny; (0) + wim jcosy;(0)),

onde v;(#) = xjcosf+y;send. A saida do arranjo de antenas é a soma das saidas ponderadas

dos sensores:

u(0) = > us(0)

Para um dado conjunto de pesos, estas saidas combinadas sdo uma funcao do angulo
de chegada # da onda. O objetivo do problema é selecionar os pesos w; que alcancem uma
dire¢ao padrao y(6) desejdvel.

A propriedade fundamental é que, para qualquer 6, y(6) é uma fungao linear do vetor peso
w. Esta propriedade é verdadeira para uma classe muito ampla de problemas de arranjos e
utilizaremos o caso y(#) = a(f)w para algum vetor linha complexo a(f).

Como exemplo de problema de um projeto simples, podemos utilizar a normalizacao
y(0;) = 1, onde 0; é chamado de diregao de destino. Se tivermos como objetivo fazer um ar-
ranjo relativamente insensivel a ondas provenientes de outras direcoes, teremos |6 — 6;] > A,
onde 2A é chamado de largura de feixe do padrao.

Para minimizar a maior sensibilidade de ondas fora do feixe, resolvemos o problema:

Minimizar max |y(6)|
[0—0¢]>A (5.9)
sujeita a  y(0;) = 1.
Este problema pode ser aproximado por um problema SOCP discretizando o angulo 6,

por exemplo, considerando 6y, ..., 0,,, onde m >> n. Assumimos que a dire¢ao de destino é
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um dos angulos, tomemos ¢, = 6. Podemos expressar o aranjo padrao por:
7y = Aw

onde y € C™ " e

Y(0m) a(0m)

O problema (5.9) pode ser expresso da seguinte forma:

Minimizar ¢

sujeita a  |y(0;)] <t
0; — 0] > A
y(O) =1,

o qual torna-se um SOCP quando é expresso em termos das partes reais e imaginarias das

(5.10)

varidveis e dos dados [12].

Resultados experimentais

Geramos 870 problemas, com n = 4, ..., 32 sensores e utilizamos 30 sementes diferentes para

gerar aleatoriamente os dados. Mostramos o desempenho dos softwares através de gréficos.

Convergéncia

A Figura 5.8 nos mostra que CVXOPT convergiu em todos os problemas testados, mostrando
robustez. J4 fmincon convergiu para uma quantidade menor de problemas com mais de 15

Sensores.

Iteragoes

Para andlise da quantidade de iteracoes, utilizamos apenas os dados dos problemas que
obtiveram testes bem sucedidos. Pela Figura 5.9, podemos perceber que o numero de it-
eracoes de CVXOPT mantem-se aproximadamente constante e de fmincon varia de forma

desordenada, sendo sempre maior que no primeiro caso.
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Na Figura 5.10, podemos fazer uma leitura mais apurada do nimero de iteragoes de

CVXOPT. Percebemos que o nimero de iteracoes aumenta, mas nao ultrapassa 20 iteragoes.

Tempo

Para fazer a andlise do tempo, usamos a padronizacao descrita no inicio deste capitulo e
novamente apenas os dados dos problemas que obtiveram testes bem sucedidos. Através da
Figura 5.11 podemos perceber que o tempo de CPU em CVXOPT mantem-se baixo, quase
constante. Ja fmincon apresenta variagao no tempo de processamento a partir de 8 sensores,
sendo este tempo sempre maior que o registrado por CVXOPT.

Na Figura 5.12, podemos fazer uma leitura mais apurada do tempo de CPU em CVXOPT.
Percebemos que o tempo aumenta, mas nao ultrapassa 25 vezes o tempo da primeira iteragao

ao passo que na Figura 5.11 ultrapassa 9.000 vezes o tempo da primeira iteragao.

5.4.2 Garras Maultiplos Dedos - Grasp

Descricao do problema

Este problema trata de uma garra miltiplos dedos, também conhecida por mao mecanica,
que deve agarrar um objeto de forma estavel, o mais suave possivel.

Consideramos um corpo rigido segurado por N dedos de um rob6. Para simplificar as
férmulas assumimos que o centro de massa do corpo estd na origem. Os dedos exercem
forcas de contato em pontos dados: pi,...,py € R3. O vetor normal & superficie no i-ésimo
ponto de contato ¢ dado pelo vetor unitario v; € R? e a forca aplicada no ponto é dada por
F; € R3.

Cada forca de contato F; é decomposta em duas partes: uma componente v} Fyv; normal
a superficie, e uma componente (I — v;vl )F;, a qual é tangente a superficie. Assumiremos
que a componente tangente ocorre pelo atrito estatico e sua magnitude nao pode exceder o

produto da magnitude da componente normal com o coeficiente de atrito p > 0, isto é,
(I =v)) F|| < pol Fri=1,..,N. (5.11)

Essas restrigoes sao restrigoes de cone quadratico nas varidveis F; [12].
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Por fim, assumimos que forgas e torques externos agem sobre o corpo. Isso é equivalente
a uma unica forga externa F,,; agindo na origem (que é o centro de massa do corpo) e um

torque externo 7,,;. O equilibrio estatico do corpo é caracterizado pelas equagoes lineares

N

ZE"‘Fext :07
N (5.12)
sz X -Fz +Te:rt = 0.

O objetivo do problema é encontrar forcas de contato F; que satisfacam as restrigoes de
atrito (5.11), as restrigdes de equilibrio estatico (5.12), e certos limites nas forgas de contato,
por exemplo, um limite superior v} F; < F},,, na componente normal.

E possivel selecionar um conjunto particular de forgas por um certo critério de otimizacao.
Por exemplo, podemos calcular a pegada mais suave possivel, isto €, o conjunto de forcas F;

que realiza uma pegada estavel e minimiza o maximo da for¢a normal nos pontos de contato,

resolvendo o SOCP

Minimizar t
sujeita a vl F; <t, i=1,....N,

(I —vl' Bl <ol Fyi=1,...,N,
I | (5.13)

ZE"‘Fext:Ov
N
Zpi X Fi_l_Teact = 0.

Para mais detalhes de otimizagao da forga de uma mao mecanica, vide [29] e [11].

Resultados experimentais

Geramos 870 problemas, com N = 4, ..., 32 dedos e utilizamos 30 sementes diferentes para
gerar aleatoriamente os dados. Mostramos o desempenho dos softwares através de graficos.
Convergéncia

A Figura 5.13 nos mostra que CVXOPT convergiu em todos os problemas testados, mostrando

robustez. Ja fmincon falhou em alguns dos problemas.
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Iteragoes

Para andlise da quantidade de iteragoes, utilizamos apenas os dados dos problemas que
obtiveram testes bem sucedidos. Pela Figura 5.14, podemos perceber que o nimero de
iteragoes de CVXOPT mantem-se aproximadamente constante, enquanto que em fmincon
varia de forma desordenada. Outra informacao deste grafico é a diferenga entre o nimero
de iteragoes nos dois softwares: CVXOPT apresenta um niimero de iteragoes bem inferior a
fmincon.

Na Figura 5.15 podemos fazer uma leitura mais apurada do numero de iteragoes de

CVXOPT. Percebemos que o nimero de iteracoes aumenta, mas nao ultrapassa 14 iteragoes.

Tempo

Através da Figura 5.16, podemos perceber que o tempo de CPU registrado por CVXOPT
cresce de forma ordenada até 25 dedos, e o de fmincon apresenta-se de forma desordenada
desde o principio. Nestes primeiros problemas o tempo de CPU de CVXOPT é menor
que o tempo de fmincon. No entanto, nos problemas com mais de 25 dedos, o tempo de

processamento de CVXOPT tornou-se maior se comparado ao de fmincon.
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CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

Problemas SOCP abrangem diversos problemas de programagao matematica como casos
especiais e possuem uma formulacao simples. Essa dissertacao apresentou um estudo tedrico
sobre problemas de programacao nao linear e problemas SOCP, além de testes numéricos
que possibilitaram uma anélise dos algoritmos para problemas SOCP baseando-se tanto em
problemas tedricos como praticos.

Foi feito um estudo tedrico que analisou a transformacao de diversos problemas: soma
de normas, méximo de normas, programacao linear, QCQP (Quadratically Constrained
Quadratic Programming), média harmonica, superficie minima, programagao linear robusta
e quadrados minimos robusto em problemas SOCP. Esta analise mostrou que a transformagao
é simples, o que implica que a escolha do formato pode se basear apenas na facilidade de
resolucao do problema.

Foi feito também um estudo tedrico sobre métodos usados em problemas gerais de pro-
gramacao nao linear e métodos usados especificamente em problemas SOCP.

Para os testes numéricos foram analisados 1080 problemas teéricos e 1740 problemas
préaticos. Os problemas tedricos analisados foram problemas QCQP, que incluem programacao
linear e programacao quadratica como casos especiais. Os praticos foram problemas sobre ar-

ranjo de antenas e garras multiplos dedos. Um arranjo de antena se caracteriza pela utilizagao
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de vérios sensores em conjunto para uma captacao ou emissao mais apurada (se comparado
a uma antena simples) de sinais vindos de diferentes dire¢oes. Uma garra multiplos dedos,
também conhecida por mao mecanica, deve agarrar um objeto de forma estavel, satisfazendo

alguns requisitos.

Nos problemas tedricos foi feita a comparacao do formato original, QCQP, com o for-
mato SOCP. Com isso pudemos avaliar experimentalmente a diferenga entre otimizar um
problema em seu formato original e em seu formato SOCP, utilizando uma ferramanta para
problemas gerais de otimizacao, e a diferenca na otimizagao de um problema SOCP usando
uma ferramenta genérica e usando uma ferramenta especifica para SOCP. Utilizamos os
solvers fmincon, nativo do MatLab, como ferramenta genérica e o CVXOPT, biblioteca do
Python, como ferramenta especifica para SOCP. Os resultados obtidos foram analisados de

uma maneira detalhada.

A andlise ficou concentrada nos requisitos robustez, nimero de iteragoes e variacao do
tempo de CPU com o aumento da dimensao dos problemas. Observou-se que a ferramenta
especifica de SOCP obteve melhores resultados em todos os problemas e em todos os requi-

sitos estudados.

Através da analise da convergéncia observamos que CVXOPT mostrou robustez, real-
izando todos os experimentos com sucesso e fmincon mostrou falhas de convergéncia em

problemas dos trés tipos.

Para anédlise da quantidade de iteragoes, utilizamos apenas os dados dos problemas que
obtiveram testes bem sucedidos. Através de graficos pode-se perceber que o nimero de
iteragoes de CVXOPT mantém-se aproximadamente constante, enquanto que em fmincon

varia de forma desordenada, sendo sempre maior que no primeiro caso.

Para fazer a andlise do tempo de CPU, usamos a padronizacao descrita no inicio do
capitulo 5 e novamente apenas os dados dos problemas que obtiveram testes bem sucedidos.
Nos problemas QCQP e de arranjo de antenas o tempo de CPU em CVXOPT manteve-se
baixo, quase constante, enquanto fmincon apresentou variacdo no tempo de processamento,
sendo este tempo sempre maior que o registrado por CVXOPT. Nos problemas de garras
multiplos dedos o tempo padronizado de CVXOPT aumentou de forma semelhante ao tempo

de fmincon.
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Diante dos resultados obtidos com os testes numéricos, podemos concluir que é interes-
sante usar SOCP sempre que possivel.

Como trabalhos futuros planejamos avaliar outras ferramentas especificas para SOCP
tais como CVX e SeDuMi e estudar outros problemas, especialmente problemas reais que

tenham duas formulacoes, a formulagao original e a formulagao SOCP.
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