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RESUMO

O interesse em modelar a dinamica de transmissao da Tuberculose (7'B) ¢ principalmente
pelo fato de que a TB representa um grande problema de Satide Ptiblica em todo o mundo.
Segundo a Organizagao Mundial de Saude, a TB é a principal causa de mortalidade por
doengas infecciosas, sendo responsdvel por mais de 2 milhoes de ébitos a cada ano (WHO,
2007). Outro motivo, muito importante desse estudo é o fato da descoberta da “vacina génica
(ou vacina de DNA)” pelo grupo de pesquisas do pesquisador Célio Lopes Silva, coordenador
do Laboratoério de Vacinas Génicas da Faculdade de Medicina de Ribeirao Preto da USP. A
vacina, ainda em fase de experimento e padronizacao, pode se tornar a maior promessa de
combate a doencas infecciosas para as quais até hoje nao existe prevencao segura, como ¢é o
caso da TB.

Neste trabalho apresentam-se estudos epidemidlogicos da TB, as principais caracteristicas
da acgado da vacina na epidemiologia da doenga e, posteriormente, a formulagdo de um mo-
delo matematico para descrever a dinamica da transmissao da TB usando a vacina génica
como estratégia de controle da doenca. A suposicdo basica do modelo é que a vacinacao
¢ adotada nao somente como protecao para os individuos suscetiveis, mas também como
tratamento para os individuos infectados e infecciosos. Apresenta-se uma analise do modelo
geral determinando-se os pontos de equilibrio do sistema e as condigoes de estabilidades
destes pontos: analiticamente para o equilibrio trivial, e numericamente, para o equilibrio
nao trivial. Através de uma simplificacdo do modelo geral, foi também possivel mostrar
analiticamente a estabilidade global dos pontos de equilibrio trivial e nao trivial através da
funcao de Lyapunov. Foram estimados alguns parametros do modelo, utilizando-se os dados
que descrevem o cenario da TB no Brasil entre 1980 e 2007. Por fim, através deste ajuste,

determinou-se os valores criticos de vacinagao para o controle da doenca.

x1
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ABSTRACT

The interest in modeling the transmission dynamics of the Tuberculosis(7B) is mainly due
to the fact that T'B is a major public health problem worldwide. According to World Health
Organisation, TB is the leading cause of mortality from infectious diseases, accounting for
more than 2 million deaths each year (WHO, 2007). Another reason, very important to this
study is the discovery of “genetic vaccines” (or “DNA vaccine”) by the research group of
the researcher Celio Lopes Silva, coordinator of the Laboratory of genetic vaccines of the
Faculty of Medicine of Ribeirao Preto, USP. The vaccine, still under experimentation and
standardization, is a great promise for combating infectious diseases for which today there
is no safe prevention, such as TB.

This work presents epidemiological studies of T'B, the main characteristics of the action of
the vaccine on the epidemiology of the disease and then, a mathematical model formulation
to describe the dynamics of TB transmission by using the genetic vaccine as a strategy for
disease control. The basic assumption of the model is that vaccination is adopted not only
as protection for susceptible individuals, but also as a treatment for infected and infectious
individuals. An analysis of the general model is presented, by determining the equilibrium
points of the system and the conditions of stability of these points: analytically for the trivial
equilibrium point, and numerically for the endemic equilibrium point. By simplifying the
general model, it was also possible to show analytically the global stability of the trivial and
nontrivial equilibrium points with Lyapunov functions. Were estimated parameters of the
model, using the data describing the scenario of T'B in Brazil between 1980 and 2007.

Finally, with these settings, critical values of vaccination for disease control were deter-

mined.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Desde a obra Epidemia de Hipocrates (458-377 a.C.), a epidemia de doengas infecciosas e
a mortalidade humana vém atraindo a atengao de pesquisadores [1], [2]. Em 1840, o médico
patologista e anatomista alemao Henle (1809-1885) propos a famosa Teoria dos Germes e,
posteriormente, Pasteur (1827-1875) e Kock (1843-1910) estabeleceram os procedimentos
necessarios para prova-la. A partir disto, os cientistas biomédicos comecaram a se pre-
ocupar em desenvolver conceitos rigorosos baseados no agente etiolégico, na epidemiologia
quantitativa e nas medidas terapéuticas e preventivas, ambas do ponto de vista do individuo
doente e de comunidade [1].

Foi também Kock, em 1882, quem descobriu o bacilo da Tuberculose (7B). Além de
cultiva-lo fora do organismo humano, conseguiu provocar a doenga em animais com o produto
dessa cultura. Postulou, entao, as exigéncias que julgava necessarias para a demonstracao da
etiologia bacteriana de qualquer doenca: isolar o microrganismo em culturas puras, inocula-
lo em animais de experiéncia e produzir uma doenga cujos sintomas e lesoes fossem idénticas
ou equiparaveis as da doenga “tipica” no homem [3].

Em oposicao as descricoes puramente empiricas, ocorreu o desenvolvimento de teorias

matematicas para fendomenos em larga escala. No inicio do século XX, o médico britanico



Sir Ronald Ross (1857-1932), ao estudar a dinamica de transmissao da maldria, formulou
a hipdtese da existéncia de um limiar de densidade de mosquitos abaixo do qual ocorreria
a extin¢ao natural da doenca [4]. Em 1926, Kermack e Mckendrick publicaram artigos
sobre modelos epidémicos e obtiveram o resultado de limiar, o qual diz que a densidade de
individuos suscetiveis deve exceder um valor critico para uma epidemia estabelecer-se na
populagao [4], [5].

Estudos recentes em epidemiologia matematica tém desenvolvido temas como aplicagoes
de teoria de controle em modelos epidémicos, espalhamento espacial de doencas, investigacao
de mecanismos de sazonalidade de epidemias, teoria do limiar em modelos estocédsticos e
deterministicos mais complexos, além de outros [4].

O interesse em modelar a TB é por esta representar um grande problema na Satide
Piblica em todo o mundo. Segundo a Organizagdo Mundial de Satde (OMS), a TB é a
principal causa de mortalidade por doenga infecciosa, sendo responsavel pela morte de mais
de 2 milhoes de pessoas anualmente (World Health Organization (WHO), 2007).

De acordo com o relatéorio de Controle Global da Tuberculose 2009, apresentado no 3°
Férum Stop TB, 22 paises concentravam 80% dos casos de tuberculose no mundo em 2007.
Nos 1ltimos trés anos o Brasil, que passou da 14* para 16* posicao no ranking, registrou
aproximadamente 75 mil casos novos, com uma média de 48 casos por 100 mil habitantes e
4500 mortes pela doenca [6].

4

Outro motivo, muito importante, é o fato da criagdo da promissora “vacina génica (ou
vacina de DNA)” pelo grupo de pesquisas coordenado por Célio Lopes Silva, do Laboratério
de Vacinas Génicas da Faculdade de Medicina de Ribeirdao Preto da USP. A vacina, ainda em
fase de experimento e padronizacao, pode se tornar a maior promessa de combate a doencas
infecciosas para as quais até hoje nao existe prevengao segura, como o caso da TB [7], [8].
Existiu uma forte e antiga relagao da T'B com a literatura onde muitos poetas brasileiros

morreram em consequéncia da doenga. O poeta Manuel Bandeira, que sofreu com a doenga

por anos, escreveu o seguinte poema:
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Pneumotdrax
Febre, hemoptise, dispnéia e suores noturnos.
A vida inteira que podia ter sido e que nao foi.

Tosse, tosse, tosse.

Mandou chamar o médico:

- Diga trinta e tres.

- Trinta e trés . . . trinta e trés . . . trinta e trés .

- Respire.

- O senhor tem uma escavacao no pulmao esquerdo e o pulméao direito infiltrado.
- Entao, doutor, nao é possivel tentar o pneumotérax?

- Nao. A tunica coisa a fazer é tocar um tango argentino.

A ultima frase do poema é de certa forma forte pois pode-se entender o “tango argentino”
como uma entrega ao drama da doenca. Hoje, porém, de forma mais otimista, podemos
interpretar isso como enfrentar a doenca ao som de uma boa musica pois, sim, existe a cura
e também pesquisas avangadas sendo desenvolvidas em novos medicamentos como a vacina
génica.

No presente capitulo, apresentam-se uma breve introducao histdrica da T'B, a motivacgao
e o interesse em modelar tal doenca. No capitulo 2, apresentam-se estudos biolégicos sobre a
TB e as principais caracteristicas da acao da vacina na epidemiologia da doenca. No capitulo
3, desenvolve-se a formulagao do modelo matematico envolvendo o estudo da dinamica de
trasmissao da T'B, levando-se em consideracao o contdgio, a evolugao e desenvolvimento da
doenga sob o ponto de vista epidemioldgico e a insercao da estratégia de vacinacao, que pode
atuar como uma protecao para os individuos suscetiveis e tratamento para os individuos
infectados e infecciosos. No capitulo 4, analisa-se o modelo proposto determinando-se os
pontos de equilibrio e as condicoes de estabilidade, analiticamente para o equilibrio trivial e
numericamente para o equilibrio nao trivial. No capitulo 5, propoe-se uma simplificacao no

modelo original, provando-se analiticamente a estabilidade global dos pontos de equilibrio



trivial e nao trivial através de fungoes de Lyapunov. No capitulo 6, apresentam-se um
estudo sobre a influéncia exercida pelas taxas vacinais inseridas na dinamica do modelo
proposto interpretando-as biologicamente e as simulagoes numéricas realizando estimativas
de parametros e andlises qualitativas do modelo proposto. Por fim, apresenta-se a conclusao

no capitulo 7.



CAPITULO 2

SOBRE A TUBERCULOSE

2.1 Historico

A TB, conhecida antigamente por “peste cinzenta”’ e também por tisica pulmonar, é
uma das doencas infecciosas mais antigas, afetando o homem desde a pré-histéria. Existem
registros arqueolégicos da doenca entre diversos povos da Antiguidade, como nas mumias
egipcias, onde foram encontradas lesdes que sugeriam a doencga na coluna espinhal, conhecida
como Mal de Pott [9], [10].

No Brasil, alguns colonizadores jesuitas chegavam doentes, mantinham contato perma-
nente com os indios e infectavam dezenas de nativos. Acredita-se que o padre Manuel da
Nobrega, que chegou ao Brasil em 1549, tenha sido o primeiro morador ilustre do pais
a morrer da doenga [10]. Durante o século XIX a epidemia tornou-se muito comum nas
grandes cidades brasileiras com a urbanizacao. Estimativas apontam que a mortalidade por
tuberculose no Brasil, em 1855, era de 1/150 habitantes [11].

Apesar de ser uma doenca com um potencial alto para sua prevencao e cura, a TB é
ainda hoje um grande problema de satide publica nos paises em desenvolvimento, incluindo
o Brasil. No mundo, estima-se em 2 bilhoes o niimero de pessoas que apresentam infeccao

tuberculosa latente e que, anualmente, ocorram cerca de 8,8 milhdes de casos novos, o que



SECAO 2.2 ¢ A DOENCA 6

é maior que qualquer outra doenga infecciosa bacteriana. No Brasil registra-se em torno de
75.000 casos e 4.500 6bitos, a cada ano. Como a infeccao pelo HIV tem efeito imunossupressor
e predispoe o individuo infectado a desenvolver as infecgoes oportunistas, a epidemia de HIV,
entre outras consequéncias, levou ao crescimento dos casos de T'B em muitos paises [6], [12].

Dr. Fernando Fiuza, médico e pesquisador do instituto Clemente Ferreira de Sao Paulo,
afirmava na década de 90 que a T'B no Brasil nao estava restrita apenas a aidéticos, e com
esse argumento alertava as autoridades de satide publica para o problema. Na época disse
ironizando, “Ainda bem que teve AIDS nos EUA” (folha de Sao Paulo, 23/05/1993), pelo
grande investimento dado a doenca acarretando, paralelamente, a uma atencao maior a TB.

No Férum Stop TB realizado no Rio de Janeiro em 2009, o diretor executivo do Fundo
Global de Luta contra a Aids, Tuberculose e Malaria, Michel Kazatchkine, declarou-se “im-
pressionado” ao saber que, apesar da crise financeira mundial, o governo brasileiro iria man-
ter os investimentos no controle da TB. “Os governos deveriam entender que saide é in-

vestimento, nao gasto. O investimento em satide é o investimento de longo prazo para o

crescimento de todos os paises”, disse.

2.2 A doenga

A TB é uma doenca infecciosa e contagiosa, causada pelo microrganismo Mycobacterium
tuberculosis (MTB), também denominado por bacilo de Koch (BK). O termo Mycobacterium,
derivado do grego (myces = fungo) deve-se a sua caracteristica de espalhar-se difusamente
em seu crescimento nos meios de cultura, de forma semelhante a um fungo.

O bacilo da TB ¢ aerébio estrito, ou seja, necessita de oxigénio para sua vida e multi-
plicacdo, tem crescimento e duplicacao lentos, ndao forma esporos e nao produz toxina. Ele
é capaz de sobreviver e multiplicar-se no interior de fagécitos (intracelular facultativo). Sua
principal caracteristica é a presenca de um envelope celular composto de macromoléculas
(peptideoglicanas, arabinogalactana e dcido micélico), lipopolissacarideos e lipoarabinoman-
nan. O acido micdlico, o principal componente deste envelope, é o responsavel pela ca-

racteristica de dlcool e acido resisténcia do bacilo durante sua coloracao pelo Ziehl-Neelsen
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[13].

A doenca é transmitida por trés vias diferentes. A primeira relaciona-se com a ingestao
de material contaminado, como o leite in natura, infectando a submucosa intestinal, que
se torna um foco de infeccdo primaria. Atualmente, esses casos sao muito raros, pois a
pasteurizagao elimina o Mycobacterium bovis do leite. A segunda via de transmissao diz
respeito a inoculagao direta do bacilo, que acomete particularmente os trabalhadores de
saude. Essas pessoas tém cinco vezes mais chances de contrair a doenca, comparadas com a
populacao em geral (Brasil, 1994). A terceira via se dd por transmissao aérea, pela inalagao
de goticulas contendo MTB, quando o infectado espirra ou tosse. Esta forma de transmissao é
a mais importante, pois propaga rapidamente a doenca. Estima-se que uma pessoa infectada,
antes mesmo do diagndstico e tratamento da doenca, pode transmiti-la para mais cinco
pessoas [10].

Apés a transmissao do MTB por via inalatéria, quatro situacoes podem ocorrer: a elim-
inacao do bacilo pelas defesas do hospedeiro, o desenvolvimento de uma infeccao latente
(primo-infecgao), o desenvolvimento progressivo da TB (tuberculose primaria), a ativa¢ao
da doenca anos depois (reativagao endégena ou tuberculose pés-priméaria) [13].

A ocorréncia ou nao da infecgdo dependera também do estado imunolégico da pessoa.
A TB pode afetar diferentes érgaos, mas o comprometimento pulmonar é o mais frequente
pelo fato da bactéria ser estritamente aerdbia, e o crescimento do MTB ser interrompido na
auséncia de O,. A dependéncia de Oy molecular é o que justifica o fato do pulmao constituir
local favordvel a infeccao [14].

Os sintomas mais comuns sao: tosse (por mais de 15 dias), febre (mais comumente ao
entardecer), suores noturnos, falta de apetite, emagrecimento e cansaco facil. Dificuldade na
respiracao, eliminacao de sangue e acimulo de pus na pleura pulmonar sao caracteristicos

em casos mais graves.

2.3 Imunologia

A maioria das pessoas infectadas pelo MTB nao desenvolve a doenca, entretanto, a pessoa
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infectada pode acabar desenvolvendo a doenca, uma vez que este bacilo tem a capacidade de
assumir parasitismo intracelular facultativo e permanecer sob um estado de laténcia durante
anos.

Segundo a Pneumologia Sanitaria da Secretaria da Saide do Rio Grande do Sul, nem
todas as pessoas que tém o bacilo de Kock no organismo desenvolvem a doenga. Em pessoas
com o sistema imunolégico eficiente, o bacilo acaba aprisionado dentro de uma célula de
defesa, o macréfago, podendo permanecer latente por toda a vida, sem manifestar a doenga.
A disseminacao linfatica e hematogénica ocorre antes do desenvolvimento de uma resposta
imunoldgica, constituindo novos focos no organismo. Esta infecgao denomina-se TB primaria
e é, geralmente, assintomdtica. Nos casos em que a resposta imunoldgica é inadequada,
a doenca desenvolve-se acompanhada de sintomas pulmonares. Nas infecgoes primaérias,
encontram-se lesdes minimas dos tecidos pulmonares e a presen¢a do Complexo de Gohn,
ou seja, uma reagao granulomatosa. A TB pds-priméria ocorre quando os mecanismos de
defesa do organismo tornam-se comprometidos, reativando os sitios com bacilos viaveis que
estavam em laténcia. Quando o individuo sofre a segunda infeccao, a partir do contato com

pessoas doentes, desenvolve a doenga, com reativagdo enddgena [10].

2.4 Prevencao e Tratamento

No Brasil, a TB é uma doenga de notificacao obrigatéria (compulséria), ou seja, qualquer
caso confirmado por um agente de saude deve ser obrigatoriamente notificado e lancado em
um banco de dados nacional [15].

Individuos com a infeccao latente possuem a bactéria da TB em seus corpos, mas eles
nao sao doentes, pois as bactérias nao estao ativas. Estas pessoas nao possuem os sintomas
da doenca e nao podem transmitir os germes a outros. Entretanto, eles podem desenvolver
a doenga no futuro. Usualmente, apenas uma droga ¢é necessaria para o tratamento de
quimioprofilaxia. A droga mais comum é chamada isoniazida (INH) e o tempo de tratamento
usual sdo de nove meses. Criangas e pessoas com HIV podem necessitar de um tempo maior

de tratamento [16].



CAP. 2 ¢ SOBRE A TUBERCULOSE

O individuo com 7B ativa possui uma grande quantidade de bactérias no seu organismo
e é capaz de transmitir a doenca a outras pessoas. Uma vez tratada, a T'B possui cura
e existem 10 drogas atualmente aprovadas pelo U.S. Food e Drug Administration (FDA)
for treating TB para o tratamento de individuos infecciosos. Das drogas aprovadas, as
mais utilizadas sdo: isoniazida (INH), rifampicina (RIF), etambutol (EMB) e pirazinamida
(PZA). O tratamento possui uma fase inicial de 2 meses, seguida pela escolha de um outro
medicamento para continuar a segunda fase por cerca de 4 a 7 meses. B extremamente
importante que a pessoa infecciosa tenha um acompanhamento médico, tome as drogas

exatamente como prescritas e termine o tratamento [16], [17].

Como visto, o tratamento pode ser administrado para os individuos infectados pelo MTB
no estado latente, como terapia preventiva ou profilaxia, e para os individuos infecciosos,
ou seja, aqueles com a doenca ativa. Embora muito agressivo, observa-se uma resposta
rapida do paciente a medicacao, ou seja, a inicializacao do tratamento remove o individuo
do estado de T'B ativa e como os sintomas desaparecem, o paciente tem a falsa sensacao de
cura, abandona o tratamento, e pode entao evoluir novamente para a doenca, com possiveis
imunidades ao tratamento antigo. Surge entdao a chamada Multidrug Resistant Tuberculosis
(MDR-TB) ou Tuberculose Multirresistente ao Tratamento [18], [19]. Por isso é fundamental

um acompanhamento médico para auxiliar o paciente no decorrer do tratamento.

Existem dois tipos de testes que podem ser utilizados para ajudar na deteccao da infeccao
da TB que s@o: o exame sanguineo especifico para a TB ou o teste Mantoux (Mantoux
tuberculin skin test) o qual avalia a reacao sobre a pele ap6s o médico fazer uma inoculagao
intradérmica de um fluido chamado tuberculina. Os resultados positivos destes testes apenas
dizem se o individuo esteve exposto a bactéria da TB e nao diz se ele possui a TB latente
ou se estd progredindo para a doenga. Outros testes como o de raios-X do térax e o teste
do escarro pois o diagndstico definitivo de TB requer a identificacao do microrganismo nas
secrecoes ou tecidos do paciente. A identificacdo do microrganismo é importante inclusive

para testar a sensibilidade as drogas [16].

A prevencao da TB consiste na vacinagao infantil e na detecgao e tratamento precoce das
pessoas com a doenga. A vacina BCG (Bacilo de Calmette e Guérin) é origindria de cepas

atenuadas, avirulentas do Mycobacterium bovis, apds mutacoes genéticas e com propriedades
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imunogénicas protetoras contra a TB e [20]. Esta vacina protege as criancas e os adultos
jovens contra as formas graves de tuberculose primdria como a miliar (disseminada nos
pulmoes e outros érgaos) e a meningite tuberculosa. No Brasil, o uso de BCG é prioritério
em criangas de 0 a 4 anos, sendo obrigatéria para menores de 1 ano, de acordo com a Portaria

n.° 452 de 6/12/76 do Ministério da Saide (MS) [20].

2.5 Vacina Génica

Uma das dificuldades encontradas na imunoterapia é que o MTB “esconde-se” dentro das
células humanas, onde nao é alcancado pela agao dos anticorpos. Um caminho seria estimular
os linfécitos T CDS, capazes de destruir especificamente as células infectadas pelos bacilos,
mas estes linfécitos sao estimulados somente quando os antigenos sao produzidos dentro das
células, como acontece nas infecgoes virais. Assim, o desenvolvimento de uma vacina génica,
considerada de terceira geracao, constitui uma alternativa promissora para o tratamento da
TB. Nesse contexto, em pesquisas recentes o Prof. Dr. Célio Lopes Silva, mostrou que
vacinas de DNA inicialmente projetadas para prevencao da infeccao apresentavam também
pronunciada agao terapéutica em ratos. O pesquisador observou o efeito da terapia génica,
induzindo em camundongos as condic¢oes observadas na evolucao da doenca em individuos
imunossuprimidos, que no estado de laténcia podem sofrer uma reativagao e evoluir para a
doencga. Nos grupos de animais controle, que nao foram vacinados (infectados, tratados com
farmacos antibacterianos para estabelecer um estado de laténcia e tratados com corticoides
para causar imunossupressao), observou-se a reativagdo da infeccdo e estabelecimento da
doenca. Nos grupos experimentais que foram tratados com a vacina de DNA, nao foi obser-
vada a reativacao da doenca e, portanto, nao houve evolucao para a doenca. Esses resultados
apontam na direcao de que a aplicacao da imunoterapia em conjunc¢ao com a quimioterapia
convencional devem garantir a cura mais rdpida da doenga em humanos [7], [8], [19] e [21].
A vacina génica é composta de uma porcao do DNA genético do agente causador da
doenca que codifica um antigeno imunogénico, com potencial para induzir resposta imunolégica
adequada, protetora e duradoura. Este DNA pode ser veiculado em um vetor como, por

exemplo, um determinado tipo de plasmideo. Esse DNA cria condicoes para a producao
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da proteina antigénica pelas préprias células do individuo vacinado representando, atual-
mente, uma nova estratégia para o combate a doencas infecciosas para as quais ainda nao
se tem prevencao segura, como herpes, AIDS, malaria, hepatite, esquistossomose, dengue,
tuberculose, etc [7], [8] e [19].

A vacina de DNA pode estimular tanto a resposta imunoldgica celular, importante na
eliminagao dos patdégenos intracelulares, quanto a resposta imune humoral, caracterizada
pela producgao de anticorpos.

Desta forma, uma vantagem no uso da vacina génica é a possibilidade de sua utilizacao
também no tratamento, diferentemente do uso das vacinas convencionais, que sao utilizadas
somente como prevencao a instalacao da doenca. Os beneficios praticos e estratégicos resul-
tantes do desenvolvimento dessa vacina com atividade terapéutica contra a T'B sao inimeros:
seguranga, eficacia, pode ser dada numa tinica dose, estimulo amplo da resposta imunoldgica,
efeito protetor duradouro e pode contribuir significativamente para a diminui¢ao da in-
cidéncia dessa doenca. Além disso, o custo de producao em larga escala é baixo e sao
estaveis a temperatura ambiente. Todos esses fatores facilitam o transporte, a distribuicao
e o estabelecimento de amplos programas de imunizagao em regioes de dificil acesso, sendo

absolutamente desejdveis no ambito da realidade brasileira [7], [8] e [19].
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CAPITULO 3

FORMULACAO DO MODELO

Neste capitulo propoe-se formular um modelo matemaético deterministico e compartimental
para estudar o impacto da vacina génica na dinamica de transmissao da TB. O processo de
formulacao deste modelo esta baseado no estudo da epidemiologia da T'B, na eficiéncia da
vacina génica como protecao e tratamento, e na acao do sistema imunolégico frente a este
cenario.

Assume-se que a populagao total, N(¢), suficientemente grande para que cada uma
das subpopulagoes possam ser consideradas como varidaveis continuas, é dividida em sub-
populagoes da seguinte forma:

s: populacao de individuos suscetiveis a doenca, isto é, individuos que podem ser infec-
tados pelo MTB.

v: populacao de individuos vacinados, ou seja, individuos que recebem a vacina génica
como tratamento e/ou prevengao.

l;(i =1, 2, 3): populagao de individuos latentes, isto é, individuos infectados pelo MTB
e que nao transmitem a doenca.

b: populacao de individuos infecciosos, isto é, individuos infectados pelo MTB, que
evoluiram para a doenga e sao capazes de transmiti-la. h: populagao de individuos que

nao transmitem mais a doenca pois ja receberam a vacina génica, seja como tratamento ou

13



14

prevencao.

Vale a pena ressaltar que a T'B difere das outras moléstias infecciosas pelo tempo que os
individuos infectados pelo MTB podem permanecer no estado de laténcia. Dessa forma, o
modelo proposto neste trabalho considera a classe dos latentes de acordo com o tempo que os
individuos infectados pelo MTB evoluem para a doenca, ou seja, de acordo com o tempo que
estes individuos permanecem no estado de laténcia. Primeiro, assume-se que os individuos
latentes podem evoluir rapidamente para a doenca, aproximadamente nos dois primeiros
anos apos a infecgao pelo MTB (representando aproximadamente 5% dos individuos infec-
tados). Esta forma da doenca é conhecida como “fast TB” e aqui serd denominada TB
rapida. Segundo, os individuos latentes podem permanecer no estado de laténcia por muitos
anos, mas, se imunodeprimidos ou imunossuprimidos, podem evoluir para a doenca devido
a reativacao endégena. Analogamente, essa forma da doenca é conhecida como “slow TB”
e aqui serd denominada T'B lenta. E, por fim, considera-se aqueles individuos que, embora
infectados pelo MTB, nunca irdo evoluir para a doenga.

O diagrama de fluxo que descreve a dinamica do modelo é dada pela Figura (3):

T“ Tu T“

; (1-p) € (a2
11 12 13

RN

v |<| h |«
| 1 e

=1 |=
»
Y

Figura 3.1: Diagrama de fluxo para o modelo.

Por hipdtese, assume-se que os individuos suscetiveis (s) podem ser vacinados ou serem
infectados pelo MTB. Os individuos suscetiveis (s) que receberam a vacina como prote¢ao

e os individuos infecciosos (h) que receberam a vacina como tratamento, migram para a
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classe dos vacinados (v) a uma taxa v e p, respectivamente. Assume-se que a imunidade
adquirida pela vacina pode ser permanente ou temporaria. Se a imunidade é permanente, os
individuos vacinados nao podem retornar para a classe dos suscetiveis. Mas se é temporaria,
os individuos perdem a imunidade pela vacina a uma taxa -, isto é, y~! é o tempo no qual
os individuos vacinados permanecem imunes a doenga [1]. Dessa forma, existe um fluxo
dos individuos que perderam a imunidade induzida pela vacina, tornando-se novamente
suscetiveis. Neste trabalho, com base em resultados relativos & imunidade adquirida pela
vacina génica e as incertezas da eficacia vacinal, a taxa 7 serd analisada no intervalo 0 <
~v < 00, onde v = 0 representa 100% de eficacia vacinal, enquanto que v — oo, denota que

a vacina nao é efetiva.

Por outro lado, os individuos sucetiveis que foram infectados pelo MTB passam para
a classe dos individuos latentes, [;. Por definicdo, o contato efetivo entre um individuo
suscetivel e um infeccioso ocorre quando os bacilos inalados pelo individuo suscetivel atingem
os bronquiolos e alvéolos do pulmao e iniciam a multiplicacao. Assim, neste trabalho, assume-
se que a transmissao da doencga ocorre pela Lei da Acao das Massas em Epidemiologia
(LAME), ou seja, a taxa na qual os individuos suscetiveis tornam-se infectados é proporcional
ao numero de contatos efetivos entre suscetiveis e infecciosos, sendo dada por 3-s-b, onde (3 é
o coeficiente de transmissao da doenga [18]. Assim, uma hipdtese importante deste trabalho
é que, como a populacao total é inteiramente suscetivel a doenca, todos os contactos sao
efetivos, ou seja, quando um individuo suscetivel (s) entra em contato com o MTB, torna-se

infectado, e passa para o estado de laténcia [;.

Analogamente ao caso dos individuos suscetiveis, os individuos infectados pelo MTB, 1,
podem também ser vacinados como profilaxia e passarem, entao, para a classe dos individuos
tratados (h), a uma taxa e. Aqui, é importante ressaltar a caracteristica fundamental da
tuberculose, ou seja, o tempo varidvel que os individuos infectados pelo MTB podem per-
manecer no estado de laténcia e os efeitos deste tempo de laténcia, na epidemia da doenca.
Dessa forma, deve-se considerar que os individuos infectados, mas nao vacinados, podem
passar por duas situagoes distintas. Uma proporcao p desses individuos pode desenvolver
rapidamente a doenga, indo para a classe dos individuos infecciosos (b); enquanto que a

restante (1 — p) pode desenvolver a doenca lentamente, migrando entdo para a classe de
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individuos latentes l5. Por suposicao do modelo, os individuos migram para qualquer uma

dessas classes a uma taxa 6.

12
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Figura 3.2: Diagrama de fluxo da populagao [, na transicao para [, e na reativagao para b.

Assim, pf descreve a proporcao de individuos da classe l;, que ativam a doenca rapida-
mente, caracterizando a T'B rapida; enquanto (1 — p)6# descreve a propor¢ao de individuos
da mesma classe de infectados pelo MTB, que podem desenvolver a doenca pela reativacao
endégena, caracterizando a TB lenta (reativagao enddgena).

De forma equivalente, os individuos de I, podem ser vacinados como profilaxia e passarem,
entao, para a classe dos individuos tratados (h), a uma taxa w. Mais uma vez ressaltamos a
importante caracteristica quanto ao tempo variavel que os individuos infectados pelo MTB
podem permanecer no estado de laténcia e os efeitos deste tempo de laténcia na epidemia da
doenca. Assim, deve-se considerar que os individuos infectados, mas nao vacinados, podem
passar por duas situagoes diferentes. Uma proporcao ¢ desses individuos pode desenvolver
lentamente a doenca, indo para a classe dos individuos infecciosos (b); enquanto que a
restante (1 — ¢) nunca desenvolverd a doenca, migrando entao para a classe de individuos
latentes I3. Por suposicao do modelo, os individuos migram para qualquer uma dessas
classes a uma taxa A. Assim, g\ descreve a proporcao de individuos infectados pelo MTB,
la, que reativam a doenga lentamente, desenvolvendo a doenca pela reativacao enddgena,
caracterizando a TB lenta como ja visto anteriormente; enquanto que (1 — ¢)\ descreve
a proporcao de individuos infectados pelo MTB, l5, que nunca irao desenvolver a doenga

durante toda a vida.
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Por suposicao do modelo, definem-se = e A~! os tempos médios de incubacao para TB

rapida e TB lenta, respectivemente, onde =1 < \71.

Os individuos latentes I3, como ja visto, sao aqueles que devido a acao eficiente do sistema
imunolégico nao se tornam infecciosos e, portanto, a proporgao (1—g)Als permanecerd latente
o restante da vida. Note que é possivel desacoplar o compartimento (l3) dos restantes, pois

ele ird apenas receber individuos de [5.

Os individuos infecciosos podem receber dois tipos de tratamentos distintos, sendo um
pela vacina génica e o outro, pelo tratamento convencional pela quimioterapia. O tratamento
por quimioterapia ¢é veiculado nos individuos infecciosos a uma taxa ¢ retornando-os a classe
dos latentes l5. O tempo médio de recuperagao do individuo em tratamento quimioterapico é
dado por 67! (duracio de 6 meses a 1 ano). Assumimos que a vacina génica é capaz de estim-
ular a resposta celular, importante na eliminacao dos patdgenos intracelulares, e a resposta
humoral, caracterizada pela produgao de anticorpos [7], [8], [19] e [21]. Consequentemente
é possivel utilizar da vacina como estratégia na prevencao da doenga e como terapia. Por
isso, neste modelo, os individuos infecciosos recebem a vacina génica como tratamento a
uma taxa o e, como nos casos dos individuos suscetiveis e dos individuos latentes (I; e ly),
os individuos infecciosos (b) apds tratados com a vacina génica passam entao para a classe

1

dos individuos tratados (h). Aqui, define-se o0~' como o tempo médio de cura do individuo

tratado com a vacina.

Apés tratar os individuos das classes (I; ,l2, b), a vacina génica ird estimular de maneira
adequada o seu sistema imunoldgico enviando mediadores, células de defesa e de memoéria
para controlar o foco. Desta forma, o individuo tratado (h) tem o foco controlado e ao
passar do tempo, devido a agao efetiva do sistema imunoldgico, havera o “clareamento” das
bactérias presentes no organismo e, posteriormente, a diminui¢ao por apoptose das células
do sistema imune. Neste momento os individuos vacinados da classe (h) irdo possuir as
mesmas caracteristicas dos individuos vacinados (v) e entao passarao para esta classe a uma
taxa p.

O modelo possui dinamica vital onde as taxas de mortalidade natural e pela TB sao
dadas, respectivamente, por p e «a; enquanto Il é a taxa de recrutamento, representando o

numero de individuos que nascem ou migram por unidade de tempo na classe dos suscetiveis.
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Assume-se também que todos os parametros do modelo sdo positivos.

Na tabela (2.1) apresenta-se um resumo dos parametros utilizados no modelo.

Tabela 3.1: Parametros do Modelo.

Parametro  Defini¢ao Dimensao
P proporcao de individuos do estado latente I que desenvolvem TB rédpida — — ——
1-p) proporcao de individuos do estado latente I que passam para a classe o ~— — ——
q proporcao de individuos do estado latente l2 que desenvolvem TB lenta - ———
1-1¢q) proporcao de individuos do estado latente l2 que passam para a classe I3 — — ——
B coeficiente de transmissdo da TB anos— 1t
¥ taxa percapita de perda da imunidade pela vacina anos— !
v taxa percapita de vacinacdo como prevengao anos~1
o taxa percapita de vacinacdo como tratameto anos~1
0 taxa percapita de tratamento quimioterapico anos~1!
ceew taxa percapita de vacinagdo como profilaxia anos~1
0eX taxas percapita de reativagao anos™1
p taxa percapita de clareamento das células do sistema imunolégico anos~ !t
II taxa de recrutamento total anos™1
pnea taxas percapita de mortalidade natural e pela TB respectivamente anos— !

Baseado nas suposigoes anteriores, a dinamica do modelo é entao descrita pelo seguinte

sistema de equacoes diferenciais ordinarias nao lineares,
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@:H—i—fyv—ﬁsb—(u—i-u)s

dt

dl

d—tlzﬁsb—(u—i-e—l—@)h

dly

%:(l—p)9l1+5b—(u+)\+w)l2
(3.1)

%—us%—ph—(u—i—v)v

db

7 =Pt ady — (ut+a+o+o)b

dh

gzell+wl2+ab—(u+p)h,

juntamente com a equacao dos latentes (I3) (desacoplada do sistema (3.1) por nao interferir
nas outras equagoes) dada por
dls

— = (1 —q) Ao — pls.
dt ( Q)Q s

A regiao de interesse biolégico, positivamente invariante (vide apéndice B.1.1), sob o

fluxo induzido pelo sistema (3.1) é dada por

0, = {(ll,lg,v,h,b,s) ERS, :s < LUt o Nty =, 4l + o+ htbts< %}.
(3.2)

A variagao total da populagao é representada por %t(t) =II—uN(t)—ab. Para N(t) < %,

dAN(t)
dt

a populacao total é decrescente. Se o = 0, entao = IT — uN(t), e tem-se a assintota

N(t) — %, quando t — co. Se IT = uN(t) + ab, dﬁﬁ”

= 0, a populacao total, N, é constante.
No proximo capitulo apresentaremos as analises de estabilidade referentes ao modelo

(3.1).
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CAPITULO 4

ANALISE DO MODELO

4.1 Ponto de Equilibrio Trivial

Apresentaremos a anélise do sistema de equagoes (3.1), determinando, primeiramente, o
ponto de equilibrio trivial e estudando a estabilidade deste ponto.
O ponto de equilibrio trivial, chamado de equilibrio livre da doenca, é obtido a partir do

sistema (3.1) com o seguinte sistema algébrico:

II+~v—p0sb—(n+v)s=0 (4.1)
Bsb—(u+e+6)l; =0 (4.2)

(1—p)0l +5b— (p+ A +w)la=0 (4.3)
vs+ph—(p+y)v=0 (4.4)

POl + gy — (p+a+0+0)b=0 (4.5)
el + wly +0b— (L + p)h = 0, (4.6)

juntamente com a equacao,
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Se b = 0, entdao de (4.2) obtemos l; = 0, e consequentemente de (4.5) e (4.7) temos,
respectivamente, ls = 0 e l3 = 0. Com b =1; = [y = I3 = 0, segue de (4.6) que h = 0. Assim,
. . O _pty _ 1 v
de (4.1) e (4.4) determinamos s = |/ (MMJFV) ev=_ <u+v+u)'
O ponto de equilibrio trivial Py = (I1 9, l20, vo, ho, bo, So ), que corresponde a situagao

de auséncia de infectados e infecciosos, é dado por

I 11
}%:<Q0,———1——3Q0,—JﬁilL>.
plp+y +v) pu(p+y +v)

4.1.1 Numero de Reprodutibilidade

O numero de reprodutibilidade basal, Ry, ¢ um parametro utilizado para quantificar a trans-
missdo de um patégeno, sendo definido como o nimero médio de infeccoes secundarias
produzidas por um individuo infeccioso quando introduzido numa populacao inteiramente
suscetivel, na auséncia de qualquer tipo de heterogeneidade. Numa populacao onde existe
a vacinagao, o limiar dado por Ry é substituido por um outro limiar, aqui definido apenas
como numero de reprodutibilidade (R,q.). O modelo, representado pelo sistema (3.1), possui
apenas um ponto de equilibrio trivial e outro nao trivial. Desta forma, quando Ry < 1 a
epidemia nao ocorre e a doenca se extingue. Quando o nimero de reprodutibilidade assume

valores maiores que um ocorre um surto epidémico [2], [18] e [22].

4.1.2 Estabilidade Local do Ponto de Equilibrio Trivial

Agora, serao determinadas as condicbes limiares para a estabilidade local do ponto de
equilibrio trivial P (5.11).

A estabilidade local do ponto de equilibrio trivial é determinada pelos autovalores cor-
respondentes & matriz jacobiana associada ao sistema (3.1), calculada em Fy. Assim, se a
parte real das raizes da equagao caracteristica det(J(Fy) — 1) = 0 for negativa, o equilibrio

trivial é local e assintoticamente estavel (L.A.E) [23].
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A matriz jacobiana associada ao sistema de equagoes (3.1) avaliada em F, dada por

—(u+v) 0 0 v 0 —Bs0
0 —(u+e+0) 0 0 0 Bso
(Po) = 0 (1-p)0  —(u+A+w) 0 0 5 49)
v 0 0 —(u+7) P 0
0 € w 0 —(u+p) o
0 po g\ 0 0 —(p+a+o+9)
possui a equagao caracteristica
(r+p)(r+p+~y+0)r+p+p)Pr) =0, (4.10)
onde o polinémio P(r) dado por
P(r) = 1% + byr? + byr + bs, (4.11)

possui os coeficientes definidos da seguinte forma:

bi=p+at+o+0)+(p+e+6)+(p+A+w),
bo={(p+w)(p+tato+d)+A(p+a+o)+5(1—q]+(u+e+0)2n+a+o+d+e+0)}(1—Ry),
bs3=(p+tet+tO){(p+tw)(pt+tato+d)+A(p+a+o)+d(1—q)} (- Ruac),

(4.12)
com Ry >0, Ry > 0 dados por
_ s Kt po
Rl*ﬂu <u+7+u> <(u+w)(u+a+a+5)+A[(u+a+a)+6(1—q)]+(u+e+9)(2u+a+a+6+e+e)>’ (4.13)
e

I uty 0 (1 =p)gA +p(p+ A+ w)]
Fuwe =57 <u+v+v> (u+e+9> ((u+w)<u+a+o+6)+A[(u+a+a)+6(1(41ca>)]>'

Note que da equagao (4.10) temos trés autovalores negativos dados por:

r=—p, r2=—(u+v+v)ers=—(u+p).
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Os outros trés autovalores, r4, 15 e rg, s@o obtidos calculando-se as raizes do polindomio
P(r) dado em (4.11).
Para essa anédlise utilizamos o Critério de Routh-Hurwitz (A.9.1), cujas condigoes para o

polinémio (4.11) sao: by > 0, bg > 0 e byby > bs.

e Claramente de (4.12), by > 0, pois por hipdtese do modelo todos os parametros sao

positivos;
e De (4.12) e (4.14) podemos ver que bz > 0 se, e somente se, Ryq. < 1;

e Resta provar que biby > bs. Utilizando as expressoes de (4.13) e (4.14), é possivel

observar que biby — b3 > 0 pois:

bibs —bs = ks (1—’;—;), (4.15)
onde
ki = B0so(1—p)g), (4.16)
€
ky = BOso(l—p)lgh+ (u+e+0)[Cu+at+o+d+e+0)*+ (n+e+0)(n+w+A)+qg\d]+

Butat+o+dt+etf4+w+AN)[NI—qg +ANu+a+to)+ (pt+w)(pt+ato+d).
(4.17)
Note que ko € igual a k1 somado a outros termos positivos , ou seja, 2—; < 1 e conse-
quentemente b1by — by > 0 satisfazendo a condicao biby > b3

Com as todas as condigoes de Hurwitz satisfeitas segue o teorema:

Teorema 4.1.1. O ponto de equilibrio trivial Py é L.A.E se, e somente se, Ryq. < 1.

4.1.3 Estabilidade Global do Ponto de Equilibrio Trivial

Para demonstrar que o ponto Py é G.A.E, utiliza-se o método das fun¢oes de Lyapunov [18§],

[24], [25], [26], [27], [28], [29], [30], [31], [32] e [33].
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Define-se, a funcao de Lyapunov, U : {2y — R dada por:

w+e+0 g\ ) <u+e+9)< LA+ w >
U(ly, la, b) =1 l
(b L2, ) 1+( 0 )((1*p)qk+p(u+>\+w) 2t 0 (1- )qA+pu+A+ ’

.18)
continuamente diferenciavel e definida no dominio
0, = {(ll,lz,v,h,b,s) € RS,s<syeN(t) < g}.
A derivada orbital de U possui a seguinte caracteristica:
b < (u+e+9) <(/L+w)(ﬂ+a+a+5) + A+ o+ 0) +6(1 —q)]> (Ryne — 1)b.
0 (1= p)gA +plp+ A+ w)]
(4.19)

Na regiao €, a fungao U é positiva definida em Py pois U(Fy) = 0jd quely =l = b =0,
e U(Z) > 0, onde T # By € Q. Além disso, para R,,. < 1 tem-se U <0 pois b > 0 em
)1 e por hipétese, todos os parametros do modelo sao positivos. Portanto, pelo teorema de
Lyapunov (vide apéndice A.1.2), segue que P, é G.A.E.

Dessa forma, a estabilidade global do equilibrio trivial Fy é definida a partir do seguinte

teorema:

Teorema 4.1.2. O ponto de equilibrio trivial Py € global e assintoticamente estivel (G.A.E)

se, e somente se, Ryq. < 1.

Epidemiologicamente o teorema (4.1.2) significa que existe um limiar R,,. tal que se este
for menor que um, entdo a doenca é extinta. Para valores acima de um, o ponto Py sera

instavel e a doenca persistira na populacao.

4.2 Ponto de Equilibrio Nao Trivial

O equilibrio nao trivial representa a coexisténcia de todas as subpopulagdes do modelo,

e com isso, a presenca da doenca na populacao total.
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O ponto de equilibrio ndo trivial P do sistema de equacdes (3.1), obtido a partir da

solugao do sistema algébrico (4.1) é dado por

P=(I.5,5.7,0,3) (4.20)
cujas coordenadas sao dadas por
(5 — O () 1
p (pt+y+v) Roac’
77— ph_(uty) 1 17
h = 6 (u+y+v) (ute+0) Rvacb

(u+a+a) (1-p)+d 7
gA(1=p)+p(p+Atw) w21)
v o1 p [ﬁn(uﬂ) kD, .
Ryac p (pty+v) (p+p)(p+7) | Roae 1 (p+y+v) (H+€+0) 4

_1 |8 O _(p+y)
(/‘H_p) Ryac 14 (N+’Y+V) (H+€+0) + k4j| b?

11
\ ks Roac (R'Uac - 1)7

o~
)
|

<
I

=
Il

SH
I

os quais k4 e ks sao dados por

(1—p)wlp+a+0o)+og\ +wd+op(p+ A+ w)

= (I=p)gA+p(p+ A +w) ’ (4.22)
o bllptet)(pty+p) +l + 6
5= O +7) (4 p) [(1 = plgh +p(p+ X+ w)]’ (4.23)
onde
=p{lptato)(p+ArAtw)+d[(p+w)+d(1—0q)l}, (4.24)
Lo =py0{(p+a)(p+A+pw)+p+A1—-q)][6+a(l—p)}. (4.25)

Observa-se no ponto de equilibrio nao trivial (4.21) que se Ry, < 1 entao b < 0. Assim
o ponto P nao é biologicamente vidvel j& que b representa uma subpopulacao de individuos
infecciosos. Portanto, a condicdo necessaria e suficiente para a existéncia e unicidade do

equilibrio néo trivial P é Rye. > 1.
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4.2.1 Estabilidade Local do Ponto de Equilibrio nao Trivial

A estabilidade local do ponto de equilibrio nao trivial P, apresentado em (4.21), é deter-
minada pelos autovalores correspondentes a matriz jacobiana associada ao sistema (3.1) e
calculada em P. Para esta andlise, serd necessario utilizar o critério de estabilidade de
Routh-Hurwitz (vide apéndice A.9.1).

A matriz jacobiana associada ao sistema de equagdes (3.1) avaliada em P ¢ dada por

—(u+e+0) 0 0 0 A5 b
(1—p)o —(p+Ar+w) 0 0 5 0
J (P) = 0 0 —(p+7) p 0 v ’
€ w 0 —(n+p) o
Pl g\ 0 0 —(p+a+o+9) 0
0 0 v 0 —fs —(u+v)

Da equagao caracteristica, det (J (P)—71 ) = (, obtemos um polindmio caracteristico de
grau 6:

W () =7° + W7 + WoT" + WsT> + W4T + WsT + We, (4.26)

cujos coeficientes w; parai =1, ---, 6, sdo bastante complexos.

O ponto P é L.A.E se a parte real das raizes (7;) para i = 1, ---, 6 do polindémio
caracteristico (4.26) forem todas negativas.

Com o critério de Routh-Hurwitz (vide apéndice A.9.1), é possivel afirmar se este ponto
é L.A.E. Para isto, deve-se calcular e analisar a positividade dos determinantes de Hurwitz
do polinomio (4.26) (vide apéndice A.9.1).

Devido a complexidade dos coeficientes do polinémio (4.26), realizou-se uma simulagao
numérica no Copyright @MATLAB R2009a para obter os autovalores associados a matriz
Jacobiana (4.26) e calculada em P, ou seja, as rafzes do polinémio (4.26).

Como o ponto P (4.21) estd definido apenas para R,,. > 1, a estratégia foi fixar o

intervalo de variagdo do nimero de reprodutibilidade para 1 < R,q. < 00.

O seguinte algoritmo foi estabelecido:
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e Dado os vetores: =10, 2|, e =10, 2], v =0, 2], w =10, 2], 0 = [0, 2], 8 = [0, 2],
=10, 2],y =10, 2] e A = [0, 2] determinam-se as raizes 7 do polinémio W (7),
definido na equagao (4.26);

e Se Ry > 1 e Re(F) > 0 entao o algoritmo retorna na tela o valor da raiz 7 e dos

parametros correspondentes.

e (Caso contrario, o algoritmo retorna o grafico das raizes 7 no plano complexo.

Utilizando este algoritmo, inclusive para outros intervalos de parametros, pode-se variar
livremente os parametros do sistema (3.1) e obteve-se uma tabela com as raizes do polindémio
caracteristico W(T), ou seja, os autovalores correspondentes & matriz jacobiana associada ao
sistema (3.1) e calculada em P.

No grafico da Figura 4.2.1 nota-se que todos os autovalores associados ao polinémio
caracteristico (4.26) pertencem ao semi-plano complexo com parte real negativa, o que sugere

que o ponto de equilibrio nao trivial P é L.A.E.

Autovalores Associados a Matriz Jacobiana no Eq. N&o Trivial

0.31

0.2

0.1

Eixo Imaginério (i)

-0.21

_04 L L L 1 )
-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0
Eixo Real (R)

Figura 4.1: Autovalores associados ao polinémio caracteristico (4.26) para Ry, > 1.

No préximo capitulo serdo realizadas algumas simplifica¢oes no modelo (3.1) com o ob-

jetivo de determinar analiticamente a estabilidade global do ponto de equilibrio nao trivial.



CAPITULO 5

SIMPLIFICACAO DO MODELO

No capitulo anterior foi determinado o ponto de equilibrio trivial e as condigbes para
a estabilidade global deste ponto. Determinou-se também o ponto de equilibrio nao trivial
porém, a sua analise de estabilidade tornou-se muito complexa sendo necessario a realizagao
de estudo numérico.

A estabilidade global de um sistema a partir de um modelo compartimental para doencas
infecciosas modelado com a lei de acao das massas é completamente determinado usando
fungoes de Lyapunov. No trabalho de Mccluskey [25], desenvolve-se uma técnica a partir
de um sistema de equacoes diferenciais que satisfaz certas condigoes, onde sempre é possivel
construir uma funcao de Lyapunov para determinar a estabilidade global do sistema.

Com o objetivo de determinar a condicio para a estabilidade global do ponto P utilizando

a técnica apresentada por Mccluskey [25], realizou-se as simplificagoes no sistema (3.1):

e A vacinacdo, usada como estratégia de protecao para os individuos suscetiveis, nao

serd mais considerada, ou seja, serd assumida a taxa v = 0;

e Como a perda da memoria imunoldgica sera considerada muito baixa, assumiu-se v = 0.
Isso significa que os individuos das classes I;, ls e b que receberam a vacina como

tratamento nao voltarao a ser suscetiveis novamente.

29
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Desta forma, com as seguinte simplifica¢oes (7 = v = 0), a dinamica do modelo (3.1)

serd entao descrita pelo sistema de equacoes diferenciais ordindrias nao lineares

d

( d—j:H—ﬁsb—us
dl
d—;:ﬁsb—(u+e+0)l1
dly
Ez(l—p)@h—i—(ﬂ)—(u—l—)\—i—w)lz

(5.1)

dv
= ph —
at TR
db
E:]oellJr(J)\ZQ—(u+oz+cr+6)b
dh

\ Ezell—i—wlg—l—ab—(,u—t—p)h,

cujo o dominio Qy = {(ll, lo,v,h,b,s) € RS e N(t) < %} ¢ positivamente invariante sob o

fluxo induzido pelo sistema (5.1) (vide apéndice B.1.1).

Agora, o sistema (5.1) serd definido na forma matricial. Sejam K = (O,O,O,O,O,H)T e
Q = (1,0,0,0,0,—1)" vetores constantes do R®, 3 > 0 e seja X = (21, 22, 23, 24,25, 26)T =

(ll, lz, v, h, b, S)T S Rﬁzo.

As coordenadas x5 e xg do vetor X estao reservadas exclusivamente para as subpopulagoes
b e s respectivamente. As subpopulacoes [y, l5, h e v podem assumir qualquer posicao dentre

x1, ..., T4y como veremos mais adiante na prova do teorema (5.1.3).

Seja G a matriz 6 x 6 dada por
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—(n+e+0) 0 0 0 0 0
(1-p0 —(p+A4+w) 0 0 J 0
0 0 — i p 0 0

G — (5.2)
€ w 0 —(u+p) o 0
Pl g\ 0 0 —(p+a+o+0) 0
0 0 0 0 0 —

Assim, o sistema (5.1) pode ser apresentado na seguinte forma matricial

X' =K+GX+Qpbs. (5.3)

Para facilitar a notacao, considere que G; ¢ a j-ésima coluna da matriz G e os elementos

de G, com posigao ij, sao representados por G;.

5.1 Analise do Modelo Simplificado

A seguir, apresenta-se a validagao das sete condigoes necessérias, apresentadas por Mccluskey
[25], para se determinar as fungoes de Lyapunov para o sistema (5.1). Apds isso, serao deter-
minados os pontos de equilibrio trivial e nao trivial, valor de reprodutibilidade e estabilidade
global para os equilibrios do sistema (5.3) baseados em técnicas apresentadas em [25].

Como todos os parametros do sistema (5.1) sdo positivos entao observa-se de (5.2) que

(C1) K = (0,0,0,0,0,I1)".

(C2) Gy <Oparai=1...6.

(C3) Gi; >0 parai# j,i,j=1...6.

(C4) Gig =Ggj =0parai,j=1...5.
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(C5) A soma das colunas de G sdo negativas.

(C6) Q=(Q1, .., Qs)" onde Qy,...,Q5>0, 30 Q>0 ¢ Q5= —1.

De acordo com as condigoes anteriores e para facilitar futuras construcées matriciais,
define-se X = (ly,ls,v, h, b)T, Q = (1,0,O,O,O)T, ij = (Glj,...,G5j)T para j = 1...5,
G = [él, . ,C?%}, e Gg¢ = —p. Utilizando esta condigao, reescreve-se a matriz G da

seguinte forma:

G 0
G = . (5.4)
0 —p

Dessa forma a equagao (5.3) pode ser reescrita como

X = GX+s <5pz> 0,
s = (9 -s(A1X),
onde ((s) =II— us, = (0,0,0,0,3)T e R’ e (.|.) ¢ o produto interno usual.

Pelo teorema dos circulos de Gerschgorin (vide apéndice A.8.1), os autovalores de G €

(C5%6 estao contidos na unido Z, dos 6 circulos de Gerschgorin definidos por

6
|z — Gj;| <z, onde z; = Z |Gij| paraj=1,2,...,6. (5.6)
i=1,i#j

Em outras palavras, os autovalores de G pertencem a colecao de circulos centrados em
Gj; com os raios dados pela soma dos valores absolutos de Gj;, variando 7 = 1,2,...,6 e
fixando 7 # j.

Como exemplo, seja o elemento [G11] da matriz G dada em (5.2), entdo o circulo Z;

centrado em G137 = —(u+€+60) possui um raio dado por z; = Zf:l,i;éj |gin| = (e4+0). Assim,

Zyv={z € C:lz+(n+e+0)| <(e+0)},

e observa-se na figura (5.1) que todo ponto z € Z; em C estd a esquerda do eixo imagindrio.
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G11

N

.

Z1= (e+8

Figura 5.1: Circulo de Gerschgorin.

De forma andloga sao determinados os outros circulos de Gerschgorin e assim, os auto-

valores de G pertencem a uniao dos circulos

Zi={z¢e€ Cilz+(p+te+0)<(c+0)};
Zy={z € C:ilz+(p+r+w)| < (w+aqN)};
Zy={2 € C:ilz+(u+7)|<0};

Zy=A{z € C:lz+(n+p)<p};

Zs={z € Cilz+(p+a+o+0)|<(c+0)};
Zg={z € C:|lz+ (u+v) <0}.

Dessa forma, prova-se que os circulos de Gerschgorin Z; para i = 1,...6 associados com
as colunas de G estao todos no semi-plano esquerdo aberto, logo, todos os autovalores de G

possuem parte real negativa. Assim, segue o teorema:
Teorema 5.1.1. Todos os autovalores de G possuem parte real negativa.

Por fim, resta verificar que:

(C7) —G7'Q e R°,..
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Observe que o teorema (5.1.1) garante que det(G) # 0, pois det(G) é o produto dos auto-
valores da matriz G (vide apéndice A.5.2), dessa forma, a matriz G é inversivel. Utilizando

a definicdo (A.6.1) do apéndice, a inversa de uma matriz G por blocos é dada por

onde

gr 0 0 0 0

Go1 g2 0 0 Gos
Gl=— g3t 32 G33 G G35 | (5.8)
gn g2 0 Gu a5
gs1 g2 0 0 g5

sendo os elementos nao nulos de G~! dados por

|
g = (u+e+0)
. _( 0 )( 1—p)(p+a+o+0d)+pd >
P\ pxer0) \pro)nrato+td)+ ptat+o) +od—q)])’
ot = s

plp+p)(p+et+){(p+w)ptato+d)+A(p+a+ao)+d(1—q)}

& = Ow(l—p)(p+a+o+0d)+opd(u+ A+ w)+ deA(l —q)+
+pbwd + ghob(1 —p) +e(p+a+o)(p+ A+ w) + de(p + w),

&3
ptp)ptetO){(pt+w(ptat+o+d)+A(p+a+o)+d(l—q)}

gn =
(
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p :< 0 )( 0[(1 — p)gA + p(p + A+ w)] )
o p+e+0) \(p+e+0){(p+w(pt+at+to+0)+ANp+a+o)+0(l—q)})’

(L+a+o+9)
ptw)(pt+at+o+8)+AN(p+a+o)+d6(1—q)

§22 =
(

plw(p+a+0+0)+ gio]
plp+p) {p+w)(pt+at+o+d)+AM(p+a+o)+i(1-q)}

g32 =

wp+a+o+0)+gro
p+p){(p+w)(pt+at+o+0)+A(p+a+o)+0(l—q)}

Ja2 =
(

qA
p+w)(pt+a+o+8)+A(p+a+o)+6(1—q)

J52 =
(

. 1
933 = —,
I

b5 = o itatotd) t \atato) +sl—q]

po(p+ A+ w)+wd
plp+p){p+w)pt+ato+d)+A(p+a+o)+6(1—q)}

g3s =

o(p+A+w)+wd
prp){(p+w)(pt+a+o+0)+A(p+a+o)+0(1—q)}

945 =
(

(H+A+w)
ptw)(ptat+o+d) +A(ut+a+o)+i(l—q)

55 =
(

Sabendo-se que os autovalores da matriz G possuem parte real negativa, e observando o

seu padrao de sinal segue que —G ¢ —G sdo M-matrizes (vide apéndice A.2.1).
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1

Sendo —G uma M-matriz, cada um dos elementos da matriz —G~" é maior ou igual a

zero (vide no apéndice a definigao (A.2.2)), e podemos observar isso na matriz G~ dada em

(5.8). Como o vetor @ é também néo negativo, segue que —G~1Q € R5,.

5.1.1 Ponto de Equilibrio Trivial

Os pontos de equilibrio do sistema (5.3) s@o determinados igualando a zero o lado esquerdo

das equagoes dadas em (5.5). Dessa forma, como [sb sao escalares, temos

GX = —Qpbs, (5.9)
II—ps—pbs = 0. (5.10)

Note na equagao (5.10) que para IT > 0 nao é possivel ter a condigao s = 0 no equilibrio.
Dessa forma, vamos investigar inicialmente a existéncia do equilibrio no qual b = 0. Neste
caso, de (5.10) temos s = %, e na equacdo (5.9) a igualdade GX = 0. Pela condicio (C4) e
pelo teorema (5.1.1), sabemos que G é inversivel e assim, a Unica solucao para GX =0 serd

X =0 e desta forma, o equilibrio livre da doenca para o sistema (5.1) é dado por

H T
P = (0,0,0,0,0, —) . (5.11)
u

5.1.2 Ponto de Equilibrio nao Trivial

Para determinar o equilibrio nao trivial considere agora b nao nulo. Seja o ponto de equilibrio
nao trivial denotado por P* = (1,13, v*, h*,b*,s*)" e considere P* = (13,15, v*, h*,b*)".

Entao a equagao (5.10) implica

pb*s* = II — ps™. (5.12)

Substituindo (5.12) em (5.9) temos

GP* = —Q(Il — pus*), (5.13)
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e por existir a inversa de G temos também

P = — (Il — ps*) G1Q. (5.14)

A condic¢ao (CT7), ou seja, ~G71Q € R5,, garante que o sinal de cada componente de

P* possui o mesmo sinal de IT — us*. Seja

M= [GiIGaIGslGal - Q). (5.15)

Aplicando a regra de Crammer na equacao (5.13) encontra-se

— det(G1|G2|G3|Ca|~Q(—ps*))  (I—ps*)det(G1|G2|G3|Ga|-Q)
= det(él|dg\é3|d4\d5) o det(dl\dg|d3\é4\é5) (516)
— (IT — ps*) (dew\?))
det(@) )’
onde
det(G) = —p(v+p){p+w)p+at+o+8)+Np+a+o)+61—-q)]} (5.17)
e

det(M) = —p(p + p)[(1 = p)Ogh + pO(p + A +w)]. (5.18)
E importante destacar que os determinantes de G e M sao diferentes de zero como pode-se
observar em (5.17) e (5.18) respectivamente.

Substituindo b*, dado em (5.16), em (5.12) obtemos

det M
II — ps* — * = Il — us* 5.19
B( MS)(detG)s ps”, (5.19)

e rearranjando segue que
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1 detG
s = = —. 5.20
B det M ( )

Assumiu-se (IT — ps*) nao nulo, para P* nao coincidir com o equilibrio livre da doenca
B.
Por fim, substituindo (5.20) em (5.14) define-se o ponto

pro= - <H - %5:;;) G10. (5.21)

Dessa forma, existe um equilibrio P* = (ﬁ*, s*) € RS onde s* e P* sao dadas pelas
equacoes (5.20) e (5.21) respectivamente. Por outro lado, para se obter um equilibrio positivo

distinto de Fy, é necessario e suficiente que I — us* > 0 o que acontece se, e somente se,

I det M
@ detG

> 1. (5.22)

Note que pelas consideraces anteriores e utilizando a condicio —G1Q € R5, apresen-
tada em (CT7), quando existe o equilibrio endémico este serda sempre nao negativo, ou seja,
o ponto P* serd biologicamente vidvel pois todas as coordenadas do ponto serao positivas.

Assim, pelas equagoes (5.20) e (5.21), o ponto P* = (15*,5*) = (lf,l;‘,v*7h*,b*,s*)T de

equilibrio nao trivial para o sistema (5.1) é dado por

% (R’Ull()2 - ]-) <lﬁ)

_Im (R o 1) ( [ ) ( (1—p)(p+a+o+§)+pd )
Ruyqez V' tvac2 ptet0 (utw)(ptato+0)+A[(ptat+o)+5(1—q))

11 (R . 1) pE3
P Ruag \Llvac2 1(ptp) (pte+0) { (p+w) (ntato+8)+A[(ptato)+6(1—q)} (5.23)
o _ 2
Fuas Loz = V) \ G aroerorat ey i Grrato 10—y
11 (R —1) ( 0 ) ( (1=p)gA+p(ptA+w) )
Rouy Ltvac2 pteto ) \ (ptw)(ptato+8)+A\[(ptata)+5(1—q)]
o_1
1 Ryac2

onde
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& = Ow(l—p)(pt+a+o+0d)+opd(u—+ A+w)+ el —q)+
+pbwd + ghab(1 —p) +e(p+a+o0)(p+ A+ w) + de(p + w),

L 0 (1 =plgA+p(p+A+w)
R”“cz_ﬂﬁ <,u+e+9> <(u+w)(ﬂ+a+a+5)—I—)\[(N-i—oz—f—a)+5(1—q)]>’ (5:24)

¢ o numero de reprodutibilidade para o modelo simplificado que serd definido a seguir.

5.1.3 O Numero de Reprodutibilidade

Utilizando-se a teoria dada inicialmente por Diekmann [34] e depois apresentada por Mc-
cluskey [25], Driessche [35] e Hethcote [36] para definir o nimero de reprodutibilidade como
o raio espectral da matriz “next generation”, determinou-se o nimero de reprodutibilidade
Rygea.

Para calcular R,..2, é importante distinguir as novas infecgoes de todas as outras mu-
dangas na populagao. Para isso, define-se a fungao £(X) representando a taxa de apareci-
mento de novas infecgoes devido ao contato entre individuos infecciosos com os suscetiveis.
A fungao O(X) representa a taxa de transferéncia de individuos entre os compartimentos
(I1,15,v, h,b) [35]. Para determinar R,q., tomou-se como base a notacao matricial utilizada
em Mccluskey [25].

Reescrevendo a equacao X’ temos

X' = &(X) - O(X),

onde

E(X)=Qpbs ¢ O(X)=-GX. (5.25)

Linearizando estas funcoes, ou seja, calculando a Jacobiana e aplicando o ponto Fy dado

em (5.11) temos
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o€ 00
o (B) e 0= (R (5.26)

O nimero de reprodutibilidade basal é dado pelo raio espectral (vide apéndice A.4.1) de

EO™!, ou seja,

RvacZ = raioespectral (EO?I) . (527)

Para interpretar as entradas de EO~! considere o destino de um individuo infectado in-
troduzido em um compartimento genérico k de uma populacao livre da doenca. A entrada
(4,k) de O7! é a duragio média do tempo que essa pessoa gasta no compartimento j du-
rante sua vida, assumindo que a populacao se mantém perto do equilibrio livre da doenca e
desconsiderando a reinfecgao. A entrada (i,j) de E é a taxa na qual os individuos infectados
no compartimento j produzem novas infecgoes no compartimento i. Assim, a entrada (i, k)
do produto EO~! é o nimero esperado de novas infeccoes no compartimento i produzido
pelo individuo infectado originalmente introduzido no compartimento k. A matriz EO~* é
denominada matriz “next generation” [35].

Usando (5.26) calculamos

E= 5% {0| . |0|Q} e 0=-G. (5.28)

Seja ¢ a linha inferior de —G~ 1, entao

Q1c
EO™' = 5E ! :
H :
L 0 -

e como Qy = ... = Qs = 0, podemos escrever EB~! como
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m Q1c
EO™! = ﬁ; : . (5.29)

(s
O posto de EO~! é um, logo existe um tnico autovalor nao nulo dado por tr(EO™!) =
ﬁ%c@ (vide apéndice A.5.1). Como —G é uma M-Matriz, todas as entradas de —G~! sdo
nao-negativas; Temos também que ¢Q é nao-negativa. Assim, o raio espectral de FO~! ¢

igual ao autovalor nao nulo e de (5.27) e temos

Ryger = B%CQ (530)

Pelo fato de todas as entradas de —G~! serem nao-negativas, e pela ultima linha da

equacio P* = (II — uS*)G7'Q, dada em (5.14), segue que zi = (II — puS*)cQ. Entao,

utilizando (5.12) e rearranjando, encontra-se (c¢Q = <. Com esse resultado em (5.30)
definimos
Im1
RvacQ - - (531)
ps

Por fim, substituindo a expressao para s*, dada em (5.20), temos o nimero de reprodu-

tibilidade dado pela equacao

I det M
Rvac = M =~
2 =0 W detG

(5.32)

o qual é equivalente a expressao dada em (5.22) e (5.24).

5.1.4 Estabilidade Global do Equilibrio Livre da Doenca

Das equagoes (5.22) e (5.32) segue que se Ry.2 < 1 entdo o tnico equilibrio para o

sistema (5.3) em R%, ¢ o equilibrio livre da doenca Py*.
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Para demonstrar que o ponto Py é G.A.E, utilizaremos novamente o método das fungoes
de Lyapunov [18], [25], [26], [27], [28], [29], [30], [31], [32], [24] e [33]. Entretanto, antes

deve-se determinar os coeficientes para as fungoes de Lyapunov.

Coeficientes para as Funcgoes de Lyapunov

Utilizando-se a técnica de Mccluskey (]25]), define-se os coeficientes de Lyapunov para o

sistema simplificado. (5.1).

Define-se o vetor coluna a = [ay, ..., ag], com ag = 1, pela equagao
a [Gl, s | G4’ Q]6><5 =0, (533)
e seja a = |ay, ..., as). Entdo
a[éﬂ ...\G4}:0 e a0 =1. (5.34)

A equagao (5.34) pode ser reescrita como

aM =10, ..., 0, —1], (5.35)

onde M = [é1| |Gyl - Q] foi definido em (5.15).

Note que
—(p+e+0) 0 0 0 -1
(1-p)0 —(p+r+w) O 0 0
det(M) = det 0 0 - —p 0 = —p0(p+ p)[(1 = p)gA +pO(1 + X+ w)] < 0. (5.36)
€ w 0 —(u+p) O
pb q\ 0 0 0

Assim, como det(M) # 0 temos que M é invertivel, da equacio (5.35) temos que a é
unicamente determinado assim como o vetor a por construcao.

Da equagao (5.35) temos o seguinte sistema:
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—a1(p+ €+ 0) + ax(1 — p)d + ase + aspd = 0, 5.37.1
—as(p+ A+ w) + agw + asgA = 0, 5.37.2
—asjt = 0, 5.37.3 (5.37)
azp — as(p + p) = 0, 5.37.4
—a _— 5.37.5

De forma simples vemos em (5.37.5) que a; = 1. De (5.37.3) temos que a3 = 0 e segue

entao de (5.37.4) que ay = 0. Com estes resultados em (5.37.2) temos

4+ A+w
= — . 5.38
a5 = ay < o > (5.38)
Substituindo (5.38) em (5.37.1)temos
pw+e+0 qA )
- : 5.39
- < 0 )((1—p)qk+p(u+A+W) 939
Agora com (5.39) em (5.38) encontramos
p+e+6 A+ w )
= . 5.40
" ( 0 ><(1—p)qA+p(u+A+W) 540

Dessa forma, os coeficientes de Lyapunov definidos pelo vetor a = [ay, as, a3, a4, a5, 1]

sao dados por

a; = 1,
_ +e+0 N
az = (# 9 ) <(1—p)q)\+qp(u+>\+w)> )
az = 0,
’ (5.41)
Ay = 07
_ +e+6 + 4w
as = (H57) <(1—p)ql;\+17(l‘+/\+w)> )
. ag = 1.

Utilizando-se os coeficientes determinados em (5.41), a seguir, serdo definidas as fungoes
de Lyapunov para provar a estabilidade global dos os pontos de equilibrio trivial e nao trivial

do modelo simplificado.
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Funcao de Lyapunov para Ry < 1

Considere a fungao de Lyapunov U : {23 — R definida por

5
U1 =aX = E a;T;,
i=1

onde os coeficientes de Lyapunov, a; para i = 1, ---, 6, foram determinados no sistema
(5.41).

Assim, a funcdo de Lyapunov é dada por

p+e+0 qA > <u+6+9>( ptA+w )
Ui(ly, lp, b) =1 ! b,
1, B2, b) 1+< 0 )((1—p)qz\+p(u+)\+w) *t 0 (1=p)gA+p(p+A+w)

(5.42)
continuamente diferenciavel e definida no dominio 5.
Na regiao {2, a fungao U; é positiva definida para o ponto Py pois Uy (Fy") = 0 ja que
li=10=b=0eU(ZT) >0,onde T # Fy" € .
Mostremos que U, é nao positivo. De (5.42) a derivada orbital de U; é dada por

b= i1+<ﬂ+;+9> ((1 —p)gA +q1/)\(u+/\+w)> i2+<u+g+9> <(1 —p>(qli++;(tti)x+w>> g

(5.43)
Substituindo em (5.43) as expressoes de I, I, e b dadas pelas equacdes do sistema (5.1)

temos:

U,

(965 = (e + 0]+ (252 ) (praniraran ) (1= P)O0 + 00 = (b A+ )b+
14-e+-0 Afw
+ (/ et ) ((17p)qpé\iptlb+/\+w)) [pOl1 + gA\la — (u+ .+ o + 6)b)

—  Bbs— (M+e+«9) ( ptAtw ) ((u+a+o)(u+A+w)+6[(u+w)+A(1—q)]) b

B 0 (1=p)gA+p(pt+Artw) (ptAtw)

_ (u+e+9) ((M+w)(M+a+5+0)+>\[(u+a+o)+5(l7(1)]) (53 0 (1—p)gA+p(ptAtw) -~ 1) b
0 [(1—p)gA+p(pt+rtw)] (ntet0) (ptw)(ptato+d)+X[(ptato)+d(1-q)] ’

(5.44)
Como estamos na regiao {25 temos que s < sg = %, entao a derivada orbital de U satisfaz

a seguinte desigualdade:
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U, < (M—i—e—i—@) <(u+w)(u+a+a+5)+/\[(u+a+0)+5(1—q)]

o (I =plgA+p(p+A+w) ) (Rugez — 1)b.

(5.45)

Para R .0 < 1 segue que U, <0 para V ponto x € {2y, e portanto, pelo teorema de

Lyapunov (vide apéndice A.1.2), segue que o unico ponto de equilibrio livre da doenga, Fy*,
é G.AE.

Assim, a estabilidade global do equilibrio livre da doenca é definida a partir do seguinte

teorema:

Teorema 5.1.2. O ponto de equilibrio trivial Py* € global e assintoticamente estivel G.A.E

no dominio )y se, e somente se, Rygen < 1.

Epidemiologicamente o teorema (5.1.2) significa que existe um limiar R, tal que se

este for menor que o valor um entao a doenca é extinta.

5.1.5 Estabilidade Global do Equilibrio Endémico

Para o valor de reprodutibilidade maior que um, existe um 1inico ponto biologicamente
viavel denominado P* o qual representa uma posicao onde ha a prevaléncia da doenga na
populagao. Vejamos em que condicoes o ponto P* é G.A.E. Para isto, novamente, utilizare-
mos o método das funcoes de Lyapunov para demonstra-la.

Seja o ponto X = (xy1, =y, T3, T4, T5, Tg) com as coordenadas r5 = b e 4 = s, enquanto
as outras subpopulacoes sao livres para permutarem nas coordenadas de posicoes xy, ..., Z4.

Definimos a funcao U, : 25 — R dada por:

6
Uy = Z a;(x; — xfln x;), (5.46)
i=1

continuamente diferencidvel e definida no dominio {25 e com os coeficientes de Lyapunov a;
comi=1, ---, 6, apresentados em (5.41).

A derivada orbital de Us, desenvolvida em (vide apéndice B.2), é dada por
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U, = —u@ + az(1 — p)0li Aoy (u) + Bb*s* By (u) + ag0b*Co(u)+

(5.47)
+aspdli Dy (u) + asgAl5Do(u).

(s—s%)?

S

Em (5.47) a expressao —u é nao positiva. Assim, para garantir U, <0, as funcgoes

Agi(u), Bi(u), Co(u), Di(u) e Do(u) devem ser nao positivas , e as definimos da seguinte

forma:
Aij = 1=+ Fi(u) = Fi(u),
B, = 2—wu,— —4— — F(u),
2 » e~ ) (5.48)
Un—1
Dy = 1-==+ Fu),
ondewzi—? com j=1,...,6.
J
Sem perda de generalidade, assumimos que u; < ug < ... < u,_o e escolhemos k €
{1, ..., n—3} tal que up < wup_1 < Upy.
Para:=1, ..., k—1, temos
o T I el N S
U; Up—1 Uk
Seja i = k entao
Fp=1mt
U
Parai=k+1, ..., n— 2, escolhemos
F = Un—1 +uk+1 +”.+Uz'—1 — (i — k).
Ukl Uk42 Ui
Para a escolha de Fiy, ..., F,_o, devemos também considerar u, ; < wu; (utilizando

k =0) ou se u,_1 > up_o (utilizando k =n — 2).
Em resumo, as fungoes Ao (u), Bi(u), Co(u), Di(u) e Do(u) sado definidas levando em
consideracao as posigoes relativas u; < ug <wugz <wugek € {0, 1, 2, 3, 4} tal que uy, < us <

Ugt1, Ou seja, up < b < upyq. Assim temos:
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e Parak=1 = u; <us <us <ug<uy

An = 1-B+FH-F = (uz—u)lus ) )

u1uU2
pois u; < us < us.

Bl = 2—u6—F1 = 3—U6—u—1—% < O,

usUe uy

pelo corolario (apéndice B.3.2).

Cob = 1-2_F = 2-2_53 < (

us us u2 -

pelo corolario (apéndice B.3.2).

D = 1-%+4+F = 1-%_-%m_] =

Dy = 1—%;*+F2 = 1l-"4+= -1 = (.

u2 u2

e Parak =2 = uwuy <uy <us <uz <uy

Ay = 1-2+FH-F = 1-2+82+02-2-5+1

U U u,
By = 2-wug—-—f = 2-2-0 < 0,

pelo corolario (apéndice B.3.2).

Cp = 1-2_F, = 2-2_1 < (

us us uy

pelo corolario (apéndice B.3.2).

Dy = 1-%4p = Lewlew) <

uiu2 -
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pois u; < ug < us.
u u2 u2

e Para k=3 = 1 <ug <uz <us <uy

Ay = 1-2-F—-F = 1l-24+2 4= 4o 3@ y) = (.
u1 ur | our w2 | oug u3

u2

B = 2-uyy—""*+—-F = b—-y—-+ -8 _BL
1 6~ uug 1 6 ( )

pelo corolario (apéndice B.3.2).

Gy = 1-2_F = 3-2_w_u < (

us us u u3 -

pelo corolédrio (apéndice B.3.2).

Utilizando o coroldrio (apéndice B.3.3) obtemos:

— _us _ (uz—us)(uz—u1)
D =1 ui’ + F = BT < 0,
pois u; < ug < us.
_ _u _ (uz2—wu3)(us—us3)
D2 =1 i -+ F2 = —u2u3 S O’

pois uy < ugz < us.

e Para k=0 = us <u <us <uz <uy

Ay = 1-24F-F = 1-24B_]-B_m49 - g_m_u < g

w1 u ul u2

pelo coroldrio (apéndice B.3.2).
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B1 = 2—U6— H —F1 = 3—U6— o U2 < 0,

UsUE usUE Ul

pelo corolario (apéndice B.3.2).

C'Q = —E_FQ - 3_&_2_% S 07

us u us ul

pelo corolario (apéndice B.3.2).

Dl = 1-%4+F = 1-2452_1 =

DQ = 1- 4 + F — _(u57u1)(“2*“1) < O,

Uz 2 uu2
pois us < uy < Us.
e Parak =4 = uy <upy <uz <uy < us

Ay = 1-24F —F(2)
— ] —Y2.yupuzuws g us 4 uz_ Ui Us 13 _— ()
Uul ul uQ u3 Uu4q

Bi = 2-u— g oFi = 6w -m-oBomom <o
pelo corolario (apéndice B.3.2).
Cy = 1-2_Ff, = —2-@_m_wu_um < g
us us u2 u3 Ugq

Utilizando o coroldrio (apéndice B.3.3) obtemos:

(ua—us)(ua—u1)
u1U4

IN
=

Dy = 1-%+F =

pois u; < us < us.
Considerando uy = 41, u3 = Yo, Uy = Y3 € uz = y4 temos através do corolario (B.3.3) o

seguinte resultado:
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Dy = 1-%4+F = -4 =

Assim, obtemos todas as possibilidades para as posi¢oes relativas das subpopulagoes no
modelo simplificado (5.3). Dessa forma, temos que as quantidades Ay, By, Cy, D1 e Dy sdo
nao positivas para Vu € RS e sendo assim, temos de (5.47) que U} < 0 em RY,,.

Devemos utilizar agora a extensao de LaSalle a qual diz que o conjunto limite de cada
solugao do sistema (5.5) que intercepta Rgo esta contido em I'*; que é o subconjunto inva-
riante maximal de I' = {z € RS |Uj(x) = 0}.

De (5.47), é claro que U} somente pode ser nulo se s for igual a s* pois M Se o
conjunto I'* é invariante e satisfaz s = s*, entao devemos ter s = 0 no conjunto. Conse-

quentemente, da equacao (5.5) temos

s =11 — us — Bbs = Bbs* =11 — us* (5.49)

utilizando s’ =0 e s = s*.

Da equagao (5.16), rearranjada, temos

(4G _ e
b (da(]\?)) = (IT — ps™). (5.50)

Substituindo a equacao (5.50) em (5.49) e rearranjando obtemos

. 1 det(G)
=b"— —. 5.51
Bs* det(M) (5:51)
De (5.20) segue que
11 det(G)
1 B Y 5.52
B s* det(M) (5:52)

Por fim, substituindo (5.52) em (5.51) obtemos b = b*. Considerando as demais variaveis,

sujeitas a restricao (b, s) = (b*, s*), obtemos a equagao diferencial

X' =GX +K, (5.53)
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onde

X = (fEh S 334)T, G= [Gij]i,jzl,.,.,élz €
K= (Gis, ..., Gug)0" +(Q, ..., Qu)T50"s".

Com as hipdteses acima e também com (5.4) temos entao

T G1,1 G1,2 G1,3 Gl,4 T G1,5 Q1
T2 Ga1 Gao Gaz Gog T Ga5 Q2
= - L . + b* + Bb*s* .
3 G311 Gza Gzz Gy T3 G35 Qs
T4 Gi1 Gao Gasz Gaa x4 Gy Q4
—— — v
X’ G X K

A matriz G é estével pois é uma Metzler matriz como podemos verificar pelas hipdteses
(H2), (H3) e (H5) (A.3.1). Como K é constante, a solucdo de (5.53) converge para X =
—G7'K, ou seja,

I ' Gl,l él,Z é1,3 é1,4 Gia Q1
la _ C:;m C:;m C:;2,3 6?2,4 G2,5 b1 Q2 55*5*
v Gs1 Gza Gzz Gsy G35 @3
f CATY4,1 64,2 CATY4,3 CATY4,4 |\ Gas Q4 ]
G K
Gi1 Gip Gz Gia Gis Gii Gip Gz Gia @1
_ C:7'2,1 C:7'2,2 szs C:?2,4 Gas b — ?2,1 C}'2.,2 Cfm C}'2,4 Q2 Bb*s*
Gs1 Gz2 Gzz Gsa G35 Gs1 Gsp Gss Gsa Q3
Gin Guo Guz Gug Gus Gui Guo Gaz Gug Q4

(0,0,0,0)T pois—G—1G=TI

— —GQ,

Dessa forma temos

X=-G'K=-G'Qpb*s". (5.54)

Da equagao (5.9) concluimos que
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X = -G 'Qpbs, (5.55)

a qual é equivalente, para (x1, T, 73, 24)7, & equacio (5.54).

Assim, a solucao X = —G7'K, com —G~! dada por

1
(p+etb) 0 0 0
(1-p)o 1
(p+e+0) (p+A+w) (p+A+w) 0 0
G =
plw(1—p)0+e(ptrtw)] wp 1 p
plptp)(ptet0)(pu+Atw)  plptp)(p+r+w)  p p(ptp)
w(1—p)0+e(ptrtw) 1

ey e e B e [ e v e
representa exatamente as variaveis (z7, z3, 23, x;) do ponto de equilibrio nao trivial P*. Com
isso, o conjunto I'* consiste de um ponto singular, o qual é, de fato, o ponto P*. Dessa forma,
cada solucao de (5.3) converge para P*.

Podemos notar na demonstragao que acabamos de fazer que a fungao de Lyapunov U,
nao depende explicitamente de R, na sua expressao, porém, sabemos que P* estd no
ortante positivo somente quando R,..o > 1, 0 que garante a validade da nossa fungao. Outra
ressalva a ser feita é quanto a possibilidade das solucoes convergirem para a fronteira do
ortante positivo, em que Us; nao é mais definido. Esta hipdtese é excluida pela forma de
U, e pelo fato de que Uy(X(t)) é decrescente. Uma vez que uma solugdo cruza o interior
do ortante nao negativo, a solucao assume um valor finito de U;. Como Us; decresce, as
solucoes cruzam o nivel de conjuntos de U,, afastando-se do conjunto para o qual Us nao
esté definido.

Dessa forma, a estabilidade global do ponto de equilibrio nao-trivial P*, dado por (5.23),

é garantida pelo seguinte teorema:
Teorema 5.1.3. O ponto de equilibrio nao trivial P* é G.A.E se, e somente se, R0 > 1.

Epidemiologicamente o teorema (5.1.3) garante que se Ry > 1 entdo a doenga per-

manecerd em niveis endémicos na populacgao.



CAPITULO 6

ANALISES DE SENSIBILIDADE
DOS PARAMETROS DO MODELO

O objetivo desta secao é apresentar algumas simulagoes numéricas para validar os estudos
analiticos apresentados nos capitulos anteriores, além de fazer uma analise qualitativa da

dinamica do modelo utilizando a vacina génica como estratégia de controle da doenca. Aqui,

serao apresentadas algumas suposicoes utilizadas nas simulacoes.

Anos  Casos Anos  Casos Anos  Casos Anos  Casos
1980 72608 1987 81826 1994 75759 2001 73771
1981 86411 1988 82395 1995 91013 2002 77493
1982 87822 1989 80375 1996 85860 2003 78596
1983 86617 1990 74570 1997 83309 2004 77678
1984 88366 1991 84990 1998 82931 2005 76741
1985 84310 1992 85955 1999 84337 2006 71870
1986 83731 1993 75453 2000 81182 2007 72179

Tabela 6.1: Niumero de Casos Novos de TB notificados entre 1980-2007 (Fonte: SINAN).

Como a TB é uma doencga de notificagdo compulséria, foi possivel obter do Sistema de

Informagoes de Agravos de Notificacao (SINAN), o niimero de casos novos de TB notificados
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no Brasil no periodo entre 1980 e 2007. Estes dados sao apresentados na Tabela 6.1.

A partir dos dados apresentados na Tabela 6.1 foi possivel adaptar computacionalmente
o sistema (3.1) para representar a dindmica da transmissao da TB no Brasil para o periodo
em questao. Foi necessario também obter a projecao da populagao do Brasil para o periodo
de 1980-2010 para assim ser possivel estimar a taxa Il de recrutamento total como serd
apresentada nas préximas segoes. Esta projecao foi obtida no banco de dados do Instituto

brasileiro de geografia e estatistica (IBGE) presentes na tabela (5.2).

Anos  Populagao Anos  Populagao Anos  Populagao
1980  118.562.549 1991 149.094.266 2002  176.391.015
1981  121.381.328 1992  151.546.843 2003  178.985.306
1982  124.250.840 1993  153.985.576 2004  181.586.030
1983  127.140.354 1994  156.430.949 2005  184.184.264
1984  130.082.524 1995  158.874.963 2006  186.770.562
1985  132.999.282 1996  161.323.169 2007  189.335.118
1986  135.814.249 1997  163.779.827 2008  191.869.683
1987  138.585.894 1998  166.252.088 2009  194.370.095
1988  141.312.997 1999  168.753.552 2010  196.834.086
1989  143.997.246 2000  171.279.882

1990  146.592.579 2001  173.821.934

Tabela 6.2: Fonte: IBGE/Diretoria de Pesquisas. Coordenagao de Populagao e Indicadores
Sociais. Geréncia de Estudos e Anélises da Dinamica Demografica. Projecao da Populacao

do Brasil por Sexo e Idade para o Periodo 1980-2010.

Para as simulacoes utilizando o sistema (3.1), considerou-se a taxa de vacinacao v =
Vgenica T VBCG, ONde Vgenicq T€Presenta a vacinagao génica nos individuos suscetiveis e vpea
a taxa de vacinagao pela BCG. A taxa 0 = 0genica + Otrat, que representa o tratamento
dos individuos infecciosos, foi gerada pela soma entre ogenica € Tgqr que representam, res-
pectivamente, a vacinagao geénica para os individuos infecciosos e o sucesso no tratamento
quimioterapico convencional. A taxa § foi considerada a falha no tratamento quimioterapico
convencional dos individuos infecciosos.

A utilizacdo da vacina génica como estratégia de tratamento é uma situacao hipotética,

por ainda nao estar disponivel no mercado, foi necessario realizar algumas suposicoes. Ini-
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cialmente foram tomadas as taxas € = W = Vgenica = Ogenica = 0 para as taxas de vacinacao
génica e depois foram estimadas as taxas 3, Vpog € 0uar para o Brasil no periodo entre 1980
e 2007.

De posse destes valores, das suposicoes anteriores e juntamente com os parametros re-
tirados da literatura médica apresentados na Tabela 6.3 foi possivel obter, para o sistema

(3.1), um comportamento coerente e satisfatério a realidade.

Tabela 6.3: Valores de Parametros.

Parametro  Valor Dimensao

p 0,05 ladimensional]
q 0,05 ladimensional]
0 0,5 [anosil]

A 0,05 [anos‘ 1]
p=a 0,0133  [anos™1]

A partir disto, diversos cenarios foram testados supondo diferentes estratégias de vacinagao
utilizando as taxas €, W, Vgenica € Ogenica- O Objetivo foi avaliar como seriam os efeitos da
vacinagao génica, como tratamento e prevengao, na dinamica da transmissao da TB no
Brasil. Todas as simulag¢oes foram realizadas em algoritmos préprios e fungoes internas do
Copyright @QMATLAB R2009a.
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6.1 Estimando Parametros

6.1.1 Taxa Il

Como definido anteriormente, Il é a taxa de recrutamento total.
A partir do sistema (3.1), desacoplando a subpopulagao I3, segue que a taxa II, depen-

dente da variacao da populacao total no tempo ¢, é dada por:

Resolvendo a equacao diferencial (6.1), encontra-se a seguinte solugao exata:

Il
N(t) = N(to)e 710 4 — (1 — e7rlito)) | (6.2)
o

onde N (ty) representa a populagao inicial e p a taxa de mortalidade natural dos individuos.
Para o estudo do sistema (3.1), é possivel se trabalhar com uma taxa Il constante pois
esta descreve satisfatoriamente a dinamica do crescimento populacional no Brasil no periodo

entre 1980 e 2010.

Seja a funcao erro, 71(t,II), dada por:

Tl(t, H) = \/Z?—l (NObS(tT)Z —~ N(t7 H))27 (63)

onde Nys(t) sdo os pontos observados apresentados na tabela (5.2) e N(¢,II) é a curva
ajustada para os n pontos observados.

A estratégia utilizada para obtencao da taxa II foi estimar o seu valor 6timo constante
tal que com este, o erro quadrdtico médio (EQM) dado por (6.3) fosse minimo. Para
isso, utilizou-se o método de Nelder-Mead de otimizagao multidimensional irrestrita (vide
apéndice (A.11.1)) para a fungao nao linear (6.3).

O valor 6timo encontrado para o ajuste do parametro foi de

IT = 4, 606048 x 10°, (6.4)
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com um EQM de 71 (¢, 1) = 4,2773 x 105, que produz a curva numérica continua dada na

figura 6.1.

x 10° Ajuste da Projegéo da Populag&o no Brasil

<+ Populagao pela projegéo do IBGE
Populagéo utilizando IT estimado

Numero de Individuos

11 1 1 1 1 1 J
1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010
tempo (anos)

Figura 6.1: Projegoes da populagao no Brasil no periodo de 1980-2010. Curva com linha

tracejada representa dados do IBGE enquanto a continua foi estimada numericamente.

Desta forma, com este valor de II estimado, foi obtido o comportamento do crescimento

populacional no Brasil para o periodo entre 1980 e 2010 .
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6.1.2 Mniiltiplos parametros: 3, v e o.

Considerando o numero de casos novos de TB notificados no Brasil através dos dados do
SINAN apresentados na Tabela 6.1, com as suposicoes apresentadas anteriormente e o valor
da taxa Il dada por (6.4), estimou-se simultaneamente as taxas vacinais vpcg, Opar € O
coeficiente de transmissao 5 que melhor representou o comportamento da dinamica de casos
novos de TB no Brasil no periodo entre 1980 e 2007.

Como exposto anteriormente, para estas estimativas fez-se necessario algumas suposicoes
para o modelo numérico tomando Vyenico = Ogenico = € = w = 0.

Seja a funcao erro 72(t, 3, Vpoa, Oirat), dada por:

7o(t, B, VBOG: Otrat) = \/Zyil (bora(?) — b(:b’ brvace, atrat))2, (6.5)
onde bys(t) sao os pontos observados representando o nimero dos casos novos de TB apre-
sentados na tabela 6.2 e b(t, 5, vca, Owat) @ curva ajustada para os m pontos observados.

Foi utilizado o método do Runge Kutta de quarta ordem para resolver numericamente o
sistema de equagoes diferenciais (3.1) a partir dos chutes iniciais de 3(0), vpca(0) € T4ar(0),
obtendo a dinamica para b(t, 3, vpca, Oar). Utilizando o método de Nelder-Mead (vide
apéndice (A.11.1)) foram estimados os valores dos parametros (3, Vpcoa, Owrar) tais que o valor

da fungao do EQM representada por m2(t, 3, Vpca, Otrat), € definida em (6.5), foi minimo.

O seguinte procedimento foi seguido:

Passo 1: Estimou-se (81, 1), 0.} a partir do chute inicial (3(0), v5cc(0), 0irar (0));

Passo 2: Estimou-se (8@, {2, 0\2),) a partir do chute inicial (81, vpcc(0), 04 (0)):

Passo 3: Estimou-se (3, IJ(B?%G, aﬁfgt) a partir do chute inicial (3®, I/(BQ%,G, Ttrat(0));

Passo 4: Por fim, estimou-se (3, v, ) a partir do chute inicial (3, yg%G, at(let).

Outro fator a ser considerado é o fato das estimativas dos parametros 3, vpca € Ouat
estarem fortemente relacionadas as condigoes iniciais das subpopulacoes do modelo. Assim,
foi necessario supor alguns cendrios distintos com subpopulagoes iniciais diferentes (Tabela

6.4) buscando verificar tais influéncias.
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Os valores de parametros utilizados foram: IT = 4,6060 x 10° [anos™'], u = 0,0133
l[anos™!], a = 0,0133 [anos™!], v = 0,1 [anos™1], p = ¢ = 0,05; § = 0,5 [anos™!], A = 0,05
lanos™!], p = 0,033 [anos™!], § = 0,01 [anos™'], e =w = 0,0 [anos™].

A tabela 6.4 apresenta nas colunas 1 e 2 respectivamente, os valores utilizados nas sim-
ulagoes para as condigdes iniciais das subpopulagoes e chutes iniciais para os parametros.
Na terceira coluna estao os valores dos parametros estimados e da fungao erro. Nota-se que
os valores estimados para o coeficiente de transmissao § e a taxa oy permanecem sempre

na mesma ordem de grandeza nos indicando um padrao.

x 10*Casos Novos de TB: Dados Reais e pela Dinamica Sistema
9.5r

* - Casos Novos de TB - SINAN
Dinamica do Sistema

8.5F

Populagéo

7.5

7 . . . . )
1980 1985 1990 1995 2000 2007
tempo (anos)

Figura 6.2: Ajuste dos parametros (3, v e 0. Comparacao entre a curva numérica continua

com a observada pontilhada (Dados SINAN). Cendrio escolhido para as simulagoes futuras.

Desta forma, para as proximas simulagoes, serao adotados as condigoes iniciais das sub-
populagoes e os parametros estimados no cenério 1 (Tabela 6.4) para representar a dindmica
do sistema (3.1) no Brasil entre os anos 1980 e 2007, como na figura 6.2.

A figura 6.3 mostra o comportamento numérico, nos outros 4 cenarios distintos, dos casos
novos de TB a partir do sistema (3.1) em relagdo aos dados reais de casos novos de TB para

o valor de (3 estimado (tabela 6.4).
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Condigoes Iniciais Chute Inicial Parametro Estimado

s(tp) = 40.024.878 B8(0)=2,7x 1077 B =2,7684525 x 107

11 (to) = 380.790 vpoa(0) = 0,018 vpoa = 5,8869059 x 103

l2(tg) = 72.551.153 Otrat(0) = 2,1 Otrat = 2, 1898677

13(to) = 8.338.096

vo(to) = 0,0 T2(t, B,vBCG, Otrat) = 4,8194401 x 103
bo(to) = 86.411

ho(to) = 0,0 CENARIO 1

s(to) = 30.024.878 B(0)=2,7x 1077 B =2,9898306 x 107

11 (to) = 380.790 vpoa(0) = 0,018 vpog = 2,1287719 x 102

la(tg) = 72.551.153 otrat(0) = 2,1 Otrat = 2,1438173

13(to) = 8.338.096

vo(to) = 10.000.000 T2(t, B, vBCG, Otrat) = 4, 7225481 x 103
bo(to) = 86.411

ho(to) = 0,0 CENARIO 2

s(tp) = 30.024.878 B8(0)=2,7%x 1077 8 =3,2131381 x 10~ 7

11 (to) = 380.790 vpcoa(0) = 0,018 vpog = 4,051091 x 1072

I2(tg) = 62.551.153 otrat(0) = 2,1 Otrat = 1,9176590

13(to) = 28.338.096

vo(to) = 0,0 To(t, B, vBCG, Otrat) = 4, 8763295 x 103
bo(to) = 86.411

ho(to) = 0,0 CENARIO 3

s(to) = 40.024.878 B8(0) =2,7x10~7 B =2,5391347 x 1077

l1(tg) = 425.790 veea(0) = 0,018 vpoa = 3,1561898 x 102

l2(to) = 55.551.153 otrat(0) = 2,1 Otrat = 1,757424

I3(to) = 25.293.096

vo(to) = 0,0 T2(t, B, vBC G Otrat) = 4, 7891209 x 103
bo(to) = 86.411

ho(to) = 0,0 CENARIO 4

s(tg) = 40.024.878 B8(0)=2,7x 108 B =2,7772899 x 107

11 (to) = 340.790 vpog(0) = 0,018 vpog = 1,2798121 x 102

l2(tg) = 74.551.153 otrat(0) = 2,1 Otrat = 2, 1746198

I3(to) = 6.378.096

vo(to) = 0,0 T2(t, B, vBCG, Otrat) = 5, 3090688 x 103
bo(to) = 86.411

ho(to) = 0,0 CENARIO 5

Tabela 6.4: Valores utilizados para as condigoes iniciais das subpopulagoes, chutes iniciais

para os parametros, valores dos parametros estimados e da funcao erro 7o(t, 5, Vpoa, Otrat)-
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x 10*Casos Novos de TB: Dados Reais e pela Dinamica Sistema x 10*Casos Novos de TB: Dados Reais e pela Dinamica Sistema
X 957

# - Casos Novos de TB - SINAN| ’ * - Casos Novos de TB - SINAN
Dinamica do Sistema

Dinamica do Sistema

o o
«Q o
S. S.
o S
E S
Q Q
o o
o o
* ¥ %
7 . . . . — 7 . . . . —
1.980 1.985 1.990 1.995 2.000 2.007 1980 1985 1990 1995 2000 2007
tempo (anos) tempo (anos)
(a) Cenério 2 (b) Cenario 3
x 10*Casos Novos de TB: Dados Reais e pela Dinamica Sistema x 10*Casos Novos de TB: Dados Reais e pela Dinamica Sistema
5r 951
* -+ Casos Novos de TB - SINAN * -+ Casos Novos de TB - SINAN
Dinamica do Sistema Dinamica do Sistema
*
9r 9r
85r 85r
o o
©Q kY]
S S
3 K]
S S
Q Q
o o
a a
8r 8r
751 751
** **
7 . . . . — 7 . . . . M
1980 1985 1990 1995 2000 2007 1980 1985 1990 1995 2000 2007
tempo (anos) tempo (anos)
(c) Cenario 4 (d) Cenéario 5

Figura 6.3: Ajuste dos parametros 3, v e 0. Comparacao entre a curva numérica continua

com a observada pontilhada (Dados SINAN).

Para simplificacao de notacao e pelo interesse do estudo ser pela vacina génica, de agora
em diante quando citadas, as taxas v e o serao consideradas respectivamente por v = Vyenjca
€ 0 = Ogenica Sabendo-se que nas simulagoes estarao sendo utilizadas os valores v = Vgepicq +
5,8869059 x 1073 e 0 = Ogenica + 2,1898677 onde estipulamos que vpcg € Otrqr, estimados

anteriormente, sao valores constantes atuando no modelo.
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6.2 O Numero de Reprodutibilidade

Verifica-se no gréfico da figura 6.4 que a partir do niimero de reprodutibilidade R,,. (4.14)

obtém-se duas regioes de estabilidade para o sistema (3.1).

Numero de Individuos Infecciosos x RVac

150 Nuamero de Individuos Infecciosos|

Infecciosos (b)

Figura 6.4: Numero de individuos infecciosos variando em fun¢ao do nimero de reproduti-
bilidade R,qc.

Para valores de R,,. < 1 nao existem individuos infecciosos, ou seja, sugere que o
equilibrio trivial Py é G.A.E. Porém sabe-se que isto é verdade pelo teorema (4.1.1).

Quando valores de R,q. > 1 entdo o nimero de casos de individuos infecciosos é dado
pela curva representada na figura 6.4. Nota-se que para 1 < R, < 00, obtém-se para o
equilibrio nao trivial valores nao nulos correspondentes ao nimero de infecciosos.

Do ponto de equilibrio ndo trivial P (4.21), quando aplicamos valores “grandes” para

R,uc 0 nimero de individuos infecciosos dado por b sera dado por

lim b= (6.6)

ou seja, o numero de individuos infecciosos converge assintoticamente para um valor cons-

tante.
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Entao, quando R,.. > 1 a regiao em questao é endémica, ou seja, sugere que o equilibrio
nao trivial P é G.A.E.

A figura 6.5 apresenta duas figuras representando valores da fungao R,..(v, €) avaliada
para as taxas vacinais 0 < v <lel <e <2

A figura 6.5(a) apresenta uma superficie representando o nimero de reprodutibilidade
R, para v e e variando. Um corte importante desta superficie é quando R,,. = 1 pois
abaixo deste valor, sabe-se que o equilibrio trivial é G.A.E. No gréfico da figura 6.5(b)
é possivel observar examente as regides onde o valor de reprodutibilidade assume valores
iguais, maiores ou menores que um.

A figura 6.5(b) apresenta as curvas de nivel para o nimero de reprodutibilidade em fungao
das taxas de vacinagao v e e. Como indicado, sobre toda a curva onde esta o ponto em
vermelho a fun¢ao R..(v, €) assume o valor um. Abaixo desta curva, a fungao Ry..(v,€) > 1
enquanto acima da curva Ry,..(v,€) < 1.

Curva de Mivel para R__J_(:_ vl Curva de Nivel para Rvac(s, v)
0,8

07

35. 06

0,5

> 04

03

0.2

-

0 o 5 0 05 1 15
. €

(a) Superficie de Ryqc(v,€) (b) Curva de nivel de Ryquc(v,¢€)

Figura 6.5: Valores da funcao R,q.(v,€) avaliadaem 0 <v <le0 <e <2

Esta analise pode ser realizada aplicando cada uma das taxas de vacinagao génica v, e,
w, o duas a duas. A seguir serd apresentado um estudo sobre como aplicar a vacinacao com

o objetivo de controlar R,,. sobre uma regiao de interesse, que no caso sera R,.. < 1.
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6.3 Vacinacao Critica

O modelo descrito pelo sistema de equagdes (3.1) possui 4 tipos de tratamentos possiveis
sendo que para as simula¢oes numércias, estes foram dados pelas taxas: v (vacinagao génica
dos individuos suscetiveis), € (vacinagao dos individuos pertencentes a classe [; com a vacina
génica), w (vacinagao dos individuos pertencentes a classe Iy com a vacina génica) e o
(vacinagao dos individuos infecciosos com a vacina génica). A taxa ¢ é a falha no trata-
mento quimioterapico convencional dos individuos infecciosos.

Vimos nos capitulos anteriores que a estabilidade dos pontos de equilibrio trivial e nao
trivial estd intrinsecamente associada ao numero de reprodutibilidade (4.14) ou no caso
do modelo simplificado ao nimero de reprodutibilidade (5.24) e estes diretamente ligados as
taxas de vacinagao. Dessa forma, é possivel obter diversos cenarios utilizando a vacina génica
como parametro de controle da TB determinando limiares vacinais, os quais denotaremos

por vacinacao critica.

6.4 Vacinacao Critica como Protecao

Quando os individuos da classe dos suscetiveis é vacinado, a intencao é proteger ou imunizar
estes individuos de futuras infeccoes. No capitulo 1, foi citado que a vacina génica possui a
pretencao de imunizar o individuo vacinado produzindo também uma memdria imunolégica
duradoura. Sera estudado alguns casos variando esta memoria imunolégica.

Pelo teorema (4.1.2), para Ry, < 1 o ponto de equilibrio trivial Py é G.A.E. Com essa
informacao, é possivel determinar um valor limiar de vacinacao v..;; com o objetivo de tornar
o equilibrio livre da doenca estavel.

A partir de (4.14) e (5.24) pode-se definir Ry, em funcao de R, 42, ou seja,

Rvac = <u> RvacQ- (67>
n+y+v

Para R,,. = 1 podemos isolar o parametro v obtendo assim
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Verit = (,u + ’7) Rvac2 - (,u + ’7)
= (;U + 7) (Rvac? - 1) .

Assim, para v > V.4, obtem-se R, < 1 e, consequentemente, o ponto de equilibrio

(6.8)

trivial é G.A.E pelo teorema (4.1.2). Dessa forma, segue o seguinte teorema:
Teorema 6.4.1. Para v > v o ponto de equilibrio trivial Py é G.A.E.

Da equagao (6.8) obserserva-se que Ve < 0 para Ry..2 < 1 e consequentemente R,q. < 1
pois de (6.7) podemos observar que Ry, < Ryaea. Dessa forma o teorema (6.4.1) garante
que o equilibrio trivial serd sempre G.A.E sendo a taxa v irrelevante na influéncia sobre a
estabilidade do ponto de equilibrio trivial F,.

Biolégicamente, o teorema (6.4.1) diz que para existir o controle da doenga, utilizando
como parametro de controle apenas a vacinacao como prevengao da populacao contra a TB,
existe um valor minimo ao qual devemos vacinar essa populacao para que o equilibrio livre
da doenca seja G.A.E.

A figura 6.6 apresenta o comportamento do nimero de reprodutibilidade R,,. em fungao

da taxa de vacinagao v para diferentes valores de 7, ou seja, diferentes tempos de memoria

imunolodgica pela vacina.

Numero de Reprodutibilidade em Fungao da Taxa de Vacinagdo

v=1/5

- - —y=110

35 S y=1135

\ y=1/75
y=0

Figura 6.6: Numero de reprodutibilidade R,,. dependendo da variacao da taxa de vacinagao

v para os valores de v = [1/5, 1/10, 1/35, 1/75, 0].
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Os valores da taxa v associados aos pontos sobre as curvas do nimero de reprodutibilidade
em R,,. = 1 correspondem aos valores de v..; para cada valor de v correspondente. B
possivel observar que quanto menor o valor de 7, ou seja, quanto maior o tempo que o
individuo permanece imunizado pela vacina, menor é o valor da vacinacao critica. Dessa
forma, quanto menor o valor de v,.;;, menor a taxa com a qual devemos vacinar os individuos
suscetiveis para tornar o equilibrio trivial P estavel e consequentemente obter o controle da

doenca. A Tabela 6.5 contém os valores associados de v..;; € v para Ryq. = 1.

Tabela 6.5: Parametros para R .. = 1.

Verit v

0,56980  0,20000
0,30271  0,10000
0,11187  0,02857
0,07115  0,01333
0,03553  0,00000

Note que na figura 6.6 a melhor situagao é quando v — 0 entao por (6.7) vemos que

Rvac - <L> Rv(lCQ' (69)

pt+v
Este é o melhor cendrio pois com v — 0 o tempo que o individuo permanece na classe
vacinada, ou seja, se matém imunizado contra a infecgdo, tende ao infinito. Este seria o
quadro perfeito para a vacina génica, na qual ela possui uma eficacia de 100% na protegao

dos individuos vacinados.

6.4.1 Protecao Permanente pela Vacina Génica: v = 0.

Agora, serd analisado o comportamento da TB na dinamica do sistema (3.1) com a vacina
génica sendo 100% eficaz, ou seja, assumindo v = 0. Dessa forma, segundo a Tabela 6.5,
a vacinacao critica é dada por v..; = 0.03553. Assim, utilizando uma taxa de vacinagao
V > Ve, 0 numero de reprodutibilidade R,,. ¢ menor que um, tornando assim o equilibrio

trivial estavel.
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As figuras de 6.7 apresentam o comportamento do sistema (3.1) para v = 0 e variando a

taxa de vacinagao v para 3 valores distintos, v =0, v < Uiy € V > Vg

x10* Casos Novos de TB x10* Casos Novos de TB
10 * - SINAN 12 v =0,0000
v =0,0000 Sy =0,0150 v=0
ol * S v=0,0150 ~ = v=0,0500
- = v=0,0500

o T7r N o
@ i @
‘3 N ‘3 6 \
§' N N §' \ V< ch
o g N VSV [:8 A
N i
N \
N 4+ \
5 o N \
N .
N
N
~V>vV 2 \
. crit
4 S N
< N
3 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ L Tmmeml Verit
980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2000 2050 2100 2150 2200
tempo (anos) tempo (anos)
(a) Casos novos de TB entre 1981-2007 para v = 0. (b) Casos novos de TB paray =0 et — oc.

Figura 6.7: A figura (a) apresenta o comportamento para v =0, v = 0,015 e v = 0,05 do
nimero de casos novos de TB no periodo de 1981-2007 para uma taza v = 0. A figura (b)

apresenta o comportamento qualitativo da situagao dada em (a) para t — oo.

Na figura 6.7(a) temos o comportamento do nimero de casos novos de TB no periodo
entre 1981-2007 para os dados reais do SINAN e para 3 valores diferentes de v. A curva
azul continua representa v = 0 e essa é a situacao padrao para a nao existéncia da vacina
génica. Nota-se no ano de 2007 que para ¥ = 0 o numero de casos novos de TB diminui
de 86.411 casos em 1981 para 73.573 casos em 2007. Porém, a figura 6.7(b) mostra que
para um tempo grande o comportamento sera endémico pois apés um tempo de queda no
nimero de casos anuais ha novamente o crescimento deste estabilizando-se depois no ponto
de equilibrio nao trivial. Quando vacinamos a populagao suscetivel com uma taxa v = 0,015,
vemos na curva pontilhada vermelha que hd uma queda no ntimero de casos de TB em 2007
para 58.534 porém esta taxa de vacinacao nao é suficiente para garantir a estabilidade do

equilibri trivial, ou seja, para este valor temos R, = 1,428470 > 1 pois v < V4. Isso faz
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com que o equilibrio nao trivial seja estédvel e isto é visto para t — oo na figura 6.7(b).

Por fim, a curva traco-ponto em verde representa a situacao onde R,,. < 1 e consequente-
mente o equilibrio trivial é estavel. Para v = 0.05 > v..;; temos R,,. = 0,705841 e partindo
da mesma condicao inicial de 86411 casos novos de TB em 1981 terfamos ao final de 2007
um total de 40.417 casos novos. Entretanto, esta é uma situagao satisfatoria pois podemos
ver qualitativamente na figura 6.7(b) que o equilibrio trivial é estével fazendo entao com que
o numero de casos novos de TB convirja para zero.

Note que na figura 6.7(b) o tempo para o nimero de casos novos de TB convergir para
zero é muito alto, porém, basta utilizar uma taxa v suficientemente “grande” para que essa
convergencia ocorra mais rapidamente.

Agora, como um prognoéstico futuro, serd aplicada a vacinacao a partir do ano 2007 para
avaliar o comportamento do sistema (3.1) para v = 0 e variando a taxa de vacinagao para

v =0,0150 < v € para v = 0,050 > vg..

x 10" Casos Novos de TB
751
—— . v =0,0150
S e - = v=0,0500
7F -
N
~ e,
6.5 N
N
\,\ V<‘Vcril
6 .
AN
55F N
N
!g Y
g N
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o N
o
N
451 ~
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~
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N
~
35f AN
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Figura 6.8: Casos novos de TB entre 2007-2037 para v = 0, v < Vg (curva pontilhada

vermelha) e v > v (curva trago-ponto verde).

Na figura 6.8 temos o comportamento do nimero de casos novos de TB em um periodo

de 30 anos, ou seja, para os anos entre 2007-2037 utilizando os dados reais do SINAN nos
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casos em que a taxa v assume os valores descritos acima. Quando vacinamos a populagao
de individuos suscetiveis com uma taxa v = 0,015, hd uma queda no numero de casos de
TB de 73.573 em 2007 para 59.806 como pode ser visto na na curva pontilhada vermelha da
figura 6.4.1 com o valor de reprodutibilidade R,,. = 1,428470 > 1. Entretanto, sabe-se que
esta condigao fard com que o equilibrio nao trivial seja estavel, ou seja, a doenga continuara
endémica com o decorrer do tempo.

Desta forma, é necessario tomar o valor de v > v,.; pois assim, pelos teoremas (4.1.2) e
(6.4.1), o ponto de equilibrio trivial P, serd G.A.E.

A curva traco-ponto em verde apresentada na figura 6.8 representa um cenario onde
R,.. < 1 e consequentemente o equilibrio trivial é estavel. Para v = 0,05 > v temos
Ryee = 0,705841 e partindo da condigao inicial de 73.573 casos novos de TB em em 2007
terfamos ao final de 2037 um total de 28.221 casos novos. Esta é uma situacao muito
satisfatéria nao apenas por diminuir o niimero de casos novos de TB em mais de 50% em
relagdo ao caso anterior mas também por saber que o equilibrio trivial neste caso é G.A.E,

ou seja, o nimero de casos novos de TB ird convir para zero.

6.5 Vacinacao v.;; em Funcao de outras taxas vacinais

Concomitantes

O teorema (6.4.1) garante que se v = Vg entdo Ry = 1. Da equagao (6.8) a fungao
Verit(€,w, o) depende de 3 taxas vacinais distintas logo, é possivel variar duas destas taxas
para observar o comportamento da vacinagao critica nos individuos suscetiveis (s).

A figura 6.9 apresenta duas figuras representando valores da fungao v..;(€,w) avaliada
para as taxas vacinais 0 <w <lel <e <2

Na figura 6.9(a) apresenta-se uma superficie representando a vacinagao critica ve.;; em
funcdo das taxas w e €. Sobre esta superficie o valor do nimero de reprodutibilidade é um,
ou seja, acima desta superficie tem-se R,,. < 1 enquanto abaixo desta o valor serd R,,. > 1.

A figura 6.9(b) apresenta as curvas de nivel para a fungao ve.;(¢,w). Utilizando a curva
que contém o ponto vermelho como referencial, valores de v para a direita da curva serao

negativos. Desta forma, qualquer valor positivo de v é suficiente para obter R,,. < 1. Para
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Superficie de v_ (c. o) Curva de nivel de Vorir®s )

(a) Superficie de vepi(€,w) (b) Curva de nivel de v (€, w)
Figura 6.9: Valores da fungao v,.;(€,w) avaliadaem 0 <w <le 0 <e < 2.
a direita da curva obtém-se valores crescentes de v,.;; a medida que se afasta da curva.

Quando as taxas vacinais € e w se aproximam de zero, o valor de v..; aumenta pois v

serd a unica taxa atuando para manter R,,. = 1.

6.6 Vacinacao Critica para as Classes dos Latentes

Os individuos infectados das classes dos latentes (1) e (I2) s@o vacinados respectivamente
com as taxas € e w, com a intencao de evitar o desenvolvimento da doencga retirando-os do
estado de laténcia e levando-os a classe dos tratados com a vacina génica (h).

Novamente utilizando o teorema (4.1.2), determina-se o valor critico de vacinagao €..; o
quail torna possivel o equilibrio livre da doencga ser estavel. Seja R,.,. = 1 assim, pode-se

isolar o parametro € obtendo

it = (n+0)(R—1), (6.10)

onde

_ O _pty 0 (A—p)grtp(pt+itw)
Re = ﬁﬁ (u+7+u) <m> ((;H-W)(u+a+a+5)+/\[lzﬂ+a+a)+6(1—Q)]) ’ (6.11)
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Assim, para € > €., 0 numero de reprodutibilidade R,,. < 1 e, consequentemente, o

ponto de equilibrio trivial é G.A.E pelo teorema (4.1.2). Desta forma, segue o teorema:
Teorema 6.6.1. Para € > €..;; 0 ponto de equilibrio trivial Py é G.A.E.

Agora serd apresentado uma andlise da influéncia da taxa w sobre o numero de reprodu-
tibilidade R,qc.
A partir da equacao (4.14) segue que:

- (25 () ()
w—00 W\ p+y+v w+e+0 w+aoa+o+9

Dessa forma, mesmo utilizando um valor “alto” para a taxa de vacinagao w, o valor do

(6.12)

numero de reprodutibilidade pode vir a ser maior que um. Sob essas condi¢oes, deve-se ter

a acao de uma outra taxa vacinal v, € ou o concomitantemente para tornar R,q,. > 1.
Pode-se notar esta condicao no diagrama de fluxo apresentado na figura 3.1 pois mesmo

forcando um fluxo de saida alto da classe [, através da vacinacao w, existe um outro fluxo

de entrada na classe b de infecciosos pela classe [;.

Numero de Reprodutibilidade variando a taxa o

R
vac

Figura 6.10: Ntimero de reprodutibilidade R,,. dependendo da variagao da taxa de vacinagao

w.
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A curva da figura 6.10 representa a variagao do numero de reprodutibilidade em fungao
da taxa w para os valores de parametros: II = 4,6060 x 10° [anos™], p = 0,0133 [anos™1],
a = 0,0133 [anos™ ], v = 0,1 [anos™ '], p=q = 0,05; 0 = 0,5 [anos™ '], A = 0,05 [anos™ '],
p = 0,033 [anos™'], 6 = 0,01 [anos™!], e = w = 0,0 [anos™ ], v = 0,0 [anos™'] e 0 = 0,0
[anos™!]. Para v = 200 [anos™!], a fungdo R,q.(w) convergiu para o valor 1,994209290 com
precisao de 9 casas decimais. Desta forma, nao é possivel para tal conjunto de parametros
tornar R,.. < 1 e consequentemente o equilibrio trivial G.A E.

Assim, a vacinagao com a taxa w é importante para levar R,,. a niveis mais baixos para
entao atuar com um valor menor de uma outra taxa vacinal, v, € ou 7y para tornar R,,. < 1

e consequentemente, o ponto de equilibrio trivial G.A.E.

6.7 Vacinacao Critica como Tratamento

Os individuos infecciosos pertencentes a classe (b) sao vacinados a uma taxa o como medida
de tratamento retirando-os do estado de infeccioso e levando-os a classe dos tratados com a
vacina génica (h).

Para R,,. = 1 pode-se isolar o parametro ¢ obtendo-se assim

w a+90)+A a)+6(1—
Oorit = (ptw) (u+ JEH);r/\J[r(g;r )+0(1—q)] (Ry — 1), (6.13)
onde
_ II + 0 (1=p)gA+p(pt+rtw)
R‘T - ﬁﬁ <ui’ylu> <u+e+9) ((;Hrw)(u+a+6)+)\[(u+a)+5(1fqn) ’ (6.14)

Assim, para o > 0.4, segue que R,,. < 1 e, consequentemente, o ponto de equilibrio
trivial ¢ G.A.E pelo teorema (4.1.2).
O estabilidade global do ponto de equilibrio trivial P, pelo valor critico de vacinagao para

a classe dos infecciosos segue pelo seguinte resultado:

Teorema 6.7.1. Para o > 0.y 0 ponto de equilibrio trivial Py € G.A.E.



CAPITULO 7

CONCLUSOES FINAIS

Neste trabalho formulamos e analisamos um modelo matemédtico deterministico para
descrever a dinamica da transmissao da tuberculose sob efeitos da vacinagao génica como
protecao e/ou profilaxia e tratamento. Pela analise qualitativa do modelo mostramos a
existéncia de um ponto de equilibrio trivial Py e de um ponto de equilibrio nao trivial P.
Através da funcao de Lyapunov (5.42), foi possivel mostrar que o ponto de equilibrio trivial
Py é G.A.E se, e somente se, R,,. < 1. Devido a complexidade do modelo, nao foi possivel
realizar a mesma analise para o equilibrio ndo trivial P, mas através das simulacoes numéricas
pode-se investigar que este ponto é L.A.E.

Para mostrarmos analiticamente a estabilidade do equilibrio nao trivial, P, foi necessario
algumas simplifica¢oes do modelo (3.1) (Vide Capitulo 5). Através das fungoes de Lyapunov,
foi possivel entao mostrar a existéncia e estabilidade global dos dois pontos de equilibrio P
e P* deste modelo simplificado, ambas diretamente relacionadas ao nimero de reprodutibi-
lidade Ryue2. As conclusoes obtidas foram que o ponto de equilibrio trivial Py* é G.A.E no
dominio 25 se, e somente se, R0 < 1. Quando o numero de reprodutibilidade R,q0 > 1
entao, o ponto de equilibrio nao trivial P* é G.A.E.

O parametro R,,. (4.14) representa o nimero de reprodutibilidade com a vacina atuando

como protecao e como tratamento enquanto Ry.e2 (5.24) representa o nimero de reproduti-
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bilidade como tratamento. Comparando os dois nimeros de reprodutibilidade, sabe-se que
Ryae < Ryae (6.7) entao, concluiu-se que R0 < 1 ¢ também a condigao suficiente para que

o ponto Py seja G.A.E no dominio §2; e assim, sugere-se uma possivel erradicagao da doenga.

A estratégia utilizada para isso, foi a utilizacao da vacina génica.

O modelo (3.1) possibilitou realizar algumas estimativas de parametros buscando repre-
senta-lo de forma coerente a realidade. Definiu-se assim o parametro II para representar a
taxa de recrutamento total no Brasil para o periodo entre 1980 e 2007. Com o valor da taxa
de recrutamento, II, foi possivel entao estimar as taxas [, Vpcg € Owar que representam,
respectivamente, o coeficiente de transmissao da doenga, as taxas para vacina BCG e a taxa

de sucesso no tratamento quimioterapico convencional para o Brasil no mesmo periodo.

Observou-se que, como as taxas de vacinacao génica v, €, ¢ sdo inversamente propor-
cionais ao numero de reprodutibilidade R,.., elas tem portanto, uma forte influencia nesse
parametro de controle de doenca. Com isso foi possivel determinar os valores criticos de
Vacinacao, Verit, €crit € Terit, € Obter o controle sobre o valor do nimero de reprodutibilidade

Ryqc €, consequentemente, na estabilidade do ponto de equilibrio trivial F.

Biologicamente, esses resultados indicam que se vacinarmos os individuos com um esforco
vacinal acima de um valor critico limiar, entdao R,.. < 1, ou seja, fazemos com que o nimero
médio de infecgoes secundarias produzidas por um individuo infectado e sob influéncia da

vacina seja menor que um, e assim, a infeccao possa ser erradicada.

Através do gréfico de curva de nivel apresentado na figura 6.9(b), o valor critico de
vacinacao diminui quando utiliza-se outras taxas vacinais ao mesmo tempo. Assim, observou-
se a importancia de se vacinar diferentes classes de individuos concomitantemente para
diminuir o esfor¢o vacinal em alguma classe de interesse. Observou-se também que a taxa de
vacinagao w ¢ importante para tornar o valor de R,,,. mais baixo; porém, esta taxa utilizada
de forma isolada nao garante que R,,. < 1. Isso pelo fato de sempre existir um fluxo de
entrada de individuos na classe b através da classe dos latentes [;. Desta forma, os individuos
da classe [ devem ser vacinados com a taxa w como estratégia para atenuar o limiar R,,. e

entao poder utilizar valores menores das taxas v, o ou e.

A andlise da influéncia da taxa 7, demonstrou a importancia do conhecimento da eficacia

da vacina. Conhecendo o tempo de imunidade que a vacina ird proporcionar ao individuo
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vacinado é possivel produzir uma estratégia de vacinacao eficiente para a populacao com
o objetivo de tornar o ponto equilibrio trivial Py estavel. O melhor cendrio para a vacina
génica acontece quando v = 0 pois esta situagao representa a eficicia maxima da vacina
génica. KEsta condicao garante o menor esforco vacinal para as taxas v, €, w e o podendo
assim, refletir no menor tempo para o controle da doenga e também na diminui¢ao do custo
dos programas de controle da doenga.

Com os parametros estimados e com os resultados matematicos obtidos, pode-se analisar
como teria sido o comportamento da 7B no Brasil sob a influéncia hipotética da vacina
génica entre 1980 e 2007 e fez-se também um cenério futuro entre os anos de 2007 e 2035.
Algumas vezes, o comportamento na dinamica do modelo ao aplicarmos a vacina induz a
pensar que a estratégia é satisfatéria pois a curto prazo existe uma diminuicao no niimero de
casos novos de T'B. Entretanto, o comportamento a longo prazo pode nao ser o desejado pois
a doenca pode permanecer endémica em niveis considerados altos. Os resultados obtidos
utilizando v = 0 e aplicando a vacina génica de forma a obter R,,. < 1, mostraram uma
diminuicao para mais da metade do nimero de casos novos de TB em um periodo menor

que 25 anos o que revela um prognostico satisfatério.
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APENDICE A

TEOREMAS E DEFINICOES
AUXILIARES

A.1 Estabilidade Global

Definigao A.1.1. Seja 0 um ponto estaciondrio para a equacio ' = f(T), T € R™. Seja U
uma funcdao continuamente diferenciavel definida em 0 C R™ com valores reais. A func¢ao

U ¢é definida positiva em §) se
1. U0) =0;
2.U()>0,T#0¢€Q.

T =(x1, T2, ..., T,) € R

A derivada de U em torno da trajetoria T(t) é dada com respeito ao tempo utilizando a

regra da cadeia:

"\ 9U dx;

d > —
@l @) =2 5

i=1

7
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Entao U € uma fungao de Lyapunov em € se U é positiva definida e U<0, ou seja,

1. UW0)=0eU(T) >0 paraVz #0 € Q;
2. Ugo, para VT € Q.

Teorema A.1.2. (Teorema de Lyapunov): Seja 0 um ponto de equilibrio de 2’ = f(T),
U positiva definida em wma vizinhanca € de 0.

(i) Se U(T) <0 para T € Q — {0} = 0 € estdvel;

(ii) Se U(T) < 0 para T € Q — {0} = 0 ¢ assintoticamente estdvel;

(iii) Se U(T) > 0 para T € Q — {0} = 0 ¢ instdvel;

Foram consultadas as referéncias [29], [37], [38].

A.2 Definicao de uma M-Matriz

Definicao A.2.1. Seja A € R™" wma matriz quadrada n X n onde A = (a;j),a;; <
0parai##jea; >0 parai=1,...n. Tal matriz é dita M-Matriz (sequindo a defini¢do de

Ostrowski [39]) se satisfaz qualquer uma das sequintes condigoes abaizo:

o A=¢I— B para uma matriz B> 0 e £ > p(B);

Todos os menores principais de A sao positivos;

A parte real de cada autovalor de A € positiva;

o A7l existe e A7 > 0;

Existe um vetor x > 0 tal que Ax > 0.

Definigao A.2.2. (Ostrowski) Uma M-matriz € definida como sendo uma matriz Ay, €

R™™ tal que a;; <0, i # j, que possui uma das trés condigoes equivalentes [39):

o A ¢ nao singular e os elementos de A~' sdo ndio negativos;
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e Todos os menores principais de A sao positivos;

e FExistem n mimeros positivos nj tais que Z;L:l aign; >0,i=1, ---

A.3 Definicao de Matriz Metzler

Definicao A.3.1. Uma matriz quadrada real M = [m;;] € R™™ é chamada de Metzler

matriz se todas as entradas fora da sua diagonal principal sao nao-negativas, isto €, m;; > 0,

i#J [40].

e Sistema Dindmico de Metzler

Considere um sistema linear continuo no tempo descrito por

i(t) = Az(t),2(0) € R”

(A1)
t >0 x(t) = etr(0).

Se A é uma matriz Metzler, entao a equagio (A.1) gera um sistema dinamico de
Metzler. Temos que et > 0 se, e somente se, A € R™™ é uma matriz Metzler. Se

A € uma matriz Metzler e x(0) > 0 entao x(t) > 0 para t >0 [40].

A.4 Raio Espectral

Definigao A.4.1. (Raio Espectral). Seja uma matriz A de ordem n. Definimos o raio

espectral da matriz A, denotado aqui por p(A), da sequinte forma [{1], [42]:

p(A) = maxi<j<, {|A\;|; Aj autovalor de A} .
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A.5 Coeficientes em uma Equagao Caracteristica

Se N + AN+ N2+ L e A+ e, = 0 é a equacao caracteristica de Ay, e

A1, A2, ..., A, 08 1 autovalores de A, entao [43]:

Definigao A.5.1. O traco de uma matriz A de ordem n € igual a soma dos n autovalores

de A, isto é, Y"1 N .

Definicao A.5.2. O determinante de uma matriz A de ordem n € igual ao produto dos n

autovalores de A, isto é, [, \i.

A.6 Inversa de uma Matriz por Blocos

Dadas as matrizes A, B, C e D por blocos sendo A e D matrizes quadradas temos a seguinte

férmula desenvolvidas por Hans Bolz (1923) [41]
Definicao A.6.1.

A B\ [A'+ATB(D-CA'B)'CAT" —AB(DcAT'B)! (42)
C D —(D - CA'B)"1CA™! (D—-CA'B)"' | '

A.7 La salle Lyapunov

Teorema A.7.1. Seja V uma fungao continuamente diferencidvel, U = {z € R" | V(z) < k},
k €R eV(z) <0, Mo maior conjunto invariante em S = {:E c | V()= 0}, Entao toda

trajetoria que comega em U e permenece limitada aprozima para M [29], [37] e [38].
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A.8 Circulos de Gerschgorin

Teorema A.8.1. Pelo teorema dos circulos de Gerschgorin [44] temos:
Os autovalores de A € C™™ estao contidos na uniao G, dos n circulos de Gerschgorin

definidos por

n
|z —ay| <y, onde r;= E la;;| paraj=1,2,...,n. (A.3)
=1,
Em outras palavras, os autovalores estao presos na colecao de circulos centrados em a;;

com 0s raios dados pela soma dos valores absolutos em A;. com ay; retirados.

o Além disso, se a uniao U de k circulos de Gerschgorin nao tocam nenhum dos outros
n — k circulos, entdo eziste exatamente k autovalores (contendo multiplicidades) nos

circulos em U.

e Jd que os espetros o(AT) = a(A) (o(A) denota o conjunto de autovalores distintos de
A) a retirada da soma absoluta das linhas em (A.3) pode ser substituido pela retirada
da soma absoluta das colunas, entdo os autovalores de A estarao também contidos na

uniao G, dos circulos definidos por

|z —aj;| <c¢j, onde c¢; = Z la;;| para j=1,2,...,n. (A.4)
i=1,ij

e Combinando (A.3) e (A.4) significa que os autovalores de A estao contidos na inter-

sec¢ao G, () Ge.

A.9 Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

Definicao A.9.1. Dada uma equacgdo caracteristica da sequinte forma
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Pry=r"+ar™ ' +ar"?+...4a, =0, (A.5)

defina n matrizes como seque:

aq 1 0
aq 1
H, :(al)a Hy = ) H; = as az ap IR
az Az
as a4 as
aq 1 0 0 c. ap 1 0 c 0
as Qo ay 1 . as as ap ... 0
H; = L Hy, = :
as ay as Qo C.
A2j—1 Q2j—2 A2j-3 dA2j—4 ... 0 0 ... (€7%

onde o termo (I, m) na matriz H; é

aoi—m para 0 <2l —m <n,
1 para 21 =m,

0 para 2l<m ou 20>n+m.

Entao o estado estaciondrio € assintoticamente estdvel se, e somente sea; > 0,i=1...n

e os determinantes de todas as matrizes de Hurwitz sao positivos [23] e [24].

A.10 Regra de Cramer

Definicao A.10.1. A regra de Cramer dd a solu¢ao de um sistema linear em termos de
determinantes. Para toda matriz quadrada A tal que det(A) # 0, o sistema linear Ax = B

(seja qual for B) tem solugdo unica, e esta solu¢ao € dada por
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det(Al)
1
X = : A.6
det(A) ‘ ’ (A.6)
det(A,)
sendo Aj para i = 1,---,n, a matriz que se obtém da matriz A substituindo o vetor B na

sua j-ésima coluna [45].

A.11 Algoritmo Nelder-Mead

Definicao A.11.1. O algoritmo Nelder-Mead é um dos mais conhecidos métodos de otimizac¢ao

multidimensional irrestrita sem derivadas. Este ndao requer informagoes das derivadas, o que
o torna adequado para problemas com funcoes nao suaves. E amplamente utilizado para re-
solver estimacao de parametros e problemas similares de estatistica, onde os valores das
funcdes sdao incertos ou sujeitos a ruido. Também pode ser utilizado para problemas com
funcoes descontinuas, que ocorrem com frequencia em estatiistica e matemdtica experimen-
tal.

O algoritimo de Nelde-Mead ¢é projetado para resolver o problema classico de otimizacao
irrestrita de minimizar uma determinada funcdo nao linear f : R™ — R.

Ele utiliza o conceito de um Simplex, que € um politopo de N+1 vértices em N dimensaes.

Para duas varidveis, o Simplex é um triangulo, e o método é uma busca padrdo que

compara valores de fungdes nos trés vértices do triangulo. O pior vértice, onde f(x,y) €

maior, € rejeitado e substituido com um novo vértice. O novo triangulo € formado e a busca
é continuada. O processo gera uma sequéncia de triangulos (os quais podem ter diferentes
forma), para o qual os valores da fungdo nos vértices ficam cada vez menores. O tamanho dos
triangulos sao reduzidos e as coordenadas do ponto minimo sao encontradas. De forma geral
0 método utilizard um segmento de linha na reta, um triangulo em um plano, um tetraedro

em um espago tridimensional e assim sucessivamente [46].
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APENDICE B

APOIO NA OBTENCAO DAS
FUNCOES DE LYAPUNOV

B.1 Regiao Invariante

Teorema B.1.1. A regiao

I (p+9) II
=L, l,v,hbs)eR0,, s<——— 2 _eNt =l +b+v+h+b+ts<—5.
' {(1 ’ ) € R Tty +v) B =htb T ou

¢ positivamente invariante sob o fluzo induzido pelo sistema (3.1).

Prova:

Seja o conjunto

II
Qy = {(ll,lg,v,h,b,s) €R6+6N(t):l1+l2+v—l—h—l—b—l—5§—}.
1

Note que em qualquer ponto na fronteira do sélido representado por esse conjunto, os

campos de vetores estao apontando para dentro da regiao dado que:

85
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s=0 = s2>0,
L=0 = [,>0,
L=0 = [y>0, (B.1)
v=0 = >0,
h=0 = h>0,
| b=0 = b>0.

Analisando o campo vetorial temos também que todos os pontos em €2y que estdo no

interior dessa regiao ali permanecem pois

AN (t)

g = 1= pN(t)—ab—(1-g)Ay < T — uN(t). (B.2)

Segue entao que lim;_ N (t) < %

Dessa forma, temos que {2, é um conjunto invariante sob o fluxo induzido pelo sistema

. . , + ,
(3.1). E possivel mostrar também que como sy = %% < %7 segue que 2, C €y €

também um conjunto invariante [40], [47], [48], [49], [50], [51].

B.2 Definindo a Funcao de Lyapunov para R, 2 > 1

Tomando como base a técnica utilizada por McCluskey [25] para determinar uma funcao
de Lyapunov para um sistema de equacoes diferenciais que seguem certas condicoes, vamos
agora definir a funcao de Lyapunov para Ry, > 1. Quando R, > 1 existe um tnico
ponto de equilibrio P* o qual é biologicamente vidvel, ou seja, estd no ortante positivo (vide

equagao (5.22)). Seja X = (21, ..., zg), entao definimos a fungao U, : Q3 — R por:

6
Uy = Z a;(x; — xiln x;), (B.3)
i=1
continuamente diferencidavel, definida no dominio €25 e cujos coeficientes de Lyapunov sao da

forma a = [ay, -+, as, 1] como definidos em (5.41).

Observe que U, estd definida em RS, e é minimizado em um conjunto que inclui P*,

como podemos observar em % = a;(z; — x;*)/x;, 0 que implica que U, atinge o seu minimo
1
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em r; = x;* parat =1, ..., 6. Como cada a; é positivo, entao P* é um minimo global
estrito para Us,.

Calculando % temos

v = T (1-2)a

= (1—ﬁ) o+ T (1- %) o
- <1 - ) (IT — puwg — Brsae) + 5y s <1 - —) <ZJ Gz + ng%%)
(B.4)

onde Q = (1,0,0,0,0,—1)" e G é a matriz apresentada em (5.2).
Usando a equacao (5.12) temos IT = pag+Bxias. Substituindo IT em (B.4) e rearranjando

segue que

Uy = (1= %) fur + oo — i — s+
+ Z?,j:1 a;Gyj; <1 — z—) + 37 aiQiBrsre <1 - %)
= —plmceE) ( ) Bazwg ( "’ﬁi) + 2t G — Y0 aiGz‘jﬂijﬁ—i:i—];Jf
+ 30, iQiBrsTe — Y0, ainﬂ%xG% (%%:)
= —M(%%Zzﬁ + Brzag (1 - if%;) (1 - féj) + Z?j L aiGijay + 300 aiQiBrs—

- Z?] 1 4Gy x_::_i — 2ui=1 azQzﬂ%fo;f i
Da equagio (5.34) temos que a[Gy|... |Gy = S0 a;Gija; = 0 para j = 1, ..., 4, ¢

aQ = 21‘5:1 a;Q; = 1. Dessa forma,

Uy = —pEti g oty (1- - sy st £ 370 0
Z” 1 Q4 ng j ? i_l + 2521 ﬂx5$6 - Z —1 @ Q16$5x6 %lx_l
_ (:176 ze) + Bz (1 ﬁ + I_§> Brix Zﬂ;s iﬁ + Zz e ,5%’535
— Z” L aZGZ]x* = xl + Basre — Yo, aiQiﬁngE%%F
= u(“ zG) + ﬁx5x6 (1 - x—G + i—g) + Z?:l a; i,5$5g - ij 1 @G o X

]x x;
- Zi:l a;Qifr3wg is 26 xi :

/\

*

Para simplificagao de notacao, seja u; = z—] para j =1, ..., 6. Assim,
J
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*\2
/__M sk (1 1 5 o epe Ll _ ot
Uy = —p + Bryrg (1 u6+u;>+zi:1azGu5x5ug >t aiGige G
_Zz 1aZQ’L/8x5x6u5ub

Para uma maior clareza nos calculos vamos trabalhar apenas os termos que envolve 1/us.

(B.5)

Seja

5 5
coeficiente de { o } TeTg + Z a;Gi sy = Z a;Qifr5rs + Z a;Gi 525,

i=1 i=1

j& que a@Q = 1, por (5.34). Dessa forma,

1 - .
coe ficiente de {—} = a(Qprixs + Nsxt).

Us

Como de (5.12) temos fatas = I1— paf e de (5.13) segue que NP* = —Q(I1 — puxf) entdo

6
NP* = —QBzix; = QBaixy + ZNLU]* =0

Porém,
4 6
Nszt = ZNx] Zij*—Zij*.
j=1 j=1
Dessa forma (Qfztz + Nszt) = — ijl Nz;* e temos entiio

4
1 . . .
coe ficiente de {—} = a(QpPxiri + Nsxi) = a (— E ij;) .
i=1

Us

Novamente por (5.34) temos que a[N;] ... |Ny] = 0 logo,

1
coeficiente de {—} = 0.
Us

Com isso é possivel simplificar a equacao ( B.5) obtendo entao

Uy = —p 80 4 By (1— ug) — 07, Gy 2 — SO0, a,QiBag 2
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A segunda parte de (5.34) diz que aQ = 1, ou seja, que 22:1 a;(Q); = 1, o que garante
que Brizi(l —ug) = (Zl L @:Q;) By (1 — ug). Assim,

;o (z6— xs) 5 N OIS
Uy = —p—>=+ Zz 1 @i Qi iy (1 —ug) + Zi,j:u;éj azG%J%’ uj
* k% Ug
- Zi:1 a; Gy — Zi:l a;Qifasag g (B.6)
o ($6_zg)2 5 . * Uy 5 * Ui :
= g i GQiBrrg (1 — e — ghn ) = D0 iy Gt
5
= 2 GGty
Porém, notem que existe a seguinte equivaléncia:
b
5 5 5
* * * %
- E CLlG“.I'z = E aiGm{L'j -+ E OJ@‘QZ'B.CL'E)%G. (B?)
=1 i.j=1,i%j i=1

Assim, substituindo (B.7) em (B.6) obtemos

5 * Uqg
Ué - M(mﬁ 1’6) + Z’L 1 lQlﬁx5$6 (1 — Ug — u5UG> - Zi,j:17j7éi CLIGU'];]E—’_
= + Zz] 1,57 Qi GU j + Z@ 1 zQzﬁJ%xe,
(m Z ) U; 5 U;
= —ML%.L + Zizl a;Qifr5rg ( — Ug — u5u5> + Zi,j:l,i;ﬁg a;Gijx; (1 — J) .

(B.8)
Agora, considerando a [é1| . 64} = 0, e multiplicando por z}, temos para j =
1, ... 4
0 = aNz’
= Yo 4Gyl
= Z?:l,i;éj a; G} — Zi:l,k;ﬁj a;Girxy, — a;Q;fas g,
pois vimos que da equacio (5.12) temos NP* = —Qfztzs = NP* 4+ QBzixt = 0.
A estratégia agora é multiplicar a expressao anterior pela fungao F;(u),u = (u1, ..., ug),

a qual foi determinada em (5.48). Fazendo a soma no indice j e rearranjando temos

0 = E?:l Z?:u;é] a;,Gix; Fj(u (u) — 23:1 Z?:l,i;éj a; Gy Fy(u) — Zj:l a;Q; Bz Fy(u)
= Z?,j:l,z‘;ﬁj ;G (Fj(u) — Fy(u)) — Z§:1 a;QifrsrgFi(u) — 2?21 ;G505 Fi(u)+

+ Z?:l G5G57jl';ﬂ(u).
(B.9)
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Adicionando ao lado direito de (B.9) o lado direito de (B.8) obtemos por fim a seguinte

expressao para a funcao de Lyapunov:

zg—aj)? * K *
Ué = —M% + a5Q5ﬁx5x6 <2 — Ug — i) + Z?,jzl,i;éj aiGijxinj(u)

+ Z?:l azQZﬁmgxngBz(u) + Z?:] CLZGL5£U;CZ(U) + Z?:l (I5G57]‘$;D]‘ (U)

B.3 Inequacoes

A seguir, serao apresentadas algumas ferramentas utilizadas na demonstracao da negativi-

dade da derivada da fungao de Lyapunov apresentada em (5.47) [25].

Lema B.3.1. (Desigualdade aritmética-geométrica). Sejam zy, ..., zq nimeros reais posi-

tiwos. Entao

Z1+ ...+ %
Yz, o g < SNSRI N
d
Observe que a igualdade ocorre apenas se z1 = ... = zg.
Corolario B.3.2. Sejam z1, ..., zq < 0 numeros reais positivos tais que o produto destes

seja igual a um. Entao como consequéncia do lema (B.3.1) seque que

d—2z1— ... —z3 <0.
Além disso, a igualdade ocorre apenas se z1 = ... = z4.

Lema B.3.3. Seja y; < ... < yy numeros reais positivos. Entdao

0<L 4 2 _@-1y <X
Y1 Yd—1 Y1
Prova:
Note que a expressao Z—f +...+ yi’—fl — (d—1) >0, pois cada fragao z—f, . yj—: ¢ maior
que um. Seja w = Z—’f — 1, e sejav; = yjyjl —1parai=2, ..., d. Entao w, bem como cada

v, é nao negativo. Além disso,
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1+w

>

Yd
Y1
Y2 Yd
Y1 Yd—1

(14 vy).
1—|—(U2+
1+(U2+

.. (1 + Ud)
...+ vg) + produtos de maior ordem

...+Ud).

Deste modo, w > vy + ... + vg, como queriamos demonstrar.
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