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RESUMO

E realizada uma revis3o da teoria estatistica apro
priada para andlise de tabelas de contingéncia 2x2, dando én
fase a aplicag3o destes resultados a dados gerados de estudos
epidemioldogicos. O desenvolvimento tedrico explora a nogdo de
condicionar a distribuic3o da estatistica do teste em uma es
tatistica ancilar, o que implica na t3o polémica .analise , de
tabelas de contingéncia usando marginais fixadas. Sio apresen
tadas também outras formulagdes tedricas como a revisdo de vé
rios procedimentos de estimag¢do pontual ou por (ntervalo do
pardmetro raz3do de produtos cruzados através de exbressGes exa
tas empregando métodos numéricos (Cornfield, 1956) ou expres
sdes aproximadas (Cox, 1958; Gart, 1962; Wolf, 1954),, conside
rando métodos condicionais ou ndo condicionals. A quantidade
razdo de produtos cruzados se destaca como uma medida de asso
cragdo superando outras quantidades devido a suas proprieda
des estatisticas e de aplicagdes. Trés exemplos da drea aplica
da é'Epldemlologla sdo desenvolvidos caracterizando cada t1po
de estudo observacional prospectivo, retrospectivo e transver
sal e analisando criticamente os intervalos de confianga cal

Culadoé.
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" CAPITULO 1

INTRODUCAO

Epidemiologia é o estudo da distribuig¢d3o e dos fato
res determinantes da ocorréncia de doencas em grupos populacio
nais. Nesta definic3o, estd3o indicadas as duas principais areas
de investigagd3o: o estudo da distribuigdo de doengas e a pes

quisa dos fatores determinantes da distribuig¢do observada.

A primeira area de investigagdo, descreve a -distri
buigdo do estado de saude da populacgio em termos de idade,
sexo, raga, geografia e outros. Desta forma, alteragdes -~ na
ocopréncia da doenga definem estratos nos grupos populacionais.
A segunda area, envolve a explanagdo do modelo de distribui

¢3o de uma doenca em termos de fatores causais.

O conceito de causa ¢ bastante polémico. Muitos pes
quisadores reconhecem a dificuldade e, em alguns casos, a iﬁ
capacidade de estabelecer um fator como ativo na etiologia de
doengas. Certos eventos ou circunstidncias tendem a seguir - ou
tros no tempo, mas, € questionavel até -que ponto estas asso
ciagdes temporais representam associagOes entre causa e efei

to.



Mediante estas dificuldades, em Epidemiologra é
apresentada uma proposta pratica que define associagdo causal
Como uma assoclagdo entre categorias de eventos em que uma al
teragdo na frequéncia ou qualidade de uma categoria € seguida

por wma mudanca na outra (MacMahon e Pugh, 1970).

Neste sentido, mé todos quantitativos em Bloestatii
tica oferécem grande contribuigdo nas pesquisas epldemiolégl
cas, i1ndicando como um primeiro passo, a verificagdo de asso
ciacdo estatistica entre as categorias de eventos. Realmente,
quanto maior o grau de associagdo, mais evidéncias temos a fa
vor -de um possfvei relacionamento causal. Contudo, muitos fa
tores podem estar atuando na etiologia da doenga, além daque
de considerado, ou mesmo, uma associagdo estatistica forte po
de resultar do efeito de um terceiro fator. Deste modo, con
clusdes epidemioldgicas sobre a causa de doengas devem ser
confirmadas por estudos de natureza clinica, patoldgica e la

boratorial.
Em Eppdemiologia, o conhecimento de qualquer ti1po
de associagdo entre a doenga e fatores relacionados € impor

tante no estabelecimento’ de medidas preventivas.

Assnm; uma das primeiras preocupagGes‘doé gpi1demio
logistas no planejamento de uma pesquisa € a i1dentificagdo de
fatores que supostamente alteram a distribuigdo da doenga na
populagdo. Estes sdo definidos como fatores de risco para o
desenvolvimento da doenga. O grupo exposto a tais fatores Cohi
titul a.populagﬁo de risco. Geralmente, o termo fator de ris
co ao invés de causa € usado para indicar uma variavel que pos
sivelmente esteja- relacionada com a probabilidade de um indi
viduo desenvolver a doenga (Kleinbaum, D.G.; Kupper, L.L.;Mor

genstern, H. (1982)).

Nestas i1nvestigagdes, os delineamentos basicos wuti



lizados com bastante frequéncia sdo os estudos ob'servacionais,
prospectivo ("follow-up"), retrospectivo (caso-controle) e
transversal ("cross-sectional™), os quais se caracterizam pe
lo tipo de émds?ragem'adotada. A diferenga essencial entre
estes trés métodos esta na maneira com que Os grupos em estu
do sdo avaliados duanto a ocorréncia da doenga ou da éxpmﬂCéo
ao fator de risco. Apesar disto, a forma de‘apresentacﬁo dos
dados obtidos atraves destes procedimentos ¢ a mesma, uma ta

bela de contingéncia..

Desta forma, quando um conjunto de dados esta dispos
to em uma tabela deste tipo, é necessario identificar sob qual
delineamento estes dados foram gerados; reconhecendo quais os
atributos classificadores controlados (fixados) e quais 0s
ndo controlados (aleatdrios). Somente depois deste julgaménto

sobre a origem dos dados podemos prosseguir com uma analise.

Quando epidemiologistas realizam estudos observacio
nais, em geral, o interesse reside na determinagdo do tipo de
associagdo entre fatores de risco e uma certa doenga. Assim
por exemplo, serd que o habito de fumar estd associado com o
desenvolvimento de cdncer no pulmdo? Se estes fatores forem
identificados como ativos na distribuigdo da doenga, isto é,
se sua ocorréncla altera a probabilidade do desenvolvimento da
doenga, uma intervengdo pode ser feita para verificar se real
mente a modificagdo destas condig¢8es em pacientes é seguida
por uma consequente alteragdo no estado doente. Conclusdes

deste tipo.podem orientar medidas de prevengdo a doenga.

O problema epidemioldgico estando bem esclarecido, conduz o
estatistico, quando da analise de dados, a algumas pro

postas de medidas de associagdo que tém interesse clinico, co

mo risco relativo, risco adicional, risco adicional re
lativo. A dificuldade se impde na obtengdo de uma me
dida que seja "apropriada", simultaneamente, sob



o ponto de vista médico e estatistico.

Muitos autores tém sugerido numerosas medidas quan
titativas de associagd3o, como Goodman e Kruskal (1954 e 1959).
Edwards (l963),.es}ébeiece propriedades que est&s quantidades
devem satisfazer. O.problema se concentra em encontrar medidas

que suportem a aplicag3o de métodos classicos de Inferéncia.

Nossa proposta de estudo, considera o caso de grupos

doente ou ndo doente e a presenca ou auséncia do fator de in

~

teresse. Esta, € uma possivel situagdo que leva a construgdo de
tabelas de contingéncia 2x2. Frequentemente, €& desejavel ana
lisar um fator em termos de varios niveis de exposi¢do ou tam
bém, é desejavel élassificar a doengca em muitas subcategortias,
0 que gera tabelas de miltiplas entradas. A andlise dé;tas ﬁi
timas nd3o é objetivo de nosso trabalho. Algumas bibliografias
podem ser consultadas sobre o assunto: Darroch, J.N. (1962);
Plackett, R.L. (1962); Birch, M.W. (1963, 1964 e 1965); Bhap
ker, V.P. e Koch, G.G. (1968); Goodman, A. (1964 e 1969).

O presente trabalho tem por finalidade essencial,
revisar na literatura o desenvolvimento tedrico da metodolo
gia estatistica utilizada na analise de tabelas de contingén

cia 2x2, aplicando tais resultados.a dados gerados de’estudos
epidemiologicos. Sempre que possivel, tivemos o cuidado de em
pregar uma linguagem ascessivel a pesquisadores da area médi
ca, exceto nos capitulos que tratam com mais detalhe da teoria

estatistica envolvida no problema.

Os estudos observacionais obedecem a procedimentos
de amostragem éspecfficos. o capftdlo Il, concentra-se na des
crig3do destes métodos que s3o denominados modelos epidemiolod
gicos. De acordo com isto, podemos definir a cada tipo de es
tudo um correspondente modelo probabilistico, como consequén

cia do que esta fixado (fator) e o que é aleatdrio (resposta)



no conjunto de dados. Ainda neste capitulo, a quantidade ra
z3o de produtos cruzados ("odds-ratio") ¢ introduzida como
uma medida de associag¢do apropriada aos trés tipos de estudos

observacionais, estando em analogia com o risco relativo.

No capitulo II1l, é mostrada a equivaléncia condigio
nal entre os trés estudos epidemioldgicos quanto a distribuigdo
de probabilldades imposta aos dados. Condicionalmente, ou sg
ja, fixando as marginats linha de uma Multinomial (estudo trans
versal), o mesmo modelo probabllfsticb pode ser wutilizado, tan
to para a tabela originada a ﬁartir deste delineamento, como
para aquela origlhada a partir de duas Binomiais (estudos pros
pectivo € retrospectivo). Por consequéncia, inferéncias feitas

em um ou outro caso sdo baseadas na mesma distribuigdo.

Além disso, na sequéncia do capitulo Ill, considerando
o modelo Produto de Binamiais que é condicionalmente corum aos trés
estudoé, novamente, empregamos o procedimento condicional, fixan
do as marginais coluna deste modelo. Desta forma, chegamos a
distribuigdo Hipergeométrica Generalizada; parametrizada pela
quantidade raz3o de produtos cruzados ("odds-ratio"), que € a
base dos procedimentos de inferéncia utilizados na analise de
tabelas de contlngéncia 2x2. Impondo a restrigdo de igualar o
pardmetro a unidade, esta distribuicdo se reduz éfﬂpergednﬁxtc&
Cox (1958, 1970), Hannan e Harkness (1963), Harkness (1964),
consideram propriedades desta distribuig¢do como momentos, es

timacdo de pardmetros e distribui¢des assintdticas.

O uso de distribuigdes de probabilidades con
dicionais em situagdes multiparamétricas €, sob certas
condigdes, preferivel ao modelo ndo condicional na rea

li1zagdo de Inferéncias especificas sobre um subconjunto
dos parédmetros (Lehmann, 1959). As razl3es para sua de
tiva¢d3o na analise de tabelas de «contingéncia sdo for

talecidas pelos trabalhos de Fisher (1935) que considera



0s totais marginais como "ndo informativos" sobpe.a'proporcig
nalidade das frequéncias no interior das tabelas. Alguns adtg
res questionam esta conduta, propondo alternativas Bayesianas
(Basu, 1977 ¢ 1979; lrony, 198%4). o

No capitulo 1V, apresentamos uma descrigéb do Méto
do da Redug¢do, uma técnica de Inferéncia Parcial utilizada na
reducdo de dimensionalidade em situagdes com pardmetros "nul
sanse" (Basu, 1977; Cox,.l975). No caso da andlise de tabelas
de contingéncia 2x2, este método, juntamente com o conceito
de G-ancilaridade (Godambe, 1980), fundamentam a metodologia

aplicada.

No capitulo V, com base na teoria de inferéncia apre
sentada, sdo propostas algumas medidas de associagdo que ~tém

interesse para os epidemiologistas e, verifica-se em cada ca

so, a possibilidade de utiliza¢3o do Método da Redugdo. Ressal
tamos. que o problema é considerado sugerindo transformagdes
biunivocas no espago original dos pardmetros, isto é, cada me

dida de associagdo conduz a uma reparametrizag¢do, sob a qual,
desejamos fazer inferéncias sobre um pardmetro de interesse e

eliminar par@metros "nuisance".

‘ Toda a argumentagd3o desenvolvida até aqui, nos leva
a justificar a escolha da razd3o de produtos cruzados ("odds -
-ratio") como a medida de associagdo consagrada na literatura,
superando'outras quantidades.-Adequa-se sob o ponto de vista
estatistico, sustentando a aplicagdo de procedimentos cldssi
cos e, também sob o ponto de vista clinico, dada a sua énalg

gia com o risco relativo.

Nesta altura do trabalho, o problema do epidemiolo
gista na determinagdo da etiologia de doengas, foi abordado
analiticamente. Apresentamos todas as ferramentas que sdo ne

cessarias para a identificag3o do tipo de relacionamento entre



fatores de risco e doenga. Resta considerarmos possivels for

mas de utilizagdo pratica destas ferramentas.

Com esta finalidade, no capitulo VI, apresentamos
uma revisdo de prqéediﬁnntos de teste para o paéémetro razdo
de produtos cruzadoé, de acordo com métodos exatos e assinto
ticos. Considerando o testo do pardmetro i1gual a unidade, 1S
to é, investigar a hipdtese de qde o risco da doenga é o mes
mo na presenga ou auséncia do fator, um teste exato pode ser
construido baseado na distribuigdo Hipergeométrica, o qual cor
responde ao Teste Exato de Fisher (Fisher, 1935). Un método
assintotico para testar esta mesma hipotese é derivado pro

priedades de convergéncia desta distribuig¢do para a Normal.

Considerando hipdteses gerals, sem restri¢do para o
parametro, o que corresponde a 1nvestigar a proporcionalidade
entre o risco da doenga na presenga do fator e o risco da
doenga na auséncia do fator, muitas alternativas de testes ba -
seadas em limites de confianca assintdoticos para a razdo de
produtos 'cruzados, tém sido propostas por vérlos autores.Cbpﬁ

field (1956) fornece expressdes para o calculo exato do 1n

tervalo de confianga; a determinag3o destes limites sem o]
auxilio de recursos computacionais, bem_ como de métodos
1terativos € impraticdvel devido a complexidade numérica en

volvida. Thomas (1971), Mantel e Hankey (1971), desenvolveram

programas especificos para a determinagdo destes limites.

Cox (1958), obtém limites de confianga assintdticos
recorrendo a resultados da teoria de amostragem sem reposigao
de populagdo finita e a fungldo geratriz dos cumulantes da dis

tribuicdo Hipergeométrica Generalizada.
Em Cornfield (1956) é proposto limites de confianga

aproximados para a moda da distribuigd3o Hipergeométrica Gene

ralizada e, considerando que a razdo de produtos cruzados po

- 07 -



de ser aproximada por uma fungdo monotdnica da - Upda, estabe
lece-se o corrcespondente intervalo. Os calculos requerem me
todos tterativos ‘para obtengdo das estimativas.

Gart (1962), propde dois métodos de obtengdo do 1n
tervalo de cohfianqé, um apropriado para amostfas grandes, com
base em procedimentos ndo condicionais e outro, para amostras
pequenas, derivado do modelo condicional. Ainda, ci1tado por
Gart, temos o intervalo obtido por Wolf (1954) baseado na
transformag¢do logito e em estimativas de mixima verossimilhan
¢a ndo condicionais. Este artigo nos parece bastante 1nteres
sante, pots compara os métodos de Cornfield, Cox, Gart e Wolf,
considerando a precisdo, o comprimento-dos i1ntervalos. e a
complexidade dos calculos envolvidos. Questionamos, do ponto
de vista tedrico, até que ponto os limites de intervalos - ba
seados em procedimentos condicionais e nd3o condicionails, po

dem ser comparados.

Com a descrigdo destes métodos, na segdo VI.3 sdo
desenvolvidas algumas aplicagdes. Na andlise das tabelas é da
do destaque especial para o tipo de estudo epidemioldgico uti

lizado.

Finalmente, o leitor que esteja interessado,somente
no sentido pratico do trabalho, pode consultar apenas os capi
tulos Il, V e os exemplos aplicados do capitulo VI juntamente

com as discussdes.



CAPITULO 11
MODELO EPIDEMIOLOGICO - MODELO PROBABILISTICO

Os modelos em Epidemiologia sdo caracterizados pelo
tipo de delineamento que o pesquisador utiliza na coleta dos
dados. Como consequéncia do planejamento fica definido para o
estatistico o que esta fixado (fator) e o que é aleatério (res
posta) no modelo. O conhecimento destes fatos, como veremos a

seguir, determina a analise e interpretacdo dos resultados.

I1.1. Estudo Prospectivo ("Follow-Up")

®) estudb prospectivo considera um grupo de ,pessoas
(uma coorte), todos identificados no i1nicio do experimento co
mo estando livres de uma certa caracteristica, mas que variam
na exposi¢do a um fator de interesse, possivelmente relaciona
do com o desenvolvimento de tal caracteristica. O grupo §é Sg
guido durante certo tempo com a finalidade de determinar dife
rengas na taxa de desenvolvimento da resposta em estudo de
acordo com o fator de exposigdo. Assim, grupos de mulheres can
e sem um certo fator de risco (tabagismo) sd3o seguidas durante
a gestagdo e o peso do recém-nascido ¢ anotado (baixo peso ou

ndo).



No contexto do presente trabalho com .4 finalidade
de utilirzar uma Pinguagem mats clara ao leitor, a caracteris
tica ou resposta de interesse sera indicada como a presenga

ou auséncira de- uma dada doenga. o

Neste método de estudo é essencial que os ind1viduos
sejam corretamente classificados quanto a exposig¢do aos possi
vers fatores de risco. Suposi¢des basicas s3o que, 1ndividuos
expostos no estudo sejam representativos de todas as pessoas
expostas com respeito ao risco da doenga, por exemplo, -e, que
individuos ndo expostos, sejam i1gualmente representativos de

todas as pessoas ndo expostas na populagdo.

Nos estudos prospectivos muitas sdo as maneiras de
selecionar uma coorte. Um grupo particular pode ser escolhido
devido a sua disponibilidade (voluntarios), devido a seus an
tecedentes, ou devido a terem experimentado algum tipo parti
cular de exposig¢do. Em qualquer situagdo, é importante que uma
coorte consista de individuos que compartilham de uma exper 1én

c1a comum durante um periodo de tempo definido.

O termo direcionalidade se referé ao relacionamento
temporal entre as observagdes do fator em estudo e as observa
¢des da condigdo da doenga. Os estudos prospectivos destacam
a habilidade do pesquisador em distinguir condigles anteceden
tes de consequentes, critério este, xmporténte para a 1denti
ficagdo dé que o fator é de risco para a doenga (Kleinbaum,
Kupper e Morgenstern, 1982).

A maior vantagem destes estudos € que a coorte é clas
sificada em relagdo a exposigdo ao fator antes do desenvolvimen
to da doenga, o que elimina certos vicios de selegdo que |imi
tam seriamente outros delineamentos bdsicos. O fato de ter co
nhecimento da exposigdo ao fator, por sua vez, pode interferir

na susceptibilidade a doenga, mas isto ndo € dificil de ser

- 10 -



controlado. A conscequéncia mats scria, ¢ que estudos — prospecti
- . e -
vos permitem o calculo dircto de taxas de incidéncia contre gru

pos c¢xpostos ¢ ndo expostos; este fato serd analisado mairs adiante.

A principal desvantagem de tal estudo & que geralmen
te é requerido um lohgo tempo para a coleta de dados, além de
scr dispendioso. O grupo de individuos seguidos durante o.c§qi
do € grande, particularmente se a doenca tem baixa incidéncia.
O fato de ser necessario seguir a coorte durante longo periodo
de tempo (estudo iongitudlnal) resulta em obstdaculos especiats,
tal como perda de pacientes pela migragdo, morte por outras
causas, mudanc¢as no critério de diagnodstico. Ainda, es
tes estudos ndo sdo eficientes em gerar novas hipéteses de fa

tores que supostamente possam participar na etiologia da doenga.

Desta forma, os dados gerados sob este planejarento,

podem ser dispostos no formato apresentado na Tabela II.1.

TABELA 11.1. Notagdo e formato para a distribui¢do dos dados

de um estudo prospectivo

RESPOSTA D D TOTAL
FATOR
A X m-x m
Al y n-y n
TOTAL t N-t N
onde:
A e A'  sdo indicadores dos grupos exposto e n3o exposto ao

fator A, respectivamente;

D e D' sd3o indicadores dos individuos que desenvolveram ou



ndo a resposta durante um certo tempo, respectivamen
te. A resposta de interesse pode ser, por c¢xemplo, a

ocorréncia de uma doenga.

' Em corrospondéhcia ao experimento que €  realizado
nestes estudos, podemos estabelecer que exisieﬁ m individuos
aleatoriamente selecionados (com reposigdo), expostos ao fa
tor A e n individuos também aleatoriamente selecionados (com
reposi¢do) ndo expostos ao fator A (grupo com a caracteristi
ca A'). Todos, individuos sadios, livres da doencga. Para cada
uma destas categorias observa-se durante um certo tempo o nu
mero de individuos que desenvolveram a doenga, x e y, respec

tivamente.

Vale destacarmos, que na pratica, mesmo utilizando
processos de amostragem sem reposi¢do, podemos conduzir os re
sultados tedricos adotando um esquema com reposigdo, pois as

populacdes bioldgicas sdo infinitas internamente, o que torna

equivalente os dois processos. .

Sejam as variaveis aleatdrias X, (i=1t,2,...,m) e
Yj (j=1,2,...,n), definidas como:

1 se o i-€ésimo individuo do grupo A "desenvolve a
X - doenga;

0 caso contrario.

1 se o j-ésimo individuo do grupo A' desenvolve a

doenga;

0 caso contrario.

Com estas definig¢des podemos esquematizar a Tabela

1.2,



TAMIA 11.2. Distribuicdo das probabilidades de ocorréncia da
doeng¢a (D) para as populagBes cxpostas e ndo expos

tas ao [ator A

RESPOSTA
D D' TOTAL
FATOR |
A P, 1—p1 |
A P, L=, 1

onde:

P, = probabilidade de um individuo pertencente a pépulagﬁu
com o fator A presente desenvolver a doenga apos um
certo tempo;

Py = probabilidade de um individuo pertencente 3 populagdo
com o fator A ausente (A') desenvolver a doenga apos
umn certo tempo. '

Desta forma, as variaveis X, e_Yi seguirdo distri
bui¢des de Bernoulli, isto e: -
XJ ~ Ber {I;pll o= T rescai
Yj ~ Ber {I;pzl | P S ¢
Como :
m n
¥ = L Xi e yo= E Yj
=1 =



estes numeros seguirdo distribuigdes Binomiais, isto é:

X ~ Bin (m;p1) _ x = 0,1,...,m
Y ~ Bin (n;pz) : y = 0,1,...,n
A distribuig¢3o conjunta das variaveis aleatdrias

(X,Y), é dada por:

POxoyNamp, b)) = () 07 Gop )™ (0 5 (1p (oY) (1)
n = -m
x = 0,1, ,m
y = 0,1, s N

O espago dos pardmetros para este modelo probabilis
tico, anotado por @ = (p1,p2), é o conjunto dos pontos per
tencentes ao seguinte quadrado:

FIQRA II.1. Espago dos pardmetros (pl,pz) da distribuigdo conjun
ta de (X,Y). Indicagdo do segmento de reta P,=P,

P,
|

O interesse do pesquisador esta em avaliar se o fa
to do individuo ter o fator A presente ou ausente (A'), ndo
iﬁfluencia'a probabilidade de que ele desenvolva a doenga D,

durante um certo tempo. Portanto, a hipotese a ser testada é:

I VT



H0 : Pr(D/A) Pr(D/AY) . L

¢ pode ser escrita como

A hipotese de nulidade (Ho) é a hipotese de hénngg
ncidade entre as distribui¢des das variaveis X e Y, 1sto é,
P, P, Os pontos no espago dos pardmetros que satisfazem HO
sdo todos aqueles pertencentes ao segmento de reta P,=P, indi

cado na Figura II.1.

As definigdes dadas aos pardmetros P, € P, “merecem
algumas consideraéGes. Como ja foi visto, nos estudos prospec
tivos populag8es classificadas em dois subgrupos s3o seguidas
durante certo periodo, apds o qual é contado o numero de no
vos casos de uma certa doenga. Epidemiologistas definem P, co
mo a taxa de incidéncia da doenga para a populagdo exposta ao
fator A e p, como a taxa de incidéncia da doenga para a popu

lagd3o n3o exposta ao fator A (Mausner e Kramer, 1985).

Como destacamos, uma das vantageﬁs dos estudos pros
pectivos é que eles permitem o calculo direto das taxas de in
cidéncia da doenga. Isto porque, os dois grupos,A e A', repre
sentam populagdes de risco bem definidas, no inicio do experi
mento livres da doenga e, que sdo seguidas durante certo tem

po para anotar-se o desenvolviimento da doenga.

Algumas estatisticas para testar a hipdtese de hé
mogeneidade sdo de particular interesse aos epidemiologistas
e serdo propostas no capitulo V. Contudo, vamos fazer alguns
comentarios sobre uma delas, o risco relativo (RR). Este é de
finido como a razdo das taxas de incidéncia para pessoas ex

postas e ndo expostas a um fator de risco. Em nossa notagdo:



taxa de incidéncia para cxpostos

RR
taxa de incidéncia para ndo expostos
Pr(D/A ' ' .
RR r{ /_M B (2)
Pr(D/A") ' P,

Considerando a hipétese HO’ o risco relativo se igua
la a unidade. Um resultado bastante interessante é que, ao de
finirmos uma outra quantidade,

0 - p, / (1-py) ': p; (1-p,) | (3)

P, / (l—p2) P, (I-pz)_

toda vez que igualarmos o risco relativo a unidade, o ‘valor de
© também se iguala a unidade (Mantel e Haenszel, 1959). Isto é
uma indicac¢do da relevancia destas duas medidas em testar a

hipdotese P, = P,-

A quantidade © é chamada razdo de produtos cruzados
("odds-ratio") e é neste sentido, que se estabelece a analo

gia entre esta e o risco relativo como medida de associagdo.

I11.2. Estudos Retrospectivos (Caso-Controle)

No estudo retrospectivo, pessoas diagnosticadas no
inicio do experimento como tendo uma certa caracteristica (caso) sdo
corparadas com pessoas que ndo tém a caracteristica (controles), de acor
do com a presenga de algum fator nas suas experiéncias passa
das. A finalidade é determinar se os dois grupos diferem na
proporgdo de pessoas com o fator presente. Assim, uma popu
lagdo pode ser classificada em pessoas com e sem cadncer pulmo
nar. Utilizando uma amostra dela verifica-se o numero de pes

soas em cada grupo que tem o habito de fumar. Também neste ca



so, definiremos os grupos caso ¢ controle como constiturdos por

indrviduos com ¢ sem uma dada doenga, respectivamente.,

O fato de que nestes estudos ndo € feito o seguumento
dos grupos, o que propor("xon.arla ao pesquisador acompanhar o desen
volvimento da doenga, caracteriza este del ineamento como ndo
direcional, 1sto é, nenhuma condig¢do, fator ou doenca, pode ser
unicamente 1dentificada como tendo ocorrido primeiro. Deste modo

ndo € possivel obter informagdo sobre a sequéncia temporal dos eventos.

Nestes estudos, o estabelecimento dos grupos caso e
controle, bem como os estdgios da doenga que serdo incluidos
no estudo, deve ser precisamente especificado no inicio da pes
qulsa. Uma selegdo 6t1ma., consiste de todos 0s casos recente
mente diagnosticados (incidentes), com certas caracteristicas
especificadas durante um periodo de tempo também especificado.
Casos 1ncidentes s3o preferiveis a casos prevalentes, devido ao
fato de estes.(ltimos representarem um subgrupo selecionadode
todos os casos 1ncidentes mais aquel'esa dragnosticados nun perfg
do antecedente, que realmente n3o devem fazer parte do estudo.
Casos prevalentes na amostra conduzem a uma maior sobrevida
de pacientes, o que pode ser interpretado erroneamente como

estando associado com uma predisposi¢do excessiva a doenga.

.
s

-

E interessante salientar, que no método retrospectivo
o grupo de casos pode ser gerado por uma variedade de fontes,
tals como, prontuarios de hospital, certidio de obito, receitas mé
dicas. Da mesma forma, o grupo controle também pode ser obtido

de varias fontes, incluindo a populagio geral ou mesmo hospitalar.

Entre as mais importantes considera¢3es praticas que
afetam estes estudos esta a obtengd3o de casos e controles. A
suposi¢do fundamental na analise de dados retrospectivos é que
0s éasos e cohtroles'sejam representativos do universo definido

sob 1nvestigag¢do. A escolha do controle, por exemplo, deve ser



tal, quc os individuos que constituirdo ¢ste grupo devem  ter
tido a mesma oportunidade de screm expostos aos fatores de ris
co que os andividuos do grupo de casos.

Quando uma doenga é endémica ou epidémica, a esco
lha de um controle é bastante evidente, como pbr exemplo, pes
soas livres da doenga na area afetada. No caso de doengas com
alta taxa de fatalidade, cuja a ocorréncia ndo atinge um gru

po bem definido, a escolha do controle é mais dificil.

Por outro lado, tendo sido i1dentificados os individuos
que constituirdo um e outro grupo, os estudos retrospectivos '
apresentam a vantagem de que, geralmente, a informagdo requery

da.sobre eventos passados esta disponivel em relatos de rotina.

Desta forma, os dados gerados por um estudo deste ti

po podem ser dispostos no formato apresentado na Tabela I11.3.

TABELA I1.3. Notag3o e formato para a distribu{gﬁo dos dados

de um estudo retrospectivo

RESPOSTA R N TOTAL

GRUPO _ ,
CASO (D) X m- X m
CONTROLE (D') y n-y n
TOTAL ot N-t N

Considerando o experimento que € realizado nos. es
tudos retrospectivos, existem m individuos diagnosticados no
inicio do estudo como pertencentes ao grupo doente (D), e n
individuos como pertencentes ao grupo ndo doente (D'). Para

cada uma destas duas categorias de pacientes é verificado, co



mo resposta, o numero de individuos expostos ao fator A, x e

y, respectivamente,

Sejam as variaveis alcatdrias X, (i-1,2,...,m) e

Y. () 1,2,...,n), definidas como:

1 se o i-ésimo paciente do grupo doente (caso) tem
o fator A presente;

0 caso contrario

1 se o j-ésimo paciente do grupo controle tem o
fator A presente; '

0 caso contrario

A seguinte tabela pode ser esquematizada:

TABELA 11.4.Distribuig¢do das probabilidades de ocorréncia do fa
tor de risco (A) para os grupos populacionais caso
(D) e controle (D')

RESPOSTA .
A A’ TOTAL
GRUPO
CASO (D) P, 1-p, 1
CONTROLE (D') Py 1-p, 1
onde:
P, = probabilidade de um paciente pertencente a pomﬂagéd doen

te ter o fator A presente;

- 19 -



P, = probabilidade de um paciente pertencente a populaéﬁo con

trole ter o fator A presente,

Como no caso anterior para os cstudos prospectivos;

temo's :

m n

X = r O X. e Y = z Y.

- 4 ; )

1=1 j=1
com distribui¢gdes de probabilidades dadas por:

X ~ Bin (m ; p1) x = 0,1,...,m

Y ~ Bin (n ; pz) y = 0,1,...,n

A distribuigdo conjunta de (X,Y) é obtida pelo pro
duto das duas Binomiais independentes, indicada na expressdo

(1).

Comparando as Tabelas Il.! e 11.3 pode ser observado que
os modelos epidemioldgicos prospectivo e retrospectivo, apesar
de consistirem de delineamentos diferentes, geram dados - que
podem ser esquematizados'pelo mesmo formato, uma tabela de
contingéncia 2x2 e, ainda mais, as variaveis respostas, X eY,
obedécem a mesma distribuigéo de probabilidades, um modelo Bi
nomial. A diferenca entre os dois estudos, esta na identifica
¢3o de quais varidveis foram fixadas e quais foram aleatoriza

das.

Nos estudos retrospectivos, em uma populagdo classi
ficada em grupos que tém e ndo tém a doenga, determina-se o
nimero de pessoas expostas ao fator. Desta forma, P, € P, ndo
representam taxas de incidéncia da doenga, como nos estudos
prospectivos, mas sim, propor¢des de presenga do fator dentro
dé cada grupo populacional. Consequentemente, a hipdtese de

homogeneidade entre os dois grupos (HO: p1=p2) ndo tem a mes

- 20 -



ma interpretagdo dada anteriormente. . L

Deve £fgar claro que nos estudos rctrospectivos, ta
xas de incidéncia ndo podem ser calculadas diretamente, pois
a populagdo de Eiscq (com o fator de risco presente) ndo esta
definida (fixéda). Assim, apesar de P, € p, nos dois 'modelos
epidemiologicos serem estimados pela mesma express3o matéméti
ca (ver scgd3o V.2) a interpretacdo destas quantidades em cada

caso deve ser feita com cuidado.

No entanto, um resultado importante é mostrado em
Cornfield (1956) e Cornfield e Haenszel (1960). Mesmo sob as
considerag8es feitas, o risco relativo pode ser estimado em
um estudo retrospectivo, se algumas suposigdes estiverem sa

tisfeitas:

(i) o grupo controle deve ser representativo da populagdo ge
.raljg A
(ii) o grupo de casos deve ser representativo da populagdo

com a doenga presente;

(iii) a frequéncia da doenga na populagdo deve ser suficiente

mente pequena. - ’
Vamos apresentar a demonstragdo deste fato.

Seja P a proporgdo da populagdo total que apresenta
a doenga. Assim definido, P é a taxa de prevaléncia da doenga

na populagdo.

Sejam P, P, definidos como na Tabela 4. A taxa de
prevaléncia da doenga restrita a pessoas expostas ao fator A,
o que corresponde a taxa de incidéncia da doenga para pessoas

expostas €, pelo Teorema de Bayes:



Pr (D/A) Pr (D,A)/Pr (A)

Pr(A/D) Pr(D)
Pr(A/D) Pr(D) + Pr(A/D') Pr(D')

p, P
P, P P, (1-P)

Do mesmo modo, a taxa de prevaléncia da doenga para
pessoas ndo expostas ao fator A, isto é, a taxa de incidéncia

da doenga para pesscas ndio expostas €:

Pr(D/A")

1

Pr(D,A")/Pr(A")

Pr(A' /D) Pr(D)
Pr(A'/D) Pr(D) + Pr(A'/D') Pr(D')

(t-pq) P
(l—p1) P + (l—pz) (1-P)

A prevaléncia da doenca para expostos (grupo A) re
lativo. a n3do expostos ao fator (grupo A') define o risco re

lativo de ocorréncia da doenga, o que é obtido pela razio:

Pr(D/A) p, [C1-p) P+ (1-p) (1-P)]
Pr(D/A") - (‘-pT) [p1P + P2 (7-P) ]

Para P suficientemente pequeno podemos escrever:

| p. (1zp.)
RR - Pr(D/A) ~ 1 2 B C(4)
Pr(D/A") P, (l-pj)

i

A expressdo (4) nos permite fazer estimativas dorﬁi
co relativo usando a quantidade razdo de produtos cruzados

("odds-ratio"), estando as condi¢des (i), (ii), (iii) satis
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feirtas. Em doengas raras, onde estudos prospectivos sdo dlfi
ceis de conduzir, ¢ assim que o risco relativo pode ser estl
mado através de estudos retrospectivos. Novamente, foi  possi
vel estabelecer uma analogia ¢ntre estds duas medidas.

I1.3. Estudos Transversais ("Cross-Sectional")

Os estudos transversais representam outra forma dos
epidemiologistas realizarem observag6és nas populagdes. Neste
tipo de deltineamento, uma amostra representativa da populagdo
em estudo deve compor a pesquisa, em que, ambos, fator de ris
co e doenga, por exemplo, sdo verificados ao mesmo tempo em
cada unxdade experlmenta]. Por esta razdo, o termo "através

de uma secg¢do" ¢é usado como tradugdo a "cross-sectional".

Un modelo epidemioldgico deste tipo, apesar de ser
ficil e rapido de realizar, ndo estabelece a sequéncia tempo
ral dos eventos, que é necessdria para o pesquisador extrair
inferéncias sobre causas, por exemplo, entre a doenga e fator
de risco (Mausner e Kramer, 1985). Assim, este € um delinea
mento ndo direcional, pois o pesquisador ndo consegue distin

guir condi¢des antecedentes de consequentes, o0 que somente e

conferido aos estudos prospectivos.

Os dados gerados por um estudo transversal podem ser

dispostos como na Tabela Il1.5, a seguir.



TABELA [1.5.Notagdo ¢ formato para a distribuicéoﬂdos.dados de

un cstudo transversal

' VARIAVEL D
. D D' TOTAL
VARIAVEL A~ )
A X m- X m
Al y n-y n
TOTAL t N-t N

As variaveis A(A") e D(D') podem ser, por exemplo,

presenca (auséncia) do fator de risco e da doenga, respectiva

mente.

Observe na Tabela 11.5 que

a distribuigdo de linhas e <co

lunas para estas variaveis é aleatdria, além do que, N é o uni

co total marginal que esta fixado.

tas:

Sdo determinadas as seguintes categorias de respos

evento que

indica presenga

co (A) e da doenga (D);

evento que

indica presenga

séncia da doenca (D');-

evento que

indica auséncia

presenga da doenga (D);

: evento que

indica auséncia

co (A') e da doenca (D').

simultdnea do fator de ris
do fator de risco (A) e au

do fator de risco (A')" e

simultidnea do fator de ris

Considerando o experimento que € realizado nos estu



dos transversais, existem N individuos alcatoriamente selecio
nados (com reposig¢do) de uma populagdo, os quais sdo classifi
cados nas categorias AD, AD', A'D e A'D'. Desta forma, x indi
viduos pertencem a classe AD, (m-x) individuos pertencem a

classe AD' e, assim por diante.

Como anteriormente, vale destacarmos, que para popu
lagdes biologicas que séo_ihfinjtas internamente, processos
de amostragem com ou sem reposicdo podem receber o mesmo tra
tamento. Na populagdo em estudo, esquematiza-se a seguinte ta

bela:

TABELA 11.6.Distribuicdo das probabilidades de ocorréncia das

quatro categorias de respostas

VARIAVEL D
. D D' TOTAL
VARTAVEL A
A | p r- . p+r
A : q 5 g+s
TOTAL p+q r+s ‘ 1
onde:
p = probabilidade de um individuo da populag3o pertencer a
categoria de resposta AD ;
r = probabilidade de um individuo da populag3o pertencer a
categoria de resposta AD';
q = probabilidade de um indivfduo da populac3o pertencer a

categoria de resposta A'D;



s probabilidade de um individuo da populac¢do pertencer a

categorta de resposta A'D'.

A disposigdo dos elementos da amostra nas quatro ca
tegorias de respostas segue uma distribuig¢do Multinomial, que

é dada por:

1 . : _
P(x,y,m/N,p,q,r) = N! pX r(”*X) qy S(n y) (5)

x! (m-x)! y! (n-y)!
para n = N-m

O espago dos pardmetros para este modelo probabilfi
tico, denotado por @ = (p,q,r,s), assumindo o valor de N conhe

cido, é o conjunto dos pontos pertencentes a seguinte superfi

cie tridimensional no espaco R :
@: p+q+r+s = | ; 0 <= p,q,r,s <=1

As curvas de nivel atribuindo alguns valores a s

para esta superficie estd3o apresentadas na Figura I1.2.

FIQRA 11.2.Representacdo das curvas de nivel para o espacgo dos

pardmetros do modelo Multinomial




ondc: @0‘ toprq+r = | para s = 0 -
@1/4f prg+r = 3/4 para s = 1/4
@, pigir = 1/2 - pafa : s = ]/2
@, ,¢ P+q+r = 1/4 para s = 3/4
Em um modelo Multinomial deste tipo, € possivel ao

estatistico testar a hipotese de independéncia entre as duas
variaveis classificatorias, fator de risco e doencga. Observe,
que ndo se trata de um teste de homogeneidade entre duas dis
tribui¢des, o qual é apropriado para os modelos Binomiais ja
descritos. Neste caso, p}etende—se veri1ficar se a ocorréncla
da doenga, em relagdo a ocorréncia do fator, é cdsual ou sis

tematica.

Para testarmos esta hipdtese, é suficiente 1nvesti
gar se um dos componentes 1nteriore§ da tabela pode ser fato
rado como produto das marginals de linha e colunas correspon
dentes. O teste Qui-quadrado, bem como o coeficiente de con
tingéncia de Pearson, sdo procedimentos bastante wutilizados.
Edwards (1963), sugere que o uso destas estatisticas deve ser
evitddo, principalmente no caso de tabelas 2x2; no'capftulo \

sdo apresentadas as razdes que justificam tais argumentagdes.

O epidemiologista, analisa o problema questionando
se a ocorréncia da doenga ndo é afetada pela presenca (ou ‘au
séncia) do fator. Neste sentido com a notac¢do apresentada na

Tabela 11.6, podemos estabelecer a seguinte hipdtese:

H0 : p/(p+r) = q/(qg+s)

“isto é, a ocorréncia da doengca ¢ a mesma para individuos ex

postos e ndo expostos ao fator de risco.



Destacamos, que a hipotese Hové cquivalente a  hipo
tese de independéneia, ou seja, HO ¢ verdadeira se, e somente
se, uma das propor¢des fatorar como produto das marginais.

Em cstudos transversais, o risco relativo, definido

anteriormente, pode ser obtido por:

RR Pr(D/A) ) p/(p+r) (6)

Pr(D/D') - q/(qg+s)

Podemos observar, que a hipdtese HO corresponde a

testar que o risco relativo é igual a unidade.

Por outro lado, recorremoss a um resultado interes
sante. A quantidade raz3d3o de produtos cruzados em um estudo

transversal é obtida por:

o . _p/r _ _ps . , - (7)
q/s qr

Se igualarmos o risco relativo a unidade, ©  assim
definido, também se iguala a unidade (Mantel e Haenszel, 1959).
Desta forma, dispomos de vdrias estatisticas que s3o relevan
tes para a hipdtese de independéncia. Além disso, estéa correi
pondéncia estabelece a analogia entre o risco relativo e a ra

zd0 de produtos cruzados em estudos transversais.



CAPiTULO II1

EQUIVALENCIA ENTRE OS ESTUDOS OBSERVACIONAIS
- DISTRIBUICOES CONDICIONAIS -

No capitulo anterior descrevemos as caracteristicas
dos trés delineamentos epidemioldgicos basicos, adotando em
cada céso um modelo probabilistico adequado. Utilizando resul
tados da Teoria de Probabilidade, juntamente com alguns concel
tos dados por Fisher (1935) sobre Quantidade de Informagdo, po
demos estabelecer equivaléncia entre estes estudos. Umn modelo
de distribuigdo condicional é obtido para os dados no interior
de uﬁa tabela 2x2. Especificamente, considerando a notagdo uti
lizada até aqui, o modelo se reduz a distribuigdo de X fixadas
as marginats m e t, independente do estudo epidemiqlégico que
gerou os dados. Para tanto, sdo analisadas algumas proprieda

des das distribui¢des Multinomial e Binomial.

IIl.1. Redugdo do Modelo Multinomial para o Produto de Bino
miais Através do Condicionamento em Relac¢3o a uma Mar

- ginal

Seja X = <x1, X,
Multinomial com vetor de probabilidade p = (p1, Pyr +oos pk).

, Xk) uma variavel aleatédria
A fung3o de probabilidades de X é dada por:
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k P
P (x/N,p) - NI I- :
i=1 x.!
i
onde os xi'é de x = (X1, Xoy vnes Xk) tomam os valores 0,1,...
., N, sujeitos a restrigdo
k -

supondo o valor de N conhecido. Os valores dos pi's pertencem

ao intervalo [0,1], sujeitos a restrigdo

A distribuig¢do Multinomial pode ser gerada por 'uma

série de experimentos, que tém as seguintes propriedades:

- o resultado de cada experimento pode ser classificado ’'den

tro de k categorias de respostas;

- as probabilidades de ocorréncia das categorias, p:(p;,pz,..

- pk), sdo as mesmas para cada experimento;

- o resultado de cada experimento é independente de todos os

outros;

- a série de experimentos é realizada um nimero fixado de ve

zes, N.

Estas condi¢des se enquadram na descrigcdo do modelo

epidemiologico transversal.
A seguir, é enunciado o teorema que permite a fato
ragdao da distribuig¢do Multinomial. Sua prova encontra-se em

Guenther (1968) ou Kshirsagar (1972), por exemplo.
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TEORIMA TH1.1.Seja X = (X, X, ..., X ) uma varidvel aleatéria

2’
Multinomial. Entdo:
(i) a distribui¢3o marginal da soma de componentes Muntino

‘miais é também Multinomial;

(ii) a distribui¢3o condicional de um subconjunto de compo
nentes Multinomiais, dado o valor observado da soma des

tes componentes, € também Multinomial.

O resultado apresentado em (i) é de grande importén
cia quando temos interesse na distribui¢do dos totais margi
nais de uma tabela de contingéncia, sendo a distribuigdo dos
componeﬁtes internos Multinomial (como a Tabela 11.5). Isto im
plica, que os totais de linhas e, similarmente, os totais de
colunas tém distribuigdo Multinomial com o mesmo tamanho amos
tral N e vetor de probabilidades marginais de linha e de colu
na, respectivamente.

Do mesmo modo, (ii) pode ser aplicado a uma tabela
de contingéncia como a Tabela 11.5, para a distribuigdo condicio
nal dos componentes de cada linha (coluna), estando fixados

os totais observados das linhas (colunas).

Assim, estamos em condicSes de fatorar a . distribui
¢3o Multinomial em parti¢des que também representam fungdes
Multinomiais. Para ilustragdo, seja (x,y,m) um conjunto de da
dos gerados através de um estudo transversal. Suponha o mesmo
formato e notagdo das Tabelas I[I.5 e I1.6.

O modelo Multinomial (5) pode ser fatorado como:

P(X’-y,m/N7P’qyr) = p(m/Napyqyr) P(xyy/Nymypyqu) (8)

isto é, a distribui¢do conjunta de (x,y,m) se decompde na dis



tribuig¢do marginal de (m) multiplicada pela distribuigdo con

dicional de (x,y/m).
Utilizando os resultados do Teorema -111.1:
(m/N,p,q,r) ~ Bin (N ; p+r) ; ' (9)

que é a distribuigdo marginal linha de uma Multinomial (tridi

mensional).

Vejamos a distribuig¢do condicional dos componentes

(x,y) fixado o valor observado das marginais linha:

P(x,y/N,m,p,q,r) P(X’)Um/'N’p’q’r) / p(m/N’pyq,r)

N x y (m-x) _(n-y)
oo xty! (m-x)! (n-y)! P q r s ]
—L (p+r)™ (q+S)N—m
m! (N-m)!
m (m-x) Y. " (n-y)

D B EE

Fazendo:

p; = p/(p+r) e P, = q/(q+s)

P(x,y/N,m,p,q,r) P(x,y/N,m,p1,p2)

(1) o3 onp ™ (5] (om0




Portanto, o termo condicional (x,y/m) do modelo Mul
tinomial (estudo transversal) corresponde ao produto de duas
Binomais, o que cquivale ao nodelo Produto de Binomiars expresso em (1)
para os estudos prospectivo e retrospec}ivo. Observe, ainda
mais, que o tjpb de fatoragdo indica que se trata de duas va

riaveis independentes.

Vamos examinar com mais detalhe o que o fato de con
dicionar (fixar) marginais aleatdrias esta causando na distri

bui¢do dos dados, sujeitos a um modelo Multinomial.

Pode ser observado, que a distribui¢d3o marginal so
depende dos valores (p,q,r,s) através de (p+r), ou seja, devi
doa (9): '

P(m/N,P’q,F) = P(m/N, P+r)
De acordo com Fisher (1935), isto é uma indicag¥o de

que a distribui¢do marginal nd3o fornece informagdo sobre

(p,q,r,s), que s3o os pardmetros em que temos interesse. Real

mente, conhecer o valor (p+r) ndo quantifica biunivocamente
os valores individuais dos pardmetros. Por esta razdo, este
termo do modelo Multinomial pode ser abandonado, utilizando

se apenas a parte condicional na realiza¢3do de inferéncias. Isto
significa, que a informag3o contida em P(x,y/N,m,p,q,r) é a
mesma informagdo- contida em P(x,y,m/N,p,q,r); verifique a fa

toragd3o obtida em (8).

Este resultado é a origem de divergéncias entre va
rios grupos de estatisticos. Levantaremos alguns pontos de

discuss3o no proximo capitulo.
Assim, estabelece-se a equivaléncia condicional en

tre os modelos Multinomial (estudo transversal) e o Produto de Binomiais

(estudos prospectivo e retrospectivo), no sentido de ser pos
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sivel utilizar o mesmo teste para os trés estudos, com base
na mesma dfstrlbuicﬁo para- os dados (cxpressdes 1| ou 10). Ape
sar disso, o estatistico, 1nevitavelmente, deve conhecer a na
tureza dos dados, principalmente, na formulacgdo de hipdteses

€ I1nterpretagdo de resultadds.

I11.2. Redugd3o do Modelo Produto de Binomiais para o Modelo
Hipergeométrico Generalizado Através do Condicionamen

to em Relagdo a uma Marginal

Até agofa, caminhamos passo a passo, no sentido de
adotarmos o modelo Produto de Binomiais comum para os trés es
tudos epldemlolégicos. No prosseguimento do assunto sdo inves
tigadas propriedades que permitem reduzir ainda mais este mo
delo. Vamos elucidar dois resultados. Quanto ao modelo Multi
nomial (Tabela I1.5), as conclus3es estabelecidas para a margi
nal linha observada m, podem ser verificadas também para a mar

ginal coluna observada t, 1sto €, pélq Teorema II11.1:
(t/N,p,q,r) ~ Bin (N ; p+q) : (1)

e, portanto, pela mesma razdo descrita anteriormente, a distri

buigdo marginal de t ndo € informativa sobre os pardmetros (p,q,r,s).

Do mesmo modo, para o modelo Binomial (Témﬂas I[T.1 e
11.3), a marginal observada t=x+y (soma de duas varidveis Binamiais 1n

dependentes) apresenta distribuigdo de probablfldadesdadaspon

(t/N,m,p1,p2) ~ Bin (N ; p1+p2) (12)

e, portanto, s6 depende de (p1,p2) através de (p1+p2), 0 que
a torna ndo i1nformativa, no sentido Fisheriano, sobre o valor

individual dos pardmetros em que temos Interesse,



Verificando a Tabela I1.5,bem como as Tabelas 1.1 e I1.3
temos y-t-x e N=min. Podemos entdo reescrever o modelo Produto

de Binomiairs obtido nas cxpressdes (1) e (10):

P(X,y/N,m,P1,P2) 'P(x;t/m,n,p1,p2)

Fazendo a decomposig¢do desta distribuigdo temos:
P(x,t/myn,p ,p,) = P(t/m,n,p ,p,) P(x/mn,t,p ,p,) (13)

Desta forma, podemos obter a distribuig¢do marginal

de t por:

1,
P(thn9n’P11p2) = X P(U,tﬂﬂ,n,P1,P2) =
u=k

it

| p. (1-p )Y\
(n-t) m n) [ F1 2
(1-p )™ p! (1-p.) z ( ] ( —] (14)
1 2 2 uok hu) Lt u) pz(]'p1),)

max (0,t-n)

onde: k

I = min (t,m)
e portahto,'
P(x/m,n,t,p,p,) = P(x,t/mn,p.,p,) / P(t/mn,p ,p,))
: X
(7)) ()
x ) t-x) L p,(T-p,
p.(1-p.)
L rmy(n A R
UERL\J U-u p2(1~p1)

Recordando a expressdo (3):



p1(l-p2)
p2(l-p1)

temos:

P(x/m,n,t,p1,p2) = P(x/m,n,t,0)

(7 ()

= (15)

é m n oY
u-k \u t-u .

Essa distribuigdo de probabilidades condicional de

pende apenas do pérﬁnetro 0, definido no capitulo Il como ra
z30 de produtos cruzados ("odds-ratio"). Ja enfatizamos o in
teresse na hipdtese de igualar © a unidade (0=1), o qué corres
ponde a supor que o risco da doenga é o mesmo na presenga ou
auséncia do fator (RR=1, ou ainda, p1:p2). Sob esta hipétese

obtemos:

(%) (%)

P(x/m,ﬁ,t,@:l) = - = . ’ (16)

5 () ()

onde:

max (0,t-n)

N = n+m k

min (t,m)

H

t = X+y 1
que é o modelo da distribuig¢do Hipergeométrica.
Utilizando os resultados apresentados em (11)e (12),

o modelo Produto de Binomiais pode ser reduzido apenas ao termo condicio

nal, ou seja, podemos tomar a observagdo t como fixada e aban



nar o termo marginal. A informagio contida em Fthnﬂht,p1J5)
¢ a mesma contida em P(x,t/m,n,pI,pz); verifique a fatoragdo

obtida em (13).

' Observe porém,‘qhe apesar de Fisher considerar a
distribui¢do das marginais ndo informativas, a expressdo (14)
indica que o termo marginal depende do pardmetro O, isto é,
carrega alguma informag¢do sobre O que é desprezada quando se
considera apenas o modelo condicional. No capitulo IV a vali

dade deste procedimento é considerada.

Concluindo, é possivel verificar que testar HO:pf$2
no nbdelolProduto de Binomiais € equivalente a testar HO: p/(p+r)=q/(q+s)
no modelo Multinomial, sendo que ambas hipéteses'se reduzem ao
teste do pardmetro ©O=1. Deste modo, podemos caracterizar O
como uma medida de homogeneidade em estudos prospectivos e re
trospectivos e uma medida de associagd3o em estudos transver
sais. A distribuicdo de probabilidades utilizada no teste € a
Hipergeométrica (16). Tal modelo reduzido, foi obtido conside
rando-se que as distribui¢des das marginais (m,t) n3o contém
informac3o sobre as hipoteses em questdo e, portanto, podem
ser consideradas como fikadas, independente do tipo de estudo

observacional que esta sendo realizado.

Em algumas situa¢des, o pesquisador tem . interesse
em propor valores mais gerais ao pardmetro 0O, diferentes da
unidade, como na hipdtese de o risco da doenga na presenga do
fator ser proporcional ao risco na auséncia do fator (RR = k,
ou ainda, p1:kp2). Nestes casos, inferéncias sobre O sdo basea
das na express3o (15), definida como distribui¢do Hipergeomé

trica Generalizada.
Cox (1958), apresenta formas de se obter os mome n

tos desta distribuig¢do. Os cédlculos exatos tornam-se inconve

nientes devido a complexidade das expressdes matemdticas en
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volvidas, por consequéncia, expressdes aproximadas 30 desen
volvidas através das propricdades assintdticas da distribul
gdo Hiporgeométrica Generalizada. Harkness (1965) analisa trés
formas de convergéncia dependendo de como as marginais m, t e
N tendem para o infinito. Cornfield (195) Hannan e Harkness(1963)
nostram an detalhe a convergéncia om distribuigdo para a Normal, que . é

de maior interesse em procedimentos de teste para o pardmetro 0.

I1I11.3. Consideragoes Gerais sobre Modelos Cbndiéionais'e N3o

Condicionatis

Antes de concluirmos o assunto tratado neste capftg
lo, uma observagﬁé merece ser destacada para validar, de cer
ta forma, a aplicagdo dos resultados estabelecidos na segdo
anterior. Esta, diz respeito aos métodos pelos quais sdo fel
tas inferéncias sobre o pardmetro ©O. E Gtil chamarmos a aten
cdo para o fato de que existem duas distribuigdes de probabi
lidades envolvendo ©. A primeira é a distribui¢do n3o condicional
indicada em (1) para o modelo Produto de Binamiais e em (5) para o nmodelo
Multinomial, expressdes estas que podem ser reescritas em ter

mos de O, por exemplo, da seguinte forma:

P(x,y/N,m,p1,p2) = (T) P): (]'P1)(m-X) (;] P)zl (l-'Pz)(n-y)

() ) [ e o™

ou

1 - -
P(x y,m/N,p,q,r) N! px qy r(m x) s(n y):
x!I y! (m-x)! {n-y)!



= - N 0% (r/s)™" (p/S)t $

x! y!' (m-x)! (n-y)!

N -

de acordo com o tipo de estudo observacional. A outra € a dis

tribuicdo condicional obtida, P(x/N,m,t,0), comum aos trés es

tudos. ’ .

Existem razdes que justificam o emprego da distribui
¢do condicional em preferéncia a n3o condicional na realiza
¢do de inferéncias sobre ©O. Utilizando resultados da Estatis

tica Matematica, verificamos que os mcdelos n3o condicionais
mostrados acima pertencem a familia de distribuig¢des exponen
ciais multiparamétrica e, de acordo com Lehmann (1959), tes
tes UMPU sobre © (uniformemente mais poderosos ndo

viciados) s3o derivados da distribuigdo condicional.

Una outra propriedade, de natureza diferente desta,
conduz a mesma alternativa. Se recorrermos aos conceitos esta
belecidos por Fisher (1935) de que os-totais marginais da ta
bela sdo ndo informativos sobre a proporcionalidade das fre
quéncias no interior da mesma, mas sim, transportam informagdo
ancilar, isto é, sobre ﬁarémetros em que ndo temos interesse, ca
be verificarmos, que nos modelos n3o condicionais, a ndo ser
0, os demais pardmetros estdo ligados a totais marginais. De
vemos portanto, ndo considerar estes termos, o que . correspon

de a adotar o modelo condicional.

No capitulo IV estes fatos sdo tratados com mais de
talhe, desenvolvendo uma base metodoldgica que permite apli

car e analisar estes resultados com mais clareza.



CAPITULO 1V

CONS IDERACOES SOBRE INFERENCIA PARCIAL
- METODO DA REDUCAO .-

A exposigdo que se segue, consiste de um dos assun
tos mais polémicos da Inferéncia Estatistica. Entretanto, sa
lientamos que n3o é nosso objetivo discutir as justificativas
ou possiveils implica¢gdes da metodologia em questdo, mas espe
cificamente, descrevé-la como uma técnica (til na andlise de
problemas que envolvem outros pardmetros, além daqueles em que

estamos interessados.

Chamamos a atengd3o para o fato de que no capitulo
anterior alguns procedimentos de redu¢do de modelos completos
a termos condicionais foram introduzidos. Passaremos a anali
sar o suporte tedrico que garante a validade de tais resulta

dos.

IV.1. Funcgdo de Verossimilhan¢a e Quantidade de lnfornaéﬁo

Para a apresentagdo da metodologia em destaque nes

te capitulo, sera adotada a seguinte notagdo:



Seja X uma variavel aleatdria definida no es
pago de probabilidade (Q.A P), onde € é o espa¢o amostral
de um certo experlmento, A é a sigma- algebrd de eventos em §,
c P é a funglo de probablllddde definida em A e parametrizada
por ® . (0,9), tal que, para um ponto X x pertencente a sigme
algebra A, P(x) - P(x/0,9). o

Duas considerac¢des preliminares sdo necessarias. A
primeira, diz respeito a quantidade de informag3o contida em
una amostra. Entre os estatisticos existe bastante polémica

em torno deste tema.

Suponha, inicialmente o caso em que o espago paramé
trico é unidimensional, @ = 0, por exemplo. Ainda, seja P uma
fung3do de probabilidade definida para a variavel aleatdria X

e parametrizada por 0. O valor:

8 ] ’ 32
e In P(x/0) = -E |
' 20

In P(x/0) J

foi definido por Fisher como a quantidade de informag¢do sobre
© contida na observagdo X=x. Observe que esta medida se refe

re a uma média para todas as possiveis observag¢des de X.

Uma generalizagdo pode ser feita para o caso multi
paramétrico, por exemplo, @ = (0,%). O analogo da informagdo

de Fisher é uma matriz de informagdo, dada por:

- | w
( 2=1n p(x/e,cp)r —D—In P(x/0,0) g—In P(x/0,%)
E
3 2
| —2gin Px/6,8) —-In P(x/0,0) (5510 P(x/0.0))
L




r 32 5 7
——1In P(x/0, ¢) ——1In P(x/0,9¢)
30 RICRK:
- -E
T 2 ? '
—1h P(x/0,9) . ———1In P(x/0,9)
3030 3 ¢

Neste sentido, a dificuldade que frequentemente sur
gc € que as situagdes experimentais sugerem modelos deste ti
po, envolvendo muitos pardmetros, sendo que, o interesse resi
de em obter informagdo apenas sobre um subconjunto deste espa
¢o. Considere, por exemplo, que X = (X1,,X2, ceey Xn) repre
sente uma sequéncia de varidveis aleatorias Normais, indepen
dentes e identicamente distribuidas, com média u e varidncia
02, isto é, @ = (u,oz). Suponha, que temos interesse em fazer
inferéncia apenas sobre u, independente do parédmetro 62. Como

obter informag¢do especifica sobre u?

O problema é abordado com a seguinte questdo: Como
eliminar pardmetros "nuisance" do modelo, isto é, parametros
que n3o s3o de interesse relevante? Este fato é analisado por
muitos autores sob diferentes pontos de vista. Na se¢do V.2

este assunto é discutido com mais detalhe.

Una segunda consideragdo importante a ser feita se
refere a func¢do de verossimilhangca. De acordo com a notagdo

anterior, esta pode ser definida como:
L(0,%/x) = P(x/0,0)

isto é, tomando-se P como fungdo apenas dos pardmetros do mo
delo, onde a amostra x ndo é considerada estocastica, mas efe
tivamente observada. Note, que apesar de existir uma equiva

léncia entre as formas funcionais de L e P, no caso da fungdo



de verossumilhanga L, a amostra x ja for obscrvada e para a
funcdo de probabilidades P, a amostra x é um clemento aleato
rio.

Quando um cxperimento é realtizado o pesquisador, ob
jetivando adquirir conhecimento sobre parémetrbs, em . geral,
dispde somente de um conjunto de dados observados. Para Fi
sher, a fungdo de verossimilhanga ¢ a unica entidade que car
rega toda a informagdo sobre os pardmetros contida em um con

junto de dados.

Desta forma, em situa¢des multiparamétricas, em que
desejamos obter i1nformagdo objetiva sobre um subconjunto dos
parametros, parece natural, que o problema de eliminar parame
tros "nuisance", seja investigado a partir da fung3do de veros
similhanga. Serd que existe uma estatistica que esteja asso
ciada especificamente com a parte do espago paramétrico que
estamos interessados? Procedimentos deste tipo serdo conside

rados na proxima secgdo.

Retomando o capitulo I, supondo que os dados apre
sentados na Tabela I1.1 (Tabela I1.3) représentam o resultado
que fol1 efetivamente observado na realiza¢gdo de um estudo
prospectivo (retrospectivo), a fungdo de verossimilhanga é de

finida como:

L(m,n’p1,p2 /x,y) = [T)p)i (]_P1)(m'—X) (;]pyz(]_pz)(n-y) (16)

para 0 <= PisP, <= 1

Do mesmo modo, considerando os dados da Tabela I1.5
para o modelo Multinomial, como resultado de um experimento

transversal, a fung3o de verossimilhanga é definida como:



LIN,pyq,r/x,y,m) - AL px ¢ r(nFX) S(n~y) (17)

x! oyl (m-x)! (n-y)!

para

n
0 < i)’qar_vs <= | H ptqgq+r+s = !

IV.2. Método da Reducgdo

Como ja foi mencionado no capitulo anterior,'um tes
te da hipotese de hormogeneidade no modelo Produto de Binaniais ou inde
pendéncia no modelo Multinomial, pode ser baseado na X distri'
bui¢do condicional de X, fixadas as marginais (m,t), que é a

distribuic3o Hipergeométrica.

Na pratica, métodos de analise baseados em distri

bui¢3es condicionais s3o bastante aplicados. Andersen (1967),

através de propriedades derivadas de distribuigde’s condicio
nais, obtém estatisticas equivalentes a "t de Student" para
testar o valor da média em um modelo Normal. O mesmo autor

(1970), obtém estimativas consistentes para pardmetros estru
turais, maximizando a fungdo de verossimilhanga condicional .
Cox (1975), utiliza métodos condicionais para analisar  tabe

las .de vida.

Todas estas situagles, apesar de apresentarem natu
reza diferente, sob o escopo da Inferéncia, podem ser reduzi
das a um Unico caso. O espago paramétrico envolve outros pard
metros além daqueles sobre os quais desejamos obter informa
¢do. Desta forma, como ja citamos na segdo anterior, o proble
ma de inferéncia se baseia naeliminagdo de pardmetros "nuisance"

do modélo.

Varios métodos de eliminag3o tém sido propostos na

literatura. Umna alternativa bastante utilizada para grandes



amostras ¢ substituir o pardmetro "nuisance" por sua estimati
va de maxima verossimilhanga. Outros métodos utilizam argumen
tos Baycsianos. Em particular, destacamos o Método da Redug3o,
um procedimento da. Inferéncia ‘cuja origem pode ser' tragada
nos trabalhos de Fisher. .

Muitos autores discutem e reexaminam oS dargumentos
utilizados no Método da Redugdo (Gart, 1971; Kalbfleisch e
Sprott, 1973; Cox, 1975; Basu, 1975, 1977 e 1979). A técnica
consiste precisamente na fatoragdo da fungdo de verossimilhan
ca em termos que dependem apenas do parametro de i1nteresse e
termos que dependém do pardmetro "nuisance". Em um certo sen
tido, a caracteristica principal deste método de andlise con
siste na obtencdo de dls}ribuig6es livres do parédmetro. "nui
sance'" e, com base nestes modelos, s3o realizadas inferéncias

especificas relativas ao pardmetro de interesse.

Em muitas situa¢des multiparamétricas, nem sempre €
possivel obter a fatoragdo desejada. O caso mais favordvel seria
aquele em que os pardmetros de interesse e "nuisance" estdo de
finidos de tal forma, que seja possivel obter estatisticas,

que fornegam informagdo sobre cada subconjunto do espago para

métrico independentemente (Andersen, 1967).
Em geral, como veremos na proxima segdo, temos interes
se em uma certa fungdo dos pardmetros do modelo em estudo, o

que corresponde a introduzir uma reparametrizagdo que defina o novo

pardmetro de interesse. As seguintes condigdes devem estar satisfeitas:

(1) a reparametrizagdo proposta pelo pesquisador deve consis
tir de uma transformacdo biunivoca no espaco dos pardame
tros, o que é facilmente obtido fazendo uma escolha ade

quada do pardmetro "nuisance". Além disso, 0s novos ar

J o

P
metros devem ser identificaveis, 1sto é, para cada vari

o

¢do dos novos parametros a fungdo de verossimilhanga ta

i3



bem deve variarg

(ii) a reparametrizac¢do deve ser tal, que a fungdo dec verossi
milhan¢a possa ser fatorada apropriadamente de maneira
a tornar posquol retirar dos dados informacdo especifi
ca a respeito do pardmetro (ou func¢do dele) de interesse, -

e abandonar os termos ligados a pardmetros "nuisance".

A obtengdo de distribuig605 livres do pardmetro "nui
sance" pode ser conduzida de duas maneiras essencialmente di
ferentes. Por esta razdo, dois principios sdo formulados ori
ginando as versdes do Método da ‘Redug¢do. Para enuncia-los, con
sidere na notagdo anterior que no espago. @ = (6,9), © € o pa
rdmetro de interesse e ¢ o pardmetro "nuisance". De acordo com
Basu (1977) considere ainda mais, que o pardmetro & ¢ de va
riagdo independente complementar a O, ou seja, o produto car
tesiano © x ® define o espaco dos pardmetros @ para o modelo
P.

Observe ainda que correspondendo a qualquer estatfé

tica T=T(x) é possivel obter a fatoracio de P da forma:

P(X/@,¢)

= .Z P(X,T(X)/O,é)
T(x)
= P (T/0,%) P, (x/T,0,%)
onde, P1 é a distribuigd3o marginal de T e P2 a distribuigdo
condicional de X dado T. Recorde que, como T é fungdo de X,

para cada valor X=x a soma
T P(x,T(x)/0,0)
T(x)

se reduz a um Unico termo, que pode ser indicado como acima.

Com isto exposto, estamos em condi¢g3es de estabele
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cer os seguintes principios:

1. Principio da Marginalizagdo. Se a fatora¢do do modelo ori

ginal satisfaz
P(x/0,8) = P (T /0) P_(x/T_,9) ' (18)
entdo,

(i) o termo marginal P1 depende apenas do parametro de in

teresse 0. T1 é parcialmente ancilar para ¢.

Basu (1977) define T1 como S-ancilar para ¢.

(ii) o termo condicional P2 depende apenas de &. T1'é par
cialmente suficiente para 0.

Basu (1977) define T1 como p-suficiente para ©O.

2. Principio do Condicionamento. Se-a fatoragdo do modelo ori

ginal satisfaz:
P(x/0,0) = P1(T2/®) PZ(X/Tz’O) (19)
entdo,

(i) o termo marginal P, depende apenas de ¢.
T, é parcialmente ancilar para 0:

Segundo Basu, T2 é S-ancilar para 0.

(ii) o termo condicional P2 depende apenas de 0.
Tz'é parcialmente suficiente para ¢.

Segundo Basu, T2 é p-suficiente para ¢ .
As denomina¢des "parcialmente suficiente" e "parcial

mente ancilar" sdo introduzidas para indicarem que as proprie

dades de suficiéncia e ancilaridade nd3o se aplicam ao espago
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parumétrico total, mas a um subconjunto deste. Podemos quali
ficd-las como gencralizag¢des dos conceitos usuais de suficién
cia e ancilaridade, que sdo utilizados para os casos em que o
pardmectro d¢ interesse coincide totalmente com o pardmetro do

modelo.

Um outro ponto que precisa ser esclarecido é 'que,
considerando a defini¢do de funcdo de verossimilhanga, os cfi
térios de fatoragido nos dois Principios, podem ser reescritos
ou mesmo analisados, para a amostra x efetivamente observada,
isto é, em termos da L(0,8/x) . Deste modo, em cada caso, temos
definida a fungdo de verossimilhan§a marginal e condicional.
Neste sentido, Cox (1975) define fungdo de verossimilhanga par

cial, a partir da qual pode ser realizada inferéncia parcial.

Vejamos como o conceito de Inferéncia Parcial se
aplica ao Principio da Marginalizagdo. Neste caso, a obtengdo
de distribuigdes livres do pardmetro "nuisance" ¢, é garanti
da devido a existéncia de estatisticas T1, cujas distribui¢des
dependem apenas de O. Fisher (1935), introduziu a propriedade
de ancilaridade para tais estatisticas. Assim, inferéncias so
bre o pardmetro de interesse O podem ser feitas a partir do
modelo marginal e, de acordo com a fatoragdo obtida na expres
sdo (18), T1 é parcialmente suficiente para © e, portanto, o
termo condicional pode ser abandonado sem ocorrer perda de in

formagdo, pois este Ultimo termo n3o depende de ©O.

Por outro lado, o Principio do Condicionamento é um
recurso conhecido na teoria estatistica como método de testes
condicionais. Inferéncias parciais sobre © sdo realizadas com
base na distribuigd3o condicional dado uma estatistica T2,'pa£
cialmente suficiente para o pardmetro “nuisance" ¢. Segue da
definig¢do de suficiéncia que este modelo condicional ndo de
pende de $. Em adic¢do, T2 é parcialmente ancilar para © (obser

ve a expressdo 19) e, portanto, o termo marginal pode ser des



prezado pois € ndo informativo.

Estamos usando os conceitos de "informacdo" ¢ "ndo in
fornuq¢do” em correspondéncia aos conceitos de suficiéncia par
ctal ¢ ancilaridadé_parciql. Destacamos porém, que cxistem
muitas discussdes sobre estas afirmacdes. Nio é nosso objeti -

vo entretanto levantar tais controvérsias.

Basicamente, os Principios da Marginaliza¢do e Con
dicionamento consideram uma simplificagdo do modelo original
para um modelo deperndendo apenas do pardmetro ©, em que te
mos interesse. Uma justificativa para estes métodos deelimina
¢do € que a substituig¢do do modelo original por um reduzido
ndo leva a perda de informagdo sobre €, isto é, devido ao ti
po de fatoragdo obtida nos dois casos, as fun¢gdes de verossi
milhanga original e reduzida sdo proporcionais, ou seja, car

regam a mesma quantidade de informagdo sobre O.

E facil verificar que a quantidade de informagdo,

segundo Fisher, sobre O no termo condicional da expresséo(IS)

é nula:
. 2
E In PZ(X/T1,¢) = 0
30
Do mesmo modo, o termo marginal da expressdo (19):
3 : 2
E I'n P1(T2/®) =0
a0
Ainda, em relagdo ao tipo de fatoragdo obtida - nos

dois Principios, observamos que a estatistica T, (T2) conduz
a uma partigdo muito especial do modelo original. Quando isto
é possivel, define-se que esta estatistica estabelece um cor

te de Barndorff-Nielsen na fungdo (Barndorff-Nielsen, 1978),



ou scja, existem dois subpardmetros de variagdo indepéndente
¢ complementar (0,9), tal ﬁue, a distribui¢do marginal de T1
(T2) depende apenas de © (9) ¢ a distribui¢dio dos dados con
dicionada nesta esiatfstica_dépende dpénas de ¢ (0). Estas si
tua¢des apresentam a vantagem de qué ihfcréncigs cspecificas

sobre 0 e ® podem ser feitas independentemente.

Passaremos a descrever um resultado bastante interes
sante apresentado no artigo dec Andersen (1967). Suponha que
para um certo problema de natureza multiparamétrica existem

estatisticas T1 e;T2 tal como definidas anteriormente, isto é:

P(x/O,q’)’ = P1(T1/®) Pz(x_/T1,<I>)
P1(T2/¢) Pz(X/Tz’e)

il

Com o tipo de fatorag¢do indicado acima, o autor demonstra que
as estatisticas T1 e T2 sdo independentes se, e somente se, a
familia de distribui¢Ses marginais da estatistica parcialmen
te suficiente minimal para o pardmetro "nuisance" ¢ completa.
De acordo com nossa nota¢do, se, e somente se, a familia
(P (T, /®); ¢ e @) for completa. '

Note, que se esta condigdo estiver satisfeita 0s
modelos marginal e condicional que dependem apenas do pardme

tro de interesse ©, conduzem a mesma distribuicdo, .isto é:
Pz(x/Tz,O) = P(T1/T2,®) = P1(T1/O)

A primeira igualdade segue do fato de que a propriedade de
suficiéncia minimal de T1 (com respeito a 0) também se aplica
a familia de distribui¢3es condicionais dado Tz' Logo, se de
sejamos realizar inferéncia objetiva sobre o parametro O pode
mos restringir nossa aten¢do a distribuigdo condicional de
Af}/TZ e, como estas estatisticas s3do independentes, segue a

segunda igualdade. Portanto, os dois métodos de eliminar paréd



metros "nuisance", a partir de modelos condicionais e margi
naits, utilizam a mesma distribuigdo.

Por outro lado, cste resultado pode . ser utilizado
para vaructcrjzﬁr uma outra situagdo: suponha que para um cer
to problema de natureza multiparamétrica existam estatisticas
G, e G_, tars que ' -

1 2 .
(i) P(x/0,%) - P (G /o) P,(x/G ,0,9)
isto é, G, é parcialmente ancilar para o parametro "nui
sance" ®, mas n3o é parcialmente suficiente para o para

metro de interesse 0;

(ii) P(x/6,%) = P (G,/0,9) P_(x/G,,0)
isto €, G, é parcialmente suficiente para ¢, mas n3o é

parcialmente ancilar para 0.

Realmente, as estatisticas G1 e G2 ndo ~estabelecem
um corte de Barndorff-Nielsen no modelo original. Contudo, o
termo marginal P1(G1/@) e o termo condicional P2(x/G2,@), de
pendem apenas do parametro de interesse O, ou seja, eliminam

o pardmetro "nuisance" ¢.

Neste sentido, as estatisticas G1 e G2 sdo indepeﬁ
dentes se, e somente se, para O € @ fixado. e arbitrario, a fa
milia de distribui¢des marginais da estatistica parcialmente
suficiente minimal para o pardmetro "nuisance" (P1(G2/G,¢);
® ¢ ® ¢é completa. Estando esta condic3o satisfeita, os mode
los marginal e condicional.podem ser reduzidos a mesma distri

bui¢3o na realizag¢d3o de inferéncias objetivas sobre 0.

Un exemplo simples ilustra a"aplicag¢do deste resul

tado.

Sejam Xoo Xoy veny X variaveis aleatorias Normais



independentes ¢ rdenticamente distribuidas, com m¢dia p ¢ va
ridncia o?. Suponha que temos 1nteressce em testar apenas o va
lor de p. Un teste comumente usado pode ser construido, com

base na quantidade:

t = V n-1t/ n (X - u,/s.

u

Yy

- n 2 n —
ondc X = 7 xl/n s = I (Xl - X)

que tem distribuig¢do "t" com (n-1) graus de liberdade. A van
tagem real desta distribui¢do é naturalmente, que ela inde
pende de 02, tsto €, tu é, parcialmente ancilar para 02. Con
tudo, tU ndo ¢é parcilalmente suficiente para u. Por outro lado,
ndo ¢ dificil verificarmos -que o modelo condicional também

conduz a estatistica "t" de Student.

- 2 - .
Sabemos que (x,s”) s3o conjuntamente suficientes mi

A 2 .
nimails para o vetor de pardmetros (u,07). Além disso,

.

. 2 ~
¢ parciralmente suficiente minimal para 6. No entanto, ndo e

parcralmente ancilar para Uu.

Sem perda de generalidade, satis{azendo a proprieda
de de suficiéncia global, i1sto é, para o espago paramétrico
total, a distribui¢do da amostra (X1,X2,...,Xn) condicionada na
estatistica 52 pode ser definida como a distribuigdo condicio

nal de (i,sz) dado si, que 1ndepende de o?.

Por outro lado, existe uma correspondéncia biunivo

ca entre (tu,si) e (i,sz) e, portanto, @ distribui¢do condi

cional pode ser definida por tu dado SE . Segue que tu e

sﬁ sdo i1ndependentes, o que além de ser uma propriedade pecu



liar a distribui¢do Normal, pode ser verificada atravdés da
, S ) .o - - 2
completividade da estatistica suficiente minimal su com res

. A 2 . . .
pcito ao parametro o°, para W € R fixado e arbitrario.

Dosta,fqrMa,‘a distribui¢do condicional de tLl dado
55 coincide com a distribuigao marginal de tu. Assim, infe
réncias parciais sobre py podem ser feitas a partir da estatis
tica "t" de Student. Entrgtdnto}'nestc exemplo ndo foi levado
en conta o tipo de fatoragdo estabelecido no Principio do Con
dicionamento ou da Marginalizag3o para que seja possivel ava
liar a precisdo destas estimativas. Realmente, o problema de
eliminar o pardmetro de locagd3o p da distribuigd3o Normal ndo é

simples (Basu, 1977).

A presenga de pardmetros "nuisance'" em vériés tipos
diferentes de modelos que surgem na pratica, nem sempre admi
tem um corte de Barndorff-Nielsen. Em fungdo disso, torna-se
necessario revermos outros casos que consideram argumentos me

nNos rigorosos.

Muitas definig¢8es de suficiéncia e ancilaridade na
presenga de pardmetros "nuisance'" sd3o encontradas na literatu
ra (Fraser, 1956; Cox, 1958 e 1975; Andersen, 1967 e 1970 H
Sprott, 1975; Basu, 1977 e 1979; Godambe, 1980). No entanto,
muitas das propostas abresentadas sdo de aplicagdo Ilimitada,
como a definicdo de Fraser que considera espagos paramétricos
com subconjuntos de pardmetros de variagdo independente e com
plementar; ou de dificil verificagdo como a condigdo de pivo
talidade de Cox. As definig8es de Ardersen e Godambe sdo jui
tfficadas adotando o conceito de informagdo de Fisher, o que

é bastante criticado por Basu.
O artigo de Andersen (1970), analisa as nroprieda

des assintdoticas dos estimadores de maxima verossimilhanga con

dicional. O autor demonstra que sob certas condi¢des de regu
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taridade, estes estimadores sdo scmpre consistentes, com dis
tribuicdo assintotica Normal. Por outro lado, utilizando o i
mite minimo para varidncia assintotica de estimadores consis
tentes (limite minimo de Cramér-Rao), ndo € possivel garantir
a propricdade de eficiéncia, cxceto nos casos denominados de
ancilaridade forte ou fraca das estatisticas suficicentes mini
mils para os parﬁmeiros "nuisance'.

A contribuig¢do de Andersen neste artigo é fundamen
tal em estabelecer critérios para a validade e precisdo da In
feréncia Parcial. Relativarente a defini¢do de ancilaridade forte,
esta se refere a ancilaridade parcial descrita no principio
do Condicionamento. Deste modo, se existir uma estatistica T
que promove um corte de Barndorff-Nielsen no modelo, os esti
madores derivados da func¢do de verossimilhanga parcial, sdo
eficientes. Este resultado confirma a mengd3o que fizemos ante
riormente considerando como proporcionais as fungdes de veros

similhanca original e reduzida, nos dois Principios.

J4 em relac3o a condi¢3o de ancilaridade fraca, es
ta engloba uma classe mais ampla de aplicagdes, conservando
ainda, -a propriedade de eficiéncia dos estimadores de maxima

verossimilhanca condicional. Considere as seguintes condigdes:

(i) no espaco paramétrico @, os pardmetros O e ¢ ndo sdo de

variacdo independente e complementar;

(ii) existe uma estatistica T tal que: _
P(x/0,%) = P1(T/9,¢) PZ(X/T,O) (20)

Nio é dificil verificar, que com esta fatoragdo a estatistica
T ndo estabelece um corte de Barndorff-Nielsen no modelo ori

ginal.

Andersen (1970) discute que mesmo considerando a fa



toracdo aprescntada em (20) é possivel obter estimadores de
maxima verossimilhanga condicional eficientes, utilizando ape
nas o termo Pz’ se, a famflia»de dispr}buic6os marginais de T
tiver a scguinte propricdade: suponha que para qualquer conjun
to de valores (GO,QO) pcrtencentes a @ e para qualquer outro

valor de 0 existe um ponto @ - &(0) tal que:
P1(T/O,®(@)) = P1(T/90,¢0)

Para Sverdrup (1966), citado por Andersen (1970), esta é uma
forma natural de definir ancilaridade de T com respeito a ©
na presenga do pardmetro ®. A distribuig¢do de T depende de am
bos, © e @&, mas a famil.ia (P1(T/@,¢) ; & = 0(0)) é a me sma
qualquer que seja o valor de ©O. Isto significa, que observa
¢Ses da variavel aleatdéria T nd3o formecem nenhuma informagdo
sobre © que nd3o dependa completamentz de uma especificag¢do do

valor de ¢.

O autor obtém critérios que facilitam a verificagdo
desta propriedade, denominada de ancilaridade fraca. Porém,
ndo é nosso objetivo abordar este assunto com mais detalhe

pois, como veremos no proximo capitulo, trataremos de proble
mas envolvendo pardmetros de variagdo independente. e comp le

mentar.

Por outro lado, uma outra definig¢do de ancilaridade
na presencga de pardmetros '"nuisance'" merece ser destacada,
principalmente devido a sua aplicagd3o em muitos casos de im
portdncia pratica, particularmente, na analise de tabelas de

contingéncia 2x2.

Vamos retomar a fatorag¢do apresentada em (20). Con
siderando que no espago dos parametros 6 e & sdo de variagao
independente e complementar, Basu (1977) define a estatistica

T como especificamente suficiente para ©o.



Neste sentido, Godambe (1980) descenvolveu o concel
to de G-ancilaridade, que se refere a uma generalizagdo do
Principio do Condicionamento, garantindo que, de acordo com a
fatoracdo obtida em (20), o modelo condicional PZ(X/T,O) c o
mode lo original.P(x[O,¢), contém a mesma informagdo sobre o

a

parimetro 0O se, e somente se, para cada O pertencente "a @,

[N

classe de distribui¢des marginais de T, {P1(T/G,¢), o € @},

completa para cada valor fixado de 0.

Alguns pontos importantes precisam sef tratados com
cuidado. Em primeiro lugar, a propriedade de G-ancilaridade
é, sem divida, uma alternativa que procura justificar que iQ'
feréncias possam ser realizadas com base apenas no modelo Coﬁ
dicional, abandonando um térmo que depende do valor do parame
tro de interesse. Resta saber, se esta propriedade garante
que o modelo marginal P1(T/®,®) é ndo informativo com respei

to a 0.

A quest3do que se coloca é, portanto, a respeito da
eficiéncia dos estimadores de maxima verossimilhanga parcial
obtidos a partir do termo condicional RZ(X/T,O), eliminando

da analise o termo P1(T/O’¢)'

Como mencionamos anteriormente, devido a Andersen,
os Unicos casos que fornecem estimadores de maxima verossimi
lhanga condicional eficientes consistem de ancilaridade forte
(que equivale a obteng3o de um corte de Barndorff-Nielsen) ou
ancilaridade fraca, que ndo se restringe a © e ¢ de wvariagdo

independente.
Deste modo, torna-se interessante a seguinte consi
deragdo. Supondo a estatistica T G-ancilar Ccom respeito a 0,

decorre que:

- T é especificamente suficiente para &;



- Para cada valor fixado de © € @ u classce de distriﬁuiq&cs

marginais de T ¢ completa.

Gencralizando o Tcorema de Lehmann-Scheffé, cstas
condi¢des estabelecem que para © € @, fixado ¢ arbitrario, T
¢ cstatistica cspecificamente suficiente minimal para a famf

lia {P(x/0,0) ; ¢ € @} e, €& uUnica.

Assim, T é funcdo de todas as outras estatisticas
especificamente suficientes para inferir sobre ®. Consequente
mente, é a estatistica mais resumida que mantém a propriedade
de suficiéncia. Logo, se T contiver alguma informacdo sobre
©, esta sera minima se comparada a informag3do contida nas de
mais estatisticas especificamente suficientes com respeito a
®. Realmente se concordarmos em adotar um modelo reduzido do
tipo Pz(x/T,Q), é melhor que seja utilizada a estatistica G-an
cilar T. Neste caso, se houver perda de informagdo sobre 0 ao

ser abandonado o fator Pi(T/O,Q), tal perda sera a menor pos

sivel. .

Com as defini¢des dadas até aqui, no proximo capitu
lo sdo propostas algumas medidas de interesse em epidemiolo
gia, o que determina o tipo de reparametrizagdo mals conve

niente e, em cada caso, € verificado como ocorre a fatoracgdo
da fun¢do de verossimilhanga. Ressaltamos contudo, que o pro
cedimento de escolha do pardmetro "nuisance" fica a «critério
do pesquisador e ndo da natureza do problema. Toda escolha de
pardmetro que conduza a uma transformagdo biunivoca podera ser
adotada. Logicamente, a cada tipo de reparametrizagdo corres
ponde uma especifica fatoracdo da func¢3o de verossimilhanga .
Este, é um dos principais geradores de criticas ao Métg

to da Reduc¢do.



CAPITULO V

ALGUMAS PROPOSTAS DE MEDIDAS DE ASSOCIACAO
ENTRE A DOENCA £ O FATOR DE RISCO

Quando um estatistico se propde a interpretar uma
tabela de contingéncia 2x2 gerada de estudos observacionais,
a primeira preocupagdo que surge € sobre qual medida de asso
ciacdo sera adotada. Na verdade, esta decisdo deve conter a
participacdo de dois especialistas, do estatistico que anali
sara os dados e do epidemiologista que os coletou com uma es
pecifica finalidade. Por este motivo, qualquer medida deste
tipo deve preenchér a dois requisitos: ser "tratavel" do pon
to de vista analitico, isto é, poder ser estimada e testada e,

ser também de interesse clinico.

Goodman e Kruskal (1954 e 1959), discutem em deta
lhe varias medidas e indices de associagdo wusados principal
mente na interpretagdo de tabelas rxs, geradas de estudos em
Ciéncias Sociais. Uma vasta referéncia bibliografica é citada,
sendo indicadas também medidas tradicionais baseadas na esta

tistica Qui-Quadrado.

Edwards (1963), descreve propriedades convenientes

a uma medida de associacd3o em estudos transversais. O autor



aprescenta duas proposi¢gdes que sdo essencilais para definir uma
medida de associragdo em uma tabela 2x2. Para exemplificar, su

ponha a notagdo ¢ formato wutilizados na Tabela 1.6:

Proposig¢do I. A medida de associagdo entre as varidveirs A e

D deve ser uma fung¢do das proporgdes p/(p+r) e q/(q+s) ou,.al

ternativamente, das propor¢des p/(p+q) e r/(r+s);

Proposi¢do 2. Estas duas medidas alternativas devem ser iguais.

Com base nestas proposi¢des, trés coroldrios bastan

te tnteressantes podem ser deduzidos:

Coroldario !. A medida de associac3o deve ser alguma fungdo

da raz3o de produtos cruzados (ps/qr).

Corolario 2. A medida de assoclia¢3o ndo é influenciada pelos

tamanhos relativos dos totals marginais.

>

Corolario 3. A medida de associacdo deve ser simétrica, 1sto

-,

é, a associacdo entre as variaveis A e D quando presentes €

a mesma que aquela quando ausentes.

' No artigo algumas quantidades sdo examinadas como
. . 2 A

a estatistica Qui-Quadrado (x") e o coeficiente de contingén

cia de Pearson, onde verifica-se que tais medidas ndo satisfa

. , 2
zem o Corolario 1, sendo que, a estatistica x  sofre ainda in

fluéncia do tamanho relativo dos totais marginais.

Outra dificuldade que surge nestes estudos, € a es
timagdo e teste das medidas de associag¢do propostas. Neste
sentido, os procedimentos de Inferéncia Parcial descritos no
capftulo anteri1or sdo oportunos, consliderando que trata-se do
‘problema de eliminagdo de pardmetros indesejdveis ("nutsan

ce").



S

As proximas se¢des, se refecrem a propostas de med 1
das de assocnaqﬁd_entre duas categorias de eventos, por exem
plo, docnga e fator de risco, que aparecem com frequéncia em
textos de Epldomlologia.rCada caso € analisado mediante 0s
critérios do Métodovda‘RedUQSO. N3io podemos deixar de . ressal
tar, que outros procedimentos estat}stlcos-poderlam ser = con
si1derados, como métodos Bayesianos que ndo pertencem ao esco
po da metodologia cldassica de Inferéncia que estamos adotan
do, ou mesmo, recursos assintdticos que ndo utilizam & dis

tribuigdo exata.

V.1. Risco Relativo

O risco relativo foi definido no capitulo II, . ex
pressdo (2), como a razdo das taxas de i1ncidéncia da doenga
para pessoas expostas e ndo expostas a um fator de risco. De
acordo com nossa notagdo e considerando um estudo prospecti
vo: ‘

p‘l
RR =
P2
_ Podemos estabelecer algumas propriedades desta me
dida: : ' '
(1) RR é indeterminada se, e somente se, p, = 0, isto . é,

se a probabilidade de um individuo que n3o apresenta o

fator desenvolver a doenca for nula;



(11) caso contrario, o valor de RR varia entre (0,») supon
do 0 < p1(p2) <= 1, 1sto €, a probabilidade de um indi
viduo que apresenta (ndo aprescnta) o fator desenvolver

a doenga ¢ semprc¢ positiva nd3o nulaj

(111) RR é 1 se, e -somente se, P, = P,» © que ocorre quando
a probabilidade do individio desenvolver a doenga ¢é a
mesma na presenga ou auséncia do fator. Observe, que es
te caso corresponde a hipdtese de homogeneidade no mo

delo Produto de Binomiats;

(iv) na malorié das slituagdes experimentai§ temos interesse
em hipétese$ alternativas (H1) paré as quats P, > P,»
ou seja, onde o risco da doenga para individuos <com o
fator é maior que para aqueles sem o fator. Esta suposi
¢30 é bastante razodavel quando temos evidéncias que con
firmam o fator como sendo de risco para o desenvolvimen

to da doenga. Deste modo, RR > 1.

Jd destacamos, que os estudos prospectivos sdo 0s
dnicos que permitem o calculo direto do RR, devido as popula
¢3es de risco estarem bem definidas (fixadas). Além. disso,
a razdo de produtos cruzados ("odds-ratio") € uma quantida
de que pode ser utilizada em analogia com o risco relativo,
independente do modelo epidemioldgico. Para analise do RR nos

deteremos ao caso prospectivo.

A funcgd3o de verossimilhanga, L(m,n,pl,pz/x,y), para
os dados gerados por estes estudos; esta indicada em (16). Va

mos definir a seguinte reparametrizagdo:



v p1/|)2 RR i P, = LY
¢

!
-

- Py - P

onde U (risco relativo) é o pardmetro de 1nteresse e & é o

parametro "nuisance", adotado por conveniéncia.

Podemos reescrever a expressdo (16) em termos des

tes novos pardmetros:

L(m,n,p1,p2/x,y) = L(man’qu)/x’y)

m n X (m-x) (x+y) (n-y)

(T) (5] v a ™) ot ()

para ] <= Y <o (desde que p, >= p2)
0 < & < 1|

Pode ser verificado facilmente que a transformagdo
proposta para o espago original dos pardmetros do modelo pros
pectivo, é biunivoca. O determinante do jacobiano para esta

transfofmagﬁo ¢ diferente de zero para P, > 0.

ap‘] 8P1
30 5%
det J(p1 P Y,0) = = & # 0; desde que P, > 0
SPZ~ °p,
30 5%

Também, os novos pardmetros s3o identificaveis, pois cada par
(V,?) determina um Unico valor da fungdo de verossimilhanga
em (21). Além disso, sd3o de variagdo independente can |l <= y < =

e 0 < & < 1.



No modelo Produto de Binomiais, parametrizadd por

(p,,pz) o interesse é testar:
HO: p.1 - P, ' X o lebp1 > P,

Através da reparametrizac3o ($,9), as hipdteses -em

teste tomam a seguinte forma:
H: ¢ = 1 X H: ¥ > 1 (& n3o especificado)

E interessante ilustrarmos como os valores de { se

comportam no espaco dos pardmetros (p1,p2).

FKlRA‘VJ. Indicag¢do de valores do parametro y no espago(pwpz)
P2

0

Quanto maior o valor de y, mais evidéncias temos con
tra a hipotese de homogeneidade (¢ = 1), ou seja, quanto maior
a razdo entre as taxas de incidéncia, mais pronunciado & o

efeito do fator de risco no desenvolvimento davdoenga.

Temos interesse em fazer inferéncias apenas sobre o

pardmetro Y. Considerando que o experimento em estudo esta in

dexado por (y,®), o problema € encontrar um modelo reduzido
que seja func3do somente do risco relativo (¢), eliminando-se
o parametro "nuisance" §.

A fatoragdo da fungdo de verossimilhanga em (21) in
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dica que, para cada valor de ¢ > |, a estatistica parctialmen
te suficirente minimal para ¢ sdo os dados (x,t), onde t=x+y.
Portanto, 4 reparametrizag¢do do modelo cm termos de (v,d) nido
¢ apropriada ﬁaya a utilizagdo do Método da Redugdo, pois ndo

e possivel eliminar ¢ atraves do Principio do €ondicionarmento.

Por outro lado, para cada valor de ¢ no 1ntervalo
(0,1),X é estatistica parcialmente suficiente minimal para
mas ndo € parcialmente ancilar para ¢ pots, da expressdo (21)

temos que a distribuigdo marginal de X depende de ¢:
X ~ Bin (m; oY)

Deste modo, também o critério da marginalizagd3o n3o pode ser

aplicado.

Assim, apesar de o risco relativo ser muito 1nforma
tivo ao pesquisador interessado em estudar como o desenvoﬂvi
mento da doenga é afetado pela presenga do fator, a analise
estatistica baseada nesta quantidade n3o pode ser real1zada

com sucesso através dos testes exatos.

V.2. Risco Adicional: P, - P,

Em um estudo prospectivo, a medida (p}—pz) represen
ta a diferenga nas taxas de incidéncia da doenga para os gru
pos exposto e ndo exposto ao fator e é de bastante interesse
para os epidemiologistas. Contudo, para estudos retrospectl
vos, trata-se sxmplesmente'da diferenca entre as proporgdes
de lnd{vfduos que apresentam o fator nos grupos caso e cohtrg
le, o que ndo traz muita informagd3o sobre a etiologia da doen
Ga. A Figura V.2 1lustra a medida representada pelo risco adi

cional.
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FIARA V.2. Indicagdo da medida risco adicional

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

TR
! (p{—pz)

®0 00 00 05 00 00 00 0 esessvessnsssnce

v

0 P, P,

Algumas propriedades desta medida sdo:

¢ linear nos pardmetros, o que facilita calculos de dis

tribui¢des e outros;

varia no intervalo [-1,1];

¢ nula se, ¢ somente se, P, = Py

em geral, temos interesse em hipdteses definidas como
P, > P,> isto é, a ocorréncia da doenga é maior no- gru
po com o fator e, nessas condi¢les, esta medida assume

somente valores positivos em (0,1].

Para analise desta quantidade, vamos definir a se

guinte reparametrizacgdo:

Y
I
©
1
o
©
I
ol
+
o

p, = ¢

onde £ € o pardmetro de interesse e ® o pardmetro "nuisance".

A expressdo (16) pode ser reescrita em termos destes
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NOVOS parametros:

L(m,n,p1,|)2/x,y) - L{m,n,&,0/x,y)

: (';‘J(;‘J (£:0)% (l-g-cb)(””') o (1.0 Y) (22)

para 0 <= £ <=1 (desde que P, >= pz)

Pode ser verificado que a transformagdo proposta no
espaco dos pardmetros € biunivoca. O determinante do jacobia
no é diferente de zero para todo valor de (p1,p2). Além dis

so, (£,9) é identificavel e de variacdo .independente.

Através desta reparametrizagdo, a hipdtese em teste

(H : P,=P, X H1: P, > pz) toma a seguinte forma:

Hy: & =0 X H: & >0 (& nd3o especificado)

A figura a seguir, mostra como os valores de & se

comportam no espago dos parémetros (p1,p2).

IﬂGUW\V;B.lndicagﬁo de valores do parametro & no espago(pwpz)

P,

Note, que quanto menor o coeficiente angular da re

ta & = k (p1 = k+p2) maior € a relagdo entre a exposigdo ao
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fator ¢ a chance de desenvolver a doenga. Deste modo, em  ter

mos dos novos pardmetros (£,0), temos intercssce em realizar

inferéneras apenas sobre E.

Como pode ser verificado na expressdo da L(E,9), pa
ra cada valor fixado de £ > 0, a estatistica’ parcialmente sufi
crente mintmal para ¢ sd3o os dados (x3;y) e, portanto, ndo hd co
mo climinar & da fungdo de verossimilhanga. Nio existe umiesﬁg
tistica, fun¢cd3o dos dados, suficiente para ¢, o que nos impede
de obter os termos da L(£,9) que dependem apenas de £, derivados

da distribuigcdo condicional dos dados nesta estatistica.

Além disso, ndo é possivel obter uma estatistica ao
me smo témpo parc1almente.suf1ciente para & e parcialmente an
cilar para ¢, no sentido do Principio da Marginalizagio. Ob
serve, que para cada valor de 0 < ¢ < 1, X é estatistica par
cialmente suficiente minimal para §, mas n3o ¢ parciralmentean
cilar bara ®; a distribuigdo marginal de X depende de ¢:

X ~ Bin(m; £+9)

Assim, também para a reparametrizagd3o proposta o mé
todo condicional de Fisher, isto €, o critério da marginaliza
¢do, ndo pode ser aplicado. Portanto, apesar de o risco adi
ciondl (p1 - pz) ser de importdncia nos estudos prospectivos,
a analise estatistica baseada na metodologia em questdo ndo é

apropriada.

Neste caso, em particular, € comum a utilizagdo de
um método alternativo baseado na distribuicio assintotica da

estimativa de maxima verossimilhanga de (p1 - pz).

De acordo com o modelo Produto de Binomiais ja des
crito para os dados gerados de um estudo prospectivo (ou mes

mo retrospectivo), temos que:



X ~ Bnn(m;p1) e Y ~ Bln(n;pz)

Sejam 51 c ﬁz as estimativas de mdxima verossimi lhanga
nao condicional dos pardmetros P, € P,,- respectivamente. Entdo:

p, = x/m : e p, = y/n

onde x ¢ y 530 os valores amostrals observados na realizagdo

do exper imento.

Pode ser mostrado que a distribuigdo - assintdtica

dos cstimadores ﬁ1 e 52 é Normal. Assim,

p

;" N(p1 ; p1(l—p1)/m) e ﬁz ~ N(p2 ; pz(l—pz)/n)

A estimativa de mdxima verossimllhanga de £ = P,-P,

¢ dada por:

com a seguinte distribuigdo assintotica:
& ~ N(pl—p2 ; p1(l—p1)/m + p2(l-p2)/n)

Desta forma, um teste de HO: E = 0 x H1:_E > 0 pode
ser construido a partir da distribui¢do Normal Padrdo; 1sto

¢, da estatistica z definida, sob HD’ como :

z = § - E(§) ~ N(0;1)

~

dp(8)

onde E(.) e Jb(.) sdo, respectivamente, a esperanga e a estl
mativa do desvio padrdo de-£. Sob HO, a estimativa da varian
cira de £ é: .
V(E) = pC1-p) (1/m + 1/n)

p = (m;S1 + nﬁz)/(m + n)

A utilizagdo deste procedimento assintético apresen

ta vantagens estatisticas, pols a obtengdo da distribuigdoexa
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ta para o pardmetro § - P,-P, ndo foi possivel através da me

todologia em questdo. Além disso a estimativa € = ﬁ1—ﬁ2 defi
ne uma combina¢do linear de varidveis aleatdrias Normats 0
que facilita o cdlculo de distribuigdes de probabilidades. Con

tudo, deve ser chaymda a ateng¢do para o fato do‘quc a expres
sdo dada acima para V(£) é obtida sob a hipdtese H, e, portan
to, ndo ¢ Util para a construgdio de intervalos de <confianga;
neste caso, deve ser utilizada as estimativas das varidncias

A

parcials de ﬁ1 e p,-

V.3. Risco Adicional Relativo: (p]-pz)/(l—pz)

Como nos casos apresentados anteriormente, existem
situagdes em que o pesquisador ao realizar um estudo .prospeg
tivo, se propde a investigar se a diferenca entmzas;robabHidg
des do individuo desenvolver a doenga quando o fator de risco es
td presente e ausente (p1-p2), tem a mesma ordem se corparada
com a probabilidade do individuo nd3o desenvolver a doenga quan
do o fator de risco esta ausente (l-pz). Esta quantidade é de

nominada risco adicional relativo e esta 1lustrada na Figura V.4,

FIGURA V.4. Indicagdo da medida risco adicional relativo

(p1—p2) / (I—pz)

h
1
I (1-p,)
ettt esanans cesemessacnanens 2
0 p‘I p2
Vamos analisar o que acontece no modelo quando es

colhemos a seguinte reparametri1zagdos:



n (p-p )/ (1-p ) N P v o(iom)
o - p p, = ¢

2 2
ondec ¢ o pardmetro de interessc e & o pardmetro "nuisance".

Pode ser verificado que a transformacdo proposta ¢

biunivoca, pors o determinante do jacobiano é diferente de ze

ro para p, < I, restri¢do esta, que elimina o ponto de 1ndé
terminacdo do pardmetro m. Além disso, 0 <= 7 <= 1 (desde que
P, >= p2) e 0 <= ¢ < 1 e, portanto, sdo de variagdo indepen

dente no espago (m,d).

Assim, cada par (m,d) determina um Unico valor da
fungdo de verossimilhanga, que pode ser escrita como:

L(m,n,p},pz/x,y) = L(m,n,m,®/x,y)

_ (m) (;j (red-10) X [(1-1)(1-0) 1% oY (1_g) (N-Y)

X
(23)
para 0 <= 1 < | e 0 < ¢ < 1

Neste caso, a hipdtese H,: p,=p, x H

. PPy pode

ser escrita em termos de (m,®):
Hy: m=0 x Ho: m >0 ( & n3o especificado)
A Figura V.5 mostra como os valores de 7m se distr1

buem no espago dos pardmetros (pl,pz).

FIGURA V.5. Indicacdo de valores do pararetro m no espago (p_,p.)
1772




O proximo passo ¢ observar como ocorre a faforacgdo
da fun¢do de verossimilhanga. A expressdo da L(m,®) indica que
para cada valor fixado de m > 0; a estatistica parciralmente
suficiente minimal para ¢ é (x,y) e, portanto, nio temos como

climinar o pardmetro ¢ através do critério condicional.

Por outro lado, para cada valor fixado de ¢ sobre o
intervalo (0,1), X é estatistica parcialmente suficiente mint
mal para m, mas nd3o é parcialmente ancilar para ¢. A distribui
¢do marginal de X depende de &:

X ~ Bin(m; m+d-1d)

Novamente, também a reparametrizagdo (m,®) nd3o per

mite a realizagdo de 1nferéncia parcial sobre 1.

Note, que a quantidade 71 = (p1—p2)/(l-p2) ndo tem
nenhuma importéncia clinica relevante quando se trata de um
estudo retrospectivo, pois P, € p,» neste caso, ndo definem
taxas de incidéncia da doenga, mas simplesmente, proporgdes

da presenga do fator nos doirs grupos, com a doenga e controle.
V.4. Razdo de Produtos Cruzados ("odds-ratio")

A razdo de produtos cruzados é uva medida de associagdo
bastante discutida por varios autores. Atualmente, sua aplicagdo
na analise de tabelas de contingéncia tem sido requerida nfo ape
nas pelos estatisticos, mas pelos prdprios epidemiologistas, que a
reconhecem como efetiva na comparagdo dos riscos de désenvolvir}fﬂ

to da doenga nas populagdes exposta e ndo exposta ao fator.

Como foi visto em capitulos anteriores, além de ocorrer
em anavlogia com o risco relativo, a razdo de produtos cruzados tem
ainda a vantagem de parametrizar o modelo condicional (15), utili
zado na reallzagéo de inferéncias em procedimentos de teste, inde

pendente da distribuigdo de probabilidade proposta para os dados.



No prossecguimento, os resultadgos obtidos no capitu
lo 11l sobre a redugdo de modelos completos a termos condicio
natrs, sdo novumen}e colocados, concluindo o problema de encon
trar uma medida que permita uma fatoragdo apropriada da fun

¢do de verossimilhanga.

Inicralmente, considerando um estudo transversal,
vamos definir a scguinte reparametrizag¢do no espaco (p,q,r),
a qual conduz a uma fatoragdo bastante i1nteressante da fungdo

de verossimilhanga:

o . _plr b - VRS ®
q/s )
J p = —3— 4 q =9 (1-9)
g+s
d = p+r ' r = (-v) ¢
' : T - 9 + oY
\ \

onde, O € o pardmetro de interesse, a razdo de produtos cruza

dos e (Y,9) s3o os par@metros "nuisance".

N3o é dificil constatar que a condigdo de bijegdo
entre os espacos (p,q,r) e (0,y,9) esta satisfeita. Ainda, o
novo espago paramétrico € tal, que © >0, 0 < ¢, ¢ < | e, nes

te caso, temos que O, Yy e ¢ sdo de variagdo independente.

Algumas propriedddes de 0 ja foram destacadas no ca

pitulo 1:

(1) 0 é sempre positivo. Somente € nulo se p = 0. E indeter
minado para r = 0 ou s = 0 ou q = 03

(11) © = 1 se, e somente se, p/r = q/s, o que equivale a



p/{pir) = q/(qrs), ou scja o risco de desenvolver a doen
¢a ¢ o mesmo nos dois grupos, exposto ¢ ndo cxposto ao

fator;

(iii) Em geral, existe razdo para assumir p/(p+r) > q/(qis) is
to ¢, o risco da doenca ¢ maior no grupo exposto ao -fa
tor. Portanto, adotamos hipoteses alternativas (H1) de

finidas como © > 1.

Desta forma, quando o pesquisador tem interesse em
estudar se o fator é de risco para a doenca, o que equivale,
neste caso, ao teste de independéncia, as hipoteses podem ser

escritas em termos de (0,9,9) como:

HO: 0 = 1 X H1: 0 > 1 (Y e ® ndo especificados)

Neste sentido, nosso objetivo é encontrar um modelo
reduzido que dependa apenas de © e, portanto, que elimine ¥
e 0.

A expressdo (17) da fun¢do de verossimilhanga -para
os dados de um estudo transversal, pode ser reescrita em ter

mos destes novos pardmetros, além do que, recordando que y=t-x:

L(N,p,q,r/x,y,m) = L(N,p,q,r/x,m,t) = L(N,0,¢,d/x,m,t) =

t -m ’ N
N! ) o [Cr-9)(1-9)] (24)
x! (t-x)! (m-x)! (n-tex)! 1-p || 1-9 '

- ox
(1-ps0p)™

0 >= 1 (desde que p/(p+r) >= q/(q+s)
0 < ¥,o < 1

A fatoragdo obtida para L(0,¢,9) indica que para ca
da valor fixado de © >= |, (m,t) é estatistica conjuntamente

suficiente para o subpardmetro ({,9). Conclue-se, que a dis
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tribui¢do de X condicionada nas marginais (m,t) depende apenas
de 0.

Vamo's analisar este resultado com mais detalhe.,

Po
demos estabelecer a seguinte fatoragdo da distribui¢do conjun
ta (x,m,t): '

P(x,m, t/N,0,¥,0) - P(m,t/N,0,p,d) P(x/N,m,t,0,¢,0)

J
\Y%

P(m,t/N,0,¥,0) P(x/N,m,t,0)

(23)

A segunda igualdade decorre da propriedade de sufi
ciéncia da estatistica (m,t). Em particular, trata-se de esti
tistica especificamente suficiente para (y,®). Por outro la
do:

P(m,t/N,0,¥,¢) = % P(x,m,t/N,0,{,9)

X .
(Y [ Yo " tewo-e™ ] m n) o
WL -v -0 (1-p+0p)™ VRIS T U
) (Nj 0 oy v e BINE
" (-pe0p)™ u=k VYA
| v 1} v ' 1
= P(m/®) P(t/N,m,¥,0) (24)
Em resumo, podenmé considerar a seguinte fatofagéd
da distribuigdo Multinomial: '

P(x,m, t/N,0,¥,0) =

P(m/N,%) P(t/N,m,0,¥) P(x/N,m,t,0)

Observe, que a marginal m é parcialmente suficiente
para ® e parcialmente ancilar para (0,y). Assim, a estatisti
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ca m define un corte de Barndorff-Nielsen para o modelo em
termos do pardmetro ¢, Se descjasscmos fazer inferéncias ape
nas sobre este pardmetro, poderiamos usar somente o modelo par
cial P(m/N,®), sem ocorrer perda de informac¢do ao abandonar
mos os demais termos, isto é, as cstimativas bascadas na ve

rossimilhanga marginal seriam eficientes.

Contudo, nosso jnfercséo esta em obter informagdo
apenas sobre 0. Foi possivel defivar o modelo reduzido -
P(x/N,m,t,0) que depende somente deste pardmetro. Neste senti
do, no capitulo IIl -a mesma redugdo foi obtida, porém, a par

tir do modelo Produto de Binomiais, ou seja:
P(x,y/N,m,p_,p,) = P(x,t/N,m,0,y) = P(t/N,m,0,¥) P(x/N,m,t,0)

onde verificamos ainda, que o modelo condicional P(x/N,m,t,0)
representa a distribuigdo Hipergeométrica Generalizada (expres

sdo 15).

Deste modo, surge a seguinte quesféo: podemos fazer
inferéncia objetiva sobre O utilizando apenas o modelo -
P(x/N,m,t,0)? ou, equivalentemente, podemos questionar: quan
do o modelo reduzido P(t/N,m,0,¥) embora dependendo de O pode
ser considerado como ndo informativo com respeito a © e, assim,

ser eliminado da analise?

A questdo que se coloca diz respeito a ancilaridade
das marginais (m,t) em relacdo ao pardmetro 0. A expressdo (23) mos
tra que a estatistica (m,t) n3o define um corte de Barndorff-
-Nielsen para o modelo e, além disso, (0,¥,%) sdo de variacgdo
independente e complementar e, portanto, ndo podemos introdu
zir o conceito de ancilaridade fraca proposto por Andersen
(1967). Contudo, esta condigdo satisfaz em parte a definigdo
de G-ancilaridade apresentada por Godambe (1980), resta sa

ber se para © fixado a familia de distribui¢3es marginais
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{ Pm,t/N,0,y,0), 0 < ¥,d < |} ¢ completa. -
Portanto, € neccssdrio mostrar que sce:
E[f(m,t)] - O > f(m,t) = 0 para todo (m,t)

onde f denota uma fungdo qualquer diferente da fung¢do nula.

Utilizando a propriedade de completividade da dis
tribui¢do Binomial, ndo é dificil verificar que esta familia
de distribuigdes marginais € completa. No Apéndice 1 apresen

tamos a demonstra¢50 deste resultado.

A i1mporténcia destas conclusdes reside no fato de
que a propriedade de G-ancilaridade das marginats (m,t) para
o pardmetro razdo de produtos cruzados (0), confere validade
para obtengdo de inferéncias parciais sobre 0 a partir do mo
delo condicional P(x/N,m,t,0). Desta forma, caracteriza-se um
das vantagens, sob o ponto de v1stafegtatfst1co, que a quanti
dade razdo de produtos cruzados oferece como medida de associa
¢d3o em uma tabela de contingéncia 2x2. Ainda mais, este € o

suporte logico utilizado para validar o Teste Exato de Fisher.

’ Salientamos, entretanto, que como mencionado no ca
pitulo anterior, a condigd3o de G-ancilaridade n3o garante a
propriedade de eficiéncia dos estimadores obtidos a partir do

modelo reduzido.



CAPITULO VI

METODOS EXATO E ASSINTOTICO PARA ANALISE
DE" TABELAS DE CONTINGENCIA 2x2

Ja enfatizamos que nos estudos prospectivos, retros
pectivos e transversats, envolvendo a presenga .ou ausén
cia da doenga e fator de risco, os dados obtldoé por amostra
gem podem ser apresentados em wuma tabela de contingéncia
2x2.

Como fol visto em capitulos anteriores, na inves
tigagdo de uma proposta de medida de associagdo em tabelas
deste tipo, a quantidade razdo de produtos cruzados (0) se

destaca por sua adequagdo estatistica e clinica.

Independente da si1tuagdo experimental utilizada,
inferéncias sobre o pardmetro © podem ser baseadas na dis
tribuig3o condicional (expressdo 15), definida como Hiper

geométrica Generalizada.



A obten¢do do modelo condicional como fungdo apenas
do pardmetro ©, ¢é garantida pela aplicagdo do Método da Redu
¢do juntamente com o'concexto.de G-anci1laridade de Godambe
(1980). Contudo, como ja salientamos, os estimadores obtidos

a partir desta distribuigd3o ndo sdo eficientes, ou seja, a v

= |

ridncia assintotica destes estimadores ndo atinge o limite m

nimo de Cramér-Rao. Devido a 1sto, muitos estudos tém sido

e)

dicados na busca de estimativas mats precisas. Ainda, para
estes casos, Andersen (1970) apresenta uma fdrmula de como
calcular a varidncia assintotica de estimadores que nd3o atin

gem o limite minimo -de Cramér-Rao.

Além disso, uma dificuldade que se apresenta é que
os momentos da dlétribu1g50 Hipergeométrica Generalizada envol
vem razdes de polinbmios em @, o que torna inconveniente o uso
de expressdes exatas. Assim, expressdes aproximadas s3o neces
sdrias, as quails sdo derivadas das propriedades assintéticas
desta distribuigdo. Harkness (1965), analisa propriedades da
distribuigdo HJpefgeométrica Generalizada como o0s momentos,
critérios de estimagdo de O e distribuigdes limites, Poissony
Binomial e Normal. Cornfield (1956) e Hannan e Harkness (1963),
apresentam uma demonstragdo detalhada da convergéncia para a

Normal{

Mediante estas colocagdes, o problema da tdo polémi
ca analise de tabelas de contingéncia 2x2 baseada em marginais
fixadas, se restringe a estimagdo do pardmetro O a partir do
modelo condicional (15). Muitas propostas sdo apresentadas por
varios autores, indicando estimativas pontuals ou por interva
los, expressdes exatas empregando métodos numéricos ou expres
s3es aproximadas. Outros, consideram métodos ndo condicionais
Em qualquer caso, a preocupagdo. € obter estimativas mais pre

cisas. Passamos, portanto, a revisar algumas destas propostas.



Vi.l. Teste Exato de Fisher

O Teste Exato de Fisher é um tratamento classico em
Estatistica, voltado aos testes de hipdteses wunilaterals na
analise de tabelas de coﬁtingéncna 2x2. De um modo geral, por
ser um teste condicional, é utilizado tanto para estudos ‘de

independéncia como de homogeneidade.
Podemos esquematizar a seguinte tabela:

TABELA VI.l. Indica¢do das frequéncias amostrais de acordo com

a presenga ou auséncia das caracteristicas A e D.

, VARIAVEL D D ; D TOTAL
VARIAVEL A ’
A ‘ X m- X m
A' y ' n-y n
TOTAL . t N-t N

Observe que a tabela acima pode ser gerada conside
rando.um experlmehto Multinomial (onde N é o lnito total fi
x0), bem como, um experimento descrito pelo produto de duas
Binomiais (onde m e n sd3o os totails leOS).lNO capitulo III,
mostramos que estes dois modelos podem ser reduzidos a mesma
distribuigdo, a Hipergeométrica Generalizada, usando o argu

mento de que as marginais (m,t) sd3o "ndo informativas".

O objetivo é testar:

H,: Pr(D/A) = Pr(D/A') x H : Pr(D/A) > Pr(D/A")

0 que corresponde a testar:



o 1 ;

No capitulo Il, indicamos a equivaléncia entre as
hipoteses acima definidas. o

Deste modo, a probabilidade, sob H,, de se obter a
tabela descrita é dada pela distribuigdo Hipergeométrica, is

to ¢:

P(x/N,m,t,0=1) =

onde: max(0,t-n) < x < min{m,t)
n = N - m
y = t - x

. Neste sentido, a ‘caracteristica basica do Teste Exa
to de Fisher é a utilizag§6 de um modelo de probabilidade con
dicional, cuja validade esta suportada pela teoria de Inferén
cia Parcial mencionada nos capitulos anteriores. Por isso, o
teste é o mesmo qualquer que seja o delineamento ekperimentah

Binomial ou Multinomial.

Por outro lado, quahto ao critério de decisdo adota
do, este decorre da determinag¢do da probabilidade exata (con
dicionada nas marginais) de obtencdo de cada uma das possiveis
tabelas de frequéncias que favoreceriam a rejeicgdo de Ho com

mais énfase do que aquele obtido experimentalmente.

Assim, o nivel descritivo (ag) deste teste, conside
rando H0 verdadeira e os totais marginais (m,t) fixos, é a so
ma das probabilidades de ocorréncias ainda mais extremas, fa

voraveis a H1’ do que os dados originais, ou seja:
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‘ m’ n
min(m,t) u t-u

a = )
0 u=x N
t

Se esta soma.for maior que um nivel de significin

cia (a) pre-especificado, os dados estardo fornecendo evidén
cias de que Hj ¢ verdadeira e, portanto, ndo sera possivel re
jertar H_.
J 0]

Se a soma for menor (ou i1gual) a o, a hipotese H

0
sera rejeitada.

Entretanto, na pratica a aplicagdo da prova de Fi
sher é restrita a-amostras pequenas, do contrario, mesmo com
a utilizagdo de computadores é dificil a obtengd3o de calculos
precisos devido a problemas de aproximagdo. No caso de.grandes
amostras e considerando um esquema Multinominal, um recurso é

o Teste Qui-Quadrado (Xz), baseado na estatistica

2
2 2 (0 . - )
X2 _ 5 1] 1]
1=1 j=1 E .
1]
onde Olj :'fyeqﬂéncxa observada na casela 1]
Elj = frequéncia esperada, sob HO, na casela L)
Os valores X2 tém distribuig¢do assintdotica Qui-Qua
drado com | grau de liberdade. Como ja foi enfatizado, Edwards

(1963) ndo aconselha a utilizagdo deste teste para tabelas

2%2.,

No caso de grandes amostras e considerando um esque
ma de duas variaveis Binomiais independentes, um recurso assin
tédtico é o teste para comparagido entre proporgdes descrito na

secdo V.2.



VI.2. Intervalos de Confianca para o Parametro 0

VI.2.1. Intervalos de Confianca Exatos Bascados no Modelo Condicional

Considerando que o modelo condicional P(x/N,m,t,0)
depende somente de @, o pardmetro que desejamos ostimar,.CorQ
ficld (1956) ¢ independentemente Fisher (1962), apresentam li
mites de confianca cxatos para O utilizando o método padrao

para familias de distribui¢des uniparamétricas.

Para uma probabilidade bfcaudal pré especificada a,

seja 62 a solugdo para © da equagdo:

X

e 61 a solugd@o para 0O de:

n o~ —
il

(26)

P
c
[ e B
x
TN
c 3
N——
Vo
~t
45
c
N
(O]
[
N

onde

k = max (0,t-n)

tl

min (m,t)
Entdo:

Pr(@1 <= 0O <= @2) = 1 - «a

Fste resultado esta naturalmente relacionado com o
Teste Exato de Fisher. O teste rejeitara a hipdtese de nulida

de para um dado conjunto de observa¢des quando, e somente quan
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do, os limites de confianga para o mesmo conjunto de observa
¢3¢s ndo incluirem a unidade; ambos adotando o mesmo nivel de

conliancga.

A difijculdade que se apresenta é que estas equacdes
ndo podem ser resolvidas eXplicitamente pois envolvem razdes
de polindmios em © e, portanto, o uso de técnicas iterativas
se [az necessario. Thomas_(f97l)'apresenta um programa compu
tacional para obtengdo dos limites de confianga exatos atra
vés de um método numérico. Existem atualmente,muitos "sof twares"
que podem ser utilizados na resolugdo de equagdes ndo linea

res deste tipo, citamos por exemplo, o SAS, SOC (EMBRAPA)

.

VI.2.2. Intervalos de Confianca Assintoticos Baseados'no,Modg

lo Condicional

Como a obtengdo de expressdes exatas envolve dificul
dades analiticas s3o propostas aproximac¢des assintoticas para
a distribuic3o condicional P(x/N,m,t,0) que utilizam calculos

mais simples.

VI.2.2.1. Método proposto por Cornfield (1956)

Para evitar o problema de obtengdo de expressdes exa

tas para os momentos da distribui¢do Hipergeométrica Generali

zada, o autor, se utiliza da distribuic3o assintdotica da ra
zdo:

P(x)

P(X)

onde X é a moda da distribuicdo Hipergeométrica Generalizada

e € definida pela desigualdade:



X (h-11%) _ 0 _ (X+1) (n-ti%+1)
(=-%41) (t-%+1) _ (m-%) (t-%)

Para amostras grandes ¢ suficiente c¢screver:

¥ (n-t+%) | 0 ' (2})
(m-%) (t-%) '

E possivel concluir que a distribui¢do limitante de

P(x/N,m,t,0) ¢é Normal com média X e varidncia:

i _
[1/% + 1/(m=%) + 1/(t-%) « 1/(n-t+%)]

Deste modo, seja %2 a maior raiz real positiva da
seguinte equac¢do quartica em X:

(%-x-1/2)7 [1/% + 1/(m-%) + 1/(t-%) + 1/ (n-1+3)] = X

e, §1 a menor raiz real positiva de:

(%-x+1/2)% LU/ « 1/ (m-%) + 1/(t-%) + 1/ (n-1+0)] = X2
onde X; é o ponto a—bercentual superior da distribuigdo Qui

-Quadrado com 1 grau de liberdade;

.

X e a observacdo amostral da casela convencionalmente

adotada.

Temos o seguinte limite assintdtico:

Desde que O é uma fung3o monotdnica de X, podemos

derivar do resultado acima, o correspondente limite assintdti
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co para o pardmetro razio de produtos cruzados:

D a - -
lr(O] <. 0 < 4@2) S o

onde 0. e 0. sJo calculados através da substitui¢do de % e & em (27),
: 1 2 A 2

respectivamente. No Apéndice 4, chamamos a aten¢d3o para algu

mas restrigdes que devem ser estabelecidas para que a expres

sdo (27) defina uma relag¢d3o monotdnica crescente entre 0 e X.

Vi.2.2.2. Mctodo proposto por Cox (1958)

Neste caso, o autor aborda o problema de estimagdo
por intervalo do pardmetro razdo de produtos cruzados adotan
do um modelo logistico para a probabi.lidade de sucesso em uma
sequéncia mutuamente independente de varidveis aleatérias bi

narias.

Para nossa finalidade, vamos compor simplesmente os
resultados que conduzem diretamente a obtengdo das estimati

vas por intervalo assintoticas do pardmetro de interesse.

O modelo condicional P(x/N,m,t,0) pode ser escrito

em termos de X = In O, o logaritmo neperiano do pardmetro ra

zd30 de produtos cruzados. Assim:

P(x/N,m,t,\) =

N-m k max (0,t-n)

1

onde n

I

min (m,t)

<
I

—
i
~
i

Deste modo, P(x/N,m;t,A=0) é da forma Hipergeométri
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Vamos .denotar o j-¢simo cumulante da distribuigdo
condicional de X por K ' (X). A funcdo geratriz dos cumulan
tes ¢ dada por:’

K(w;A)  log E (%)

No Apéndice 2, estabelecemos o seguinte resultado:
K(ws;Xx) = K(w+x ;3 0) - K(Xx ; 0)

Isto significa, que os cumulantes da distribuigdo Hipergeomé
trica Generalizada, ou seja, do modelo P(x/N,m,t,\) para valo
res gerais de XA, sdo obtidos a partir da fungdo geratriz dos
cumulantes da distribui¢3o Hipergeométrica, P(x/N,m,t,A=0)

avaliada nos pontos (w+X) e A.

Desta forma, uma expansdo em série para os cumulan

tes da distribuic3o condicional de X é dada por:

KD s ) = B N, ed) = K, o« VK L (28)

K2 (w5 D) = v GdNm ) = K, e A K e o (29)

onde Kj - é o j-ésimo cumulante da distribuigd3o Hipergeométri
ca.

Considere a notagdo da Tabela 7 e suponha o séguiﬁ
te experimento: de uma populag3o de tamanho N, constituida de
m individuos com a caracteristica A e n individuos com a = ca
racteristica A', foi extraida aleatoriamente e sem reposigdo
uma amostra de tamanho t. Seja x o numero de individuos na
amostra com a caracteristica A. Esta situa¢do é adequada para

descrever o procedimento de fixar marginais aleatdrias, t no
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modelo Brnomial ou (m,t) no modelo Multinomial. Ainda -mais,
caracteriza clarumente o modelo Hipergeométrico para a distri

buir¢do dc¢ probabilidades de X. Assim:

1i

K =L (x/N,m,t,A=0)

: t (‘m/N)

~
f

n

V. (x/N,m, t,x=0) t (m/N) (n/N) [(N-t)/(N-1)]

Segue da normalidade assintdtica da distribuigdo Hi
pergeométrica e dos resultados indicados em (28) e (29) que a
distribuigdo da variavel (X/N;m,t,k) converge para a Normal,
respectivamente, com média e varidncia dadas por:

(K, + A K,)) e K,
Portanto, com um valor observado x, um Iimite de

confianga a (100 - a)% para a verdadeira média, com base na

aproxima¢do Normal e usando corre¢d3o de continuidade, é obti

do por:
1/2
X * z K + 1/2
(x & 2, (K) /2)
onde, o sinal positivo (+) estd associado com o limite supe
rior ‘e o sinal negativo (-) com o limite inferior do interva

lo. Desde que, a verdadeira média da d15tr1bu1g$ocm (Xﬂhm,nx)
€ aproximadamente (K1 + A K2) segue o limite corresbondentepg
ra A e, consequentemente, para O, a razdo de produtos cruza
dos (0 = exp A). ' |

‘ Enfatizamos, que Birch (1964) com base nestes resul
tados propde a seguinte aproximagdo para o estimador do pard

metro A, quando X é pequeno (isto €, sob a hipdtese Hy A=0):



Desta forma, sob HO’

~ N(@O; 1)

(x - K )2 i .
1 2
- ~ .' X‘l

Assim, Birch (1964) estabelece o seguinte teste da
hipdtese Hy: A = 0 X H : X > 0. Usando corregdo de conti
nuidade a hipdtese H, é rejeitada em favor da hipdtese H se,

.

€ somente se:

2 2
(!x—K1I - 1/2)° K, >= X3
onde X; é o ponto o percentual superior da distribuigdo
Qui-Quadrado com 1 grau de liberdade.

VI.2.3. Intervalos de Confianga Assintoticos Baseados em Mode

los ndo Condicionais

Esta segdo tem por finalidade apresentar duas ‘outras
propostas de obtengdo de intervalos de confianga para o para
metro O sem, contudo, empregar o modelo reduzido P(x/N,m,t,0).
Em sintese, tais métodos se utilizam das propriedades assintd
ticas dos estimadores de maxima verossimilhanga ndo condicié

nais.

Do nosso ponto de vista e, levando em consideragdo

~ . ’ . X
toda a argumentagdo desenvolvida nos capltulos anteriores,ques
tionamos, ndo somente a vantagem real de aplicagdo destes pro

cedimentos na analise de tabelas de contingéncia 2x2, mas,
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principalmente, sc é possivel estabelecer pontos de compara
¢do entre os limites obtidés a partir de métodos condicionals

¢ ndo condicionatrs.

Realmente, ¢ bastante frequente encontrarmos na i
teratura Estatistica alternativas deste tipo, principalmente,
quando o espago param€trico envolve muitos parimetros e estamos

interessados apenas em uma uUnica fung3o deles. Este é o caso:

— nos estudos prospectivos ou‘retrospéctxvos, (p1,p2) pardame
tros do modelo Produto de Binomiais, definem o espago
paramétrico e désejamos realizar 1nferénciras apenas sobre
@:p1(l—p2)/p2(l—p1). E§ta ndo é uma transforma¢d3o biunivoca.

Como estd definido o pardmetro "nuisance"?

— ou ainda, nos estudos transversals, (p,q,r) pardmetros do
modelo Multinomial, definem o espago paramétrico e deseja
mo s Eeallzar inferéncias apenas sobre © = ps/qr. Esta tam
bém n3o ¢ uma transformacdo biuanoqa. Como estdo definidos

0os pardmetros "nuisance"?

Neste sentido, ao se abordar o problema fazendo uso
das propriedades assintdticas dos estimadores de maxima veros

sitmilhan¢a ndo condicionais:
0 = pl(l—ﬁz)/ﬁ2(|¥ﬁ1) no caso do modelo Produto de Binomiais
ou 6 = ps/gt no caso Multinomial,

ndo se esta controlando qualquer tipo de "rela¢do" que possa
estar ligando o parametro © ao(s) pardmetro(s) "nuisance". To
da transforma¢3o introduzida no espago paramétrico original
deve ser analisada em detalhe, identificando quais sdo e como

estdo definidos os novos parametros.



V1.2.3.1. Método proposto por Gart (1962) o

O autor_ deriva limites de confianga para o pardame

tro © considerando tamanhos amostrais grandes e pequenos.

Para grandes amostras o método se apresenta- como
uma modificagd3o da estatistica Qui-Quadrado comumente. utiliza
da em tabelas 2x2:

~ . 2
(p, - b, - (p, - p,)] o

(p1 q1)/m + (p2 q2)/n
onde Xf € a distribuig¢do Qui-Quadrado com | grau de liberdade;

P, € P, sdo os pardmetros Binomiais correspondentes = as

duas populagdes em estudo;

p., e ﬁ2 sdo as estimativas de maxima verossimilhanga ndo

condicionais dos pardmetros P, € P,

(1 - p1) e q, = (1 - pz)i

fa]
1t

O autor propde uma modificagdo desta expressdo defi

nindo a seguinte variavel:

Assim, nd3o é dificil verificar que o valor esperado da varia

vel z é nulo, isto é:
E (z) =0 para todo O

Ainda, z / (V(z))'"? tem uma distribuig¢do assintdotica Normal

Padr3o, isto é:



~  N(0,1)
\7(7.)?/2
¢ portantos
22 N 2
X1

V(z)

onde a varidncia assintotica de z é:

P, 4 P, q
V(z) = ———2———2—(p1+9q1)2 + ~—l—~l—(0p2+q2 +

n m : mn

2 P9 P9
) (1-

0)?

Pode ser estabelecido o seguinte limite de cohfiaﬂ

¢a com corre¢do de continuidade:
[z + 1/2 (1/m + 1/n)1% = X; V(z) o €30)

2 . . : o .
onde, Xa e o ponto a-percentual superior da distribuigdo Qui

Quadrado com | grau de liberdade;

V(z) é a estimativa de V(z), obtida através da substituigdo

dos pardmetros p, e p, Ppor suas estimativas.

Os sinais positivos e negativos estdo associados
com os limites superior e inferior do intervalo, respectiva

mente.

A equagdo (30) é quadratica em O e suas duas raizes
sdo os limites de um intervalo aproximado para o pardmetro ra
zdo de produtos cruzados com coeficiente de confianga igual a
(100 - a)%.

Para tabelas em que:



x(t - x) [

m + N

as scguintes expressdes aproximadas s30 derivadas para o |imy

——

te inferior (01) e superior (62), respectivamente:

R o0y 2 1 1 | A I 1yq1/2
O GG ) (Xa " 20§ ) - Xa [(HFl)ﬁ a " -1)p.g. “mn T B + H?]
0 - 12 1 272
1
2 ~ A A
t-x, Lp/am + 4 /pn]
A N | 1 A I 1,41/2
O UG+ O ) X besa " s et P W
0 - 172 1 22
2
2 ~ A A
P-xg (B/am + & /pn)
onde:

- Ay 2 2 (A ga N
A= 1/6 [(1-0)° + X3 (p1/q1 - qz/pz) ]

B = (g, /n+ p /m) [/ (p & B, q,)

Quando:

x(t - x) 5

m + n

as seguintes formulas mais simples podem ser usadas:

G):C:)[ltxa("l . L y1/2

(O]
i
(O}

A
I+

Xé(l/x +rl/(m-x) v 1/ (t-x) + 1/(n-t+x))17?]



ondce:

0 ¢ o limite tnferior do intervalo e corresponde ao  sinal

(-) da equagdo;

0, ¢ o limite superior do intervalo e corresponde ao sinal

(+) da equagdo.

No caso de pequenas amostras o autor modifica os Ili
mites de confianca exatos para o pardmetro O, expressdeés (25)
e (26), propondo uma distribuigdo Hipergeométrica Generaliza
da com coeficientes O, 1sto €, dividindo o numerador e denomi'

nador de (25) por exemplo, por:

N

t
A seguir, o método esta baseado em uma aproximag¢do
Binomial para a distribuigdo Hipergeométrica e, corresponden
temente, a soma de Binomiais é expressa em termos da funcgdo

Beta 1ncompleta. Finalmente, é feito uso do relacionamento en

tre esta e a distribuigdo F.

E possivel estabelecer o seguinte limite de confian
ga para 0 a (100 - a)%, que tem se apresentado como uma boa

aproximagdo (Gart, 1962), para tabelas em que:

x (t-x)

Tm + n

(2n - H. + 1) x |
0 = !

(2m + H1 - t)(t X + 1) F1_a/2(2t - 2x + 2 3 2x)

(2n - t + Hz)'(x + 1)
S] = F (ZX + 2 H 2t - ZX)

(2m - H, + D(t - x) 1-972




onde:

H1 (t - x + |)2+(t+ 1)2
(2t - x + 2)

H - (x + 1)2 +'(f + 1)2

2 (x + t +°2)

Observe, que o método de Gart para grandes amostras
considera procedimentos nio condicionats; é derivado de uma
modificagdo na estatistica Qui-Quadrado definida como fungdo
dos pardmetros Binomiais P, € P,- Asstm, tais resultados so
mente podem ser apllcados na analise de dados gerados dos es
tudos epidemioldgicos prospectivo € retrospectivo que corres
pondem ao esquema amostral de duas populag¢gdes Binomiais i1nde

pendentes.

Por outro lado, para o caso de pequenas amostras o
autor deriva seus limites com base no modelo de distribuigdo
condicional para X. Logo, os resultados obtidos independem do

tipo de estudo epjdemloIGgico.

VI.2.3.2. Método da Transformagdo Logito

Este método utiliza as propriedades assintdticas do
estimador de maxima verosstimilhanga nd3o condicional para o pa

rdmetro razdo de produtos cruzados.

Considere em um estudo prospectivo ou retrospectivo
(modelo Produto de Binomiais) a seguinte variavel indicada co

mo a diferenga entre logitos:



w»
@
=

]

In ——mm —m——— —‘tn
(m - x) (n - t + x)

onde ﬁ1 e ﬁz sdo as estimativas de maxima verossimilhanca ndo

condicionairs dos pardmetros P,  P,-

Observe, que considerando um estudo transversal (mo
delo Multinomial) a mesma estimativa ndo condicional para o

pardmetro B € obtida:

B = In B = In P In .
£ S
x /N (t-x)/N
= In o - In :
(m-x)/N (n-t+x)/N
A varidncia as§1nt6txca estimada de B é:
V(B) - ! ; !

il

I1/x + 1/ (m=-x) + 1/(t-x) + 1/(n-t+x)

Novamente, observe que o mesmo resultado pode ser
estabelecido considerando um estudo transversal; assintotica
mente pode ser mostrado que a matriz de varidncia e covari1dn
cia dos estimadores do logito dos pardmetros Multinomials ten
de para uma matriz diagonal constituida pelas varidncias dos

estimadores.

Assim, i1ndependente do modelo epidemioldgico que

gerou os dados; um limite de confianga aproximado para B=In O
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com coeficiente de confianca (100 - a)%, é dado por:

In [ (X t 1/2) (n -t + X + 1/2) ] + Za/z({/(é))‘l/z
(t - x + 1/2) (m - x + 1/2)

onde Zy 0 é o pontd a—pefcentual da distribuigdo N(0,1).

Tomando antiloggrftmo§; obtém-se o limite correspon
dente para o pardmetro 0O:

A _ S(h 1/2

© exp [+ z  ,(V(B)) ]

Estes limites sem corregdo de continuidade foram usa

dos por Woolf (1954), citado por Gart (1962).

Vi.3. Aplicacgdes

VI.3.1. Exemplo 1: Un Estudo Retrospectivo

Os dados da Tabela & sdo citados e analisados por

Cornfield (1956) € reanalisados por Cox (1958) e Gart (1962).

TABELIA VI.1.Distribuigdo de pacientes com e sem cdncer pulmonar

de acordo com o habito de fumar

RESPOSTA
: F F TOTAL
GRUPO
DOENTE 60 3 63
CONTROLE 32 R 43
TOTAL | 92 14 106




O cstudo considerou uma amostra aleatoria de 63 in
dividuos doentes, com cancer pulmonar, e uma amostra aleaté
ria de 43 individuos controle, sem cincer pulmonar. [m cada
grupo obscrvou-se¢ o nimero de individuos fumantes (F). Trata-se
de um estudo retrospectivo em que oS grupos de casos e contro
les s3o fixados ¢ a resposta anotada é a presenca ou auséncia

do possivel fator de risco, o habito de fumar.

A pesquisa tem por finalidade investigar se o habi
to de fumar estd associado com a ocorréncia de clncer pulmo

nar.

Em estudos deste tipo, em que a prevaléncia da doen
Ga na populagdo é baixa, a medida razdo de produtos cruzados

(B) estima o risco relativo (RR):

o - p1((|—p1) ~ RR - risco da doenga na populacgdo exposta
p2/(l—p2)' risco da doenga na populagdo ndo exposta
onde
p, = probabilidade de um individuo do grupo com cédncer pulmo
nar ser fumante;
P, = probabilidade de um individuo do grupo sem cdncer pulmo
nar ser fumante.
Cornfield (1956), com o objetivo de mostrar a ade
quagdo numérica de seus limites assintdticos para o pardmetro

razdo de produtos cruzados quando aplicados a amostras peque
nas, por conveniéhcia, adota o valor observado da varidvel X
como 3, portanto, condicionando a distribui¢do no menor total
marginal t=4. Esta abordagem do problema apesar de introduzir
umha modificagd3o na definigdo do parédmetro 0, de acordo com

nossa nota¢do nos capitulos anteriores, conduz ao mesmo tipo
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de analise dos dados.

Considerando a varidvel X como o numero observado
de individuos ndo fumantes (possivel fator de risco ausente)
no grupo com cincer pulmongr'(grupo doente), a distrlbuicﬁd
condicional de X dado que uma amostra de t individuos ndo fu
mantes ¢ extraida da populagdo geral (grupos doente e contro
le) ¢ o modelo Hipergeométrico Generalizado paravetrizado por:

p2/(l-p2) 1

o' - -
p1/(l-p1) 0

risco da doenga na populagdo ndo exposta

e

risco da doenga nma populacgdo expdsta

De acordo com este Critérjo‘de definigdo do pardame
tro ©', limites de confianga assintdoticos a 95 por cento fo
ram obtidos por Cornfield (1956), Cox (1958) e Gart (1962).0s

resultados estdo apresentados na Tabela VI.2.

TABELA VI.2. Intervalos de confianca assintoticos (LI e LS) para
o parametro O' considerando os dados da Tabela VLI.
Indicag¢do dos niveis de confianga unicaudais exatos
(a, e az), do comprimento dos intervalos (C) e dos

1
coeficientes de confianga exatos.

. COEF .GONF. | COEF .GONF.
METORO | \omimaL ) 1 % L5 % ¢ BRI ()
CORNFIELD 95 0.0296 0.0383 0.6229 0.0237 0.5933 93.80
QX 95 . 0.0450 0.0978 0.6130 0.0253 0.5680 87.69
GART 95 0.0285 0.0350 0.7651 0.0095 0.7360 95. 54
LOGITO 95 0.0440 0.0933 0.6070 0.0263 0.5630 88.04




No Apéndice 4 estdo indicados os calculos para obten
¢do destes limites. O comprimento dos intervalos (C) ¢ obtido
stmplesmente pela diferenga entre os limites superior (LS) ¢
inferior (LI). Os nivers de rbnflanqa unicaudals cxatos (a1 ¢
az) sdo obtidos pelo cdlculo do lado esquerdo das cxpressdes

(25) e (26) para as estimativas dos limites dos intervalos as

~ ~

sintoticos em questdo. Assim, se 61 e 62 representam os  limi

tes i1nferior ¢ superior estimados para um certo intervalo, o

e a, sdo solugdes das equagdes:

SIS

k e | definidos como anteriormente

onde a + o, = «
1 2

Logo, os coeficientes de confianga exatos sdo - obtl

dos pelo célculo (1-a).

Para estes dados e segundo a notagdo adotada:

x = 3 . m = 63
t = iL} n = 43
onde,
o0 - X (n-tex) g yys

(t-x)(m-x)



¢ a estimativa de maxima verossimt lhan¢a ndo condiciomal do
pqrﬁmvtro.e} c,
x - K
8' = exp (X') = exp (——L1 ) = 0.165"
K2 |
€ a estimativa condicional do pardmetro ©',. sob a hipdtese

de 0O' estar proximo da unidade.

Considerando os resultados apresentados na Tabela
VI.2, o intervalo obtido por Cornfleld, por exemplo, tndica
que com uma confianga de 95 pdr cento, o risco de cdncer pul
monar para ndo fumantes é no miximo 62 por cento do risco pa
ra fumantes e, pode ser tdo pequeno quanto 3 por cento. Esta
é uma evidéncia de que o habito de fumar é um fator que alte
ra a ocorréncia da doenga na populagdo, isto é, o risco de
cincer pulmonar para fumantes é maior do que o risco para ndo
fumantes. Ainda, o i1ntervalo nd3o i1nclue a unidade e, portanto,
0s grubos doente e controle n3o s3o homogéneos quanto ao habi
to de fumar. O mesmo tipo de concluSéQ pode ser extraida . a

partir dos limites obtidos através dos outros métodos.

No artigo de Gart (1962) estes métodos sdo compara
dos de acordo com o comprimento dos intervalos, os coeficien

tes de confianga baseados nos limites exatos, bem como, na can

plexidade dos cdlculos envolvidos. O autor discute, mediante
a analise de varias tabelas, que o método de Gart é o mais
preciso, 1sto é, apresentando coeficientes de confianga nomi

nais bastante proximos dos valores calculados a partir dos 11
mites exatos. Por outro lado, os métodos de Cox e Logito ofe
recem ]Jimites mais estreitos. O método de Cornfield apresen
tando limites também estreitos, € certamente adequado, porém,
ndo atinge a precisdo do método de Gart, além de envolver cal

culos 1terativos.
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Apesar da colocagdo destes resultados, novamente
chumamos a ateng¢do para o fato de que os métodos de Cornfield
e Cox sdo bascados no modclo condicional P(x/N,m,t,0) ao pas
s0 que os métodos de Gart, para grandes amostras’, ¢ Logito con
sideram técnicas n3o condicionais. Fundamentalmente, do ponto
de vista teorico, qualquer critério de comparagldo que seja dg
finido ndo pode ser admitido sem ‘levar em conta tals caracte
risticas metodoldgicas. Contudo,  do ponto de vista pratico, €
preciso comparar e analisar criticamente os resultados obti
dos através de todos. os métodos propostos para, finalmente,

escolher qual deve ser utilizado.

VIi.3.2. Exemplo 2: Un Estudo Prospectivo

Os dados da Tabela VI.3 se referem a um estudo lon
gitudinal realizado em Framingham para 1nvestigar o efeito de
um grande numero de variaveis como fatores de risco.no desen
volvimento de doengas coronartanas (Truett,FCornfxeld e Kan

nel, 1967).

A pesquisa considerou o seguiménto por doze anos de
2187 homens e 2669 mulheres com idades entre 30 e 62 anos, no
inicio, livres de doengas coronarianas, observando-se assim,
o desenvolvimento da doenga. Passaremos a analisar parte .  des

tes dados.
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TABELA VI.3. Classificagdo de 2187 homens e 2669 mulheres de
acordo com a taxa de incidéncia de doengas coro

narianas durante o pcriodo de 12 anos

RESPOSTA :

GRUPO D B TOTAL
F 129 2540 2669

M 258 1929 2187

TOTAL ' 387 ‘ 4469 4856

Trata-se de um estudo prospectivo que tem pdr fina
lidade investigar se o desenvolvimento de doengas coronaria
nas € diferente no grupo feminino em relagdo ao grupo mascu
lino. Ressaltamos, que devido a metodologia em consideragdo,
ndo levamos em conta a estratifica¢do dos dados segundo clas

ses d¢ 1dade.

Com os dados da Tabela VI.3, por conveniéncia, con

sidere a seguinte notagdo:

129 m

X = = 2669
t = 387 n = 2187
onde, A
0 risco de doengas coronarianas em mulheres
risco de doengas coronarianas em homens
e, assim,
~ *
0 = 129 2530 = 0.3727

258 * 1929
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¢ a estimmativa de maxima verossimi lhanga-ndo condicional do

parametro O e,

129 - 212.7065 )
88.18

0.3870

0 - exp (

¢ a estimativa condicional do pardmetro O, sob a hipdotese -de

O cstar proximo da unidade.

Na tabela a seguir estdo indicados os limites de
confianga assintéticos a 95 por cento de acordo com os mé to
dos de Cornfield (1956), Cox (1958), Gart (1962) e Logito. N3o
¢ apresentado o mesmo formato da Tabela VI.2 devido aos totais
marginais para estes dados serem grandes e levarem a proble
mas de "over-flow" na execug¢do do programa para o calculo dos

coeficientes de confianca exatos.

TABELA VI.4. Intervalos de confianga assintoticos (LI e LS)
a 95 por cento para o pardametro © ‘considerando

os dados da Tabela VI.3.

METODO L1 T Ls
CORNFIELD 0.3030 0.4756
COX 0.3123 0.4796
GART 0.2963 0.4630

CLOGITO 0.3055 0.4738

Com estes resultados, observamos que os métodos con
dicionais de Cornfield e Cox fornecem limites bastante proxi
mos. O mesmo ocorrendo com os métodos n3o condicionais de

Gart e Logito.
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Analisando, por exemplo, os limites scgundo ) Corn
field para cstes dados, verificamos que o risco de¢ doengas co
ronarianas para mulheres ¢ no miaximo 47 por cento do risco de
doengas coronarianas para hqméns e, podc ser tdo pequeno quan
to 30 por cento. Isto indica que a incidéncia de doengas coro
narianas é maior nos homens. Realmente, para'og dados deste
estudo prospectivo, ndo caracterizando a estratificagdo pela
idade, a estimativa da taxa de incidéncia de doencgas corona

rianas nas mulheres € menor do que nos homens:

p. = x / m= 129 / 2669 = 0.0483

;

ﬁz = (tix) / n = 258 [ 2187 = 0.1179

onde

§1 é a estimativa de maxima verossimilhanga nd3o condicional
da proporc¢do de doengas coronarianas nas mulheres;

ﬁz é a estimativa n3o condicional dé'proporgéo de doengas co

ronarianas nos homens.

VI.3.3. Exemplo 3: Un Estudo Transversal

Os dados da Tabela 12 correspondem a classificagdo
de 20878 nascimentos ocorridos em 31 maternidades do munjci
pio de S3o Paulo em 1978, de acordo com o hébjto de fumar da
mde (presenga ou auséncia) e peso do recém nascido (baixo pe

so ou ndo).
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TABELA VI.5. Classificagio de 20878 rccém nascidos de acordo com

o habito de fumar da mie ¢ o peso do rccém nascido

PESO(gr)
FUMAR
F 752 6756 7508
F! 679 12691 13370
TOTAL 1431 . 19447 20878

Considerando o tipo de delineamento utilizaao na co
leta dos dados, observamos que trata-se de um estudo tfansveL
sal em que o Unico total marginal fixo é o nimero 20878 nasci
mentos observados. Desta forma, cada unidade experimental foi
classificada segundo o habito de fumar da md3e e o peso do re

cém nascido.

A pesquisa tem por finalidade investigar se as va
ridveis materna e do recém nascido em estudo estdo associadas

ou ocorrem independentemente.
Para estes dados considere a seguinte notagdo:

7508
13370

752 m
1431

<
H

-+
li
3

1

Adotando como medida de associagdo o pardmetro ra

z30 de produtos cruzados (0), onde:

risco de RN de baixo peso para mdes fumantes

risco de RN de baixo peso para mdes ndo fumantes
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Tcemos:

6 752 % 12691 _ 2.08

679 X 6756

¢ a cstimativa de maxima verossimi lhanca ndo cordicional de 0

752 - 514.606
306.9743

= 2.16

0 - exp (

¢ a estimativa condicional de 0, sob a hipdtese de © estar

proximo da unidade.

Na tabela a segunr estdo i1ndicados os limites de
confranga assintdticos a 95 por cento, de acordo com os méto
dos de Cornfield (1956), Cox (1958) e Logxto. Neste caso, O
método de Gart (1962) para grandes amostras ndo é apropriado.
Também, devido aos totais marginals dos dados serem grandes

ndo foram possiveils os calculos dos coeficientes de confianga

exatos.

TABELA V1.6. Intervalo de confianga assintoticos (LI e LS) a

95 por cento para o parametro O, considerando os

dados da Tabela VI.3.

METODO ' LI LS
CORNF [ELD 1.8649 2.3208
COX 1.9344 2.4274
LOGITO 1.8674 2.3171

Observamos que os métodos condicionais de Cornfield
e Cox, bem como o método ndo condicional Logito, fornecem i

mites de confianga bastante proximos. Na pratica, este resul
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tado ¢ uma 1ndicag¢do de que todos os métodos em questdo forne
cem o mesmo intervalo para o pardmetro 0.

Os intervalos ndo incluem a unidade e, portanto, con
cluimos que cxiste associacio entre o habito de fumar da mie
e o pceso do recem nascido. Analisando, por exemplo, o5 luﬁl
tes scgundo Cornfield, verificamos que o risco dec recém nascl
dos dc baixo peso para mies fumantes ¢ no minimo 1.86 e no mad
x1mo 2.32 vezes o risco de recém nascidos de baixo peso para
mdes ndo fumantes. Assim, os dados deste estudo transversal
indicam que a presenga de hdbito de fumar em mdes é um fator
que concorre efetivamente para a ocorréncia de recém nascidos

.

de batxo peso.
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APENDICE |

Temos que mostrar que as condig¢des da definigcdo de
G-ancilaridade segundo Godambe (1980), sdo satisfeitas pelas
estatisticas marginais (m,t) derivadas do modelo Multinomial

com respeito ao parametro ©, razdo de produtos cruzados.
Verificamos a segdintc fatoragdo (expressdo 23):
P(x,m,t/N,0,¥,¢) = P(m,t/N,0,¥,¢) P(x/N,m,t,0)

de onde decorre que a estatistica x € especificamente sufi
ciente para os pardmetros (Y,d). Deste modo; para que o con
ceito de G-ancilaridade seja valido para as estatisticas (m,t)
em relagdo a 0, resta saber se para O pertencente a @ fixado,
a familia de distribui¢des marginais {P(m,t/N,0,¢,®) ; 0 < &,y <1}

é completa, onde:

t (N-t) ] ,
P(m, t/N,0,¢,0) = b (1-p) " (]_Q)(N4ﬂ) [NJ z C:) [tTu] 6"
(1 -9+ o™ M) U=k : :

==
il

max (0,t-n)

| = min (m,t)

E necessario mostrar que:

E [f(m,t)] = 0 t—————=> f(m,t) = 0 para todo (m,t)
Assim:
N N t (N-1) |

Elfmt)] = £ & flme) LU0 o gm (g _g)(N-m) (N) z (TJ(J_‘UJ 0!,
m=0 t=0 (1-p+0p)™ M/ u=k '
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dn(l~¢)(N4n)G:] t (N-t) m noyqu
z {( T [ Z f(m,t) ¢ (1-9) z (u) ﬁ_U)O J} =0
m 1 -y+ O t . u

Para © e Y fixados, a cquagdo anterior pode ser vis

ta como a esperanga da fungdo:

1 \ .t (N-1) m n u
h(m) - [ 2 f0m, t) v (1-p) z( ] )e ]
(r - ¢+ o™ ¢ L Lu (t-u
isto é:
E [f(m,t)] = Z h(m) (m oM(1-6) N E hm)] = o

m
L !

vV
Bin (N;9)

Pela propriedade de completividade da distribuigdo

Binomial temos que:

EL h(m) 1 =0 = h(m) =0 , m=0,...,N

Seja ent3o, m fixado e arbitrario. Temos que:

f(m, 1) pi(1-y)N-1)
0 u

! [

N
— 1 [ 3
(1-p+0P) t=

[ e B

L) G-

Como [1 + ¢ (6-1) ] > 0, podemos analisar apenas o

somatorio. Portanto:

N
L of(m,t) ¢t (1-y)(N-D)
:o u

H ™ o—
X
N
c 3
N—
TN
—t
L]
C
N———
®
c
I
O

t



Novamente pela completividade da distritbuigd3o Bino

mial:

l ) -
m n. u
f(m,t) ?’ (LL) (t—uJ 0 =0

temos que:

f(m,t) = 0 para m=0,...,N 0 <t <m

’

Logo, a familia {P(m,t/N,0,},d) ; 0 < {y,¢ < 1} é
completa e, portanto, a estatistica (m,t) é G-ancilar com res

peito-a O.
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APENDICE 2

Podemos reescrever a distribuig¢do condicional de X

da scguinte forma:

P(x/N,m,t,0)

[ x! (m-x)! (t-x)! (n-t+x)!

e / u! (m-u)! (tfu)! (n-t+u)!

/ x! (m-x)! (t-x)! (n-t+x)!

£(X)

onde:

k = max (0,t-n) X =1In ©

I = min (m,1t) n = N-m

‘l ui '

f(x) = L / u! (m-u)?! (t-u)! (n-t+u)! .

Vamos denotar o j-ésimo cumulante de distribuigdo
condicional de X por K(J)(A). A fungdo geratriz dos cumulan

tes é dada por:

K (w

§ X)

log E (e¥*)’

Podemos expressar a fungd3o K(w ; A) em termos de



K(w ;

riavel

A) - log E(e™*) - log z e P(x/N,m,t,\)
X
x(w+) .
log 1/1(X) I e /[ x! (m-x)T (t-x)! (n-tex)!
X S .

log [f(w+r) / £(A)] = log f(wed) - log f(X)
Por outro lado, a fun¢do geratriz de momentos da va
(X/Nym,t,A=0) que tem distribui¢do Hipergeométrica, €

obtida por:

M(w;0)

K(w;0)

wX

S E (eY%) - 3 e P(x/N,m,T,A=0)
X
o 1/ x! (m-x)! (t-x)! (n-t+x)!
X . f(0)
= 1/f0) e/ x! (m-x)! (t-x)! (n-t+x)!
X .

f(w) / £(0)
Portantp,
= log M(w;0) = log [ f(w) / f(0) ']

Do mesmo modo, pode ser encontrado que a fungdo ge

ratriz de momentos da variavel (X/N,m,t,\) para valores gerais

de A,

M(w;))

é da forma:

= M(A+w;0) / M(X;0)
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f(r+w) / £(0)

f(x) / 1(0)

CE(Aew) /()

Assim, podemos cstabeleccer o seguinte resultado:

K({w;X) = log M(w;x) = log [f(x+w) / f(X)]
= log [f(x+w) / £(0)] - log [f(X) / £(0)]
= log M(w+X3;0) - log M(X;0)

Portanto, a fung¢do geratriz dos cumulantes da

tribuigdo Hipergeométrica Generalizada é dada por:

K(wi;A) = K(w+X;0) - K(x;0)
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APENDICE 3

Seja X - (X1, X2, cee, Xk) uma variavel aleatoria

Multinomial com vetor de probabilidades p = (p1, Pyy «ves pkL
A fung¢io de probabilidades de X é dada por: ‘

P(x/N,p) = N!

onde, os x.'s de x = (x X . xk)-tomam os valores 0,1,

17 2’

.,N, sujeitos a restricdo

supondo o valor de N conhecido. Os valores dos pi's pertencem

ao intervalo [0,1] sujeitos & restrigdo

E(X,) = Np, = 1,2,k
V(Xi) = Npi(l-pi) i =1,2,...,k
Cov (Xi’Xj) = —Npipj P+ 3 1,j = 1,2,...,k

Vamos aplicar a seguinte transformag¢3o na variavel

aleatoria X:

X -+ In X
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A cxpansdo em séric de Taylor ao redor do ponu)E(Xl)

com aproximag¢do até pruncira ordem ¢ dada por:
In X = In Np =+ [ (Xl - 'Npl) / Np. ]
Logo,

E (In X ) = In Np,

e

V.(InX)=EL InX - InnNp 17

BTH

r/ (Npl)2 V(X)) =t / Np -1 /N

1

Cov (In X 5 In X;) = E [ (In X - InNp) (In xj'- in Np) ]
X - Np. X. - Np.
= E [ — ‘ ’ L 1= -1 /N

Np, NP

Este resultado estabelece que para N suficientemen
te grande (N — OO), a matriz de varidncia e covaridnctia dos
estimadores multinomiais tende para uma matriz diagonal cons

tituida pelas varidncias dos estimadores.
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APENDICE &

Para os dados da Tabela & e utilizando a notagdo

adotada temos:

Podemos derivar os seguintes resultados:

- METODO DE CQORNFIELD (1956)

De acordo com o método descrito na segdo VI.2.2.1,
precisamos obter as solugdes das seguintes equag¢des quarticas

em X.:
1
(%i-3¢1/2)2[1/§i+1/(63-§i)+1/(14_§i)+1/(29+§i)] = 3,841

onde,

corresponde a menor raiz real positiva para o sinal (+)

b3

da equagdo;

X, corresponde a maior raiz real positiva para o sinal (-)
da equagado.
2
X = 3.841
13005 3.8

Na Tabela 14 est3o apresentadas as quatro raizes de
cada equagdo, obtidas pelo método iterativo de Newton Raphson.
Para tanto, utilizamos o "software" SOC (EMBRAPA).
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TABELA 14. Indicagdo das solugdes aproximadas das cduacﬁcs

quarticas em X_ e X_.

1 2
FQUAGRO TM X | EQUACRO EM X,
RAIZ VALOR DA FUNCAO RAIZ VALOR DA FUNCAO

-5 -6

~11.2333 “4.17 10 ~11.009 4.1 10
0.8148 2.1 10°° 1.3738 2.99 1072
5.8628 2.4 107¢ 6.9042 8.2 107°
27.1188 0.3 10°¢ 27.2193 7.2 10°¢

A solugdo de %1 que procuramos corresponde ao valor
0.815, isto é, a menor raiz real positiva. No entanto, para
obtermos a solugdo de %2 ndo basta encontrarmos a maior raiz
real positiva, esta deve estar restrita a valores de X que se
jam menores que o minimo entre (m,t). Esta condig¢do deve estar
satisfeita para que, de acordo com a expressdo (27), o pardme
tro 0(0') seja uma fungdo monotdnica crescente de X.

Assim,

iz = 6.904 < min (63;14)
é a solu¢d3o gque procuramos.

Temos o seguinte resultado:
IC (X) a 95% = (0.815 ; 6.990%)
e, portanto, substituindo estes limites em (27):

IC (0') a 95% = (0.0296 ; 0.6229)
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- METODO DE COX (1958)

Considerando os resultados apresentados na sc¢do
Vi.2.2.2, pard un valor obscr?udo X:B,'um l'tmite de confianga
para & verdadeira média da distribuiqﬁo condicional de X ba
seada na aproximag¢do Normal, com corregdo dé'continuidade é
dada por:

( x + 2z /K + 1/2) ( 3 2 (1.96*1.72) + 1/2 )

It

2
= ( -0.871 ; 6.871 )
onde:
Zg.025 - 176
K, = t m/N n/N [{N-t) / (N-1)]
= 14 63/106 43/106 [ ({06-14) / (106-1) ]
= 2.9574
e, desde que a verdadeira média da distribuigdo condicional

de X é aproximadamente (K1 + AKZ), segue o correspondente li

mite para o pardmetro A:

K1 + X1K2 = -0.871 —m— X1 = -3.109
K1 + AZKZ = 6.871 _ Az = -0.490
onde:

K1 =t m/N = 14 63/106 = 8.321
e, como Q' = exp(X):
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1IC (0') a 956 = ( 0.045 53 0.613 )

- METODO DE GART (1962)

Considerando os resultados descritos na se¢do VI.2.3.1

temos o seguinte critério:

x (t - x) 3 (14-3)
- = 0.3113 < 1
m + n 63 + 43

e, portanto, temos que calcular:

(t-x+1)2 + (t+1)? 369
- - . 13.6667
2t - x + 2 27

(x+1)2 & (t+1)? 241
H - = = ]2.6811‘2
X + t + 2 : 19

(2n —.H1 + 1) x 1

(2m+H1—t) (t-x+1) ﬁL9£2t—2x+2;2x)

. 219.9999 1 . 0.0285
1508.0004 5.1172

‘ (2n—t+H2) (x+1) ,
Q! = E (2x+23;2t-2x)
2 (2m-H_+1) (t-x) 0.975 -

_ 338.7368 2.8402

1257 .4738

0.7651
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Logo, . . S

[C (0') a 9% . ( 0.0285 ; 0.7651 )

- METONDO DA TRANSFORMACAO LOGITO

Considerando os resultados descritos na segdo VI.2.3.2

um |imite de confianca a 95 por cento para o pardmetro B € da

do por:
in I (x+1/2) (n-ta+x=1/2) 1+ 2 V(B)
(t-x+1/2) (m-x+1/2) a2

onde:

Zas2 * %g.025 = -9

VB) = 1/x + t/{m-x) + 1/(t-x) + 1/(n-t+x)

= 0.4721

Logo,

IC (B) a 95% = In 0.1634 + 1.3467
= ( -3.1576 ;3 -0.4642 )

e, portanto, como B = In @', o correspondente intervalo para

o pardmetro 0' e obtido:

IC (8') a 95% = ( 0.0425 ;° 0.6285 )
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