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RESlM> 

É real 1zada uma revisão da teoria estatística apr~ 

pr1ada para análISe de tabelas de contingência 2x2, dando ên 

fase à apl 1cação destes resultados a dados gerados de estudos 

eptdemtolÓgtcos. O desenvolvimento teÓrico explora a noção de 

condiCionar a dtstrtbutção da estatística do teste em uma es 

t a t í s t 1 c a a n c 1 I a r , o q u e 1 mp I 1 c a n a t ã o p o I êm i c a . a n á I 1 s e de 

tabelas de contingência usando margtnats fixadas. São apresen 

tadas também outras formulações teóricas como a revtsão de vá 

rtos procedimentos de estimação pontual ou por Intervalo do 

parâmetro razão de produtos cruzados at~avés de expressões exa 

tas empregando métodos numéricos (Cornfteld, 1956) ou expre~ 

sões aproximadas (Cox, 1958; Gart, 1962_; Wolf, 1954),, cons1de 

rando métodos condtctonats ou não condiCionais. A quantidade 

razão de produto? cruzados se destaca como uma medtda de asso 

ctação su~erando outras quantJdades devido a suas proprted~ 

des estatísticas e de apl 1cações. Três exemplos da área apl IC~ 

da à Eptde~Iologta são desenvolvidos caracterizando cada· ttpb 

de estudo observactonal prospectivo, retrospectivo e transve~ 

sal e analisando crittcamente os intervalos de conftança cal 

cu lados. 
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CAPÍTIJLO I 

I NTRax.çÃO 

' Epidemiologia e o estudo da distribuição e dos fato 

res determinantes da ocorrência de doenças em grupos populaci~ 

na i s . Nesta de f i n i ç ã o, estão i n d i cada s as duas p r i nc i pais á r e as 

de in~estigação: o estudo ~a distribuição de do~nças e a ~e~ 

quisa dos fatores determinantes da distribuição observada. 

' A primeira area de investigação, descreve a ·distri . . 
buição do estado de saúde da população em termos de idade, 

sexo, raça, geografia e outros. Desta forma, alterações na 

ocorrência da doença definem estratos nos grupos popul·acionais~ 

A segunda área, envolve a explanação do mo~elo de distribui 

ção de uma doença em termos de fatores causais. 

O conceito de causa~ bastante polêmico. Muitos pe~ 

q u i s a d o r e s r e c o n h e c em a d i (i c u I d a d e e , em a I g u n s c a s o s , a i n 

capacidade de estabelecer um fator como ativo na etiologia de 

doenças. Certos eventos ou circunstâncias tendem a seguir ou 

t r o s n o t emp o , ma s , ~ q u e s t i o n á v e I a t ~ · q u e p o n t o e s t a s a s s o 

ciações temporais representam associações entre causa e efei 

to. 
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Medtante estas dificuldades, em Epidemiologi-a 
, 
e 

apre~entada uma proposta práttca que define associação causal 

como uma associação entre categorias de eventos em que uma ai 

t e r ação na f r e ·q Ü ê n c 1 a ou q u a I ,·da de de· úma c a t ego r 1 a é se g u i d ~ 

por -uma mudança na outra ·(MacMahon e Pugh, 1970). 

Ne·ste sentido, métodos quantitativos em Btoestatís 

ttca oferecem grande contribuição nas pesqutsas eptdemiol6gl 

c a s , 1 n d 1 c a n do como um p r i me i r o p a s s o , a v e r i f I cação de a s s o 

ciação estatística entre as c~tegorias de eventos. Realmente, 

quanto maior o grau de associação, mais evidências temos a fa 

vor de um possível relacionamento causal. Contudo, muitos fa 

tores podem estar atuando na etiologia da doença, além daqu~ 

de const'derado, ou mesmo, uma associação estatística forte p~ 

de resultar do efeito de um terceiro jator. Dest~ modo, con 

clusões epidemiol6gicas sobre a causa de doenças devem ser 

confirmadas por estudos de natureza clÍnica, patol6gica e la 

boratortal. 

Em E p idem I o I o g i a , o c o n h e c I me n t o de q u a I que r t 1 p o 

de associação entre a doença e fatores relacionados e 

tante no estabelecimento· de medidas preventivas. 

1mpo.!. 

As s 1 m , Uma da s p r 1 me I r a s p r e o c u p a ç õ e s . d o s ~ p 1 d em i~ 

logistas no planejamento de uma pesqutsa é a tdenttftcação de 

fatores que supostamente alteram a distriquíção da doença na 

população. Estes são definidos como fatores de risco para o 

desenvolvimento da doença. O grupo exposto a tais fatores cons 

titui a população de risco. Geralmente, o termo fator de ris 

co ao Invés de causa é usado para Indicar uma variável que po~ 

s 1 v e I me n t e e s t e j a. r e I a c i o n a da c om a p r o b a b I I i d a d e d e um I n d i 

víduo desenvolver a doença (Kleinbaum, D.G.; Kupper, L.L.;Mb.!_ 

gen~tern, H. (1982)). 
· .. ·. 

Nestas Investigações, os delineamentos básicos uti 
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I izad.os com bastan·tC' frC'qiiência são os C'studos cb'sC'rvacionais, 

prospectivo ("follow-up"), retrospectivo (caso-controle) e 

transversal ("cfoss-sectional"), os quais se caracterizam p~ 

lo tipo de amos~ragem adotada. A diferC'nça essencial entre 

C'stes três m~todos est~ na maneira com que os grupos em estu 

do são avaliados quanto a ocorrênci.a da doença ou da exposiÇão 

ao fator de risco. Apesar disto, a forma de apresentação dos 

dados obtidos atrav~s destes procedimentos~ ames~, uma ta 

bela de contingêntia .. 

Desta forma, quando um conjunto de dados está dispo~ 

to em uma tabela deste tipo, ~ necessário identificar sob qual 

dei ineamento estes dados foram gerados, reconhecendo quais os 

atributos classificadores controlados (fixados) e quais os 

não controlados (aleatórios). Somente depois deste julgamento 

sobre a origem dos dados podemos prosseguir com uma análise. 

Quando epidemiol~gistas realizam estudo~ observ~cio 

nais, em geral, o interesse reside na determinação do tipo de 

associação entre fatores de risco e uma certa doença. Assi~ 

por exemplo, será que o h~bito de fumar está associado-com o 

desenvolvimento de câncer no pulmão? Se estes fatores forem 

identificados como ativos na distribuição da doença, isto e, 

se sua ocorrência ai tera a probabi I idade do desenvolvimento da 

doença, uma intervenção pode ser feita para verificar se real 
, 

mente a modificação destas condições em pacientes e seguida 

p o r uma c o n seque n t e a 1 t e r ação· no e s t a do do e n t e . Conclusões 

deste tipo.podem orientar medidas de prevenção à doença. 

O prob 1 ema epidemiológico estando bem esclarecido, conduz o 

e s t a t í ~ t i c o , q u a n d o d a a n á 1 i s e de d a d o s , a a 1 g uma s p r~ 

postas de medidas de associação que têm interesse c! Ínico, co 

mo risco relativo, risco adicional, risco adicional r e 

lativo. A dificuldade se impõe na obtenção de uma me 

di da que seja "apropriada", s i mu 1 t a n e ame n t e , sob 
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o ponto de vista médico e estatístico. 

Muitos aut6res têm sugerido numerosas medidas qua~ 

t i ta t i v as de asso c i ação, c orno Go o dma n e K r u s k a I ( 1 9 54 e 19 59). 

E d w a r d s ( 1 9 6 3 ) , . e s. t ·a b e I e c e p r o p r i e d a de s q u e e s t a s q u a n t i da de s 

devem satisfazer. O problema se concentra em encontrar rrPdid~s 

que suportem a apl fcação de métodos cl~ssicos de Inferência. 

Nossa proposta de est0do, considera o caso de grupos 

doente ou não doente e a presença ou ausência do fator de in 

teresse. Esta, é uma possível situação que· leva à construção de 

tabelas de contingência 2x2. Frequentemente, é desej~vel ana 

I isar um fator em termos de v~rios nívei~ de exposição ou tam . 
bém, é desej~vel classificar a doença em muitas subcategorias, 

o que gera tabelas de múltiplas entradas. A an~lise destas ú! 

timas não é objetivo de nosso trabalho. Algumas bibliografias 

podem ser consultadas sobre o assunto: Darroch, J.N. (1962); 

Plackett, R.L. (1962); Birch, M.W. (1963, 1964 e 1965); Bha.e_ 

ker, V.P. e Koch, G.G. (1968); Goodman, A. (1964 e 1969). 

O p r e s e n t e t r a b a I h o t em p o r f i na I i d a de 

revisa~ na I iteratura o desenvolvimento teórico da 

essencial, 

me todo lo 

g1a estatística utilizada na análise de tabelas de contingê~ 

c i a 2 x 2 , a p I i c ando ta i s r e s u I ta dos . a dados gerados d'e' e s tudo s 

epidemiológicos. Sempre que possível, tivemos o cuidado 'de em 

pregar uma I inguagem ascessível a pesquisadores da área médi 

ca, exceto nos capitules que tratam com mais detalhe da feoria 

estatística envolvida no problema. 

Os estudos observacionais obedecem a procedimentos 

de amostragem específicos. O capítulo 11, concentra-se nades 

crição destes métodos que são denominados modelos epidemiol~ 

gicos. De acordo com isto, podemos definir a cada tipo d~ es 

tudo um correspondente modelo probabilístico, como conseqüê~ 

cia do que está fixado (fator) e o que é aleatório (resposta) 
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no conjunto de dados. Atnda neste capítulo, a quanttda~c ra 

zão de produtos cruzados ("odds-ratao") e tntroduz1da como 

uma med1da de associação apropr1ada aos três tipos de estudos 

observactona1s~ estando em an~logta cb~ o rasco relatavo. 

No capítulo III, ~mostrada a equ1valêncaa condiçi~ 

nal entre os três estudos eptdemto!Óg1cos quanto à dtstrtbutção 

de proba b 1 I 1 da de s i mp os ta a os dados . Co n d 1 c 1 o na I me n te , ou se 

ja, f txando as marginais I inha de uma Multinomíal (estudo trans 

versal), o mesmo modelo probabilístico pode ser utilizado, tan 

to para a tabela ortginada a partir deste deltneamento, como 

para aquela originada a partir de duas Binomiais (estudos pro~ 

pecttvo e retrospectivo). Por conseqÜência, Inferências feitas 

em um o~ outro caso são baseadas na mesma distributção. 

A I ~m d I s s o , na se q Ü ê n c I a do c a p í t u I o I I I , con s 1 de r ando 

o rrodelo Produto de Binaniais que ~ condiCionalmente can.m aos três 

e s t u do s , no v ame n t e , emp r e gamo s o p r o c e d I me n t o cond I c i o na I , f i xa~ 

do as marg1nais coluna deste modelo. Desta forma, chegamos à 

dastrtbuíção Hípergeométrica Generalizada, parametrtzada pela 

quantidade razão de produtos cruzado-s ("odds-ratio"), que~ a 

base dos procedtmentos de inferência utt I Izados na análise de 

tabelas de contingêncta 2x2. Impondo a restrtção de tgualar o 

parâmetro à unidade, esta distr~butção se reduz à Hipergearétrtca. 

Co x ( 1 9 58, 1 9 7 O) , H a n na n e H a r k n e s s ( 1 9 6 3) , H a r k n e s s ( 1 9 6 4) , 

constderam proprtedades desta distribuição como momentos, es 

ttmação de parâmetros e distrtbuições assintÓticas. 

O uso de distributções de con 

dtctonats em situações multtparam~tricas ~' sob certas 

condtções, prefe.rivel ao modelo não condicional na rea 

I tzação de Inferências especÍficas sobre um subconjunto 

dos parâmetros (Lehmann, 1959). As razões para sua de 

~1vação na ~nál tse de tabelas de contingência são for 

talecidas pelos trabalhos de Fisher (1935) que considera 
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os totdis margini.li.s como "não informativos" sobr.e. a proporei~ 

ni.ll icli.lde dds freqüências no interior di.ls ti.lbelas. Alguns aut~ 

res questionam es~a conduta, propondo alternativas Bayesianas 

(Bi.lsu, 1977 e '1979; lrony, 1984). 

No capítulo IV, apresentamos uma descrição do Méto 

do da Redução, uma t~cnica de Infer'ência Pa~cial uti l.izada na 

r e d u ç ã o d e d ·i me n s i o n a I i d a d e em s i t u a ç õ e s com p a r âme t r o s " n u i 

sanse" (Basu, 1977; Cox, 1975). No caso da análise de tabelas 

de contingência 2x2, este m~todo, juntamente com o conceito 

de G- a n c i I a r i da de ( Go d amb e , 1 9 8 O ) , f u n d ame n t am a meto do I o g i a 

aplicada. 

No capít-ulo V, com base na teoria de inferência apr~ 

sentada, são propostas algumas medidas de associação que têm 

interesse para os epidemiologistas e, verifica-se em cada ca 

so, a possibi I idade de utilização do M~todo da Redução. Ressal 

tamos. que o problema e con~iderado sugerindo _t r a n s formações 

biunívocas no espaço original dos parâmetros, isto~' cada me 

dida de associação conduz a uma reparametrização, sob a qual, 

desejamos fazer inferências sobre um parâmetro de interesse e 

e I i m i na r par âme t r os "nu i s a n c e" . 

Toda a argumentação desenvolv.ida at~ aqui, nos levà 

a justificar a escolha da razão de produto~ cruzados ("odds-

- r a t i o " ) c orno a me d i d a d e a s s o c i a ç ã o c o n s a g r a d a na I i t e r a t u r a, 

superando outras quantidades.·Adequa-se sob o ponto de vista 

estatístico, sustentando a aplicação de procedimentos clássi 

cos e, tamb~m sob o ponto d~ vista clÍnico, dada a sua analo 

gia com o risco relativo. 

Nesta altura do trabalho, o problema do 

gista na determinação da etiologia de doenças, foi 

epidemiolo 

abordado 

analiticamente. Apresentamos todas as ferramentas que são ne 

cessárias para a identificação do tipo de relacionamento entre 
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fdtorc5 de r1sco e doençd. Re5td con5tderdrmo5 po~~[vets for 

rnd ~ de u t 1 I 1 z a ç i1 o p r á t 1 c d de 5 t d s f e r r dme n t a 5 . 

Com e 5 t a f 1 na I 1 da de , no c a p í t u I o V I , d p r e se n t amos 

urnd rev 1 ~âo de pr~c.edimentos de teste pdrd o parâmetro rdzão 

de produtos cruzados, de acordo com métodos exatos e dSStntó 

t1co5. Constderando o testo do pdrâmetro tgudl a unidade, ts 

to é, 1nvesttgdr a htpÓte?e de ~ue o rtsco da doençd é o mes 

mo na presença ou ausêncta do fator, um teste exato pode ser 

constru[do baseddo na distribuição Htpergeométrica, o qual cor 

responde ao Teste Exato de Fisher (Ftsher, 1935). Un método 

asstntÓttco para testar esta mesma hipótese é derivado pro 

prtedades de convergência desta distrJbu)ção para a Normal. 

Considerando hipóteses gerais, sem restrtção para o 

parâmetro, o que corresponde a Investigar a proporcionalidade 

entre o risco da doença na presença do fator e o risco da 

doença na ausência do fator, mu1tas alternativas de testes ba 

seadas em I 1m1tes de confiança assintÓticos para a razão de 

p r o d u t o s c r u z a do s , t êm s 1 do p r o p o s t a s p o r v a r 1 o s a u t o r e s . Co r ri 

field (1956) fornece expressõe5 para o cálculo exato do 1n 

tervalq de conftança; a determinação destes limites sem o 

aux[J 10 de recursos computacionais, bem como 

Iterativos é impraticável dev1do à complexidade 

volvtda. Thomas (1971), Mantel e Hankey (1971), 

programas especÍficos para a determinação destes 

de métodos 

numé·r 1 c a en 

desenvolve r am 

limites. 

Co x ( 1 9 58 ) , o b t ém I 1m i te s de c o n f 1 a n ç a a s s 1 n t Ó t 1 c os 

recorrendo a resultados da teoria de amostragem sem reposição 

de população f1n1ta e à função geratr1z dos cumulantes da dts 

trtbu1ção HipergeométrJca Generaltzada. 

Em Co r n f 1 e I d ( 1 9 56 ) é p r o p o s t o I 1m 1 t e s de c o n fi a n ç a 

aproximados para a moda da distribuição Hipergeométrtca Gene 

ral izada e, considerando que a razão de produtos cruzados p~ 
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de ~er i..!proxllnLidLI por urna funçi:ío rnonotôn1.cd di..! rnpda, e~tabe 

lccc-~c o corre~pondente 1ntervLtlo. o~ c<Íiculos requerem rn<.' 

t o d o ~ 1 t e r <.~ t 1 v o ~ · p d r d o b t e n ç ::i o d a s e s t 1 ma t 1 v a s . 

Ga r t ( I 9 6 2 ) , p r opõe do 1 s mé t o do s de o b t e n ç ::i o do 1 n 

tervalo de confiança, um apropriado para amostras grandes, çan 

base em procedimentos não condicionais e outro, para amos·tras 

pequenas, de'r1vado do modelo condicional. A1nda, Citado po~ 

Gart, temos o intfrvalo obt1do por Wolf (1954) baseado na 

t r a n s f o r maçã o I o g 1 to e em e s t i ma t i v as de má x i ma v e r os s i'm 1 I h a n 

ça não condicionais. Este artigo nos parece bastante in teres 

sante, po1s compara os métodos de Cornf1eld, Cox, Gart e Wolf, 

cons1derando a precisão, o comprimento·dos Intervalos 

complexidade dos ~álculos envolvidos. Questionamos, do 

e a-

ponto 

de v1sta teÓr1co, até que ponto os limites de Intervalos ba 

seados em proced1mentos condicionais e não condicionais, p~ 

dem ser comparados. 

Com a descr1ção destes métodos, na seção VI.3 são 

desenvolvidas algumas apl 1cações. Na anál 1se das tabelas é da 

do destaque espec1al para o ttpo de estudo ep1demioiÓgtco uti 

l1zado. 

F1nalmente, o le1tor que esteja 1nteressado,somente 

no sent1do prát1co do trabalho, pode consultar apenas os capi 

t u I o s I I , V e o s . ex emp I o s a p I 1 c a do s do c a p í t u I o V I j u n t ame n t e 

com as di~cussões. 
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CAPÍnJLO I I 

MDELO EPiDEMIOLÓGICO - MDELO PROBABILÍSTICO 

Os modelos em Epidemiologia são caracterizados pelo 

t 1 p o d e d e I 1 n e ame n t o q u e o p e s q u I s a d o r u t I I I z a n a c o I e t a do s 

dados. Como conseqÜência do planejamento fica definido para o 

estatístico o que está fixado {fator) e o que é aleatÓriO (res 

posta) no modelo. O conhecimento destes fatos, como veremos a 

s e g u 1 r , d e t e r m 1 n a a a n á I 1 s e e 1 n t e r p r e. t a ç ã o do s r e s u I t a do s • 

11.1. Estudo Prospectivo ("Follow-Up") 

O estudo prospecttvo considera um grupo de ,pessoas 

( uma c o o r te ) , todos I de n t I f 1 c a dos no 1 n í c 1 o do ex p e .r 1 me n to c~ 

mo estando livres de uma certa caracterís~Ica, mas que variam 

na expos1ção a um fator de Interesse, possivelmente relaçion~ 

do com o desenvolvimento de tal característica. O grupo é se 

gu1do durante certo tempo com a finaltdade de determinar d1fe 

renças na taxa de desenvolvimento da resposta em estudo de 

acordo com o fator de exposição. Assim, grupos de mulherescan 

e sem um certo fator de risco (tabagismo) são seguidas durante 

a g~stação e o peso do recém-nascido é anotado (baixo peso ou 

n'ão). 
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No c o 11 t c x to do p r c~ e 11 t c t r d b •. li h o c orn a f 1 nd I 1 dade 

de ut1I1Z.Jr llllk.t ltngu'-lgernmdl!'> clara '-lO le1tor, a C'-lractcrí~ 

t 1 ( · d o u r e ~ p o :-, t ~ ·de 1 n t e r e ~ :-, e :-, C' r á 1 n d 1 c a d a c o mo a 

ou Ju:-,0ncla de· unw dada doC'nça. 

prC':-,ença 

Ne~te método de estudo é essenc1al que os JndJvÍduos 

~C'Jdm corrC'tamente clas~tftcados quanto b expostçâo aos possi 

ve1~ f'-!tore~· de r1sco. Supo~1ções bá~1cas sâo quC', 1nd1vÍduo~ 

expostos no C'stud~ sejam representativos de todas as pessoas 

expostas com respetto ao rtsco da doença, por exemplo, ·e, que 

JndtvÍduos nâo expostos, seJam tgualmente representativos de 

todas as pessoas não expostas na população. 

Nos estudos prosp.ect1vos mu1tas são as mane1ras de 

selecionar uma coorte. Um grupo particular pode ser escolhido 

dev1do a sua dtsponibil Idade (voluntários), devido a seus an 

tecedentes, ou dev1do a terem experimentado algum t1po parti 

cu I a r. de ex p os 1 ç â o . Em q u a I que r s 1 t u ação , é 1 mp o r .ta n te que. liTB 

coorte cons1sta de indJvÍd.uos que compartilham ·de uma expenê!:!_ 

c1a comum durante um período de tempo def1nido. 

O t e r mo d i r e c i o na I 1 da de s e r e· f e r e a o r e I a c i o n ame n to 

temporal entre as observações do fator em estudo e as observa 

ções da cond1çâo da doença. Os estudos prospectivos pestacam 

a hab1 I Idade do pesquisador em dJsttnguir condtções anteceden 

tes de consequentes, crJtérJo este, Importante para a 1dent1 

f1cação de que o fator é de r_isco para a doença (Kieinbaum, 

K u p p e r e Mo r g e n s t e r n , I 9 8 2 ) . 

A ma 1 o r v a n t a g em. de s t e s e s t u do s .é q u e a co o r te e c I as 

SJÍ!cada em relação à expos1ção ao fator antes do desenvolvirren 

to da doença, o que eiJmJna certos víc~os de seleção que l1m~ 

tam sertamente outros del 1neamentos bás1cos. O fato de ter co 

n h e c 1 me n t o da ex p o s i ç ã o a o f a t o r , p o r s u a vez , pode i n t e r f e r i r 

na susceptibilidade à doença, mas 1sto não é difÍcil de ser 
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controli.Jclo. 1\ con~eqiiêncti.l ll1i.ll~ ~erta, e que e~tudo~ pro~pect~ 

vo.., pl·rrnttern o c.llculo dtreto de taxas de incadencaa entre gr~ 

po.., cxpo..,to.., e ni:ío expo~to~; e~te fi.lto ~era L~nalt~Ltdo ITI:ll~ âdtante. 

A prtnctpi.ll desvant.Jgem de tal estudo é que geralrre~ 

te e requertdo um longo tempo para a coleta de dados, além de 

~e r d 1 ~pend 1 oso. O grupo dC' 1 nd 1 v í d~os segu tdos durante o.est~ 

do é g r<-~ n de , . p a r t i cu I a r me n te se a do C' n ç a tem b a 1 x a 1 nc 1 dênc i a. 

O fato de ser necessário segutr a coorte durante longo período 

c1 e t emp o ( e s t u do I o n g 1 t u d 1 n a I ) r e s u I t a em o b s t á c u I o s e s pec i a 1 s , 

t<.~l como perda de pacientes pela migração, morte por outras 

causas, mudanças no crttério de dtagnóstico. Ainda, es 

tes estudos não são ef1c1entes em gera~ novas h1pÓteses de fa 

tores que supostamente poss_am part 1c1par na et1ologta da doença. 

Desta forma, os dados gerados sob este planejarrento, 

podem ser dispostos no formato apresentado na Tabela 11.1. 

TABELA I I • 1 • Notação e fo.rmato para a distribuição dos dados 

de um estudo prospectivo 

RESPOSTA 
D D' TOTAL 

FATOR 
' 

A X m-x m 

A' y n-y n 

TOTAL t N-t N 

onde: 

A e A' são indicadores dos grupos exposto e não exposto ao 

fator A, respectivamente; 

D e D' são indicadores dos indivÍduos que desenvolveram ou 



não a resposta durante urn certo ternpo, 

te. A resposta de intere~se pode ser, 

ocorrê-ncia de umJ doença. 

respectivarne~ 

p o r e x ernp I o , a 

[rn corre~pondência LJO experimento que e realizado 

n e s t e s e s t u d o s , p o d emo s e s t a b e I e c e r q u e e x i s t em m i n d i v í d 1.:1 o s 

aleatoriamente selecionados (com reposição), expostos ao fa 

torA e n indivÍduos tamb~m aleatoriamente selecionados (com 

reposição) não expostos ao fator A (grupo com a característi 

ca A'). Todos, indivíduos sadios, I ivres da doença. Para cada 

uma destas categorias observa-se durante um certo tempo o nu 

mero de indivíduos que desenvolveram a doença, x e y, 

tivamente. 

respe~ 

Vale destacarmos, que na prática, mesmo uti I izando 

processos de amostragem sem reposição, podemos conduzir os re 

sultados teóricos adotando um esquema com reposição, pois as 

populações bi61Ógicas são infinitas internamente, o que torna 

equivalente os dois processos. 

Sejam as var1aveis aleatór'ias 

Y. (j=l ,2, ... ,n), defini~as como: 
J 

X. (i=1,2, ... ,m) 
I 

e 

., ' 

X. = 
I 

y. = 
J 

·. 

I I. 2. 

se o i-~simo indivíduo do grupo A desenvolve a 

doença; 

O caso contrário. 

o 

se o j-~simo indivÍduo do grupo A' desenvolve a 

doença; 

caso contrário. 

Com estas definições podemos esquematizar a Tabela 
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• . -

T/\1\UJ\ 11. 2. Distr i buição das probab i I idades de ocorrência da 

doença (n) para as populações expostas e não e xpo! 

tas ao fator A 

RESPOSTA 
D 0' TOTAL 

FATOR 

A I -p 
1 

A' 

onde: 

p
1 

= probabi I idade de um ind ivíd uo pertencen t e à popu laç ão 

a pós um com o fator A presente desenvolver a 

certo tempo ; 

doe nça 

p
2 

=probabilida de de um i nd ivíduo pertencen t e a popu lação 

com o fator A ausente (A') desenvolver 

um certo tempo . 

X . e Y . 
I I 

a doença 

segui rã o 

buições 

Desta fo rma , as v ar iáve i s 

de Bernou lli , isto e: 

X 
I 

y 
J 

Como : 

X = 

-

-

Ber 

Ber 

m 
E 

i= 1 

(l ;p l ) = 

( I ; p 2) = 

X. 
I 
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c ~ t c s n urne r o s s e g u i r J o d i s t r i b u i ç õ c s 1\ i n orn i a i s , i s t o e : 

X - Bin (rn;p ) 
. 1 x = 0,1, •.• ,m 

· O , I , • • • , n 

A distribuição conjunta das variáveis aleatórias 

(X, Y), e dada por: 

P(x,y/N,m,p1 ,p 2
) (~ 

X (1-p )(m-x) (~J py (1-p )(n-y) = p1 1 2 2 
( 1 ) 

n = N-m 

X = o ' I ' . . . ,m 

y = o ' I ' . . . 'n 

O espaço dos parâmetros para este modelo probabilí~ 

tico, anotado por @ = (p 1,p
2

), é o conjunto dos pontos pe~ 

tencentes ao seguinte quadrado: 

F I URA I I. 1. E s paço do s p a r âme t r o s ( p 
1 

, p 
2 

) da d i s t r i b u i ç ã o con j U_!! 

ta de (X,Y). Indicação do segmento de reta p
1

=p
2 

P, 

O interesse do pesquisador está em avaliar se o fa 

to do indivíduo ter o fator A presente ou ausente (A'), não 

influencia a probabilidade de que ele desenvolva a doença D, 

durante um certo tempo. Portanto, a hipótese a ser testada é: 
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P r (D/ A) Pr(D/A') 

e p o cl e s e r e s c r i t jl como 

p 1 ~· p . 2 

A hipótese de nu! idade (H
0

) é a hipótese de homog~ 

neidade entre as distribuições dJs vilriciveis X e Y, isto e, 

p
1 

-p
2

• Os pontos no espa~o dos parâmetros que satisfazem H
0 

s ã o t o do s a q u e I e s p e r t e n c e n t e s a o s e gme n t o d e r e t a p 
1 

= p 
2 

i n d i 

cado na Figura 11.1. 

As definições dadas aos parâmetros p e p merecem 
. 1 2 

algumas considerações. Como já foi visto, nos estudos prospe~ 

tivos populações classificadas em dois subgrupos são seguidas 

durante certo período, após o qual é contado o número de no 

vos casos de uma certa doença. Epidemiologistas definem p
1 

co 

mo a taxa de incidência d~ doença para a populaçãb exposta ao 

fator A e p
2 

como a taxa de incidência da doença para a pop~ 

I ação não ex p o s t a a o f a t o r A (Mau s n e r e K r ame r , I 9 8 5 ) • 

Como destacamos, uma das vantagens dos estudos pro~ 

pectivos e que eles permitem o cálculo direto das taxas de in 

cidência da doença. Isto porque, os doi.s grupos, A e A'', repr~ 

sentam populações de risco bem definidas, no início do experl 

mento I ivres da doença e, que são seguidas durante certo tem 

p o p a r a a n o t a r - s e o de s e n v o I v· i me n t o da d o e n ç a . 

Algumas estatíst[cas para testar a hipótese de ho 

mo g e n e i d a d e s ã o d e p a r t i cu ·t a r i n t e r e s s e a o ·s e p i d em i o I o g i s t a s 

e serã~ propostas no capítulo V. Contudo, vamos fazer alguns 

comentârios sobre uma delas, o risco relativo (RR). Este é de 

finido como a razão das taxas de incidência para pessoas ex 

postas e não expostas a um fator de risco. Em nossa notação: 
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RR 
taxa de incidê-ncia p<.tra expostos 

taxa de incid~ncia para nJo expostos 

RR 
Pr(Oif\.·) 

( 2 ) 

Considerando a bip.Óte_se H
0

, o risco relativo se igu~ 

la à unidade. Um resultado bastante interessante é que, ao de 

f i n i r mos urna outra quantidade, 

p 1 I (1-p,) p 1 ( 1- p2) 
( 3 ) e = = 

p2 I ( 1 - p ) p2 (1-p2) 2 

toda vez que igualarmos o risco relativo à unidade, o ·valor de 

e também se iguala à unidade (Mantel e Haenszel, 1959). Isto e 

urna indicaç~o da relevância destas duas medidas em testar a 

hipótese p
1 

= p2 . 

A quantidade e , 
chamada razão de produto~ cruzados e 

("odds-ratio") 
, 

sentido, estabelece anal o e e neste· que se a 

gia entre esta e o risco relativo corno medida de associaç~o. 

11.2. Estudos Retrospectivos (caso-COntrole) 

No estudo retrospectivo, pessoas diagnosticadas no 

wÍc1o do exper irnento corno tendo UTB certa característica (caso) são 

carparadas can pessoas que n~o têm a caracter í s t tca (controles), de a co!_ 

d~ com a presença de algum fator nas suas experiências pass~ 

das. A final idade é determinar se os dois grupos diferem na 

proporç~o de pessoas com o fa~or presente. Assim, urna pop~ 

laç~o pode ser classificada em pessoas com e sem câncer pulm~ 

nar. Utilizando uma amostra dela verifica-se o n~mero de pe~ 

soas em cada grupo que tem o hábito de fumar. Também neste ca 
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~o, de f 1111 remo~ o~ grupo~ C<.t~o c co11trole como con~tltuÍ-do~ por 

IndivÍduo~ con1 e ~em urna dad<.t doençd, r('~pcct1vamente. 

O f<-~.to dç que ne~te~ e~tudo~ ·não c fC'1to o ~egumrnto 

do~ ~r=upo~, o que proporc1ondr1a ao pe~qu1~<.tdor acOT"panhur o desen 

v o I v 1 me n t o d a do e n ç a , c a r a c t e r 1 z a e s t e d e I 1 n e am'e n t o c o mo não 

d 1 rec 1 ona I, 1 ~to é, nenhuma cond 1 ção, fator ou doençd, pode ser 

unJc&n:'nte 1dent 1 f 1cada como tendo ocorr 1do pr 1me1 ro. Deste rrodo 

não é possível obter 1nforrração sobre a seqÜênc1a teTporal dos eventos. 

Nestes estudos, o estabelecimento dos grupos caso e 

controle, bem com~ os estág1os da doença que serão 1ncluÍdos 

no e s t u do , de v e se r p r e c 1 s ame n te e s p e c 1 f 1 c a do no 1 n í c i o da p e 2_ 

qu1sa. Uma seleção Ót1ma: cons1ste de todos os casos recente 

mente d1agnost1cados (incidentes), com certas catacterístJcas 

espectf1cadas durante um período de tempo também especlf1cado. 

Casos 1nc1dentes são preferíveis a casos prevalentes, dev1do ao 

fato de estes Últimos representarem um subgrupo selecionado~ 

todos os casos 1nc1dentes ma1s aqueles, diagnosticados num perí~ 

do antecedente, que realmente não devem fazer parte do estudo. 

Casos prevalentes na amostra conduzem a uma 

de pac1entes, o que pode· ser Interpretado 

maJor sobrev1da 

erroneamente como 

estando assoc1ado com uma predisposição excess1va à doença. 

É Interessante sal1entar, que no método retrospectiVO 

o grupo de casos pode ser gerado por uma var 1edade de fontes, 

ta1s como, prontuáriOS de hospital, certidão de Ób1to, receitas rré 

d1cas. Da mesma forma, o grupo controle também pode ser obtido 

de vár1as fontes, 1nclu1ndo a população geral ou m.esmo hospitalar. 

Entre a.s ma1s importantes constderações práticas que 

afetam estes estudos está a obtenção de casos e controles. A 
s u p os 1 ç ã o f u n d ame n ta 1 na a n á 1 i se de dados r e t r os p e c t 1 vos é que 

O!> casos e controles sejam representativos do un1verso defJntdo 

sob 1nvest1gação. A escolha do controle, por exemplo, deve ser 
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t '-~ I , q u c o ~ 1 n d 1 v Í d u o ~ q u c c o 11 ~ t 1 t u 1 r J o t: ~ t e g r up ,o d e v em t e r 

t 1do c1 lllt'~llkl oportun1d.Jdc de ~cre!ll cxpo~to~ ..tos f.Jtorc~ dC' rts 

co que o~ 111d 1 v (duo~ do grupo dC' c.J~o~. 

Qu c~ n dó um.:.t 
> 

doenç-.J C' cndêm1ca ou cp1dêrn1Cd, E'~CO 

lha de urn controle 6 bastante ev1dentc, corno por exemplo, pe~ 

~oa~ I IVrC's da doença na area afetada. No caso de doença~ corn 

<:~ I t a t a x u de· f a t a I 1 da d C' , cu J a a o c o r r ê n c 1 a não a t 1 n g e urn g r~ 

p o b C'm d c f 1 n 1 do , iõl c s c o I h a d o c o n t r o I e é rna 1 s d d Í c i I . 

Por outro lado, tendo s1do ident!Í!cados os IndivÍduos 

que constttutrão urn e outro grupo, os estudos retrospectiVOS 

apresC'ntarn a vantagem de que, geralmente, a tnforrnação requer~ 

da sobre eventos passados está disponível ern relatos de rot1na. 

Desta forma, os dados gerados por urn estudo deste t_!_ 

po podem ser dispostos no formato apresentado na Tabela 11.3. 

TABELA 11.3. Notação e for~to para a distribuição dos dados 

de um estudo retrospectivo 

RESPOSTA A A' TOTAL 
GRUPO 

' 

CASO (D) X rn- x. rn 

CONTROLE ( 0' ) y n-y n 

TOTAL t N-t N 

Considerando o exper1rnento que e realizado nos. es 

tudos retrospectivos, ex1stern m indivÍduos dJagnostJcados no 

InÍCIO do estudo corno pertencentes ao grupo doente (D), e n 

1nd1vÍduos corno pertencentes ao grupo não doente (D' ). Para 

cada urna destas duas categor1as de pac1entes é verificado, co 
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rno rc~postil, o numero dC' indivíduos expostos ilO filtor A, x e 

y, rc~pcct iVdllK'ntc. 

Sej.:Jm ilS Vilri~veis alcat6rias X. (i c 1 ,2, ... ,m) 
I 

Y . ( j 1 , 2 , ••• , n) , dC' f i n i das c orno: 
J 

X. 
1 

= 

y. = 
J 

s e o i - é s i mo p a c i e 11 t e do g r u p o do e n t e ( c a s o ) tem 

o fator A presente; 

O caso contrário 

o 

se o j-ésimo paciente do grupo controle 

fator A presente; 

caso contrário 

A seguinte tabela pode ser esquematizada: 

tem o 

TABELA 11.4.Distribuição das probabilidades de ocorrência do fa 

onde: 

tor de risco (A) para os grupos populacionais caso 

(D) e controle (D') 

RESPOSTA 
A A' TOTAL 

GRUPO 

CASO (O)" P, 1 - p 1 

CONTROLE (0' ) p2 1-p2 

p
1 

= probabi 1 idade de um paciente pertencente à população doen 

te ter o fator A presente; 
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p
2 

= probilbi lidilde de um pilciente pertencente a populaç5o con 

trote ter o filtor 1\ presente. 

Como no caso anter_ior para os estudos prospectivos; 

X = 
m 
L 

i= 1 
X. 

I 
e y = 

n 
L 

i= 1 

com distribuições de probabi I idades dadas por: 

X - B in (m p 1 ) x = 0,1, ... ,m 

y = O , 1 , • • • , n 

Y. 
J 

A distribuição conjunta de {X,Y) e obtida pelo pr~ 

duto das duas Binomiais independentes, indicada na expressão 

( 1 ) • 

Comparando as Tabelas 11.1 e 11.3 pode ser observado que 

os modelos epidemiológicos prospectivo e retrospectivo, apesar 

de consistirem de de! ineamentos diferentes, geram dados que 

podem ser esquematizados pelo mesmo formato, uma tabela de 

c o n t i n g ê n c i a 2 x 2 e , a i n d a ma i s , a s v a r i á v e i s r e s p o s t a s , X e Y , 

obedecem à mesma distribuição de probabi I idades, um modelo Bi 

n om i a I . A d i f e r e n ç a e n t r e o s do i s e s t u d o s , e s t á n a . i de n t i f i c a 

ção de quais variáveis foram fixadas e quais foram aleatoriza 

das. 

Nos estudos retrospectivos, em uma população classi 

ficada em grupos que têm e não têm a doença, determina-se o 

numero de pessoas· expostas ao fator. Desta forma, p
1 

e p
2 

não 

representam taxas de incidência da doença, como nos estudos 

prospectivos, mas sim, proporções de presença do fator dentro 

de cada grupo populacional. Consequentemente, a hipótese de 

homogeneidade entre os dois grupos (H
0

: p
1

=p
2

) não tem a rnes 
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ma i 11 L c r p r e t a ç 5 o cL.1 d d a 11 t C' r i o r me n t e • 

De' v e f. 1 ç a r c I c~ r o q u e n o s e s t u do s r e t r o s p e c t i v o s , t a 

x a s de i n c i d f- n ·c i d n J o podem se r c a I cu I d él <J s d i r E' t ame n t e , pois 

d p o p u I a \- J o d c r i s c o ( c orn o f a t o r de r i s c o p r cs e n t e ) n ã o e s t á 

definida (fixada). Assim, apesar de p
1 

e p
2 

nos dois ·model-os 

epidNnio16gicos serE'm estimados pel·a mesma ~xpressão matemáti 

ca (ver scçã~ V.2) a interpretação destas quantidades em cada 

caso deve ser fei!a com cuidado. 

No entanto, um resultado importante e mostrado em 

Cornfield (1956) e Cornfield e Haenszel (1960). Mesmo sob as 

considerações feitas, o risco relativo pode ser esti~do em 

um estudo retrosp~ctivo, s~ algumas suposições 

t i s f e i t a s : 

estiverem sa 

(i) o grupo controle deve ser representativo da populaçãog~ 

r a I ; 

( i i ) o grupo de casos deve ser representativo da 

com a doença presente; 

população 

(i i) a freq~ência da doença na população deve ser sufic~ente 

mente pequena. 

Vamos apresentar a demonstração deste fato. 

Seja P a proporção da população total que apresenta 

a doença. Assim definido, ~e a taxa de prevalência da doença 

na população. 

Sejam p 
1 

e p 
2 

defini dos como ·na Tabela lt. A taxa de 

prevalência da doença restrita a pessoas expostas ao fator A, 

o que corresponde a taxa de incidência da doença para pessoas 

expostas é, pelo Teorema de Bayes: 
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Pr (DIA) Pr (11,A)IPr (A) 

Pr (AID) Pr (D) 

p r (A In) p r ( [)) " 'p r (A In' ) p r (I)' ) 

p· ·P 

Do mesmo modo, a taxa de preval@ncia da doença para 

pessoas n~o expostas ao fator A, isto~. a taxa de incidência 

da doença para pessóas não expostas ~: · 

Pr(DIA') = Pr(D,r'\' )IPr(A') 

Pr (A' ID) Pr (D) 
= 

Pr(A'ID) Pr(D) + Pr(A'ID') Pr(D') 

(1-p,) p 
= 

(1-p
1

) P + (1-p
2

) (1-P) 

A prevalência da doença para expostos (grupo A) re 

!ativo. a não expostos ao fator (grupo A') define o risco re 

!ativo de ocorrência da doença, o que e obtido pela razão: 

Pr(DIA) p
1 

[(1-p
1

) P + (1-p
2

) (1-P)] 

Pr(D/A') = 

Para P suficientemente pequeno podemos escrever: 

RR = 
Pr(D/A) p 1 ( 1 ~ p 2 ) 

= e ( ~ ) 
Pr(DIA') 

A e x p r e s s ã o ( ~ ) no s p e r m i t e f a z e r e s t i ma t i v a s do r i s 

co relativo usando a quantidade razão de produtos cruzados 

("odds-ratio"), estando as condições (i), (ii), (iii) satis 
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fe1L.1~. Em doenças raras, onde e~tudo~ pro~pect1vo~ s::ílY dlfí 

, 
c<.'l:-, de conduz1r, <.~ as~1m que o r1~co relat1vo pode ser 

11 1<:1 d l) ...1 t r a v <.~ ~ d e e ~ t u d o ~ r e t r o ~ p e c t 1 v o ~ • No v ...1 rne n t e , f o 1 

v e I c~ t a b e I e c e ·r urn<.~ a na I o g 1 a <.' n t r e e s t d ~ duas me d 1 da s . 

po~ S..!_ 

11.3. Estudos Transversais ("Cross-Sect•onal") 

Os estudos transversais representam outra forma dos 

epidemtologtstas realIzarem observações nas populações. Neste 

tipo de del tneamento, uma amostra representativa da população 

em estudo deve compor a pesquisa, em que, ambos, fator de r1s 

co e doença, por exemplo, são verificados ao mesmo tempo em 

cada u n I. da de ex p e r I me n t a I . P o r e s t a r a z ã o , o t e r mo "através 

de uma secção" é usado como tradução~ "cross-sectional". 

Um modelo epidemiolÓgico deste tipo, apesar de ser 

fáci I e rápido de realizar, não estabelece a seqüência temp~ 

ral dos eventos, que é necessária para o pesquisador extrair 

tnferências sobre causas, por exemplo, entre a doença e fator 

de r I s c o (Maus n e r e K r ame r , 1 9 8 5) . A·s s I m, e s te e um de I 1 n e a 

mento não direcional, pois o pesquisador não consegue disttn 

guir condições antecedentes de consequentes, o que somente 

conf~rido aos estudos prospectivos. 

, 
e 

Os dados gerados por um estudo transversal podem ser 

dispostos como na Tabela 11.5, a segu1r. 

-.. ·. 
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1/\BELJ\ 11.5.Notação _c formato para a distrlbuição dos dados de 

urn estudo transversal 

VARIÁVEL D 
D D' TOTAL 

VARIÁVEL A -

A X m-x m 

A.' y n-y n 

TOTAL t N-t N 

As v a r i á v e i s A ( A '· ) e D ( D ' ) p o d em s e r , p o r exemplo, 

presença (ausência) do fator de risco e da doença, respectiv~ 

mente. Observe nd Téibe1a 11.5 que a distribuição de 1 inhas e co 

1 unas par a e s tas v a r i á v e i s é a 1 e a t ó r i a , a I ém do que , N é o Ún i 

co total marginal que está fixado. 

São determinadas as seguintes categorias de respo~ 

tas: 

AD e v e n t o q u e i n d i c a p r e s e n ç a s i mu 1 t â n e a d o f a t o r d e r 1 s 

co (A) e da doença (D); 

AD' evento que indica presença do fator de risco (A) e au 

sênc i a da doença (D'); · 

A'D 

A'D' 

evento que indica ausência do fator de risco (A') 

presença da doença (D); 

e 

evento que i n d i c a a u sê n c i a s i mu 1· t â n e a do fato r de r i s 

co (A') e da doença (D'). 

Considerando o experimento que é realizado nos estu 
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do~ transversais, existem N indivíduos aleatoriamente selecio 

n d d o s ( com r e p o s i ç ã o ) d c um<.~ p o p u I a ç ã o , o s q u a i s s ã o c I a s s i f i_ 

c iJ dos na s c a t ego r i a s AD, AD' , . A' D e A' D' . De s ta f o r ma , x i n d i 

v Í d u o s p e r t c n c em à c I a s s e AD , ( rn- x ) i n d i v Í d u o s p e r t e n c em a 

c I a ~ s e AD ' e , a ~ s i m p o r d i a n t e . 

Como anteriormente, vale destacarmos, que para pop~ 

!ações biol6gicas que são_infinitas internamente, processos 

de amostragem com ou sem reposição podem receber o mesmo tra 

tarnento. Na população em estudo, esquematiza-se a seguinte ta 

bela: 

T~ 11.6.Distribuição das probabilidade~ de ocorrência das 

quatro categorias de respostas 

VARIÁVEL D 

D D' TOTAL 
VARIÁVEL A 

A p r p+r 

A' q s q+s 

TOTÂL p+q r+s 1 

onde: 

probabi I idade de indivÍduo da população ' p = um pertencer a 

categoria de resposta AD 

probab i I idade de indivíduo da população ' r = um pertencer a 

categoria de resposta AD'. 
' 

probab i I idade de indivíduo da população ' q = um pertencer a 

categoria de resposta A'D; 
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prob<.~bilidade de lllll indivíduo da popula<;ilo pertencer 

<"Lltegor ia de resposta /\'D'. 

a 

!\ disposiçilo dos elementos da amostra _nas quatro c~ 

t ego r i J s d e r <' s p o s. t a s s e g u e urna d i s t r i b u i ç ã o Mu I t i n om i a I , q u e 

~ dada por: 

P( x, y ,m/N, p, q, r) = 
N! 

. 
x! (m-x)! y! (n-y)! 

para n = N-m 

(n-y) 
s ( 5 ) 

O espaço dos parâmetros para este modelo probabi I í~ 

tico, denotado por@= (p,q,r,s), assumindo o valor de N conhe 

cido, é o conjunto dos pontos pertencentes à seguinte superfi 
4 cie tridimensional no espaço R : 

@: p+q+r+s = O<= p,q,r,s <= 

As curvas de nível atribuindo alguns valores a s 

para esta superfície estão apresentadas na Figura 11.2. 

FIU.RA 11.2.Representação das curvas de nível para o espaço dos 

parâmetros do modelo Multinomial 

q 

r 

~1 I 4 
®1/2 

~/4 
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onde: ~) 
.O 

p 1 q + r :: p<..tr LI ~ =- o 

(J) ptq+r =- 3/4 p<.trd ~ = 1/4 
1 /I~ 

G) p•q~r = 1/2 pi..!rél ~ = I I 2 
1 I 2 

@3/4: p~q+r = 1/4 pé! ré! s = 3/4 

Em um modelo Multinom1al deste t1po, é possível ao 

estatístiCO testar él hipótese de independência entre as duas 

VélrláveJs clé!ssifJcatÓrJé!S, féltor de risco e doença. Observe, 

que não se trélta de um teste de homogeneidade entre duas 

trJbu1ções, o qué!l é é!propriéldo parél os modelos Binomiais 

dI S 

descr1tds. Neste caso, pretende-se verificar se él ocorrência 

d él d o e n ç a , em r e I a ç ã o à o c o r r ê n c 1 a do. f a t o r , é c a s u a I ou s 1 s 

temática. 

Para testarmos esta hipótese, é suficiente 

gélr se um dos componentes 1nter1ores da tabelé! pode 

réldo como produto das marginais de I 1nha e colunas 

1nvesti 

ser fato 

correspo.!!_ 

dentes. O teste Qui-quadrado, bem como o coeficiente de con 

t1ngêncta de Pearson, são procedimentos bastante uti I 1zados. 

Edwards (1963), sugere que o uso destas estatísttcas deve ser 

evtt~do, prinCipalmente no Cé!So de tabelas 2x2; no capítulo V 

são apresentadas as razões que justificam ta1s argumentações. 

O epidemiologista, analisa o problema questionando 

se a ocorrência da doença não é afetada pela presença (ou au 

sência) do fator. Neste sentido com a notação apresentada na 

Tabela 11.6, podemos estabelecer a segu1nte hipótese: 

H
0 

p/(p+r) = q/(q+s) 

, 
e, a ocorrêncta da doença e a mesma para ind1vÍduos ex 

postos e não expostos ao fator de risco. 
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De s t a c amos , que a h i pó tese H 
0 

e e q u i v a I t' n te a hip~ 

t e s e ck i n ele p e n d 0 n c i a , o u s e j a , H 
0 

(~ v e r d a d e i r <1 s C' , e s ome n t e 

se, ltrlkl déls propor<:Õ<'s fatorar corno produto das marginais. 

Ern estudos transversôis, o risco relativo, definido 

anteriorrnC'nte, pode ser obtido por: 

RR " 
Pr(D//\) 

= 
p/(p+r) 

( 6) 
Pr (D/D') g/(q+s) 

Podemos observar, que a hipótese H
0 

corresponde a 

testar que o rtsco relatiVO~ 1gual ~ un1dade. 

Por outro lado, recorrernoss a urn resultado 

sante. A quantidade razão de produtos cruzados ern um 

transversal é obtida por: 

e = 
p/ r 

q/s 
= 

p s 

q r 

in teres 

estudo 

( 7) 

Se igualarmos o riSCO relativ9 ã _unidade, e· assim 

de f i n i do, também se i g u a I a ã u n i da de (Ma n te I e H a e n s z e I , 19 59). 

Desta forma, dispomos de várias estatísticas que são relevan 

tes para a hipótese de independência. A1ém disso, está corres 

pondência estabelece a analogia entre o ri~co relativo e a ra 

zão de produtos cruzados em estudos transversais. 
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CAPÍTULO I I I 

EQUIVALÊNCIA ENTRE OS ESTUDOS OBSERVACIONAIS 

- DISTRIBUIÇÕES CONDICIONAIS -

No capítulo anterior descrevemos as características 

dos três delineamentos epidemiolÓgicos básicos, adotando em 

cada caso um modelo probabilÍstico adequado. Utilizando resul 

t a do s da Te o r i a de P r oba b i I i da de , j u n t ame n t e com a I g u n s conce i 

tos dados por F1sher (1935) sobre Quantidade de Informação,p~ 

d e mo s e s t a b e I e c e r e q u 1 v a I ê n c 1 a e n t r e· e s t e s e s t u do s . Un mo de I o 

de diStribUIÇão condicio'nal é obtido para os dados no inter10r 

de uma tabela 2x2. Especificamente, considerando a notação ut~ 

I 1zada até aqu1, o modelo se reduz~ distribuição de X fixadas 

as marginais me t, independente do estudo epJdemi~IÓgico que 

gerou os dados. Para tanto, são analisadas algumas propried~ 

des das distribuições Multinomial e Binomial. 

III.J. Redução do Modelo Multtnomial para o Produto de Bino 

miais Através do Condicionamento em Relação a uma Mar 

ginal 

· Sej~ X= (X
1

, X
2

, , Xk) uma variável aleatória 

Multinomial com vetor de probabilidade p = (p
1

, p
2

, ••• , pk). 

A função de probabilidades de X é dada por: 
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P (x/N,p) , N! 
k 
rr 

X . p. 1 
I 

i = 1 X . ! 
I 

onde os x. 's de x = (~ x 
I 1 ' 2 ' • • • ' tomam os v a I o r e s O, 1 , ••• 

. . . , N , s u j C' i ~ o s à r. e s t r i ç ã o 

X. = N 
I 

supondo o valor de N conhecido. Os valores dos p. 's pertencem 
I 

ao intervalo [0,1], sujeitos à restrição 

k 
í: p. = 

i= 1 
I 

A distribuição Multinomial pode ser gerada por uma 

série de experimentos, que têm as seguintes propriedades: 

o r~sultado de cada exp~rimento pode ser 

tro de k categorias de respostas; 

c I a-s si f i c a do 'den 

as probahi !idades de ocorrência das categorias, p=(p~,p 2 , •• 

. . , p k) , sã o as mesmas par a cada ex per i me n to; 

o -resultado de cada experimento e independente de t~dos os 

outros; 

-a série de experimentos e realizada um numero fixado de ve 

zes, N. 

Estas condições se enquadram na descrição do modelo 

e p i d em i. o I ó g i c o t r a n s v e r s a 1 • 

A seguir, e enunciado o teorema que permite a fato 

ração da distribuição Multinomial. Sua prova encontra-se em 

Guenther ( 1968) ou Kshi rsagar ( 1972), por exemplo. 

- 30 -



llil~ III.J.Seja X= (X
1

, X2 , ... , Xk) urna variável 

Mu I t i n orn i a I . E n t ã o : 

aleatória 

( i ) a d i s t r i b u i ç ã o rna r g i n a. I da s orna de c ornp o n e n t e s Mu n t i no 

( i i ) 

"miais~ tarnb~rn Multinornial; 

a dist.ribuição condicional de um subconjunto de cornp~ 

ncntes Multinorniais, dado o valor observado da sorna des 

tes componentes, ~ tarnb~rn Multi.nornial. 

O resultado apresentado ern (i) e de grande importâ~ 

cia quancto temos interesse na distribuição dos totais ~rg! 

nais de uma tabela de contingência, sendo a distribuição dos 

componentes internos Multinomial (caro a Tabela II.5). Isto im 

plica, que os totais de linhas e, similarmente, os totais de 

colunas têm distribuição Multinomial com o mesmo tamanho amos 

trai N.e vetor de probabi I idades marginais de I inha e de colu 

na, respectivãmente. 

Do mesmo modo, (i i) pode ser aplicado a uma tabela 

de c o n t i n g ê n c i a c o mo a Ta be I a I I . 5, par a a d i s t r i b u i ç ã o c o n d i c i o 

nai dos componentes de cada I inha (coluna), estando fixados 

os totais observados das I inhas (colunas). 

Assim, estamos em condições de fato r a r a . distribui 

ção Multinomial em partições que tamb~m representam funções 

Multinomiais. Para ilustração, seja (x,y,m) um conjunto De da 

dos gerados atrav~s de um estudo transversal .. Suponha o mesmo 

formato e notação das Tabelas II.5 e Il.6. 

O rnodelb.Multinornial (5) pode ser fatorado como: 

P(x~y,m/N,p,q,r) - P(m/N,p,q,r) P(x,y/N,m,p,q,r) (8) 

isto e, a distribuição conjunta de (x,y,m) se decompõe na dis 
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tribuição marginal- de (m) multiplicada p~la distr•ibuição con 

dicional de (x,y/m). 

U t i I ·i z a n do o s r e s u I t a do s do Te o r ema . I I I • I : 

(m/N,p,q,r) - Bin (N p+r) (9) 

que e a d i s t r i b ui ç ã o ma r g i na 1 I i n h a de uma Mu 1 t i n om i a 1 ( t r i d i 

mensional). 

Vejamos a distribuição condicional dos componentes 

(x,y) fixado o valor observado das marginais 1 inha: 

P(x,y/N,m,p,q,r) = P(x,y,m(N,p,q,r) I P(m/N,p,q,r) 

= 
X! y! 

N! X y 
(m-x)! (n-y)! p q 

(m- x) ( n- y) 
r s 

N! 

m! (N-m) i 

m (m- x) Y. · ( n- Y) 

= (~J (p~rJ (p:r] ( ~J (~J (q!s] 
Faze.ndo: 

p = p/(p+r) 
1 . 

e p2 = q/(q+s) 

= 

X ( 1 _ p ) ( m- X) 
p 1 1 

py (1-p )(n-y) (10) 
2 2 

L---------y--------~ ~---------v-------~ 

Bi n (m p 1 ) B in ( n 
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PortLinto, o termo condicional (x,y/m) cl'o modelo Mui 

t i n orn i a I ( e s t u d o t r a n s v e r s a I ) c o r r e s p o n d e a o p r o d u t o d e d u a s 

l~trKtlllLits, o que equ~vLIIC' LIO lll.)delo Produto de Btnmüats expre5so em ( 1) 

para os est~d~s prospectivo e retrospectivo. Observe, ainda 

ma i s , que o ti p o de f .J to r LIção i n d i c LI que 5 e t r .d ta de d u a s v a 

rtavcts independentes. 

Vamos examinar com mais detalhe o que o fato de co~ 

dicionar (fixar) marginajs aleat6rias est~ causando na distri 

buição dos dados, sujeitos a um modelo Multinomial. 

Pode ser observado, que a distribuição marginal s6 

depende dos valores (p,q,r,s) atrav~s ~e (p+r), ou seja, devi 

do·a (9): 

P(m/N,p,q,r) = P(m/N, p+r) 

De acordo com Fi.sher (1935), isto e uma indicaçã'o de 

que a distribuição marginal não fornece informação sobre 

(p,q,r,s), que são os parâmetros em que temos interesse. Real 

mente, conhecer o valor (p+r) não quantifica biunivotamente 

os valores individuais dos parâmetros. Por esta razão, este 

termo do modelo Multinomial pode ser abandonado, ut i I izando 

5e apena5 a parte condicional na realização de inferências. 

significa, que a informação contida em P(x,y/N,m,p,q,r) é 

mesma informação contida em P(x,y,m/N,p,q,r); verifique a 

toração obtida em (8). 

Este resultado e a origem de divergências entre 

Isto 

a 

f a 

, 
v a 

riOS grupos de estatísticos. Levantaremos alguns pontos de 

discus~ão no pr6ximo capítulo. 

Assim, estabelece-se a equivalência condicional en 

tre 05 rrodelos MUltJnanial (estudo transversal) e o Produto de Binaniais 

(estudos prospectivo e retrospectivo), no sentido de ser po~ 
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~ Í v e I u t 1 I 1 z '-' r o me ~mo te~ te p il r a os t r ê ~ e~ t u do~ , com base 

n.:..t nw~rn;..t d1~tr1bUIÇ::ÍO para· os dados (expressões ou 10). Ap~ 

~<.~r d1~~o, o estatístico, Inevitavelmente, deve conhecer a na 

t u r e z .:..t do ~ d .:..t do s , p r 1 n c 1 p a I me n t e , na ·f o r rnu I ação de h i pó t e se s 

e Interpretação de resultados. 

111.2. Redução do Modelo Produto de Binomiais para o Modelo 

Hipergeométrico Generalizado Através do Condtcionamen 

to em l~lação a urna Marginal 

Até agora, caminhamos passo a passo, no sent1do de 

adotarmos o modelo Produto de B1nom1a1s comum para os três es 

tudos ep1dem1o!Ógicos. N~ prosseguimento do assunto são inve~ 

t1gadas propriedades que perm1tem red~zir a1nda ~a1s este mo 

delo. Vamos eluc1dar dois resultados. Quanto ao modelo Multi 

n om 1 a I ( Ta b e I a I I . 5 ) , a s c o n c I u s õ e s e s t a b e I e c i da s p a r a a rrn. r g_!_ 

na! 1nha observada m, podem ser verificadas também para a rrn.r 

g 1 n a I c o I u na o b s e r v a d a t , i s t o é , p e I C! Te o r ema I I I • 1 : 

(t/N,p,q,r) - B1n (N p+q) ( 1 1 ) 

e , p o r t a n t o , p e I a me s ma r a z ã o d e s c r 1 t a a n t e r 1 o r me n t e , a d 1 s t r 1 

bu1ção marg1nal de t não e 1nformat 1va sobre os par&retros (p,q,r,s). 

Do mesmo modo, para o modelo B1nom1al (Tabelas 11.1 e 

11.3), a rrnrg1nal observada t=x+y (sam de duas vanáve1s B1nania1s 1n 

dependentes) apresenta d1stribu1ção de probab1!1dadesdadas por: 

( 1 2) 

e, portanto, só depende de (p
1

,p
2

) através de (p
1

+p
2

), o que 

a torna não 1nforn2t1va, no sent1do F1sher1ano, sobre o valor 

1nd1vtdual dos parâmetros em que temos Interesse. 
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Verificando a TabcL...t 11.5,bcm como as Tabela!'> 11.1 e 11.3 

ternos yct-x e N=rntn, Podemos então reescrever o modelo Produto 

d e 11t n orn 1 a 1 s o b t 1 d o n u !'> c x p r (: !'> !'> õ e !'> ( I ) e ( I O ) : 

de t por: 

onde: 

'p ( x ; t I rn , n , p , p ) 
. . . 1 2 

Fazendo i decomposição desta distribuição temos: 

Desta forma, podemos obter a distribuição marginal 

1 • 
~ P(u,t/m,n,p

1
,p

2
) 

U=k 

k = max (O,t-n) 

= mtn (t,m) 

= 

( n l [ p 1 ( I - p) lu 
t-u) ( ) 

p2 1-p, J 
(14) 

e portanto, 

Recordando a expressão (3): 
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e 

t <:>mos: 

P(x/m,n,t,p
1

,p
2

) = P(x/rn,n,t,e) 

= ( I 5) 

Essa distribuição de probabi I i~ades condicional de 

pende apenas do parâmetro 9, definido no capítulo 11 como ra 

zão de produtos cruzados ("odds-ratio"). J~ enfatizamos o in 

t e r c s s e na h i pó t e se de i g u a I a r e à u n i da de ( e= I ) , o que co r r e s 

ponde a supor que o risco da doença é o mesmo na presença ou 

a u s ê n c i a d o f a t o r ( RR = I , ou a i n d a , p 
1 

= p 
2 

) • S o h e s t a h i pó t e s e 

obtemos: 

P(x/m,n,t,e=l) = 

onde: 

N = n+m 

t = X+Y 

I 
r 

u=k 

( ~ J (t: X J 

(:J (t:u] 

= 

k = max (O,t-n) 

= min (t,m) 

que é o modelo da distribuição Hipergeo~trica. 

( I 6) 

U t i I i z a n d o o s r e s u I t a d o s a p r e s e n t a d o s em ( I I ) e ( I 2 ) , 

o rrodelo Produto de Binaniais pode ser reduzido apenas ao terrro condicio 

na!, ou seja, podemos tomar a observação t como fixada e aban 

- 36 -



-
nar o termo marginal. 1\ informação contida em P(x/m,n,t,p

1
,p

2
) 

c a ~s~ contida em P(x,t/m,n,p
1
,p

2
); verifique a fatoração 

o b t i d u ern ( 1 3 ) • 

Observe por em, q u c l.l p e s i.l r de ·F i s h c r c o n s i de r a r a 

distribuição das marginais não informativas,· a expressão 

indica que 6 termo marginal depende do parâmetro e, isto 

carrega alguma informação sobre e que ~ desprezada quando 

considera apenas o modelo condicional. No capítulo IV a 

dade deste procedimento e considerada. 

( 1 4 ) 
, 
e, 

se 

vaI i 

Co n c I u i n do , ~ p o s s í v e I v e r i f i c a r que t e s t a r H 
0

: p 
1 
= p 

2 
no nndelo Produto de B~rmmai.s ~ equtvalente a testar H0: p/(p+r)=q/(q+s) 

no modelo Multinomial, sendo que ambas hipóteses se reduzem ao 

teste do parâmetro e=1. De s t e modo , · pode mo s caracterizar e 

como uma medida de homogeneidade em estudos prospectivos e r~ 

trospeçtivos e uma medida de associação em estudos transver 

sais. A distribuição de probabilidades utilizada no teste~ a 

Hipergeom~trica (16). Tal modelo reduzido, foi obtido conside 

rando-se que as distribuições das marginais (m,t) não contêm 

informação sobre as hipóteses em questão e, portanto, podem 

ser consideradas como fixadas, independente do tipo de estudo 

observacional que está sendo realizado. 

Em algumas situações, o pesquisador tem interesse 

em propor valores mais gerais ao parâmetro e, diferentes da 

unidade, como na hipótese de o risco da doença na presença do 

fator ser proporcional ao risco na ausência do fator (RR = k, 

ou ainda, p =kp ). Nestes casos, inferências sobre e são basea 
1 2 

das na expressão (15), definida como distribuição Hip~rgeomé 

trica Generalizada~ 

Cox (1958), apresenta formas de se obter os momen 

tos desta distribuição. Os cálculos exatos tornam-se inconve 

nientes devido a complexidade ·das expressões matemáticas en 
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v o I v i d <J s , p o r c o n s-e q ii ê n c i a , ex p r e s s õ e s a p r o x i rna das s i:í o de se n 

volvid<Js através das propriedades assintóticas da distribui 

ç 5 o H i p c r g e omé t r i .c a G e n e r a I i z a d a . H a r k n e s s ( 1 9 6 5 ) a n a I i s a t r ê s 

formas de conv'ergência dependendo de como as marginais m, te 

N tendem p<H<1 o infinito. (Á:>rnfleld (1956) Hannan e Harkness(1963) 

rrostr;:m em detalhe a convergência an distrtbutção para a Norrml,- que- é 

de TH:ilOr Interesse em procedimentOS dé teste pàra O parâmetro e. 

111.3. Considerações Gerais sobre MOdelos Condicionais·e Não 

Condicionais 

Antes de concluirmos o assun~o tratado nest~ capft~ 

lo~ uma observação merece ~er destacada para vai idar, de cer 

ta forma, a aplicação dos resultados estabelecidos na seção 

anterior. Esta, diz respeito aos métodos pelos quais são fei 

tas inferências sobre o parâmetro e. É Úti I chamarmos a aten 

ção para o fato de que existem duas distribuiç~e~ de probabl 

I i d a d e s e n v o I v e n d o e . A p r me 1 r a e a di s t r i bu i ção não cond i c i ona I 

1nd1cada en (1) para o rrodelo Produto de B1naniais e en (5) para o rrodelo 

Mu I t i n om i a I , e x p r e s s õ e s e s t a s q u e p o d en: s e r r e e s c r i t a s- em t e r 

mos de e, por exemplo, da seguinte forma: 

= 

ou 

P(x y,m/N,p,q,r) = 

X 
p 1 

( 1 _ p ) ( m- x) 
1 

(~) (~ ) ex [ 1-p 
1 

1- p 2 

N! 

x! y! (m- x) ! (n-y)! 
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( ~.) py (1-p )(n-y) 
2 2 

l t ( 1-p )(N-t) 
p2 2 

X qY (m- x) (n-y) p r s = 



N! --------
X ! y ! ( m- x ) ! ·( n - y ) ! 

t N -ex (r/s)rn (p/s) s 

d e a c o r do c orn o t i p o de e s t u do o b s e r v a c i o n a I • A ou t r a é a d i ·s 

t r i b u ·i ç J o c o n d i c i o na I o b t i da , P ( x IN , rn, t , e ) , c ornurn a o s t r ê s e s 

tudo s. 

Ex i s t em r a z õ c s que j u s t i f i c am o emp r ego da d i s t r i bu i 

ç5o condicional em preferência à não condicional na realiza 

ç5o de inferências so 1.He e. Utilizando resultados da EstatÍs 

tica Matem~tica, verificamos que os medeias não condicionais 

mostrados acima pertencem à família de distribuições expone~ 

c i a i s mu I t i p a r amé t r i c a e., de a c o r d o com L e h ma n n ( 1 9 5 9 ) , te s 

tes UMPU sobre e (uniformemente mais poderosos não 

viciados) são derivados da distribuição condicional. 

Uma outra propriedade, de natureza diferente desta, 

conduz a mesm~ alternativa. Se recorrermos aos conceitos esta 

belecidos por Fisher (1935) de que os·totais marginais da ta 

bela são não informativos sobre a proporcional idade das fre 

qÜências no interior da mesma, mas sim, transportam inforrração 

ancilar, isto é, sobre parâmetros em que não temos interesse, c~ 

be verificarmos, que nos modelos não condicionais, a não ser 

e, os demais parâmetros estão I igados a totais marginais. De 

v e mo s p o r t a n t o , n ã o c o n s i d e r a r e s t e s t e r mo s , o q u e . c o r r e s p o~ 

de a adotar o modelo condicional. 

No capítulo IV estes fatos são tratados com mais de 

talhe, desenvolvendo uma base metodológica que permite 

car e analisar estes resultados com mais clareza. 
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CAP Í TIJLO I V 

<Xl'ISIDERAÇÕES SOBRE INFERÊK:IA PARCIAL 

- MÉTOOO DA REJU;ÃO . -

A exposição que se segue, consiste de um dos assun 

tos mais polêmicos da Inferência Estatística. Entretanto, sa 

lientamos que não~ nosso objetivo discutir as justificativas 

ou possfveis implicações da metodologia em questão, mas esp~ 

cificamente, descrevê-la como uma t~cnica ~ti I na ~n~l i se de 

problemas que envolvem outro5 parâmetros, al~m daqueles em que 

estamos interessados. 

C h amamos a atenção par a o fato de que no · c a p í tu I o 

anterior alguns procedimentos de redução de modelos completos 

a termos condicionais foram introduzidos. Passaremos a anali 

sar o suporte te6tico que garante a validade de tais 

dos. 

resulta 

IV.I. Função de Verossimilhança e Quantidade de Informação 

Para a apresentação da metodologia em destaque nes 

te capítulo, ser~ adotada a seguinte notação: 
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~c j <1 X urna v <1 r i <Í v e J a J c a t Ó r i a d c f i n t d él no e~ 

puço de prob<.~bi J idade (SG,A,P), onde Q e o espaço <.~mostrai 

de urn certo experimento, 1\. é a sigrna-álgebrd de eventos crn SG, 

e P c a função de probabi J id_ade definida ern 1\. e pararnetrizada 

por C-0 ( 8 , <1> ) , t a J q u c , p a r a um p o n t o X x p c r t c n c c n t e à s i gm<J 

álgebra A, P(x) =-- P(x/e,<I>). 

Duas c o n s i d c rações p r e I i rn i na r e s sã o n e cessá r i as • A 

primeira, diz respeito à quantidade de informação contida em 

urna amo s t r a • E n t r e o s e s t a t í s t i c o s ex i s t e b a s t a n t e p o I êrn i c a 

em torno deste tema. 

S u p o n h a , i n i c i _a I me n t e o c a s o em q u e o e s p a ç o p a r arn~ 

trico e unidimensional,@= e, por exemplo. Ainda, seja P urna 

função de probabilidade definida para· a variável aleatória X 

e pararnetrizada por e. o valor: 

E [ ~~ In P(X/0) = -E [-:-2-In P(x/0) ] 

f o i de f i n i do p o r F i s h e r c orno a q u a n t. i da de de i n f o r maçã o sob r e 

e contida na observação X=x. Observe que esta medida se refe 

re a uma média para todas as possíveis observações de X. 

Una g e n e r a I i z a ç ã o p o d e s e r f e i t a p a r a o c a s o rnu I t i 

paramétrica, por exemplo,@= (e,<I>). O análogo da informação 

de F i s h e r é uma ma t r i z de i n f o r maçã o , dada p o r : 

-1~In P(x/e,<I>) ~In P(x/e,w) 

E 

t<l> In P(x/e,<I>) a~ In P(x/e,<I>) 
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- -E 

a I. ----- 11 

a <I> a e 

_ _;;a __ In P(x/G,<t>) l 
a e a <I> 

(i 2 
---'--In P(x/8,4>) 

a 4>2 

Neste sentido, a dificuldade que frequentemente sur 

g c e q u e a s s i t u a ç õ e s e x p e r i me n t a i s s u g e r em mo d e I o s de s t e · t i 

po, envolvendo muitos parâmetros, send~ que, o interesse resi 

de em obter informação apenas sobre um subconjunto deste esp~ 

ço. Considere, po; exemplo, que X= (X
1 

,. X
2

, ••• , Xn) repr~ 

sente uma seq~ência de vari~veis aleat6rias Normais, indepe~ 

dentes e i de n t i c ame n te d i s t r i b u í das , com mé d i a ~ e v a r i â n c i a 

a 
2 

, i s t o é , @ = ( ~ , a 
2 

) . S u p o n h a , q u e t e mo s i n t e r e s s e em f a z e r 

inferência apenas sobre ~. independente do parâmetro a
2

• Como 

obter informação específica sobre ~? 

O problema é abordado com a seguinte ques~ão: Co mó 

eliminar parâmetros "nuisance" do modelo, isto e, parâmetros 

que nã9 são de interesse relevante? Este fato é analisado por 

muitos autores sob diferentes pontos de vista. Na seção 

este assunto é discutido com mais detalhe. 

IV. 2 

Uma segunda consideração importante a ser feita se 

refere à função de verossimilhança. De acordo com a 

anterior, esta pode ser definida como: 

notação 

isto é, tomando-se P como função apenas dos parâmetros do mo 

delo, onde a amostra x não é considerada estoc~stica, mas efe 

tivamente observada. Note, que apesar de existir uma equiv~ 

Iência entre as formas funcionais de L e P, no caso da função 
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de vcro~~llllllll<..tnc:.J L, a drno~tr.J x j..i fo1 obscrvad,<.t e paril a 

furH:Jo de prob<.tb1l1d.Jde~ P, il <..trnostril x é um elentento aleató 

r 1 o. 

Qu <.~ n d o um e x p e r 1 me n t o é r e a I 1 z a do o p e s q u 1 s a do r , o E_ 

j e t 1 v d n do él d q u 1 r 1 r c o n h e c i me n to sob r e par âme t r os , em . gera I , 

d1~põe somente de um conjunto de dddos observéldos. Para Fi 

s h e r , <..1 f u n çd' o de v e r o s s 1 m 1 I h a n ç a é a ú n 1 c a e n t 1 da de q u e c él·r 

rega toda a 1nfor~ação sobre os parâmetros contida em um con 

junto de dados. 

Desta forma, em situações multiparamétricas, em que 

desejamos obter 1nformação objetiva sobre um subconjunto dos 

p a r âme t r os , p a r e c ê na tu r a I ,. que o pro b I ema de e I i m I na r par âm~ 

tros "nuisance", seja investigado a partir da função de veres 

s 1m 1 I h a n ç a . Se r á que ex 1 s te uma e s ta t í s t I c a que e s te j a asso 

c1ada especificamente com a parte do espaço paramétrica que 

estamos Interessados? Procedimentos deste tipo serão cons_ide 

rados na próxima seção. 

Retomando o capítulo I, supondo que os dados apr~ 

sentados na Tabela II. 1 (Tabela II.3) representam o resultado 

que f o 1 e f e t 1 v ame n t e o b s e r v a do na r e a I 1 z ação de um e s t u do 

prospectivo (retrospectivo), a função de verossimilhança é de 

fin1da como: 

L(m,n,p ,p /x,y) = ( mJ px ( 1-p 1) <rr:x) ( n J py ( 1-p ) (n-y) 
12 X 1 y 2 2 

( 1 6) 

para o <= p,,p2<= 

Do mesmo modo, considerando QS dados da Tabela II.5 

para o modelo Multinomial, como resultado de um experimento 

transversal, a função de verossimilhança é definida como: 
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L(N,p,q,r/x,y,rn) 
N! x y (m-x) (n-y) 

p q r s ( 1 7 ) 
x! y! (rn-x)! (n-y)! 

para n -= N-m 

O<=- p,q,r,s <= 

IV.2. ~todo da Redução 

Como já foi mencionado no capftulo anterior, um tes 

te da h i pó tese de harogcne1dade no rrudelo Produto de B1nania1s ou 1nde 

pend~ncia no modelo Multinomial, pode ser baseado na X distri 

buição condicional de X, fixadas as ma~ginais (m,t), que~ a 

distribuição Hipergeom~triéa. 

Na prática, m~todos de análise baseados em distri 

buiçôes condicionais são bastante aplicados. Andersen (1967), 

atrav~s de propriedades derivadas de distribuiç.ôe's condi'cio 

nais, obt~m estatfsticas equivalentes à "t de Student" 

testar o valor da m~dia em um modelo Normal. O mesmo 

para 

autor 

(1970), obt~m estimativas consistentes para parâmetros· estru 

turais, maximizando a função de verossimilhança condicional 

Co x ( 1 9 7 5 ) , u t i I i z a M~ t o d o s c o n d i c i o n a i s p a r a a n a I i s a r t a b e 

las .de vida. 

Todas estas situaçôes, apesar de apresentarem natu 

reza diferente, sob o escopo ~a Inferência, podem ser reduzi 

das a um Único caso. O espaço param~trico envolve outros par! 

metros al~m daqueles sobre os quais desejamos obter informa 

ção. Desta forma, como já ~itamos na seção· anterior, o probl~ 

ma de i.nferência se baseia nael iminação de parâmetros "nuisance" 

do modelo. 

Vários m~todos de eliminação têm sido propostos na 

literatura. Uma alternativa bastante utilizada para grandes 
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i.lrno~tra~ é ~ub~t1tu1r o pi.lri'imetro "nul~dnct'" por sua c~-tllnat_!_ 

v a cl e rn<Í x 1 ma v c r o ~ ~ 1 rn 1 I h u n Ç a • Ou t r o ~ rné t o do ~ u t 1 I 1 z arn a r g urne ~ 

tos Hayesli.lllOs. Ern particular, dcstdcarno~ o Método da Redução, 

urn pro c c d 1 nw n (o da I n f crê n c 1 a cu j a o r 1 g em pode se r t raça d ~ 

no~ trabalhos de F1sht'r. 

Mu1tos autores discutem e reexarn1narn os argumentos 

ut111zaclos no Método da Redução (Gart, 1971; Kalbfleisch e 

Sprott, 1973; Cox, 1975; Basu, 1975, 1977 e 1979). A técnica 

cons1ste precisamente na fatoração da função de verossimilha~ 

ça em termos que dependem apenas do parâmetro de Interesse e 

termos que dependem do parâmetro "nu1sance". Em um certo sen 

t1do, a característica pr1nc1pal deste método de análise con 

s 1 s t e n a· o b t e n ç ã o d e d 1 s t r 1 b u i ç õ e s I i v r e s d o p a r ârne t r o " nu i 

sance" e, com base nestes modelos, sã.o real1zadas 1nferênc1as 

especÍficas relat1vas ao parâmetro de interesse. 

Em muitas Situações rnult1pararnétr1cas, nem sempre e 

possível obter a fatoração desejada. O caso mais favorável serta 

a que I e em que os p a r ârne t r os de 1 n te r e s se e "nu 1 s a n c e" estão de 

f1n1dos de tal forma, que seja possível obter estatísticas, 

que forneçam Informação sobre cada subconjunto do espaço par~ 

rnétr1co Independentemente (Andersen, 1967). 

Em g e r a I , c orno v e r e mo s n a p r o x 1 ma s e ç ã o , t erros i n te r e s 

se em urna certa função dos parâmetros do modelo em estudo, o 

que corresponde a introduzir uma reparametrtzação que def1na o novo 

parâmetro de Interesse. As segu1ntes condições devem estar satisfeitas: 

(I) a reparametrização proposta pelo pesquisador deve cons1s 

t1r de uma transformação biunívoca no espaço dos parâm~ 

tros, o que é facilmente obt1do fazendo uma escolha ade 

.quada do parâmetro "nuisance". Além d1sso, os novos par!_ 

metros devem ser identificáveis, 1sto é, para cada vana 

ção dos novos parâmetros a função de verossim1 lhança tam 
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b <~rn d c v c v a r 1 a r • 
' ' 

( i i ) (1 r e p .:1 r arnC' t r i z a ç ã o d C' v C' s e r t a I , q u e a f u n ç ã o d C' v e r o s s i 

m i I h (1 n ç a p os s a s C' r f a to r a d .:1 (1 pro p r i a da mente de ma n e i r a 

.:1 tornar pos~_Ívcl rctir.:1r dos dados informação espccífJ.. 

ca a respC'ito do parâmC'tro (ou função dele) de interess.e, 

e abandonar os termos I igados a parâmetros "nuisance". 

1\ obtenção de distribuições I ivres do parâmetro "nui 

sance" pode' SC'r conduzida dC' duas maneiras essencialmente di 

ferentes. Por esta fazão, dois princípi~s são formulados ort 

g i na n do a s v e r s õ e s do Mé todo da Redução . P a r a e nu n c i á- I os , con 

s idere na notação. anterior que no espaço.@ = (e, <P), e é o p~ 

râmetro de interesse e <P o parâmetro "nuisance". De acordo com 

Basu (1977) considere ainda mais, que o parâmetro <Pé de va 

riação independente complementar a e, ou seja, o produto car 

tesiano e X <fJ define O espaço dos parâmetros@ para O modelo 

P. 

Observe ainda que correspondendo a qualqu~r estatí~ 

tica T=T(x) é possível obter a fatoração de P da forma: 

P(x/e,<P) = .E P(x,T(x)/e,<P) 
T(x) 

onde, P é a distribuição marginal de Te P a distribuição 
1 2 

condicional de X dado T. Recorde que, como T é função de X, 

para cada valor X=x a soma 

E P(x,T(x)/e,<P) 
T(x) 

se reduz a um Único termo, que pode ser indicado corno acima. 

Com isto exposto, estamos em condições de estabele 
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ccr os scguintcs princípios: 

1. Princípio da Marginalização. Se a fatoraç5o do modelo ori 

ginal satisfaz 

( 1 8) 

então, 

(i) o termo marginal P
1 

depende apenas do parâmetro de in 

teresse 8 .. T
1 

é parcialmente ancilar para cf>. 

Basu (1977) define T
1 

como S-ancilar para <f>. 

(i i) o termo condicional P
2 

depende apenas de <f>. T
1 

e pa~ 

cialrnente suficiente para e.· 
Basu (1977) define T

1 
como p-suficiente para 8. 

2. PrincÍpio do Condicionamento. Se a fatoração do modelo ori 

ginal satisfaz: 

então, 

( i ) o t e r mo ma r g i n a I P 
1 

d e p e n de a p e n a s d e <f> • 

T
2 

é parcialmente ancilar para e~ 

Segundo Basu, T
2 

é S-anei lar pata 8. 

(i i) o termo condicional P
2 

depende apenas de 8. 

T
2 

é parcialmente suficiente para <f>. 

Segundo B~su, T
2 

é p-suficiente para <f> 

. ( 1 9) 

As d e n om i n a ç õ e s " p a r c i a I me n t e s u f i c i e n t e " e "par c i a_!_ 

mente anci lar" são introduzidas para indicarem que as propri~ 

dades de suficiência e ancilaridade não se aplicam ao espaço 
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p<Hdrnt~trico total,_ mas a urn subconjunto deste. Podemos quali._ 

f i c <.Í - I ..1 s c orno g c n c r a I i z a <; õ c s d o s c o n c e i t o s u s u a i s d e s u f i c i ê n 

c i '-1 c d n c i I a r i d a d _e , q u e s ã o u t i I i z a d o s p a r a o s c a s o s em que o 

par-Lirnctro de i·ntcrcsse coincide totalmc"nte com o par.:lmetro do 

rnock I o. 

Um outro ponto que precisa ser esclarecido .e que, 

considerando a definição de função de verossimilhança, os cri 

térios de fatoração nos dois Princípios, podem ser reescritos 

ou rne srno a na I i s a dos , par a a amos t r a x e f e t i v ame n te observada , 

isto é, em termos da L(9,11>/x) • Deste modo, em cada caso, terros 

definida a função de verossimilhança marginal e condicional. 

Neste sentido, Cox ( 1975) define função de verossimilhança pa!_ 

cial, a partir da qual pode ser realizada inferência parcial. 

Vejamos como o conceito de Inferência Parcial se 

aplica ao Princípio da Marginalização. Neste caso, a obtenção 

de d i s t r i b u i ç õ e s I i v r e s d q p a r âme t r o 11 nu i s a n c e 11
• q,·, e g a r a n t l_ 

da de v i do à ex i s tê n c i a de e s ta t í s t i c a s T 
1 

, cu j as di s t r i bu i çõe s 

de p e n d em a p e n a s d e e . F i s h e r ( 1 9 3 5 ) , i n t r o d u z i u a p r o p r i e da de 

de ancilaridade para tais estatísticas. Assim, inferências so 

bre o parâmetro de interesse e podem ser feitas a par t i r do 

modelo marginal e, de acordo com a fatoração obtida na expre~ 

são (18), T é parcialmente suficiente para e e, portanto, o 
. 1 

termo condicional pode ser abandonado sem ~correr perda de in 

formação, pois este Último termo não depende de e. 

Por outro lado, o Princípio do Condicionamento é um 
. . 

recurso conhecido na teorià estatística como método de testes 

condicionais. Inferências ·parciais sobre e são realizadas com 

base n~ distribuição condicional dado uma estatística T
2

, pa~ 

c i a I me n t e s u f i c i e n t e p a r a o p a r âme t r o '·' nu i s a n c e 11 
<I> • Segue da 

definição de suficiência que este modelo condicional não de 

pende de 4>. Em adição, T é parcialmente anci lar para e (obser 
2 

ve a expressão 19) e, portanto, o termo marginal pode ser des 
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prezado pois e não inforrrwtivo. 

Estamos usando os (:onceitos de "tnforrni..!ç:lo" e "nJo in 

Jonn.J<:Jo" em correspondência aos conceitos de suficiência pa.!:_ 

c i a I c i..l n c i I a r i da cj c par c i a I . De s tacamos por érn, que c x i s t ern 

rnu i t a s d i s c u s s õ e s s o b r e e s t a s a f i r ma ç õ e s . N 5 o é n o s s o 

vo entretanto levantar tais controvérsias. 

objetj_ 

Basicamente, os Princípios da Marginalização e Con 

dicionarr~nto consideram uma simplificação do modelo original 

para um ~odeio depe~dendo apenas do pa(ârnetro e, em que te 

mo s i n t c r e s se . Uma j u s t i f i c a t i v a par él e s te s mé t o do s de e I i m i na 

ção é que a substjtuição do modelo origi.nal por um reduzido 

não leva à perda de informação sobre e, isto é, devido ao ti 

pode fatoração obtida nos dois casos, as funções de verossi 

mi lhança original e reduzida são proporcionais, ou seja, car 

regam a mesma quantidade de informação sobre e. 

É fáci I verificar que a quantidade de informação, 

segundo F i s h e r , s o b r e e no t e r mo c o n d i c i o na I da ex p. r e s s ã o ( 1 8) 

e nula: 

E [-a-In P (x/T. ,4>) ]
2 

=o 
ae 2 1 

Do mesmo modo, o termo marginal da expressão (19): 

a 
--In P (T

2
/4>) 

ae 1 

Ainda, em relação ao tipo de fatoração obtida nos 

do i s P r i n c í p i o s , o b s e r v amo s q u e. a e s t a t í s t i c a T 
1 

( T 
2 

) c o n d u z 

a uma partição muito especial do modelo original. Quando isto 

e possível, define-se que esta estatística estabelece um cor 

te de Barndorff-Nielsen na função (Barndorff-Nielsen, 1978), 
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o LI se J a , c x i s tem do i s s LI b p a r âme t r os de v a r i ação independente 

e c omp I e me n t a r ( 0 , <I>) , t a I que , a d i s t r i b u i ç cio ma r g i na I de T 
1 

(T
2

) depende apenas de 0 (<I>) e a distribLiiçfío dos dados con 

dicionada nesta estatística .depende apenas de <I> (0). Estas s·i 

t u .:1 c:; õ e s a p r c s e n t arn a v iJ n t .:1 g em d e q u e i ri f c r <? n c i a s 

sobre 0 e <I> podem ser feitas independenterne~te. 

específicas 

Passaremos a descrever um resultado bastante interes 

sante apresentado no artigo de Andersen (1967). Suponha que 

para um certo problema de nattJreza rnultipararn~trica existem 

esta t í s t i c as T 
1 

e. T 
2 

ta I c orno de f i n i das ante r i o rrne n te , isto ~: 

P ( x I 0 , <I>) = P 
1 

( T 
1 
I 0 ) P 

2 
( x./ T 

1 
, <I>) 

= P
1

(T
2

1<I>) P
2

(xiT
2

,0) 

Com o tipo de fatoração indicado acima, o autor demonstra que 

as est~tísticas T
1 

e T
2 

são independentes se, e somente se, a 

f a rn í I i a de d i 5 t r i b u i ç õ e s ma r g i na i s d a e s t a t í s t i c a p a r c i a I me .!2_ 

te suficiente rninirnal para o parâmetro "nuisance" e completa. 

De acordo com nossa notação, se, e somente se, a f amí I i a 

( P 
1 

( T 
2 

I <I> ) ; <I> e ®) f o r c ornp I e t a . 

Note, que se esta condição estiver satisfeita os 

modelos marginal e condicional que dependem apenas do parâm~ 

t r o de i n te r e s se 0 , c o n d u z em à me srna d i s t r i b u i ç ã o , . i s to ~ : 

A primeira igualdade segue do fato de que a propriedade de 

suficiência rninirnal de T (com respeito a 0) tarnb~rn se aplica 
1 

à f arn í 1 i a de d i s t r i b u i ç õ e s c o n d i c i o na i s dado T 
2 

• L o g o , se de 

sejamos realizar inferência objetiva sobre o parâmetro 0 pod~ 

mos restringir nossa atenção à distribuição condicional de 
. . 
T~IT 2 e, corno estas estatísticas são independentes, segue a 

segunda igualdade. Portanto, os dois rn~todos de eliminar par! 
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metro., "nuisl.lnce", l.l partir de modelos ccHldicionais e marg_!__ 

11diS, u t 1 I 1 z arn a 111e Slltd d i s t r i b u i ç ã o . 

Por outro lado, este resultado pode ser ut i I izado 

p d r LI c d r d c t c r i z J r urnô o u t r LI s i t u a <.<1 o : s u p o n h d q u c p LI r a um c e.!:. 

t o p r o b I ema de na t u r e z a mu I t i p a r amé t r i c a ex 1 s t am e s t a t í s t i c a s 

G
1 

e G
2

, ta1s que 

(i) P(x/e,<P)- P
1

(C
1
/e) P

2
(x/C

1
,e,<P) 

( i i ) 

i s to é , C 
1 

é par c i a I mente a n c i I a r par a o par âme t r o "nu i 

sance" <P, mas não é parcialmente suficiente para o par! 

metro de interesse e; 

P(x/e,<P) = P
1

(C
2

/e,<P) P
2

(x/C
2

,e) 

isto é, c
2 

é parcialmente suficiente para <P, rr~s não 

parcialmente anci lar para e. 

, 
e 

Realmente, as estatísticas c
1 

e c
2 

não estabelécem 

um corte de Barndorff-Nielsen no modelo original. Contudo, o 

termo marginal P
1

(C
1
/e) e o termo condicional P

2
(x/C

2
,e), de 

pendem apenas do par âme t r o de i n te r e s se e, ou se j a , e ·t i m i n am 

o parâmetro "nuisance" <P. 

Neste sentido, as estatísticas C
1 

e C
2 

são indepe~ 

dente~: se , e somente se , par a e E @ f i x a do. e a r b i t r <Í r i o, a f~ 

m í I i a de d i s t r i b u i ç õ e s ma r g i n a i s d a e s t a t í s t i c a parcialmente 

suficiente minimal para o par·âmetro "nuisance" (P
1

(G
2

/e,<P); 

<P E@) é completa. Estando esta condição satisfeita, os mode 

los marginal e condicional podem ser reduzidos à mesma distri 

buição na realização de i~ferências objetivas sobre e. 

tado. 

Um exemplo simples ilustra a·apl icação deste 

Sejam X , X , 
1 2 ... ' X variáveis aleatórias 

n 
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lnckpencfcnte~ e ICkntiCi.Hlll'nte d1~tr1buÍdq~, COill mrd1a l.J C' Vü 

~ 2 r 1 .._. n c 1 d a S u p o n h u q u E' t erno ~ 1 n t e r e ~ ~ e em t e ~ t a r a p e n a 5 o v a 

I o r de l.l . Un t e~- t~, c ornume n t c u 5 a do pode 5 e r 

bd ~c na quunt 1 da de: 

con5truído, com 

t .. I n-1 rn ( x l.J)/s 
l.l 

n 
2 

n 
x>2 onde X L X /n 5 = L: (X -

I= 1 
I 

I= 1 
I 

que tem d15tr1buição " t " com ( n- 1 ) grau5 de I tberdade. .A van 

tagem real de5ta distribuição é naturalmente, que ela Inde 
2 2 pende de a , 1 s to é , t l.l é, p a r c I a I me n te a n c 1 I a r p a r a a . Co n 

t u d o , t l.l n ã o é p a r c 1 a I me n t e s u f 1 c 1 e n t e · p a r a l.l . P o r o u t r o I a d o; 

não é dtfÍct I vert.ftcarmo5 ~ue o modelo condtctonal também 

conduz à estatísttca "t" de Student. 

Sabemos que (x,s 2 ) são conjuntamente suficientes mi 

ntmai5 para o vetor de par~metros (l.l,a 2 ). Além di5so, 

2 
s = 

l.l 

n 
L: 

I = 1 
(X 

I 

e parctalmente sufictente mintmal 

p a r c I a I me n t e a n c 1 I a r p a r a l.l . 

'2 para a . No entanto, não 
, 
e 

Sem perda de general tdade, satisfazendo ' a propried~ 

de de suficiência global, tsto é, para o espaço 

t o t a I , a d 1 s t r I b u 1 ç ã o d a amo s t r a ( X 
1 

, X2 , . . . , Xn ) 

paramétrtco 

condtctonada na 
, 2 

estatiStica s pode ser defintda como a 
. l.l 

( - 2) 2 . nal de x,s dado sl.l, que Independe de 

distrtbutção 
2 

a . 

Por outro lado, existe uma correspondência 

ca entre (t ,s 2 ) e (x,s 2 ) e, portanto, .a distribuição 

condicio 

biunívo 

condi 

cional 
2 

l.l l.l 
pode 5er definida por t dado s 2 • Segue que t

11 l.l l.l ..... 
e 

sl.l são Independentes, o que além de ser uma propriedade pec~ 
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I i d r z, d i s t r i b u i <: ã o No r ma I , pode ser verificada 

c ornp I < • t i v i d LI cl c cl <.~ c s t a t í s t i c a s u f i c i c n t c 111 i n i rna I 

utr<.~vcs 

2 
s 

\.1 
com 

. ~ 2 p e r to u o p a r ame t r o o , par a y E I~ f i x a do e a r b i t r á r i o. 

f)p s ta . f o r;na , u d i s t r i b u i <: ã o c o n d i c i o na I d C' t 
2 \.1 

s c o i n c i d c c om a d i s t r i b u i ç ã o ma r g i n a I d e t . As s i m, 
\.1 \.1 

da 

rcs 

dado 

in f e 

rências parciais sobre \.1 podem ser feitas a partir da estatís 

t i c a " t " de S tu de n t . E n t r e tinto, neste ex emp I o não f o i I evado 

e'll c o n ta o t i p o de fato ração e s ta b e I e c i do no P r i n c í p i o do Co n 

dicionamcnto ou da Marginalização para que seja possível ava 

I iar a precisão destas estimativas. Realmente, o problema de 

e! iminar o parâmetro de locação \.1 da distribuição Normal não é 

simples (Basu, 1977). 

A presença de parâmetros "nuisance" em vários tipos 

diferentes de modelos que surgem na prática, nem sempre admi 

tem um corte de Barndorff-Nielsen. Em função disso, torna-se 

necessar1o revermos outros casos que consideram argumentos me 

nos riforosos. 

Mu i t a s d e f i n i ç õ e s d e s u f i c i ê n c i a e a n c 1 I a r i d a de na 

presença de parâmetros "nuisance" são encontradas na I iteratu 

ra (Fraser, 1956;.Cox, 1958 e 1975; Andersen, 1967 e 1970 

Sprott, 1975; Basu, 1977 e 1979; Godambe, 1980). No entanto, 

mu i t a s da s p r o p o s t a s a p r e s e n t a d a s s ã o d e a p I i c a ç ã o I i m i t a d a , 

como a definição de Fraser que considera espaços paramétricas 

com subconjuntos de parâmetros de variação independente e com 

plementar; ou de difícil verificação como a condição de piv~ 

tal idade de Cox. As definições de A~dersen e Godambe são ju~ 

tificadas adotando o conceito de informação de Fisher, o que 

é bastante criticado por Basu. 

O artigo de Andersen (1970), analisa as oropried~ 

eles assintóticas dos estimadores de máxima verossimilhança con 

dicional. O autor demonstra que sob certas condições de reg~ 
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I '-' r i cL.t d c , e s t c s c s t i ma cl o r e s s a o s crnp r c c o n s i s tentes , c orn d i s 

t r i b u i ç ã o a s s i n t ó t i c a No nna I • I lo r ou t r o I a do , u t i I i z ando o I i 

rn i t c rn í n i mo p a r a v a r i â n c i a a s s i n u) t i c d de e s t i ma do r e s c o n s i s 

t c n te s ( I i rn i te rn í n i rno de C r arné r -R a o ) , não é p os ~ í v e I g a r a n t i r 

a propriedade de ~ficiência, exceto nos casos dcnomrnados de 

ancilaridade forte ou fraca das estatísticas suficientes míni 

rru 1 s par a os par âme t r os 11 nu i s a n c e 11 
• 

A contribuição de Andersen neste artigo é fundarnen 

t a I ern e s t a b e I e c c r c r i t é r i o s p a r a a v a I i d a d e e p r e c i s ã o da I n 

ferência Parcial. Re"lativdiTente à defrn1çao·de ancilaridade forte, 

esta se refere à anci lar idade parcial descrita no princípio 

do Condicionarnent?. Deste modo, se existir urna estatística T 

que promove um corte de Barndorff-Nielsen no modelo, 9s esti 

rnadores derivados da função de verossimilhança parcial, são 

eficientes. Este resultado confirma a menção que fizemos ante 

riorrnente considerando corno proporcionais as funções de veros 

sirnilhança original e reduzida, nos dois Princípios. 

Já em r e I ação à c o n d i ç ã o de a n c i I a r i da de ·f r a c a , e s 

ta engloba urna classe mais ampla de aplicações, conservando 

ainda, a propriedade de eficiência dos estimadores de 
, . 

rnax1ma 
. . 

verossimilhança condicional. Considere as seguintes condições: 

(i) no espaço paramétrica@, os parâmetros 8 e~ não são de 

variação independente e complementar; 

(i i) existe uma estatística T tal que: 

P(x/8,~) = P (T/8,~) P (x/T,e) 
1 . 2 

(20) 

Não e difíci 1 verificar, que com esta fatoração a estatística 

T não estabelece um corte de Ba~ndorff-Nielsen no modelo ori 

g i na I. 

Andersen (1970) discute que mesmo considerando a fa 
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toraç~o apresentada em (20) ~ possfvel obter estimadores de 

rn<.Í x i ma v c r o s s i m i I h a n ç a c o n d i c i o n a I e f i c i e n t e s , u t i I i z a n do a p ~ 

nas o termo P
2

, se, a farnfl ia de distribuições marginais de T 

t i v e r a se g u i n te pro p r i e da d ~ : suponha que p a r a q u a I que r con j u~ 

to de valores (8
0

,<P
0

) pertencentes a <fi e par~ qualquer outro 

valor de 8 existe um ponto <P ~ <P(8) tal que: 

P (T/8,<1>(8)) = P (T/8 ,<P) 
1 1 o o 

Para Sverdrup (1966), citado por Andersen (1970), esta e uma 

forma natural de definir anci lar idade de T crnn respeito a 8 

na presença do parâmetro <P. A distribuição de T depende de am 

bos, 8 e <P, mas a famÍLia (P
1
(T/8,<P); <P = <P(8)) ~a mesma 

qualquer que seja o valor de 8. Isto significa, _que observa 

ções da vari~vel aleat6ria T não forrrecem nenhuma informação 

sobre 8 que não dependa completamente de uma especificação do 

valor de <P. 

O autor obt~m cri t~r i os que ·faci I i tam a ver i f ic·ação 

de s t a p r o p r i e d a d e , d e n om i n a d a d e a n c i I a r i d a de f r a c a . 

não~ nosso objetivo abordar este assunto com mais 

po1s~ como veremos no pr6ximo capítulo, trataremos de 

mas envolvendo parâmetros de variação independente e 

mentar. 

Por~m, 

detalhe 

probl~ 

comp I~ 

P o r ou t r o I a do , uma ou t r a de f i n ·i ç ã o de a n c i I a r i da de 

na presença de parâmetros "nuisance" merece ser destacada, 

principalmente devido ã sua aplicação em muitos casos de im 

p o r t â n c i a p r ~ t i c a , p a r t i cu I a r me n t e , na a n ~ I i se de t a b e I a s de 

contingência 2x2. 

V amo s r e t o ma r a f a t o r a ç ã o a p r e s e n t a d a em ( 2 O ) • Co n 

siderando que no espaço dos parâmetros e e~ são de variação 

independente e complementar, Basu (1977) define a estatística 

T como especificamente suficiente para ~-
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Neste sC'ntido, Cod<Jrnb(' (1980) d('SC'nvolv•('LJ o concei 

to ele G-anci lar idade, qu(' se rC'fere <.1 urna generiJI ização do 

Princípio do Cond~cion<Jm('nto, garantindo que, d(' acordo com a 

f a t o r a <,: J o o b t i ·cl L1 C'lll ( 2 O ) , o mo de I o c o n d ·i c i o na I P 
2 

( x I T , e ) <' o 

r llO d (' I o o r i g i 11 i) I p ( X /.e ' <I> ) ' c o ll têm a rlll' Sllkl i n f o rrna ç 5o sob r e o 

p a r ~lrn<' t r o e se , <' s omC' n t (' se , p a r a cada e per te n c e n te ·a \D, a 

c I a s s e d e d i s t r i b u i ç õ e s ma r g i n a i s d e T , { P 
1 

( T I e , <I> ) , <l>· E @} , e 

completL.l para cada valor fixado de e. 

Alguns pontos importantes precisam ser tratados com 

c u i d a d o . Em p r i me i r o I u g a r , a p r o p r i e da d e d e G- a n c i I a r i da de 

e , s em d ú v i d a , uma a I t e r n a t i v a q u e p r o c u r a j u s t i f i c a r que i n 

ferências possam s<'r realizadas com base apenas no modelo con 

dic:ional, abandonando um termo que depende do valor do parâm~ 

tro de interesse. Resta saber, se esta propriedade garante 

que o modelo marginal P (Tie,<I>) é não informativo com respei 
1 

to a e. 

A questão que se coloca e, portanto, a respeito da 

eficiência dos C'stimadores de m~xima verossimilhança parcial 

o b t i d o s a p a r t i r d o t e r mo c o n d i c i o n a I P ( x I T , e ) , e I i m i n a n do 
·2 . 

d a a n ~ I i s e o t e r mo P 
1 

( T I e , <I> ) . 

Como mencionamos anteriormente, devido a Andersen, 

o s ú n i c o s c a s o s q u e f o r n e c em e s t i ma d o r e s d !"' má x i ma v e r o s s i m i 

lhança condicional eficientes consistem de anci lar idade forte 

(que equivale à obtenção de um corte de Barndorff-Nielsen) ou 

ancilaridade fraca, que não se restringe a e e <I> de 

independente. 

variação 

Deste modo, torna-se interessante a seguinte const 

de ração . Supondo a e s ta t í s t i c a T G- a n c 'i 1 a r com r e s p e i to a e , 

decorre que: 

-Te especificamente suficiente para <I>· ' 
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- I)Liru cad'-! valor fixudo de e E (i) d clusse de 

r na r g r n a i s de T (~ c ornp I e t a . 

distribuições 

Ccnera I izando o Te.orerna de Lehmann-Scheffé, estas 

c o n c1 i ~- õ e s e s t LI b e I e c e111 q u e p J r a e E <:;1 , f i x a do e a r b i t r á r i o , T 

~estatística especificamente suficiente rninimal para a fcimÍ 

I ia {P(x/e,<I>) <I> E@} e, é Única. 

Assim, T é função de todas as outras estatísticas 

e s p e c i f i c ame n te s u f i c i e n te s p a r a i n f e r i r sob r e <I> . Co n seque n t ~ 

mente, é a estatística mais resumida que mant~n a propriedade 

de suficiência. Logo, se T contiver alguma informação sobre 

8, esta será mínima se cpmparada à informação contida nas de 

mais estatísticas especificamente suficientes com respeito a 

<I>. Realmente se concordarmos em adotaT um modelo reduzido do 

t i p o P 
2 

( x I T , <I> ) , é me I h o r q u e s e j a u t i I i z a d a a e s ta t í s t i c a G- a n 

c i I a r T . N e s t e c a s o , se houve r p e r da de i n f o r maçã o s o b r e e a o 

ser abandonado o fator P
1

(T/e,<I>), tal perda sera a menor po~ 

s í v e I . 

Com as definições dadas at~ aqui, no pr6ximo capít~ 

lo são propostas algumas medidas de interesse em epidemia!~ 

gta, o que determina o tipo de reparametrização mais conve 

niente e, em cada caso, é verificado como ocorre a fatoração 

da função de verossimilhança. Ressaltamos contudo, ~ue o pr~ 

cedimento de escolha do parâmetro "nuisance" fica a critério 

do pesquisador e não da natureza do problema. Toda escolha _de 

parâmetro que conduza a uma transformação biunívoca poderá ser 

adotada. Logicamente, a cada tipo de reparametrização corres 

ponde uma específica fatoração da função de verossimilhança • 

Este, é um dos pr·incipais geradores de crÍticas ao Méto 

to da Redução. 
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CAPÍTIJLO V 

J\LGU\11\.S PROPOSTAS I:E NEDIOAS lE 1\SSOCIJ\ÇÃO 

ENTRE J\ l)()El'IÇ\ E O F J\ Tffi DE R I S<D 

Quando um estatístico se propõe a interpretar uma 

tabela de contingência 2x2 gerada de estudos observacionais, 

a primeira preocupação que surge~ sobre qual medida de asso 

ciação será adotada. Na verdade, esta decisão deve conter a 

participação de dois especialistas, do estatístico ·que anali 

sará os dados e do epidemiologista que os coletou com uma es 

p e c í f i c a f i na I i da de . P o r e s t e mo t i v o , q u a I que r me d i da de s t e 

tipo deve preencher a dois requisitos: ser "tratável" do po~ 

t o de v i s t a a na 1 í t i c o , i s t o ~ , pode r se r e s t i ma da e r e s t a da e , 

se r t amb ~m de i n te r esse c I Í n i c o. 

Goodman e Kruskal (1954 e 1959), discutem em deta 

lhe várias medidas e Índices de associação usados principal 

mente na interpretação de tabelas rxs, geradas de estudos em 

C i ê n c i a s S o c i a i s . Una v a s t a r e f e r ê n c i a b i b 1 i o g r á f i c a ~ c i ta da, 

sendo indicadas tamb~m medidas tradicionais baseadas na esta 

tística Qui-Quadrado. 

Edwards (1963), descreve propriedades convenientes 

a uma medida de associação em estudos transversais. o autor 
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i..lpre~enLJ du<.t~ propo~tçõe~ que ~Jo c~~enctat~ para dcftrnr urna 

mcdtd<.~ de a~~ocit.tçJo ern urn'u tabelt.t 2x2. Pt.tri..l exernpl tftcilr, ~u 

p o n h u a no t él ç J o c f o rrni..l to u t 1 I 1 z u do~ na Ta b c I a I . 6 : 

Proposição I. A mcdtdt.t de associt.tçJo entre él~ vartt.tvct~ A e 

D de v c ~ e r uma f unção da s p r o p o r ç õ e ~ p I ( p + r ) · e · q I ( q + s ) ou , . a_!_ 

ternélttvélmente, da~ proporçõe~ pl(p+q) e rl(r+~); 

Proposição 2. Esta~ duas medtda~ alternativas devem ser tguats. 

Com ba~e nestas propostções, três corolártos ba~tan 

te Interessante~ podem ser deduzidos: 

Corolárío I. A medtda de assoctação deve ser alguma função 

da razão de produtos cruzados (pslqr ) .. 

Corolário 2. A medida de associação não e tnfluenctada pelos 

tamanhos relativos dos totais rrBrgJnaJs. 

Corolário 3. A med1da de assoctação deve ser stm~tr1ca, Jsto 

~' a assoctação entre as varJávets A e D quando presentes e 

a me~ma que aquela quando ausentes. 

No art1go algumas quantidades são examinada~ como 

a estatístrca Qu1-Quadrado <x 2
) e o coeficiente de cont1ngê~ 

cta de Pearson, onde verrfrca-se que tars.medJda~ não sat1sfa 

z em o Co r o I á r 1 o 1, sendo que, a e s ta t í s t 1 c a X 2 s o f r e a 1 n da 1 n 

fluência do tamanho relatrvo dos totars marg1nars. 

, 
Outra dificuldade que surge nestes estudos, e a es 

trmação e teste das medrdas de associação propostas. Neste 

senttdo, os procedimentos de Inferência Parcral descritos no 

capítulo anterror são oportunos, considerando que trata-se do 

p-ro b I ema de e I i m 1 nação de par âme t r os 1 n desejá v e 1 s ( "nu 1 s a n 

ce"). 
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A~ prox1rna~ ~eçõe~, ~e referem a propo~ti.l~ de med1 

dil~ de il~~oc1açU6 entre dua~ categor1as de evento~, por exem 

pio, doença e ·fator de r1~co, que aparecem com freq~~nc1a em 

te x to~ cf e E p 1 d erht o I o g i a . Cada c a~ o é anil I 1 s il do me d 1 ante os 

crttér1o~ do ~étodo da Redução. Nâo podemos detxar de. res~al 
-

tar, que outro~ procedimento~ estati~t1cos podertam ~er con 

~1derado~, c~mo método~ Baye~1ano~ que nâo pertencem ao escb 

poda metodolog1a.clá~stca de Infer~ncia que estamos adotan 

do, ou mesmo, recursos a~~tnt6ttcos que nâo utt l"izam a dis 

trtbutção exata. 

V.l. Risco Relativo 

O r 1 ~ c o r e I a t i v o · f o 1 d e f 1 n i do no c a p i t u .J o I I , . e x 

pre~sâo (2), como a razão das taxas de 1nctdênc1a da doença 

para pe~~oa~ expo~tas e não expostas a um fator de rtsco. De 

acordo com nos~a notação e constderando um estudo prospect_!_ 

vo: 

dtda: 

( i ) 

RR = 

Podemos estabelecer algumas propriedades desta me 

RR é indeterminada se, e somente se, p
2 

= O, 1sto 

se a probabtltdade de um tndtviduo que não apresenta 

fator de~envolver a doença for nula; 
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( I I ) c d ~ o c o n t r d r 1 o , o v d I o r d e RR v d r 1 d entre (O,oo) supo~ 

do O < p (p ) <= I, 
1 2 

, 
1 s t o e , a p r o b d b 1 I 1 d a d e de um 1nd1 

v[duo que âpre~cnta (nJo apresentd) o fator desenvolver 

a doença f:. semprC' po~1t1va não nulâ; 

( 1 1 1 ) RR é I s e , e -s o me n t e s e , p 
1 

= p 2 , o q u e o c o r r e q u a n do 

( I V) 

d probâb1 I 1dâde do 1nd1vÍduo desenvolver d doença e a 

mesma na presençd ou aus~~c1a do fator. Observe, que es 

te caso corresponde à h1pÓtese de homogeneidade no mo 

delo Produto de Binomiais; 

na ma1or1a das Situações experimentais temos Interesse 

em hipóteses alternativas (H ) para as qua1s p > p2 , 
1 1 

ou seja, onde o r1sco da doença para indivÍduos· com o 

fator 
, 
e ma1or que para aqueles sem o fator. Esta supos~ 

ção é bastante razoável quando temos evidências que co~ 

f1rmam o fator como sendo de risco para o desenvolvimen 

to da doença. Deste modo, RR > I. 

Já destacamos, que os estudos prospectivos 

Ún1cos que pcrm1tem o cálculo direto do RR, dev1do às 

ções de r1sco estarem bem def1n1das (fixadas). Além. 

são os 

popul~ 

d1sso, 

a razão de produtos crúzados ("odds-ratlo") 
, 
c uma quant 1d~ 

de que pode ser util 1zada em analog1a com o r1sco relat1vo, 

1 n depende n t e do mo.d e I o e p 1 d em 1 o I ó g 1 c o . P a r a a n á I 1 s e do RR nos 

deteremos ao caso prospectivo. 

A função de veross1m1lhança, L(m,n,p
1

,p
2
/x,y), para 

o s dado s g e r a do s p o r e s t e s e s tudo s ; e s t á 1 n d i cada em ( I 6 ) . V a 

mos def1n1r a seguinte reparame;r1zação: 
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P 1 I P2 RR { p 1 = <ll ljJ 

p = ~ 2 

Interc~se onde~ (ri~co rclaiivo) ~o par§metro de 

parâmetro "nuisancc", adotado por conveniência. 

e <ll e o 

Podemos reescrever a expressão (16) em termos des 

tes novos parâmetros: 

para < = ljJ <ao 

o < <ll < 

(desde que p
1 

>= p ) 
2 

( 2 1 ) 

P o d e s e r v e r i f i c a d o f a c i I me n t e q u e a t r a n s f o r maçã ó 

proposta para o espaço original dos parâmetros do modelo pro~ 

pectivo, ~ biunfvoca. O determinante do jacobiano para 

transformação~ diferente de zero para p
2 

>O. 

ap 
1 

esta 

det J(p ,p ; lji,<ll) -
1 2 

= <ll ~ O; desde que p
2 

>O 

Tamb~m, os novos parâmetros são id~ntific~veis, pois cada par 

(~,<ll) determina um Único valor da função de verossimilhança 

em ( 21). AI ~m disso, são de variação independente can 1 <= ljJ < oo 

e O<<ll< 1. 
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No modelo Produto de Binomiais, parametrizado por 

(p,,p
2

) o interesse é testar: 

H : p o 1 
X 

Atrav~s da rcparamctrizaç5o (~.~), as hip6teses ·em 

teste tomam a seguinte forma: 

H : \jJ = o X H 
1

: \)J_ > 1 ( ~ não especificado) 

É interessante I u s t r a r mo s c o mo o s v a I o r e s de \jJ s e 

comportam no espaço dos parâmetros (p
1
,p

2
). 

F I ru~ V. 1. I n d i cação de v a I o r e s do p a r âme t r o ljJ no e s paço ( p , p
2

) 
. 1 

p2 

\)J= k , k >I 

p1 

Qu a n t o ma i o r o v a 1 o r d e \jJ , ma i s e v i d ê n c i a s temos c o n 

tra a hip6tese de homogeneidade (\)J = 1), ou seja,quanto maior 

a razão entre as taxas de incidência, mais pronunciado 

efeito do fator de risco no desenvolvimento da doença. 

, 
e o 

Temos interesse em fazer inferências apenas sobre o 

parâmetro \)J. Considerando que o experimento em estudo está in 

de x a d o p o r ( \jJ , ~ ) , · o p r o b I ema é e n c o n t r a r um mo de 1 o r e d u z i do 

que seja função somente do risco relativo (\)J), 

o parâmetro "nuisance" <P. 

e! iminando-se 

A f a t o r a ç ã o da f u n ç ã o d e v e r o s s i m i I h a n ç a em ( 2 I ) i n 
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t e :-. u f 1 c 1 e n t e rn 1 n 1 ma l p a r a ct> ~ ã o o s d a d o ~ ( x , t ) , o n d e t=x+y. 

PorL.into, a rf'parametr 1zação do modelo em termo~ de (\jJ,ct>) não 

e apropriada pa~a a ut1 l 1zação do M6todo da Redução, poi~ não 

é possível el1rn1nar .ct> atrdvés do PrincÍpio do CondiCIOndlrcnto. 

Por outro lado, para cada valor de ct> no Intervalo 

(O, I ),X e estatística parcialmente ~ufiCiente min1mal para \jJ 

ma~ não e par c i a Jr'ne n te a n c i l a r p a r a ct> p o i s , da ex p r e~ sã o ( 2 I ) 

temos que a d1~tr1buição marg1nal de X depende de ct>: 

X B1n (m; ct>\jJ) 

De~te modo, também o critério da marginalização não pode ser 

apl1cado. 

Assim, ape~ar de o risco relativo ser muito tnforma 

t 1 v o a o p e s q u 1 s a do r I n t e r e·s ~ a do em e s t u da r c o mo· o de s e n v o' l v 1 

menta da doença é afetado pela pre~ença do fator, a 

estatí~ttca baseada nesta quanttdade não pode ~er 

com sucesso atravé~ dos te~tes exatos .. 

V.2. Risco Adicional: 

análtse 

real tzada 

_Em um éstudo pro~pectivo, a medtda (p
1
-p

2
) represe~ 

ta a dtferença nas taxas de I~Cidêncta da doença para os gr~ 

pos expo~to e não expo~to ao fator e e de ba~tante Intere~se 

para o~ eptdemtologistas. Contudo, para estudos retrospect~ 

vos, trata-~e simplesmente da diferença entre as proporções 

de Indt~Íduos que apresentam o fator nos grupos caso e contr~ 

le, o que não traz mutta Informação sobre a etiologia da doe~ 

ça. A Figura V.2 ilu~tra a medida representada pelo risco ad1 

c tonal. 
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FKU~ V .2. lnd i caçilo da rncd i da r 1 sco adiciona I 

·-----------------

Algumas propriedades desta medida são: 

(i) e I inear nos parâm~tros, o que facilita c~lculos de dis 

tribuiçôes e outros; 

( i i ) varia no intervalo [-.1,1]; 

( i i) e nula se, t e somen e se, p
1 

( i v ) em geral, temos interesse em hipóteses definidas como 

p 
1 

> p 
2 

, i s t o é , a o c o r r ê n c i a da d o e n ç a é ma i o r n o g r~ 

po com o fator e, nessas condições, esta medida 

somente valores positivos em (0,1 ]. 

assume 

Par a a n ~ I i se desta q u a n t idade , v amos de f in i r a se 

guinte reparametrização: 

{ - p 
2 

= cp 

~ = P, = ~ + cp 

cp = 

onde~ é o parâmetro.de interesse e ci> o parâmetro "nuisance". 

A expressão (16) pode ser reescrita em termos destes 
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novo~ p<.trJrnctro~: 

L(IJJ,n,p ,p /x,y) 
1 2 

para o <= < = 

o < <P < 

L(rn,n,t;,,<P/x,y) 

(desde que p
1 

>= p ) 
2 

( 2 2 ) 

P o cl c s c r v e r i f i c a d o q u e a t r a n ~ f o r ma ç ã o p r o p o s t a n o 

espaço dos parâmetros ~ biunivoca. O d~terrninante do jacobia 

no é diferente de zero para todo valor de (p
1

,p
2
). Alérn dis 

so, (t;,,<P) ~ identificável e de variação .independente. 

Através desta repararnetrização, a hipótese ern teste 

(H : p =p o 1 2 

H · t;, = O o . 

X 

X 

H : p > p ) t orna a s e g u i n t e f o r rna : 
1 1 2 

H
1

: t;, > O (<P não especificado) 

A f i g u r a a s e g u i r , rno s t r a c orno o s v a I o r e s · d e t;, s e 

cornportarn no espaço dos parâmetros (p
1
,p

2
). 

F I <l.RA V. 3. I n d i cação de v a 1 o r e s do p a r âme t r o E: no e s paço ( p 
1 

, p 
2

) 

.P2 

ta t;, 

t;, = k ' k >0 

o 

Note, que quanto rnenor o coeficiente angular da 

= k (p = k+p ) rnaior é a relação entre a exposição 
1 2 
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f a t o r e d c h '-1 n c e de d e ~ e n v o I v e r d do e n ç '-~ . De s t c modo , ~m t e r 

IIIOS dos novos parâmetros (t;:,<t>), temos Interesse ern rcaltz.:tr 

rnferêncrds i:!pcnds sobre E;,. 

Corno p o d c s e r v c r lf i c a do n <.1 c x p r e s s ã o d u L ( E;, , <I> ) , p ~ 

ra cuda valor frxado de E;,> O, a estatística pu'rc1almente Sl.JÍI 

c1ente rnrnrrnal para <I> são os dados (x;y) e, portanto, não hci co 

rno el11nrnar <I> da função de vcross1m1 lhança. Não ex1ste l.JTl;1 esta 

tístrca, função dos dados, suflctente para <I>, o que nos impede 

de obter os termos da L(E;,,<t>) que dependem apenas de E;,, der1vados 

da dtstrtbuição condiCional dos dados nesta estatística. 

Além disso, não é possível obter uma estatística ao 

mesmo tempo parcialmente suficiente para E;, e parcialmente an 

c 1 1 a r para <I>, no sent1do do PnncÍp1o da Margrnal 1zação. Ob 

cada valor de o <I> 1 ' X ' estatística serve, que para < < e pa..!:_ 

c1almente sufictente m1n1mal para E;,, mas não é parc1almentea~ 

c 1 I a r p a r a <t> ; · a d 1 s t r 1 b u 1 ç ã o ma r g 1 n a I d e X d e p e n de d e <t> : 

X Btn(m; E;,+<t>) 

Ass1m, também para a repar~metr1zação proposta o me 

todo c o n d 1 c 1 o na I de F 1 s h'e r , 1 s to é , o c r 1 t é r 1 o da ma r g 1 na I 1 z ~ 

ção, não pode ser apl1cado. Portanto, apesar de o r1sco ad1 

CIOnál ( p 1 - p ) ser de 1mportânc1a nos estudos prospectivos, 
2 

a anál 1se estatístiCa baseada na metodologia em questão não é 

apropr1ada. 

Neste caso, em particular, é comum a ut1l 1zação de 

um método alternatiVO baseado na distribuição asstntÓttca da 

esttmattva de máx1ma verossimilhança de (p
1 

- p 2 ). 

De acordo com o modelo Produto de B1nomtats des 

crtto para os dados gerados de um estudo prospectivo (ou mes 

~o retrospectivo), temos que: 
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X~ 1"\in(rn;p) 
' 1 

e Y ~ H1n(n;p ) 
' • 2 

Sej<.ml p c p â~ c~tlm<ttiVd~ dc mdxHru vero~~1n11lh<tnça 
' _1 2 

nJo condlclondl do~ parâmetro~ p
1 

e p
2

,. rc~pecttv'-ll'n:'ntc. Então: 

PA - .x/m 
1 

e p :o y/n 
2 ' 

o n d c x e y ~ ã o o~ v d I o r e s âmo ~ t r a 1 s o b ~e r v a do~ na r e â I 1 z â ç ã o 

do cxper 1mento. 

Pode ~er mostr~do que a d1strtbu1ção 

do~ esttmadore~ p
1 

e p
2 

é Normal. As~im, 

p ~ N(p 
1 1 

p
1 

( 1-p
1 

)/m) e 

asstntÓt1ca 

A e s t 1 ma t 1 v a de ma x 1 ma v e r o ~ s 1 m 1 I h a n ç a de E,; = p 
1 

- p 
2 

e dada por: 

com a seguinte distribuição asstntÓt1ca: 

~ ~ N( p - p 
1 2 

Desta forma, um teste de H
0

: _E::=. O x H
1

: E,; >O pode 

~er construído a partir da dtstrtbutção Nor~l Padrão; 1sto 

e, da estatist1ca z deftnlda, sob H
0

, como: 

z = 
~ - E(~) N( O; 1 ) 

Á ~ 

' dp (E,;) 

Á -o n d e E ( . ) e d p ( . ) s a o , r e ~ p e c t 1 v ame n t e , a e s p e r a n ç a e a e s t 1 

mat1va do ~esv1o padrão de·~. Sob H0 , a est1mat1va da var1ân 

cta de ~ é: 
v<t> = p(1-p) (1/m + 1/n) 

p = ( mp 
1 

+ n p 
2 

) I (m + n) 

A ut1l1zação deste procedimento assintÓtico aprese~ 

ta vantagens estatisticas, po1s a obtenção da distribuiçãoex~ 



t a p a r a o p a r âme t r o E;, p 
1 

- p 
2 

não f o 1 p o ~ ~ í v e I a t r LI v é ~ da me 

todo I o g 1 a crn que~ t i:í o. 1\ I ém d 1 ~~o LI e~ t 1 mu t 1 v él ~ = p 
1 

- p 
2 

de f 1 

nc uma cornb1naçJo linear de Vdriávei~ alei:!tÓria~ Normais o 

que f a c 1 I 1 ta o c á I cu I o de d 1 s t r 1 b u 1 ç õ e~ de proba b 1 I 1 da de s • Co.!:!_ 

t u do, d c v e '>e r c h am<J da <:.1 a te n c; i1 o p i:! r <:.1 o f d to d c q u c a ex p r e 2. 

'> i1 o d i:! d a a c 1 ma p a r a V ( t ) é o b t 1 d a s o b a h i pó t e s e H 
0 

e , p o r t a . .!:!. 

to, não é Útil pi:!ra a construção de Intervalos de confiança; 

n c ~ t (' c a ~ o ' d e v e ~ e r u t I I I z a da a s e s t I ma t I v li ~ d a ~ variâncJas 

P éHCiaJ~ de p" 
1 

e 

V.3. Risco Adicional Relativo: (p -p )/(1-p ) 
1 2 2 

Como nos casos apresentados anteriormente, existem 

~1tuações em que o pesquisador ao real 1zar um estudo prospe~ 

tivo, ~e propõe a Investigar se a diferença entre as probabílid~ 

des do Jnd1vÍduo desenvolver a doença quando o fator de risco es 

tá presente e ausente (p -p ) , tem a mesma ordem se carparada 
1 2 

com a probabilidade do IndivÍduo não desenvolver a doença qua.!:!_ 

do o fator de r1sco está ausente (1-p
2

). Esta quant·1dade é d~ 

nomtnada r1sco adJCJonal relativo e está Ilustrada na Figura V.4. 

FIGURA V.4. Indicàção da medida rtsco adicional relativo 

(pt-p2) I (l-p2) 

t 1 ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

r- ••••••••••••••• '( ••••••• ')' •• 

! p1-p2 l 
•••••••••••r••••••••••••••••••••••••• 

o 

Vamos anal ísar o que acontece no modelo quando es 

colhemos a segu1nte reparametrtzação: 
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{ TI (p -p )/(1-p ) { p 1 TI I <I>( l-TI) 
1 2 2 

<I> p2 p2 <I> 

onde ' parJrnctro de (' o 1nterc~~e e <I> o parJmctro "nu1~ance". 

Pode ~cr vcr1.f1cado que a trJn~formaçJo propo~ta c 

btunivoca, po1~ o de~crm1n~nte do jacob1ano ~ d1ferente de ze 

ro para p < I, re~·tr 1ção esta, que c!Jrn1na o ponto de 1nde 
2 

tcrrn1nação do parâmetro TI. Além d1~~o, O<= TI<= 1 (dc~de que 

p
1 

>= p
2

) c O <= <I> < I e, portanto, ~ão de vartação indepe_!! 

dente no e~paço (TI,<l>). 

A~ s 1 m, cada p a r (TI , <I>) de t e r m 1 na um ú n 1 c o v a I o r da 

f u n ç ã o d e v e r o s s 1 m 1 I h a n ç a , q u e p o d e s e r e s c r i t a como : 

L(m,n,p
1

,p
2
/x,y) ~ L(m,n,TI,<l>/x,y) 

(TI+<l>-TI<l>)x [(1-TI)(l-<l>)](m-x) <l>Y(l-<l>)(n-y) 

(23) 
para 0 <= TI < e o < <I> < 

Neste caso, a hipÓtese H
0

: p
1

=p
2 

x H
1

: p
1

>p 2 , 

ser escr1ta em termos de (TI,<l>): 

H : o TI = 0 X H . 
1 • TI >O ( <I> não espec1f1cado) 

pode 

A F1gurà V.5 mostra como os valores de TI se d1str1 

b u em no e s paço do s p a r à me t r o s ( p 
1 

, p 
2

) • 

FIGURA V.5. Indicação de valores do parâretro TI no espaço (p
1
,p

2
) 

J:~----..,L-r I 

TI=0 

I 

TI::k, k>O 
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O p r Ó x 1 rno p a ~ ~o é o b ~c r v a r c o r no o c o r r c a f i.l f o r '-' ç à o 

dLI func;Jo de vero~:-.In111hé.:1nÇa. A expres~Jo da L(n,4>) 1nd1ca que 

paru cadô Vi.Jlor f1xado de TT >O; a CStLit Í:-.t ICLI pL1rc1almente 

~ u f 1 c 1 c n t e rn 1 n. 1 ma I p d r a 4> c ( x , y ) e , p o r t a n t o , n ã o t erno ~ c orno 

c I 1 n11 na r o p d r ilme t r o 4> a t r a v é ~ do c r 1 t 6 r 1 o c o n d 1 c 1 o na I • 

Por outro lado, para Cdda vdlor ftxado de 4> ~obre o 

lntcrvdlo (O, 1 ), X é e~tdtÍstiCd parcialmente ~uf1ciente m1n~ 

ma I p a r d TT , ma s n ã o é p a r c i a I me n t e a n c 1 I a r p a r a 4> • A d 1 s t r 1 bu i 

ção margtnal de X depende de 4>: 

X B1n(m; TT+4>-n4>) 

Novamente, também a reparametr1zação (n,4>) não per 

mtte a r"ealização de 1nferênc1a parctal sobre TT. 

Note, que a quantidade TT = (p 1-p 2 )/(1-p 2 ) 

nenhuma Importância cl Ín1ca relevante quando se trata 

não tem 

de um 

estudo retrospectivo, pots p e p , neste caso, não definem 
1 2 

taxas de Incidência da doença, mas si~plesmente, proporções 

da pre~ença do fator nos dots grupos, com a doença e controle. 

V.4. Razão de Produtos Cruzados ("odds~ratio") 

A razão de produtos cruzados é urn rredida de assoCiação 

bastante discuttda por vários autores. Atualrrente, s~a aplicação 

na análtse de tabelas de contingência tem sido requerida não ap~ 

nas pelos estatísticos, mas pelos próprios ep1dem10Iogtstas,_ que a 

reconhecem como efetiva na comparação dos r 1 scos de desenvol v irren 

to da doença nas populações exposta e não exposta ao fator. 

Como foi vtsto em capítulo~ anteriores, alÉm de ocorrer 

em a na I og 1 a com o r 1 sco r e I a t 1 vo, a razão de produtos cruzados tem 

a 1 n da a v a n ta g em de par ame t r i z a r o mo de I o cond 1 c 10na I ( 1 5) , u t 1 I~ 

zado na realtzação de inferências em procedirrentos de teste, ind~ 

pendente da distribuição de probabt ltdade proposta para os dados. 
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No pro~~cgu1mcnto, o~ rc~ultadq~ obt1do~ no cap~t~ 

I o I I I ~obre d r e cl u ç J o de mo d c I o~ c ornp I e to~ a t c r mo~ c o n cl 1 c 1 o 

na1~, ~Zío novarn~ntc colocctdo~, concluindo o problernct de encon 

trar u1na medrd·il que pcrrn1ta uma fatorac;3o c.~propr1ada da fun 

çZío de vero~~ 1rni lhdnÇd. 

IniCialmente, con~1derctndo um estudo transvetsal, 

v<:~rno~ def1nr·r a ~cgu1nte reparametr1zação no e~paço (p,q,r)·, 

a qual conduz a uma fatoração ba~tante 1ntcre~~ante da função 

de vero~s 1m1lhança: 

0 = 
p/ r 

p = 
q/s - ljJ + 0\jJ 

ljJ = q q=ljJ(l-<l>) 
q+s 

<l> = p+r r = 
( 1 -ljJ) <l> 

onde, 0 e o parâmetro de Interesse, a razão de produtos cruza 

do ~ e ( ljJ , <I> ) s ã o o ~ p a r âme t r o s " n u 1 s a n c e " . 

Não~ d1f~ctl constatar que a condtção de btjeção 

entre os e~paços (p,q,r) e (0,\jJ,<l>) estci satisfeita. Atnda, o 

novo espaço param~tr1co e tal, que 0 >O, O< ljJ, <I>< e, nes 

te caso, temos que 0, ljJ e <I> são de vartação independente. 

Algumas propr1edàdes de 0 já foram destacadas no ca 

p~tulo 1: 

( t) 0 ~ sempre pos1t1vo. Somente~ nulo se p =O. É 1ndeter 

minado para r = O ou s = O ou q = O; 

( I I ) 0 = se, e somente se, p/r = q/s, o que equivale a 
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p I ( p 1 r ) -- q I ( q 1 s ) , ou s C' J iJ o r i s c o de de s C' 11 v o I v c r iJ doen 

<.. i.l c o lllC' s mo n o s ci o i s g r u p o s , c- x p o s t o c- n 5 o C' x p o s t o iJ o 

fator; 

( i i i ) · F.m g e r d I , (' x i s te r a z J o p <H a <-~ s s umt r p I ( p tr ) > q I ( q 1 s ) 1 s 

to~. o risco da doença~ maior no grupo exposto ao ·fa 

to r . POr tanto, adotamos h i pó teses a I te r na t i v as (H ) de 
1 

f i n i d a s c orno G > 1 • 

Desta forma, quando o pesquisador tem interesse em 

estudar se o fator ~de risco para a doença, o que equivale, 

neste caso, ao teste de independência, as hipóteses podem ser 

escritas em termos de (8,~.~) como: 

H : G = o X H • G > 1 1. (~e~ não especificados) 

Neste sentido, nosso objetivo~ encontrar um modelo 

reduzido que dependa apenas de G e, portanto, que ei imine ~ 

e ~. 

A expressão (17) da função· de verossimi Ihança para 

os dados de um e s tudo t r a n s v e r s a I , pode se r r e esc r i ta em te r 

mos destes novos parâmetros, além do que, recordando que y=t-x: 

L(N,p,q,rlx,y,m) = L(N,p,q,rlx,m,t) =-- L(N,G,IV,~Ix,m,,t) = 

N! X 
= -------------------------- G 

X! ( t- X) ! (m- X) ! ( n- t t X) ! [ 
IV Jt[ ~ 'm 

H> 1-~ J 
- N 

[(1-\jJ)(1-~)] 

( 1-IV+GIV)m 
(24) 

G >= 1 (desde que pl(p+r) >= ql(q+s) 

o < IV,~- < 

A fatoração obtida para L(G,IV,~) indica que para c~ 

dà valor fixado de G >= 1, (m,t) é estatística conjuntamente 

suficiente para o subparâmetro (IV,~). Conclue-se, que a dis 
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tribui<_:Jo ck X con,clicionacL.J nJs llldrgrna1s (m,t).doepende apenas 

de 8. 

V<-~ r no\ <.~ Ih! I 1 s <.~ r e s t e r e s u I t .J do · com ma i s de t a I h e • P o 

cl (·r llO s (' s t J b (. I ('c(. r d s (' g li i 11 t (' r LI t o r J c.: J o d .J d i s tr i b u i ç ã o c o 11 J u ~ 

t~1 (x,m,t): 

p ( X 'lll' t IN' 8, .\ji' <I> ) P(m, t/N,8,1!J,<P) P(x/N,m, t ,8,~J,<!J) 

~--------y--------~ 

~ P ( m , t IN , 8 , 1b , <I> ) P ( x IN , rn , t , 8 ) ( 2 3) 

A segunda igualdade decorre da propriedade de sufi 

ciência da estatística (m,t). Em particular, trata-se de esta 

t Í s t i c a e s p e c i f i c ame n te s u f i c i ente p a r a ( l\J , <I> ) • P o r ou t r o 1 a 

do: 

P(m, t/N,8,,v,<I>) -- I P ( x , m , t IN , 8 , ~~ , <I> ) 
X 

= 

= 

( ~J ( \jJ ~ t (_~ 1 m 
l1-\jl) l1-<I>) 

[(1-\ji)(1-<I>)]N 
m 

(1-\ji+G\jl) 

1 
I 

U=k 

(~J <I>m ( 1 -<I>) (N-m) 

p (m/ <I>) 

1jJ t ( 1 _ \jJ) ( N- t ) 

( 1-\jl+8\jl)m 

1 
I 

U=k 

P(t/N,m,\jl,0) 

Em resumo, podemos considerar a seguinte 

da distribuição Multinomial: 

( 24) 

fatoração 

P(x,m,t/N,0,\ji,<I>) = P(m/N,<I>) P(t/N,m,G,~) P(x/N,m,t,0) 

Observe, que a marginal m é parcialmente suficiente 

p a r a <I> e p a r c i a l me n t e a n c i l a r p a r a ( 0 , 1jJ ) • A s s i m , a e s t a t í s t i 
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<'d rn defrne um corte de 13urndorff-Nielsen para o modelo em 

termo~ elo pi.trJmetro 4>. Se desejássemos L.1zer inferências '-'P~ 

na s ~o b r c e~ te p a r <:lrne t r o , pode r Íamos u s '-' r s orne n t e o m ode I o p a .r_ 

ciul P(rn/N,4>), sem ocorrer perda de informação ao abandonar 

mos os demais tç'rmo's, isto e, as estimativas baseadCJs nCJ ve 

r os s i m i I h a n ç a m<.~ r g i na I se r i am e f i c i entes . 

Contudo, nosso int"eresse está em obter informação 

a p e n a s s o b r e G • r o i p o s s í v e I d e r i v a r o mo d e I o r e d u z i d o 

P(x/N,m,t,e) que depende somente deste p<.~rãmetro. Neste senti 

do, no capítulo III ·a mesma redução foi obtida, porem, a pa!_ 

tir do modelo Produto de Binomia.is, ou seja: 

P(x,y/N,m,p
1

,p
2

) = P(x,t/N,m,e,w) = P(t/N,m,G,1V) P(x/N,m,t,e) 

onde verificamos ainda, que o modelo condicional P(x/N,m,t,e) 

r e p r e s e n t a a d i s t r i b u i ç ã o H i p e r g e omé t r i c a G e n e r a I i z a d a ( ex p r e 2_ 

são 15). 

Deste modo, surge a seguinte questão: podemos fazei 

inferência objetiva sobre e uti I izando apenas o modelo 

P(x/N,m,t,e)? ou, equivalentemente, podemos questionar: qua~ 

do o modelo reduz~do P(t/N,m,e,~) embora _dependendo de e pode 

ser considerado como não informativo com respeito a 0 e, assim, 

se r e I imi nado da aná I i se? 

A questão que se coloca diz respeito a ancilaridade 

das rmrgtnats (m,t) em relação ao parâmetro e. A expressão (23) mo2_ 

tra que a estatística (m,t) não define um corte de Barndorff­

- N. i e I s e n p a r a o mo de I o e , a I em d i s s o , ( e , \!J , <I> ) sã o de v a r i ação 

independente e complementar e, portanto, não podemos 

zir o conceito de ancilaridade fraca proposto por 

(1967). Contudo, esta condição satisfaz em parte a 

de G-ancilaridade apresentada por Godambe (1980), 

introdu 

Andersen 

definição 

resta sa 

b e r se p a r a e f i x a do a f am í I i a de d i s t r i b u i ç õ e s ma r g i na i s 
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{ P(m,t/N,e,ljJ,ct>), o < ljJ 'cl> < } t' comp I e ta. 

Portanto, e nece~~arto mo~trar que ~c: 

E [f(m,t)] o f(m,t)- O para todo (m,t) 

onde f denota uma função qualquer dtferente da função nula. 

U t 1 I i z ando a pro p r 1 e da de de c omp I e t 1 v 1 da de da d 1 s 

trtbutção Btnomtal, não~ d1frc1 I ver1f1car que e~ta 

de dtstrtbutçõe~ margtnais ~ completa. No Apênd1ce 1 

tamo~ a demon~tração deste resultado. 

f am[ I i a 

aprese_!2 

A 1mportânc1a destas conclusões restde no fato de 

que a propr1edade de G-ancilar1dade d~s marg1na1~ (m,t) para 

o p a r âme t r o r a z ã o d e p r o d u t o s c r u z a d o ~ ( e ) , c o n f e r e v a I 1 d a de 

para obtenção de InferênciaS parCiais SObre e a partir do mo 

de I o c o n d 1 c 1 o na I P ( x IN, m, t , e) . De s ta f o r ma , c a r a c te r 1 z a- ~e urn 

das vantagen~, sob o ponto de vtsta es.tat[stlco, que a quant~ 

dade razão de produtos cruzado~ oferece como med1da de a~~oc1a 

ção em uma tabela de cont1ngência 2x2. Ainda ma1s, e~te e o 

suporte IÓgtco ut1l1zado para val1dar o Teste Exato de Fisher. 

Sal tentamos, entretanto, que como menctonado no ca 

p[tulo anter1or, a cond1ção de G-anctlar1dade não garante a 

propr1edade de ef1ctênc1a dos esttmadores obt1dos a part1r do 

modelo reduzido. 
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CAP Í TIJLO V I 

MÉTODOS EXATO E ASSINTÓTICO PARA ANÁLISE 

DE-TABELAS DE CONTINGÊNCIA 2x2 

Já enfatizamos que nos estudos prospect1vos, retros 

pect1vos e transversais, envolvendo a presença .ou au.sên 

c1a da doença e fator de r1sco, os dados obt1dos por amostra 

gem podem ser apresentados em uma tabela de cont1ngênc1a 

2x2. 

Como fo1 v1sto em capítulos anteriores, na 1nves 

t1gaç~o de uma proposta de med1da de assoc1aç~o em tabelas 

deste t1po, a quant1dade razão de produtos cruzados (0) se 

destaca por sua adequaç~o estatística e cl Íntca. 

I n d e p e n de n t e da s 1 t u a ç ~o e x p e r 1 me n t a I u t 1 I i z a da , 

1 n f e r ê n c 1 as sob r e o par âme t"r o 0 podem se r baseadas na · d i s 
t r 1 b u 1 ç ã o c o n d 1 c 1 o na I ( ex p r e s s ã o 1 5 ) , de f 1 n 1 da c o mo f-1 i p e..!:. 

geométrica Generalizada. 
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A obtenção do modelo cond1c1onal como função apenas 

do par.Jrnetro 0, é garant1da pela ap!Jc<Jção do Método da Redu 

ção juntamente com o conceito de G-anc1lartdade de Godambe 

( 1 9 8 O ) • Contudo, c orno j á s a I 1 e n t amo~ , os e s t 1 ma do r e s obt1dos 

a pilrtlr desta dlst~ibuição não são eftctentes, ou ~eja, a va 

r12nc1a ass1nt6t1ca destes est1madores não at1nge o I 1m1te mf 

n 1 mo de C r arné r -R a o : De v 1 do a 1 s to , mu Jt os e s tudo~ têm s 1 do de 

d1cados na bu~ca de estimat,·va~ ma1~ prec1~as. A1nda, para 

estes caso~, Andersen (1970) aptesenta uma f6rmula de como 

calcular a var1ância assJnt6tJca de est1madores que não at1n 

g em o I 1m 1 te m í n 1 mo ·de C r amé r- R a o. 

Além dtsso, uma dJfJculdade qu~ se apre~enta é que 

o~ momentos da di~tribuJção H1pergeométr1Ca Generalizada envol 

v em r a z õ e s de p o I 1 n ôm 1 o s em 0 , o que t o r na 1 n c o n v e n 1 e n t e o uso 

de expressões exatas. Asstm, expressões aproximadas são nece2 

sarJas, as qua1s são der1vadas das propriedades asstnt6ttcas 

de~ta dtstrJbuJção. Harknes~ (1965), anal 1sa propriedades da 

distribuição H1pergeométrica General 1zada como o~ momentos, 

crJtér1os de e~t1mação de 0 e dJstrJbuJções ·!Imites~ Po1sson; 

Binomial e Normal. Cornf"Ield (1956) e Hannan e Harkness (1963), 

apresentam uma demon~tração detalhada da convergência para a 

Norma I. 

Med1ante estas colocações, o problema da tão polêm~ 

ca aná!I~e de tabelas de contingêncta 2x2 baseada em rrarginais 

fixadas, se restringe ~ est1mação do parâmetro 0 a parttr do 

modelo condJctonal (15). Multas propostas são apresentada~ por 

var1os autores, indtcando estimativas pontua1s ou por Jnterva 

los, expressões exatas empregando métodos numértcos ou expres 

sões aproximadas. Outros, cons1der~m métodos não condicionai~ 

Em qualquer caso, a preocupação. é obter estimativas mais pr~ 

c 1 s a s . P a s s amo s , p o r t a n t o , a r e v i s a r a I g uma 5 de s t a 5 p r o p o 5 t a s. 
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Vl.l. Teste Exato de Fasher 

O Te~te Exato de F1~her é um tratamento clá~sico em 

E ~ t a t í ~ t 1 c a , v o I t a do a o s t e ~- t e s de h 1 pó t e s e s u n 1 I a t e r a 1 s na 

an41'I~e de tabelas de contingência 2x2.· De um n~odo geral, por 

s e r um t e s t e c o n d 1 c i o n a I , é u t 1 I 1 z a d o t a n t o p a r a e s t u do s · de 

1ndependênc1~ corno de homogeneidade. 

Podemos esquematizar a segu.1nte tabela: 

TABELA VI. I. Indicação das freqÜências amostrais de acordo c~ 

a presença ou ausência das características A e D. 

VARIÁVEL D 
D D' TOTAL 

VARIÁVEL A 

A X m-x rn 

A' y n-y n . 
TOTAL t N-t N 

Observe que a tabela ac1ma pode ser gerada cons1de 

rando um experimento MultJnornial (onde N é o ~ntto total f1 

x o ) , bem c orno , um ex p e r 1 me n t o de s c r 1 t o p e I o p r o d u t o. de d u a s 

Binomiais (onde me n são os totais fixos). No capítulo 111, 
' mostramos que estes do1s modelos podem ser reduzidos a mesma 

distribuição, a H1pergeornétrtca Generalizada, usando o arg~ 

me n t o d e q u e a s ma r g 1 n a 1 s ( m , t ) s ã o " n ã o 1 n f o r ma t i v a s " • 

O objetivo e testar: 

H: .Pr(D/A) = Pr(D/A') 
. ,O 

X H
1

: Pr(D/A) >Pr(D/A') 

o que corresponde a testar: 
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11 : o o X H : e > 1 • 1 

No c d P. í t u I o I I , i n d i c éllllO s a e q u i v a I ê n c i a e n t r e él s 

h i pó t c s (' s '-'c i rnu d c f i n i das • 

De s i c modo , a p r oba b i I i da de , sob H 
0 

, de se a b t e r a 

télbcla descrita é dada pela distrib·uição Hipergeométrica; is 

to c: 

P(x/N,m;t,8=1) = 

oncje: ma x ( O , t -· n ) < x < m i n ( m, t ) 

n = N m 

y = t - X 

Neste sentido, a característica b~sica do Teste Ex~ 

to de Fisher é a uti I ização de um modelo de probabilidade con 

dicional, cuja validade está suportada pela teoria de lnferên 

c i a P a r c i a I me n c i o n a da n o s c a p Í t u I o s a n t e r i o r e s . P o r 1 s s o , o 

teste é o mesmo qualquer que seja o dei ineamento experimental, 

Binomial ou Multinomial. 

Por outro lado, quanto ao critério de decisão adota 

do, este decorre da determinação da probabilidade exata (con 

dicionada nas marginais) de obtenção de cada uma das possíveis 

tabelas de freqÜências que favoreceriam a rejeição de H
0 

com 

mais ênfase do que aquele dbtido experimentalmente. 

Assim, o nível descritivo (a
0

) deste teste, conside 

r a n d o H 
0 

v e r d a de i r a e o s t o t a i s ma r g i na i s ( m , t ) f i x o s , é a s o 

ma das probabilidades de ocorrências ainda mais extremas, fa 

voráveis a H
1

, do que os dados originais, ou seja: 
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ITlln(rn,t) 
r 

U=X 

s~ e~ta ~pma.for ma1or que um nfvel de significâ~ 

c 1 a ( a ) p r é - e s p e c 1 ·f t.c a do , .o s da do s e s t a r ã o f o r n e c e n do e v 1 dê n 

c 1 a s d e q u e H 
0 

é v c: r d a de 1 r a ~ , p o r t a n t o , n ã o s e r á p o s s Í v e I r· e 

j e 1 ta r H
0

• 

Se a soma for menor (ou tgual) a a, a 

sera rejeitada. 

Entretanto, na prática a aplicação da prova de F1 

~her e restrita a·amostras pequenas, do ~onirár1o, mesmo com 

a utt lização de computadores é difÍci I a obtenção de cálculos 

prec1sos devido a problemas de aprox1mação. No caso de grandes 

amostras e constderando um esquema Multtnominal, um recurso é 

o Teste Qut-Quadrado <x 2
), baseado na estatística 

onde 

2 
r 

I = 1 

2 
r 

j = 1 E . 
I J 

O. = f~eq~êncta observada na casela tj 
I J 

E . = freqÜência esperada, sob H
0

, na casela tj 
I J 

Os valores X2 têm distrtbutção asstntóttca Qui-Qu~ 

drado com grau de ltberdade. Como já fot enfattzado, Edwards 

(1963) não aconselha a utiltzação deste teste para tabelas 

2)(2. 

No caso de grandes amostras e constderando um esqu~ 

ma de d u a s v a r 1 a v e 1 s B 1 n om 1 a i s 1 n d e p e n de n t e s , um r e c u r s o as s 1 ~ 

tÓttco é o teste para comparação entre proporções descrito na 

seção V.2. 
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Vl.2. Intervalos de Conriança para o Parâmetro e • 

Vl.2.1. lntcrvàlos de CÁ)nf1ança Exatos 1"\ascados no M>delo Condicional 

Co n s i d c r ando q li e o mo de I o c o n d i c i o na I P ( x IN, m, t ; e) 

d c p c n d c s omc n te de e, o p a r âme t r o q li e de se j arno s c s t i ma r , Co r~ 

f i c I d ( 1 9 56 ) c i n d c p c n d c n t c me n t e r i s h c r ( I 9 6 2 ) , a p r c se n t am I i_ 

m i t e s d e c o n f i a n ç a c x a t o ;; p a r a e li t i I i z a n d o o mé t o d o 

p a r a f am í I i a s de d i s t r i b u i ç õ e s u n i p a r amé t r i c a s • 

padrão 

Para uma probabi I idade bicaudal pre especificada a, 

SE'Ja e â solução para e da equação: 
2 

( ~) (t ~v) e v 
X a 
L: = --

V=k 1 

(:) (t ~ u) 
2 L: eu 

u=k 

( 2 5) 

e e â 
1 

solução para e de: 

(~) ( n 1 e v 
1 t- v) a 
L: = (26) 

V=X (:) (t ~ u) 
eu 2 

L: 
U=k 

onde 

k max (O,t-n) 

= min (m, t) 

Então: 

Pr(e <= e <= e ) = - a 
1 2 

Este resultado está naturalmente relacionado com o 

Teste Exato de Fisher. O teste rejeitará a hipótese de nulida 

de para um dado conjunto de observações quando, e somente qua~ 
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do , os i rn i t c:-. de c o n f i LI n ç a p a r a o me srno c o n j u n to de observa 

çõc:-. nJo incluir(m a unidL~de; ambos adotL~ndo o mesmo nível de 

COil [i LI llÇct. 

1\ d i f j c u l.d LI de q u e s e ct p r e s e n t a é q u e e s t a s e q u a ç õ e s 

nâo podem ser resolvidas explicitamente pois envolvem razões 

de p o I i n ôrn i o s em 0 e , p o r t a n t o , o u s o d e t é c n i c a s i t e r a t i v a s 

se faz neccss~rio. Thomas (1.971) apresenta um programa comp~ 

tacional para obtcnçJo dos I imites de confiança exatos atra 

vés de um método numérico. Existem atualmente,m.lltos "softwdres" 

que podem s e r u t i I i z. a do s na r e s o I u ç â o de e q u a ç õ e s não I inea 

res deste tipo, citamos por exemplo, o SAS, SOC (EMBRAPA) 

Vl.2.2. Intervalos de Confiança Assintóticos Baseados no Mbde 

lo Condicional 

Como a obtençâo de expressões exatas envolve dificul 

dades analÍticas são propostas aproxi~ções assintóticas para 

a distribuição condicional P(x/N,m,t,8) que uti I izam cálculos 

ma i s s i mp I e s . 

Vl.2.2.1. Método proposto por Cornfield (1956) 

Para evitar o problema de obtenção de expressões exa 

tas para os rnomentos da distribuição Hipergeométrica Genérall 

zada, o autor, se utiliza da distribuição assintótica da ra 

zão: 

P(x) 

P(x) 

onde x e a moda da distribuição Hipergeométrica Generalizada 

e é definida pela desigualdade: 
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x (n-ttx) 

( lil- X I 1 ) ( t - X t 1 ) 
< = e < = (xt1) (n-ttxt1) 

(111- x) ( t- x) 

I' <H d ~11110 s" t r <.~ s g r a 11 de s e :-. u f i c i e n t e c s c r l' v e r : 

x (n-ttx) e 
(rr1- x) ( t- x) 

(27) 

É possível concluir que<.~ distribuição limitante de 

P(xiN,rn,t,e) é Normal com média x e v-ariância: 

[ 1 I x + 1 I ( m- x ) + 1 I ( t - x ) + 1 I ( n- t + x ) ] 

Deste modo, seja x
2 

a ~ior raiz real 

seguinte equação quártica em x: 

(x-x-112) 2 [1lx + 1l(m-x) + 1l(t-x) + 1l(n-t+x)] 

e, x
1 

a menor ra1z real positiva de: 

(x-x+112) 2 [1lx + 1l(m-x) + 1l(t-x) + 1l(n-t+x)J 

positiva da 

onde X 2 
a e o ponto a-percentual superror da distribuição Qui 

-Quadrado com 1 grau de I iberdade; 

x ~ a observação amostrai da casela convencional~ente 

adotada. 

Temos o seguinte 1 imite assintótico: 

Pr(x <= x <= x ) = - a 
1 2 

Desde que e ~ uma função monotônica de x, podemos 

derivar do resultado acima, o correspondente I imite assintóti 
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co p-.~ra o pL~rJrnetro razJo de produto~ cruzados: 

Pr(A < 
1 

0 < 0 ) 
2 

- a 

onde e· (' o ~Jo Cd leu l<.~do~ atrdvés ela ~ubst I tutç:Jo de X c X Clll ( 27)' 
. 1 2 ,1 . 2 

respectivamer1tc. No Ap@ndice 4, chamamos a atenção para alg~ 

mus restrições que elevem ser estabelecidas para que a expr~~ 

sJo (27) defina uma relação monotônica crcsccnte entre 8 ex. 

Vl.2.2.2. ~todo proposto por Cox (1958) 

Neste caso, o ~utor aborda o problema de e s t i mação 

por intervalo do parâmetro razão de produtos cruzados adotan 

do um modelo logístico para a probabi.J idade de sucesso em uma 

seq~~ncia mutuamente independente de vari~veis aleat6rias bi 
, . 

nartas. 

Para nossa final idade, vamos compor simplesmente os 

resultados que conduzem diretamente b obtenção das estimati 

vas por intervalo assint6ticas do pa·râmetro de interesse. 

O modelo condicional P(x/N,m,t,8) pode ser escrito 

em termos de \ = In 0, o Jogarftmo neperiano do parâmetro ra 

zão de produtos cruzados. Assim: 

P(x/N,m,t,\) = 

onde n = N-m 

y = t-x 

I 
L: 

u=k 

XÀ 
e 

UÀ e 

k = max (O,t-n) 

= mtn (m,t) 

Deste modo, P(x/N,m;t,\=0) ~da forma Hipergeom~tri 
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('d. 

V c~rno ~ . d c no t d r o j - t~ ~ 1 mo c lllllll I d n t c da d i s t r i b u i ç ã o 

c o 11el 1 c i o n d I d c X p o r K ( j ) ( ,\ ) • A lu n <: J o g e r a t r i z do s c umu I a n 

t c ~ <', d c~ cl d p o r : 

K(w;,\) 

No Apêndice 2, estabeiE'cemos o seguinte resultado: 

K(w;\) K ( W+ ,\ o) o) 

Isto significa, que os cumulantes da dístribuição Hipcrgeom~ 

t r i c a Gene r <1 I i z a da , ou se j a, do mo de I o P ( x IN, m, t , ,\ ) par a v a I o 

res gerais de\, são obtidos a partir da função geratriz ·dos 

cumulantes da distribuição Hipergeom~trica, P(x/N,m,t,\=0) 

avaliada nos pontos (w+À) e ,\. 

Desta forma, expansão 
, . 

cumulan uma em se r 1 e para os 

te s da distribuição condicional de X e dada por: 

K(l)(w ,\ ) = E (x/N,m,t,À) = K + À K2 + (28) 
1 

K( 2 )(w À) = v (x/N,m,t,À) = K2 + À K3. + (29) 

onde K. = ~ o j-ésimo cumulante da distribuição Hipergeom~trl 
J 

ca. 

Considere a notação da Tabela 7 e suponha o segui~ 

te experimento: de uma população de tamanho N, constituída de 

m indivíduos com a característica A e n indivíduos com a ca 

racterística A', foi extraída aleatoriamente e sem reposição 

uma amostra de tamanho t. Seja x o número de indivíduos na 

amostra com a característica A. Esta situação~ adequada para 

descrever o procedimento de fixar marginais aleatórias, t no 
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rno d c I o B 1 n om1 <.~ I ou ( rn, t ) no mo de I o Mu I t 1 n om 1 <.~ I • A 1 n da - llkl 1 ~ , 

c<.~r<.~ctcrlza clar<.~mente o modelo H1pergeornétr1co para a d1~trt 

b u 1 ç J o de p r o b a b 1 I 1 da d c ~ d <.' X . A~ ~ 1 m: 

K 
1 

[ (x/N,rn,t,À=O) = (rn/N) 

K
2 

=V (x/N,m,t,À=O) = t (rn/N) (n/N) [(N-t)/(N-1)] 

Segue da normal Idade assintÓtica da d1~tr1butção H1 

pergeométrica e dos resultados Indtcados em (28) e (29) que a 

d1~tr1buição da vartáve1 (X/N,m,t,À) converge para a Normal, 

re~pecttvamente, com média e variâncla dadas por: 

Portanto, com um valor observado x, um I tmJte de 

conftança a (100- a)% para a verdadeira médta, com base na 

aproxtmação Normal e usando correção de continuidade, é obti 

do por: 

(x ± z 
a/ 2 

(K )1/2 ± 
2 

1/2) 

o n d e , o s 1 n a 1 p o ~ 1 t 1 v o ( + ) e s t á a s s o c I a d o c om o 1 I m 1 t e 

rt o r ·e o s I na 1 nega t 1 v o ( - ) com o I 1m I te 1 n f e r 1 o r do 

sup~ 

Interva 

1 o . De s de que , a v e r da de I r a mé d 1 a da d 1 s t r 1 b u 1 ç ã o de ( x/N ,m, t , À) 

é a pro x 1 ma d ame n te ( K 
1 

+ À K 
2 

) segue o I i m I te c o r r e s p o n d c n te p~ 

ra À e, consequentemente, para 8, a razão de produtos cruza 

do~ (8 = exp À). 

Enfatizamos, que B1rch (1964) com base nestes resu1 

tados propõe a seguinte aproximação para o estJmador do par! 

metro À, quando À é pequeno (isto é, sob a hipÓtese H
0

: À=O): 

X - K 
1 À = 
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De s t d f o r 11 kl , s o b H 
0 

, 

X -

n- N (.O; 1 ) 

2 

ou , c q u i v a I e n t e me n t c , s o b H 
0 

, 

(x- K ) 2 

1 2 x, 

Assim, Bi~ch (1964) estabelece o seguinte teste da 

hipótese H
0

: À = O x 

nuidade a hipótese H
0 

e 

e somente se: 

lx -K 
I 1 

H
1

: À ~O. Usando correção de conti 

rejeitada em favor da hipótese H
1 

se, 

>= 

onde 
, 
e o ponto a percentual superior da distribuição 

Qui-Quadrado com 1 grau de I iberdade. 

VI.2.3. Inte~valos de Confiança Assintóticos Baseados em MOde 

los não Condicionais 

E s ta seção tem por f i na I i da de aprese n ta r d u a s outras 

propostas de obtenção de intervalos de confiança para o par! 

metro 8 sem, contudo, empregar o modelo reduzido P(x/N,m,t,G). 

Em s í n tese , ta i s métodos se u t i I i z am das pro p r i e da de s as s i n ti 
ticas dos estimadores de máxima verossimilhança não condiciÓ 

nais. 

Do no s s o p o n t o de v i s :t a e , I e v a n do em c o n s i de r ação 

toda a argumentação desenvolvida nos capítulos anteriores,que~ 

tionamos, não somente a vantagem real de aplicação destes pr~ 

cedimentos na análise de tabelas de contingência 2x2, mas, 
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p r 1 n c 1 p <.~ I me n t e , ~ e c p o ~ ~ í v e I e ~ t '-1 b e I e c e r p o n t o ~ d e compô r~ 

<; J o c n t r e o ~ I 1 m 1 t e ~ o b t 1 d ó ~ d p '-1 r t 1 r d e rn~ t o d o ~ c o n d 1 c 1 o n d 1 ~ 

l' nJo cond1c10nLIJ~. 

R e LI I rne n t e , é b a ~ t LI n t e f r e q u e n. t c c n c o n t r a r mo ~ n d I 1 

te r a tu r a E~ ta t í ~ t 1 c a a I te r na t 1 v a~ d c ~.te t 1 p o , p r 1 n c 1 p a I me n t.e , 

quando o e~paço param~tr1co envolve mu1to~ parâmetro~c e~tmu~ 

1ntere~~ado~ apcna~ em uma ~n1ca função deles. Este 6 o caso: 

no~ e~tudos prospectivo~ ou retro~pect1vos, (p
1

,p
2

) 

tro~ do modelo Produto de Binom1a1~, def1nem o 

p a r amé t r 1 c o e de se j amos r e a I 1 z a r 1 n f e r ê n c 1 as a pena~ 

parâm~ 

espaço 

sobre 

e:.: p 
1 

( 1 - p 
2

) I p 
2 

( 1 - p 
1 

) • E~ ta não é uma t r a n s f o r maçã o b 1 un í voca. 

Como e 's t á de f i n 1 do o p a r âme t r o " nu i s a n c e " ? 

ou a1nda, nos estudos transversais, (p,q,r) parâmetros do 

modelo Multinomial, definem o espaço paramétr1co e desej~ 

mo s r e a I 1 z a r 1 n f e r ê n c 1 a ~ a p e n a s s o b r e e = p s I q r . E s t a t am 

bém não é uma transformação b1unívoca. Como estão definidos 

os parâmetros "nuisance"? 

Ne~te sentido,·ao se abordar o problema fazendo uso 

das propriedades assintóticas dos est1madores de máxima veros 

simi lhança não condicionais: 

ou ê = pslqr no caso MultJnomJal, 

não se está controlando qualquer tipo de "relação" que possa 

e s ta r l i g ando o p a r âme t r o e a o ( s ) p a r âme t r o ( s ) "nu 1 s a n c e" • To 

da transformação Introduzida no espaço paramétrica original 

deve ser analisada em detalhe, identificando quais são e como 

~~tão definidós os novos parâmetros. 
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Vl.2. 3. I. Método proposto por Gart (1962) 

O i.ltJtor_ der ivi.l I imites de confiança para o parârn~ 

tro 8 con'>idcr·ando tamanhos arnostri.lis grandes e pequenos. 

Para grandes amostras o método se apresenta· corno 

llina modificaçJo da estatfstica Qui~Quadrado cornurnent~ utiliza 

di.l ern tabela·s 2x2: 

- p - (p - p )]2 
2 1 2 

( p 1 

2 
x1 

2 onde x
1 

e a distribuiçâo Qui-Quadrado tom 1 grau de liberdad~; 

p
1 

e p
2 

são os parâmetros Binomiais correspondentes 

duas populações em estudo; 

' as 

P ~ e p~ s ã o a s e s t i ma t i v a s de má x i ma v e r o s s i m i I h a n ç a ·não 
1 2 

q 1 = ( 1 

condicionais dos parâmetros p
1 

e p
2

; 

- p ) 
1 

e 

O autor propõe urna modificação desta expressão defi 

nindo a seguinte variável: 

2 z ( ~ q~ - A A 8)2 
= P1 2 p2 q1 

Assim, não é diffci I verificar que o valor esperado da 

vel z é nulo, isto é: 

E (z) = O para todo e 

. , 
v a r 1 a 

Ainda, z I (V(z)) 112 tem uma distribuição assintótica Normal 

Padrão, isto é: 
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e port<Jnto: 

2 z 

z 

V(z) 

N( O, 1 ) 

onde a variância assintótica dez e: 

V( z) = 
m 

P, q, p2 q2 (1-0)2 

mn 

Pode ser estabelecido o seguinte 1 imite de confian 

ça com correção de continuidade: 

[ z + 1 I 2 ( 1 /m t UO) 

onde, 

A 

X2 ~o ponto a-percentual superior da distribuição Qui a 
Quadrado com 1 grau de 1 iberdade; 

V(z) e a estimativa de V(z), obttda atravé~ da~ub~tttuição 

dos parâmetros p
1 

e p
2 

por ~uas estimativas. 

Os sinais positivos e negativos estão 

com os limites superior e inferior do intervalo, 

mente. 

associados 

respectiv~ 

A equação (30) ~- quadr~tica em e· e suas duas 
, 

raizes 

são os limites de um intervalo aproximado para o parâmetro ra 

zão de produtos cruzados com coeficiente de confiança igual a 

(100- a)%. 

Para tabelas em que: 
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x(t - x) > I. 
m 1 n 

a .., .., e g u 1 n t C' .., C' ·x p r e .., .., õ C' .., a p r o x r· rna d LI ~ .., 5 ó d C' r r v a d LI ~ p .:.t r a o I 1m 1 

t c r n r C' r r o r ( 0 ) e .., u p e rt o r ( 8 
2 

) , r C'.., p e c t r v arne n t e : 
. 1 

ê 1 _!_) ( 2 I ) 1 1 A B(_!_ + _!_)] 1 /2} { 1 + (- - X [ (rn- 1 ) p q + -
rn n X a 2A A (n-1)p q mn m n_ p1q2 a 

8 1 1 2 2 
1 

2 [ p
1
/q

1
m q2 /p2n ] - X + a 

ê 1 I 
(/ + 

I ) I I A B(~ + *)] 1 /2} . {1+(- + -) 2A A + X [ (m- 1 ) A ' + 
(n-1)p2q2 

-- + 
m n a p1q2 a p1q1 mn 

8 = 
2 

2 
p

1 
/q

1
m q2/p2n ) - X + a 

onde: 

Quando: 

x( t - x) 
>= 5 

m + n 

a~ segutntes fórmulas ma 1 s s tmp I e s podem ser usadas: 

8 = 8 [ 1 ± X ( + ) 1 I 2] 
1 a 

P1 q 1 p2 q2 m n 

8 = ê [ I ± X (1/x + 1/(m-x) + I I ( t - X ) + I /(n-t+x)) 112 ] 
1 a 
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onde: 

8 (' o lttnttc pifertor do tntcrvalo (' corre~ponde ao ~lnLtl 
1 

( - ) dd (' q ll"d ç J o; 

0 (' o I 1 m1 t é supertor 
2 

do intervalo e cor responde ao s 1 na I 
( I ) dLi eqUdÇ~O. 

No caso. de pequenas amostras o autor modiftca os I~ 

mttes de confiança exato~ para o parâmetro 8, expre~sõ~s (25) 

e (26), propondo uma distrtbuição Hipergeométrtca Generaltza 

da com coeftctentes 8, 1sto é, dividindo o numerador e denomt 

nador de (25) por exemplo, por: 

A segutr, o método está baseado em uma aproxtmação 

Binomtal para a dtstrtbutção Htpergeométrtca e, corresponde~ 

' temente, a soma de Btnomtats e expressa em terrr~s da função 

Beta tncompleta. Ftnalmente, é fetto uso do relactonamento en 

tre esta e a dtstrtbutção F. 

~ poss[vel estabelecer o ~eguinte lim1te de conftan 

ça para 8 a (100- a)%, que tem se apresentado como uma boa 

aproxtmação (Gart, 1962), para tabelas em que: 

8 
1 

8 
2 

= 

= 

x (t-x) 
<= 

· m + n 

(2n - H
1 

+ 1) X 

(2~ + H
1 

- t)(t - X + 1) F 1 -CX/ 2 ( .2 t 

(2n -

(2m -

t + H2) (X + 1 ) 
F

1
_a 12 (2x + 2 

H
2 

+ 1 ) ( t - X) 
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onde: 

(t- X 1)
2 

+ (t 

(2t - X 2) 

( X + 1 ) 2 + ( t. +. 1 ) 2 

(x-+ t + ·2) 

Ob~erve, que o método de Gart para grandes amostras 

con~tdera procedtrnentos não condicionais; é derivado 

mod1f1caçâo na estat[stJca Qu1-Quadrad6 deftntda como 

de uma 

função 

do~ parâmetros B1nomtais p
1 

e p
2

• Asstrn, ta1s re~ultados so 

me n t e p o d em ~ e r a p I 1 c a do ~ na a n á I 1 s e de .d a d o s g e r a do ~ do s e s 

tudos ep!demtoiÓgJco~ prospectivo e retrospectivo que corres 

pondem ao esquema amostrai de duas populações BJnomJats tnde 

pendentes. 

Por outro lado, para o ca~o de pequenas amostras o 

autor dertva seus I tmttes com ba~e no modelo de dtstrtbutção 

condicional para X. Logo, os resultados obttdos independem dÓ 

ttpo de estudo epidemiolÓgico. 

VI.2.3.2. Método da Transformação Logito 

Este mét~do utt I tza as proprtedades asstntÓttcas do 

esttmador de máxtma verossJmtlhança não condicional para o p~ 

râmetro razão de produtos cruzados. 

Cons1dere em um estudo prospecttvo ou retrospecttvo 

(mo d e I o P r o d u t o de B i n om 1 a 1 s ) a· s e g u 1 n t e v a r 1 á v e I 1 n d 1 c a d a c o 

mo a diferença entre logttos: 
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In ê I n In 
( I - p ) 

1 
( I - p ) 

2 

X ( t - x.) 
I n In 

(m - x) (n - t + x) 

o n d e pA e pA ~ ã o a ~ c ~ t 1 rna t 1 v a ~ d e ma x 1 ma v e r o ~ s 1 m 1 1 h a n ç a não 
1 2 

condlctonats do~ parâmetros p
1 

e p
2

• 

Observe~ que considerando um estudo tran~versal (mo 

delo Multlnomlal) a mesma est1mat1va não condicional para o 

parâmetr~ B e obt1da: 

s = I n ê = I n _L I n _9_ 
f s 

xiN (t-x)IN 
= I n I n 

(m-x)IN (n-t+x)IN 

A var1âncta as~1ntÓt1ca e s t 1mada de s e: 

v<s> I I 
= + 

m r, ( I - p 1 ) n p2 ( I - p2) 

= I I x + I I ( m- x ) + I I ( t - x ) + I I ( n- t + x )· 

Novamente, observe que o mesmo resultado pode ser 

estabelecido cons1derando um estudo tran~versal; asstntottca 

mente pode ser mo~trado que a matr1z de var1ânc1a e covar1ân 

cta dos est1madore~ do logtto dos parâmetros Multtnomtats ten 

de para uma matrtz dtagonal const1tuÍda pelas var1ânc1as dos 

e ~ t 1 ma do r e s . 

Asstm, tndependente do modelo epidemiolÓgico que 

gerou os dados; um limtte de conftança aprox1mado para B=In 0 
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c orn c o e f i c i e 11 t e d e c o n f i a n <: iJ ( I O O - a ) % , e d il d o p o r : 

I 11 [ 
(x ' 112) (n- t + x + 112) 

( t - x + I I 2) (m - x + I I 2) 
] 

onde za
12 

e o ponto a-percentual da distribuição N(0,1). 

Tornando anti logaritmos, obtêm-se o I imite correspo!:.!_ 

dente para o parâmetro 8: 

E s t e s I i m i t e s s em c o r r e ç ã o de c o n t i n u i d a d e f oram u s a . 
dos por Woolf (1954), citado por Gart (1962). 

V I • 3 • Ap I i caçõe s 

VI.3.1. Exemplo 1: Um Estudo Retrospectivo 

Os dados da Tabela 8 são citados e analisados por 

Cornfield (1956) e reanalisados por Cox (1958) e Gart (1962) . 

.TABElA VI.l.Distribuição de pacientes com e sem câncer pulmonar 

de acordo com o hábito de fumar 

RESPOSTA 
F F' TOTAL 

GRUPO 

DOENTE 60 3 63 

CONTROLE 32 11 43 

TOTAL 92 1 4 106 
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O c s tudo c o n s i de r ou uma amos t r a â I c a t ó r i a de 6 3 i n 

divíduos doentes, corn câncer pulmonar, e urna amostra aleató 

r i a de 4 3 i n d i v Í d u o s c o n t r o I e , s em c â n c e r p u Imo n a r • Em c a d a 

grupo observou-se o número de indivíduos fumantes (F).Trata-se 

de urn.estudo retrospectivo em que os grupos de .casos e contro 

les s~o fixados e a resposta anotada~ a presença ou aus@ntia 

do possível fator de risco, o h~bito de fumar. 

A p e s q u i s a t em p o r f i n a I i d a d e i n v e s t i g a r s e o h~ b i 

to de fumar est~ associado com a ocorrência de câncer pulm~ 

nar. 

Em estudos des~e tipo, em que a preval@ncia da doe~ 

ça na populaçâo ~ baixa, a medida razâo de produtos cruzados 

(8) estima o risco relativo (RR): 

risco da doença na população exposta 

risco da doença na população não exposta 

onde 

p
1 

= probabi I idade de um indivíduo do grupo com câncer 

na r s e r f uma n t e ; 

p
2 

= probabi I idade de um indivíduo do grupo sem câncer 

n a r s e r f uma n t e . 

pulm~ 

pu lm~ 

Cornfield (1956), com o objetivo de.mostrar a ade 

quação num~rica de seus limites assintóticos para o parâmetro 

razâo de produtos cruzados quando aplicados a amostras pequ~ 

nas, por conveniência, adota o valor observado da variável X 

como 3, portanto, condicionando a distribuição no menor total 

marginal t=4. Esta abordagem do problema apesar de introduzir 

uma modificação na definição do parâmetro e, de acordo 

nossa notação nos capítulos anteriores, conduz ao mesmo 
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Con~1dcr<.tndo d v<.tr1ável X como o 
, 

numero ob~ervddo 

d(' 11ld1vÍduo~ nJo fumante~ (po~sívcl L±tor de r1~co ausente) 

n o g r u. p o c orn c J n c e r p u I rno n <.t r · ( g r u p o d o en t <' ) , a d i s t r 1 b u i ç ã o 

condicional de X dado que uma amostra de t Individuas nao fu 

rnantcs é extraída da população gcrâl (grupos doente e centro 

lc') é o rnode I o H 1 per geomé t r 1 co GC'ne r a I i zado parL!ITf't r 1 zado por: 

8' = = 
p

1
/(1-p

1
) e 

risco da doença na população não exposta 

fiSco da doença na população exposta 

De acordo com este critério de definição do parâm~ 

tro 8', limites de confiança assintóticos a 95 por cento fo 

ram obtidos pqr Cornf1eld (1956), Cox (1958) e Gart (1962).0s 

resultados estão apresentados na Tabela VI.2. 

TABELA V I . 2. I n te r v a I os de c o n f i a n ç a a s s i n t ó t 1 c os ( L I e L S ) par a 

o p a r âmc t r o e ' c o n s i de r ando os dados da Tabe I a V I . 1 • 

Indicação dos níveis de confiança unicaudais exatos 

(a
1 

e a
2
), do comprimento dos intervalos (C) e dos 

coeficientes de confiança exatos. 

MÉTODO c:a:F. CCNF. 
LI LS c O:X.F.CCNF. 

N:1v1 I NAJ... (%) a, a2 EXATO (%) 

CXRNFIELD 95 0.0296 0.0383 0.6229 0.0237 0.5933 93.80 
CDX 95 0.0450 0.0978 0.6130 0.0253 0.5680 87.69 
GART 95 0.0285 0.0350 0.7651 0.0095 o. 7360 95.54 
L~ ITO 95 0.0440 0.0933 0.6070 0.0263 0.5630 88.04 
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No i\pl'-11d 1 ce 4 e~ tJo 1 11d 1 c.tdo!> O!> cci I cu I O!> par a obtc~ 

c_·Jo de!> te~ llllll te~. O colllpr IIIK'nto do!> 111tcrvolo~ (C) é obt 1do 

.., 1mp I c !> lllC 11 t e p e I a d 1 f e r c n ç a e n t r e o .., l!lll te~ ~upcr tor (LS) 

Inferior (LI). o~ nível'> de confton<.;d llf11CdUddl~ l'XdtO~ (a (' 
1 

a 
2 

) .., J o o b t 1 d o .., p e .I b c ~ I c u I o d o I o d o e !> q u e r d o d o. ~ e x p r c !> !> õ e ~ 

( 2 5 ) e ( 2 6 ) p él r a él s c ~ t 1 md t 1 v él ~ d o s I 1 m 1 t e ~ d o ~ 1 n t e r v a I o s a ~ 

~ 1 11 t Ó t 1 c os em q u c!> t'ci o. As~ 1m, se ê e ê rcprc~entélm o~ 
1 2 

t e !> 1 n f c r 1 o r e ~ u p c r 1 o r e s t 1 rno d o ~· p a r a um c c r t o 1 n t e r v a I o , a 
1 

e a ~Jo ~oluções das equélções: 
2 

X 

L: 

v=k 

~v 

0 
1 

L: 

V=X 

~u 

0 
2 

~u 

0 
1 

= 

= 

k e deftntdos como anter1ormente 

onde + a = 
2 

a 

Logo, os coeÍ1c1entes de conf1ança exato~ scio obti 

do~ pelo ccilculo (1-a). 

onde, 

= 

Para estes dados e segundo a notação adotada: 

X = 3 

t = 14 

x (n-t+x) 

( t-x) (m-x) 
= 0.1'4-5 

m = 63 

n = 43 
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~ LI t"...t tlllLI t 1 v d d c rnd x 1 ma v e r o ~ ~ 1 rn 1 I h a n <,;a não c o n d 1 c i o n-a I do 

p d r JrJl(' t r Ü 8 I (' ' 

cxp (À') = exp ( )' - o. 1 6 5 

e a e~ttmattva condicional do parâmetro 0',-sob a 

de 8' e~tar prÓxtrno da untdade. 

hipóte.~e 

Considerando o~ resultados apresentado~ na Tabela 

V I • 2 , o 1 n t e r v a I o o b t i do p o r Co r n f 1 e I d , p o r ex emp I o , 1 n d 1 c a 

que com uma confiança de 95 por cento, o risco de câncer pu! 

não fumantes ' 62 do mona r para e no max Imo por cento riSCO 

r a fumante~ e ' pode ser tão pequeno quanto 3 por cento. 

p~ 

Esta 

a I te 

ra a ocorrência da doença na populaçã~, isto~' ri risco de 

câncer pulmonar para fumantes ~maior do que o risco para não 

fumantes. Ainda, o Intervalo não Inclue a untdade e, portanto, 

os grupo~ doente e controle não são homogêneos quanto ao hábi 

to de fumar. O mesmo tipo de conclusã~ pode ser extraida a 

parttr do~ IImttes obtidos atrav~s dos outros métodos. 

ev'i dênc i a de hábito de fumar ' fator e uma que o e um que 

No artigo de Gart (1962) estes métodos ~ão compar~ 

do~ de acordo com o cmnprimento dos intervalos, os coeficien 

te s d"e c o n f 1 a n ç a b a se a dos nos 1 1m 1 te s ex a tos , bem como , na CC!:!! 

plextdade do~ cálculos envolvido~. O autor discute, mediante 

a anál 1se de vár1as tabelas, que o m~todo de Gart é o ma1s 

preCISO, ' 1sto e, apresentando coeficientes de confiança nom1 

nais bastante prÓximos dos valores calculados a partir dos li 

mites exatos. Por outro lado, os m~todos de Cox e Logtto ofe 

recem I tmites ma1s estreitos. O m~todo de Cornfield aprese~ 

tando 11m1tes tamb~m estreitos, ~certamente adequado, por~m, 

não atinge a precisão do m~todo de Gart, além de envolver cá! 

culos Iterativos. 
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Apc~ur dil colocução dc~tc~ re~ultudo~, nov<.~mcnte 

chLimarno~ u iltenção par<:! o fato de que o~ método~ de Cornf1cld 

c Cox ~ão ba~eado~ no rnodclo cond1c1onal P(x/N,rn,t,0) ilO pa2_ 

~o que o~ método~ de Ga'rt, par<:! grande~ arno~tra<, c Log1to co~ 

~ 1 d c r am t é c n 1 c a ~ n ~o· c o n d i c i o na i ~ . F u n d ame n t a I me n te , do p o n to 

de v1~til te6rico, qualquer cr1tér1o de compilração que ~eja d~ 

f 1 n 1 do não pode ~e r il dm 1 t 1 do· ~em "I e v a r ern c o n ta ta 1 ~ caracte 

rfsticcl~ metodol6gicas. Contudo; do ponto de VIsta pr~tico, é 

prec1~o comparar e analisar criticamente os resultados obti 

do s a t r a v é s de t o do s. o ~ mé t o do s p r o p o s t o s p a r a , f 1 n a I me n t e , 

e~colher qual deve ~er uti I izado. 

VI.3.2. Exemplo 2: Um Estudo Prospectivo 

Os dados da Tabela VI.3 se referem a um estudo lon 

g1tudinal real 1zado em Fram1ngham para Investigar o efeito de 

um grande n~mero de vari~veis como fatores de r1sco.no deseB 

volv1mento de doenças coronar1anas (Truett, Cornf1eld e Kan 

nel, 1967). 

A pe~qu1sa considerou o seguimento por doze anos de 

2187 homens e 2669 mulheres com Idades entre 30 e 62 anos, no 

InÍcio, I 1vres de doenças coronarianas, observando-se assim, 

o desenvolvimento da doença. Passaremos a analisar parte des 

te~ dados. 
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TAI\ELA Vl.3. Classificação de 2187 homens e 2669 mulheres de 

acordo com a taxa de incidência de doenças coro 

narianas durante o período de 12 anos 

RESPOSTA 

CRUPO D D' TOTAL 

F 129 2540 2669 

M 258 1929 2187 

TOTAL 387 4469 4856 

Trata-se de um estudo prospectivo que ~em por fin~ 

!idade investigar se o desenvolvimento de doenças coronaria 

nas e diferente no grupo feminino em relação ao grupo mascu 

I ino. Ressaltamos, que devido à metodologia em consideração, 

não levamos em conta a estratificação dos dados segundo elas 

ses de idade. 

Com os dados da Tabela VI .3, por conveniência, con 

sidere a seguinte notação: 

onde, 

X = 1 29 

t = 387 

m = 2669 

n = 2187 

e = 
risco de doenças coronarianas em mulheres 

risco de doenças coronarianas em homens 

e, assim, 

ê = 
129 * 2540 

258 * 1929 
= 0.3727 
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c d cstttlklttvd ele llluXtllld verosstmtlhJn<:J·não condicional do 

p d r Lime t r o O c , 

O cxp ( 129- 212.7065 ) ~ 0 . 3870 
88. 18 

c .:.1 cstimattvd condicional do p.:.~râmetro e, sob a hip6tese .de 

e estur pr6xtmo da unidade. 

Na tabe~a a seguir estão tndicados os imites de 

confiança .:.~ssint6ticos a 95 por cento de acordo com os m~to 

dos de Co r n f i e I d ( I 9 56) , Co x ( I 9 58) , Ga r t ( I 9 6 2) e Log i to. Não 

~apresentado o mesmo formato da Tabela VI.2 devido aos totais 

margtnats para estes dados serem grand~s e levarem a probl~ 

mas de "over-flow" na execução do programa para o cálculo dos 

coeficientes de confiança exatos. 

TABELA Vl.4. Intervalos de confiança assint6ticos (L I e LS) 

a 95 por cento para o parâmetro e ·considerando 

os dados da Tabela VI.3. 

MÉTODO LI LS 

CORNFIELD 0.3030 0.4756 

cox 0.3123 0.4796 

GART 0.2963 0.4630 

LOGITO ·0.3055 0.4738 

Com estes result~dos, observamos que os m~todos co~ 

dtcionais de Cornfield e Cox fornecem I imites bastante 

mos. O mesmo ocorrendo com os m~todos não condicionais 

Gart e Logito. 
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1\ n a I i s a n d o , p o r e x ernp I o , o s I i m i t e s <o e g u n d o Corn 

I i e I d p a r a e s H' s dado s , v e r i f i c amo s que o r i s c o de do e n ç a s c o 

ronarian<:~s para mulheres é no miíximo 4-7 por cento do risco de 

cJ o c 11 c: d <o c o r o n a r i a na s p a r a IH~rne n s e , pode s e r t il o p e q u e n o q u a.!.: 

to 10·por c·ento. Isto indica que a incidên(·ia de doenc,;as coro 

na r i a na s é ma i o r nos h ome n s . R e a I me n te , p a r a· os dados 

estudo prospectivo, não caracterizando a estratificação 

i d d cf e , <:.~ e s t i m<J t i v a d a t a x a d e i n c i d ê n c i a d e d o e n ç a s 

r1anas nas mulheres e menor do que nos homens: 

p 1 x I m 129 I 2669 = 0.04-83 

p
2 

= (t-x) I n = 258 I 2187 = O. 1179 

onde 

deste 

peja 

carona 

r, e a estimativa de máxima verossimilhança não condicional 

da proporÇão de doenças coronarianas nas mulheres; 

p
2 

e a estimativa não condicional da proporção de doenças co 

ronarianas nos homens. 

VI.3.3. Exemplo 3: Um Estudo T~ansve~sal 

Os dados da Tabela 12 correspondem à classificação 

de 20878 nascimentos ocorridos em 31 maternidades do 
. , 

muntci 

pio de São Paulo em 1978, de acordo com o hábito de fumar da 

mãe ~presença ou ausência) e peso do recém nascido (baixo p~ 

soou não). 
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11\1\ElA VI. 5. C I as si f i cação de 20878 rccem na se i dos de acordo com 

o hábito de fumar da mãe c o peso do recém nascido 

P1:50(gi-) 

1-11\r~ I TO <= 2500 > 2500 TOTAL 

FUMAR 

-
F 752 6756 7508 

F' 679 12691 13370 

TOTAL 1431 19447 20878 

Co n s i de r ando o t i p o de de I i n e ame n t o u t i 1 i z a do na co 

leta dos dados, observamos que trata-se de um estudo transver 

sal em que o Único total marginal fixo é o número 20878 nasci 

mentos observados. Desta forma, cada unidade experimental foi 

classificada segundo o hábito de fumar da mãe e o peso do re 

cém nascido. 

A p e s q u i s a t em p o r f i n a I i d a de i n v e s t i g a r s e a s v a 

r1ave1s materna e'do recém nascido em estudo estão associadas 

ou ocorrem independentemente. 

Para estes dados considere a seguinte notação: 

X = 752 

t = 1 4 31 

m = 7508 

n = 13370 

Adotando como medida de associação o parâmetro ra 

zão de produtos cruzados (0), onde: 

0 = 
risco de RN de baixo peso para mães fumantes 

risco de RN de baixo peso para mães não fumantes 
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T c111o :-. : 

ê 752 )( 12691 

679 X 6756 
2.08 

(' iJ (' " t I llld t I v (j cl (' mú X I rlld v (' r o " " I m I I h a l1 <: d não c o ri d I c I o na I d (' e 

e cxp ( 752 - 514.606 ) c_ 2.16 

306.9743 

e a C''>tlmi.ltlva condicional de e~ ~oba hipótese de 

prÓx1mo da un1dade. 

e e~tar 

Na tabela a segu1r e~tão indicados os I ImJtes de 

confiança assintÓticos a 95 por cento, de acordo com os m~to 

do~ de Cornf1eld (1956), Cox (1958) e Log1to. Neste caso, o 

m~todo de Gart (1962) para grandes amostras não é apróprtado. 

Tdmb~m, devido aos tota1s marginais dos dados serem grandes 

n~o foram poss[vets os c~lculos dos coeficientes de confiança 

exatos. 

TABELA Vl.6. Intervalo de conf1ança assintÓticos (LI e LS) a 

9 5 p o r c e n to p a r a o p a r âme t r o e , c o n s i de r ando o s 

dados da Tabela VI.3. 

MÉTODO 

CORNF I E.LD 

cox 
LOGITO 

LI 

1. 8649 

1 . 9 344 

1 • 86 7 4 

LS 

2.3208 

2.4274 

2. 31 71 

Observamos que os m~todos condtctonais de Cornfteld 

e Cox, bem como o m~todo não condictonal Logito, fornecem li 

mttes de conftança bastante próximos. Na prática, este resul 
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Ltdo (' Ullkl llldlc<-~çi:ío de que todo~ o~ método~ em quc~tJo forne 

C('lll O rne-.rno Intervalo pé.tr<.! O pctrJrnetro 8. 

o~ 1ntcrv:.tlo~ nJo incluem a unrdade c; port<.mto, con 

cluimo~ que cxi~te a~~ociaçJo entre o h~brto de fumar da mãe 

e o p<'~o do recém n-J~crdo. Anal1~ando, por exemplo, o~ l1rn1 

te" ~cgundo Cornf1eld, ver1f-1camo'~ que o r1~co de recém nasc1 

do~ de ba1xo pe~o para mães fumantes é no mÍn1mo I .86 e no má 

xrmo 2.32 vezes o r1sco de recém nasc1dos de ba1xo peso para 

mJe~ nJo fumante~. Assim, os dado~ dest~ estudo tran~ver~al 

Indicam que a presença de h~b1to de fumar em mãe~ e um fator 

que concorre efetivamente para a ocorrênc1a de recém nascidos 

de ba1xo peso. 
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J\PÊNliCE I 

Ternos que mostrar que as condições da definição de 

G-dncilaridade segundoGod<.Hnbe (1980), são satisfeitâs pelas 

<' ~ t J t Í s t i c il s rno r g i. n il i s ( rn, t ) de r i v a da s do rno de I o Mu I t i n om i il I 

c orn r e s p e i t o LI o p a r âme t r o e , r a z ã o de p r o d u t o s c r u z a do s . 

V e r i f i c amo s a s ç- g u i n t _e f a t o r a ç ã o ( e x p r e s s ã o 2 3 ) : 

P(x,m,t/N,e,~,~) = P(m,t/N,e,~.~) P(x/N,m,t,e) 

de onde decorre que a estatística x e especificamente sufi 

c i e n te p a r a o s p a ~ âme t r o s ( \jJ , <l> ) . De s t e modo ; p a r a que o c o n 

ceito de G-ancilaridade seja válido para as estatísti~as (m,t) 

em r e I ação a e, r e s ta sabe r se p a r a e per te n c e n te a @ f i x a do , 

a família de distribuições marginais {P(m,t/N,e,~,~) O< <l>,~ < 1} 
' e completa, onde: 

P(m, t/N,G,l!;,<P) = 
~t ( 1 -~)(N-t) 

( 1 - ~ + e~)m 

k = ma x ( O , t - n ) 

I·= min.(m,t) 

<l>m ( 1 -~) (N-m) 

É necessário mostrar que: 

l 
L: 

U=k 

E [f(m,t)] =O ~===> f(m,t) =O para todo (m,t) 

Assim: 
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E 
rn 

E f(m,t) ~t(1-~)(N-t) 
t 

P '-l r a O e· ljJ f i x a d .o s , a e q u a ç ã o d n t e r i o r pode s e r v 1 s 

td corno LI esperanç~ d<:t função: 

h(m) = [E f(m,t)· ~t(1-~)(N-t) 
( 1 - ~ -t e~ )m t 

isto é: 

E [f(m,t)] = E h (m) 
m 

= E [h (m)] = Q 

Bin (N;<P) 

Pela propriedade de completividade da distribuiçã9 

B i n om i a I t erno s q u e : 

E [ h (m) J = o ====> h (m) = O m = O, ••• ,N 

Seja então, m fixado e arbitrário. Temos que: 

Como [ 1 + ~ ( e - 1 ) ] > O , pode mo s a n a I i s a r a p e na s o 

somatório. Portanto: 

N 
E f(m,t) ~t (1-~)(N-t) 

t=O 

I 
i: 

U=k 
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rn i <.1 I : 

f(rn,t) 

I 
L 

U=k 

Nov<.uncn t-e pE' I a cornp I c ti v i da de da di s t r i'bu i ção H i no 

I 
L 

uok 
(rn) ( n ) eu 

u. t-u 

Como: 

> 

= o 

o 

ternos que: 

f(m,t) = o para rn = O, ... ,N O < t < rn 

L o g o ' a f arn í I i a { p ( rn' t IN' e ' ljJ' <I> ) ; o < ljJ ' <I> < 1 } 
, 
e 

c ornp I e t a e , p o r t a n t o , a e s t a t í s t i c a ( rn , t ) é G- a n c i I a r c orn r e s 

peito a e. 
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J\PÊN110: 2 

P o d c mo s r c c s c r c v e r <:~ d i s t r i b u i ç ã o c o n d i c i o n <:~ I de X 

d il s (' g u i n t c f o r ma : 

P(xiN,m,t,e) 

= 

onde: 

k = max 

= m1n 

f ( ~ ) = 

·u e 

e~~ I x! (m-x)! (t-x)·! (n-t+x)! 

I 
L eu~ I u ! ( m- u) ! ( t .- u) ! ( n- t + u) ! 

CJ=k 

ex~ I x! (m-x)! (t-x)! (n-t+x)! 

(O,t-n) ~ = In e 

(m, t) n = N-m 

I 
u~ 

L e I u! (m- u) ! (t-u)! (n-t+u)!· 
u=k 

Vamos denotar o j-ésimo cumulante de distribuição 

condicional de X por K(j)(~). A função geratríz dos cumulan 

tes é dada por: 

K(w 

Podemos expressar a função K(w ~) em termos de 

f ( • ) : 
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K(w À) log E(cwx) log L 
wx P(xiN,m,t,À) = c 

X 

log 1lf0) L c 
X ( W+ À) 

I X! . (m- X) ! (t-x)! (n-ttx)! 
X 

log [f(w+À) I f(À)] log f(wtÀ) - log f(À) 

Por outro lado, a função geratriz de momentos dava 

ricivel (XIN,m,t,À=O) que tem distribuição Hipergeométrica, e 

obtida por: 

M(w;O) ; E (ewx) = L ewx P(xiN,m,T,À=O) 
X 

= L 
X 

wx 
e 

1 I x! (m-x)! (t-x)! (n-t+x)! 

f ( o ) 

= I I f ( O ) L e wx I x ! ( m- x) ! ( t - x) ! ( n- t + x) ! 
X 

= f(w) I f(O) 

Portanto, 

K(w;O) = log M(w;O) = log [ f(w) I f(O) ] 

Do mesmo modo, pode ser encontrado que a função g~ 

r a t r i z d e mo me n t o s da v a r i á v e I ( X IN , m , t , À ) p a r a v a I o r e s gera i s 

de À, é da forma:· 

... 

M(w;À) = M(À+w;O) I M(À;O) 
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f(ÀIW) I f(O) 

f(À) I f(O) 
f(À!-W) I f(À) 

A~ s i 111 , p o d erno s C' s t LI b C' I C' c e r o · s e g u i n t C' r e s u I t LI do : 

K(w;À) =· Iog M(w;À) = Iog [f(À+w) I f(À)] 

Iog [f(À+w) I f(O)] I og [ f (À) I f (O)] 

Iog M(w+À;O) Iog M(À;O) 

Portanto, a função geratriz dos cumuiantes da dis 

tribuição Hipergeométrica Generalizada é dada por: 

K(w;À) = K(w+À;O) K(À;O) 
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APÊNDICE 3 

Se j LI X ( X 
1 

, X 
2 

, •.•• , X k ) uma v LI r i <.Í v e I LI I e a t ó r i a 

Mu I t i n orn i ô I c orn v c t o r de p r o b a b i I i d LI d e s p ( p 
1 

: p 
2 

, • • • , p k ) • 

A ftJn<_·Jo de propL~bi'l idades de X é dLtdLt por: 

P(x/N,p) N! 
k 
T 

p. 
I 

x· I 

i= 1 X. ! 
I 

onde , os x i ' s de x = ( x 
1 

, x 
2 

, ••• , x k) ·tornam os v a I o r e s O, 1 , 

... ,N, sujeitos à restrição 

k, 
~ x. = N 

i= 1 
I 

supondo o valor de N conhecido. Os valores dos p. 's pertencem 
I 

ao intervalo [0,1] sujeitos à restrição 

k 
~ 

i= 1 
p . = 1. 

I 

Temos o seguinte resultado: 

E(X. ) = Np. = 1 '2' ... 'k 
I I 

V(X.) = Np. ( 1 - p. ) = 1 '2' ... 'k 
I I I 

Co v (X. , X.) = -Np.p. t I ' J = 
I J I J 1 '2' ... 'k 

Vamos aplicar a seguinte transformação na variável 

aleatória X: 

T 
X In X 
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A expdn~cio ('nl ~C'r1e de Tctylor dO redor do ponto E(X ) 
I 

d p r o x 11 na c; J o <Jté ordem ' dadâ CO!Il p r 1111<.' 1 r a e por: 

In X I n Np + r (X Np ) I Np ] 
1 I 1 I I 

Logo, 

E ( In X ) - In Np 1 1 

v ( In X ) - E [ In X - In Np ] 2 
I I I 

- I (Np ) 2 V (X ) = I I Np - I I N 1 I 1 

Co v ( In X 
I' 

I n X.) - E [ ( In X - I n Np ) ( I n X. I n Np.) ] 
J 1 I J J 

X - Np x. 
E [ I 1 ] - I I N - = 

Np 1 
Np. 

J 

Este resultado estâbelece que para N suf1c1enternen 

te grande (N--+ 00), a matr1z de variância e covar1ânc1a dos 

est1rnadores rnult1norniais tende para urna matriz diagonal cons 

t1tuíaa pelas variânc1as dos estirnadores. 
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J\Pl:Nl I 0: 4 

P~H<.t os dddos du L.tbe I d 8 e u ti I i zando notaçJo 

d d O t d d d t ('filO S : 

X = 3 m 63 

t = 14 n = 43 

Podemos derivar os seguintes resultados: 

- MÉTa:xl DE o:RNF I ELO ( 19 56) 

De acordo com o método descrito na seção Vi .2.2.1, 

prec1samos obter as soluções das seguintes equações quárticas 

em x.: 
I 

(x.-3±1/2) 2
[ 1/x.+1/(63-x. )+1/(14-x. )+1/(29+x. )J _ 3.841 

I I I I 1 

onde, 

x 1 

x 
2 

corresponde à menor raiz real positiva para o sinal 

da equação; 

corresponde à ~ior ratz real positiva para o sinal 

da equação. 

x2 = 3.841 
1.; o.o 5 

( - ) 

Na Tabela 14 estão apresentadas as quatro rafies de 

cada equação, obtidas pelo método iterativo de Newton Raphson. 

Para tanto, utilizamos o "software" SOC (EMBRAPA). 
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T/\1\EL/\ 14. Indicação das soluções aproximadas das 

qu~rticas ern i
1 

e i
2

• 

EQllAÇÃ.O EM X EQl li\ÇÃO EM 
1 

RAIZ VALOR DA FUNÇÃO RAIZ VALOR 

-11.2333 -4. 1 7 10- 5 -11.009 -4. 1 

0.8148 2. 1 10- 6 1.3738 2.99 

5.8628 -2. 4 10- 6 6.9042 -8.2 

27. 1 188 o. 3 10- 6 27.2193 7.2 

equações 

\'2 

DA FUNÇÃO. 

10- 6 

10- 2 

10- 6 

10- 6 

A soluçâo de ~ 1 que procuramos corresponde ao valor 

O . 8 1 5 , i s t o e , a me n o r r a i z r e a I p o s i t i v a . No e n t a n t o , 

obtermos a solução de ~ não basta encontrarmos a matar . 2 

para 

raiz 

real positiva, esta deve estar restrita a valores de~ que s~ 

jam ~nores que o mínimo entre (m,t). Esta condição deve estar 

satisfeita para que, de acordo com a expressão (27), o parâm~ 

tro 8(8') seJa uma função monotônica crescente de ~. 

Assim, 

~2 = 6.904 < min (63;14) 

e a solução que procuramos. 

Temos o seguinte resultado: 

IC (~) a 95% = (0~815 ; 6.9904) 

e, portanto, substituindo estes I imites em (27): 

I C ( 8 ' ) a 9 5% = ( O • O 2 9 6 0.6229) 
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- ~Tan l'lE rox < 1958) 

Cons i clt'rLindo os resu I tados apresen tLidos na se<;río 

V I • 2 . 2 . 2 , p LI r LI urn v a I o r o b s e r v LI d o X = 3 , um I i m i t e d e c o n f i a n ç a 

p <H LI ~~ v c r d <.t cl e i r a nJ(~ d i a da d i s t r i b u i ç J o c o n d i c i o n a I d e X b a 

seadLt. na Lt.proxima.ção Normal, com corrt:'ção de continuidade 

dada por: 

( X ± z ~ ± 
2 

onde: 

1 I 2 > = ( 3 ± (1.96*1.72) ± 

= ( -0.871 6.871 

= 1. 96 

K
2 

= t miN niN [(N-t) I (N-1)] 

1 I 2 ) 

= 14 631106 431106 [ (106-14) I (106-1) J 

= 2.9574 

, 
e 

e, desde que a verdadeira média da distribuição condicional 

de X ·é aproximadamente (K + ÀK ) , segue o correspondente I i 
1 2 

mite para o parâmetro À: 

K + À 1 K = -0.8 71 À1 = -3. 1 09 
1 2 

K + À2 K = 6.871 À2 = -0.490 
1 2 

onde: 

K = t miN = 14 631106 = 8.321 
1 

e , c o mo 8 ' = e x p ( À ) : 
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I (: ( O ' ) <t 9 5% 0.045 O. 6 I 3 ) 

- IVÉTUD DE G/\RT ( 1962) 

Considerando os resultados de ser i tos na S<:'Ção VI.2.3~1 

ternos o seguinte critério: 

x (t - x) 3 (14-3) 
= O. 31 I 3 < 

m + n ~3 + 43 

e , p o r t a n t o , t em o s q u e c a I c u I a r : 

H = 
1 

0' 
1 

= 

-

0' 
2 

= 

= 

369 
= = 13.6667 

2t - X + 2 27 

241 
= = 12.6842 

X + t + 2 19 

(2n - H + I ) X 
1 

(2m+H -t) 
1 

(t-x+l) F ~2t-2x+2;2x) 
0.97 

219.9999 0.0285 = 
1508.0004 5. I I 72 

(2n-t+H
2

) (X+ I ) 
F
0

. 
975 

( 2 x + 2; 2 t- 2 x) 
(2m-H +I ) ( t- X) 

2 

338.7368 2.8402 0.7651 = 
1257.4738 

- I I 9 -



Logo, 

I c ( o I ) ô ') )'~,, . - ( o . o 2 8 5 O. 7 h'> I 

- KTUX> 111\ TRJ\NSFOOMI\ÇÃO LOGITO 

co·n~ i der anelo os rC'SU I tados dcscr i tos nl.l seção VI.2.3.2 

um I irni te de confjança l.l 95 por cento para o pariirnetro B é da 

do por: 

I n 

onde: 

Logo, 

(x+1/2) (n-t+x=1/2) ] ± 

(t-x• 1/2) (m-x+1/2) 
z /v(l3> 

0./2 

-= 1 . 9 6 

V(B) -- 1/x + 1/(rn-x) + 1/(t-x) + 1/(n-t+x) 

= 0.4721 

I C ( B ) a 9 5% = I n O • 1 6 3 4 ± 1 • 3 4 6 7 

= ( -3.1576 -0.4642 ) 

e , p o r t a n t o , c orno B = I n 8 ' , o c o r r e s p onde n t e i n t e r v a I o p a r a 

o parârnetr~ 8' é obtido: 

IC (8') a 95% = ( 0.0425 ;· 0.6285 
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