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Capft ulo 1

Introducao

Frequentemente, é necessario modelar a relagao entre uma varidvel resposta, y, e uma
varidvel regressora, £ (ou varias varidveis regressoras). O modelo linear de regressdo
de Gauss-Markov, normal, é de grande atrativo pela sua simplicidade, e disponibilidade
de resultados teéricos e programas computacionais. Entre as vantagens deste modelo,
poderia ser citada a inferéncia exata, mesmo para pequenas amostras. No entanto, nem
sempre o ajuste do modelo linear parece ser adequado: relagao entre y e £ nao linear
ou o erro nao parece ter distribuigio normal. Uma alternativa, usualmente adotada, é a
utilizagio do modelo linear de regressio da transformagio da varidvel resposta, ¢(y), em
z. Apds este ajuste de modelo em escala transformada, como fazer inferéncia na escala
original?

O enfoque principal deste trabalho é a estimagao pontual da esperanga de y, dado z,
e a construgao de intervalo de predigdo para y, dado z, apds o ajuste de modelo linear
de regressio de g(y) em z.

Para a estimagio pontual da esperanga de y, dado z, hd vdrios estimadores na liter-
atura. O que eles tem em comum é a utilizagio da transformacdo inversa e de quantidades
decorrentes do ajuste do modelo linear de regressao de g(y) em z. Em alguns destes
estimadores fica explicita a interferéncia da variancia do erro do modelo, o2. Esta inter-
{feréncia tem varias intensidades de atuagao, conforme a transformagao usada. Na trans-
formagio logaritmo, os estimadores podem vir a superestimar bastante as esperangas, se

o valor de ¢? é grande, e o seu estimador, %, for observado acima do valor verdadeiro,



o?. Na transformagao raiz quadrada, o valor de ¢? nio interfere muito, desde que seja
pequeno, em relagao a magnitude da varidvel y. Portanto, o ajuste do modelo linear na
escala transformada deve ser examinado com atengao, levando em conta a transformacgio
usada.

Para a predigao da varidvel y, dado z, é importante verificar a suposicio de nor-
malidade do erro no modelo Gauss-Markov de regressio de g(y) em z. N&o havendo
evidéncia contra esta suposicdo, um intervalo de predicio para g(y), dado z, pode ser
construido da maneira usual, e, usando a inversa da transformagio g nos limites deste
intervalo, estd definido um intervalo de predigao para y. Scott e Wild (1993) apresentam
um exemplo onde ajustam o modelo linear de regressio de Gauss-Markov normal para
duas transformagdes da varidvel resposta, separadamente. Nos dois casos, a suposigio de
normalidade do erro parece estar sendo atendida. Intervalos de predigio para a varidvel
resposta, na escala original, s3o obtidos usando a transformacao inversa nos limites do
intervalo de predi¢do para a varidvel transformada. Estes intervalos sao praticamente
idénticos, para as duas transformagdes usadas, apesar destas transformagoes serem bem
diferentes e apesar de que o ajuste do modelo para uma transformacao ter sido bom e
para a outra muito pobre. O objetivo deste exemplo foi 0 de mostrar que nao faz nenhum
sentido comparagao de ajustes de modelos em escalas diferentes, e que para o intervalo
de predigao é necessdrio examinar a distribuigao do erro.

No contexto descrito acima, seriam de grande utilidade:

e um procedimento para verificar a suposigao de normalidade dos erros, no modelo
Gauss-Markov, através dos residuos;

e uma defini¢do de intervalo de predi¢do para o modelo de regressao Gauss-Markov,
sem a suposicdo de normalidade dos erros.

Desenvolvemos neste trabalho um procedimento grafico, que baseado na fungao de
distribuicio empirica dos residuos de um modelo de Gauss-Markov normal, produz uma
regiio critica para detecgio de falta de normalidade. Tomamos como base o desenvolvi-

mento de Lange e Ryan (1989) que analisaram a fung¢ao de distribuigao empirica, pon-
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derada, de efeitos aleatdrios, de modelo linear misto. O resultado é o conhecido grafico
‘qq-plot’, porém, com distribuigio ajustada i estimagdo de parametros, com regido critica
delimitada.

Com relagdo a um intervalo de predigao sem a exigéncia de normalidade no erro do
modelo de Gauss-Markov de regressao , investigamos o métodobproposto por Schmoyer
(1992). Se a distribuigao do erro ndo tiver uma assimetria muito acentuada, a utilizagio
deste intervalo de predigdo parece ser adequada.

A sequéncia dos capitulos é a seguinte:

e No Capitulo 2 sio apresentados os resultados em que se baseam procedimentos para
verificagao de suposigao de normalidade do erro no modelo de regressao de Gauss-Markov.

e No Capitulo 3 sdo apresentados estimadores para a esperanca de y, dado =.

e No Capitulo 4 sio investigados alguns aspectos dos estimadores do capitulo 3,
inclusive uma simulagdo para comparagao dos mesmos.

e No Capitulo 5, o intervalo de predigio de y, sob o modelo Gauss-Markov, sem
normalidade, é apresentado.

No apéndice sao apresentados breves resultados tedricos. Os programas desenvolvidos
em linguagem SAS para a obtengao de estimadores pontuais e intervalos de predigao sdao
apresentados em disquete.

Os gréficos exibidos foram elaborados com o uso de S-plus.



Capftulo 2

Procedimentos para Verificacao de

Suposicao de Normalidade

2.1 Introdugao

Frequentemente, uma modelagem estatistica se baseia em alguma suposicdo de normali-
dade. Torna-se necessario a adogao de procedimentos que verifiquem a adequacao de tal
SUposicao.

Neste capitulo, inicialmente, é apresentado um resultado geral de Pierce (1982) que de-
fine distribuiges assintéticas para certo tipo de estatistica. Tipicamente, essas estatisticas
sao fungbes de estimadores de um ou mais parametros. A distribuigdo assintética da es-
tatistica é obtida por intermédio da distribuiio desta estatistica, considerando-se que
os parametros sejam conhecidos. Duas aplicagoes sao desenvolvidas.

A primeira aplicagao, trata-se de estatistica de assimetria, descrita de maneira sumaria
em Pierce (1982), aqui, com mais detalhes. Sob normalidade, a estatistica de assimetria é
aproximadamente N(0, %), onde n é o tamanho da amostra. Valores maiores, em mddulo,
que 2\/§, para a estatistica de assimetria forneceriam evidéncia contra a suposicio de
que a amostra se origina de modelo normal.

A segunda aplicagao concerne a distribuigao empirica, na presenca de estimadores
de pardmetros. Lange e Ryan (1989) analisaram a fungdo de distribuigio empirica,

ponderada, de efeitos aleatdrios, de modelo linear misto. Neste trabalho, lidamos com



uma situagao mais simples, que, no que possa ser comparado aos resultados de Lange e

Ryan, parece haver concordancia. O objetivo aqui é produzir um gréfico de normalidade

com regido demarcada, que indicaria violagdo a suposicio de normalidade da amostra.
As duas aplicagoes se referem ao contexto do modelo Gauss-Markov normal de regressio

simples, abaixo descrito:
y= X B+, €~ N(g,ozln),

onde yT'= (31,92, ..., Yyn ) é 0 vetor de observagdes de uma variavel aleatéria y; X é matriz,
de posto 2, com coluna,sl ez, onde $3= (24, xa, ..., £, ) sdo valores da varidvel regressora,
z; %= (B, P1) é o vetor de pardmetros; € é o vetor de erros e I, é a matriz de identidade
de dimensdo n X n. A adequacio da suposicio de normalidade de € serla investigada

Ve e
através do exame dos residuos.

2.2 Distribuicao Assintética Ajustada a Estimacao
de Parametros

Pierce (1982) apresentou o seguinte resultado.

Seja 1, Ys2,... uma sequéncia de varidveis aleatdrias com distribuicao conjunta que
depende de um vetor de parametros é Estas variaveis aleat6rias ndo s3ao necessariamente
independentes ou identicamente distribuidas. Seja :}V,, (%1, ¥2, ..., Yo ) uma sequéncia de
estimadores para é, eficiente e assintoticamente normal, denotada por 3’\\',,. Considere a
sequéncia T, = Tn(y1,¥2, -, Yn; é) com distribuigdo assintoticamente normal, cuja média
assintética é constante em A

O objetivo é achar a distribuicio limite da estatistica 7T}, = To(wv1, Y2y - Yn; 5,\\,")’ onde
A é estimado por &n. Sob condigges de regularidade e sem perda de generalidade, 7, tem
distribuigdo assintoticamente normal com esperanga zero. As condigbes de regularidade

$30:



ndy L Vii V;
v D ~~|o, 11 V12

~ _> ~
\/1—1,()'\\‘,1 - %) 6 Yl Vo Vo
para todo A, onde assume-se que V53 é ndo singular.

2. Existe uma matriz B, que geralmente dependerd de )}, tal que
VAT, = /aTa+ By/a(A, — M)+ O(1). Se Ty, é diferencidvel em ), este resultado vem da

expansdo em série de Taylor até primeira ordem onde

B = JL%OE[ZT;}

3. A, é assintoticamente eficiente.

Atendidas estas trés condigbes de regularidade, tem-se que

'\/7'_&Tn 2) f] ~ N(O, Vu bl BVngT). (21)

2.2.1 Distribuicio aproximada de estatistica de assimetria

Pierce (1982) apresentou a seguinte ilustragao.

Considere-se varidveis aleatdrias, independentes,
g :
Y ~ N(Bo + Br3i1,07%), 1=1,2,...,n

A distribuicdo de ¥, depende do vetor de pardmetros )\ = (fo, f1,02). Seja a estatistica

de assimetria

)

_ 1K _BOn—Blnxil)la
Bkl f

In

onde A, = (Bon, Bin, 62) é o vetor de estimadores de mdxima verossimilhanga de ).
~n n



Resultado 2.1

Considerando os parametros, A= (o, S1, %), conhecidos, e

Tn = li{(% —ﬂo—ﬁlxil)}s,

n 1=1 4

entao, v/nTn ~ N(0,15).

Prova:

\/r—zTn — _L 4 {(yi'—ﬂo—,@lﬂ?d)}s,

o

assim

E[/nT.} =0

porque o terceiro momento de uma variavel de distribuigdo N(0,1) € zero.

Portanto,

Vet = L5 v (o= )|

=1

1
= —nVar

n o

{(?h — Bo— ﬂlﬂfu)}s’

pois, yi — fo — P1zi, ¢ = 1,2, ..., n, sdo independentes e identicamente distribuidas,

=Var {(yl —ﬂo—ﬂ1$11)}3

g

=F

(yl —~ fo— 315511)6. — R?

o

(yl — fo— Pz ’
o

=F

o

(3/1 — Bo — Brz11 6}

6!
T 8x3x2’



pela fungdo geratriz de momentos,
=15. (2.2)
Portanto, para todo n, temos que
VvnT, ~ N(0,15). O

Resultado 2.2

Usando os estimadores de méxima verossimilhanga dos parametros, A,= (Bon, S1n, 62),
~n

1 & [ (% = Bon = Binzi) |
Tn=__z{yz Onﬂ in zl} ’
ni:l On
entdo, \/nT, 2 N(0,6).
Prova:

Vi1 = Var[/nT,] = 15

conforme (2.2).

Precisamos definir

n

o9 A

n

B=IlimF

n—oo

&

A*=2

2 2 .’ e
onde \* = (8¢, 81, 0*°) é uma varidvel matemdtica.

Diferenciando T}, com respeito a 33, temos

T 8 |1 (ui-B—Biza)
aﬂa‘é‘ﬂ?{ﬁz( e )}

=1




e no ponto \*= ), obtemos

oI,
B3

Ae=2 no g

— _3 . (yi—ﬂo—ﬁﬂva)z
=1

cuja esperanca é

- <. (2.3)

Diferenciando T, com respeito a f#} temos

T, _ 0 |1 yz'-ﬂ*-—ﬁ*maa
W"&T{“Z( )}

=1

2
__ 35 _(yi"ﬁb'—ﬂi'xn)
=——> :
=1

no* o*

e no ponto \*= ), obtemos

9T
36;

= ——B—Xn:xﬂ (yi—ﬁo—ﬂlzil)z

A=1 no i—1 g

cuja esperanca é

qlw
...Hl

(2.4)

" .
onde z= -3, 7.

. . . 2
Diferenciando T, com respeito a o* , temos
)

o, _ 9 jlzn:(y,—ﬂé'—ﬂfx,l)B}

do** ~ Jo*? ln = o*

o-lk

: 3
3 ¢ (y,— o ﬂi’xﬂ>
b
1



e no ponto \*= ), obtemos

a7, 3

"M=

(1

#2 2
do A= " 2no

cuja esperanga é

Das equagdes (2.3), (2.4) e (2.5), temos

3, -
B = ‘—;(1,3},0)

Agora,

-5 «’E:l)a

Var = Var[v/a(Aa = M)

= Varlva ]

=n Var[i,).

Por resultados apresentados no apéndice, temos

52(q2+ z ) n52
Var[/:\vn] = -2z o
0 0

L 2
onde 52 = nri-x
n 1=

Vgg =n Var[:\n]

2 2
o+ z ) -

- 0'2 o g2
0 0

10
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. Substituindo esta matriz em (2.7),

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)



Usando as equagdes (2.2), (2.6) e (2.8), temos

o2f 2y o o2

0 1
Vii— BVBT = 15— 2(1,7,0)| -223 ¢ 3 ;
11 22 = PSR -z ¥ 0 o x
0 0 2(n~2)o*

1

=15-2(:2,0,0)| 3

- 52 Y x

0

= 6.
Portanto,
. . . 6
VT, B L~ N(O6)  ou T.~ N(O,-). O

Nesta aplicacio podemos dizer que T, ~ N (0, £), para qualquer n, ja que a estatistica

T, e A, tem distribuicio normal, para qualquer n.

2.3 Distribuicao Aproximada de Funcao de Distribuigao
< .
Empirica
Considere as variaveis aleatdrias, independentes,
Y ~ N(ﬂo+,31$,‘1,0'2), t = 1,2,..,n,

e A= (Bo, P1,0%) é o vetor de pardmetros.

Definimos as variiveis aleatdrias

¥ — (Bo + Prxa)
0 )

Zy =
ud

onde z; ~ N(0,1), paras = 1,2,..,n, se X é conhecido.

11



A funcio de distribuicio acumulada empirica de z; é

Fo(z) = %é](x —2), (2.9)

onde
1, se z2 2

Iz —2z)=

0, c.c.

Usando A,= (Bon, Bin, 0%), onde Byn, 1, 530 estimadores de mdxima verossimilhanga de
n

L Ty (3 — Bon — Pinzia)?, definimos as varidveis

: 152
Bo e P1, tespectivamente e 167

n-2
aleatdrias ) )
3 = Y — (ﬂ(mh-l' Bin $i1)’ i=1,2 ..n,
On
e
. 18
Fus)= 13 Iz - 5), (2.10)
1=1
onde
1, se £ 2> 2
I(x - 2,‘) =

0, c.c.

Temos alguns resultados conhecidos sobre a fungao F.
Resultado 2.3
Supondo )\ conhecido,

E[Fa(z)] = ¥(z),

onde ®(z) é o valor da fungao de distribuigdo acumulada da normal padrao, no ponto z,

€

CorlFa(z), Fay)] = - 2(a)[1 — B(y)]

Prova:

1Por simplicidade, mantemos a notagao 62, apesar desta ter sido usada para o estimador de maxima
verossimilhanga na segio anterior.

12



BIF(@)] = -3 Bli(s - )

=1 zn:Pr[z; < 7]
nia

= Pr[z; < z]

= &(z).

Suponha z < y, entao,

(z—2)=1=21y-—2z)=1=

Ell(z — 2:)I(y — 2)} = ®(z),

e paras # 7,

Ell(z — 2)I(y — z;)] = ®(z)2(y).
Entao,

1 & &
E[Fu(z)Fu(y)] = E [n—2 2 I(z — Zi)z I(y — Zi)}
= % [X} Iz — 2z)(y — 2;) + E_n:lz#:f(l‘ — z:)(y — zj)}
~ L [n8(2) + n(n — D)3(2)B()].

Logo,

CoulFa(x), Fa(y)] = BlFa(@)Fa(y)] — ELFa(0)lE[Fa(y)]
= 5 [18(z) + n(n = 1)(2)3(y)] - B(z)(y)

= _a(a)[1 - B(y). O

O objetivo é achar a distribuigdo aproximada de F‘n(x), aplicando o resultado dado

por Pierce. Definimos

To(z) = Fa(z) — ¥(2), (2.11)
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Toe) = Ful(z) - &(a),

e com os vetores de pardmetros A= (Bo, Pr,0%) e :\,J‘= (Bor, Bin, 32), estas estatisticas
satisfazem as condigOes de regularidade, dadas anteriormente, obtendo-se o resultado
dado em (2.1).

Resultado 2.4

Considerando A conhecido e Ty (z) = Fr(x) — &(x), /nTn 2 N(0, ®(z)[1 — &(x))).

Prova:

Usando (2.11) e o resultado (2.3), calculamos

ElVRT.] = VREIF(z) - 8(z)]

=0.
Vi1 = Var[\/nTy]
= Var[\/n(Fu(z) — 8(z))]
= nVar[F(z)]
- n%@(x)u - &(z)],

pelo resultado 2.3,
= ®(z)[1 — (z)] (2.12)

O resultado segue usando o Teorema Central do Limite. 0O
Resultado 2.5
Usando os estimadores de mdxima verossimilhanga de A ,:\v,,, e

To(z) = Fu(z) — 8(z), entdo, /Ty 3 N (0,2(2)[1 - &(z)] - ¢¥(=) (1 + 3£25)) -
Prova:

Vu_ = Var[ﬁTn] = @(.’L‘)[l — @(SL‘)]

conforme (2.12).
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Precisamos

B-hmE[aT}

n—00 g\
“hes)
~ =

2 s . ,ae
onde \* = (83,51, 0*") é uma varidvel matemdtica.
n

Expressando a esperanga de T, em termos da varidvel matematica \*,

b - e B A ]

1 n
= ;;Pf[yz‘ < zo* + (Bg + Bf za))]

Pr [y,' — (Bo + Przi1) < zo* + (B + Bt za) — (Bo + A1 32:‘1)}

o - o

o

s [ < 39"+ (B3 + Biza) = (o + ﬂm)}
n5 L

e

_ 11_12":@ (10* + (B85 + Btzia) — (o + b Eu)) ‘

Diferenciando E[T}] com respeito a 8§, temos

ag[[g;n] = 3 { Eq; (M + (85 + B¢ f;)‘(ﬂO"'ﬂlle))}

_Z ¢ (5”0 + (B3 +Btza)—(Bo+ A le))

L~1 () g

onde ¢(x) € a fungdo densidade da normal padrdo, e no ponto \*= ), obtemos

JE(T,]

3/36 _Z ¢( )

110

3 =)

~ ~
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- %qﬁ(a:). (2.13)

Diferenciando E[T,] com respeito a 8}, temos

O] _ 0 (13 (24 it Simn) =t o))
61 9By | » o

=1

SL‘,‘1¢ (.’L‘O’" + (ﬂé’ + ,fotl) - (:30 + ,31 1‘,‘1))

n
i-1 O

S|

e no ponto \*=), obtemos

= —qS(:l:). (2.14)

Diferenciando E[T},] com respeito a 0**, temos

SEIT.] 0 {% i o (:w* + (88 + Bt zia) — (Bo + A fvs‘l))}

do*? do* o

1l =z zo* + (B + Bt zi1) — (Bo + Przi1)
- 5220*0(’#( : : )’

g

e no ponto \*= ), obtemos

OE(T,] 1 &
do* |.._, ~ 2n0? ;:cd)(a:)
T
Das equagdes (2.13), (2.14) e (2.15),
1 -z
B = ;qb(:c)(l,:c, 5(;). (2.16)
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Pelas equagoes (2.12), (2.16) e apéndice, temos

V11 - BV22BT = @(l’)[l - @(.Z’)]—

S(s?+z) =%z O 1
1 13 z 52 = 52 1 -
;¢(x)( ' T 5’0,“) - I’y 0 ;(ﬁ(.’l:) x
ot
0 0 5] %
1)
= 3@ - 3(2)] - #(2) (1.0, 222) | 3
25 )

= &(z)[1 - &(z)] — () (1 + 5(7:1‘5_12_)) . o

Resultado 2.6

Blo~Y(Eu(z))] & &

Varlo~ (B = i 2@ - 3 - 66 14+ 5755 .
Prova:

Pela aproximagao em série de Taylor, de primeira ordem, temos:
E[@ Y (Fa(2))] & 1 E[Fa(2)])

= 2(%(2))

v=E(s) } Var(F.(z)),

Var[® 1 (Fo(z))] & {5% (27" (u)]

17



porque, se ®(t) = u, ou seja, t = &~(u), entdo,
3
(1) =
2 a(t) = o(t)

= §(31(u).

Portanto,
i1 w_ 0 1 _ 1 _ 1 _ 1
U T = R O CRIO))

e, no ponto v = &(z),

3 -1
EM (& (u)]

_ 1
u=%(z) - gS(;(;)

Assim,

1

e PO - 2@l - @ (14577 )] o

Pelos resultados apresentados, um grafico dos valores observados de z; versus ®~1(Fy,(2,)),

Var[® 1(F,(2))] &

para ¢+ = 1,2,...,n, deveria ser aproximadamente linear, passando na origem, com in-
clinagao aproximadamente igual a 1, sob suposi¢ao de normalidade. Além disso, para

k > 0, a regido dada por

1
nz?

20 - o) - 6 (14 22|

sk s

1
n¢?(z)
poderia ser considerada como uma regido indicadora de falta de evidéncia contra a su-
posicio de normalidade. Ou seja, se os pares {z;, ®~1(Fyn(2;))) se locarizarem dentro desta
reglao, nao estao comprometendo a suposicao de normalidade.

Lange e Ryan (1989) definem uma regido de confianga para verificar se os efeitos
aleatdrios de modelo linear misto sio normais. Eles sugerem o uso de £ = 1, ou seja,

admitir uma flutuagio dentre um desvio padrao.
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. . . .~ /.
Portanto, seguindo o mesmo rigor de Lange e Ryan, definimos a regido critica

nz?

it {Wl@ [@(x)[l — 8(z)] - ¢(2) (1 + 2(11_—2“))} } .

Observa-se que a razio entre os desvios padroes, de Fn(z) e Fo.(z),

(Varlfu())}
(VarlFu(z))F'

é aproximadamente 0,5, para valores de z préximos a zero (sendo 0,6 para z igual a zero),

e esta razdo decresce um pouco para valores de z afastados de zero.

2.4 Ilustragoes

Os procedimentos apresentados nas segOes anteriores sao utilizados em oito amostras,
para verificar a adequacio da suposicdo de normalidade, no ajuste de uma reta. Para
cada amostra temos os graficos dos pares (y, ), aparecendo a reta de quadrados minimos
e o gréfico de normalidade, além do valor observado da estatistica de assimetria.

As trés primeiras amostras sdo conjuntos de dados de Carroll e Ruppert (1988). Estes
conjuntos de dados claramente mostram situagdo de heterogeneidade de varidncia de y,
dado z. Estdo aqui expostos para vermos como se comportaria o grafico de normalidade.

Na primeira amostra, os dados provém de um ensaio para conhecer o comportamento
de uma enzima, esterase. Foiregistrada a concentracao observada de esterase num exper-
imento de ligaduras onde o nimero de ligaduras foi contado. Vamos considerar o nimero
de ligaduras como a varidvel resposta, y, € a concentragio de esterase utilizada como a
varidvel regressora, z. A figura (2-1) mostra evidéncia forte de violagao da suposicao de
normalidade.

A segunda amostra, figura (2-2), se refere ao conjunto de dados observados no rio
Skeena para modelar a relagao entre a quantidade anual de ovas de peixes e a produgao

anual de peixes com tamanho suficiente para ser pescado, chamados ‘recrutas’. Temos
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o nimero de ovas de peixes como varidvel regressora, z, e o nliimero de recrutas como
varidvel resposta, y. A figura (2-2) ndo mostra evidéncia contra a suposicido de nor-
malidade, mas podemos observar que para z maior que 500, os residuos padronizados
correspondentes a estes valores de z, (com simbolo diferente), também tém os valores
maiores, em médulo. Isto significa que a varidncia nao é a mesma para todo z, sugerindo
um provavel aumento da varidncia com respeito a .

A terceira amostra, figura (2-3), se refere ao conjunto de dados que foram recolhidos
para comparar um método novo com um método velho ou de referéncia. O objetivo
do estudo seria verificar a viabilidade de reproduzir as medidas do teste novo (varidvel
resposta), usando as medidas do teste de referéncia (varidvel regresssora). A figura (2-3)
mostra evidéncia forte de violagdo de suposigdo de normalidade.

As demais amostras (dos nlimeros quatro até oito) sao dados simulados pelo modelo
Yi=3+za+e, 1=12..,30,

onde os valores entre 1 e 4,8 foram usados para z;;. Para as amostras referentes as
figuras (2-4), (2-5) e (2-6) foi utilizada a distribui¢do normal para o erro, ¢; ~ N(0,0,5),
e para as amostras referentes as figuras (2-7) e (2-8), o erro tem distribuigao exponencial,
ajustada para esperanga zero e varidncia 1. Apresentamos varias amostras de um mesmo
modelo para ver a flutuagao que existe entre elas.
Notemos que para a quarta, quinta e sexta amostras nao temos evidéncia contra a
suposicao de normalidade, o que é adequado, j4 que os erros foram gerados segundo
4 - . ’
o modelo normal. Podemos notar que alguns residuos se situam fora da faixa, porém
préximos aos limites.
Para as amostras de nimero sete e o1to, podemos observar que os pontos caem fora
. ” e ’ . , .
da regido de confianca numa grande frequéncia. Nestes casos, os residuos mais préximos
de zero sio justamente os que caem mais longe da regido de confianga. Nota-se que os
z ~ . . .
residuos nao assumerm valores exclusivamente no intervalo (—2,2), o que deveria ocorrer

sob normalidade.
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Quanto & estatistica de assimetria foram observados os seguintes resultados:

- Nas amostras um, dois e trés, os valores da estatistica de assimetria sio -0,09, 0,38
e 0,67, respectivamente, (desvios padroes: 0,23, 0,46 e 0,27, respectivamente), portanto,
s6 para a primeira amostra o resultado foi diferente do que o resultado do gréfico de
normalidade;

- Nas amostras quatro, cinco e seis (erros normais) foram observados valores préximos
do desvio padrao, \/% = 0, 45; conclusdo idéntica aos graficos de normalidade;

- Nas amostras sete e oito (erros assimétricos), obtivemos um valor aproximadamente
igual a trés desvios padrdes, indicando falta de normalidade, mas também obtivemos
um valor um pouco acima do desvio padrdao; uma conclusio diferente do grafico de

normalidade.
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Figura 2-1: (a) Reta de quadrados minimos de y =nimero de ligaduras e £ = concen-
tragio de esterase; estatistica de assimetria = -0,09; (b) Gréfico de normalidade ajustado
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Figura 2-2: (a) Reta de quadrados minimos de y =nimero de recrutas e z = nimero
de ovas de peixes; estatistica de assimetria = 0,38; (b) Gréfico de normalidade ajustado,
onde o simbolo e indica os residuos correspondentes a z > 500
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Figura 2-3: (a) Reta de quadrados minimos de y =medidas do teste novo e z = medi-
das do teste de referéncia; estatistica de assimetria = 0,67; (b) Gréfico de normalidade
ajustado
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Figura 2-4: (a) Reta de quadrados minimosde y =3+ z +¢ €~ N(0,0,5); estatistica
de assimetria = 0,25; (b) Gréafico de normalidade ajustado
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Figura 2-5: (a) Reta de quadrados minimos de y = 3+ z + €, € ~ N(0,0,5); estatistica
de assimetria = 0,40; (b) Gréfico de normalidade ajustado
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Figura 2-6: (a) Reta de quadrados minimos de y = 3 + & + ¢, € ~ N(0,0, 5); estatistica
de assimetria = 0,46; (b) Gréfico de normalidade ajustado
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(b)
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Figura 2-7: (a) Reta de quadrados minimosde y = 3+z+¢, € tem distribuigio exponencial
ajustada com média zero e varidncia um; estatistica de assimetria = 1,25; (b) Gréfico de
normalidade ajustado
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Figura 2-8: (a) Reta de quadrados minimosde y = 3+z+¢, € tem distribuigio exponencial
ajustada com média zero e varidncia um; estatistica de assimetria = 0,46; (b) Gréfico de
normalidade ajustado

29



Capftulo 3

Estimadores para a Esperanca, na
Escala Original, apos

Transformacao

3.1 Introdugao

Inicialmente serd descrito o modelo de Gauss-Markov, com destaque para as propriedades
. RS o oy . “

dos estimadores de quadrados minimos. Uma metodologia que utilize, mesmo que indi-

retamente este modelo, poderia contar com as vantagens que o mesmo proporciona.

Definimos o modelo Gauss-Markov da seguinte forma

y=X B + ¢, (3.1)

onde 7= (y1,¥2, .., Yn) é 0 vetor de observagdes de uma varidvel aleatdria y,
X é a matriz de modelo, de dimensdo n x (p + 1),

BT = (Bo, b1, ..., Bp) é o vetor de pardmetros e

e’:{: (€1, €2, ..., €1) é 0 vetor de varidveis aleatdrias chamadas de erros,

com as suposigoes distribucionais

E[e,-] = 0,
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Varle,] = o2,
Eleie]] =0, t# 3, 8,7 =1,2,..,n.

Se além das suposigdes mencionadas acima, assumimos também que os erros tém dis-
tribuigao normal, ou seja,

£~ N(O,U2In),

onde I, é a matriz identidade, de dimensdo n X n, entdo o modelo se chamard modelo

Gauss-Markov normal.

O modelo de regressdo linear é um caso particular do modelo (3.1) quando temos

XT = (21,%3,...,%n) como a matriz de modelo, identificando z7 = (1, 7,1, ..., ;) como
~ e ~ ~

o vetor de valores de p varidveis (regressoras), além do elemento 1, para a t-ésima ob-

servacao, t = 1,2,...,n.

Neste trabalho trataremos, na maior parte do tempo, do modelo de regressdo com
suposigao de normalidade. Seja o modelo considerado Gauss-Markov, com normalidade
ou nao, modelo de regressao ou ndo, vamos considerar a matriz X como sendo de posto
coluna completo.

Uma forma de estimar o vetor de parimetros § para o modelo de regressao é usar o

~
método de quadrados minimos ordindrios, que consiste em achar um estimador de 8 que
~
minimiza a soma dos quadrados das diferengas entre os valores observados e estimados,
ou seja,

min{(y -X 8)"(y -X 8)}, b€ B*.

O estimador do vetor de parametros 3 é
B= (XTX)1XT y, (3.2)

onde a existéncia da inversa da matriz X7 X estd garantida por ser X de posto coluna

completo.
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O estimador § é o estimador de 8, de menor varidncia dentre todos os estimadores
n n

de B, nao viciados e lineares em ¥. Temos mais um pardmetro, 0%, que é estimado por

(y-X Y (y-X )
n—-p—1

~2 —
Sy = ’
sendo &(21) é um estimador nao viciado. Se temos um modelo Gauss-Markov normal,

entdo, 3, dado em (3.2), é também o estimador de mdxima verossimilhanga, € o estimador
n

de mdxima verossimilhanga de o2 é

(v X BV (y X §)

~ 2 —
9 = n

Um estimador pontual da esperanga de y, dado z,é

"B

~n

]

e uma propriedade importante deste estimador é que 273 é o estimador de 73 de menor
o ~ ~ ~
variincia dentre os estimadores de T8, nao viciados e lineares em .
(2% ~ n
Na pratica, quando tentamos o ajuste de um modelo da forma(3.1), estimamos o vetor

n [ 4
de parametros pelo método de quadrados minimos e usamos os residuos observados,

2>

=g—

2%

para verificar as suposigoes feitas ao vetor de erros €.

Uma possivel solugio ao problema de nio termos atendidas as suposicdes distribu-
cionais do modelo Gauss-Markov normal € a transformacio da varidvel resposta. Uma
transformagio pode afetar a forma da distribuigdo dos erros e o tipo da relagdo entre a
tendéncia central da distribuigdo da varidvel resposta e os valores das varidveis regresso-
ras.

Box e Cox (1964) propuzeram uma familia de transformacdes de poténcia na varigvel
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resposta, definindo o modelo:

vy =376 +e, (3.3)

onde

& X N(0,0%), i=1,2,..,n0,

y(,\) _ (?/zA - 1)/’\; A # 0
' In(y), A=0

assumindo que para um dado A, ¥(») é uma fun¢io mondtona de y, sobre o intervalo
admissivel. A identidade e a transformagio logaritmica sio casos particulares desta
familia de transformacdes. Existem v4rios métodos para escolher o valor de A. Usando o
método de maxima verossimilhanga, j4 que os erros tém distribuigio normal, sdo definidos
estimadores consistentes dos parametros 8 e A.
s

Existe o problema de interpretagdo dos parimetros 8 e A, o que ocasionou uma
discussao documentada em Bickel e Doksum (1981), Box e Cox (1982) e Hinkley e Runger
(1984). Bickel e Doksum argumentaram que, considerando A como um parametro extra,
a ser estimado, a varidncia de 8 é muito maior, quando A é estimado do mesmo conjunto
de dados, do que quando X é assumido conhecido. Hinkley e Runger alegam ser possivel
fazer inferéncia considerando o valor de A como fixo. Salientaram também que o fato do
valor de A determinar a escala da varidvel resposta faz ndo compardveis os modelos de
diferentes A 's. N3o abordaremos a escolha do valor de A nesta pesquisa pois é um tema
extenso que por sl mesmo merece um trabalho de investigagdo. Partiremos de um valor
dado deste parametro.

Sabemos que o vetor B representa os efeitos das varidveis regressoras na esperanga de
yM, a resposta transformada, dado um conjunto de valores z. Mas, os pesquisadores po-

dem estar necessitando do conhecimento da relagao entre as varidveis nas escalas originais.

Tendo transformado a varidvel dependente, a idéia de interpretar o modelo ajustado na

escala original nos leva automdticamente a pensar na inversa da transformagio. Carroll

e Ruppert (1984) sugeriram usar a inversa da transformagao e fazer inferéncia na escala
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original das varidveis. Pela proposigdo 1 do Apéndice, aplicar a funcio inversa & média de
uma varidvel resposta transformada (por uma fungdo estritamente monétona) nos daré
a mediana e ndo a média da varidvel resposta na escala original de medida. Carroll e
Ruppert estudaram as propriedades da mediana da varidvel resposta na escala original e
demonstraram que hd um custo ao estimar A, mas este geralmente é pequeno e é muito
menor que o custo obtido por Bickel e Doksum para os estimadores de 8.

O procedimento de aplicagao da fungdo inversa da transformagao, pa,; voltar a escala
original da varidvel resposta, é referido de varias maneiras na literatura. Por exemplo,
Miller (1984), Seber e Wild (1989) usam o termo ‘detransformation’, Duan (1983), Car-
roll e Ruppert (1984), Taylor (1986), Sakia (1990) e Gianola e Hammond (1990) usam
‘retransformation’.

Se quisermos predizer um valor futuro de y, dado z , entdo, a média (valor esperado) da
varidvel resposta na escala original de medida serd geralmente a quantidade de interesse
(ver Miller, 1984). Mesmo que a escala transformada seja de muita utilidade, como
acontece com o uso da escala logarftmica para medir magnitudes sismicas, um objetivo
importante em muitos casos é obter um estimador para a média na escala original (ver
Shumway, Azari e Johnson, 1989). Vemos isto geralmente na drea da economia, quando,
por exemplo, a varidvel resposta é uma varidvel monetdria e o valor da média é um
resultado mais informativo do que o valor da mediana (ver Taylor, 1986). No caso
de querermos estimar um valor total da varidvel resposta, usamos como estimador uma
constante vezes o estimador da média (ver Miller, 1984). Box e Cox (1964) citam algumas
situacdes em que se precisa da média para estimar o total: a produgdo total de um produto
em um periodo longo de tempo, usando a média da produgio por lote, e o ntimero de
componentes usadas em um periodo longo de tempo, usando o tempo médio de falha por
componente. Rubin (1984) d4 os exemplos de estimar produgdo total de petréleo por
més, quantidade total de poluigio produzida por uma fonte, e gastos totais de um seguro
de saide.

Supondo que exista uma transformacdo na varidvel resposta com a qual conseguimos
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o ajuste de um modelo de regressio linear, mostraremos a seguir alguns métodos para
estimar a média ou esperanga da varidvel resposta na esca;la original.

Na secdo 3.2 descrevemos o trabalho desenvolvido por Miller (1984). Ele analisa al-
gumas transformagGes mais comuns para transformar y, em geral, assumindo erros com
distribuigao normal. O objetivo é definir um estimador ndo viciado para a esperanqa de ¥.
Este estimador est4 baseado nos estimadores de quadrados minimos do modelo transfor-
mado. Miller obtém estimadores da média de y para modelos de regressio linear simples
e neste trabalho o generalizamos para modelos de regressao linear miltipla, segundo o
desenvolvimento feito para o caso anterior. Além disso, propomos outros estimadores
para a média de y, com pequena modificagdo dos estimadores de Miller.

Na segao 3.3 mostramos o trabalho desenvolvido por Duan (1983). Ele considera
quaisquer fung¢Bes ndo lineares, que tém inversa, para transformar a resposta, (o caso lin-
ear ndo necessita desta metodologia, pois admite solugdes muito mais simples) e propde
um estimador ndo paramétrico da esperanga da variavel resposta, na escala original. Nao
é assumida normalidade dos erros, apenas que os erros sejam independentes, identica-
mente distribuidos, com esperanga zero.

Na secdo 3.4 apresentamos um estimador de uma aproximagao da esperanca de y,
apés o uso da familia de transformagdes de poténcia de Box-Cox, proposto por Taylor
(1986). Taylor assume que os erros sao independentes, identicamente distribuidos, com
esperanga zero e variancia constante, e fungio de densidade simétrica.

Na secao 3.5 mostramos o estimador da esperanga, dado por Taylor, aplicado a mode-
los lineares mistos balanceados, proposto por Sakia (1990). As transformagoes estudadas
pertencem 3 familia de transformacdes de poténcia de Box-Cox e é assumido que os erros

sao independentes com esperanga zero e distribuigao normal.
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3.2 Estimador da Esperanca de y ap6és Transformacao

da Varidvel Resposta

Miller (1984) estudou a estimagdo da esperanga da varidvel resposta na escala original
para algumas transformacdes. As transformagdes estudadas foram as seguintes: logar-
1tmo, raiz quadrada e inversa. Assumiu para todas um modelo de regressao linear simples
com erros independentes e identicamente distribuidos com esperanga zero, e assumiu nor-
malidade para alguns modelos.

Miller apresentou o modelo (3.1), com uma varidvel regressora (p = 1), sendo
BT = (Bo, 1) o vetor de pardmetros, z¥= (1,z,1), onde z,; é a s-ésima observagio da

~ o~
variavel regressora.

Nés apresentaremos o desenvolvimento feito por Miller para definir um estimador da
esperanga de y no caso de regressao linear simples e o generalizamos ao caso de regressao
linear miltipla, usando o modelo (3.1) com p > 1, ou seja, com mais de uma variavel
regressora.

Os estimadores de Miller podem ser vistos como a fungdo inversa da transformagao
aplicada ao valor ajustado do modelo transformado, multiplicada ou somada a um termo
de ajuste, que depende do estimador de quadrados minimos de o2. Estes estimadores
para a esperanca de y sio ligeiramente viciados pelo fato de ter usado o estimador de o
no lugar do valor verdadeiro, o2.

Denotaremos por ,30, [il e 62 os estimadores de quadrados minimos de 8, By e 02 do
modelo linear com a varidvel resposta transformada, e definiremos £o como um valor do

. - 7 . , . .
intervalo [:r(l),:r(n)], onde (1) € T(») 530 os valores minimo e maximo, respectivamente,

da varidve!l regressora.

3.2.1 Transformacao logaritmo

Consideremos o modelo

In(y;) = Bo + Bz + €, (3.4)
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onde

%>0 &% N(0,0%), t=1,2,..,n.

Do modelo (3.4) temos que

y: = exp(In( %))
= exp(fo + P12 + €:)
= exp(fo + B1z:) exp(e:)
= exp(fo + Przi1)e?, t=1,2,..,n,

onde € = exp(e;). Logo, € tem distribuicdo lognormal com pardmetros (0,1, ¢), o que
sera denotado da seguinte maneira: € ~ LN(0,1,0).
Pela distribuicao de ¢ sabemos que E[e!] = exp(%) e Mediangle!] = 1, entdo a

esperanga e a mediana da varidvel resposta, na escala original, sdo dadas por

Elyi | 1] = exp(Bo + r17:1) exp(%z) (3.5)

Medsanaly; | zi1] = exp(Bo + Pr1za)- (3.6)

Notamos que se o valor de o2 for muito pequeno, as medidas acima podem ser consider-

adas praticamente iguais.

Agora, trabalharemos com o modelo ajustado de (3.4),

Elin(y) | 2] = fo + b=
A varidvel 8 + 81z tem distribuigio normal com

E[Bo + ,3131 = fo + Pz,

37



VarlBy + fi1z] = o [i + (e— 2)* ] ,

n E?—_—l(xil— 5)2

pelo resultado 1 do apéndice, onde

e Yio1 Tit
n
Logo,
A L A 1 (z— 71)?
exp(ﬂo + ﬂlx) ~ LN 0: exp(ﬂo + ﬂlx)) 02 —+ —
n E?:I(xil— 2)2

e a esperanca de exp(Bp + f1x) é

Elexp(Bo + 1)) = exp(fo + Prz)exp (% [l + =20 D NCA)

n E?:l(xil_ 5)2

Analisando (3.7) vemos que, quando o valor de n tende a infinito, a quantidade

{}7 + —Jﬁ)z—_—] ¢ aproximadamente zero e exp (9;— [l + ——-(x—"—;)z—_—— ) ¢ préoximo de
Yialria-z)? S D CH )

um, logo, a esperanga de exp(fy + f12) atinge a mediana de y, dada em (3.6). Ou seja,

quando n é grande, a esperancga acima serd um valor muito préximo da mediana da

varidvel resposta, na escala original. Mas, o que nds desejamos é estimar o valor dado

em (3.5), ou seja, queremos um estimador nio viciado para a esperanga de y, dado z.

Miller propoe estimar a esperanga da varidvel resposta, na escala original, por:
) A . &2 ;
Ely | 2] = exp(fo + frz) exp(5)- (3.8)

Miller define este estimador para qualquer valor de n.

Agora, quando n ndo é muito pequeno,

ls[-l—-» (z— )" ]31, (3.9)
" nYhi(za-)?
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pelo resultado 2 do apéndice, o que leva a que

ex 17_3 —1— (a:—a':)"’ ex E—Q—
p(2 ["+z."=1(xa— 5:)2]) S ez )

Assim, a esperanca dada em (3.7) é, em geral, menor que a esperancga da varidvel resposta

na escala original, dada em (3.5), j4 que o fator exp (% [% + 5(’_(‘_;_)3-__)—;]) aparece no
i=1{Fi1=T

lugar de exp( %})

Para nao sub-estimar a esperanga de y, dado z, inicialmente consideramos o estimador

Ely | z] = exp(Bo + p1z) exp (321 {1 S ) s }) -

n X:?:1(:{""1—. 5)2

Mas, como na pratica os parametros nao sao conhecidos, propomos o estimador

Ely | 5] = exp(Bo + p17)exp (92_2 [1 _._l ) ]) : (3.10)

" Eki(za- 2y

3.2.2 ‘Transformagao raiz quadrada

Consideremos o modelo

Ve

yZ = Po + bz + €, (3.11)

onde

% >0, &% N0 i=1,2..,n

Portanto,

Yi = (o + frzir + 6.‘)2,

com esperanca
Elyi | za] = E[(Bo + b1z + &) | zi1]
= Var[fo + frzir + & | 7] + E?[Bo + frza + & | zi]
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=02+ (fo + fr34)?, (3.12)

e, pela proposigao 1 do apéndice, a mediana é
Mediana[yi | .’L‘,‘1] = (ﬂo + ﬂ1$,1)2. (313)

L. ’ -~ .
E importante observar que, quando g? é um valor pequeno em relagio & magnitude da

varidvel y, a esperanga e a mediana podem ser consideradas aproximadamente iguais. -

Agora, trabalharemos com o modelo ajustado de (3.11)
By | 51 = fo + brz.
A esperanca de (B, + f1z)? é

B(fo + pr2)2] = Var[Bo + brz] + E*fo + pr3]

= o? {l + (2~ 2)° ] + (Bo + Brx). (3.14)

n E?_—_l(-’”il— 5")2

~ o -~ 3 .
Nesta equagao, como no caso anterior, no qual usamos transformagao logaritmica, pode-

Z?:l(’il‘;)z
madamente zero, portanto, a esperanga dada em (3.14) é aproximadamente o valor da

’ . —7)2 .
mos ver que, quando o valor de n é grande, a quantidade [% + (=== | ¢ aproxi-

mediana dada em (3.13), ou seja,

El(Bo + £12)*] =~ (Bo + Prz)*.

Miller estima a esperanga da varidvel resposta na escala original, para todo valor de
n, da seguinte maneira:

Ely | a] = 6% + (o + Pr2)’. (3.15)
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Agora, quando n nao é muito pequeno, temos a condigdo (3.9), logo,

0.2 [_1_ + (IL‘— 5)2 :l < 0,2.

n E:‘:l(xﬂ_ ‘%)2 a

Portanto, a esperanga dada em (3.14), em geral, vai ser menor que a esperanga da varidvel
resposta na escala original, dada em (3.12). Para este caso nés propomos o estimador,
nio viciado, para a esperanga de y,

1 (z— z)?

E =“2[1———- -
vis=e "o Eh(ea—-z)p

} + (Bo + p12)%. (3.16)

3.2.3 Transformacao inversa
Consideremos o modelo

1
— = o+ frza + €, (3.17)

i
onde

Y >0,
Ele] =0,
Varle] = o2,
Elei] =0, 1#£ 7, 8,7=1,2,..,n.

Resultado 3.1

Seja w varidvel aleatdria com E[w] # O (finita). Entao

Prova:

1 (1+w—E[w]

oo 1
Efu] E[u] ) " B[l (1 + 52)
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_ 1 E[v]
~ E[w](E[w] + w — E[u])
o

Elw] w

(]

_ 1
==

Usando a aproximagio

—l~zl+a+f, a € (-1,1),

l1—a
para a = El‘;"w"“ temos
1 _(Hw-E[w])"‘~1+E[w]-w+(E[w]-w)’
(1= %Le) Ewl ) = B B[]
e, usando-a no termo direito do resultado (3.1), obtemos
11 Elw]—-w (Ew]-w\’
—~——l . 18
w = Blw] ( LT ( Elw] (3.18)

Observa-se que se w tem distribuigdo normal, com esperanga E[w] # 0 e varidncia V ar[w],

“Faar (0 Bla)

Logo, se Varlu]l ¢ ym valor pequeno, por exemplo, %’['—[)'i’l < %, ou seja, se o desvio

Blw])? (Elw))?
padrao de w é bem menor do que a metade de sua esperanga, entdo

ez <]

Agora, se w; = !—}f, no modelo (3.17), teremos

wi=fo+hrate, 1=1,2,.,n
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Usando a equagao (3.18), substituindo w pela expressio de w;, na linha acima, temos a

seguinte aproximagao

- 1 ~ 1 1+ — € + ( —€ )2
Y Bo+ bz + €~ Po+ Pz Bo + Przia Bo + Piza ‘

(Note que essa aproximagio requer o < Mgi'i)

Calculando a esperanga obtemos

1 o?
Ely | za] ~ — (1 + ——-—-) 3.19
[y | Bo + BT (Bo + Prza)’ /)’ (3.19)
e, pela proposigao 1 do apéndice, a mediana é
Medianaly; | 1] = 1 (3.20)
A B+ Bz .

Devemos notar que, se o valor de o2, divido por (fo + $17:1)?, é pequeno em relagdo a

magnitude da varidvel y, a esperanga e a mediana sio aproximadamente iguais. Con-

;. . ’ . ~
forme comentdrio acima, deveriamos ter 7 < 1, para que a aproximagio usada

o?
(Po+P1zi1
seja adequada.

Agora, trabalharemos com o modelo ajustado de (3.17),
. 1 A s
E [5] = o+ Pz

Substituindo w por fp + £, na equagio (3.18), temos

1 1 E—e¢ e—e \’
Rl (1+ﬁo+ﬁ1z + (ﬁo+ﬁ1z) ) (3.21)

onde ¢ é o residuo do modelo (3.17), ou seja, é = (Bo+ 1z + €) — (fo+ f1z). Calculamos
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a esperanca de 7 L

'+—ﬁ;, ap[OXimada,
0 1

(3 )
E[ : ]~ L1 Lizlea-z)

Bo+ izl Bot bz +o! (Bo + Brz)?

(3.22)

Note que para que a aproximagao (3.21) seja razodvel, é necessirio que

i 1 (z— x)? g Pot+ Pz _ 1, - 5
(Vorlho+ bel)” = (5 " (e 5)2) STz Tt

ou seja,

J ( 1, =3 ) _(htpaf
o Ek(za—z) 4
Assim, o lado direito da expressdo (3.22) deve ser menor que (1 + }). Além disso, em

(3.22) notamos que, quando n é grande, a quantidade (1 + ——(’(—’)—2—?) é aproximada-
(1T
mente zero, sendo a aproximagio da esperanga dada em (3.22) e a mediana dada em

(3.20) quase iguais. Logo, Miller estima a esperanga de y por

&2

140y
[y | z] = [J ﬂ1w (ﬂo N ﬂlx)

, (3.23)

para qualquer valor de n.

Mas, se o valor de » ndo é muito grande, temos a condigdo (3.9), entdo

o? (_1_ + (z— 5)2_ ) < o2,
ORI ¢

Logo, a esperan¢a dada em (3.22), em geral, é menor que o valor dado em (3.19) se

(Bo + B1z)? > 1, e maior que o valor dado em (3.19) se (Bp + Prz)? < 1. Neste caso
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propomos o estimador

1 (1 * (8 fﬁ: )’)
~ r
Ely|z] = —— = : (3.24)
ﬁo + 611: (L+__L’*_;)3_)
14 52 D orey(Fi1=%)2
to (Bo+ﬁ1x)!
)

3.2.4 Estimadores para o caso de regressao linear miiltipla

. T_ . ’ .
Seja n:A? = (1,z01, ..., Top) um vetor onde zo; é um valor do intervalo [a:,-(l), a:,-(,,)], com Z 1)
7 . . . .
e Zjn) 0s valores minimo e maximo, respectivamente, da varidvel regressora «,, para

1=12,.,p,.
Definimos

ri =7 (XTX) 1z, §=0,1,..,n

Podemos notar que, se p = 1, ent3o,
1 z— z)?
To = {— + ( ) - } )
n E?:l(xil_ 1)2

A tabela (3.1) mostra os estimadores para y no caso de modelo de regressao linear

onde z = Zo1-

miltipla, cujo cdlculo foi desenvolvido neste trabalho seguindo o mesmo procedimento

usado por Miller no caso de regressdo linear simples.
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Tabela 3.1: Estimadores de regressio miiltipla

Trans formacoes Estimadores Msller Estimadores propostos
Logaritmo exp(z§ ) exp( %) exp(zd f) exp(4(1 — ro))
Raiz quadrada 82 + (2T B)? 8%(1 — ro) + (2T )
1+—.—°l.’—-,)
Inversa ~L (1 4 o2 2) 1 ( (Po+h17)
Potprz (ﬁo-{-ﬂlx) Potprx rgd?
(”(ﬁmls)’)

3.3 Estimador Nao Paramétrico da Esperanca de y

Duan (1983) propos um estimador nao paramétrico para a esperanga de y, a seguir
apresentado.

Sejam g e h fungdes reais mondtonas, continuamente diferencidveis, onde h é a fungao
inversa de g.

Sejam 7, as observagdes transformadas da varidvel resposta, y;, tal que
7 = g(y,), $ = 1,2, ey N,

portanto,

% =h(n), (h=g"") (3.25)

Consideremos o modelo (3.1), tomando as observagoes transformadas da varidvel re-

sposta, ao invés das observagdes na escala original,

=27 f +€, 1 =1,2,..,n, (3.26)

~on

onde

& ¥ F, Ble] =0, Varle] = 0%,
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notando que n3o assumimos que a fungao de distribuigdo F seja normal, nem simetria
na funcio de densidade.

Estimando §, do modelo (3.26), por quadrados minimos obtemos
f= (XTX)'XT n,

onde X7 = (zy, 2, ..., £, ) é a matriz de modelo, de posto coluna completoe 77 = (m,n, ..., 7n)
é o vetor das observagdes transformadas da varidvel resposta.

Por (3.25) e (3.26) temos
Elya lzo] = (T8 +eo)l = [ (=} 8 +w)oF(w),

onde a integral usada é a integral de Riemann-Stieltjes. Como a fungdo de distribuigio

dos erros, F', nao é conhecida, é estimada por
. 18
Fo(w) = ;EI{& <w}, wER,
=1

onde & = n,— zT3, ¢ = 1,2,...,n, sio os residuos de quadrados minimos ordindrios do
modelo (3.26) e I{.} é a fungdo indicadora do evento ‘{.}'. Logo, usando a fungao de

distribuicdo estimada dos erros, F),, temos

Elyo I:fvo] = fh(xgé +w)3F(w) o /h(xgé +w)6ﬁ’,,(w)

18 Ta s
=~ h(zlB +&).
n ~o
Duan denota por estimador ‘smearing’ a estatistica
. 13 .
Yos = ;;Zh(xg’ﬂ +&), (3.27)
1=1 ~o

considerando-o como um estimador da esperanga da varidvel resposta, dado zo, na escala
~
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original,

E[yo I{’o] = 3}0;-

A seguir, vamos definir o estimador ‘smearing’ quando a transformac3do da varidvel
£y -~ A :
resposta é da familia de transformagoes de poténcia de Box-Cox.

Consideremos o modelo

ySA) = x.’ll’ﬂ +€i,

onde

& ¥ N(@,0?), i=1,2,..,n,

para um valor de A € R, onde,

oy =y = | G DIAAFO
| | ln(y‘)) A=0 .

Entdo, da equagdo (3.27)

A A4+ AzTB420&)%, A#£0
h(zT B +&) = v , (3.28)
0 a1
~o exp(zg 8 +6), A=0

A ' a -~ a n -~
onde os residuos ¢; , dados pela equagao ¢ = 7 — %; , sao

z"‘/\;l__m‘]‘ﬂ?, ’\#O

pad ~

T " H
In(y)- a7 B, A=0
e substituindo-os na equagdo (3.28) temos

L+ A 274 +AEL - TN,  A#0

h(.’,ETIB +€,) = . .
e exp(sTf +In(y)— sTH),  A=0
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1

(v +2GF —aT) B}, A0
wexp {(s5 — 1) B}, A=0

Logo, o estimador ‘smearing’ é

AT + Ml —2)PY , A#0

)
tomivenp {(af —aT) B}, A=0

~

YOs =

Duan observa que o estimador ‘smearing’ é consistente. No caso da distribuigio dos erros
normal, os estimadores baseados em normalidade também s3o consistentes, e além disso

podem ser mais eficientes do que o estimador ‘smearing’.

3.4 Estimador de Aproximagao da Esperanca de y

Taylor (1986) apresentou um estimador da esperanga da varidvel resposta, na escala
original, baseado num método de aproximagdo.
Para um elemento da familia de transformacdes de Box-Cox dada em (3.3), temos o

modelo

N =278 +e, $=1,2,...,n, (3.29)

onde

(yiA_l)/’\) A#O

y) = :
ln(y,»), A=0

Ele) = 0,Varle] = 02,

com fungio de densidade simétrica, nio necessariamente normal.

Definindo

K

e = -, (3.30)

Q
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temos

Ele)] =0,Varle)] =1,

e seja F' o modelo de probabilidade de e;. Substituindo (3.30) no modelo (3.29), temos
yf)‘) =178 40e;, t=1,2,..,n.

Inicialmente consideremos o caso A # 0, onde

v -

A

: =27 +oe = yi = (1 + A 5] B +Aoe)3.
A esperanga de y;, dado z;, é
Ely. loil = f (14 X 278 +Xoe)39F (e;)

AO’e,‘

1
m)rap(e,)

= fa+2aTB)(1+

= /(1 + A xN,-TE)%(l + 9({‘i)eé)’l“3F(e")'

onde
Ao
0(z,) = TR (3.31)
Assim,
Bly o} = (1 + AaTA)F [(1+6(z)ei)}0F(e:)

= (1+ Azl B)3 1, (3.32)

onde
n= / (1+6(z:)e:)FOF(e,). (3.33)

Agora, vamos trabalhar sé com o termo I;. Pela expansao em série de Taylor da fungdo

f(z) = (1 + z)* em torno de zero, temos que
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, (O(z.)e)
(14 0()e)k = 143 —H— 1t (5 - 3).

para 6(z,)e; préximo de zero. Substituindo em (3.33) temos

I =/{1+§%gﬁn;;g (—/1{—])} IF(e)).

Colocando a restrigdo 16(z,) € 1, ou seja, 8(z,) bem menor do que um, consideramos

despreziveis os termos (6(z:)Y, para 3 maior que 2, logo obtemos

I ~ / {1 + %9(1'17\’.‘)6.' (9(3?:)6 Y5 (l - 1)} 9F (e;)

= / 10F(e;) + / ;0(%)61‘3!’ (ei)
+ [ 3@y (5 1) or(e

= 1+ 30(@)Eled + (0 3 (5 - 1) Bl

= 14 20Gr5 (3 -1),
poique Efe,] = 0e E[e?] = 1. Substituindo (3.31) na equagao anterior,

o(1-1A)

vl 0T
11+ 21 + X 21 B)?

Substituindo esta aproximagao de I; na equagao (3.32), tem-se um valor aproximado da

esperancga de y;, dado z;, o qual é

Blu |z] = Y, (1+MT/3){ 5(—1"75—1;—";%};)—}

!Esta condi¢do ¢ denotada na literatura por #-pequenc (‘small-¢’).
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Logo, um estimador da esperanga de y, dado z, é

- o T A 631 —X)
Elylz] =Ya = (14 Az} B)x {1+2(1+Axf/9)’}' (3.34)

onde 8 e &2 sdo estimadores de mdxima verossimilhanga.
n

Analisando o caso A = 0, temos

In(y;) =:£,TE +oe; =y = exp(a'cfnﬂ‘ +oe;).
A esperanga de y; €
Bly l,] = [ exp(c] g +0e)0F(e:)
= exp(a?’g)/exp(ae,')aﬁ'(e.-)
= exp(:cfg)lg, (3.35)

onde

L= / exp(oe;)OF(&;). (3.36)

Neste caso, podemos obter o calculo exato e o cdlculo aproximado da esperanga condi-
cional de y,, se supormos que a fungao de distribuigdo F' é normal. Vimos, na segao 3.2,

que, se e, tem distribuigdo N(0, 1), entdo exp(oe;) ~ LN(0,1,0) , logo
o?
Ely; |z;] = exp (a:,Tﬂ +—2—) . (3.37)

Fazendo o cdlculo aproximado do termo I3, usando a expansdao de Taylor até segundo

grau para a fung3o exponencial, em torno de zero, obtemos

2
exp(oe;) ~ 1+ oe; + %e?, (3.38)
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para oe; préximo de zero. Substituindo em (3.36),

2
I ~ f {1 +oe; + %-e?} IF (e;)

= /laF(e.-) +fae,'6F(e.-)+f?2—ze?3F(ei)

g
=14+ —.
+2

Entdo, um valor aproximado da esperanga de y;, dado z;, é dado pela substituigio do
valor aproximado de I (acima) na expressio (3.35),

2
Ely: |~’£}] ~ Y, = exp(zT 8) (1 + %) )

Logo, um estimador da esperanga condicional de y, dado z, é

. . R ~2
Blylg) = Ya=exp(a ) (14 %), (339)

onde § e 62 sdo estimadores de maxima verossimilhanga.

2 n3o é pequeno, o estimador da

Comparando (3.37) e (3.39), observa-se que, se ¢
esperanga de y sob normalidade é muito diferente do estimador da aproximagio da es-
peranga. Assim, Taylor considera que a aproximagao da esperanga de y n3o é boa quando
o? é um valor grande e A é préximo de zero. Observamos que a aproximagdo em (3.38)

j& requer valor pequeno para o.

Voltando ao caso A # 0, Taylor sugere interpretar Y, como a medianadey, (1+ A xNT,B)%,

multiplicada por um fator de corregao, {1 + ﬂ%ﬁl?—"%i'} Se A < 1, entdo o fator de
corregao é maior que um. Ele também destaca que, se os parametros (3, 0) sio esti-
mados consistentemente, entdo, Y, converge em probabilidade a Y,, quando n tende a

0.
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Resultado 3.2

O estimador do valor aproximado da esperanga, Y,, e o estimador ‘smearing’, da segio

~

anterior, Y;, sdo aproximadamente iguais, exceto quando A estd préximo de zero.

Prova:

Paraocaso A # 0

A_l" 75 .31
Y= =31 +AaTB Aa)k,

=1
Substituindo ¢; = 6¢; paras =1,2,...,n, temos
L1 T A xaanl
Y. = ;Z(l + Az’ f +Adé)s

=1

1< ol AGE;
= — 142 .’L’T {14 -'—-——-.—'—n—‘
na’:l( "'g) (L+Az7P)
1
1 1 AGé; )
=1 +A2THFY 14+ 2
n =t (1+ A zTp)
= S+ ATHYY (1 +b(2)a)t,
~ =1
onde §(z ) = 1+:\\jr,3’ que assumimos como um valor pequeno. Logo,
A 7\é A x)\6. )2
L1 .. o(z)é:  (6(z)éi)? 1 (1 )
== (-1
Y, n(1+Aaé)r§{1+ UL

+O((B(z)")}

Como a primeira coluna da matriz de modelo é uma coluna de uns, temos que "7, é; =0

54



e 3°%., €2 = n. Portanto,

S

%-<>
]

Y,z(1+AmNTﬁ)

(6()) 1 /1
(H' 2 X(K“l)) =
3.5 Estimador de Aproximagao da Esperanca de y

Aplicado a Modelo Linear Misto Balanceado

Sakia (1990) generalizou o procedimento proposto por Taylor (1986), para estimar a
esperanga de y, ao modelo linear misto e estudou as diferencas entre os estimadores
propostos da média na escala original e os estimadores que resultam da aplicagio direta
da fungao inversa da transformagdo a esperanga estimada no modelo transformado.

Um modelo linear misto balanceado, usando uma transformacdo de Box-Cox na

M4 Pd
varidvel resposta, é

q
¢ =278 +32¢G, i=1,2,..,n, (3.40)

~ov =1

onde
(yﬁ—l)/;\, ’\760

yx(A) = )
In(), A=0

Q ~ N(0,0?), l = 1,2, ey g,

onde os (;’s s3o varidveis independentes, notando-se que a diferenga deste modelo para o

modelo (3.3) estd no termo de erro. Fazendo ¢; = %, obtemos
e~ N(0,1), 1=1,2..,q,
e 0 modelo dado em (3.40) pode ser reescrito como

g
y'(A) =z7p +Zale,, 1=1,2,..,n;, [I=1,2..,4. (3.41)

A matriz X deste modelo ndo é composta por valores de varidveis regressoras, mas por
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variaveis indicadoras.

Para o caso A # 0,

by

1

y,/\ =zl B +Eo;e¢ =>y.—(1+/\:rTﬂ +AZO¢6¢)T
MYz =1

portanto, a esperanga de y;, dado z;, é
q
Ely, [z] = f(l +AzT8 42 Eole,)%aF(el, €2,..., €q)
~ ~oo =1

q
= (L2 3TBF1L+ Y ae) P (er, ez, . 1),

=1

onde F' é a fungao de distribui¢gao acumuladada normal padrao ¢-dimensionale ¢; = i 2L TF
=17

Esta esperanga pode ser expressa como
Ely |2] = (1 + Azl B)¥ 1, (3.42)

onde ) = (1 + 37, cie))xdF (e1, €3, ...,¢,). Supondo | ¢ | um valor bem pequeno,

| & |« 1, podemos aproximar o integrando de I

! . Thiae (T ae)?
(1+§clel)le+ \ +(1 =) ==l 3%

e, substituindo em I, temos

q q 2 ;
L~ / {1 + &E}\—Clﬂ' + (1 - A)@Eill\chell—} aF(elxez"“)eQ)'

Como os erros sdo independentes,

L~ //{1+ .Eij-f-‘ﬁ+(1 - A)LE—?:—QI:\%IEX}GF(Q)...GF(%)
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= /-~'/GF(el)...BF(eq)+/"'/Zj:—j\ﬂﬂaF(el)--'aF(eq)
+//(1 — A)@%%f'—)iaF(el)...aF(eq)

=14E (E?:icwl) + ( )Var[(z 0181)2]

= 2/\2 Z ar[e;]

i=1

pois E[Y]_; e = 0,

q
= 2/\2 Z

=1

Substituindo ¢; = A% rp ha equagao acima, temos

=17
~~

14X

2
N ( A) Aoy
f1—1+ Z(1+)\E.-—1$Tﬂ)

(1-2y
2 Z(1+’\E"17Tﬂ)2’

o?

=1+

entio, um valor aproximado da esperanca de y;, dado z;, é

2

Ely; |x=]— (1+)‘$Tﬂ)7 {1+ leﬂ)2}

=A<
2 Z:(1+AE.

substituindo a aproximagio de I; na equagdo (3.42). Logo, um estimador da esperanga

de y, dado z, é

Elylz) =Y, =(1+AzT8)x |1 (3.43)

iLod
,——o\—-—\

1)) 5 pr
2 1—1(1+/\E" Té)z’
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onde &} é estimador de mdxima verossimilhanga de o?.

Para o caso A =0,

q

q
In(y) =28+ oer =y =exp(zTB +)_ oie))
M= A=

e a esperanqa de y;, dado z;, é
~

Bl Il = Blexp(a?6 + 3 orer)]

~o =1

- exp(x}g)E[exp(I}; e

Como a fungao de distribuigiao dos erros F é normal, entdo
exp(oie;) ~ LN(0,0}), 1=1,2,..,4q,

logo,
1 q
Bl ls] = exp(a8) exp( 32 0?)
~ ~on =1

Portanto, um estimador da esperanga de y, dado z, é

q
> a?).
=1

N =

Ely |z] = exp(z] f) exp(

(3.44)

Sakia analisou a fungdo inversa da transformacdo a esperanga estimada no modelo

transformado. Isto porque esta préitica é comum. Ele destaca a:diferenga entre o seu

estimador proposto e esta simples aplicagdo da inversa da transformagdao. Os passos da

analise sdo apresentados a seguir.

Para o caso A # 0,

yr—1 L :
d ) =278+ o, 1=1,2,..,n.
~Y oz
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Portanto,

E[ : 3 ]a:i] =FE [:::T,B +) a;ez}
~ ~o =1

=1z B,

pois ¢, ~ N(0,1). Logo,
Ely} la] =1+ a2lB,

estimada por 14+ 273, onde § é o estimador de méxima verossimilhanga de 3. Aplicando
~n N n ~
a fung3o inversa da transformagao da varidvel resposta a esperancga estimada de y;, dado

,, e denotando este valor por E[y; |z;], temos

Bl 1] = (1 + A a:,.Tﬂ‘) > (3.45)

De forma semelhante, no caso A =0,

q
In(y:) = N.-Tﬂ +Y e, i=1,2,..,n,

=1

implica em
g
l_

B {inw) l;| = £ [xf 43 c;e;}

=1

estimada por z7 3 . Aplicando a fungio inversa da transformagio da varidvel resposta a
n vV

esperanga estimada de In( %), dado #;, e denotando este valor por Ely |z:], temos
Ely: |z.] = exp(s] B). (3.46)

Definimos como fator de ajuste a diferenga entre o estimador da esperanga de y;, dado
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zi, e Ely; |z:], ao qual denotamos por B;(}), ou seja,
Bi(A) = Ely lsi] — Elws I=], i=1,2,...,n.

Para o caso A # 0, pelas equagdes (3.43) e (3.45), temos

B(N)=Q+AzTh)x 1+(1"’\) q o - —(1+,\xTﬁ')lr
"t"' 2 1:1(1+/\E?:1$?ﬂ)2 N'N

= AT - N)Y R
~o =1

Para o caso A = 0, pelas equagoes (3.44) e (3.46), temos

~ q ~
Bi(\) = exp(m?ﬂ)exp(% l‘; &7) — exp(z! B)

. 1.
= exp(a? ) {expl; 3o o7) - 1}
~ =1
Definem-se as quantidades B(}) e ¥ por

By =3 2

=1 n

n E [y,' I{x']

n

:I; =
=1

N ’ . . , .
Logo, um estimador em percentagem de vicio relativo é definido como

ve=24)
g
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Capftulo 4

Efeitos da Estimacao de Esperanca
sob Escala Transformada na

Estimacao sob Escala Original

4.1 Introdugao

No capitulo anterior foram apresentados varios estimadores para a esperanca de y, dado ,
ap6s a regressio de g(y) em z, onde g é uma transformagao mondtona. Agora, primeira-
mente, vamos analisar o efeito da estimagio do modelo

9(y:) = Po + Prza + &, & ~ N(0,0?), na estimagdo de Efy; | zi], na escala origi-
nal. Na primeira segido, usando um modelo de regressao linear simples, consideraremos
a varidvel resposta como uma varidve] resposta transformada, tal que possamos aplicar
os estimadores propostos para a esperanga na escala original. Na segunda secao, apre-
sentaremos resultados de simulagoes e mostraremos graficos para ilustrar a teoria descrita

anteriormente.
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4.2 Aspectos dos estimadores da média na escala
original

Estamos considerando uma amostra do modelo de regressio linear simples

9(%) = Bo + b1z + €, (4.1)

onde

Yi > Oa x> 0)
& ~ N(,0%), i=1,2..n,

onde g é uma transformagio estritamente mondtona e utilizamos os estimadores de
quadrados minimos B, §; e 62 dos pardmetros By, B e o2, com base nesta amostra.
Vamos examinar as transformagges: (a) logaritmo, (b) raiz quadrada, (c) inversa e as
transformagdes da familia Box-Cox (segdo 3.1) usando (d) A = —1 e (e) A = 1. Notemos
que logaritmo é transformagao de Box-Cox usando
A = 0. Os estimadores propostos por Duan (segdo 3.3) poderdo ser aplicados a todas
estas transformagdes, mas, os estimadores propostos por Miller (seg¢do 3.2) s6 serdo apli-
cados as transformagdes (a), (b) e (¢), e os estimadores propostos por Taylor (segao 3.4)
serao aplicados aos casos (a), (d) e (e).

A seguir, veremos se este comportamento permanece o mesmo para os estimadores

o ~ 4
para a esperanga de y na escala original, tratando cada transformagao especifica.

4,2.1 Transformacao logaritmo

Seja o modelo (4.1), usando ¢(y) = In(y),
In(y,) = Po+ Prza+e&, t=12..,30

& ~ N(0,0?).
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Logo, para z, o valor esperado do modelo transformado é 8y + Pz, e voltando i escala

original, o valor esperado na escala original é

exp(Bo + P17) exp(g;).

O estimador proposto por Miller est4 dado na equagio (3.8), exp(Bo + A7) exp(%).

Este estimador superestima o valor esperado se

. . &2 0.2
exp(Bo + Bi) exp(5) > exp(Bo + Bia) exp(T).

A superestimagido dos estimadores, ﬁo, ,él e 62, com respeito aos parametros fo, 5 e o2,
afeta muito a magnitude do estimador da média. Mesmo que o e 5 estejam préximos
de sua esperanga, se o é grande, uma pequena superestimagio deste parimetro causa
uma grande superestimagao do estimador da média na escala original.

O estimador proposto neste trabalho esta dado na equagao (3.10),
exp(Bo + f1z)exp (5’2—2 [1 -1 —J’—‘i)i—]) Este estimador superestima o valor es-

d n S aEy
perado se

gxP(,éo + B1x) exp (_‘_7; ll _1 (z— z)? ]) > exp(fo + f17) exp(?2—2).

" Y(za—- o)

O nosso estimador nao difere muito do estimador de Miller mas tem a vantagem que o
efeito da magnitude de 42 é um pouco reduzido por ser 62 multiplicado por [1 - % - —5}5(‘—;)3-:)—2} ,
=1 Lig ==

onde {1 -1_ __(5:_)_:__] é um valor entre zero e um, pela condigao (3.9).

(g1 =2)?

O estimador proposto por Taylor estd dado na equagdo (3.39), exp(ﬁo + ﬂl:r:) (1 + %2-) .

Este estimador superestima o valor esperado se
o o o2 o?
exp(fo + Piz) (1 + 7) > exp(fo + fix) exp(—z—).

Notemos que se 62 é um valor pequeno, exp(f‘-,;) ~ 14 %2- + 0(6?), o estimador proposto
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por Taylor é aproximadamente igual ao estimador proposto por Miller, e se % nio é
pequeno, o estimador proposto por Taylor nao é adequado, pois sua defini¢io é baseada
em aproximagio de E[y | z], que exige o2 pequeno.

O estimador proposto por Duan est4 dado na equagdo (3.27), % 4 exp(fo + iz + &),

e este estimador superestima o valor esperado se

S|

S-exp(fo + fuz + &) > exp(fo + i) exp( G )
=1

4.2.2 ‘Transformacao raiz quadrada

Seja o modelo (4.1), usando g(y) = /¥,

\/:l_/,_' = ﬂo + ﬂlxu + €, t = 1, 2, cony 30,

e, ~ N(0,0?).

Logo, para z, o valor esperado do modelo transformado é By + f1z, e voltando a escala

original, o valor esperado na escala original é

(Bo + f1z)? + o

O estimador proposto por Miller estd dado na equagio (3.15), (fo + $12)? + 62. Este

estimador superestima o valor esperado se
(Bo + brz)’ + 67 > (Bo + frz)’ + 0°.

Podemos observar que se ﬁo e B, estdo préximos de sua esperanca e se a magnitude de
o? com relagio a (B0 + f1z)? é pequena, teremos bons resultados, entio a superestimagao
dos parimetros afetard ao estimador da média na escala original, mas nao fortemente.
Para o caso de ter um valor grande de o2, vemos que seu efeito é aditivo, diminuindo

dependéncia do estimador da média ao valor de o2.
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O estimador proposto neste trabalho esta dado na equagio (3.16),

(Bo + B1z)? + 62 [1 -1 JE—L;?—] . Este estimador superestima o valor esperado se

i(ra-E)

(Bo + Brz)? + 62 [1 L ko)l } > (Bo + fr1z)? + o>

T Thi(za-zp

Como acontece com a transformagao logaritmo, o nosso estimador nao difere muito do

estimador de Miller mas o efeito da magnitude de 4% é um pouco reduzido por ser 52

multiplicado por [1 - ) ji, onde [1 -1 _:(i‘_zﬁ__] é um valor entre
E-'=1(xi1_$)2 E{:l(xu-x)z
2€I0 € um.

O estimador proposto por Duan estd dado na equagdo (3.27), 1 " (Bo + Bz + )2

Este estimador superestima o valor esperado se
1N, 0 S
;{Z(ﬂo + b1z + 3:’)2 > (Bo + ;61-1:')2 + o2
=1

4.2.3 Transformacao inversa

Seja o modelo (4.1), usando ¢(y) = 517,

1 :
% =B+ frzat+e, t=1,2,..,30,

& ~ N(0,0?).

Logo, para z, o valor esperado do modelo transformado é 8y + f1z, e voltando a escala

original, o valor esperado na escala original é aproximadamente

et oo
Bo + b1z (Bo + Br2)?)

O estimador proposto por Miller estd dado na equagao (3.23),
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1 52 . .
Foih (1 + m) . Este estimador superestima o valor esperado se

e (4 Gt ) > e (1 Goer) #
o+ bz (Bo + frz)? Bo + Prz (Bo + Prz)?

1 + a2 S 1 + a?
ﬁo + [;1-’12 (Bo + f§1-7:')3 Bo + Bz (ﬂo + ﬁl-”;)s‘

2 ’ .
Vemos que (lﬁfﬂ’ é decrescente em fBo + Biz. Se o valor esperado na escala trans-

formada € subestimado, e se 8% é superestimado, o valor esperado na escala original é

superestimado.
O estimador proposto neste trabalho estd dado na equagio (3.24),
(” Graiy ) L ~ :
3 +lﬁ . e . Este estimador superestima o valor esperado se
e odo_ (=32
: 2=
1+62 Gathron
L )
r |
(1+ i)
1 J (Bo+p17)? 1 a?
. > (14— ).
Bo+ oz 1ol (=3)? Bo + b1z (Bo + prz)
1462 T N Eamen
(Bo+512)?
\ J

Temos de analisar a razao entre os termos

; (1 T )
o n " (gi-T)2
1 14 07 =1 .
* (Bo + Prx)? © to (Bo + P1z)?

Vemos que a razao entre eles da sempre um valor maior que um, aplicando a condi¢io
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(3.9). A magnitude dessa razio depende fortemente da magnitude de o? em relagio a

2 s ~ -~ , .
(Bo + Pr1z)?. Se m é pequeno, entdo a razao é aproximadamente um, dando um

bom estimador do valor esperado porque (—FW também serd pequeno.
O estimador proposto por Duan estd dado na equagio (3.27), 717 et (m) .
0 1 '

Este estimador superestima o valor esperado se

1 o?
_Z (ﬁo+ﬂ1$+ﬂ) > Bo + Brz (1+ (Bo +.31$)2) '
4.2.4 Transformacao de Box-Cox usando )\ = —1

3 =1-1
Seja o modelo (4.1), usando g(y) = 1 v

1 .
1——?;=ﬁ0+ﬂ1$,'1+6,', :=1,2’._.’30,

1)
€~ N(O, 0’2).
Logo, para z, o valor esperado do modelo transformado é fy + f1z, e voltando a escala
original, o valor esperado na escala original é aproximadamente

1 2

1—,30—,31-75( (1—,30

Prz )2)

O estimador proposto por Taylor estd dado na equagao (3.34),
i_—?oL—FTr (1 + (1—_‘3—0";3;5,) . Este estimador superestima o valor esperado se

1 ( &2 )> 1 (1+ ‘ o? )
1—fo—piz (1—Bo— z)? 1—pfo—prz (L—fo-Px)?)

Temos de analisar o termo

02

(1= Bo— Brz)*

Vemos que é crescente em fp + 1. Se o valor esperado na escala transformada é super-

estimado, o valor esperado na escala original é superestimado.
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O estimador proposto por Duan estd dado na equagdo (3.27), 1y, (T’E'JE:—E) .
~pPo—pr1L €&

Este estimador superestima o valor esperado se

1 1 1 o?
;g(l"ﬁo—,@ﬂ—éi) g 1= fo— bz (1+(1-ﬂo—ﬂ1$)’)'

Notemos que o estimador da média, proposto por Duan, (% A h(ﬁo + bz + e“.')) ,

é relativamente afetado pela magnitude de 2, dependendo da transformacao utilizada.

4.3 Simulagoes

Para realizar a simulagio, usando o modelo dado em (4.1), os parametros By, B1,0% € 0
vetor z, foram definidos, com valores para z, entre 1 € 5,9, fo = 3, 1 = 1. O parametro
~

o? tomou os valores: 0,5, 1 ¢ 1,5. O tamanho de amostra foi n = 30. Apartir desses
valores, construimos os valores de 8o + B1%.,1. Geramos erros com distribuigio normal de
média zero e varidncia o? e exponencial com paridmetro um, padronizado de média zero e
varidncia um. Em seguida, construimos os valores de g(¥;), somando o erro a By + f1zi1.
Obtivemos os valores de y;, escala original, usando a transformagao inversa. Das varias
amostras geradas e vdrias transformacoes investigadas, calculamos as estimativas das
esperangas na escala original.

Destacamos trés dessas amostras, denotadas A, B e C, para ilustrar as comparagoes
entre os varios estimadores:

o A amostra A foi gerada com erros normais, o> = 0,5, observou-se 62 = 0, 58,
Bo>ﬂoe£’1<ﬂ1;

o A amostra B foi gerada com erros normais, 02 = 1, observou-se §? = 1, 34, ﬁo < fo
e Bl > B

o A amostra C foi gerada com erros exponenciais, 02 = 1, observou-se §% = 1,35,
Bo> Boe fr < br

Cada figura, nimeros (4-1) a (4-12), ilustra a amostra na escala original de y e as
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estimativas das esperangas na escala original para os estimadores indicados, comparadas
com os valores verdadeiros de Ey | z], para = da faixa de 1 a 5,9. Consta da legenda da
figura a transformagao utilizada.

Notamos de maneira geral comportamento semelhante para os trés estimadores. Com
respeito a transformag3o logaritmo, s6 na amostra A os resultados foram razoaveis. Nas
amostras B e C valores de 42 pouco maiores do que o2 causaram uma superestimagio,
com a transformagio logaritmo. Numa outra amostra, ndo ilustrada, com erros com
distribuigdo normal de varidncia 02 = 10, observamos 6 = 12,1, o que causou uma
superestimagio muito pronunciada (transformagao logaritmo). As demais transformacoes

b

decorreram bem, o era relativamente pequeno, com respeito a transformagao empregada.

69



2000 4000 6000 8000 10000

(a) >
o o]
Oo
o] 8 )
° 0 00 08 o 0o 00 o
1 ! '
1 2 8
—— EY
------------- Miller
_____ Taylor
° —~=——- Duan
o .
3
- ,
b I
(b) § s
/.""/
4y
(e
s
7/
s
I.,".'/
S .. 7
g
7
,.47"7
/i
Jfr
ol
()
! 5 3
0 2000 4000 6000

Figura 4-1: (a) Grédfico de y versus £ da amostra A - o modelo linear é ajustado a
logaritmo de y; (b) Grafico de valores verdadeiros da esperanga versus estimadores
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versus estimadores
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Figura 4-9: (a) Gréfico de y versus z da amostra C - o modelo linear é ajustado &
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Figura 4-10: (a) Grafico de y versus 2 da amostra A - o modelo linear é ajustado 4
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Capftulo 5

Intervalos de Predicao

5.1 Introducao

Um dos objetivos principais de usar a andlise de regressao é fazer predi¢dao da varidvel
resposta para valores especificos das varidveis independentes. Scott e Wild (1991) citam
o seguinte exemplo: no National Women’s Hospital em Auckland, Nova Zelandia, foram
obtidas medidas ultrassénicas em fetos normais, desde o ano 1983 até 1988, quando
a variavel resposta era o comprimento do figado do feto e a varidvel regressora era o
tempo de gestagao. O objetivo do estudo era ajustar um modelo para obter intervalos
de predigo, para o comprimento do figado, dado o tempo de gestagio.

Os limites de predigio para uma nova observagio dependem dos estimadores dos
parémétros do modelo (frequentemente, pelo menos assintoticamente normais) e da dis-
tribuigdo do erro do modelo (que pode ser normal ou n3o). Vamos apresentar neste
capitulo a construgio de um intervalo de predigio sob as condigdes do modelo Gauss-
Markov normal e também a construgdo de intervalo de predigiq assumindo um mod-
elo Gauss-Markov, sem suposicio de normalidade, definido em Schmoyer (1992). Este
iltimo é assintoticamente valido para uma variedade de tipos de distribuigbes para o
erro. Schmoyer realizou simulagdes, concluindo que seu método é comparavel a métodos
de reamostragem, sendo, no entanto, de computagio menos intensa. Quando a dis-
tribuicao do erro nio é normal, o intervalo proposto tem um desempenho razodvel, a nao

ser que a assimetria da distribuigao seja muito acentuada.
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Com relag3o a inferéncia na escala original, se 0 modelo Gauss-Markov normal parece
ser adequado a modelagem da varidvel resposta transformada, o intervalo de predicao
usual (Gauss-Markov normal) seria utilizado e a transformacao inversa dos limites do
intervalo forneceria um intervalo de predigao na escala original. Porém, frequentemente,
apés a transformacio da varidvel resposta, os residuos parecem indicar alguma evidéncia
contra normalidade, como, por exemplo, alguma assimetria na distribuigio dos erros.
Neste caso, o intervalo de predigao, proposto por Schmoyer, apresenta-se como uma al-
ternativa mais razodvel, e, novamente, a transformagio inversa dos limites do intervalo
proporcionaria um intervalo de predigao na escala original. No exemplo mencionado no
primeiro paragrafo, a variavel resposta é transformada. A suposigao de normalidade, con-
ferida através do exame dos residuos nio detectou nenhuma evidéncia contraria, assim,
o intervalo de predigio usual foi utilizado.

Apresentamos na segao 5.2 o desenvolvimento para a defini¢ao de intervalo de predigao
sob o modelo Gauss-Markov normal e na se¢io 5.3 alguns resultados expostos por Schmoyer
para a definigdo de intervalo de predigdo. Na se¢do 5.4 expomos resultados de simulagdes,
realizados por Schmoyer, além de pequena simulagdo por nés realizada.

O programa utilizado para o calculo do intervalo de predigdo proposto por Schmoyer,

foi desenvolvido neste trabalho, usando a linguagem SAS.

5.2 Intervalo de Predigao Sob o Modelo Gauss-Markov
Normal

Seja 0 modelo Gauss-Markov normal, apresentado no capitulo 3, (3.1), isto é,
Y =‘r:T:B +€i,

onde € "3 N(0,0%),3+ =1,2,..,n e X é matriz de posto coluna completo, com a i-ésima

. . o N . r .
linha, 2T = (1, i1, ..., Tip). Sejam B e 57 os estimadores de quadrados minimos de 8 e o2,
~ ~ ~n
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baseados nesta amostra de tamanho =n.
Considere yo uma nova observagao, correspondente a o, independente das n ob-
s
servagoes anteriores, ou seja,

Yo =x%’ﬂ +€o, (5.1)

onde

€0 ~ N(0,0?), E[eei] =0, 1 =1,2,...,n.

A~ 2 TA
Logo, para go = 23 4,
~n N

E[yO] =$g,:§)
E[yo - gO] = 07
COU(?/O)@O) =0

pois

Cov(yo, o) = Cov(g B +¢o, 25 f)
= Cov(z} B +eo, 7 (XTX)1XT y)
= Con(sT P +eo, =8 (XTX)XT(X B + ¢))
= Cou(z? B +e0, 23 (XTX) 1 XTX B+ 25 (XTX) 1 X7 €)
=0
porque Efepe;] = 0,18 = 1,2,...,n. Logo,
Varlyo — go] = Varlyo] + Var{go]
=o0?+40? (:r:g (XTX)t xo)

= o? (1+ oT (XTX)! zo) ,
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que serd estimada por

s} =42 (1+ ¥ (XTX)?! xo) .
Entao, pelo lema 1 do Apendice, ﬂs—:;@- tem distribuicdo t — Student com n — p— 1 graus

de liberdade, ou seja,
Yo—% _, )
Syo S
Portanto,

P[go + 3yot(n—p-l,-;—) ..<. Yo S ?70 + 3yot(n—p—l,1—g—)] =1- «Q, (5'2)

onde tn-p-1,2) ¢ o quantil § da distribuicdo t — Student com n—p—1 graus de liberdade.

5.3 Intervalo de Predicao Assintético Sob o Modelo
Gauss-Markov

Schmoyer (1992) propde um tipo de intervalo de predigdo para uma observagio futura,
sob o modelo Gauss-Markov. A distribuigdo do erro n3o é necessariamente normal,
portanto, a sua utilizagio se direciona as situagdes onde a distribuigio do erro possa. ser,
por exemplo, assimétrica.

Sejam y;, 278,62 e X, i = 1,2, ...,n, conforme definidos no inicio da secio anterior.
Considere a funrllgéo H,(t), definida para t € R,

-3 fseens (5]

S0

onde ¢ = yi— zTf§,s2 = &2 (x%‘ (XTX)-1 :ﬁp), e ¥, p1 é a fungio de distribuigdo
acumulada da t —N.é'vtudent com 1:— p — 1 graus de liberdade.

Um teorema relaciona a fungdo H,(t) a Pr[ye < §o + t], onde o =x%’ﬂ.

Teorema 5.1 "

Se z¥ (é - é) é aproximadamente distribuido como N(0, o2 :iT (XTX)-? Ty), entdo,

Priye < g0 +t] ~ Hu(2).
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Prova:

Prlso < go+ 1] = Pr[2f (8= §) <t -«
= /Pr [x;"; B-B)<t—c| eo] dF (¢€o),
onde F' é a fungdo de distribuigdo acumulada de ¢,
= [Pr[s5 (8- B <t -] OF ()

porque os eIros €, ..., €, sao independentes de ¢q,

< Joom [

]aF( o).

Este termo pode ser estimado por

/‘I’n-p-l [t — 60} AF, (),

So

d , -~ . . . o~ ‘. /’ ~
onde F, é a fungao de distribuigio empirica dos residuos. Entdo,

frmalts

Portanto, um estimador de Pryy < 9o + t] é Hy(t).

]aF (&) = -Zw pepot [’ "s'oe‘] = Ht). O

Schmoyer conclui que, para n pequeno, resultados de simulagGes sugerem que os
quantis de H, sio limites de predicdo anticonservativos, entio Hy(t) = St [; + nH,,(t)]
por ser mais dispersa, parece ser mais adequada para a defini¢ao de intervalo de predigao.

Portanto, o intervalo proposto se baseia na seguinte fungio

,H1[+wa1(“ﬂ]

-~ -~ , ’ . . , .
Podemos observar que a fungao H,(t) é continua e estritamente crescente, pois é dire-

Ho(t) =

tamente proporcional & ¥,_p_1, que é estritamente crescente. Logo, podemos garantir a
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existéncia da fungdo inversa de H,(t).
Sejam

7 = ﬁn(T’y)y

portanto,

I, = ﬁn—l('y)’

isto é, Ty é o 7-ésimo quantil de H,.
Resultado 5.1
T, esta definido para os valores de 7y que estdo no intervalo [-m, Etn“l-ﬁ) .

1 n t— ¢
- v, '
[E m( )
1 n t—¢
H oon [5] '—*—°°n 1 [gwn_”-l( 30 )}

Prova:

.= , 1
S Halt) = I oy

—
b =
e

lim Hn(t) = lim

1 n t— ¢
w0+ 1 {§+§‘I’"_p—l< 80 )]
1 1 n — &
- 1 H T,
1—l.xcr>lon_+1 2 1-—ooon+ [E pl( = )]

= 5]+ o5

T2n+1)

Baseados no teorema anterior, calculamos o intervalo de predigao assintoticamente

valido da seguinte forma:

(flo + T%,Z]o + Tl-%—] y

tal que quando n aumenta, a probabilidade de yq estar contido neste intervalo converge

al—a.



Para achar os limites do intervalo (5.3), temos de resolver a equagio H,(t) = 7 para

@
5-

t,usandoy =S ey=1-

Definimos a probabilidade de exclusio (PE) de um intervalode predigdo [/, S] para yo
como a probabilidade de que yo < I ou yp > 5, onde tanto yp como I e S sio aleatdrios.
Para intervalos assintoticamente validos, a probabilidade de exclusio calculada converge
a probabilidade de exclusio nominal.

Schmoyer argumenta que a probabilidade de exclusdo nominal de um intervalo de
predigao deveria ser limitada, conforme discutido a seguir. Se conhecéssemos o vetor de
pardmetros 8, o problema de fazer predigdes seria predizer ¢p dados €1, ¢€3,...,€,. Sem
um maior conhecimento sobre a funcido de distribuicdo acumulada dos erros, o inter-

valo (€q1), €(n)) seria o intervalo de predigdo mais largo para €, podendo-se calcular a

probabilidade de exclusio. Para o caso em que distribuigio é continua, temos que

Pr [50 < e(l)] = Pr [eo > e(n)] = n;-}-l

Entio, quando nio fazemos nenhuma suposigio sobre a distribuigio dos erros, a proba-

bilidade de exclusio nominal unilateral deveria ser maior que HLH Paralelamente, pelo

resultado 5.1, deveriamos evitar probabilidade de exclusio nominal unilateral préxima a

1 .
2in—}-1i'

5.4 Simulagoes

Schmoyer realizou simulagdes de amostras de pares (z,y), onde y = B¢ + f1z + ¢, para
varias distribuicoes do erro, €, padronizadas para esperanga zero e variancia um. No
que se refere a comparagdes entre o intervalo de predigdo usual (5.2) e o proposto (5.3),
chegou a varias conclusdes, que aqui expomos.

Quando a distribuigio do erro é normal, as probabilidades de exclusao unilaterais sao
menores do que §, para os dois tipos de intervalo de predigdo de probabilidade

1—a. Ou seja, intervalos mais largos que o necessario, sendo o intervalo proposto menor
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que o intervalo usual. Eventualmente, para amostras maiores, essas probabilidades sao
aproximadamente §. Quanto menor o valor de a, maior deveria ser a amostra.

Foram examinadas as distribuigtes x2?, com 3, 6 e 9 graus de liberdade. Observou-
se que maior assimetria, XE"S), implicava em pequena probabilidade de exclusio inferior
(menor do que §) e grande probabilidade de exclusdo superior (pouco maior do que §)
para ambos intervalos de predigdo. A medida que a assimetria era suavizada, maiores
graus de liberdade, essas duas probabilidades se aproximavam de §. No entanto, para
amostras pequenas, a soma das duas probabilidades de exclusdo nao atinge a. Portanto,
intervalos maiores que o necessdrio sio obtidos.

Para erros segundo distribuigdo t — Student, com 3 graus de liberdade, o intervalo
proposto apresentou probabilidades de exclusdo préximas a §. E para a distribuigdo
lognormal, a probabilidade de exclusdo inferior se apresentou muito pequena e a proba-
bilidade de exclusdo superior préxima a §, um pouco menor.

Em todos estes casos, onde a distribuigdo do erro nao é normal, o intervalo de predigao
proposto apresentou melhor desempenho do que o intervalo usual. Porém, para erros com
uma distribuigdo com assimetria acentuada, como a lognormal, o intervalo de predigdo
proposto nao parece ser a solugao.

Cabe observar que toda simulagio elaborada por Schmoyer visava a obtengio de
intervalos de predigao para y, dado z = 0.

Neste trabalho foi simulada a seguinte situagdo: amostra de 30 pares (z,y), onde y =
34z +¢, tomando z valores entre 1 € 5,9, e € com distribuigio exponencial, de parametro
(1), padronizada para esperanga zero e varidncia um. Foram feitas 30 repeticdes. Duas
destas amostras sio ilustradas no capitulo 2, figuras (2-7) e |
(2-8), cujos gréficos de normalidade indicam assimetria. Nosso objetivo é verificar as
probabilidades de exclusio dos intervalos de predigao de probabilidade 0,9 para y, em
trés situagbes: z = 1, z = 2,6 e z = 4,8 (um valor central e dois valores extremos

de z). Notamos que as probabilidades de exclusdo, dos intervalos usual e proposto,

quase ndo variam para os diferentes valores de . Apresentaremos as probabilidades de
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exclusdo para z = 2,6. No referente ao intervalo usual, a probabilidade de exclusio do
limite inferior foi observada no intervalo 0,014 0,014 e a probabilidade de exclusdo
do limite superior em 0,02140,023. Quanto ao intervalo proposto, a probabilidade de
exclusdo do limite inferior foi observada no intervalo 0,05240,019 e a probabilidade de
exclusio do limite superior em 0,00740, 011. Podemos destacar que os intervalos usuais
sao mais largos que os propostos, com probabilidades de exclusio menores que §. As
probabilidades de exclusdo, para o intervalo proposto, sio aproximadamente § para o

limite inferior e menores que § para o limite superior.
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Apéndice

Proposigao 1
Para toda transformagao, fungio real estritamente mondétona de uma varidvel aleatdria

positiva, com probabilidade um, a transformagao da mediana da distribuigao original

¢ a mediana da distribuigio transformada.

Prova:
Seja g uma fungdo estritamente mondtona. Seja y uma varidvel aleatdria com espago

amostral x, C R*.
{Y € xy [ Y < Ymea} ¢ {y € xy [ 9(¥) < 9(Ymea)},

{WeE Xy /Y £ Ymea} € {¥E xy/ 9(¥) < 9(Ymea)},

onde Ym.qs € a mediana da varidvel y. Como

S P[y S ymed],

N =

P[y < ymed] S

pela definigao de mediana, com a igualdade dos eventos acima temos

< Ply £ Ymed] = Plg(y) < 9(Ymea))-

LS

Plg(y) < 9(Ymed)] = Py < Ymed] <

Logo, g(Ymea) é a mediana da varidvel g(y).

De maneira semelhante, se g é decrescente, entao os seguintes eventos sao iguais:

{y € xy [y < Ymea} © {V € xy/ 9(y) > 9(Ymea)},
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{ve€xy /Y £ Ymea} & {y €Exy [ 9(¥) 2 9(ymea)}-

Assim,

< P[y < ymed] = P[g(y) 2> g(ymed)]'

N} =

Plg(y) > g(Ymea)] = Ply < Ymed] <

Logo, g(Ymed) é a mediana da varidvel g(y). O

Resultado 1

Sejam Y do modelo Gauss-Markov, 8 estimador, nio viciado, de quadrados minimos
de '{3, entao )

Var[f] = o¥(XTX) 1.

Nota:

Se p = 1, ou seja, tendo s6 uma varidvel regressora, g7 = (Bo, B1), zT= (1, z:1). Logo,

~

TiaTa X 1:'21
e
2 .
(XT X)_l — 1 E:‘ZI xll - E;l:]. .T']_
"E?—_-l ‘r?l - ("’ 5)2 —E?:I T3 n
1 E:L; th - E :",-=; *i1
= —2 :: L1 "
Siigh-nz — ezl 1
_2 _
1 | $°+z -z
~ ns? i 1
2
onde 2 =1%" 231,
1 (.2, = 1 -
| Aa(t ) —gma
1z 1
“nsz ns?



Portanto,

o? (.2 -2 0?2 =
(¥t z) —Zax

Var[8l =
ar[éj o2 - o?
“nst T nsT

Resultado 2
Sob o modelo dado para o resultado 1, seja r, =27 (XTX)"! z, paras = 1,2,...,n,
entao

057‘,‘51.

Prova:

Para o modelo Gauss-Markov temos que
y=XpB +¢,

onde

Ele] =0 e Var[e] = 0’In.

I
Logo, o vetor de residuos é

M

e tem esperanga 0 com matriz de varidncia-covaridncia o?(In — X(XTX)-1XT). Para
v = 1,2,..,n, Varle]] = 0%(1 — ;). Consequentemente, r; < 1, e sendo a matriz X
de posto coluna completo, entdo (XTX)~! ¢ definida positiva, logo r; > 0. Portanto,
0<rn <1 0

Nota:

Para o modelo de regressdo com uma varidvel regressora,

ry = 1 + (20— 2)°

—, 1=1,2,..,n.
n E?:I(le_ $)2
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Vemos que se existe ¢, entre 1 e n, tal que z;1 # z,i, com 3 # 4,5 =1,2,...n, obtemos

0< (za— 5)2_ ’
Z;:l(le— $)2
entao
1 _1 1— 1)
i et (za :E)— =7 (1)
n n E_?:l(le_ $)2
Temos também que
(ﬂ?u— 5)2 - [(n - l)zll —Z11— .. —Ti-1,1 — Tig1,1-... — $n1]2
E;:l(le— 5-)2 [(n — 1)51711 - X9 — ... — $n1]2 + ...+ [(n - 1).’5"1 —T11— . — .'17,,_1,1]2
Para o caso em que T, # T €T = T31 = ... = Tp1, € Para $ = 1,
(:L‘u— '-1_7)2 _ [(n - 1).1‘11 - (n - 1).’1}21]2

Si(zp— z)? [(n = Dz —(n —1)za)* + (n = Dlzar — z01]?

— (n — 1)2[1‘11 —_— .’52112
(n —1)2[z11 — za]? + (n — 1)[z21 — z11)?
_ -1y
(=1 (n= 1)

=n7-;-1’ (2)

e para s # 1, por exemplo s = 2,

(.’L‘gl— 5)2 [(n - 1).’1721 - T11 — (n - 2).’32’1]2

E;:l(le- 5)2 - [(n - 1)2)11 —_ (n - 1).1;21]2 + (n — 1)[$'21 -_ .1}11]2

_ [z = z]?
(n— 12z — zu)? + [£21 — z11]?

_ 1
T (n=-12+(n-1)
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- 5(771:15 (.3)

Portanto, das equagdes (.1), (.2) e (.3), para todo s = 1,2, ..., n,

(Ga=2f

Z_’;:l(le_ z)? a

[N
n n

Resultado 3

Sob o modelo Gauss-Markov normal, sendo 6(21) estimador de quadrados minimos

N . , . .o ~ (n-p-1)82 né?
de ¢? e 6%, estimador de mdxima verossimilhanca de o2, entdo ( L) e —2 tem
(2) ) 7 p

distribuigao X?n—p-—l)‘ Logo,

5 20t .
Var[a(zl)] =——>"7 °© Var[a(zz)] =

2(n —p—1)o*

n2

Lema 1
Sejam ¥ do modelo Gauss-Markov normal, 3 e 32 estimadores de quadrados minimos

de 8 e o2, respectivamente. Seja :\\’;6 0, com ) B funcio estimdvel, entdo

X' - X8
\[32 AT (XTX)-1 )

~ tn—p~1~
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