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Resumo

Neste trabalho, investigamos a existéncia de solugdes periodicas de problemas
quase-parabdlicos, envolvendo por exemplo o operador p-Laplaceano, A, ou qual-
quer outro de comportamento similar a este, sob a acio de perturbacdes (nio ne-
cessariamente pequenas) ndo lineares, ndo dissipativas e nem continuas (no tempo).
Estas perturbagdes podem, em alguns casos, nao so envolver a solu¢io como também
as derivadas espaciais da solu¢do, desde que sujeitas a certas condigdes de cresci-
mento. Sio investigadas situages onde existem trocas peridédicas tanto na parte
principal da equagdo quanto nas perturbacGes externas, trocas estas que podem
ocorrer de acordo com o comportamento da solu¢do ou que serao pré-determinadas

no tempo.
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Introducao

Operadores mondtonos nao lineares, em particular aqueles que sao subdiferen-
cials de funcionals convexos, como o p-Laplaceano, aparecem freqilentemente em
véarias situagdes, como por exemplo em equacdes que modelam o comportamento de
materiais viscoelasticos (veja Le Tallec [9]). Estes operadores quando acompanhados
de outros termos nao lineares podem tornar a analise da equagio complicada. bem
como fornar dificil a previsao do comportamento da solugéo, uma vez que o opera-
dor resuitante ndo sera necessariamente mondtono nem dissipativo, o que em termos
fisicos significa que a interagdo das forgas internas e externas ao sistema pode tanto
fornecer como retirar energia deste. Por isso nao é claro se, ao se atuar com forgas
externas periodicas, a dissipacao interna (provocada pelo operador monotono) seja
suficiente para garantir que o sistema responda também de maneira periodica.

E ébvio que este tipo de questio também aparece quando a parte principal da
equagao € representada por um operador monétono e linear (caso semilinear) mas
neste caso as técnicas disponiveis para se abordar o problema sao mais numerosas
do que para o caso ndo linear. Exemplos interessantes disto sdo dados nos trabalhos
de P. Hess [7] - onde sdo encontradas solugbes positivas de problemas uniformemente
parabdlicos baseados no problema, eliptico associado - e M. Esteban [3] onde sdo en-
contradas solugdes positivas de problemas uniformemente parabélicos superlineares
com base no trabalho anterior.

Mas apesar de nossos recursos serem bem mais restritos e de termos encon-
trado na literatura somente resultados sobre problemas nao lineares mas puramentc
monotdnicos, fol possivel obter a existéncia de solugdes periodicas para uma série
de problemas que permitem a atuacio de operadores monotonos acompanhados por
outros operadores nao lineares - a este tipo de problema iremos nos referir por Pro-
blema Perturbado. Além disso permite-se que haja trocas abruptas de operadores,
trocas estas que podem tanto depender do tempo ¢ como da prépria solugdo da
equagao.

Assim no primeiro capitulo, ambientados num espaco de Hilbert, procuramos

solugdes periddicas de equagoes que envolvem determinados operadores maximais



monotonicos perturbados por operadores localmente lipschitzianos; além disso
permitimos que houvessem trocas abruptas desses operadores, trocas estas pre-
estabelecidas no tempo.

Matematicamente falando, o que fizemos fol encontrar condigdes suficientes
sobre operadores maximais monotonicos A;, ¢ = 1,2, para os quais o problema

us+ Aju+ Bi(t,u) 30 te(0,7)
(0.1) § wus+ Asu+ Bo(t,u) 20 t€({,T)
u(0) = u(T)
tivesse solucdo, onde B; é operador localmente lipschitziano, em H, na segunda
variavel, 2 = 1,2. Isso foi feito usando-se resultados de ponto fixo sobre a aplicagao
de Poincaré associada a equagio acima.

No Capitulo 2, para que pudéssemos trabalhar com uma classe de perturbagdes
{B;(t,-)} maior que a classe dos operadores localmente lipschitzianos de H fomos
obrigados a restringir um pouco mais a classe de operadores monotonicos a que A,
pudesse pertencer.

Assim num primeiro momento trabalhamos com o operador p;-Laplaceano com
condicio de Dirichlet, cuja formulagio variacional gera um operador A; = —A,, :
WyP(Q) - WA(Q), onde p; > 2 e gﬂ_ﬁ- é = 1 e §) é aberto regular e limitado

do R™ e mostramos que o problema abaixo tem solucdo:

u,(t,2) — Ay u(t,z) + m(t)g(u(t, 2)) + h(t,z) =0 ,t€(0,1),
us(t, z) — Apult,z) + m(B)g(ult, z)) + ho(2,z) =0 ,t € (1,7),

ulag = 0 £ €(0,T),
u(0,z) = u(T, ) ,x € Q)

onde m € L=(0,T), hy € LPL(0,T, WL7L(Q)), hy € LP2(Z,T; N~1%:(Q1) e g; ¢ funcéo
#14+1)coma; 20,0<s; <pi—1,0¢€

(0.2)

real, continua e limitada por |¢;{7)| < a;(|o
Rei=1,2.

Neste caso o que fizemos foi, através do método de Galerkin e de estimativas
a priori, encontrar propriedades do Operador Solugdo associado a equagdo e, entdo,
usando a teoria do Grau de Leray-Schauder provar que este operador tinha um ponto
fixo. Na realidade este método pode ser facilmente estendido para uma situagao
abstrata que € descrita no Teorema 3.3.

QQuando alguma fun¢io ¢; tem crescimento limitado por s; igual ou superior

i



a p; — 1 também obtivemos solugdes fracas para (0.2) desde que |ml,, fosse sufi-
cientemente pequenc e que s; < p; —1 + 1(N,p;) onde 7, > 0 é explicitado no
Teorema 3.10. O caso p; = p; = p € mostrado no Teorema 3.5 e a sitnagio geral,
por ser obtida de forma inteiramente aniloga a este caso particular, tem sua de-
monstraciao omitida. Cabe observar que o niimero 7; é determinado em funcao de
certas imersées de Sobolev e por i1sso ainda nao foi possivel estender este resultado
para uma situagdo abstrata. Mas mesmo assim sdo apresentados varios exemplos
de operadores mondtonos que podem substituir —A, na equagao (0.2) e que para
o mesmo valor de 7 fornecem solucées fracas. Todos estes resultados foram obti-
dos mostrando-se através do Teorema do Ponto Fixo de Schauder, que o Operador
Solugado associado a este problema admitia um ponto fixo.

De modo analogo ao caso descrito anteriormente, encontramos um limite supe-
rior para s; > p; — 1 para que (0.2) admitisse solucao forte. Neste caso foi possivel
tragar um paralelo entre problemas nao lineares envolvendo o operador A,, com
p > 2, com problemas semi-lineares envolvendo o operador de Laplace —A = —A,.
Como se esperava, pelo fato de A ser linear (e mantida a condi¢io de pequenez sobre
Im|s) foi possivel obter solugdes fortes para (0.2) para crescimentos s; “superiores”
aos permitidos no caso —A,, p > 2. Veja Teorema 4.1 e observagao subsequente a
este.

Mas existem situacoes fisicas que, quando representadas matematicamente en-
volvem trocas de operadores nao sob marcas pré-determinadas no tempo mas de
acordo com o préprio comportamento da solugio. Assim, ainda no segundo capitulo
estudamos uma situacgao onde a troca de operadores se dd em funcao da norma da
soluciio; esta situagdo é dada pelo Teorema 5.1.

E finalmente no Capitulo 3, estudamos um caso onde se permite que a per-
turbacao seja funcdo também do gradiente da solugio. Usando o método de Galerkin

mostramos no Teorema 1.1 que o problema

d du
ue — Apu = h(t,-) + de(u)b?g
ulon =0 )

u(0) = u(T)

tem solugio, sob certas condigdes de regularidade e limitagdo sobre g;, £ =1... N.
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Capitulo 1
Perturbacoes Lipschitzianas

Como dissemos na introdugao, nosso objetivo é procurar solucées de proble-
mas quase parabdlicos, envolvendo operadores monétones e pertiirbagdes que sofram
mudangas abruptas no decorrer do tempo. Neste capitulo vamos estudar alguns pro-
blemas, sob o ponto de vista de espagos de Hilbert. Assim inicialmente recordaremos
alguns fatos que serdo de fundamental importancia na elaboracio de nossos resul-

tados.
1. Preliminares

Seja H um espago de Hilbert real e A : H — H um operador multivoco,
isto &, para todo = € H tem-se que Az € 2¥. Denotaremos o dominio de 4 por
D{A) = {x € H; Az # ¢} e a imagem de A por R(A) = {y € H; y € Az para
algum z € D(A)}. Diremos também que [z,y] € Ase x € D(A) e y € Az.

Definicao: Um operador multivoco A : H — H serd dito mondiono (ou mo-
noténico) se para todo [z;,y:] € A, i = 1,2,3 a > 0 tal que (y; — y2,21 — 22)g >

alzy — z3|%. Se @ >0 A é dito estritamente mondtono.

Definicdo: Se A : H — H for maximal dentre o conjunto dos operadores
mondtonos de H entao A sera dito mazimal monotonico. Neste caso, denotaremos:
Aémm.

Uma caracterizagao 1til desta 1ltima defini¢do é dada per:
Proposigio 1.1: Seja A: H — H, entdo sdo equivalentes

1) A € marimal monotonico, (m.m),

1) A € mondtono ¢ R(I + A}y = H, onde I € o operador identidade de H.



Prova: Veja Brezis [2], Capitulo 2, Proposicdo 2.2.

A seguir vamos dar alguns exemplos de operadores m.m. Como muitos de-
les serdo citados no decorrer deste trabalho, faremos alguns detalhamentos e co-

mentarios sobre suas propriedades.

Exemplo 1.2:  Seja f : IR — IR uma fungdo crescente tal que para todo

a € IR os limites laterais f(ey) = lim f(z) existam. Definimos entio o ope-

rador multivoco f : R — IR por f(a) = {f(a)} se f for continua em a e por
fla) = {y; f(e_) €y < flay)} quando f nio for continua em a. Entéo fémm
em .

Exemplo 1.3: Sejam ¢ : H — IR, ¢ # oo, um funcional convexo e semicontinuo
inferiormente e D{(¢) = {z € H; ¢(z) < co}. Seja também J¢ o subdiferencial de ¢,
isto &, [z,y] € O¢ se e somente se para todo u € H tivermos ¢{u) > é(z}+(y,u—z).
Segundo Brezis [2], Capitulo 2, Exemplo 2.3.4, 8¢ é operador m.m.

Exemplo 1.4: Seja ¢ como no exemplo anterior € seja K um conjunto convexo e
fechado de H tal que K N D(¢) # ¢. Definimos ¢x : H — R por ox(z) = ¢(z)
se £ € K e ¢x(z) = 00 se ¢ ¢ K. Nao é dificil mostrar que ¢ é convexo e semi-

continuo inferiormente, além disso ¢y # co. Logo 0¢x é m.m.

No exemplo que daremos a seguir vamos obter, a partir de um operador
monotono definido sobre um espago de Banach, um operador m.m definido num

determinado espago de Hilbert.

Exemplo 1.5: Sejam V um espaco de Banach reflexivo, ¥V’ seu dual topoldgico e
H um espaco de Hilbert tais que V € H C V' com inclusées continuas e densas.
Seja A um operador univoco definido sobre todo V, A:V — V",

A sera dito mondtono em V se tivermos {Au — Av,u — v}y > 0 para todo
u,v € V, onde (-, -}y+v representa a aplicagao dualidade entre V' e V.

A serd um operador hemicontinuo se para todo u,v,w € V a aplicagio real



A+ (A{u + Av), w)yry for continua para todo A € R.

, : , U
A serd um operador coercivo se lim (Au,—) = oo.
fulv —oo lufv

Deste modo, se 4 : V — V' é monotono, hemicontinuo e coercivo, entio, de
acordo com Brezis [2], Capitulo 2, Exemplo 2.3.7, a restrigio de A a H, que de-
notaremos por Ay, sera um operador m.m de H onde Agx{z) = A(z) para todo
€ D(Ay)={zeV; Ar € H}.

Este fato fornece um critério para saber se certos operadores siao m.m em um
espaco de Hilbert H. Vejamos alguns exemplos concretos que ilustram as situagdes

descritas anteriormente. Para isso vamos considerar { um aberto limitado e regular

do RN ep>2.

Exemplo 1.6: Seja v : LP{Q) — IR tal que se u € LP({}) entao
1 1
= - Pdx = —|ul®.
> [ lu@)Pds = Suf

1
Observando-se que a funcdo real f(t) = —|¢[P é diferenciavel com derivada

f(t) = |t|P~?t e fazendo uso do Teorema da Convergéncia de Lebesgue concluimos
que 3 é Gateux diferencidvel e que para todo u € LP(Q) tem-se que ¢/ (u) = |u[P~%u.
Também com o uso do teorema da Conver%en(:la de Lebesgue, é ficil mostrar que

' LP(Q) — LP'(Q) é hemicontinuo, onde E-[_ E = 1.
Note que 1 é um funcional convexo, assim para todo 8 € [0,1] tem -se

Plu+0(v —u)) = (1 - Olu + 8v) < (1 — O)p(u) + Gp(v).
Logo %[gb(u + 8(v — u)) — ¢¥(u)] < ¥(v) — ¥(u) e portanto se § — 0 concluimos que
(P(u)yv — w)pe 1p < P(v) — () Vu,v € LF(Q)

e conseqilentemente
(¥'(w) = ¢'(v),u—v) 2 0.
Assim ¥’ ¢ mondtono, hemicontinuo e coercivo (pois {(¥'(u), » | —)pgp =

[ulp=* — oo quando |u], — o0 ). Logo se denotarmos a restricéo de ¢ a L*(12)



por dvb concluiremos que dv é m.m onde

D(09) = {u € L"(Q); [uf~*u € L} (D)}

Op{u) = |u|P"*u para todo u € D(dY).

Uma outra forma de olhar para este mesmo operador é vendo-o como subdife-
rencial do funcional convexo e semicontinuo inferior ¢ que é dado por ¢ : L*(Q) — IR
onde
l|'u;|ji‘; se u € LP{Q])
go se u & LP(Q).

¢(u) =

E ficil ver que ¢ é convexo. A semicontinuidade inferior pode ser obtida da
seguinte formas:

Sejam (u,) uma seqiéncia de L*(Q) e v € L*(Q) tails que v, — u quando
n — oo. Se limﬂi_ggoqﬂ(un) = g e g = oo entdo Hlu) < limniﬁgo¢(un). Mas se
a € IRy entao existe seqiéncia minimizante que denotaremos ainda por u, tal que
nli_%lo #{u,) = a. Da definicio de ¢ segue que w, é uma seqiiéncia limitada em
LP(}). Logo existe nova subseqiéncia ainda denotada por u, e v € LP(f}) tal que
u, — v em LP()) e portanto |v], < limnglgolun|p. Mas p > 2 e por isso LP(}) esté
continuamente imerso em L*(Q) e assim u, — v em L%(Q2). Como originariamente
up, — u em L?(Q) segue que v = w e |uff < limniilgo|un|§ COmo queriamos.

Assim, do Exemplo 1.3 segue que 8¢ é m.m em L% Q). Para concluir que
Op(u) = 0¢(u) e que D(8¢) = D(8¢) = {uv € LP(Q); |ufP~%u € L)} basta notar
que se v € D{JY) entdo [u,|ufP~2u] € 0¢, isto é, O C 84. Mas Jip é maximal
mondtono, logo 8 = d¢.

De modo inteiramente andlogo ao anterior, conclui-se que os exemplos dados a

seguir sao m.m em L*(Q).

Exemplo 1.7: Seja ¢ : L*(2) — R tal que

1 1
. /ﬂ Vu(a)Pde := _fulf, se u € Wor(0)

() = 1
) se u & WyP(Q).



Entdo 9¢ : L*(}) — L*(Q1) é operador m.m e é dado por
D(04) = {u € WP (Q); div(|Vul"*Vu) € L2(Q)}

onde
I(u) = —div(|Vu|P~*Vu)

e div indica o operador divergente usual. —d¢ é usualmente denotado por A, e é

chamado de p-Laplaceano (neste caso com condi¢do de contorno de Dirichlet).

Exemplo 1.8: Sejam a,6 > 0e 8 > 0 e seja e € CYR,) tais que ¢'{g) > 0
¢

e 60! < q(o?)oP™! < ao? ! + 4. Chamando A(t) = / a({o)do, definimos entéao
o

¢ . L*(Q)) — R por

]A|vu Mz se u € WLP(Q)
se u & WyP(Q).

Entao

D(3¢) = {u € W,P(Q); div(a(|Vul?)|[VulP~?Vu) € L)}

é(u) = —div(a(|Vu|P)|[Vulf 2 Vu)
onde d¢ : L*(Q) — L*(?) é operador m.m. Este operador é conhecido como p-

Laploceano generalizado (neste caso com condicdo de fronteira de Dirichlet).

Exemplo 1.9: Seja ¢ : L) — R tal que

A
cb(u) — ;|u|¥‘p l il pz lull W2P1 se ugC WJ,P(Q)
00 se u ¢ WyP(Q)

onde p > pa > p1 2 2, A, A0 >0, p=2py —p1, A3 < 4Mq, e [Ma(pe — 1)) —
4201 (p— 1)(p1 — 1) < 0. Entéo

D(0¢) = {u € Wy”(); Apu € L)}

onde
Op(u) = —AA u + A, u— XA u

5



é m.m em LY(Q).

Exemplo 1.10: Seja ¢ : L2(Q) — R tal que

2)|Pdz se u € W, P(Q)
se u g WyP(Q)

$(u) = pr flaxz

Entdo 3¢ : L*(Q?) — L%*(Q) é operador m.m onde

\ N 8 /18u P2 du
D(04) = {u € WEP(Q); e L) e
(99) = {u ();:3 (aa:t 8:51) )
N 9 Ju P-2 du
o)== 5 (|5n 7o)

i=1
Exemplo 1.11: Seja ¢ : L*(Q}) — IR tal que para A > 0 tem-se:

6_u
nlsa

[
o

1 A
; /ﬂ Vu(e) Pz + /ﬂ u(z)fPdz se w e WW(Q) e

00 caso contrario.

¢(u) =

Entao d¢ : L*(Q) — L*() definido por
D(9¢) = {u € D(¢); —Apu + AufP~2u € L*H(Q)}

onde

Od(u) = —Aju + AlulP~?u

¢ operador m.m.

Observagao: Para se avaliar a monotonia de um operador do tipo divergente veja

o critério dado no Capitulo 2 através do Lema 1.3.
2. Problemas de Cauchy (Uma Recordagio)

A seguir iremos enunciar uma série de resultados ja conhecidos concernentes a
existéncia de solucdes do problema u; + Au 3 f, ©{0} = 1y. Antes, porém, vejamos

o que se entende por solucdes desta equagio.



Definicao: Seja f € L'(0,7, H) e o operador multivoco A: H — H m.m. Diremos
que u € uma solugdo forte de % + Au > fsew € C([0,T); H), u é absolutamente
continua sobre todo compacto de 10, T'[ (e, conseqgilentemente, u« é derivavel q.t.p.
em |0,T]), u(t) € D(A) e fi—?(t) + Aut) > f(t) q.t.p em 0, T

Por outro lado w € C([0,T]; H) sera uma solugdo frace da equagio acima se
existirem sequéncias f, € LY{0,T, H) e u, € C([0,T}; H) tais que u, é solugao forte

diy
de ; ‘}‘Aun 3 fn, U, =< u em C([U,T] ' H) e f‘n. s fem LI(O,T,H)

Vale entdo o seguinte resuitado:

Proposicao 2.1: Sejam A : H — H operador multivoco m.m, f € L'Y(0,T;H) e

ug € D{A). Fntdo o problema

{ ue + Au3 f (2.1)

u(0) = ug
admite uma unica solugdo fraca. Além disso se f € L*(0,T,H) e A = 04, onde
$ # oo € um funcional convezro semicontinuo inferiormente, entdo u ¢ uma solugdo
forte de (2.1) e para todo t € (0,T], tem-se u(t) € D{¢).

Mais ainda, se u e v sdo solugoes fracas de uy + Au > f e v, + Av 3 ¢,

respectivamente, onde f,g € L'(0,T; H), entdo se 0 < s <t < T tem-se:

u(t) = vl < (o) — ol + [ TN fl) —gloNwdo (22)

Prova. Brezis [2], Capitulo 3, Lema 3.1, Teorema 3.4 e Teorema 3.6.

Proposigio 2.2: Sejam A operador multivoco m.m e B um operador lipschitziano

definido sobre D{(A). Entio se up € D(A) e f € L*'(0,T; H) o problema

(g2 2

tem uma unica solugdo fraca. Se f € BV(0,T; H), isto €, se f tem variagdo lim:-

tada entdo u € lipschitziana se € 56 se ug € D{A).



Prova: Brezis [2], Capitulo 3, Teorema 3.17 e Observacao 3.14.

Observagao: Com as mesmas 1déias da demonsiragao do teorema anterior podemos
mostrar que se A é operador multivoco m.m e se B : [0,T] x D(A) — H é lipschitzi-
ano nas duas variaveis, isto é, existem Ly, L, > 0 tais que |B(t1, u1) — B(f2, 42)|g <

Ly|t: — #2| + La|us — us|gy entdo o problema

u + Au+ B(t,u) 30,
U(O) = Up

tem uma tnica solugio fraca. Esta solucdo sera lipschitziana se e sé se up € D(A).

QQuando os operadores m.m em questao forem também subdiferenciais obtemos

solugoes fortes impondo menos regularidade sobre B(t,-), de fato,

Proposicao 2.3: Seju ¢ : H — IR, ¢ £ oo, um funcional convezo e semicontinuo
inferiormente e tal que min¢ = 0. Sejam B : [0,T|x D{9¢) — H,L > 0 eT € D(¢)
tais que t — B(t,T) € L*(0,T; H) e |B(t,z1) — B(t,22)|lg < Liz1 — zolug V 21,25 €
D(¢).

Entao pera todo ug € D(¢) o problema

'{ us + p(u) + B(-,u) 3 0 (2.4)

u(0) = uo

tem uma unica solugdo forte tal que para todo t € (0,T] tem-se u(t) € D() e para
quase todo t € (0,T)

du

2 ? d du
dt

gdul®) = —(Bt,u(®), 7 (),

t)

além disso se up € D(¢) a equacio (2.4) serd vdlida em L*(0,T; H).

Prova: Brezis [2], Capitulo 3, Proposigao 3.12.



3. Solugoes Periddicas do Problema nao Perturbado

Definigio: Seja € um conjunto convexo e fechado de H. Diremos que K : ' — C

é uma contra¢do de C se existir 0 € & <1 tal que para todo z,y € C tenha-se
|K(z) — K(y)|x < klz —yln.

Se 0 < k < 1 entdo K serad dita uma contracdo estrita de C.
Sejam A operador multivoco m.m e f € L'(0,T; H). Entdo a aplicacdo de
Poincaré associada a equagao u; + Au O f esta bem definida pela Proposicao 2.1 e

é dada por

K: D(4) — D(A),
w T

mais ainda, de (2.2) K é uma contragao pois |K{ug) — K (vo)|lg < €7 |ug — vy|, onde

a € a constante de monotonia de A, e segue de Brezis [2], Capitulo 2, Teorema 2.2

que D(A) é um conjunto fechado e convexo de H. Assim se @ > (0 K serd uma

contragao estrita de D{A) e portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach K

tera um inico ponto fixo e conseqlientemente

u+Aud f
{ u(0) = u(T) (3.1)

terd uma tnica solucdo (fraca).

Mas se @ = 0 e A for também um operador coercivo, isto €, existe u € H

r—u .

|——|——) = oo onde y € Az, segue de Brezis [2] que o Problema
Z|g

(3.1) vai admitir uma solugio fraca, mas nao necessariamente unica. Na realidade,

tal que Illim (v,

fazendo-se pequenas alteracées na demonstracido dada por Brezis podemos permitir
que outros operadores, além de A, atuem no sistema durante o intervalo (0,7). Esse
fato foi notado inicialmente em [8] por Kawohl e Rihl, trabalho que sera comentado
apds a demonstragdo do Teorema 3.2. Mas neste caso permitiu-se apenas que hou-
vesse a atuagdo de operadores m.m coercivos. O que vimos € que fortalecendo-se
a coercividade e a monotonla dos operadores A podemos permitir que operadores
lipschitzianos coercivos e até nio coercivos (mas satisfazendo hipdteses adicionais)
possam atuar alternadamente com A de modo que o sistema ainda responda de ma-

neira periodica. Esses fatos serio abordados no decorrer desta se¢io, antes, porém,



precisamos citar o seguinte resultado sobre pontos fixos:

Proposicao 3.1: Seja C' um conjunto convero fechado de um espago de Banach
uniformemente convezo X. Se K : C — C € uma contragdo (ndo necessariamente
estrita} e se 3 ug € C tal que {K™up} € uma seqiéncia limitada entdo K tem um

ponto fizo.

Prova: Este é um caso particular do Teorema 1.3 de Brezis [2], Capitulo 1, Secio
1.2.

Teorema 3.2: Sejam € IN—0 e A(t) = A, quando ¢ € [ai_1,a;) ondei=1,...m,
e cada A; € m.m coercivo, D{Aj)=Dern={0=a <a1<...<dap =T} € uma
particdo do intervalo [0,T]. Entdo se f € L'(0,T; H) o problema
u, + At u > f
Lo 2 32

tem uma solucdo fraca.

Prova: O caso m = 1 foi demonstrado em Brezis [2], Capitulo 3, Teorema 3.15.
O caso geral seréa demonstrado de modo analogo. Notemos primeiramente que se

u é solucdo de u; + A(t)u 3 f entdo, em paxrticular, u? = u é solucio de
. . . i [a.f—lvaj')
(w) + A;(w) 3 f, t € [a;-1,a;) com W (a;_;) =w"a;q)eg=1,...,m.
Seja uo € D e seja (u,) onde, n > 1 uma seqfiéncia de solucées da equacao
d -
pric + A(t)u, 3 f tal que u,(0} = u,_,(T") onde por definicio ug(t) = o em [0, T].

Agora por (2.2) teremos

< |un(ap) — tn-z{aollag = |un(0) — tn—1(0)|=
= [ty (T) =1 (0)|g ~ Ve N

Logo,
[un(T) — ua(O)|r < [r(T) —wolg VYV ne V. (3.3)
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Da coercividade dos A;'s existem z;, ¢ = 1,...,m, tais que

T — x

Hm (y?

) =00, onde [z,y]€ A
lz| /u

Vamos tomar L > T_I(C1+Cg+22|$,’l,q), onde Cy = |flpg e Cp = [ {T) —

i=1
UD|H.

Novamente da coercividade dos A;’s, dado L > 0 3 R > 0 tal que se [r,y] € A,
e |z|g > R entao (y,z — 2}y > Lz — xi|m.
Com estes fatos vamos mostrar que para todo n existe um to = to(n) € (0,7)

tal que |u,(ts)|y < R. Suponhamos por absurdo que |u,(t)|lg > R YVt € {(0,T)e

¥ n. Entio, como f(¢) — a}—un(t) € Au,(t), tem-se da coercividade dos A;’s que:
d
(f(t) — ;{}-un(t),un(t) - .’B,‘)H = L1un(t) — $£iH t e (a;_l,a;].
Mas
d d d Un (1) d
. — &) = TTUs L 4n t ) = —=|un{t
gt @) = qua(t) e (dtu (t) Jun(t)l)y gl e
e assim J
()l = - lun(t) — 2ilm 2 L.
Integrando-se em (a;_1, @;),7 = 1, ..., m e somando-se as expressoes em 7 tem-se

m

Cy + Z(Wﬂ.(ﬂé—l) — il — |un(a:) — xilg)
= C1+ [un(0) — 51|z — [un(T) — Znlm
m=1

m=1
— D lunlas) —@lw + Y Jun(a:) — wia|g 2 LT,
i=1

=1

Mas |a| — |b] < |a — b, loge LT < Cy + 2D _|ai|a + |ua(T) — un(0)|# e por (3.3)
=1

teremos o
IT<Ci+Cp 42 Z |z:|z, o que é uma contradicio.

i=1
Entao para todo n € IV existe tg = fo(n) € [0,T] tal que u,(io)|p < R. Seja
io € {1,...,m} tal que t4 € [@i,_1, @;,). Vamos mostrar que |u.{a;,)|x é limitado e

que conseqiientemente |u,(T )}z também o é.
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Observamos agora que se [£;,7;] € A; entdao v(t} = & é solugao de v, + Av 3
7, v{to) = &;. Assim, de (2.2), tem-se que

|2 (t) — &io | < un(to) — &igla -+ /t: |flo) = nigludo, to <t <ay,.
Logo
lun(aio)ir € R+ 20&io i + (@i — Ciom1 )Mol + [f |12 0y s g2y = R
Prosseguindo com este argumento de iy até m, concluimos que

[un(T)[HSmR+2Z]£;|g+T._slup lnilg +CL =R VnelN.

i=1
Mas, se K : D(A) — (A), K(uw) = u(T) é a aplicagio
de Poincaré associada a equacdo (3.2), entdo K"™(ug) = u,(T). Logo,

pela Proposicio 3.1, K tem um ponto fixo e, conseqiientemente, o pro-
blema (3.2) tem uma solugdo fraca u. Observamos que se f & T-
periodica, da unicidade de solugdes dada pela Proposicao 2.1, u também sera

T-periddica. O

Um exemplo particular desta situagao é dado por Kawohl e Hull [8]. Nesse

trabalho séao encontradas condigdes suficientes para que o problema abaixo tenha

solucao:
[ w(t,2) — Ault,z) + BFolu(t,z)) 3 f(t,z) se te(0,T)
e x€f,
- g—;;(t,i‘) € Bilu(t,x)) se te{nT,nT +7)
(P) 4 e 1z €09,
— %(t,x) € Ba(ult,z)) se te T+, (n+1)T)
e zedi,
| %(0,2) = u(T,z) se z €,

onde B; : IR — 28,1 =10,1,2, sdo operadores m.m, 0 <t < T, Q1 é aberto limitado
e regular do R e f € L*{0,T; H). Escrevendo (P) na forma vetorial tem-se
w+0husf tel(0i)
(P)

u +0du s f te(dT)
w(0) = u(T)
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onde d¢; é o subdiferencial do funcional convexo, semicontinuo inferior ¢; : L*(2) —
IR dado por

/ \Vu(z)? + jolu(z))de —|—/ 7i(u(s))ds , se as integrais sao finitas,
bi(u) = - aq

00 , caso contrario

egi: IR — Rétal que 93, = 5;, t =0,1,2. Assim 3¢; que ji é m.m sera também
COEICIVO se

: : : 1
Jim (120ja(r) + 1325 (r)) 7 = o0

desta forma, pela Proposicdo 3.1 e pelo Teorema 3.2, (P) terd uma solugio forte.

Uma outra situagao para o problema (3.2) € aquela onde um dos A; ndo é
coercivo. Para ilustrar esse caso vamos tomar m = 2, A; m.m, A; coercivo e A, nao
coercivo. Neste caso, sem hipdteses adicionais sobre estes operadores, ndo é claro que
obteremos sempre solugdes para {3.2). Mas se “quantificarmos” a coercividade de
A; e a nio coercividade de A;, podemos exibir uma situa¢ao onde (3.2) vai admitir
solugdo. Esta situacao é dada pelo seguinte:

Suponhamos que existam «;, 5; > 0, ¢ =1, 2, tais que

z

V ["T?y] S Al: (ya -[:"JE)H 2 allmiH - 61: (34)
X

VY [z,y] € Az (yam)H > —aslzjy — B2 (3.5)

Neste caso, se u ¢ solugdo de (3.2), entao

(f(t)—iu(t], u(t) )H > olu(t)|yg — B, para t€(0,7),

(70)- Fu. ) 2 —eululln e para te @)
Logo, teremos

gglu(t)lH + onlu(t) g < ﬁ1~+ [FD|e te (U?f)
d

Eg]u(t)lﬁ’ - 02[“'(?5)]}} < fa+ ‘f(t)JH i e (E, T).
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Portanto,
Deoi 7 3
()l < e gy 4 e (B By,
a1 Gy

Assim, se @ = 0 (T — 1) —aq T < 0, R > (1 — et~ Lemto1i(f) /oy + B2/ +1flpm)

e se |ugly < R entdo [u(T)|g < R. Logo se t > ——aj_— a aplicagdo de Poincaré
QT 4y

K associada a este problema é uma contragao de Bgr(0) em Bg(0) e portanto pela

Proposicao 3.1, A tem um ponto fixo.

Veja que neste caso foi necessario que o operador A; atuasse pelo menos por
um tempo t > ayT /(e + aq) para que pudéssemos obter uma solugao periddica.

Uma situacio semelhante ocorre quando no Problema (3.2) um dos operado-
res € lipschitziano mas nao monoténico. Para simplificar vamos supor novamente
m = 2, A, m.m coercivo e A, lipschitziano. Neste caso precisamos que A; seja
estritamente mondtono para que a aplicacido de Poincaré K seja uma contragio.
Assim se L é a constante de Lipschitz de A; e & > 0 a constante de monotonia de
A; entao

| K (o) — K(vo)la < eL(T_E]_ﬂﬂuo — vo|H-

Set > LT/(a + L) a contragio é estrita o que implica que K tem um dnico
ponto fixo. Mas se t = LT /(a + L) entao K ¢ uma contragio nao estrita; neste
caso se A, for também coercivo mostra-se como no caso onde A, era m.m coercivo
(Teorema 3.2)que K tem ponto fixo.

Mas, se Az nao for coercivo e se ndo houver qualquer hipétese que avalie a coer-
cividade de A; como em (3.4) sera possivel obter solugdes periddicas para ¥V ¥ € (0, 7))
ou mesmo para { = LT /(o + L) 7 Para responder essa pergunta, vamos analisar o

seguinte exemplo:

Exemplo 3.3: Seja H=IR, Aj =1, Ay = —I, f(t) =0set € [nT,nT +1)e
f)=k>0sete [nT+1(n+1)T). Set =T/2 e se u e v sao solugbes da equagéo
dada em (3.2), isto &, '

ug+u=10 t € (nT,nT +T1/2)
u—u==%kk>0 tG(nT-i—T/Q.},(n-I—l)T)

entao
|K (uo) — K(vo)|er = [u(T) — v(T)lm < |uo — voln
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mas u(T) = up + k(%772 — 1) > uy, para todo uo € R.

Assim, embora A seja uma contracdo, esse problema nao tem solucao 7T-
periddica quando 7 = T'/2.

Este exemplo nos faz pensar que (sem hipéteses do tipo (3.4)) se nao houver
alguma dissipagio de energia durante todo o intervalo (0, T) ndo serd possivel garan-
tir a existéncia de solugao T-periddica para todo t € (0,T), j& que para algum valor
critico ¢ a atuacido coerciva de A, durante (0,7) nio sera suficiente para neutralizar
o fornecimento de energia que a atuagio de A, esteja eventualmente causando.

Assim na proxima se¢do vamos sair deste caso extremo de trocas periodicas de
dissipagao e fornecimento de energia, para o caso onde ocorre dissipacdo e forneci-
mento de energia simultaneamente, com a condi¢do de que a dissipagido predomina

para grandes valores da norma da solucio.
4. Solucoes Periodicas de Problemas Perturbados

Nesta secdo iremos procurar solugdes periédicas para o problema
u; + A(t)u + B(t,u) 30 {(4.1)

onde A{t) = A;set € I;, B(t,)) = Bi(t,-)set € I;, 1 = 1,2, I = [0,%), I, =
£, T), A; : D(A;} € H — H sio operadores multivocos m.m coercivos e B; :
[0,T] x H — H sao operadores localmente lipschitzianos. Note que o Exemplo 3.3
pode ser reescrito nesta forma fazendose Ay = A, =1, B = 0e B, = -2 + k,
mas nés j4 vimos que este problema nio tem solugdo periddica quando ¢ = T'/2.
Assim o que vamos fazer a principio é definir um tipo de coercividade sobre A;

que supere o (eventnal) comportamento expansivo de B;.

Definicao: Um operador multivoco A : D{A) C H — H serd chamado de superli-

nearmente coercivo em H se existirem R, a, 0 > 0 tais que

(wyu)g > ajulft® para todo [u,w] € A tal que |ulg > R.

Note que esta nocao de coercividade permite que A 4+ B continue superlinear-

mente coercive quando B é um operador lipschitziano em H pois se L é sua constante
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de Lipschitz tem-se que se [u,w] € A entao
(w+ Bu,u)y > efu|g"? — Llully — (| Bvlg + Llvlg)|ula

onde v ¢ algum elemento de H. Assim se 0 < o < a e se R for suficientemente

grande teremos

(w+ Bu,u)y > oqul%? se |uly > R.

Exemplos:

Voltando ao Exemplo 1.3 vemos que se [z,y] € 3¢ entao

(y,2)n > &z) — p(u) + (y,u)y VYue H

Assim se 0 € D(¢) e se ¢(0) = 0 teremos

(y;z)y 2 o(x)  Viz,y] € 09

Portanto, se existirem R, o, « > 0 tais que ¢(z) > a|z|if?, quando = € D(¢) e

{z|g > R entdo d¢ sera também superlinearmente coercivo.

Logo, se tomarmos p > 2 nos Exemplos 1.6 & 1.11 estes serao superlinearmente
COErcivos.
De fato, no Exemplo 1.6, D(¢) = LP(Q) C L*(Q)} = H (inclusio continua) e

portanto existe ¢ > 0 tal que se u € D{4) entdo |ul|; £ clu|, e conseqiientemente
! 1
$u) = EM1D > — lul;.
O Exemplo 1.7 segue da mesma forma, j& que D(¢) = WypP(Q) C LYQ)

continuamente e ¢(u) = —|uff,

No Exemplo 1.8 D(¢) = W () e ¢(u /A |[Vu(z}|P)dz onde A(f)
t
/a(s]ds e a(s) > & > 0; logo, A(t") > 6t e, portanto, ¢(u) > &lul}, > ufh.
0
No Exemplo 1 9 também temos D(¢) = WoP(Q) com ¢(u) =
A
}"J|Ur|ri’,p [ ullyp, + ” A meP>p2>p 22 Assim, $(u} > §|U|p - —| ¥z

A
mas Wo* (Q) C Wo™(Q) C L*() continuamente. Logo se 0 < § < = e |ul for
P

suficientemente grande, teremos @(u) > &luls.
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No Exemplo 1.10 temos D{¢) = W'P(Q) e é(u) > clul} ,, para alguma cons-
tante ¢ > 0. _

No Exemplo 1.11 temos D(¢) = W1?() onde ¢(u) > MMHP

Por outro lado, se no Exemplo 1.4, K é um conjunto convexo e fechado tal que
0 € K ese ¢ éofuncional dado acima entdao 0 € KND¢ e portanto ¢x(0) = #(0) = 0.
E mais para todo £ € Dég = D¢ N K tal que {z,y] € O¢x teremos

(v,2)m 2 ox(z) = ¢(z) > ajzly

portanto ¢y também é superlinearmente coercivo. Assim, se construirmos o ope-
rador do Exemplo 1.4 & partir dos FExemplos 1.6 & 1.11, 8¢x associado a qualquer
destes exemplos serd superlinearmente coercivo desde que 0 € K.

Vamos entao supor que em (4.1) A;,¢ = 1, 2, sejam superlinearmente coercivos.
Note que, mesmo que a aplicagdo de Poincaré K associada a esta equacdo esteja
bem definida, ela s sera uma contracio se By = By =0 pois se L; > 0,1 = 1,2, séo

as constantes de Lipschitz associadas a B; teremos
LK (o) — K (vo)|sr < B2y — | .

Logo K serd apenas Lipschitziana e, portanto, nem a Proposigao 3.1 nem o
Teorema do Ponto Fixo de Banach sdo aplicaveis. Por isso vamos supor que A;, ¢ =
1,2, sejam também “regularizantes” o suficiente para que K seja nao so continua
mas completamente continua.

Na Proposicio 2.1: vimos que se A = 8¢ e f € L*0,T; H) as solugdes u de
u; + Au 3 f sao fortes e além disso u(t) € D(¢) se t > 0. Logo se D{¢) C X onde

X é um espaco de Banach compactamente imerso em H entdo K(D(d¢)) C X; e
se conjuntos limitados de D(8¢) forem levados, por K, a conjuntos limitades de X
entao K serd completamente continua. Vamos entdo estabelecer o seguinte resul-

tado:

Teorema 4.1: Sejam X espaco de Banuoch ¢ H espaco de Hilbert tais que X C H
compactamente. Sejam ¢; : H — IR funcionais converos, semicontinuos infert-

ormente e tais que D¢, = Ddo = D #£ ¢. Suponhamos também que eristam
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o, 05, A > 0 tais que:

(w,u)g > 01]u|‘;}+2 — X se [u,w] € O, (4.2)

0€D(¢) CX e ¢alu) > cnlugt — o (4.3)

Sejam B; : [0, x D — H, 1 =1,2, tais que

e~

Ju, €D para o qual t — Bi(t,u) %0,T; H) (4.4)

€
dg;i:R— R, satisfazendo g;(c) < “2(|o] 4+ 1) (4.5)

no | 3o

para algum 3; > 0 e 0 < vy; < oy, tais que
|Bi{t,u) — Bil(t,v)|an < gillulg + vlu)lu —vip ¥E€{0,T], Vu,veD. (46
Fntdo o problema

{ w+ A{t)u+ B(t,u) 30  t€(0,T) (4

u(0) = w(T)
tem uma solucdo forte, onde A(t) = Ai = 0¢; e B(t,-) = Bi(t,) set € I;, i = 1,2,
I-[ = [O,E) € IQ = E, T)

Além disso se t v B;(t,-), 1 = 1,2, forem T-periddicas a solugdo u de (4.7) também

serd,

Observagao: Dos exemplos dados anteriormente o Exemplo 1.6 (ou 1.4 quando
associado & 1.6) nao satisfaz a condicao D(¢) C X com X C L*(f) compactamente
pois D(4) = LP(Q?). Nos demais D{¢$) C WIP(Q) que estd compactamente imerso
em L*(Q)sep> 2.

Prova do Teorema 4.1:

Suponhamos, sem perda de generalidade que ¢,{0) = 0 e tomemos inicialmente
~;, dado em {4.5), nulo, isto é, Vu,v € D eVt € [0,T] tem-se

|B(t,v) — B(t,v)|lg < Gilu — viz.
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Assim, da Proposigao 2.3, segue que a aplicagao de Poincaré K : D — D, onde
K(uo) = u(T), estd bem definida e que K (D) C D{¢2), mais ainda K é lipschitziana

pois se u e v sao solucdes da equacio (4.1) entéo
(u —v)e + Alt)u ~ A(t)v + B(t,u) ~ B(t,v) 3 0.

Mas se multiplicarmos esta equagao por (u — v) e usarmos a monotonia dos A;’s

concluimos que para todo t € I; e 1 = 1, 2 tem-se:

;EU( t) — v(t)lf < (Bilt, u(t)) — Bilt, v(t), u(t) — v(t)u < Bilu(t) — v(®)lg-

Portanto,
|K (2(0)) — K (v(0))|m = [(T) — o(D)lgr < =T DNu(0) — v(0)] 4.

Agora, usando a coercividade superlinear dos A;’s vamos mostrar que 3 R > 0
tal que K : Bg(0) N D — Bg(0) N D onde Bx(0) é a bola fechada em H de centro
na origem e raio K.

Vamos designar por (F;) a equacio w; + Ai{u) + Bi(t,u) 20, t € [

Da hipétese sobre X concluimos que existe ¢ > 0 tal que |- |g < ¢|-|x. Assim,

se &y = oy, G = ap/c”?? e u € D(04;) entao
(Oi(u),u) g > GfulG™ — X, 1=1,2. (4.8)

Seja agora v uma solucao de (F), 7 = 1,2, tal que u(0) = ug; multiplicando-se

(P;) por u(t)/|u(t)|y temos que
d :
a|u(t)|,q + &lu(®)lg™ < |Bi(t,u{t) g+ A t€ I, (4.9)
Da desigualdade de Young temos que se ¢ > ( entdo

(0’,- + l)a < g%t 4 g

gi+l - gloi+1) fa; Ve>0

e das hipéteses (4.4) e (4.5) sobre B; temos que 3 f; € L*(0,T; H), : = 1,2, tais que

|Bi(t, u) |z < Bilulg + [fi(E)|a + A YueD.
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Logo usando estes dois 1ltimos fatos em (4.9) e escolhendo ¢ > 0 suficiente-

R |
mente pequeno para que f; = &g% — 8; > 0 teremos que
d -
Z () m + Bilu(t)]n < ilt)lm+di, tel; (4.10)
onde d; = —(u% + A;, ¢ = 1,2, Se multiplicarmos ambos os lados desta
glo fai

desigualdade por e® e integrarmos em I; e se denotarmos tog = 0, fg1 = ¢, toa =T

3 . ) . . -
e D; = — 4 |filpogme®oimi1), i = 1,2, concluimos que

lu(t)|g < exp(=B:{t — toi=1))|w(toi—1)|lg + Di, t € L, 1 =1,2,
Dy

1 — exp(—Bi(to; — toi-1))

W(Dla <R e |uld)lg<2R V tel0,T]

Assim se B > , t=1,2, e se |uglyg < R teremos que

e portanto K : D N Br(0) — D N Bgr(0). Vamos mostrar agora que K é também
completamente continua.

Da Proposigao 2.3: temos que u(t) € D{¢2) quando ¢ € (1,77, logo em parti-
cular K(D) C D(¢;) C X. Assim se K(D N Br(0)) for um conjunto limitado na
norma de X, da inclusio compacta de X em H concluiremos que K (DN Bx(0)) é um
conjunto relativamente compacto em H e portanto K| DB serd uma aplicagao
completamente continua.

Para obtermos a limitagio de K (D N Br(0)) em X notemos que se u é uma
solugao de (P;),(P;) tal que {u(0)|g < R entao da limitagio de B, e de v temos que
|Ba(t, ()} < 28R+ | fa(8)|m, t € Lo

Muitiplicando-se (P;) por (u¢) e usando-se a Proposicao 2.3 temos que

L] +balu(t) < QB+ O] Fult)

Modificando esta equacio temos que se t € I

2 d

)| )]+~ Déxtue)

< e-tamR s o) (0] +a(a0)

(t;f) )ir] + da(u(t)).

, se tel. (4.11)
H

(t—7)

<

(2822 + (o) + [ Su
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Assim, se integrarmos esta designaldade de ¢ a T onde ¢ > 1, concluimos que

(T = D6a(u(T)) < (4 = Dawlt)) + [ balul€))de + 8ERT — 17
+ 2T =B faffan (4.12)

Vamos estimar (t — t)@(u(t)) e /Tqﬁg(u(f))df quando ¢ — #; note que nés nao
sabemos se u(?) € D(¢,). t

Em primeiro lugar vejamos que, se [u,w] € 8¢,, entdo (w,u) > é,(u). Logo,
multiplicando-se (Fy) por u(t) e lembrando que |u(¢)|y < 2R para todo t € [0, T,

temos:

—_

%%Iu(t)%mg(u(t)) 2| Balt, u(®)) | + —1u(t)| (262}2-;— lfsz)er %Rz'

<1
=3

(]

Integrando esta desigualdade em [, tem-se:

f bolu(t))di < 2T — DRXABE + 1) + | foltey = C.

Com esta limitagao, conclui-se que existe nma seqiiéncia t, — ¢ tal que {(t, —
t)po{u(tn)) — 0 quando n — co pois, caso contrario, existiriam a e § positivos
tais que se t € (§,t +68) C (¢, T) entao (t — t)d2(u(t)) > @, e conseqiientemente,

T t+8
ﬁ $o(ult))dt > ﬁ t—agdt = 00, 0 que é uma contradicio.
; : -
Assim, se trocarmos ¢ por t, em (4.12) e fizermos n — oo teremos que
(T —D)da(ulT)) < C 4+ 8 RX(T — 1) + 2T = Dl foliem = Ru.
Mas ¢o(u(T)) > cplu(T)|E1? — Ag; logo, se [u(0)|y < R, entdo

K (u(0))x = [u(T)]x < (BT — 1) 'ag Y2 4 1,

Portanto K : DN Bgr(0) — DN Br(0) é completamente continua. Logo, do teorema
do ponto fixo de Schauder, concluimos que K tem um ponto fixo, o que mostra a
existéncia de solugéo para (4.7). Se t — B(¢,-) for T-periddica, da unicidade de

solucoes dada pela Proposicao 2.1, segue que u também sera T-periddica.

Vejamos agora o caso onde «; dado em (4.5) € tal que 0 < 4; < o;. Temos entao

ae |Bi(t. )= Bift,v)s < ailus + oli)u — vl onde gi(0) < S(lof +1). Logo
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da desigualdade de Young, segue que existem constantes 3;; > 0e 0 < fi2 < &
tais que

|Bilt, w)lmr < 1fi(®)lar + Bia + Bialul ™,
onde f; € L*(0,T; H).

Assim como na primeira etapa da demonstra¢io deste teorema, concluimos
através de estimativas a priori, que existem R > 0 e K(R) > 0 tais que, se |uslg < R
e se u é solucao de (4.1) tal que u{0) = uy entdo |u(t)|g £ K(R) paraV t € [0,T]
e |[u(T)|g < R.

Agora note que se definirmos C;(t, u) = B;(t, Pu),onde P : H — B_K{R)—([ﬁ CH
é a projecao de H sobre a bola m, entio C; sera globalmente lipschitziana
em H, uniformemente em [0,7], j4 que P é globalmente lipschitziana e limitada.

Assim, pela parte anterior, o problema

{ u, + A()u + C(t,u) 30

u(0) = u(T)
com C(t,-) = Ci(t,") se t € I;, admite solugao u tal que |u(t)ly < K(R), Yt € [0,T].
Mas By(t,-) = Ci(t,") logo u é também solugéo de
Brr) () Brr)(0)
u+ A(t)u + B(t,u) 30
u(0) = u(T)
e a demonstracdo estd concluida. =

Observagao: Se v; = g; entdo segue das hipdteses sobre B;(t,u) e de desigualdade
de Young que para todo ¢ > 0
fgi 50—‘-+] ai+1 oy 1
Bt ler < 5 (14 0ty + (2 ) s + VB Ol

Usando esta desigualdade em (4.9) vemos que como £ > 0 é arbitrdrio se

B;, © = 1,2, forem suficientemente pequenos entio vai existir £ > 0 tal que se
|4{0)|z < R entdo [u(T)g < Re |u(t)|ly <k(R)Vie(0,T]
Assim o problema (4.7) também admite solugio quando ¢; (dado em (4.3})) é

igual a v; (dado em 4.5) e B; (dado em (4.5)) é suficientemente pequeno, ¢ = 1,2.

Teorema 4.2: Se no teorema anterior as hipoteses (4.2) ¢ (4.4) forem substituidas

respectivamente por:
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1) existe By > 0 tal que para todo [u,w] € 3¢, tal que |u|g > Ry tem-se

(w,u)g 2 oalulf" = N

i) existe By > 0 tal que se u € D(¢2) e |u|lg > R, entdo
$a(u) > colul™ — X
e além disso 0 € D(¢3) C X,
i) ezistem u; € D, 1 =1,2, tais que

t— Bi(t,u;) € L=(0,T: H),

e se as demais hipoteses do Teoreme (4.1) permanecerem as mesmas, entdo (4.7)

terd uma solugdo forte.

Prova: Como no Teorema (4.1) suponhamos ¢,(0) = 0, sem perda de generalidade,
tomemos inicialmente vy = 0. Também como no Teorema (4.1), a aplicacdo de
Poincaré K : D — D, K{uq) = u(T) estd bem definida e € continua.

Tomemos inicialmente R > {R),cR,}, onde ¢ é tal que |- |g < ¢|-|x. Suponha-
mos que u é uma solucdo de u; + A(t)u+ B(t,u) 3 0 tal que |u(0)|y < R e que existe
(to,¢1) um intervalo maximal em (0,7") tal que |u(#)|g > R para todo t € (¢o,1)).
Note que como o intervalo € maximal temos |u(¢y)|g = R.

Multiplicando-se (P;) por u(t)/|u(t)|g, concluimos que

F < Bilu)g +Ci se t€(fo,t)NI

d .
St + dlu(t)

onde C; = sup {|B;(t,u:)|y + Bilwilu} e u; é dado em (iii), &1 = 01 € &2 = f21.
t€[0,7] o c72t
Logo, pela desigualdade de Young, existem g;, C; > 0 tais que

d - A
Zlu®l + Blu@)FT < Co, 1€ (to, ) NI

Mas, se observarmos a fungio real h(z)

= (; — Biz®t!| vemos que, se T; =

T£Eh(§)>05e0<§<n.
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Logo por Hale [6], Capitulo 1, Lema 6.1 segue que se R > 7; e |u(to)|g < R entdo
lu(t)|g < B em (to, 1)-
Assim, se tomarmos R = max{r, 72, F1,cRz} concluimos que [u(t)|g < R para

todo intervalo [0, 7] e portanto K : D N Bg(0) — K N Br(0).

O resto da demonstracao segue como no teorema anterior. O

Se analisarmos a demonstracio destes teoremas notaremos que o fato de A
ser 0 subdiferencial de um funcional ¢,, foi usado simplesmente para garantir que
a aplicacdo de Poincaré K estava bem definida e que a solugao seria forte. O que
enunciaremos a seguir é um resultado onde A, é simplesmente m.m e superlinear-

mente coercivo mas B; é “mais regular” que anteriormente.

Teorema 4.3: Suponhamos A, = 8¢; e By(t,-) como no Teorema (4.1) (respecti-
vamente 4.2) e suponhamos A; m.m e superlinearmente coercivo tal que para cons-
tantes oy, a; > 0 e By = 0 (respectivamenie Ry > 0) tenhamos (w,u)g > oy |u|}}‘+2
quando [u,w] € Ay e |ulg > R,. Suponhamos finalmente que se t1,t; € [0,T] e
u,v € D = D(A)) = D(Az) entio |By(t1, u) — Bi(t2,0)|g < Lilt; — 2] + eu{|ufm +

[vlg)|u — vig onde g1 € como no Teorema 4.1 (respectivamente 4.2). Entdo o pro-

blema (4.7) com § # T associado a esses novos operadores A; e Bi(t,u}, i = 1,2

tem uma solug¢do fraca.

Prova: A demonstracao desses fatos segue basticamente como nos Teoremas 4.1
e 4.2. A diferenca estd no fato de se usar as Proposicées 2.2 (e a observacdo sub-
sequente a esta) juntamente com a Proposicao 2.3 para se garantir que a aplicagdo

de Poincaré associada a este problema esteja bem definida. O

No proximo capitulo continuaremos a estudar o problema (4.7) sé que para

uma classe mais geral de perturbagbes B(¢, ).
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Capitulo 2
Perturbacoes Superlineares

Comecemos observando que se chamarmos H = Lz(Q) e tivermos s > 1, entdo
o operador de Nemytskii associado & fungao g(c) = o°
N,o LHQ) — LY
u - u’
nao estd definido sobre todo L*(f2), e tio pouco pertence a classe dos operadores
localmente lipschitzianos do L?(£2). Assim os resultados do capitulo anterior nao
podem ser aplicados a perturbacdes desse tipo.

Com o propésito de aumentar a classe de perturbagées que permite que o
problema (4.7) do capitulo 1 admita solugao, neste capitulo passaremos a estudar o
caso especifico dado por:

wy(t, ) — Apult,z) = my(thg (u(t,z)) + li(t,z) , telheze
u(t, ) — Apult,z) = ma(t)ga(ult,z)) + ho(t,z) , telhez e
u(t, )]on = 0 e [o,T]
u(0,z) = u(T, z) ., x€Q

(0.1)

onde Iy = [0,%), I, =[t,T) e p; > 2 se 4 = 1,2. Mais tarde veremos que muitos dos
resultados que serdo obtidos para (0.1) serdo validos para uma classe de operadores
mondtonos (& qual —A,, com p > 2, pertence) definidos sobre um espago de Banach
reflexivo.

Mas, antes de abordar qualquer problema, vamos listar alguns fatos que serio

usados no decorrer deste capitulo,
1. Preliminares

Sejam V um espago de Banach reflexivo, ¥V’ seu dual topoldgico e H um espago
de Hilbert. Vamos denotar por |- |y, |- |v e |- |n suas respectivas normas e por
(-, v v a dualidade entre V' e V (o indice v',v sera omitido quando estiver claro

quais 0s espagos em questdo). Vamos supor que

VcHcV
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e que estas inclusdes sejam continuas e densas.
A partir destes espagos construiremos outros espacos de Banach de fungées com
valores vetoriais. Assim, sejam p, 7’ tais que 1 < p,p’ < oo e — 4 — = 1; definimos

P p
entao

T
L20,T;V) = {u: (0,T) — v;fo u(t)Bdt < 00)
T
onde |u|pey = [/ lu(t)[-d¢]/? denota sua norma, e também
0
Y0, T; V') = (I*(0,T; V)Y = dual topolégico de  LP(0,T; V),
T ' ,
onde ||y, = [/ |u(£)|5.dt]/?' | e ainda
0

W = {w e LP(0,T;V); we € L7 (0,T; V)},

dw _
di

!

Onde !'UJ|W = |T.U|LpV “‘i‘ |wt|Lpr; cu = .

De acordo com Lions [10], paginas 156 e 321 temos que
W c C([0,T]; H), (1.1)

onde este ltimo espacgo representa a classe das fung¢des continuas com dominio em
[0,T) e imagem em H. Mais ainda, para todo u e v em W, tem-se:

T

[ @), oy + 00, w@vevdt = @), 0(T)a — @(0),00)n  (12)

(vale lembrar que, como V,V’ ¢ H se relacionam, temos de resultados cldssicos de
Anélise Funcional que, se u € H e v € V entdo (u,v)g = (u,v)y v.

Um resultado muito 1til que relaciona espacos similares a W com L?(0,T; V)

é o Critério de Compacidade de Aubin-Lions que sera lembrado no lema abaixo:

Lema 1.1: Sejam X,Y, Z espagos de Banach onde X e Z sdo reflexivos, X C Y C
7 continugmente e X C Y compactamente. Entgo se 1 < p< oo el < ¢ < o0

temos a sequinte inclusao compactn:

W = {we LP(0,T; X); w, € LY0,T;Z)} Cc L*(0,T;Y).
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Prova: Veja Lions [10], pagina 58, Teorema 5.1 quando 1 < p,q < oc € veja Strauss
[14) quando 1 £ p<ooel <g<co. O
Com este lema fica claro que se 1 < p < oo € se V ¢ H compactamente entao
W C L*(0,T;V), compactamente.

No decorrer deste (e do proximo) capitulo, {2 representara uma regido aberta,
limitada e suficientemente regular do Y. Para todo 1 < p < oo teremos os

seguintes espagos usuals € suas respectivas normas:

D) el =[] fule) s
WarQ) . lul, = ([ [Vu(a)Pda]
W—l,p'(ﬂ) " |wl—1,p’= sup (wau)w—l.p’,wé""
uewy P(a)
Iu}y p=t

Qutro resultado que nos serd muito 1til trata da continuidade e limitagédo dos

operadores de Nemytskii:

Lema 1.2: Seja ¢ uma funcgdo real e continua tal que para algum a > 0 e s 2 0
tenha-se |g(o)| < allol®+1), ¥ o € R. Frtdo o operador de Nemytskii associado a
g, definido sobre L?(0,T; L(2}) e dado por

Ng(u)(tvm) = g(u(tax)):
N, : IP(0,T; L)) —  LP*(0,T; LY*(Q))

¢ continuo, limitado e satisfaz
Ny perepare < alluliopq + |Q7°T*7) (1.3)

Prova: Seja u, — u em LP(0,T;L7(Q)). Entdo qualquer subseqiiéncia desta
admite uma outra, que denotaremos por u;, tal que u;(t,z} — u(t,z) para quase
todo t € (0,7) ¢ z € ©. Da continuidade de g conclui-se que para quase todo
t€(0,T) ez € tem-se g(u;(t, z)) — g(u(i,m]). Mas da hipétese de limitacdo de
g concluimos que

l9(u;(t, )] < allus(t,2)l" +1),
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assim do Teorema da Convergéncia de Lebesgue teremos que
Ny(us) = Ny(u) em  LP/°(0,T; L7*()).
Logo segue de um resultado standard de Espagos Métricos que
Ny(un) — No(u)

e que portanto N, é continua. A prova de (1.3) segue diretamente da limitagio da
g. O

Consideremos agora o seguinte funcional

é: WyP(Q) — R,

1
u oo =uly
p

1,p1

onde p > 2. Usando-se o Teorema da Convergéncia de Lebesgue e o fato de que a
fungao real f{t) = [t|? é de classe C'{IR) com f'(¢) = plt|P~?, fica ficil mostrar que
é € CH{W,?(R)) e que para todo u e v em Wy P() tem-se:

(#(u), v) = ]Q IVu(z)]P~? < Vu(z), Vo(z) > da.

Mas,
div({VulP~2Vu) € L*(Q}), segue do Teorema da Divergéncia que

observando-se que wu se “anula” na fronteira e impondo-se que

(¢/(w),v) = — [ div(|Vu(@)F*Vu(@))o(z)de = —(Ay(), v)raqa)-

Assim, ¢ representa a forma variacional do operador p-Laplaceano com condicao de

Dirichlet quando definido no L%*(§), ie.,

—Ay(u) = —div(|Vul[f7?Vu),
D(-A,) = fu € WD) Ay e L)),

Por isso, de agora em diante, passaremos a denotar ¢’ por —A,. Este operador

verifica as seguintes propriedades:

—A, : WP () - WL (Q)
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i) Monotonia forte: Existe o > 0 tal que para todo u,v € W, () tem-se:

(—Apu) — (—Apw),u—v) = alu—v], (1.4)

ii) Hemicontinuidade: Para todo A € R e u,v,w € Wy?() a aplicacio abaixo é

continua:

A (—A(u + Aw), v) (1.5)
iii) Coercividade: Para todo u € Wy *(Q) tem-se:

(~Apu,u) 2 Julf, (16)

iv) Limitagdo: Para todo u € Wy?(f) tem-se:

|- Agulor, < ulfh (1.7)

Prova: As propriedades (1.6) e (1.7) seguem trivialmente da defini¢io de —A,.
(1.5) segue do fato de —A, = ¢’ onde ¢ € C(WyP(Q)). Finalmente (1.4) é con-

seqiiéncia do seguinte lema:

Lema 1.3: Seja A: Q x IR x RY — RV satisfazendo:
a) Az, p,n) = (a;(z, 1, 7)) onde a; € CO(Q x R x R¥NYNCHQ x R x BY\ {0})
b} a;(z,u,0) =0
¢) (Condigao de Elipiicidade): Existem p-e ~ positivos tais que

% %(m )& 2 AnlP2 el
= 87}3 y My by 2
onde = (£1,...,6n) € RY en=(m,...,qn) € BV \ {0}
Entdo se p > 2 en,n’ € RN\ {0} teremos que

Z(aj‘(x: Hy '-'?) - Gj(xnu'a 7?’))("?} - ??;) > 7(%);’_2'” - "?flp‘

i=1

Prova do Lema 1.3: Veja Tolksdorff [15], Segdo 2, Lema 1.
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Assim, podemos completar a prova da propriedade 1) acima do seguinte modo:
definindo
aj(z,p,m) = P2y, 5=1,...,N,

verifica-se facilmente que as hipéteses do Lema 1.3 sdo satisfeitas e portanto con-

cluimos (1.4). O
Outro fato que sera exaustivamente usado € a chamada Desigualdade de Young:

1 1
Dados a,b >0 el < p,p < oo tais que — + ; = 1 entdo € vdlida a seguinte
p

desiqualdade: | .
a.b< —a® + —rbpr.
p P
Uma conseqliéncia imediata deste foto € que para todo € > 0 temos
1 ]
a.b < —.ePa” + -
p p'e?

2. Solucoes Periddicas de Problemas nao Perturbados com
Mudangas Abruptas no Tempo

Para que possamos investigar a existéncia de solugdes do Problema (0.1), pre-

cisaremos redefinir os conceitos de solugdo fraca e solugdo forte.
Assim sejam p > 2, f € L7 (0,T; W= (Q)) e uo € LYQ).

Definicio: Diremos que u € C([ty,t1]; L*(£2)) é uma solucdo fraca do problema de

{ us — Apu = f 2.1)

‘U;(to) = Up

Cauchy:

quando u € W = {w € LP(to,t1, WoP(0)); w: € L7 (ta, t, W17 ()}, ulta) = ug e
u satisfaz (2.1} em L (tg, t1; WL ().
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Por outro lado, se f € L*(to,ty; L3(Q)), entdo u serd uma solucdo forte de (2.1)
quando u ¢ solucao fraca de (2.1), u, € L%(to,t1,L%(Q)) e (2.1) é satisfeita em
Lz(t[), t], LQ(Q))

Com base nesta definicdo, se tomarmos
Il = [Oaf)a IQ - [fﬂT)a

pe > 2, fi € LI, W_l’pi[ﬂ)) ei = 1,2, entao u € C([0,T]; L*(©)) serd uma

solucdo fracu (forte) de

U — Apl (U) = fl , LE I,
Uy — Apg(u) = f2 7 t E I?J (22]
u(0) = ug,

se u; = uly, for solucdo fraca (forte) de

{(Ui)t—Am(ui)=ﬁ , tely (2.3)

ui(ta;) = o, ,

onde to; =0, toy = I, g1 = ug € ugy = uy ().

Para obtermeos a existéncia de solug¢des para (0.1}, serd necessirio buscar algu-

mas propriedades do Operador Solugio associado ao problema
w—A,u=f , tel,
uw—Aju=Ff , tel, (2.4)
w(0) = u(T).

(Note que no Capitulo 1 foi mostrado que se f; € L'(L;, L*(f1)), i = 1,2, entéo
(2.4) admite solugao).

De acordo com Lions [10], Capitulo 2, Se¢ao 1, Teorema 1.2, usando-se o
Método de Faedo-Galerkin, podemos mostrar que para cada uy; € L*(f) existe
uma tUnica u; solugdo fraca de (2.3), (ndo repetiremos a demonstragio deste fato
pois no préoximo capitulo este mesmo método serd usado para mostrar a existéncia
de solugées de um problema mais complexo). Porém, a prova da unicidade seré aqui
dada pois dela obteremos também a continuidade das solugdes de (2.3) com respeito
as condigdes 1niciais e como conseqiiéncia a continuidade da aplicacao de Poincaré

associada a (2.3).
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Assim sejam u e v solugdes de (2.2) tais que u; = u|f, € v; = v|}, sdo soluges
de (2.3) com condigoes iniciais respectivamente dadas por u(te;) = ug; e v{te;) =

voi, ¢t = 1,2. Entdo, para quase todo t € [;, tem-se:
(uit) — vi(t))e — Dp(wi(t)) + Api(vi(t)) = 0. (2.5)

Logo, se multiplicarmos esta equagao por (u;(¢) — vi(f)}, com a ajuda de (1.2)

e da monotonia de —A,,, conciuimos que para todo t € I; ez = 1,2 vale:
[ui(t) — i)z — uiltos) — viltos)]z < 0.
Assim, para todo ¢ € {0,T] temos que
|u(t) — v(t)]2 < |uor — voal2 = [u{0) — v(0})]s.

Isto €, vale que {u ~ vl (o 112200y < (w(0) — v(0)]s.

Note que em particular tem-se
[u(T) — v(T')|2 < |u(0) — v(0)l2.

De modo que se K : L*)) — L*{) representa a aplicacdo de Poincaré,
assoclada ao problema de Cauchy (2.3), tal que K (u(0)) = »(T), entdo K é uma
contragio (ndo necessariamente estrita). Mas de acordo com o teorema do Ponto
Fixo, dado na Proposi¢io (3.1) do Capitulo 1, se mostrarmos que existe B > 0 tal

que K(Bg(0)) C Bgr(0), onde Bg(0) é a bola fechada de centro na origem e raio

R, entdo K tera um ponto fixo pois para todo n € IV e uy, € Bg(0) teremos que
K"(ug) € E;fﬂ_). Mostremos entao a existéncia de tal R.

Tomemos u a solugao tnica do problema (2.3). Entéo para quase todo t €
I;, i1 =1,2 temos:

ue(t) — Apu(t) = fi(t).

Multiplicando-se esta equagdo por u(t) (onde o termo multiplicacdo sera também
usado, no decorrer deste trabalho, para denotar o produto dualidade entre quaisquer
espacos de Banach e seus respectivos duais tppoldgicos) e usando a coercividade de

—A,, obtemos
LE 08+ w0, < (F(0)u() < 0] -1pt (O} 150
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Logo segue da desigualdade de Young que se t € I; entéo

zdtlu&)lz 1()1p < m( i (2.6)

Mas pi > 2 e portanto Wy (Q) C L*(Q) continuamente, isto é, existe ¢; > 0
tal que para todo u € Wy ™(£1) tem-se:

|| < ciluly,, onde i=1,2.

Além disso, para todo numero real z > 0, segue da Desigualdade de Young
que:
2 -
22 < 2P+ ——-E
D P
Assim, voltando a {2.6), concluimos que se t € I; e t = 1,2 entdo
id — p! p‘ — ‘2
=2t u(t
Multiplicando-se {produto usual) esta equagdo por exp{t(p; — 1)/2¢°) e

integrando-se sobre I; concluimos que

- - -2
w(T) < exp(—(T — D)(p2 — 1)/ u(®) + —Ifz NPT
e
(D) < exp(~T(ps — 1)/ u(0) + pll = 1f1|;1,,1 i
Logo, se

) _ AT -1 (Pi =217 L 20 )}
R > max{ (1 = expl—{E = /T (BSR4 1A )

onde |I}| = te|L] = T — 1, ese [u(0)|z £ R entdo |K(uo)l = |[u{T)l: £ R.
Concluimos que K tem um ponto fixe. Mostremos que ele é nnico.

Suponhamos entdo que ug e vy sdo dois pontos fixos de K e que u e v sejam as
respectivas solugdes de (2.3) tais que u(0) = ug e v(0) = vy. Logo para quase todo

tel;, 1=1,2, tem-se:

{ (ue(t) — vd(t)) — (Apu(t) — Ap(t)) =0
u(0) — v(0) = u(T) — v(T).
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Multiplicando-se esta equacao por {u(t) — v(t)), usando-se (1.2) e a monotonia

de —A,,, conclui-se que:
5 7 |ul®) — o) + aslu(t) —v()[f, <0, i=1,2

Integrando-se esta designaldade em I;, somando-se as expressdes resultantes

em ¢ = 1,2 e usando-se o fato de que u(0) e v(0) sdo pontos fixos de K tem-se:

. — ge|P <
_Z atiu U|Lp.'W01.P|' — 07
1=1,2

logo u = v.
A partir destes fatos, concluimos que para cada par |[fi,f:] €
LA (I WP Q) x LP2(I; W—1P:(Q))) existe uma tinica solugio u de (2.4).

Observagdo: Em Lions [10], pagina 236, podemos encontrar um feorema mais
geral que implica a existéncia de solugdo do problema w; — Au = f tal que
w(0) = w(T),p > 2e f € LP(0,T;W-12(Q)). Porém, o tipo de demonstracio
que apresentamos aproveita melhor as propriedades do p-Laplaceano e por isso €

mais simples.

O que faremos a seguir sera definir o Operador Solugdo associado ao Problema
(2.4) e mostrar que ele satisfaz certas propriedades que serdo de fundamental im-
portancia para se concluir a existéncia de solucdes do problema perturbado. Mas

antes vamos especificar as seguintes notagoes:

L: = LP(I; Wa ™ (),
L = LP(1; W),
Vi= L (15 L7 (),

W; ={w ¢ L;w € L},

onde ¢ = 1,2; lembramos que de acordo com o Critério de Aubin-Lions, dado no

Lema 1.1 segue que:
' W, C Y;, compactamente.
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Assim, como para cada [fy, ol € Iy x Ly 3 'utal que u|, =u; € Wy e, é

solucio de
{ (u;)t - Ap‘.(ui) = fi 1= 1,2,
Ui(o) = Uz(T); Ul(f) = Uz(g)

e como W; C Y; continuamente entao podemos definir o Operador Solucao 5 asso-

ciado a (2.4) por

St Lix Ly = YixY;

[fIafZ] - [ula 'Urz] (2'7)

Proposigio 2.1: S ¢ completamente continuo. Além disso existem constantes

positivas C e Cy tais que se S{f1, fo] = [ur,uz] e S[h1, k2] = [v1, v2] entdo:

O ) !
Z —“- U; — Ufl?.- S Z C,‘|fg - hﬁlf{‘: (28)
=12 £t =12
O ) !
> S < ¥ Gl (2.9
i=1,2 £ i=1,2
d P\ /% " o1\ 177! _
o<W+ (B) T (ClAf ) T pe =12 (210

Corolario 2.2: Se em (2.4) tivermos t = T, isto €, se ndo houver troca de opera-

dores, entdo

N I
5 ﬁl — h serd completamente continuo e:
1 U

a1 1 P;

p_1|u“U|L1 = Cl|f—h1y1= (2.11)
(241 d

o el < Gl (2.12)
d e

9 e (2) i "

|&uq_( +a(2) )il (2.13)

Prova: Imediata a partir da Proposicio 2.1.
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Prova da Proposicao 2.1: Subtraindo-se as correspondentes equagoes & u; € v;
obtemos

(; — ik — (Dpus — Apvi) = filt) — hi(t), 1=1,2,
onde u3(0) — v1(0) = wa(T) — vo(T) € u1(t) — v1(#) = uy(t) — v2(?); multiplicando-
se a equacio acima por (u;{t) — vi(f)), usando (1.2), a monotonia de —A,, e a
desigualdade de Young concluimos que, para ¥V ¢; > 0, tem-se:

1 d 2 Efi Pi ]' P‘:
Ed—t|ue(ﬂ —vt)] + (aé - E‘) |ui(t) ~ vi(t)|Tp; < E?:—,p{|ft‘(f) = hi(@®)[Z 4

Integrando-se esta desigualdade em I;, onde : = 1,2, obtemos

f

1 2 _ _ 2 532 pa 1 v}
;{ up(T) — va(T)} —(ua(t) — vaf?) } + (sz - —) uz —vy| < ——|fa— ke

4 2 2 PZ Lo 5221)1'2 L’Q
1 - _ 2 2 e Pi 1 Pl
—{ ul(t) — Ul(t) —_ UI(O) — ’U](U) } + (O!l - _) U — Wy S 7 fl — h] .
2 2 2 P1 Iy gllp‘; L]

Somando-se estas duas expressoes concluimos que

=P 1 '
hd ] 2
Z(Oﬂe— }; )|Ur£—U£g}_,‘- <3 i f|f£*—he|L:

i=1,2 d =12 &' Py

assim escolhendo-se &; = (a;(p; — 1))/?' obtemos (2.8).

Lembrando que 5[0,0] = [0,0], (2.9) passa a ser conseqiiéncia imediata de (2.8).
E finalmente, para se obter (2.10), veja que de (2.3) e de (1.7) concluimos que se
i € I; entao

[(we(B) -y < |FiB)|-1p + [T
conseqilentemente
(el < filey + lalz 7,

logo usando (2.9) nesta desigualdade obtemos (2.10).

Provadas as desigualdades (2.8) a (2.10) concluimos que § : L] x Ly —
Ly x Ly C Y, x Yz é um operador continuo. Além disso de (2.9) e (2.10) segue que
todo conjunto limitado B de Li x L} é levado a um conjunto limitado de W; x W,
através da §. Portanto S(B) ¢ relativamente compacto em Y] x Y, e portanto S

definido em (2.7) é completamente continuo. 0O
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Observacao 2.3: Note que se restringirmos o operador 5 tomando-o em:
S: LI LA() x LA I L) C Ly x L, — Yix Y,
[f1, fal = [ug, ug)

entao S continuard sendo completamente continuo e além disso as desigualdades

(2.14)

(2.8), (2.9) e (2.10) serdo vélidas colocando-se | f;|r2z2 no lugar de |f;|;, paraz = 1, 2.

Uma vez estabelecidos estes resultados, estamos prontos para provar nosso pri-

meiro resultado importante relativo ao Problema (0.1).

3. Solugoes Periddicas de Problemas Perturbados com Mu-
dancas Abruptas no Tempo

Teorema 3.1: Sejam p; = 2, h; € L}, m; € L™(1;) e g; uma funcdo real continua

tal que para todo ¢ € IR e para determinados a; e s; satisfazendo a; > 0 e 0 < 5; <

p; — 1 tenhamos:

l9:(o)| < ail|o]* +1). (3.1)
Entao o problema
wlt,) = A (u(t,2) = T Oa(ulty2)) + Ba(t,7) Jt€ L, zEQ,
w(t, ) — Ay (ult, ) = ma(t)ga(u(t, z) + het, z) Lt € I, T €, (3.2)
U»(t;')iasz =0 3t € (O:T)u ’
u(0,z) = u(T, z) , r €Q,

tem uma solugdo fraca.

Prova: Seja Ny o operador de Nemytskii associado a fungio H;(u,z,t,A) =
A(m;(t)g:(u) + ki(t,z)), onde A € [0,1] e Ny, (A, u)(t,z) = Hi(u(t,x),¢, 2, A). Entdo,
sob as hipdteses do teorema segue que

Nu =Ny X N, : [0, xYixYy — Ljx L
(A; [ee1, ua]) —  [Ama(t)gr (1) + k1), AM(ma(t)ga(uz) + h2)]

é continuo e limitado. De fato, das condigoes impostas sobre g; € do Lema 1.2 segue
que o operador de Nemytskii associado a g, Ny, : Y; — LP/*(I; LP/*((1)), é um

operador continuo, limitado e satisfaz

INQ-‘(”NLPUS.'LPUS.' < G,‘ﬂul;f‘_ + (|Q| . |[‘.l)8=‘fp.').
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Mas & » P
84 Pi — ]-
quando visto como

= pi. Logo N, é também um operador limitado e continuo

N,

5t Y — L,
e além disso existem novas constantes, que denotaremos ainda por a; > 0, ¢ = 1,2,
tals que
| N (w)lzy < a(fuly; +1).
Assim, do fato de A € [0,1] e de m; € L*([;), € facil ver que Ny, é continuo e

que
[Na{u)lzy < Alag(fuly, +1) + A zg]- (3.3)

Logo a composi¢io

SoNpg: [0,1]xYixY; — Y;xYs,

1
(X {ug, u2)) = [v, v (3.4)

onde vy e vy 830 solugdes de

(v1)e = Api(v1) = N (A, 11),
A‘Pz(v?) = j_\'er()\? U_z),
va(T); na(t) = vl?),

é um operador completamente continuo. Se mostrarmos que S5 o Ng(A;-) tem um
ponto fixo entao teremos provado o teorema. Para demonstrar a existéncia desse
ponto fixo vamos usar a Teoria do Grau Topolégico de Leray-Schauder (veja Deim-
ling [4], Capitulo 2, Secio 8).

Primeiramente suponhamos que {uq, %3] € um ponto fixo de S o Ny(A, ), para
algum A € [0,1]. Entdo este par satisfaz

(ui)e — By (ws) = Ng;(A,ui), onde 7=1,2,
() { u1(0) = uy(T); ul(f?: us (7).

Segue de {2.9) que

Z%hﬂ > CY N, (w)F,

i=1,2 Fi i=1,2

e de (3.3) e do fato de A € [0,1] que
> il < 3 Cilad(lesl + 1) + Al (3.5)

i=1 2 1=1,2
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Vamos mostrar, por contradicdo, que exite B > 0 tal que se [uy, uy] satisfaz
(Py) entdo |uily, < R, para todo A € [0,1] ei =1,2.

Suponhamos entdo que nao existe tal R, ou seja, para cadan € IN 3 A, € [0,1]
e [Us n, U2, sOlucdo de (Py,) tal que [u;,|y, > n para algum : € {1, 2}.

Dividindo-se (3.5) por (|“ut1'1,,,|plﬂ1 + |u M|p2 ) e lembrando que 0 < s; < p; — 1,

vemos que para n grande existe um numero k > 0 tal que

o i ]¥,

1=1.2 Pi |u1 nlplsl +| 2nlp232 -

(3.6)

Assim se [ty .|y, — 00, quando n — oo, e |ug,|y, for limitado teremos

|U1ﬂ?;% _ ]_

|ul n|Y1 +| 2n|52pq | 1n|51P1—p1+| 2ﬂ|32p2|u1,n|1_ff

— 00, quando 71— 00,

pois s1p; —p1 < 0 o que contradiz (3.6). Da mesma forma se supusermos que [uy |y,
é limitado e que |uy,|y, — oo também chegamos a uma contradicdo. Suponhamos
entdo que para ¢t = 1,2 |u;nly, — oo quando n — oo. Se existir v > 0 tal que para

n suficientemente grande tenhamos

entao

|u1 n|Y1 <7 lfpllu |52P2;"P1.

Isto implica que

Pl e
| 1*”‘ =pi81/m s2p551P1/P1—P2
| p2 S ¥ i iu'.Z,nl 2 1 -
Uzn ¥

— Dbz

¢ Pia [Upnly.” — 0 e entdo

Mas s1p1/p1 < 1 e saph — p2 < 0, e assim jug,

[uQ 'nl{,’i

|u1.n +i 2nl

pg 3z

quando n — oo, o que novamente constitui uma contradicao a (3.6). Portanto,
J R > 0 tal que se A € [0,1] e [uy,u;] é solucdo de (Py) e para 1 = 1,2 tem-se
v <R

|u;

39



Assim se tomarmos R > R entio nio existe [u1, %3] € Y7 X ¥ solugdo de
{(I—SoNg)(A; [ug, ug]) = [0,0] tal que |u;ly; = R; além disso lembremos que So Ny

é operador completamente continuo. Assim podemos tomar

o grau topologico de I—SoNg (A, -), na bola By (0), com relagdo a [0, 0], e este niimero
nao depende de ) j4 que o grau é invariante por homotopias. Mas calculando-se o

grau quando A = 0 concluimos que
d(I —So -NH(U? )aBR(U)a [01 O]) =1

ja. que S o Ny(0;{ui,ual) = [0,0] e d(I,B4(0),[0,0]}) = 1. Portanto d{I —
S o Ng(A,-), Bg(0),]0,0]) = 1 para todo A € [0,1] e em particular para A =
1. Logo S o Ng{l;:) tem um ponto fixo e portanto (3.2) tem uma solucio

fraca. 0O

Observagao 3.2: Segue, como casos particulares da demonstragio anterior, que

os problemas abaixo tém solugdo:

) { ur — Apu=my ()i (u) + by (¢,-), t€(0,7T]
u(0) = u(T)

onde pi, m1, g1 € hy sa0 como anteriormente e £ = T':

wp — Ayu = m(t)g(t,u) + h(t,), te€l0,T]
®) { u(0) = u(T)

ep=p=p 22, meL=0,T), he I¥(0,T; W17 () e

_ i) se te]
glt,u) = { g(u) se tel,

COIm ¢ € g2 como anteriormente.

Com pequenas adaptacdes ao que fizemos anteriormente, podemos mostrar o

seguinte resultado abstrato:
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Teorema 3.3: Sejam V. um espaco de Banach reflexivo separdvel, V! seu dual
topolégico ¢ H um espago de Hilbert tais que V, C H C V!, com inclusdes continuas

e densas e 1 = 1,2. Seja também

A Vi = V!

T

um operador satisfazendo as segquintes propriedades:

(i) Monotonia forte: Para todo u,v € V; existem p; > 2 e a; > 0 tais que
(Agu — Aw, U — U)V‘-',V}- 2 oz,-|u — v I{}i‘,

(ii) Hemicontinuidade: Para todo u,v,w € V; fizos, ¢ A € IR a aplicacdo abaizo ¢

conlinua
A= (Adu + do), wlv

(iii) Coercividade: 3 §; > 0 tal que para todo u € V,
(A, U)V,.’,V,- > a;|u|€,—‘; - G,
(iv) Limitagdo: Ezistem i, 6; > 0 tais que para todo u € V;
|Adu)lvy < %lulfi + 6
E finalmente sejam X; um espaco de Banach tal que V; C X, compactamente e

B:: LP(I; X:) — P, V)

3

um operador conlinuo, limitado e satisfuzendo

|Bi()| 1y, < @illwil Lo, +1)

LP:-V;_r
para algum a; > 0 e 0 < 5, < p; —1, onde I; = [0,1) e I, = [{,T). Entdo cziste
u € C([0,T); H) tal que

ui = ull; € W; = {w € LP(I; Vi);w, € L7 (1;, V/)}
e u ¢ solugdo frace de
U + Alu = B]_(‘b!)._.

us + Au = By(u)
u(0) = u(T).
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Observagao 3.4: Os exemplos (1.8), (1.10) € o exemplo (1.9), com a condigio que
A2 <4, e que [Ma(pz —2)]2 — 42, (71 — 2)(p — 2) < 0, fornecem operadores, dife-
rentes de —A, que satisfazem as condi¢Ges impostas sobre A;,7 = 1,2, no Teorema
3.3. Para isto basta considerar cada funcional dado como sendo ¢ : D(¢) — R, ¢
nao mais ¢ : D¢ C H — RU {oco}, de modo que ¢ € C(D¢).

Observagao: Como 5 o Ny(l,:) é um operador completamente continuo, po-
derlamos ter usado o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para mostrar que
S o Ng(l,) tem um ponto fixo. Mas neste caso precisariamos impér que, para
todo 7,5 = 1,2, tivéssemos 0 < s; < p;i/p), o que é muito mais restritivo que

0 <s; <p;/p;quando j =1,2,isto é, 0 < 5; < p; — 1.

Nos nossos proximos resultados veremos que é possivel obter solugdes para (0.1)
mesmo que g; tenha crescimento superior a p; — 1. Primeiramente vamos manter
a parte principal da equagdo igual 3 —A, durante todo intervalo (0,7")e vamos
permitir que haja trocas abruptas apenas na perturbacio da equagao.

Assim, consideremos inicialmente o problema:

w(t, @) — Apu(t, 7) = m(t)glu(t, z)) + h(t,z) , (t,z) € (0,T) xQ,
ulsn = 0 (3.7)
u(0,2) = u(T,z) , z€Q,

onde p > 2,k € LF (0, T; W=7 (Q)), m € L®(0,T) e g é uma fungio real continua

tal que para determinados a > 0 e s > 0 tenhamos
g(o)l €a(lol’ +1)  VeoeR

Provaremos entao o seguinte resultado:

Teorema 3.5: Nas condi¢ées descritas acima, se |ml, for suficientemente pequeno

€ J¢

2
pu1§s<p~—l+wp e N>p, ou se
p—1<s<p+1l e N<p

entdo (3.7) vai admitir uma solugdo fraca.
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[Note que a Observacio 3.2, item a), nos dd existéncia de solucdo frace quando
s < p—1].

Vale avisar ao leitor que, para que fique claro que nosso resultado depende da
pequenez de |mls, certas constantes que aparecerao no decorrer da demonstragao
terdo suas dependéncias devidamente explicitadas.

Antes de demonstrar o Teorema 3.5 vamos fazer algumas consideracoes com

relacao a
S LP0,T; W) — L2(0,T, WaP(Q))

f - U
o operador solugac associade ao problema

u — Ayu = f,
{ u(0) = u(T). (3.8)

Do Corolario 2.2, segue que S satisfaz as designaldades (2.11) a (2.13) e que
N
para todo ¢ > 1 tal que 1 — — > —— (em particular para p = ¢)
r q

S: LY (0,T; WL () — LP(0, T; LI(Q))

é operador completamente continuo.

Mas se s > p—1eun € LP0,T,L%Q)) entao g{u) € LP/s(0, T LY*(QY) ¢
L¥(0,T; W= (Q) pois p’ > p/s. Assim para podermos trabalhar com s > p — 1
teremos que explorar um pouco mais as propriedades do Operador Solugao 5. Ve-

jamos entao o seguinte resultado:

Proposigao 3.6: O Operador Solugdo S associado a (3.8)
S: L0, T;W-17(Q)) — L®(0,T,L*Q))

f = U

€ um operador continuo ¢ limitado.

Prova: Mostremos primeiramente a continuidade de S; para 1sso sejam f,h €
LP(0,T; W-17'(Q)) tais que u = S{f) e v = S(h). (Observe que S estd bem
definida pois se u é solugio fraca de (3.8) entdo u € C([0, T); L*(2))).
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Subtraindo as correspondentes equacdes associadas a u € v e multiplicando a

equagio resultante por (u(t) —v{t)) concluimos que

1d

5 140 — v (O] £ ST 1) — O

Integrando-se em (r,%) C (0,T) obtemos

2

mlf = Al (3.9)

[u(t) = v(t)l; < lulr) —v(r); +

Se mostrarmos que a aplicacdo f — S(f}H0) = u(0} é continua entio, fazendo
7 =0 em (3.9), concluiremos a continuidade de S em L*=(0,T; L*(f)).

Para isto, observemos que como u,v € W = {w € LP(0, T; Wy P(Q)); wy €
LFO, T; W' (Q))} entdo u —v € C([0,7]; L*(Q)) e portanto existe ¢ € [0,7] tal
que

uio) ~ oltall = T [ fulo) — vlo)lhd. (3.10)

Mas p > 2 e portanto existe uma constante ¢; = ¢;(£,T) > 0 tal que
1 ’ |L2L2 § Cll ‘ ILpWOLP-
A partir de (2.11) {associado a p) concluimos que
1/p _
u— vl < o (clg) f = B[MEn (3.11)

Voltando & {3.9), se tomarmos t = T, 7 = t; e além disso usarmos {3.10) e

(3.11) teremos que:

2/p 9
2 —1.2 p 2/(p—1) !
IU(T) - U(T)|Q S T lcl (Cl a) |f - hle}iV—l-Pr + p'(}lfl{:"_]) lf = hiiprw_l,p;.

Mas S(f)(0) = u(0) = w{T) e S(R)(0) = v(0) = v(T), logo temos a continuidade

requerida € mais, se
ez =T Y Cp )P e ¢ =2p'at/ P~

entao
1S(f) = S(B)2ewrz < e} f — REED L sl f — Ry (3.12)
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em particular S{(0) = 0 e portanto

IS( ) owrz < el fIED 4ol fppynye O (3.13)

Observagao 3.7: Como na QObservagao 2.3, aqui também podemos restringir
S L2(0,T; L*(Q))) — L°(0,T; L*(2)) que S continuara sendo operador continuo e
limitado e as desigualdades (3.12) e (3.13) ainda serao validas se pusermos |f| 212

no lugar de | f|rpw-1.0-

. - . , N N
Proposigdo 3.8: Sejam p,q¢ > 2 tais que 1l - — > ——. Se 8 €]0,1] ¢

2 q
p 2q
k(@) = = r(d.¢) = ——— )
@ =3 » r09 FEEET, (3.14)
entdo podemos definir o0 Operador Solugio S associado d (3.8) por
St PO, T;W9(Q) — L0, T, 709 (Q)) (3.15)

f = S5(f)

e este serd ainde completamente continuo.

Prova: Seja X = L>{0,T;L*Q)) N L?(0,T; L(Q)). Entao segue das con-
sideracées anteriores a Proposicdo 3.6 e da propria Proposigdao 3.6 que S
LY (0, T; W= (9))) > X é um operador cont{nuo e limitado.

Mas por interpolagdo de espagos temos que se k e r forem dados por (3.14)

entao a incluSao abaixo é continua
X c L*9(0, T, L'@0)(Q)) e

|l giter priemr S felfppalulirs, (3.16)
logo o operador S definido em (3.15) é limitado e continuo. Para completar
a demonstragao desta proposi¢io mostremos que se B é conjunto limitado de
LP(0,T; W17 (1)) entio existe seqiiéncia {f,}new C B tal que {S(fn)}nen ¢
seqiiéncia convergente de L*(0,T; L"(09(0Q)),

Para ver isso observemos primeiramente que de (2.9) e (2.10) tem-se que o
operador S, quando atuando como operador de L?'(0,T; W=1# (1)) em W = {w €
LP(0, T; Wy (9)); w, € LP(0,T; W=1#'(Q2)}}, é um operador limitado.
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Asgsim se B é conjunto limitado entao S(B) € limitado em W. Mas W € espago

reflexivo, logo existe seqliéncia { f, }nev C B eu € W tais que
S(fa) =tun—uw em W quando n — oo

Além disso, segue do Lema 1.1 que existe subseqliéncia que denotaremos ainda por
{fn}neN tal que

S(fn) =u, —u em LP{(0,T;L%(Q)),
mais ainda, temos de (1.1) que W C C([0,T]; L*(22)) e que portanto u ¢
L=(0,T; L*(Q)).

Logo de {3.16) concluimos que
15(fa) = wlzkorzran <18(fn) = ulforalS(fa) = ulipe.

Como # €]0,1] concluimos que {S{f.)}new € sequéncia convergente de
L¥O0,T; L&), 0O

Vamos entiao demonstrar o teorema.

Prova do Teorema 3.5: Seja Ny o operador de Nemytskii associado a funcio
H(u,z,t) = m(t)g(u) + h(t,z). Queremos encontrar # € (0,1) tais que se & = k(#)
er =r(q,0) entéo

SoNg: LFO,T;L7(Q)) — L*¥0,T,L"(Q))

u — SoNg(u)=wv, (3.17)

onde v € a solucdo de

{ v — Ago = m(t)g(u) + k),
v(0) = o(T),

¢ um operador completamente continuo.
Em primeiro lugar vejamos que, como no Teorema 3.1, se tivermos
L¥(0,T; L7/*(Q)) L' (0, T; W-17(Q)) continuamente entdo teriamos que -

Ny + L¥(0, T () — L7 (0,T; W17 ()
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seria um operador continuo, limitado e além disso satisfaria
[ Ner(w)|pow-re < calmlosa(fulger + 1QPT*) + [A| pyryy-1e, (3.18)
com ¢y = ¢4(2,T) > 0 tal que

l ’ |Lp'w—1.p’ < C4| . |Lk,€er/3.

Logo, se 8 for tal que Ny € continuo e satisfaz (3.18) entdo 5o Ny definido em
(3.17) estara bem definido e serd completamente continuo.
Como s > p — 1, se pudermos escolher

p—1 _2g-1) }:S*
0 7 q(1—6)+20

s < min{

entao teremos as seguintes inclusées continuas

L¥s(0, T, L7975y ¢ LP'(0, T; LY (Q)) < LP (0, T; W17 (Q)), (3.19)

defato,E:—g_p’er> 24 2(¢—1)
s

fs s_q(1—9)+29[q(1—-3)+29
primeira inclusdo continua. A segunda inclusiao segue de

-1
[ d’
= ¢', 0 que nos da a

We?(Q) C L9(Q) C L¥(Q) c LY(Q) c w~1#'(Q).

Assim vamos procurar um ¢ étimo entre 0 e 1 para que s* seja 0 maior possivel.

Para 1sso vamos analisar as funcgoes:

p—1 2(¢—1)
f) = — )=
Fi(8) )] e f ) d1—0) 120
Como ¢ > 2 segue que fy é uma fun¢ao crescente em #; ja f) € estritamente
decrescente. Logo se f, e f; se interceptarem num ponto §; este sera tinico. Fazendo

as contas, concluimos que este ponto existe e é dado por:

bo(q) = Hﬁ—; € {0,1). (3.20)

Assim, 8y dado em (3.20) fornece o valor para o qual s* serd maximo e este é

dado por: :

o(q)

N .
Entao, lembrando que 1 — _5 > —; € que g > 2 temos dois casos a considerar:

»
=

—p+1-2E
q
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i) Se N < pentao 2 < q < co e, portanto, fazendo g — +00, podemos tomar

s*<p+1,

i) Se N>pentio2<q< NNP

e portanto

' 2p

sT<p—1+ N

Concluindo,se se [p—1,p—1+2p/N}e N >pousescfp—1,p+1)e N <p
entdo com a escolha acima de g nds encontramos k e r tals que a inclusao dada em
(3.19) € continua e portanto para estes valores de k e r, §o Ny definida em (3.17),
estd bem definida e é completamente continua, como queriamos.

Nosso préximo passo serd mostrar que existe B > 0 suficientemente grande tal
que S o Ng(Br(0)) C (Br(0)), para entio concluir, & partir do Teorema do Ponto
Fixo de Schauder, que S o Ng tem um ponto fixo e portanto (3.7) tem uma solugao
fraca.

Com a ajuda de (2.12), (3.13), (3.16), (3.18) e da designaldade de Young con-

cluimos que se |u| s € R, qualquer que seja R > 0, entdo

S o Ng{upsrr < s R + g onde (3.21)
L

ko= 1/(p—1), k= (p(1 —8)+260)/2(p — 1)

Cs = (%) g [(2[282)1'{2)1"8(204lm|00a)kl% + (2(203)132)1_9(2041m|00a)k2]

x
o = (40) {@enpry= [t BB 4 00+ )]

+(203)1'I2)1_9(2(07 + || o1 ))k2 }

cr = calmlsoalQPTTE,

Assim se for possivel escolher R > 0 tal que, por exemplo,

R R

g < '2— ¢ CsRSkz < E (3'22)

entdo S o NH(BR(U)) C BR(U)
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1
Mas s > p — 1 e portanto sky > E(p(l —0) +260) > (1 —6y) + 8, = 1.
Logo escolbendo R suficientemente grande e ¢; suficientemente pequeno (3.22) serd
satisfeita. Mas pela forma como definimos c5, basta que |m|, seja suficientemente

pequeno que ¢; também o serd e o resultado esta concluido. O
Agora vamos dar condigbes suficientes para que (0.1) tenha solugdes fortes.

Teorema 3.9:  Suponhamos que no problema (3.7) tenhamos p > 2, h €
L*0,T: L*Y), m € L™(0,T) ¢ g continua tal que |g(c)| < a(|a]® + 1) para todo
o € R e algum o > 0. Entdo, se s satisfizer uma das condigées abaizo, (3.7) terd

uma solugdo forte. As condicdes sdo:

P
L 0<s <=
a) Ss <0,
p p , :
b) 2 <s< 5t 1, N < pe|mly, € suficientemenie pequeno,
N —
c) g <s< g-l- 1-—- (—-W-—‘Q, N > p e |m|e € suficientemente pequeno.

Prova: Em primeiro lugar note que se h € L*0,7;L*(Q})) entao A ¢
LP(0,T; W-1#(Q)) pois p 2 2 2 p.

Assim se u é solugdo fraca de (3.7) e se g(u) € L%(0,T; L*(1)) entdo f =
Ng{u) € L*(0,T; L*(Q2)) e de acordo com a Proposicdo 2.1 do Capitulo 1 teremos
que w(0) € W, P(Q),u, € L2(0,T; L*(Q)) e (3.7) serd satisfeita em L*(0,T; L2(Q))
isto é, u sera uma. solugdo forte de (3.7).

Para demonstrarmos nosso resultado precisamos saber apenas quais os valores
de s para os quais (3.7) tem solucdo fraca u e g{u) € L*{0,T; L*(Q)).

No primeiro caso temos s < p/2, e entdo s < p—1 pois p > 2. Logo, de acordo
com a Observagio 3.2 {tem a}, (3.7) tem uma solugéo fraca v e u € L7(0,T; L?(Q)).
Como £ > 2 conclufmos que g(u) € LP/*(0, T; LP*(Q)) € L*(0,T; L* ().

S
Para os casos onde s > p/2, se procedermos como no Teorema 3.5, mas desta

vez procurando k,r > 0 tais que X ¢ L¥0,T;L7(Q)) e L¥*(0,T,L7/+(Q)) ¢
L*(0,T; L*{(QY)), tais que tenhamos
' S L20,T;L%(Q) — L¥0,T,L7(Q)
f = S(f) = u,
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completamente continuo e

Ng: L*0,T;L7(Q)) — L}0,T, L3 Q)
74 +— NH(U)

continuo e limitado, concluiremos que, quando m e s satisfizerem as hipdteses b) ou

¢) do Teorema, entio (3.7) terd uma solugio forte. O

Teorema 3.10: Se no Teorema 3.1 um dos s; satisfizer:
pi—-1<s;<p;+1 e N<p;, ou

pj—1§.sj<pj—1+2% e N>p;,

entdo o problema (3.2} terd solugio fraca desde que {m|. € |ma]o sejam suficien-
temente pequenos.

Se além dessas hipdteses tivermos que para 7 = 1,2, h; € LA (I, L*(Q)) e

<l o &535<&+1 e N <p;

=y g =% 7
p; p; (N —p;)
ou EJSSJ<EJ—|—].——'—J*V—'?— c N>p3,

entao a solugdo de (0.1) serd forte.

Prova: Aniloga a demonstracio do Teorema 3.5.

Observagao: Se ao invés de —A,, com a condi¢do de contorno de Dirichlet, tra-
balharmos com qualquer dos operadores fornecidos pela Observagao 3.4 entao nas

condigdes dos Teoremas 3.5 ou 3.9 o problema (3.7) associado a estes novos opera-

dores ainda tera solucao.
4. O Caso Semilinear

Uma situagao especial ocorre quando p = 2, pois neste caso Ay = A = ope-

rador de Laplace, que é um operador linear. O Operador Solugao S, associado ao

problema
uy — Ay = f,
ulag == 0, (4—1)
u(0) = u(T),
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onde f € L*(0,T; L*(£1)) poderd ser pensado como atuando nos seguintes espagos:

S LAM0,T; LAQ)) — L*°(0,T,19(Q)),

f = u.

(4.2)

Além disso serd um operador completamente continuo desde que ¢ > 1 e 1 —

N N

> ——. Assim em nosso proximo resultado seremos capazes de mostrar que
P
existe uma solucao forte para

us(t, z) — Au(t,z)) = b3, ) + m(t)g(u(t, z))
ulag = 0, {4.3)
w(0,2) =u(l,z), z€Q

quando s assume valores superiores aos fornecidos pelo Teorema 3.5.

Teorema 4.1: Sejam h € L*(0,T;L%(Q)), m € L*®(0,T) € g uma fungdo real
continua tal que |g(v)| < al|v|® + 1), para todo v € IR. Se |m|., for suficientemente

pequeno e se

a) N=12 e s2>21, ou,

b) N>2 e 1<s<1+

N -2

entdo o problema (4.3) terd uma solucdo forie.

Prova: Vamos mostrar em primeiro lugar que S definido em (4.2) é um operador
bem definido e completamente continuo. Note que como A é linear entdo S também o
sera, portanto, neste caso, os conceitos de continuidade e limita¢ao sdo equivalentes.
Assim, se mostrarmos que
S LH0,T,L3(Q)) — W = {we L>(0,T, H3{(O));w, € L*0, T, H~'())}
f -y,
é um operador limitado, seguird do Lema 1.1 que S definido em (4.2) sera comple-

tamente continuo.
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Se voltarmos a Proposicao 2.3 do Capitulo 1 veremos que se u € solucao de
uy — Au = f entdo u(t) € Hj(Q) para todo ¢t > 0. Além disso quando u(0) € H(2)

entao a aplicagio
¢: [0,T] — R
1
to gult)) = 5lult)

2
Hi (@)

sera absolutamente continua, u; € L%(0,T; L*(Q)) (e conseqlientemente —Au €
L%0,T; L*()))) e também para quase todo ¢ € (0, T) teremos

d
= (u(t)) = (—Ault),u(t)) L2 (n)-

Assim, se multiplicarmos (4.3) por u,(t) (produto interno do L*()), usarmos

(4.4) e a desigualdade de Young, concluimos que para quase todo t € {0,7") tem-se:

ha(t) 4 S (u(e) < SIFE, (4.4)

logo integrando esta equacdo de to a ¢, onde 0 <ty <1 < T, obtemos
() < tulto)lzg + 1 F1Lere-

Repetindo o argumento usado na Proposicdo 3.6 para mostrar (3.12), com a

ajuda de (2.12) nds concluimos que para todo ¢ € [0,7] tem-se:
W)y < (BT +2)[ /ey
onde ¢; = ¢, () > 0 é tal que
| |a- < el - lze-
Logo, vale que
lS(f)|L°°Hg < (T + 202 f e

Mas, por (2.13), temos

Lsinon < (1+0(2) Wz <a(1+6(2) )il

o [43
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e portanto S € uma aplicacio continna de L2(0,7;L%*(f})) em W*. Con-
sequentemente, S definido em (4.2) é operador completamente continuo, como

queriamos provar.

Por outro lado se u € L*®(0,T; L)), para algum ¢ tal que 1 — g > ME,
4 q

entio g(u) € L=(0,T: LY5(N)) ¢ L}0,T; L*(Q)) se 2 > 2, 1e., s < g/2. Neste caso,
s
como k€ L*(0,T; L*()), a aplicacao de Nemytskii Ngy(u)(x,t) = m(t)g{u(z,t)) +

h(z,t) sera contimia e limitada quando atuando como
Ny : L®(0,T; LY(Q)) — L*(0, T; L} ().
Além disso
Nar()leere < Imlsacs|uliors + (alQfY* + |hla2)

onde ¢; = (2) > 0 é tal que

|'|23502|'|Q'

Logo, a composicio
So Ny : L=(0,T; L)) — L™=(0,T; LT ()
sera completamente continua e satisfara
[So Np(u)|peore < caltt|eore + s,

com ¢4 = c3(AET™ + 2)Y 3 m|peoacs, ¢s = calcfT1 4+ 22 (a|Q2 + |h|p2p2) € 3 =
c3(2) > 0 tal que
|'|q£03| '|H{§-
Assim, como no Teorema 3.5, se tomarmos R suficientemente grande para

que R > 2¢5 e se |ml,, for suficlentemente pequeno para que ¢ R* < 7 entao

caR? + ¢5 € R. Logo teremos que S o Ng(Bg(0)) C Bg(0) e portanto, pelo Teorema
do Ponto Fixo de Schauder, S o Ny tera um ponto fixo.

Assim, s0 falta analisar os valores méximos que ¢, € conseqglentemente s, podem
assumir para que a analise permaneca verdadeira.

Observamos que se N < 2, isto é, N = 1,2, ¢ pode ser tao grande quanto se

queira e portanto podemos tomar qualquer s € [1,00).
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Se N > 2 entdo devemos tomar 1 < ¢ < e, portanto, 1 < s <«

N -
N—2" N —

N —2

5+ COmo queriamos. O

Observacdo: Comparando esse iltimo resultado com o Teorema 3.5 vemos que
como pudemos usar o fato de A ser linear, foi possivel aumentar o limite de cresci-

mento de g de:

5 € [1,2), no Teorema 3.5, para s € [1, 00), no Teorema 4.1, quando N = 1,2, e de

N+2 N
s €1, v ); no Teorema 3.5, para s € [1, -N—E), no Teorema 4.1, quando N > 2.
2
{Observamos neste ultimo caso que — < pois N > N —2).
N N-=2

Observagao: Se na equacdo (4.3) trocarmos g(u) por

| g(w) se te L =10,1),
g(t,u) = { ga(u) se te L =1[T),

onde g; € continua e existem a;, s; > 0 tais que
l9:(0)| < a:(lo]™ + 1),

entdao, desde que s = @%{Si} satisfaca as condigbes dadas no Teorema 3.5 ou 4.1,
entdo o novo problema (4.3), associado & ¢(¢,u), admitird uma solucio. A demons-
tragdo desse fato se da de modo inteiramente andlogo ao que foi feito no Teorema

4.1.

Até o presente momento foram avaliadas situa¢des em que se permitiam trocas
periodicas tanto na parte principal da equacdo como nas perturbacoes desta equacao.
Entretanto existem situagdes onde tais trocas nao ocorrem apenas de acordo com
“marcas” pré-determinadas no tempo, mas também de acordo com o comportamento
da propria solugao. Por exemplo, um mecanismo que se desligue automaticamente,
quando atinge determinada temperatura, e que volte a funcionar depois de se resfriar,
constitul uma situacao desse tipo.

Nosso proximo resultado avaliard um caso particular desta sifuacdo, onde a

troca de operadores na equagido depende da norma da solugio.
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5. Solucdes Periédicas de Problemas Perturbados com Mu-
dangas Abruptas nao Temporais

Consideremos o seguinte problema

u(t) — Ajult) € F(t,u(t))
{ u(0) = u(T), (5.1)

onde A, : Wy P(Q) — W% () e F(t,") : L9(Q) — L?' () é um operador miltivoco
tal que para cada t € (0,7T) tem-se:

{F(t,u)} se |u|y < R,
F(t,u) = ¢ {F(t,u)} se |uly > R, (5.2)
{oF(tu)+(1—0)R(tu); o €[0,1]} se [ul, =R
Aquig,p > 2, ! + 1 1, 1 - N > N e Fi(t,-): L9(Q) — LY(Q) é um operador
q ! q
continuo e }imitado satisfazendo
|Fs(t,u)ly < my(t)|uly’ +hy(e) , Vue LI(Q), (5.3)

onde m; € L®(0,T), h; € L¥(0,T), sio funcdes ndo negativas quando j = 1,2,
(Por motivos técnicos que se tornarao claros proxamamente tivemos que tomar a
imagem de F(t,-} em L9 (Q) a0 invés de em W17 (), como foi tomado no capitulo
anterior).

Com relagdo a este problema, mostraremos o seguinte resultado:

Teorema 5.1: Se 0 < s; < p—1, j = 1,2, entdo existem v € W = {w €
LP(0, T; WP ()); wy € LP (0, T; WP )} e € € LP(0,T; L (9)) tais que u € uma

solucdo fraca de
up — Apu = ¢
{ u(0} = u(T) (54)

£(t) € F(t,u(t)) para quase tode t € (0,7).

Para provar este resultado vamos introduzir as seguintes aproximacoes
F.: LP(0,T; L4(9)) — LY (0,T; LY () (5.5)
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onde ¢ € (0, R) e para quase todo ¢ € (0,T) e qualquer u € L?(0,T; L?(Q)) definimos

F, por
?Et,uét%% ,  se Iu%t; ¢ < R,
2t ult , se |u(t)l, > R+e,
F(t,u(t)) = (Ju()l, — R) | ([u(B)ly — R)
- OB ) ¢ (L= B o),

. se [u(t)], € [R,R+el.

Com relacio a estas aproximacoes, valem os seguintes resultados:

Lema 5.2: Parg cadae ¢ € (0, R) o operador F, definido em (5.5) € continuo e

uniformemente limitado em €, isto é, 1 a > 0 e s = max{s1, s2} tais que:
VFe(u)|porpe < a(|”|iqu +1). (5.6)

Prova: Mostremos primeiramente a limitagdo de F.. De {5.3) e da desigualdade

de Young temos que se chamarmos
m(t) = m(t) + ma(t), R(t) = hi{t) + R2(2) +1 e s =max{s,s2},
entdo para todo u € LF(0,T; L)) e j = 1,2 teremos
| E5(E, w(t))yr < m(E)|ul(t)]] + A(t). {3.7)
Assim, se u € LP(0,T; L¥(f2)) e se para algum t € {(0,T) tem-se |u(t)}, < R (e
aj tomamos j = 1) ou se |u(t)|, > R + ¢ (e entdo tomamos j = 2) teremos que

| Felt, u(t))lg = 1F5(E, u(t))ly < m@)u(t)]; + a(t). (5.8)

)l — R

Mas, se t é tal que |u(t)l; € [R,R + ¢], entdo 0 < < 1. Logo de

(5.7) teremos

Et @)l < (1 = E Y moputo)l + hie)) +

£

(E(’fﬂ_a—ﬁ) ()] + (1)) < m(B)w()]; + A(2).

€
Assim, se v € LP(0,7; L)), para todo ¢t € (0,T) temos (5.8}. Mas, como
0<s<p—1, existec = a1(T) tal que

I : ILp'qu < Cll ' ILPL%
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de modo que, integrando |F.(¢, 'u,(it))|qi",r de 0 & T e usando esta iltima desigualdade,
obtemos (5.6) com a = ¢ M + |h]y.

Para mostrar a continuidade de F, basta mostrarmos que para cada t € (0,7")
o operador F,(t,-) : LIQ) — L7(Q) é continuo, pois da limitagdo obtida em (5.8) e
do Teorema da Convergéncia de Lebesgue concluimos a continuidade de F..

Assim seja u € L(Q) tal que u € Br(0) ou u € L(Q)\ Brye(0). Entdo pela
definicao de F,(¢,-) e pela continuidade de F;(%,-}), j = 1,2, concluimos que F.(t,-)
é continua em u.

Por outro lado, se [u|, € (R, R + ¢), entdo para toda seqiiéncia u, — u em
L)) teremos que |u,ly € (R, R+ ¢) para n suficientemente grande e, além disso,

|un|q - |ulq' Logo,

|un‘q — R

(unks = BN g 1) + (—-—)Fg(t, ) —

-

Fs(taun) = I-

Concluimos que F(¢,-) € continua em u se [u|, € (R, R +¢).

Se lul; = R e u, — u podemos entdo extrair uma subseqiiéncia que ainda
denotaremos por u, tal que para n suficientemente grande tenhamos |u,|, < R ou-
R < |u,|, < R+ e. Mas tanto num caso quanto no outro, como anteriormente,

concluimos que:

F(t,u,) — Ft,u) = Fi(t,u).

Procedemos analogamente quando |ul, = B + ¢ e também concluimos a conti-
nuidade de F.(Z,-) para este u.

Como analisamos todas as possibilidades para u, a continuidade de F, é
obtida. O

Prova do Teorema 5.1: Para cada ¢ € (0, R), seja u. uma solu¢ido fraca do

problema aproximado:

(ue)t — Aplue) = Fe(ue),
5.9
{ u.(0) = u,(7), (5.9)
que existe pelo Teorema 3.3.

Vamos entao obter estimativas uniformes para {u.}.»o que permitam extrair

uma subseqiiéncia que convirja para uma solucio de (3.4) e conseqiientemente de
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(5.1).
Em primeiro lugar segue de (2.12) e do fato de L7'(Q) ¢ W1¢'() que existe

k > 0 tal que

< kP|F(u.)

r
|u5|ipw°1’*’ = Ep’m’ :

logo de (5.6) teremos
(el oz < (ke ([uelpg, + DVED, (5.10)

mas 0 < s < p—1e Wa(0) C LIQD), logo pela desigualdade de Young teremos
que J K; > 0 tal que

el < K.

Por outro lado, de (5.9) e (1.7), concluimos que

|(u5)i1LP’W—1'P' S k(a|u5|sLPLq + 1) + lue i;;l,vol.p-

Agora da limitagao de {ue}eso em LP(0, T; WoP(Q)) e do fato de Wy P(Q) C L4(Q),

encontramos K; > 0 tal que

|(us)t |Lp’w—1.pf < K.

Concluimos entfo que {u.}.5o ¢ um conjunto limitado em W, espaco de
Banach reflexivo que pelo Lema 1.1, de Aubin-Lions, estd compactamente imerso
em L?(0,T; L?(Q2)). Logo é possivel extrair uma subseqiéncia {u., };cv € encontrar

u € W tal que

Uy, —u em W (5.11)
ue, —u em LP(0,T;L7(R)). (5.12)

Entdo, & partir da limitagao de —A, dada em (1.7) e da limitacdo de F, dada
em (5.6), extraimos nova subseqiiéncia, ainda denotada por (u,);env, para concluir
que existem 5 € L7 (0, T; W12 (Q)) e £ € L¥(0,T; LY(Q))  L7(0, T; W12 (Q))
tais que

~Au.)—n em L7(0,T;W1%(Q)) (5.13)
F(u,)— & em L7(0,T;L7(Q)). (5.14)
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Passando o limite (fraco) em (5.9) obtemos

uet+n=4¢. (5.15)

Para poder concluir que isto fornece a solugio procurada, em primeiro lugar
vamos verificar que u(0} = u(T). Para isso, note que se w € WyP(Q) e » €
Ce([0,T)) entdo we € LP(0,T; WaP(Q)). Vamos tomar em particular ¢ tal que

#l0) = #(T).
Em primeiro lugar, por (1.2} e pelo fato de u, (T) = ., (0) e de (T) = ©(0),
teremos que

T T
[ w0, w)pt)de = = [ (), w)e (00

de modo que ao passarmos o limite nesta igualdade concluimos, através de (5.11),

[ o, wiete =~ [ dt

Mas, novamente de (1.2), temos que

que

[ o), wietid =~ [ (o), whplt)d + (u(T), ) (T) ~ (u(0), w)e(0),

e, conseqiientemente, (u(T), w)o(T) = (u(0), w)p(0) para todo w € W, (). Como
©(0) = ¢(T) e WHP(€) é denso em L3() concluimos que u(0) = u(7T') e portanto u

satisfaz o problema

ue+ 7 = ¢,
{ u(0) = u(T). (5.16)
Mostremos agora que = —Ajpu. Para isso vamos tomar um v €

LP(0,T; Wy P (), fixo, e
T
S, = /0 (=Ayus, () + A,o(t), ua (t) — v(t))dt > 0,

lembrando que S; > 0 devido & monotonia de —A,,.
T
Analisando o termo / (—Apue, (1), u.,(t))dt desta desigualdade, obtemos a
0
partir de (5.9) e do fato de u.(0) = w.(T) que

T T
/0 (_‘A;G"""Ei(t)ﬂ"'-‘5.‘3;'(t))d'u‘t:/U (Fse(ue"(t))auss)dt-
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Tomando-se o limite, quando ¢ — oo, € usando-se (5.12), (5.14) e o fato de
T
/0 (u'(t), u(t))dt = 0, concluimos
T T
| At ua ()t — [ (E0),u(t))dt =
T T
| e —wiw,umyde= [ o), u(o)de

Passando o limite em S;, concluimos que

/OT(’?“) + Apo(t), ult) — v(2))dt > 0.

Se trocarmos v por u — Aw, com w € L?(0,T; WaP(22)) e A > 0, obtemos

/OT(”(t) + Ap{u(t) = Aw(t)), w(t))dt > 0.

Assim, usando a hemicontinuidade de —A,, (veja (1.5)) e o Teorema da Con-
vergéncia de Lebesgue, ao passar o limite quando A — 0 obtemos que para todo

w € L0, T, Wy (Q))

fDT(W(t) + Apu(t), w(t))dt > 0.

Trocando w por —w concluimos entaoque n = —A,u e, portanto,

w — Apu = ¢,
{ w(0) = u(T). (5.17)

Assim falta apenas mostrar que £(¢) € F(t,u(t)) q.t.p. em (0,7).

Para isso fagamos algumas consideragdes com relagio a u.,. De (5.12) temos
gue existe uma subsequéncia que ainda denotaremos por (u., );env tal que para quase
todo t € [0, 7] vale

ug (1) > u(t) em LUQ) e |ug(t)ly — lu(t)], (5.18)
Além disso, para qualquer subconjunto mensurdvel I C (0, T) concluimos que

u, —»u em LP(I,LYQ)) (5.19)
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Sejam agora os seguintes subconjuntos mensuraveis de {0, T):

I={tel0,T]u(t)l, <R},
J={t €[0,T];|u(t)l, > R},
K ={te[0,T];[u(t)l, = R}.

Suponhamos que ¢ € I. Da defini¢gdo de F,,, dada em (5.5), temos que
F..(t,u(t)) = Fy(¢,u(t)). Por outro lado como sao validos (5.19) e consegiientemente

{5.18) em I, temos que para valores suficientemente grandes de ¢
|ue: ()lg < R
e, conseqilentemente, F; (f, u.(t)) = Fi(t, v, (?)). Portanto se ¢t € I, temos que
Fei(t,ue, (1)) — Fi1(2, u(?)).

Segue da limitacdo de F, (t; ), dada em (5.8), e do Teorema da Convergéncia de
Lebesgue que .
F,(ue) — Fi(-,u) em LF(I;LY(Q)).

Mas sabemos que F.u, — £ em LP(0,T; W=17'(Q)) e, portanto, concluimos que
£y = Fi(-,u) q.t.p. em T e £lf € LP (I; LY ().

De modo inteiramente andlogo podemos concluir que
Folus) = Fy(u) em IP(J;L7(9))

e que £y = Fo(-,u) e |y € LP'(J; LY (D).
Suponhamos agora que t € K. Se necessario for, podemos tomar uma nova
subseqiiéncia, que ainda denotaremos por (ue, )icpv, de modo que sejam simultanea-

mente verdadeiros os seguintes fatos

u, —»u em LP(K;L'(Q)),

ug,(t) = u(t) em L) qtp.em K|

Falue) — € em [P (I I9(9),

Fi(ue) = Fi(u) em LP(KGL7(Q)) para j=1,2,
Fi(t,ue, () — Fi{t,u(t)) em L7(R) para j=1,2
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Como F, (u,,) converge fracamente para 7, existe uma seqiéncia de com-

binacdes convexas de F.,(ue, ), isto é, uma seqiiéncia de elementos do tipo:
ki ) ki
Za;(:)ﬂk(usk) onde Za{) =1 e 0Z a{) <1
- k=1

que converge fortemente para n em L? (K; L*(Q)) guando ¢ — oo. A partir desses
fatos, vamos construir uma sequéncia “especial”.
Tomemos m = 1. Entdo existe N(1) > 0 tal que se ¢ 2> N(1) entdo para quase

todo t em K temos
IFy(t e (1) — Byt u(®)ly <1, onde j=1,2.

Em particular, existem k(1) > N(1) e v1(t) € LI(£} tais que

nt)= Y alVF,(t (1)
k:N(l]
onde
k(1) W
ap’ =1 e |o(t) = £ty < L
k N(1)

Tomando m = 2, vamos encontrar N(2) > k(1) tal que se ¢ > N(2) entdo para

guase todo ¢t em K teremos
1 .
|F:‘-'(t-: ue.‘(t) - ﬂ'(tsu(t)”q' < E onde J= 1: 2.

Em particular, existem &(2) > N(2) e va(t) € LI(Q) tais que

k(2)

v(t)= Y aPF(tu, ()
k=N(2)
k(2)
onde a!¥ € [0,1], Z ol =1 e |uy(t) — £y < 1/2.
k=N(2) _

Assim procedendo, tomando-se m € IV vamos encontrar N(m) > k(m — 1) tal

que se ¢ > N(m) e 7 = 1,2 entdo

1
IFy(t,us() = Fi(Lult)ly < —, qtp. em K (5.20)
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e em particular vio existir k(m} > N{m) e v,(t) € L) tais que

k{m)

= Y dVF, (tu, ()

kN)

onde a{™ €{0,1], Za =1 e

k=N(m}
1
om(t) = E(Oly < — (521
Mas, segue da definicao de F, que
=
'Um(t) = Z akm ak(t)Fl(tausk(t)] + a(km)(l - ak(t))FZ(t: ufk(t))!
k=N{m}

onde 0 < a(2) <1 (e ax(t) =0 se |u, (1) > R+e e ap(t) =1se |u._e(t)], < R).
Entdo v, também é uma combinagdo convexa de Fy(t, u., (1)) e de Fp(t,u., (¢)} com
ke {N(m),...,k(m}}.

Definindo agora

k{m)
walt) = Y. afPar(t) Byt u(®)) + al™ (1 — en(t)) Falt, ul?))
k=N(m)

podemos ver factlmente & partir de (5.20) que
10 (£) = V(D) < -
Portanto, de (5.21) podemos concluir que

wn(t) — €() em L¥(Q), q.t.p.em K.

Mas w,,(1) € Z = {oFy(t,u(t)) +(1— o) F3(t,u(t)) € L7 (D);0 € [0,1]} (q.t.p.
em K), Z é um conjunto convexo e fechado de L¥((}). Logo, para quase todo
t € K, existe o(t) € [0, 1] tal que :

£(t) = o(t)Fr(t, u(t)) + (1 — a(2)) Falt, u(?)).
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Portanto, temos que £(¢) € F(t,u(t)) para quase todo ¢t € [0', T] e podemos

€3CTeVveT

{ wp — Aju = ¢
u(0) = u(T)

como queriamos. O

Observagéo 5.2: Se k = k(f) e r = (8, q) forem dados por (3.14), onde § é dado
por (3.20), e se Fy(t,-) : L™(R) — L¥ () for continua, limitada e satisfizer

|t u)le < mi(@)fuly? + hy(t),

para quase todo t € {0,7], onde m; e h; sdo funcoes nao negativas tais que m; €

L0, T), h;j € L¥(0,T) e

p+1 se N <p,
1<s; < 2p

p-i—l—-ﬁ se N > p,

entio se |m;[. for suficientemente pequeno, j = 1,2, o Teorema 5.1, associado a
estas novas condicdes ainda sera valido, isto é, o problema:
(s -goe e
onde
Fi(t,u) se |uly < R,
F(t,u) =< Fa{t,u) se |ul. > R,
{oFi(t,u) + (1 — o) Fy(t,u); o €[0,1]} se lul, =R.
tera uma solucao.

Para ver isto, notamos qie, na demonstra¢ido do Teorema 5.1, uma vez que o
problema (5.9) possuia uma solugio u., fol necessario apenas concluir que o conjunto
{tte }eno era limitado em W (uniformemente em ), para concluir que existiam u e £
satisfazendo (5.4).

Assim, se definirmos F,, como anteriormente, nao é dificil ver que para todo
te(0,7)

F.(t,): I'(Q) = L7 ()

é continuo, limitado e
|Fg(t,u)|q: < m(t)|ulz + A1),
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(onde m, h e s sao como no Teorema 5.1) e que, pelo fato de s < -, F, é continuo
P

e limitado como operador de L*(0,T; L'(Q)) em L¥ (0,T; L () e
|Fe(ullrrre < elmleolulia: + |RlLepe,
onde ¢ = ¢(T) > 0 é tal que

1u|Lp"er S_ C|u|LkLr.

Como no Teorema 3.5 encontramos R > 0 tal que S o F.{Bgr(0)) C Bgr(0) onde
SoF, é completamente continuo. (S € o operador solugdo definido em {3.15)). Como
a limitagido de F, ndo depende de ¢, KR também nio dependerd de ¢. Logo o con-
junto {u.}eso serd uniformemente limitado em L*(0,7; L7(f1)) e conseqilentemente
{ Feti.}e»o serd uniformemente limitado em L*(0,T; LY (©)).

Assim como no Teorema (5.1) podemos concluir que {u, }.>0 é também limitado
em W e em L>(0,T; L*(Q)). Deste modo vao existir uma subseqiiéncia (u,, )icpn €
um elemento u € W C L>(0,T; L*(Q2)) tais que:

Uy, —u em W

u,, > u em L?(0,T; L¢Q))
e conseqilentemente

ue, »u em L*0,T;L"(Q))
com estes dados, seguindo a demonstragdo do Teorema 5.1, obtemos a existéncia de
solugao para o problema (5.22}.

De modo absolutamente analogo, ao Teorema 5.1, podemos mostrar que:

Teorema 5.3: Sejam V e X espacos de Banach reflexivos, V separdvel, ¢ V' ¢
X' seus respectivos duais topologicos ¢ H um espaco de Hilbert. Suponhamos que
VCXCHCX CV continuamente e que V C X compactamente.

Seja AV — V' um operador satisfazendo as condi¢des impostas sobre A; no
Teorema 3.3 € seja F(t,) : X — X', ¢t € (0,T), um operador multivoco definido
por: ‘

{Fi(t,u)} , se |ulx < R,

F(t,u) =< {Ft,u)} , se¢ |ulx > R,
{GFl (t:u) + (1 - J)FQ(tﬂ u); = [01 1]} y SE |U|X = R,
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onde F;(t,-): X — X', 7 = 1,2, sdo operadores continvos e limitados tais que para
determinadas fungées positivas m; € L*(0,T) e h; € L¥(0,T) para 0 < s; < p—1
e para todo u € X satisfazem |Fi(t,u)|xr < m;(¢)|ul¥ + h;(2). Entdo existem
weW={we LP0,T;V);w, € IP{0,T; V'} e £ € LF(0,T; X') tais que

{ u, + Au = ¢,
U’(O) = U(T)r

e para quase todo t € (0,T)
£() € F(t,ul?)),

(onde A estd sendo naturalmente visto como operador definido sobre LP(0, T, V) com

imagem em L*' (0, T; V")).

Observacao: Para taxas de crescimentos s; ignals ou superiores a p — 1, podemos
trocar —A, com condicdo de Dirichlet por qualquer dos operadores fornecidos pela

Observacao 3.4, que as conclusoces da Observagao 5.2 ainda se mantém.

Até o presente momento, todos os problemas que analisamos envolviam per-
turbagoes que dependiam da solu¢io do problema mas nio de suas derivadas. No
préximo capitulo, mostraremos a existéncia de soluges periddicas, para algumas

equacdes, cujas perturbagbes envolvam também o gradiente da solugdo.
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Capitulo 3
Perturbacgoes Envolvendo o Gradiente da Solugao

No capitulo anterior, para que pudéssemos encontrar solu¢des de problemas do
tipo (0.1), foi fundamental explorarmos o fato do operador So Ny ser completamente
continuo. Quando buscamos solugoes do problema abaixo

£, )

N v
ue = Agut, z) = h(t,7) + 3 ailt) o
=1 Ti

H|39 ={

u(0,2) = w(T, z),
onde h € LP (0, T; W% (Q)), a; € L=(0,T) e v € LP(0,T; WE(Q)), entretanto
podemos ver através do Corolario 2.2 do Capitulo 2, que o operador solugio associ-

ado

SoNy: L0, T; W) — LP0,T; Wy?(Q)
v Y
€ um operador continuo, limitado mas ndo € completamente continuo. Por causa
disso, para se obter solucbes de equagdes cujas perturbagdes envolvam também o
gradiente da solugio, somos obrigados a buscar novas técnicas que contornem este
tipo de problema. Isto serd feito através do método de Faedo-Galerkin. Comegamos

enunciando o seguinte resultado:

Teorema 1.1: Seje p > 3, h € L7(0, T; W-17(Q)) e g, uma funcdo real e local-

mente lipschitziana satisfazendo
|96(7) = ge(o)| < Col(|r* + |o**7* + 1)|7 = o],

onde Co >0, 1 <3y <p~—2ef=1,...,N. Entdo o problema

N
ut(tax) - Ap(u(tax)) = h(t:'r) + ng(n(tax))%(tax)e te (O,T),

=1 11
ulag =0 ) te (O,T), ( )
u(0,z) = u(T, z} z € 0,

tem uma solugdo fraca. Se s; = p — 2 e (Y for suficientemente pequeno, para
cade £ = 1,..., N, entio {1.1) também terd uma solucio fraca. Além disso, se
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entdo a solucdo correspondente sera forte.

he LY 0,T; L4 0)) esel <5, <

Lembramos que o método de Galerkin (veja Lions [10], Capitulo 2, Secdo 1 e [3],
Capitulo 3, §3) consiste em formular uma seqiiéncia de problemas (P™), definidos em
espagos de dimenséo finita, a partir da formulagéo variacional do problema original
{P), e entao obter estimativas uniformes para as solugoes u,, de (P™) que permitam
que u,, convirja para uma solucio u de {P).

Assim dado o problema (1.1) seja (P) sua formulagao variacional:

/( z)o(z d$+/]Vut$)]p‘ <Vu(ta:)Vv()>d$-*

(P) f th (t,z) z)dz —|—f yz)v(z)dz, te(0,T)
u(0, .’L‘)—u(T 3:) z €

onde v € WyP(Q), hi € LP(0,T; L7 (Q)) e (hy(t), ha(t),..., hn(1)) é a representacio
usual de A(¢) em W='7'(2) e finalmente

Ju N 3
(w5 Zgz -

Como p > 3 > 1, o espago Wy™(2) é um espago de Banach reflexivo separdvel

e portanto possui uma “base” enumeravel {e;, e,,...}. Definimos entdo o espaco
mo._
X™ =ley, €2y, m],

gerado pelos primeiros m elementos da base e o problema de valor inicial (P™):

fnu;(t,x)ei(x)dx + / [V, (2, 2)|P% < Vum(t z),Vei(z) > dz =

(P™){ = -/Qg(um(t,x))%( dm-i-/ tht ) %

U (0) = upo € X™, t=1,...,m,

onde u,,(t) = Z ap(t)er, Umo = Zakek e a, € IR.
k=1 k=1
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Reescrevendo { P™) obtemos:

r é[a}(ﬂ /!; e;{z)er)dzr + ﬂj(f)f |iak(t)‘76k(m)[p‘2 < Ve,{z), Vei(z) > dx
] = ias -/ (E ag(t)ex :r)) z)e; x)d:c—{—/ th (t,z) 363 :L‘)d:L‘
| a,-(J(]z)l—- € R, i=1,..

Se denotarmos U = (ay,...,a6,), veremos que (P™) pode ser visto como um

sistema nao linear do tipo

U'=G@,U), te(0,T)
U0y = Us

onde (7 é localmente lipschitziana em U e p’-integravel em t. De fato,
Gt,U)=H{)+ F(U)

onde H(t) = (Hi(t),..., H.(t)) €

N 36;
Ht) =3 [ el 2) 5 (@)de
e F(U) = (F(U),...,F,(U)) onde

F(UY= Fay,....an)=— iai fg | iakVek(:c)P‘z < Veji(z),Vei(z) > dz
] k=1

—I—Za/ Zakek Be (z)edz)dz, 2=1,...,m.

7=1

Lembrando que & € L7 (0,T; L?(Q)) e que e; € Wy?(§), concluimos que

H; ¢ I (0,T). Por outro lado, pelas hipdteses impostas sobre gy, se tomarmos

entao para todo 7,0 € Ref= l,..., N teremos
|9¢(7) = ge(o)] < C(I7P7" + o™ ! + 1)Ir — o], (1.2)
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Logo se U = (@1,...,am) e U = (by,...,b,) entio

( Y arer( )—Qf(kalbkﬁk(x))s

(_’?Z:: arex(z) s—1 )t + 1) lg:l(ak — bi)er(z)|.

Entio se U e U € Bg(0) C R™ e lembrando que ¢x € Wy?(Q) e que 1 < 5 <
p — 2 concluimos que 3 K1(R) > 0 tal que

ia;/gf(zakek ) e jf:bjfmgg(Zbkek ) . (z)e(x)de|<
a: QE(Zerk ) f gz(ibkek )Bei (z)es(z)e;dz|+
"“Z  — b;) ge(z brer(z ) (z)ei(z)}dz|= A+ B.
A < mR/[ Qm_le'lélek -1 +1](§ak—bk2)%
(St [Sewrenfis

< Ky(R)U -1,

para todo £ =1,...,N.
Por outro lado das hipéteses sobre g, e da desigualdade de Young concluimos

que existe D; > 0,7 = 1,2, tais que para todo £ =1,..., N tenhamos
lge(T)| < CDy|7]° + Dy

Logo

de;

S (a)|ei(z)|da

)

B < Zlaj —E?j|/ (OD1 Zbkek(
i=1 {1 k=1

< Ro(R)|U - U|.
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De modo andlogo encontramos K3{R) > 0 tal que

ZakVek(at)
Q k=1

Vek(;‘:)

™ —2

< Vej(z), Veil(z) > dz —

aj

3=1

< Vej(a:),Ve,;(m) > dr <

j=1

< K3(R)\WU - U|.

Dessa forma, concluimos que F' é localmente lipschitziana. Entio de acordo com
o Teorema de Caratheodory (veja. Hale [6] Capitulo 1, Secao 1.5, Teorema 5.1 a
5.3) encontraremos uma Unica u,,(? Za,m(t e:, (@; . absolutamente continua
em seu dominio de definicio), tal que um € uma solucdo local de (P™), definida em
um intervalo maximal [0, 7, ).

Mostremos entao que 3 R > 0 tal que se [um|s < R entdo {uml|reopo1r2(0)) <
V2R, para todo m € IN, e que portanto u,, estd definida em [0,77.

Notemos, em primeiro lugar que

p=—Lt_< L < B o, (1.3)

Avisamos ao leitor que de agora em diante, se X e Y forem dois espagos de Ba-
nach quaisquer, tais que X C Y continuamente, indicaremos por k > 0 a constante

tal que
Ly < k|- x (1.4)

Assim, seja g, satisfazendo (1.2),onde £ =1...N. Se
N, : Lps;‘{p—-z](g) = Lp!(p—Zl(Q)

é operador de Nemytskii associado a gz, entio como Wy?(9) < L7/=2(Q) segue

que

|Ng:(“) - N, (”)|pz’(1’—2} <
Cul oy + Pl fpezy + [P/ EDE )y — p) ) < (1.5)
CE (Juli3! + [vfi5! + k=t QP D)y — v,
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Fazendo v = 0 e usando a Desigualdade de Young, encontramos ¢; = C{1 +
1Q|spf(p—2)(s-1)) ey = C|Q‘Psﬂp 2)(s=-1} tails que

]Ngc(”)|p!(p—2) < Cl|u|;s/{p-—2) +e & c1k5|u|1'p + ¢ (1.6)

Agora estamos prontos para obter estimativas uniformes para u,,. Para isso,

vamos trocar e; por u,(¢) em (P™) para entio concluir que

5 O+ () < O] (s +
HN () 220 b (B (L7

onde N, u)a ZNM (9

g__
De (1.3) e (1.6) temos que

6um aum

N (1)) 3, () < BN () 52D <

kI Ng {tm () |ppip-2) [um (D1 £
Clk(sﬂ)lum( ] 3+1 T C2k|um( N1 p-

Ent3o substituindo esta dltima designaldade em {1.7) obtemos

(O + lan (O < B0 + k™ Jun(IEE + cobhum(Ols ] him(2)s .

Logo se usarmos a desigualdade de Young no lado direito desta desigualdade,

tomarmos £ > 0 e lembrarmos que 1 < 5 < p — 2 nés encontraremos constantes

ea=1—(eP + e k=2 cgksp’lz],

ey = e ko TP/ (457R) 4 o k()P o (1.8)
Cy = E_p’
tais que P
1 :
L (D + colun () < O+ e, (19)

e se s = p — 2, estas constantes serao dadas por
ez =1—(ef + kT + czkspﬂ), ca = c ke PP o pp 7P (1.10)
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Suponhamos em primeiro lugar que 1 < s < p— 2. Se tomarmos € > 0
suficientemnente pequeno, teremos que ¢3 > 0. Entao usando o fato de que W, () C
L%(Q) e a Desigualdade de Young encontramos cg e ¢ positivas tais que

d '
E|um(f)|§ + es|um(t)lz < er(1RE)21 p + 1)

Multiplicando esta equacio por et e integrando-a de 0 a £, podemos concluir
que
um(B)l; < e un(0)3 + er (B} o + 1)

< um(Oh + e[y + 1), Y EE[0,70).

Entdo |uy|; é limitado em [0,7,,) e, conseqlientemente u,, estd definida em

[0,T]. Mais ainda se escolhermos
. o ,
R < W(T Sl [Py (1.11)
e se |upmglz < R concluiremos que
um(T): < R e que |up|peorize) < V2R (1.12)

Assim, se K,, : X™ — X™ é a aplicagio de Poincaré associada a (P™) e é

tal que K, (tmo) = un(T) entdo K, (Bgr(0)) C Br(0). Mostremos agora que K, é

continua.

Para isso, tomemos u,, e v, solugdes de (P™). Usando a monotonia de —A,,

concluimos que

1d ) .
5 g lum(®) = vn (O + alun(t) - -z;m(t)n,p <
< [Ny (am () 520 No(om ) G| finlt) = 0B (113

Mas, vale que

N, () F200) = Nlom(®) 520 | <
[(Nafum() - Notom() 20| | (5520 = G200) Mt

13



Devemos agora analisar cada termo deste produto.

Em primeiro lugar, temos de (1.3) e (1.5) que

[N (8~ WalonD| 220 5 KN frm()) = Noom(2)]_Jim(®
—1,p p—2 1.p
< EC(|lum(t) :_p +lvm(?) : QP DDy () — vpa(2) N U (£) o
Por outro lado, usando (1.3) € (1.6), temos que
U OV s
(520 - F20)son(t)] | < lun(t) = vnlt)hg (k0] +e).

Entdo, voltando & (1.13) e lembrando que X™ tem dimenséo finita (e portanto
todas as normas deste espaco sao equivalentes), encontramos para cada m € IV

constantes positivas Dy e D; tais que

= um(t) — v (8)3 + Diltim (1) — vm(0)[E <
< Dol () = vm(D} [ + (D)5 + fom(£)3].

Mas lembremos que se |umol2,|Umolz < R, onde R satisfaz (1.11), entdo
|t | poor2s [Vmlore < V2 - R. Logo existe k(R) > 0 tal que se |tmo|, |vmo] < R

entao

%1um(f) — v (D)} < B(R)um(t) - vn(t)3

e portanto [t () = vm (B2 < |%mo — vmol3e* P, para todo ¢ € [0, 7).

Logo K, : m CXm— m C X™ é continua e portanto, do Teorema do
Ponto Fixo de Browder segue que K;, tem um ponto fixo, isto ¢, existe ue € X™ tal
que Uy (T) = Upmo = u,(0). Logo do fato de (P™) admitir solugdo unica conciuimos
que u,, € T-periddica se h for T-periddica. '

Assim seja (Un)men uma sequéncia de solucdes periddicas de (P™). Vamos
mostrar que esta sequéncia é limitada em W.

Integrando (1.9) em (0,7) e usando o fato de que u,,(0) = u,{T) concluimos
que

[t 2 e < €5 (€51l + €aT).
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Observando-se que u/, (1) € X™ C Wp*()) ¢ W% (Q) e que X™ tem di-
menséio finita vemos que é possivel calcular |ul,(2)|_1, & partir de (P™) onde en-

coniramos

(D < 1 () g+ VB8t N0t

Entao usando a limitagao de —A,, e {1.6} nés concluimos que
U1 S Jum(B5 + (Ol + 1k [um (D55 + colum(t)]1p.

Masse p < s+2 ese (Un)men € limitada em LP(0,T; WyP(9)) concluimos
facilmente que (u’,) é imitada em L7 (0,7 W~1#'(Q)).

Portanto, (um)meny é uma seqiiéncia limitada em W. Como W C
LP(0,T; LP())) compactamente, concluimos que existe subsegiiéncia, ainda deno-

tada por (uy,) e u € W tais que:

Uy —u em W (L.14)

Um —u em LP(0,T; LP(Q)). (1.15)

Da limitagdo de —A, concluimos que existe £ € L¥ (0, T; W17 (0)) tal que
—Agu, — & em LP(0,T; W™P(Q)). (1.16)

Por outro lado segue de (1.5) e de (1.6) que podemos definir o operador
de Nemytskii, associado & gs, sobre L2¥/®=2(0,T; L*/*=D(0)) com valores em
I#/e=2(0, T; LP/®=2((1)) e que este é um operador continuo de modo que de (1.3)

e (1.15) podemos concluir que
Ny, (um) — Ng,(u) em Lpf(p—Z)(O’ T; Lp!(p_ﬂ(ﬂ))-

Novamente usando (1.3) e também usando (1.14) concluimos que

Bt Ou

o Nalu)5- em LP(0,T: L' (Q)) (1.17)

Noum)

e conseqiientemente esta convergéncia fraca se dé também em L?'(0,7; W~1%'()).
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Tomando-se ¢ € C°([0,T]) e e; € X™, concluimos a partir de (P™) que:

[ a0, ety + ] INOT e)@(ﬂdt:
fo (h(t), €)oo (t)dt + f (t), e:)o(t)dt.

Passando o limite quando m — oo, usando (1.14) & (1.17) e o fato de que

{ei}ien é uma base de Wy ?(Q), concluimos que

Ou
ur+ £ = Ny(u )am—kh em L¥(0,7;W=17'(Q)). (1.18)
Procedendo como no Teorema 5.1 do Capitulo 2, concluimos que u(0) = u(T)

e que { = —Ayu, como queriamos.
Para o caso s = p — 2, é suficiente garantirmos que ¢, dado em (1.10),

seja positivo que o resto da demonstracio segue como mno caso 1 < 5 < p — 2.

(Lembramos que ¢z = (1 — (€” + cke?/? 4 ¢;k°t')) onde ¢ > 0 é arbitrario,
o = C(1 +|Qp/l-Dl=1) " ¢, = C|Q|ps/-2-1) o ¢ = 2, max {Cg}). Assim
se Cy for suficientemente pequeno, para todo £ = 1... N, entao .;:3 serd positivo,

COMO qlieriamos.

Finalmente, para que possamos obter solugbes fortes para (1.1) basta que
g(u )gE € L0, T; L*()), jd que h € L2(0, T; L*(Q)).

Sel<s< p— . 2 entio g— > 2_{)9 e, conseqiientemente, LP/*(0,T; LP/*(Q)) C
/=00, T; [/-2(Q)). Comfs < p — 2, entao (1.1) tem uma solugao fraca

uw € LP(0,T;W;P(})) e conseqiientemente N,,(u) € L¥/E=3(0,T; L/ e=-2(Q)).

Portanto, obtemos I\Tg,z(u)gi € L2(0,T; L*)) como queriamos. 0
Ty

Observagao: Se no Teorema 1.1 trocarmos —A, por qualquer dos operadores for-

necidos pela Observacio 3.4 do Capitulo 2 entao este ainda sera valido.
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