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Introducdo

Os Modelos Lineares tratam do ajuste de fungbes lineares nos pardmetros pelo

critério dos minimos quadrados. Sua aplicagdo em Estatistica é. muito ampla como, por

exemplo, num processo de amostragem, para estimar a média u de uma populagio,
assumimos que cada observagio feita, y;, € igual 2 média mais um erro ou y, = u +e,.

E, assim, cada observagéo foi modelada através de um modelo linear, Outro exemplo
é o emprego da técnica de andlise de varidncia para comparagao de tratamentos em

experimentos.

Essencialmente, o ajuste de. um modelo € uma questio de aproximacdo
numérica. Nesse sentido, € desnecessdrio se colocar, a principio, imposi¢bes ou
restricdes a componentes do modelo. Pretende-se, assim, desenvolver a teoria dos
Modelos Lineares de modo gradativo, colocando imposigdes apenas onde necessdrio.
Para tal, usaremos a idéia dos projetores, de modo que a visdio geométrica

predominard, acarretando importante simplificagio algébrica, como se verd.

A presente Dissertagio de Mestrado tem como objetivos fundamentais a)
apresentar a teoria dos Modelos Lineares sob uma dptica basicamente geométrica e b)

auxiliar no uso do sistema SAS®, que ocupa papel de destaque na Estatistica aplicada,
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construindo uma ponte entre a teoria € a pritica. Por exemplo, as Somas de Quadrados
tipos I, 11, III e 1V, popularizadas pelo sistema SAS®, constituem parte importante da
Dissertagdo. Isso em razio de entendermos a sua utilidade prdtica e a falta de
informagdes mais detalhadas sobre o tema, mesmo no material de referéncia que

acompanha o sistema SAS®,

Além disso, para testar hipdteses e construir infervalos estatisticos, usaremos
os testes de significAncia e intervalos de consonéncia no lugar dos cldssicos testes de
hipéteses e intervalos de confianga. Isso corresponde a uma mudanga de filosofia em
relagdo a outros textos sob Modelos Lineares no que concerne ao modo de encarar tais

temas, jad que os cdlculos mateméticos envolvidos ndo se alteram.

Este trabalbo ndo deve se encerrar em si mesmo: ele é o primeiro passo para

a producdo de um texto didédtico sobre Modelos Lineares.

Ao longo do texto, estaremos estudando e resolvendo um sistema de equagOes
onde o nimero de incdgnitas (pardmetros) € menor que o nimero de equagdes.
Portanto, em geral, um sistema inconsistente, Esse fato nfo deve ser perdido de vista

pelo leitor jd que ele norteia todo o desenrolar do trabalho.

No Capitulo 1, apresantaremos resultados sobre vetores, matrizes e Algebra
Linear que serdo usados no restante da Dissertagdo. O objetivo deste capitulo €
recordar tdpicos que estardo envolvidos no desenvolvimento da teoria nos capitulos
seguintes. No Capftulo 2, estudaremos as estruturas de classificagdo. Definiremos,

também, os Modelos Classificatérios, que serdo o alvo principal do trabalho.

A partir do Capitulo 3, iniciaremos o estudo do sistema inconsistente referido
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acima: suas caracteristicas, suas solugdes através do método dos Minimos Quadrados
e o surgimento das EquagGes Normais. No mesmo capitulo, veremos o significado dos

graus de liberdade, a notagao R(.) € a técnica de Andlise de Varidncia.

Estudaremos o conceito de Estimabilidade e algumas caracteristicas das fungdes
estimdveis no Capftulo 4. Impor restri¢des, estimaveis ou ndo estiméveis, aos modelos,

leva ao surgimento dos Modelos Restritos, que veremos no Capitulo 5.

Até aqui, as projegOes associadas as Equacdes Normais foram ortogonais. Caso
tais projecdes sejam ndo ortogonais, necessitaremos desenvolver o método dos

Minimos Quadrados Ponderados para resolver o sistema. Isso serd feito no Capitulo
6.

O Capitulo 7 trata da resolucdo numérica das Equagbes Normais através do
operador SWEEP(A k). O SWEEP(A, k), modificado por questdes de implementacio
computacional, é o método usado pelo sistema SAS’. Ele fornece subprodutos de

interesse no ajuste de um modelo linear.

Nos Capitulos § e 9, trataremos do estudo das Somas de Quadrados tipos I, II,
1T e IV que serdo usadas nos Testes de SignificAncia. Seu surgimento, construgéo e

uso sao vistos em detalhe, A importincia do tema ja foi enfatizada anteriormente.

Com excecido da necessidade da existéncia de Esperanca e Vanincia de
varidveis aleatérias para o conceito de Estimabilidade, nada se exigiu em termos de
distribui¢io probabilistica. Neste ponto, introduziremos as condigdes de Gauss-Markov
aos modelos. No Capitulo 10 estudaremos as distribui¢des de estatisticas que serdo

empregadas nos Testes Estatisticos.
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Os Testes de Significincia e os Intervalos e Regides de Consondncia, cuja

presenga aqui j4 foi mencionada, serfo vistos no Capitulo 11,

Finalmente, os dois tdltimos capftulos sio uma con lementagdo do estudo
anterior: a Andlise de Covaridncia, no Capitulo 12, e 0 E.ame dos Residuos, no
Capitulo 13. A Andlise de Covaridncia ndo mais vista como 1:m tema 2 parte dentro
dos Modelos Lineares, mas como uma aplicagdo de grande importincia. Conforme
enfatizado no capitulo, sua separagio tornou-se irrelevante, do ponto de vista

computacional, na era dos computadores.



Capitulo 1

Alguns Conceitos Uteis

1.1 INTRODUCAQ

O objetivo do presente capitulo € resumir alguns conceitos que serdo titeis no
decorrer deste trabalho. Como a teoria dos Modelos Lineares serd vista sob um ponto
de vista essencialmente geométrico, veremos aqui alguns resultados importantes para
esse desenvolvimento, como a no¢do dos projetores. Nao nos deteremos em conceitos
bésicos de Algebra Linear, Para tal, o leitor deverd consultar textos especificos sobre

o assunto, citados na bibliografia.

1.2 DISTANCIA

Definicio 1. Em um espagco vetorial X, para todo elemento x, y € z

pertencentes a X, uma funcZo real d(.,.}, tal que

1. d(x,y) 2 0;
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2. d(x,y) = 0 se, e somente se, x =y,
3. dx, ) =d(y,®) ¢

4. dx,y) 2 (x,2) +d(z,y)

¢ definida como a distdncia entre 0s elementos x € y.

Poderfamos tomar como a fung¢fo d(.,.), por exemplo,

1. d(x,y) = Y(x-»(x-y),

2. d(xy) =[x~y |+.+|x -y ou

3. d(x,y) = max{|x,-y,},

lgign

A fungio 1 € facilmente tratdvel do ponto de vista matemdtico, estd envolvida no

me¢todo dos minimos quadrados - de largo uso prético - ¢ serd a medida de distdncia

usada neste trabalho.

1.3 OPERACOES LINHA

Algumas operagOes realizadas com os vetores linha de uma matriz A e que

serac uteis sdo;

1. troca de uma linha por outra,
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2. multiplica¢@o de uma linha por uma constante e

3. adicdo de um muiltiplo de uma linha a outra linha.

Cada uma dessas operagoes € equivalente 2 premultiplicacdo de A por uma matriz ndo

4 22
singular e que ndo altera o posto de A. Por exemplo, para A= |2 2 0}, com
202
010 100 210
p(A) =2, sejam as matrizes B=(1 0 0|, C=|0 3 0| e D=|0 1 O de posto
001 001 0 0 1
220 4 22 10 6 4
completo. F=BA=14 2 2/, G=CA=1|6 6 0| ¢e H=DA=| 2 2 0| sdo os
202 202 2 02

resultados da aplicagdo das operagdes linha 1,2 e 3 acima. E facilmente verificado que

as trés matrizes resuitantes sio de posto 2.

1.4 PROJECOES

Suponhamos um ponto y em um espago n-dimensional. Queremos encontrar sua
distincia a uma reta, digamos a reta na dire¢do do vetor a, conforme mostra a Figura
1 para o caso de n=3. Estamos procurando o ponto g sobre essa reta que estd mais

préximo de y. A lIinha conectando y a g € perpendicular ao vetor a ¢ podemos calcular

a distdncia entre eles. A situa¢do € a mesma quando, ao invés de uma reta na diregio



10 Um Curso em Modelos Lineares

Cap 1

de @, temos um plano ou, de modo mais geral, um subespago § de R*. O problema

¢ encontrar o ponto g naquele subespago que estd mais préximo de y. Esse ponto € a
projecio de y no subespaco e serd enconirado tragando uma perpendicular de y a S.

g serd o ponto de S onde a perpendicular a § encontra 0 subespago.

Figura 1. Projegio em um espago tridimensional

Aqui, algumas questdes surgem.

1. Este problema ocorre em aplicagdes praticas?
2. Existe uma expressdo que defina o ponto g?

3. Existe um modo computacionalmente estdvel de calcular g7

As respostas as duas primeiras perguntas € sim. Nossa questdo € o problema
da solucdo de minimos quadrados de um sistema superdeterminade. O vetor y

representa os dados fornecidos por experimentos ou questionamentos €, conforme
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veremos, surgem equagdes que ndo tem solugdo. O método dos minimos quadrados
seleciona o ponto ¢ que estd mais préximo do ponto y e, assim, podemos dizer que ele

€ a melhor escolha possivel se queremos representar y por um ponto pertencente a S.

A segunda questdo, encontrar g, € ficil quando o subespago, ou € uma reta, ou
estd representado por sua base. No entanto, se S é descrito por um conjunto de vetores
que o geram, mas que sdo linearmente dependentes, a questio leva a problemas
adicionais. Nessa situagio, o ponto g continua unicamente determinado por ser o mais

préximo de y. Porém, ele pode ser expresso de muitas maneiras.

Com reIag:io a terceira questfio, a resposta nfio € simples. Se o subespago S é
especificado por um conjunto de vetores que estio muito préximos, € virtualmente
impossivel decidir se eles sdo, ou ndo, independentes, Cormo consequéncia, o ponto
g serd representado por combinagdes lineares cujos coeficientes sio numericamente

instdveis,

1.5 MATRIZES DE PROJECAO

Consideremos o sistema Az = ¢, onde A € uma matriz nxp, z, um vetor px1
de incdgnitas ¢ ¢, um vetor de 7 observagOes. O nimero 7 de observagdes € maior que
o numero p de incOgnitas €, assim, € de se esperar que o sistema ndo tenha solugio.
Provavelmente, ndo existird um valor de z que se ajuste perfeitamente as observagdes
¢. Ou, de outra forma, provavelmente o vetor ¢ ndo serd uma combinagfo linear das

colunas de A.
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O problema, entdo, é escolher um valor £ que torne o €rro gue estamos
cometendo o minimo possivel. Esta minimizagio serd feita no sentido dos minimos
quadradoes. O erro, r = |JAZ -¢|, € a distincia de ¢ ao ponto AZ no espago coluna de
A. Assim, a solugio de minimos quadrados corresponde a encontrar o ponto g = A7

que estd mais préximo de ¢ que qualquer outro ponto de &(A).

A projegio de ¢ no espago coluna de A, &(4), serd ¢ =Af=P,c. A matriz
P, & a matriz de projecdo ortogonal ou projetor ortogonal no espago coluna de A. O

indice A estd sendo usado para enfatizar que a projegdo € feita sobre esse subespago.

Quando ndo houver necessidade de se especificar, ou nio houver divida sobre qual
espago a projecdo estd sendo feita, o indice serd omitido. A projecdo de ¢ em &(A)
fornece P, ¢, nesse subespago, e ¢ -P, ¢ = (I-P)c em &(A)*. Assim, I-P, também

¢ um projetor: ele projeta ¢ no ortocomplemento de A. O projetor ortogonal tem as

seguintes propriedades:

P,. P =P, ou seja, ele & idempotente.

P,. P/ = P, ou seja, ele € simétrico.

Podemos notar que para qualquer vetor ¢, 0 vetor P¢ pertence ao subespago

sobre o qual ¢ estd sendo projetado. Assim, se O projetarmos novamente sobre o

mesmo subespago, fornecendo P(Pc) = P2¢, nada € alterado ¢ Pc = P%c para todo

vetor c¢. Entio, P = P2,
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Para verificar a simetria, consideremos quaisquer dois vetores c e d. Se ¢ &

projetado, como acima, fornecendo Pc e d € projetado no ortocomplemento de A,

fornecendo (I -P)d, as duas projecdes sdo perpendiculares entre si e

(P I-P)d = ¢’P(I-P)d = 0

Como isso vale para quaisquer ¢ e d, concluimos que

PU-P) =0 =P =PP-P =P =PP

de modo que P/ = P,

Pelo mesmo raciocinio, € facilmente verificado que I-P ¢ simétrico e

idempotente.

1.6 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Defini¢ao 2. Um qurovalor de uma matriz A, pxp, € um escalar A, tal que

Ax = Ax, para algum vetor x = @. O vetor x € chamado um auroveror da

-

matriz A e cada autovetor estd associado a um autovalor.

Entdo, se A é um autovalor de A, Ax-Ax =0 ou (A-~Al)x =0, Assim, A
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¢ um escalar, tal que esse sistema homogéneo tem outra solugio que ndo x = e se
verifica que o determinante |A - I} = 0. Portanto, os autovalores de uma matriz A

podem ser definidos como os escalares A, tais que |A-AI|=0. |A-AI| é um

polindmio e suas rafzes sdo os autovalores de A.

Alguns resultados sobre autovalores e autovetores serdo usados nes préximos

capitulos.

1. O niimero de autovalores diferentes de zero de uma matriz € igual a seu posto.

2. Os autovalores de uma matriz idempotente sdo todos iguais a 0 ou 1. Portanto,
uma matriz de proje¢do tem autovalores iguais a O ou 1,

3. Os autovalores de uma matriz simétrica sdo reais.

4. O produto dos autovalores de uma matriz € igual a seu determinante.

1.7 FORMAS QUADRATICAS

Defini¢iio 3. Uma forma quadrdtica nas n varidveis y,,..,y, é uma funcio da

forma
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onde {ag} 380 constantes,

Podemos escrever uma forma quadrdtica em notagdo matricial, definindo o

vetor y/ = [y - ¥,] € 2 matriz A =(a;), de modo que

Q =yAy

A é chamada a matriz da forma quadrdtica. Pode-se assumir que a matriz de uma
forma quadrdtica € simétrica, pois sempre € possivel representar uma forma quadritica

cuja matriz nfo € simétrica através de uma matriz simétrica.

Definicio 4. A miatriz simétrica A, nxn, e a forma quadrdtica y’Ay, para
-y =@, sio chamadas positivas definidas se y'Ay > O e, positiva semidefinida,

se y’Ay 2 0.

Se uma matriz é positiva definida, entdio seus autovalores sfo positivos e se ela

é positiva semidefinida, eles sdo ndo negativos.

Pode-se provar que se uma matriz A € positiva semidefinida, existe T, tal que

A =TT, Se A for positiva definida, T serd nfo singular.

L.
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1.8 ELIPSOIDES

Definimos uma esfera sélida n-dimensional com o centro em @ e raio r, como

o conjunto de todos os pontos cuja distincia, a partir de a, € menor ou igual a r. Em

outras palavras, € o conjunto de pontos x, satisfazendo |x-a|sr ou

|x -al? < r* Essa dltima expressdo pode ser escrita de outra forma:

jx-al < r? = (x-a)(x-a) < r* = (x-a)[(x-a) < r*

Se a matriz identidade for substituida por uma matriz M simétrica positiva definida
qualquer, entdo a desigualdade (x ~a)’M(x -a) < r? definird um elipséide em R com
centro em a. Um ¢lipséide € a extensdo em R" do caso bidimensional em que

(x-a)M(x~a) <r? é uma elipse. Os comprimentos dos eixos, em cada uma das 7

dimensoes do elipsdide, sdo inversamente proporcional aos autovalores de M. Assim,

entende-se porque, quando a matriz da forma quadrdtica € a identidade (autovalores

iguais a 1), tem-se uma esfera em R". Portanto, esse € um caso especial da situacio

geral em que a matriz M € qualquer matriz positiva definida.
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Capfiiulo 2
Modelos Classificatorios

2.1 INTRODUCAO

Uma das nocdes bisicas da teoria dos conjuntos € a de membro de um
conjunto. Se o elemento ¢ é membro do conjunto A, representaremos tal fato por
a € A. Um conjunto serd completamente determinado por seus .. 2mbros e, assim, uma
das formas mais comuns de se definir um conjunto € listando seus elementos. De outra
forma, podemos dizer que o conjunto A € o conjunto de todos os elementos ¢ que
possuem uma certa propriedade. Em geral, pensamos em um conjunfo como tendo
alguns membros, mas, por vezes, € conveniente se considerar conjuntos que ndo

possuem membros € que s3o chamados de vazio.

A propriedade que define os elementos de um conjunto e, portanto, o conjunto,
estabelece a condigio ou regra de pertinéncia a ele. Por exemplo, 0 conjunto dos

municipios de um estado, o conjunto das construcdes de uma c'dade.

Podemos ampliar a nogdo de conjunto e introduzir o conceito de particdo de

wn conjunto. Uma regra que classifica os elementos de um conjunto 4 em
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subconjuntos mutuamente exclusivos e exaustivos cria uma partigdo em 4. Isto €,
atribui 4 cada elemento de 4, uma propriedade gue o coloca como pertencente a um,
e s6 um, desses subconjuntos. Assim, nenhum elemento de 4 deixa de pertencer a
alguma parti¢@o; ¢ o conjunto das partigdes recria A. Como exemplo, tomemos como
conjunto 4, os habitantes de uma cidade. A regra: idade menor que 18 anos, idade

entre 18 e 60 anos e idade maior que 60 anos, cria uma particao em A. Ou seja, divide

A em trés subconjuntos: 4,, idade menor que 18 anos; 4,, idade entre 18 e 60 anos;
e A,, idade maior que 60 anos. Entio, todo habitante da cidade em questio pertence

obrigatoriamente a 4, ou a A,, ou a A,. Pertencer & primeira parti¢io implica em

ndo pertencer & segunda € a terceira. Pertencer & secgunda implica em n3o pertencer
4 primeira e & terceira. Igualmente, pertencer 4 terceira implica em no pertencer a

primeira nem a segunda.

A regra que classifica, no exemplo acima, os habitantes da cidade em faixas
etdrias, € uma regra que determina um conjunto: o conjunto das pessoas que tem idade
em certa faixa etdria. Assim, a particio pode ser vista como uma extensio da nogdo
de conjunto j& que ela € criada por virias regras de pertinéncia aplicadas

simultaneamente ao conjunto 4.

2.2 FATORES DE CLASSIFICACAO

Nas aplicacdes estatisticas, as nogdes que estamos discutindo, através do uso

da teoria dos conjuntos, assumem nomes especificos com significados especiais que
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veremos a seguir. O conjunto bdsico, que contém os elementos de interesse e que é
submetido, eventualmente, a uma ou mais parti¢des, € chamado populacdo. A regra
que define uma particdo na populagdo é um fator ou fator de classificacio.

Formalmente, podemos usar a seguinte definicdo.

Defini¢io 1. Um fator de classificagdo de um conjunto de individuos é uma
partic@o do conjunto desses individuos em subconjuntos disjuntos e exaustivos,

Os subconjuntos formados pela particdo sdo chamados niveis do fator.

Para um grupo de individuos, considerados seu sexo e pafs de nascimento,
temos dois fatores de classificagiio. Isso induz duas parti¢0es no grupo: uma, segundo
0 sexo0, com dois niveis € outra, segundo o pafs de nascimento, com tantos niveis
quanto o nimero de pafses considerados. Cada subconjunto determinado pela partigio
criada por um fator estard, por definigfo, associado a um nivel do fator. Vale enfatizar
que se pode definir vérios fatores de classificag@o simultaneamente na mesma
populacdo, sendo que cada um deles determina uma diferente partigdo na populacao.
Esse procedimento fard surgir classificagdes derivadas que ocorrem em virtude das

intersecdes dos diversos subconjuntos das parti¢des.

Vejamos outro exemplo de partigdo induzida por dois fatores. Seja um estado
da federagdo, o conjunto que chamamos populagdo. O conjunto dos municipios do
estado induz uma primeira parti¢o, sendo, portanto, um fator de classificacdo.
Consideremos, como outro fator, bacia hidrogréfica. Admitamos que existam duas no
estado. Cada ponto geogrifico do estado estard em um municipio e em uma bacia.
Assim, a cada elemento da populagio € possivel associar um par de aftributos:
municipio ¢ bacia. Qu ainda, podemos especificar o subconjunto ao qual pertence um

elemento da populagdo, referindo-nos a seu par de atributos.
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Consideremos, agora, um terceiro fator no exemplo acima: distrito, Cada
municipio pode conter diversos distritos que terdo seus nivels denotados por nomes.
Admita-se, ainda, que os nomes dos distritos sejam atribuidos por seus habitantes sem
respeitar usos prévios do nome em outros municipios. Dessa forma, o nome, digamos
Santana, em mais de um distrito, cria uma situag@o especial se desejamos nos referir
a um elemento do estado através de seus atributos. Ao especificarmos 'Santana’, é
necessdrio especificar, também, a qual ’Santana’ estamos nos referindo. O fator

. distrito, ao ser especificado, exige que se nomeie o municipio para sua correta
localizagdo. Dizemos que ele estd embutido no fator muricipio. Em contraste com essa
situagdo, a especificagdo de bacia ndo necessita a mengdo do municipio. Dizemos que

os fatores municipio € bacia sdo cruzados.
Defini¢io 2. O fator de classificag2o B estd embutido no fator de classificagédo
A, se todos os individuos tendo o mesmo nivel do fator B, necessariamente

estio no mesmo nivel do fator A.

A representacdo de fatores embutidos através de diagrama de Venn pode ser

vista na Figura 1. Ali, 4 tem trés niveis ¢ B, dois.

Havendo trés fatores 4, B ¢ C, onde B estd embutido em A e C estd embutido

em B, € claro, pela definigio, que C também estard embutido em A.

Para denotar que o fator B estd embutido em A, usaremos B(A4).
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B3

Figura 2. Fatores A e B cruzados

B
7

B4

Defini¢fio 3. Dois fatores, tais que um ndo estd embutido no outro, sio ditos

cruzados.

O diagrama de Venn, representando o fator A com trés niveis e o fator B com

quatro e, onde A e B sao cruzados, pode ser visto na Figura 2.
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Suponhamos gue uma colegdo de individuos seja classificada pelo fator sexo.
Evidentemente, ainda € possivel classificd-los por pais de nascimento, origem
religiosa, cor dos olhos, etc, Individuos, aqui, serdo considerados como entidades que
podem ser reconhecidas como algo simples e {inico como uma pessoa, um animal,
tempos de observagdo de um sistema ou um pedago de terra. Associado a cada

individuo, existe um conjunto de atributos ou varidveis que identificam as p partigdes
as quais os individuos pertencem. Aqui, ¢las scrdo representadas por Xx,x,..x,.

Assim, x;, J =1,.,p, é um rétulo arbitrdrio, acessério a classificagao, que identifica

a particdo.

Para trabalharmos sempre com variaveis matemdticas bem definidas, podemos

associar a cada nivel de um fator, uma varidvel indicadora, Por exemplo: seja um

elemento genérico da populagdo. Para um nivel / do fator A4, 8;(x)=1,seo0 nivel de

x; €1, e 8,(x;) =0, caso contrdrio. Se o fator 4 tem a niveis e, portanto, determina
a subconjuntos, existirio ¢ varidveis indicadoras associadas ao fator. Por exemplo,
poderiamos ter d(x;} =1, para denotar que o individuo é um homem ¢ & i(xj) =0,
para denotar que o individuo € mulher. No entanto, nada se alteraria se os valores
associados aos niveis dos fatores fossem, por exemplo, 17 e 36, 3 e 10, -1 ¢ 0 ou

quaisquer outros dois valores. O que importa € estabelecer uma convengdo que indique

que um determinado individuo pertence ou nfo pertence a cada um dos nfveis do fator
em questdo, Sem duivida, a defini¢do dada acima para 5i(xj) ¢ bastante conveniente

e serd a utilizada daqui para frente.

As nogdes de classificagio e medida podem se relacionar. Se fizer sentido, €

possivel associar niimeros aos niveis do fator. Essa situa¢iio ocorrerd quando existir
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uma métrica ligada aos niveis do fator de classificagdo. Por exemplo, o fator altura

em centimetros determina a alocagio de pessoas a classes &s quais existem nimeros

associados. Assim, x; ndo serd arbitrdrio e, ao invés de se utilizar a fungfio 8,(x),

pode-se represemtar x; através de seu real valor numérico. Dizemos, entfo, que um

fator € classificatdrio, em oposigio a numérico, quando seus niveis ndo podem ser
associados a medidas. SituagOes, onde fatores classificatérios coexistem com fatores
numéricos, sio referidas na literatura como Andlise de Covaridncia e serdo tratadas

no Capftulo 12,

Tomemos um exemplo para ilustrar a construcdo da estrutura obtida com o uso
das varidveis indicadoras. Se existirem no estado trés municipios, a saber: 4, B ¢ C;
no municipio 4, os distritos de nomes a, b, ¢ e d; em B, os distritos de nomes g, d,
e e, em C, os de nomes f, g e h, teremos a seguinte configura¢ao, onde os simbolos

do topo da terceira coluna representam &,(x), i =A4,.,h.

Municipio Distrito A*B* C* a; b* c* d; a; d; e* f ga h
A a 1 001000O0O0O0O0O0O0
b 1 0001000O0O0CO0O00
c i 00001 00O0O0O0T©O0O0
d 1000 001 0000 00
B a 01 00 0O0CO0CTI1O0CEO0OO0OO0O0
d 01 0000O0CO010O0CO00
e 010 00O0OCGOCO0OT1 000
c f 0 0100000007100
g 001 00O0O0O0O0OO0CO0CTI1 O
h 0 01 00 0O0O0O0CO0 0O 01
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Assim, a cada elemento do estado foi associado um conjunto de varidvels indicadoras
que define exatamente aquele elemento, Porexemplo,1 0 0 1 000 0 0 0 0 0 O define
o distrito @ do municipio A, enquanto que 0 100000 1 0 0 0 0 0 define o distrito
a do municipio B. Note que a especificagio do distrito a nio define exatamente um
elemento dentro da populagio: € preciso se fazer referéncia, também, ao municipio,

Como jd vimos, 1sso ocorre porque o fator distriro estd embutido no fator municipio.

Para simplificar a notag¢o, usaremos daqui para frente, X;; 1O lugar de Si(xj).

Consideremos, agora, que a cada elemento da populagio esteja associado um
valor numérico de interesse. Por exemplo, o niimero de habitantes de cada distrito dos

municipios do estado. Assim, para um elemento especifico da populagdo podemos
expressar o conjunto de varidveis indicadoras, X;,-5X,, que o define e, também, seu

valor numérico de interesse. Digamos que nos municipios 4, B e C, estamos
interessados no peso dos adultos, segundo seu sexo. Portanto, temos dois fatores de
classificagao: municipio, com trés niveis e sexo, com dois. A cada individuo adulto
de cada sexo e de cada municipio existe associado um valor numérico que € seu peso.
Seja {, um indice que especifique os municipios 4, B e C ou municipios 1, 2 e 3. Seja
J» um indice que especifique os sexos masculino e feminino ou sexos 1 e 2. Neste

caso, os fatores sdo cruzados e induzem duas parti¢des independentes na populagdo.

Cada subconjunto conterd n; individuos. Pictoricamente, podemos representar essa

situag@o numa tabela 3 x2, onde as linhas representam os municipios e as colunas, o0s

sexos. Cada combinagdo de niveis do primeiro fator com niveis do segundo fator serd

uma casela da tabela.
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Definigio 4. Se n, = muy, para quaisquer i,i',/,j', ou seja, o nimero de

observagdes por casela é igual para todas as combinagdes dos niveis dos

fatores, a estrutura € dita balanceada. Caso contrério, serd desbalanceada.

2.3 REPRESENTACAQ ESQUEMATICA DAS ESTRUTURAS DE CLASSIFICACAQ

E conveniente supor a existéncia de dois fatores triviais, ambos com um nivel
somente. Em uma ponta, um fator universal, a média geral p, que embute todos os
demais fatores, Na outra, um fator e, especifico para cada observagdo € embutido em

todos os outros fatores.

Uma forma itil de representar as estruturas de classificagdo € vista na Figura

Cada ’o’ corresponde a um fator de classificagdo e a regra bdsica para a
construgio desses esquemas € a seguinte: se um fator B estd embutido em um fator A4,
ligd-los por uma linha como na Figura 3(2). O topo da figura €, de certa forma,
desnecessdrio, mas € Gtil para indicar que o diagrama estd completo superiormente.
Associar o rétulo g a ele, para indicar que todas as observagdes estao no mesmo corpo
de dados. O diagrama da Figura 3(1) sugere que um individuo pode estar no nivel {
de A e no nivel j de B independentemente. O diagrama da Figura 3(2) sugere que uma
observagdo, estando em um nivel de B, obrigatoriamente estard em um certo nivel de

A. Ao ponto inferior do diagrama, associar o rétulo e.
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Figura 3. As duas possiveis estruturas com dois critérios de
classificacio
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Figura 4. As cinco possiveis estruturas com trés fatores de classificagio
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O diagrama da Figura 3(1) diz-nos que temos dois critérios de classificagdo:
os fatores 4 e B. O diagrama da Figura 3(2) diz-nos que o fator B estd embutido no
fator A.

Ilustremos esses diagramas para casos mais complexos. Consideremos os

diagramas da Figura 4.

1. Aqui, temos trés fatores de classificacdo: A, B(4) e C(B). Um exemplo seria;

casas C, em cidades B, nos estados A e no Brasil .

2. Aqui também, temos trés fatores de classificagdo: A, B e C, com B(A), C(A)
e B e C cruzados. Continuando com o exemplo acima, p é o0 Brasil; A, a

cidade; B, o tipo de casa (alvenaria ou nio); C, o nimero de comodos,

enguanto que e se refere a uma casa individual.

3. Novamente temos os trés fatores A, B ¢ C. p poderia ser o Brasil; A, o estado;
B, a cidade e C, a localizagio (urbana ou rural), e se refere a uma casa
individual.

4. Uma possivel interpretacio seria: p, o Brasil; 4, meio urbano ou rural; B, casa
prépria ou alugada; C, o nimero de cdmodos dentro das classes A e B. Para

e, a interpretacio € equivalente 2s situacdes anteriores.

5. Neste caso poderfamos interpretar os simbolos da seguinte forma: y, o Brasil;
A, meio urbano ou rural; B, casa prépria ou alugada; C, com ou sem telefone.

Mais uma vez, ¢ se refere a uma casa individual.
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J& vimos que a cada um dos individuos da populagdo pode estar associada uma

caracteristica numérica, ou resposta, de interesse. Representemos essa caracteristica
por y; ., onde cada um dos indices 1,j,.,g representa um fator ¢ r, as Ry o

replicagdes dentro daquela combinacgio de fatores.

Definicdo 5. Uma média das respostas sobre qualquer subconjunto dos indices

que compdem a resposta ¢ definida como média parcial.

Por exemplo, com dois critérios de classificagio, uma forma iitil de representar

as médias parciais e que serd usada a seguir € a seguinte:

onde 7; € o niimero de replicagdes na combinago do nivel i do fator 4 com o nivel

J do fator B; a, o nimero de niveis do fator 4 e b, 0 nimero de niveis do fator B.

Para 2 média geral, usaremos



Modelos Classificatdrios 31

Y. = EEE)’ijr! )7 =

1
_y"'
i1 j=1 rel n

a b My

Definicio 6. Uma média parcial é admissfvel se, presente um indice
correspondente a um fator, também estdo presentes todos os {ndices dos fatores

que o embutem. Caso contrdrio, a média € inadmissivel.

Na estrutura da Figura 4(3), vemos que as médias dos subconjuntos {u},

{u,4}, {p,A,B}, {#,A4,C}, {4,C} e {u4,A,B,C} sdo admissiveis. Por outro lado, as

médias dos subconjuntos {u,B} e {u,B,C} sdo inadmissiveis.

Consideremos, na mesma estrutura, que o fator A seja indexado por i; o fator

B, por j e C, por k. As médias parciais eventualmente possivels de serem calculadas
serdo indexadas por i..., .j., .k., ij.., ik, .jk e ijk.. Pela Definigdo 6, as médias
indexadas por .j.. ¢ .jk. s3o inadmissfveis. Note que podemos, também, considerar

Y €OMO uma média admissivel.

As respostas individuais podem ser representadas através de identidades
algébricas como veremos a seguir. Essas identidades sdo teis para se compreender

como os efeitos estio combinados para fornecer a resposta observada.

A identidade algébrica é formada, 2 esquerda, pela resposta indexada e, &
direita, por uma soma de parcelas construidas, cada uma, da seguinte forma: o
primeiro termo € uma média admissivel; os termos seguintes sio formados pela

eliminacio de um ou mais indices dessa média, dentre aqueles correspondentes a
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fatores que nao embutem outro fator naquela média admissivel. Aos termos de onde
se retira um nimero fmpar de indices, atribui-se o sinal negativo. Se o mimero de

indices retirados € par, seu sinal serd positivo. O significado de cada parcela serd visto

2 frente.

Como exemplo, consideremos a estrutura da Figura 3(1). As médias

admissiveis sio: ¥ , ¥. , ¥., ¥, € ¥... A identidade algébrica sera:
o LY gy A igr

Yiyr = Y.+ -y) +()T.j. -y ()-’if. -V y-; +Y )0 br - 7 )

Para a estrutura da Figura 3(2), a identidade algébrica serd

Yir =Y.+ O =Y )+ = 3 )+ - )

Uma idéia que serd itil a frente é a da populagdo conceitual de respostas.

Tomemos Y, i=1,.,N, j=1,.,t, como o valor da resposta do individuo i a0

tratamento j. Se o individuo i sob o efeito do primeiro tratamento forneceu Y;,, o

valor Y, nfo serd observado. No entanto, ele existe: o individuo i teria fornecido ¥,

se estivesse sob o efeito do segundo tratamento. Assim, {7,

i}, € o conjunto de

respostas de N individuos sob os efeitos de  tratamentos. Poderfamos definir {Y}

como uma populacdo conceitual de respostas.
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E possivel, para a populagio conceitual de
respostas, considerando T o fator tratamento e 7 o fator
individuo, Tepresentar a estrutura populacional como na

Figura 5 e escrever a identidade algébrica

(1)

1-’-__ denota 2 média geral das respostas dos N individuos

Figura 5. Estrutwra de  sob os efeitos dos f tratamentos. ¥; denota a média das
classificacdo para a populagio

conceitual de respostas respostas do individuo i sob o efeito dos ¢ tratamentos

e fj a média das respostas dos N individuos sob ¢ efeito do tratamento j. Assim,
(l""._,.— 17__) ¢ a diferenga entre a resposta média de todos os individuos sob o efeito do

tratamento j e a média geral. Ou ainda, o efeito do tratamento ;. (Ir—;_— I-’:) €a
diferenga entre a resposta média aos efeitos dos niveis dos tratamentos no individuo
i e 2 média geral. (Y- 17;.‘ I_’_J.+ Y } mede o desvio da resposta do individuo i da

média dos demais individuos e da média dos efeitos dos tratamentos. Essa dltima

parcela é o efeito do fator e presente nos diagramas das estruturas de classificag3o.

- A populagio conceitual de respostas ndo pode ser obtida na prética. Nessa
situacdo, o que ocorre € a atribuigo de individuos a tratamentos dando origem a uma

estrutura que pode ser representada como na Figura 6. Note que 7 estd embutido em

T. As médias admissiveis s30 y_, ¥, , ¥; € ¥;,- A identidade algébrica serd
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Yi = )7__+()Tj_)-’j_)+(yv—)7j)

Pode-se verificar que elevando-se ao quadrado ambos 0s
membros das identidades algébricas acima e somando para todo i
e j, os produtos cruzados desaparecem. Esse fato tem grande

importancia e serd entendido ao estudarmos a geometria envolvida

nas estrituras de classificagdo no Capitulo 3.

Figura 6. Estrutu-
ra de classificagio
amostral

2.4 O PAPEL DA ALEATORIZACAO

Seja a tdentidade (1). Para simplificar, consideremos o dltimo termo 2 direita
igual a zero. Nio ¢ trivial se assumir tal fato, mas mesmo que isso ndo seja verdade,

a interpretacdo que se seguird continuard vdlida. Dessa forma, a identidade (1) se torna
Y, =Y+ (F,-Y)+ (¥,-Y) @)
Por definigio,

Y -Y) =Y (¥,-7) =

..
.
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Tomemos, agora, um experimento completamente aleatorizado onde serd
observado um subconjunto dos Y. Escolhamos n=rt unidades experimentais,
divididas em ¢ grupos de tamanho r. Denotemos os valores observados nas unidades

experimentais por y, j=1,.t, k=1,.,r. Além disso, definamos a seguinte fungio

indicadora: 63‘) =1, se a replica¢do k do tratamento j cai na unidade experimental #;

63‘) = 0, caso contrdrio. Note que o plano experimental determina as probabilidades

P{agf) - 1} - %

Psf =1]8%) -1} - 0

Assim, a brobabilidade de que uma determinada replicagdo de um certo
tratamento caia no individuo i da populacdo conceitual de respostas é 1/N. Além disso,
a probabilidade de que determinada replicagdo de um certo tratamento caia no
individuo i da populagdo, dado que a-esse individuo foi atribuido outro tratamento, €
zero. Ou seja, a cada individuo da populagdo ¢ atribuido um, e somente um,

tratamento. Usando essa funcao, podemos representar os valores observados nas

unidades experimentais através dos Y,; da seguinte forma:

N
RS
Ve = 2 RURE
i=

©)
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Substituindo em (3), o valor de Y;; em (2) e simplificando, obteremos

Yie = 17 + (17.;‘ f..) * E Bf;)(l’,-j— 17-1') )

Ou ainda, denotando os trés termos & direita de (4), respectivamente, por g, 4; € ¢,

temos
yjk =g +Aj + ejk 6)]

Em (5), g denota a média geral, A ;0 efeito do tratamento j e €;» UM termo que pode

ser descrito como uma falha em serem idénticas, repetidas observagbes feitas sob
condigdes similares. Esse termo € descrito como o erro. Ele depende do esquema de

aleatoriza¢do usado para definir as unidades experimentais que serdo observadas. Pode-
se mostrar que E(e,) =0, var(e,) = e cov(ey) = -po*, onde p ¢ o sdo

pardmetros populacionais. Convém salientar que o cdlculo desses momentos foi

realizado apenas se levando em conta a aleatorizagdo. Nenhuma oufra hipdtese foi

necessiria.

Com o raciocfnio desenvolvido acima, vemos que cada unidade experimental
observada pode ser representada através de certos pardmetros. Tais pardmetros

dependem dos valores fornecidos pelos elementos componentes da populag&o.

Mesmo quando a aleatorizac@o nio é realizada, frequentemente € razodvel se

SuUpor que uma expressao com a estrutura semelhante a (5), seja adequada para a
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Tepresentagdo do vetor de observagoes y.

2.5 0S MODELOS

Defini¢io 7. Um modelo ¢ uma equag2o matemdtica que envolve varidveis

aleatdrias, varidveis matemdaticas e parametros.

Definicdo 8. Um modelo linear € uma equagdo que envolve varidveis

aleatdrias, varidveis matemdticas e parimetros e que € linear nos parimetros,

assim como nas varidveis aleatdrias.

Por exemplo, se 7y, 7, € 7, s30 pardmetros desconhecidos e X e Y sdo,
respectivamente, varidveis matemdtica ¢ aleatdria, entdo, 7y + 7. X + 7Y = 0 é um
modelo linear. Da mesma forma, 7, + 7,€° + 7,¥cosX = 0, também é. Porém,

‘modelos como 1,2 + Xsenr, + 7, = 0 ndo sfo lineares nos parimetros.

Consideremos o caso em que temos observagdes indexadas por i,j,r, com

i=12,.,a, j=12,..ber= 1,2,..my. Haveri ab classes diferentes de observagoes e
By

suas médias, By = E Yiir» podem ser representadas como na Tabela I, onde
r=1

b a
K = E»“ij/b CH; = Z*u'ij/a'
i1

i=1
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Tabela I, Médias das classes para dois critérios de
classificagao

; J 1 2 ... b |Media

1 B Bz - His Ha,

2 Ha Moz eer M2 s,

a Mo By oo Hap Ha, .
Média i B2 oo Kb K.

Se dois fatores 4 e B sfo cruzados, € possivel representd-los pela estrutura da
Figura 3(1). ObservacOes e médias com o mesmo valor de I pertencem a uma classe
do fator com ¢ niveis. Observagdes com 0 mesmo valor de j pertencem a uma classe

do fator com b niveis. Levando em conta as médias das classes, podemos escrever a
identidade

M= B =)+ Gy )+ (= = g ) ©

Cada um dos termos de (6) tem um significado especial ¢ a eles podem ser dados

nomes. O primeiro, g , € a média geral. O segundo, (g, - p ), a diferenca entre a
média do nivel i do fator 4 e a média geral, € chamado efeito de 4;. De modo
equivalente, (¢ ;~ g ) € o efeito de B;. Oniltimo termo € chamado intera¢do do nivel

A; com o nivel (¢ ;- p ). Ele mede a quantidade pela qual p; deixa de ser a soma
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entre a média geral e os efeitos de 4; e B;. Note que se pode medir o efeito de A em
cada nivel de B: A(Bj) = [y Ky Se esses efeitos dependerem de j, ou seja, do nivel
do fator B, dizemos que hd interagdo entre os dois fatores e escrevemos, A*Bﬁ 0,

De modo equivalente, B(4) = Hy— B o0 resultado de A*BU serd 0 mesmo. Assim,

a interacdo € simétrica, quer olhada através de A, quer através de B. Consideremos,
por exemplo, homens ou mutheres como fator 4 e droga I ou droga II como fator B.
Na auséncia de interagdo, dizemos que a diferenga entre a droga Il e a droga 1 é a
mesma para ambos os sexos. Desse modo, as drogas I e Il n3o interagem com sexo

em relagdo a alguma medida, por exemplo, temperatura corporal. Aqui, os fatores A
¢ B sdo cruzados, as médias Hyr Bis B € 01 podem ser calculadas, tem sentido ¢

s30 admissiveis.

Por outro lado, suponhamos' que o fator B esteja embutido
no fator 4. E ainda conveniente representar as populagdes € suas
médias como na Tabela 1. Entretanto, o indice j isolado ndo
representa os niveis do fator B, mas oS niveis desse fator, dentro

de um nfvel do fator A. O conjunto de subpopulagdes com indice
j=3, por exemplo, nfo pertence a classe formada por uma

particio. O fator embutido tem, de fato, gb niveis. Para este caso,

a representagdo da estrutura de classificacfio € a da Figura 6 e uma

identidade em termos de médias de classes &

Figura 7. Estrutu-
ra de classificago
para fatores Hy = F__*(ﬂ;_"ﬂ__)+(#.}_ﬂi‘)

embutidos

A média da casela (1,f) € dada pela média geral g , mais o efeito do nivel i de 4,
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mais o efeito do nivel j de B, dentro do nivel i de A. As médias admissiveis s2o g o B

e p . Amédia p; ndo € admissivel.

Com base nas consideragdes feitas para as médias populacionais, & possivel

transferir a andlise para um grupo de individuos observados.

Se estivermos observando uma colegio de individuos classificados por um tdnico

fator A, podemos representar os valores individuais observados por
Yir = B (- B+ (0 ) (7

Cada termo a direita de (7) pode ser substituido da seguinte forma:

b = i
pl - 'u,. = ‘AI
yir_ p:‘. = eir

p € a média geral, A, o efeito do nivel i do fator A e e,, um desvio particular de

cada individuo. Entdo, o modelo (7) pode ser expresse como

Yy = Hrd;ve,

Havendo dois fatores cruzados 4 € B, podemos escrever a identidade
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Vo= B4 - )+, = p (g -y = pp g 30— ) (B)

De modo equivalente, € possivel representar cada termo 2 direita de (8) por

B,o= B
B BL= 4
B~ k. =B

B, ¢ o efeito do nivel j do fator B. Entdo, o modelo (8) pode ser expresso como -
Yir = B+ A+ B+ AxByrey, ©)
Outra situaco é a dos fatores embutidos. Uma identidade serd
Yor= B+ - )+ (- 1 ) g By) (10

Substituindo os termos de (10) da seguinte forma
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H =H

Fi.” B. =4

By~ B = Bld)y

Yo~ By = G

obteremos
Vg = p+Ai+B(A)ij+eﬁr (11)
2.6 A MATRIZ DO MODELO

O modelo (11) pode ser usado para representar a estrutura do exemplo da se¢do

2.2 sobre as cidades e distritos. Ali, 4, representa as cidades 4, B e C; B(4A),

representa os distritos e y;; poderia ser, por exemplo, o consumo de energia elétrica

da cidade i, distrito j dentro da cidade i. Supondo r = 1,2, o modelo (11) pode ser
representado em forma matricial por

y=Xp+e

onde y e e sdo vetores 20x1, B, o vetor 13x1 de pardmetros, representando os
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efeitos, € X, uma matriz 20x13 composta de 0’s e 1’s. Escrevendo explicitamente o

modelo (11) para esse exemplo, teremos

—

Yyl 1100100000000 0] [e,1:1
Yol 1 1001000000000 €1
Yl 1100010000000 O €
Yz IIOOOIOOOOOOOOFA e
Yy| 1 1000010000000 . €
Yim{ (1100001000000 0] ‘2 €137
Yia1 110000010000003(A:*) €1
Y142 11-0000010000003(,4)” €e
Yaur 101000001000003(14)12 e
;vm=101000001000003(‘4)13+e;,,lz
Yaaq 101000000100003(14):4 €y
Y2 10100000010000}5.(}1)1 -
),231 101000000010003(A)22 3231
Yoa| 1010000000100 0|lpis® |em
Y312 1‘00100000001001,5.(,1)32 €312
Yoi] {(LOO 1000000001 OL "B (e,
Yl 1 0010000000010 €35
Y331 1001 0006000CO0O0TH €33y
Ys2j (1001000000000 1 €332

Note que cada vetor linha ¥, da matriz é equivalente a uma linha da estrutura do

exemplo, acrescida de um primeiro elemento igual a 1. Define-se a matriz X, como

a matriz do.modelo.

Consideremos outro exemplo. Seja 0 modelo (9), com 4 e B tendo dois niveis
cada um. Suponhamos que existam duas replicagdes em cada combinagio de

tratamentos. Um individuo observado no primeiro nivel dos dois fatores terd seu vetor

x‘:- representado por {1 1 0 1 0 1 0 0 Q). O primeiro 1 representa o efeito da
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média. O segundo 1, o efeito do primeiro nivel de 4 e, consequentemente, o 0 a

seguir, representa a auséncia do efeito do segundo nivel de A. Os dois elementos

seguintes dizem respeito & presenca e & auséncia, respectivamente, dos efeitos de B,
¢ B,. Como os dois fatores sdo cruzados e cada um tem dois niveis, eles podem se

combinar de quatro formas diferentes e dar origem as classes 4 B, A,B,, 4,8, ¢

. ~ . 1r / >
A,B,. A representagdo simbolica dessas classes no vetor x; segue o mesmo padrio.

Dos quatro tltimos elementos do vetor acima, o 1 representa a influéncia conjunta de

ambos os efeitos 4, e B,. Os trés 0’s representam a auséncia das outras combinagdes

dos niveis de 4 e B. Note que o valor que representa A, B, ¢ igual 2 multiplicacio dos

/ .
elementos de x; correspondentes a A, e B,: 1 e 1. Para as demais classes temos a

multiplicacdo de I por 0 e, assim, surgem os trés tltimos elementos 0 do vetor. Se,

de dez individuos, tivéssemos os seis primeiros sob o efeito de A, e os quatro

restantes sob 4,; 0s quatro primeiros, também sob o efeito de B, e os seis Gltimos,

também sob B,, terfamos

(12)

—_ et = DO OO OO
COoCO0O OO0
g T T o = o
OO0 OQ
OO0 O0OR~mO0O0O0O
OO0 0O0C 00
— ek e DO OO0 OO

r . 1
T e e
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Conforme veremos no Capitulo 7, a construgio de X com as colunas
representadas em uma ordem diferente daquela de (12) nfo altera qualquer andlise que

se faga. A construgZo de X para a ocorréncia de fatores embutidos € equivalente.

Em razdo de sua estrutura, a matriz X, assim construida, pode apresentar uma
caracter(stica que chama atengfo: por exemplo, em (12), as somas da segunda coluna
com a terceira e da quarta com a quinta sio iguais a primeira. E também, a soma das
quatro ultimas colunas é ignal a primeira. Portanto, existem dependéncias lineares
entre as linhas e/ou colunas de X e seu posto € menor que sua menor dimensdo. Ou
scja, essas matrizes tem poéto incompleto. Esse fato € de grande importincia,

conforme veremos nos préximos capitulos.



Capitulo 3
O Ajuste de Minimos Quadrados

L T e e

3.1 INTRODUCAO

Seja um conjunto de medidas y,,¥,,-,¥, tomadas em um grupo de n individuos.

Desejamos explicar ou descrever tais medidas atraves das varidveis x,,X,,.,%,, p<n.

Podemos estar interessados em fornecer uma explicagio exata. Por exemplo, da Fisica

sabemos que um mdvel em movimento retilineo uniforme percorre uma disténcia 4

com 2 velocidade v no tempo ¢, segundo a relagdo d = vt. Dadas duas varidveis, temos

exatamente o valor da terceira.

Em outras situagles, lidaremos com explicagdes ou descrigbes aproximadas.

Por exemplo, podemos descrever os dados dizendo que eles constituem um conjunto

de valores que variam de 10 a 50. Ou ainda, com um conjunto de pares {yl.,xl.},
i=1,2,.,n, onde y, € o peso de uma crianga ¢ x, sua idade, temos, para n =3,

(12.5;2), (13.5;3) e (17.0;5). Aproximadamente, ¥, =8+2x., i=1,2,3. Ou ainda,

yi = 842, M
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3.2 APROXIMACOES

A expressao (1) pode ser escrita de outra forma:

81 12.5 gl X 1 %
¥ol = 113.5] = 18{+2lx,| = 8[1|+2]x,
yg 170 8 X 1 X

3 3

Y
Assim, o vetor de dados, y = |¥,|, foi representado aproximadamente por uma

Y3

1 *]
combinacéo linear dos vetores 1 = (1 e x = |X,|. Entdo,

I x

y = 81+2x

Dz forma geral, podemos representar o vetor de medidas por

y = Bl pyx @)
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A medida que os valores B, e B, variam, temos diferentes aproximagoes.
A expressdo (2) pode ser escrifa em forma matricial como
y = Xp (3)

onde y é um vetor rx1, X, uma matriz nxp ¢ f, um vetor px1,

A estrutura da matriz do modelo pode ser bastante diversa. No Capitulo 2,
vimos matrizes X cujas colunas eram formadas arbitrariamente por 1’s e 0’s e que
indicavam condicdo de pertinéncia a classes. No entanto, chamou-se a atengo para a
eventualidade de existirem colunas cujos elementos néo eram simbolos arbitrrios, mas

valores numeéricos associados as classes as quais os individuos pertenciam.

Por outro lado, podem existir matrizes X onde todas as colunas sdo valores
numéricos. Esse é um caso especial da situagdo geral onde X é construida com
varidveis indicadoras. Daqui para frente, trataremos, salvo meng3c em contririo,

destes casos, de modo que a particularizagio se torna bastante simples.

A matriz X p'ode ser vista como um conjunto de vetores coluna x;, i=1.2, p:
X =[x x . x]

e, assim,



560 Umn Curso em Modelos Lineares
Cap 3

¥y 2 B+ By, +. +ﬁpxp

ou seja, y estd sendo representado, aproximadamente, por uma combinagio linear dos

vetores X;,X,,..,.x .

Também no Capitulo 2, vimos que a matriz X pode apresentar dependéncias

lineares entre suas colunas e, portanto, pode ter posto incompleto.

Devemos determinar o valor do vetor § para representar y aproximadamente.,

Resolvendo o sistema y =Xﬁ , encontraremos o valor de peR?, ﬁ, tal que y é

aproximadamente igual 2 XPp.

Para descrever ou explicar um conjunto de medidas aproximadamente, torna-se

necessdrio definir *aproximadamente’, Poderfamos, por exemplo para a expressio (1),
considerar 0 médulo da diferenga entre seus dois membros, |y,-(8 +2x,)|. Quanto
menor ess¢ valor, mais proximo y, estard de sua representacio 8+2x,. De outra

forma, poderfamos analisar a norma da diferenca entre os vetores y e Xp, |y ~XB[.

Queremos, entio, encontrar o mimero d(y,Xp) que é a distincia de y a XP e que

desgjamos seja minima.

No presente trabalho, tomaremos como medida de distAncia, nio a norma

|y ~XB], mas a norma ao quadrado, |y-XBJf. Esse é o método dos minimos

quadrados. Portanto, quando nos referirmos & minima distincia entre dois vetores -

ou pontos em B" - estaremos nos referindo 4 minima distincia no sentido dos minimos
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quadrados.

Para um § escalar, a questdo da aproximag¢do de minimos quadrados pode ser

representada graficamente como na Figura 1, onde b € o valor que minimiza d(y,x ).

Figura 1. Valor de § que minimiza a distincia d(y,xf3)

Seja um vetor arbitrdrio § de dimensfo px1 em B?. O ajuste serd dado pelo

ponto em R*) XP = [x'; B, xéﬁz x';ﬁ n]. Cada uma das coordenadas desse ponto

corresponde 2 um componente do vetor de dados y' = [¥; ¥y - Y| e

d(y,XP) = {(y-XB)(y -XP).
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3.3 0 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Para o modelo y =Xf, desejamos determinar um valor b para pe R que
minimize a distincia d(y,XB) ou [d(y,XB)]*, o que & equivalente. Queremos,

portanto, um valor & para B, tal que

min|y - XB|? = min[(y -XB)(y -XB)] =

per? peR?

iy -Xb)?

n P 2
min{): -y x;,-ﬁ,-)] = minQ(f)
it

BeRP [i=1 per?

Seri provado adiante que resolvendo o sistema de derivadas parciais

=0,7=12,.,p, obtém-se um minimo para Q(f) e que esse minimo é global.

Q) = (-XBY(y-XB) = ¥y -2y'XP + p'X'XB

fornece o seguinte sistema:

—agéﬂ) = 2Xy+2X'Xp =@ = X'Xp = X'y
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ou
X'Xb = XY 3)
Defini¢fo 1. O sistema (3) é chamado sistema das equagbes normais.
Resolvido tal sistema, obteremos um b que fornece o minimo procurado.
Podemos verificar
1. que o sistema (3) € consistente,
2, que o minimo fornecido por b € global ¢

3. algumas propriedades e consequéncias do sistema.

Para essa andlise, alguns resultados adicionais sdo convenientes.
» Lema 1. ¢/a=0 «~ a=0.

Prova. a'a =¥ a; . Como cada termo € ndo negativo, Y a; =0 = a,=0. A
i :

implicagdo do lado contrério ¢ trivial, <

Definicéio 2. O sistema Az =b ¢ consistente, se existe pelo menos um z, tal

que Az, = b. Caso contrdrio, o sistema € dito ser inconsistente.
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Por exemplo, o sistema

1}
[

4+ 5
221+2z2 =6

é Inconsistente.

» Lema 2, Az=» ¢ consistente se, ¢ somente se, para todo a, tal que

a’A =0, tivermos a’b =0,

Prova. Se o sistema é consistente, entio existe zo, tal que Az, = b. Portanto,
sc a'A=-0, a’Az,=0 ~ a'b =0,
Suponhamos, agora, que para todo a, tal que a’A = @, a’b = 0. Assim, todo

a ortogonal as colunas de A é ortogonal a b. Isso implica que b1 &*(A).

Como &(A) ¢ de dimensdo finita, b € &(A) e existe z,, tal que Az, =h «

Podemos, entdo, dizer Que Az =b € consistente se, e somente se, b € £(A).
» Teorema 1. As equagdes normais s3o consistentes.

Prova. Pelo Lema 2, o sistema (3) serd consistente se

a’X'X = @ = a'X'y = 0, para qualquer y. Verifiguemos:
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a’X'X =@ = a'X'Xa =0 = a'X'=0 = a'X'y =0
para qualquer y, usando o Lema 1.
» Teorema 2. Para qualquer b, solu¢fo das equagdes normais, a forma

quadrdtica Q(f) toma seu minimo, isto €, o método dos minimos quadrados

fornece um minimo global & soma de quadrados dos desvios do ajuste.

Prova. Seja b uma solugdo das equagdes normais.

y-XB = (y-Xb) + X(b- )

Assim,

(y-XPY(y-XB) = (y-Xb)'(y-Xb) +2(b-B)X'(y -Xb) + (b~ BYX'X(B- )

O segundo termo & direita da expressdo acima € igual a zero jd que

Xy=X Xb. O terceiro termo, que pode ser reescrito  como

[X(b - B)][X(b - B)], € maior que zero. Entdo,

(y-XB)Y(y-XP) > (y-Xb)(y - Xb)
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a menos que XP = Xb. “

» Teorema 3. Xk, onde b € solucio nfo dnica das equagbes normais, € Gnico.

Prova. Sejam b, e B, duas solugdes diferentes do sistema (3).

X'Xb, = X
X'Xb, = XY
2 X'Xby = X'Xb, = X'Xb,-X'Xb, = O = X'X(b,-b) = O =

= (b]_ - bz)lX!X(bl - b2) = 0 = X(bl - bZ) = Q = Xbl - sz

Seja uma matriz B, tal que
X'xB = X' 4)

Esse sistema € consistente pois tem a forma das equagdes normais. Usando no lugar

de y, as sucessivas colunas da matriz identidade, constata-se tal fato. Temos, entdo,

0 seguinte teorema:

» Teorema 4. 1. XB & simétrica,
2. XB ¢ idempotente,
3.XBX =X¢
4. XB ¢ tnica.
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Prova. 1. (XB) = B'X' - B'’X'XR = (X'XB)YB = XB.
2. (XB)* = XBXB = B'’X'XB = XB,

3. XBX = B'XX - (X’xBY = X.

=N

. Sejam B, e B, distintas. Entdo,

X'XB, = X'
X'XB, = X' '
~X'XB, = X'XB, » X'XB,-X'XB, =@ ~ X'X(B, -B)) =0 =

- (B,-B)X'X(B,-B) - 0 ~ X(B,-B) =@ - XB, = XB,

L]

A equacio (4) serd frequentemente usada a seguir. B, por ser de grande
importincia, serd sempre referida como tal e nao designaremos outra matriz por esse

nome, Portanto, daqui para frente, sempre que se mencionar B, estaremos nos

referindo & matriz de (4)'. Veremos no Capitulo 7 que BB’ é automaticamente obtida

com a aplicagdo do operador SWEEP(A k).

Pode-se verificar que o conjunto dos vetores &, solucdo das equagGes normais,
pode ser escrito como b, + (I-BX)z, onde b, = By e z, um vetor arbitrdrio de

dimensio adequada:

YEssa matriz satisfaz as propriedades de uma inversa generalizada de X. Além disso, X’XBB’X'Y = X'X e, portanto,

BB’ ¢ uma inversa generalizada de X'X.
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X'Xb = X’XBy+X'X(I-BX)z = X'y +X(X-XBX)z =
= Xy+X'(X-X)z = X

Portanto, b = b, + (I - BX)z € solugdo ndo tnica das equagdes normais.
» Teorema 5. Seja XB =Py, O vetor Xb pode ser representado por Pyy.

Prova. XXb=X'. Entio, para Xb=P,y, temos

X'Pyy = (PcX)y = (XBX)y = Xy. <

Analisemos o que estd ocorrendo do ponto de vista geométrico. O subespago

gerado pelas colunas de X, &(X), € o mesmo subespaco gerado pelas colunas de Py.

Para verificar, tomemos um elemento arbitrdrio v € &(X). Assim,
v = Xu = XBXu = P,Xu = P.w € E(P)) = &(X) < EPy)

para algum # e w = Xu. Por outro lado,

v' = Pyw’ = XBw® = Xu* € &(X) = &(Py) < &X)

para algum w* e u” = Bw". Entdo, &(X) = &(P,).
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» Teorema 6. O complemento ortogonal de &(X) em R" ¢ &(1-P,).

Prova. Seja ue&(X) = u = Xa = XBXa = Py,Xa = Pyz para algum a ¢

z,= Xa. Seja ve&(I-Py) = v = (I-Pyz, para algum z,. Entdo,

u'v = P U -PYz, = 1(Py-PYz, = 0 » EX) + EI-P,) <

Podemos dizer que y € R” pode ser decomposto unicameénte em duas partes:
uma pertencente a &(X) = é"(PX) ¢ outra pertencente ao complemento ortogonal desse

subespago, &(I-Py). Isso pode ser verificado abaixo.
Y = Pyy-Pyy+y = Poy+(I-Ppy = u +u, ©)

com u, € &Py) e u,cEJI-Py). Além disso, a decomposicdo € tnica pois, caso

contrdrio, y € R® também poderia ser representado como em (5), através de

s,E&EPy) es, €E(I-Py) e
Yy =uru, =58
Entéo,

u -5 =85-u, )
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Como o finico vetor comum a &(P,) e a &(I-P,) ¢ o vetor nulo, de (6) vem que

Hl = Sl [ H2= 8'2.

Como y € R” est4d decomposto unicamente em dois vetores pertencentes a

subespagos ortogonais, levando em conta (5}, dizemos que u, = Pyy € a projegdo
ortogonal de y em &(X) e u, = (I-P,)y € a projegio ortogonal em &(X)*. Note que
P, =XB, sendo simétrico e idempotente, é um projetor ortogonal® em &(X). A]ém
disso, (I~P,) também € siméfrico e idempotente e, portanto, € um projetor em
EX)' = &I -Py). Pode-se escrever R* = &(P,) © &(I-P,), onde o simbolo &

denota a soma direta dos dois subespagos.

Definicio 3. O vetor r = (I-P,)y é chamado veror de residuos do ajuste. O

vetor ¥ = Ppy € chamado vetor de valores preditos pelo ajuste,

O teorema a seguir condensa a questio da aproximacdo ou ajuste de minimos

quadrados.

INa literatura, € frequente o uso de inversa generalizada e, assim, o projetor no espago coluna de X' € reprasentado
por X(X’X) A, Com BB’ nolugar de (X'X)", o projetor seri representado por XBB'X' = XBX B = XB. Frequentemente

a seguir, usaremos XBB'X” para representar o projetor artogonal, para facilidade do leitor que estiver habituado ao uso
de inversa generalizada. Além disso, nos modelos onde a matriz X tern posto completo, caso particular dos modelos

lineares, basta entender 2 matriz BB’ como (X'X)"}, 1 inversa de X'X. Portanto, apesar da notagéio condensada XB para
o projetor, daremos, muitas vezes, preferéncia & outra forma,
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» Teorema 7. O ajuste de minimos quadrados do modelo y = X8 € a projegao

ortogonal de y em &(X). Essa projecio serd o vetor ¥ = P,y e y'y = §¥+r'r.
Prova. O ajuste e respectivo resfduo s3o fornecidos por

Xb = Py

r=y-Py = (I-Pyy

Enfdo,

y = Pyy+{(I-Ppy = §+r

¥y = G+DP+r) = §5 425 +r'r = $9 42y PUI-PYy +r'r

= §y+rr <

Assim, quando desejamos representar y € R® aproximadamente por X € &(X),
através do método dos minimos quadrados, devemos projetar ortogonalmente y em
&(X), obtendo Xb e em &X)*, obtendo r. As projecdes de y sio unicas apesar de

b n3o ser. O vetor diferenca entre y € sua representacdo, Xb, é de minimo

comprimento, segundo os critérios que consideramos. Tais vetores podem ser vistos
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na Figura 2.

Figura 2. Projegdo de ¥ no espago das colunas de X

A matriz X n3o &, em si, a determinadora da solucdo (e do problema).
Qualquer que seja a matriz U, tal que &U) =&(X), a resolucio de U'UJ = Uy

e X'XP = X'y fornecerd a mesma aproximagio

ety
I
S
I
Pl
=}

Assim, o0 modelo y =XB pode, de modo equivalente, ser expresso como

y=Uy, se &WU)=&(X). Nesse caso, diz-se que os dois modelos sia
reparametrizagoes de um mesmo modelo. Note que se pode escolher U de posto

completo.

Os comprimentos (normas) dos vetores podem ser usados para avaliar



O Ajuste de Minimos Quadrados 63

qualidade do ajuste. Quanto mais préximo y estiver do espago coluna de X, menor
serd a norma do residuo r e, de certa forma, melhor serd o ajuste. Assim, é

importante calcular as normas de y, Xb e r. Além disso, como Xb ¢ r sio
ortogonais entre si, pode-se¢ aplicar o teorema de Pitigoras a eles, Para isso,

necessitaremos calcular suas normas ao quadrado, o que faremos a seguir.

A norma ao quadrado de y serd simplesmente y‘y. A norma ao quadrado de

Xb serd

(XbYXb = y'’XBB'X'XBB’X'y = y’XBB’X'y = y’XBy

€ a norma ao quadrado de r seréd

r'r = y(I-XBB'X')y = y/(I-XB)y

Assim,

¥’y = (XbYXb+r'r = y'’XBy +y'(I-XB)y (7

Note que os termos a direita de (7) so formas quadréticas em y. Elas serdo

muito usadas e as denominaremos somas de quadrados.

Mais uma vez, € conveniente se chamar a atengzo para o fato de que a matriz
X nos modelos classificatérios, em geral, tem posto incompleto e a solugio das

equagbes normais nao € unica. No entanto, as somas de quadrados associadas ac
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ajuste, y’XBy, e ao residuo, y'(I-XB)y, sdo inicas j4 que XB € tinica.

3.4 GRAUS DE LIBERDADE

O vetor yeR* € projetado em um subespa¢o de R*, &(X) = &(P,), de
dimensdo k =p(X), o posto de X, fornecendo Pyy. O vetor de residuos serd
(y-Xb)e&(I-P,). Este iltimo subespago tem dimensio n-k, j& que

R =-ZP)DEI-P).

Definicio 4. p(X), a dimensdo de &(X), corresponde aos graus de liberdade
associados ao ajuste do modelo y =X[. Os graus de liberdade associados ao

residuo desse ajuste correspondem 2 dimensao de E(J-P,), n-k.
Note que
X'Xb = X'y = XPy = Xy = X5 = XY
Assim, dado um vetor y, o vetor do ajuste, ¥, ndo varia livremente: ele fica restrito

a um subespaco de dimens3o k. O mesmo vale para o vetor residuo: ele fica restrito

a um subespaco de dimensdo n~k. Essa € uma outra forma de se encarar os graus de

liberdade.
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3.5 AS EQUACOES NORMAIS REDUZIDAS

Se, no modelo y = X3, particionarmos X em [Xl Xz] e, de modo equivalente,
B, teremos

B

y =X Xz]ﬁ = X,B,+X,B, ®

2

Partindo de y = X, B,, haverd melhora na aproximagao de y se acrescentarmos

a X; o subconjunto X,? Para responder parte dessa questao na secao 3.7,

necessitaremos de resultados que serdo desenvolvidos nesta e na préxima segdo.

As equagdes normais particionadas para o modelo (8) serdo

XinBI * ngzﬁz - X;Y (92)
X‘;}Xll}l + 2X2B2 = Xéy (5b)

A questdo, aqui, € encontrar equagbes normais envolvendo somente f,, eliminando

i
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Sabemos que existe B,, tal que X;Xsz = X; Multiplicando-se (9b) por X;B;,

temos

XiBXOX, B, + XiBXGX, P, = XiByXyy

de onde, fazendo X,B, = P,, resulta

X;P2X1Bl + leXzﬁz = X.;‘sz (10)
Subtraindo (10) de (9a), obtém-se
X,(I-P)XB, = X{I-P,)y (11)

um sistema de equagdes em B, somente. Claramente, 1-P, € uma matriz simétrica

e idempotente e, assim, (11) tem a estrutura das equagdes normais e, portanto, €

consistente para qualquer y.

Defini¢io 5. O sistema (11) é chamado sistema das equagdes normais

reduzidas.

Analogamente, as equagdes normais reduzidas para f,, eliminando f,, serao
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Xé(I‘Pl)szz = X;(I'Pl )y

onde P, = X, B,, com B, tal que }(;XlBl = X;.

Observando as equagdes normajs reduzidas, por exemplo, para B, , nota-se que

¥ estd sendo projetado ndo em &(X), mas na projecio de &(X)) em &*(X,).

3.6 O MODELO LINEAR A k-PARTES

Discutiremos aqul o caso k = 2. Para k > 2 | a situacdo € andloga, sendo trivial,

a menos de notacdo, a extensao.

Consideremos ¢ modelo particionado em duas partes de (8). Ajustando,

inicialmente, o submodelo y = X|B,, temos
y =Py
A soma de quadrados de y serd, consequentemente, particionada em

y'Py
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devidaa B, e

)’!(I‘Pl)y
devida ao residuo.

Como P, € um projetor ortogonal (em &£(X,)), é simétrica, idempotente e

PX, =X,.

Considerando, agora, o modelo completo, temos

Pu=g1%w

P, €, portanto, o projetor ortogonal em &(X) e, entdo, € uma matriz simétrica,

idempotente e, além disso,

PuX = X
PLX) = X,

jdque X, cX.

Teremos, em consequéncia do gjuste do modelo completo, a seguinte parti¢io

da soma de quadrados:
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y'PLy

ol
devidaa P = 5 e

2

y'I-Ppy
devida ao residuo.

Como P, e P, sao ambas simétricas, P, - P, também serd. Além disso,
(Pu“Pl)Z‘Plz"Plplz_PuPl*Pl (12)

E,como P,P =P, X B, =X,B =P eP, = P, = (P,P) = PP, aexpressio (12)
se torna
@, -P 1)2 =P

- P

11 1

de modo que P,, - P, € um projetor ortogonal.
Consideremos, também, os graus de liberdade associados aos ajustes. Como

o posto de uma matriz idempotente € igual a seu trago ¢ w(U-V) = (U} - (V)

para quaisquer matrizes Ue V,
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p(P, - P)) = (P, - P)) = tr(P,) -tu(P) = p(Py,) - p(F)) =
p(X) - p(X,)

Portanto, os graus de liberdade associados ao ajuste do submodelo contendo somente
X, serd igual ao posto dessa matriz; os graus de liberdade associados ao ajuste do
modelo contento o restante das colunas de X serd p(X) - p(X,). Os graus de liberdade

associados ao residuo serdo n - p(X).

Para o caso onde k=2, existem duas formas de se partictonar a soma de
quadrados total, vy, conforme se acrescente inicialmente B, ou B,. Em geral,

existirdo k! possiveis formas de se particionar a soma de quadrados, dependendo da
ordem em que se acrescentem 0s k subconjuntos das colunas de X. Uma situacio
especial ocorrerd quando as partigdes de X forem ortogonais: haverd somente uma

forma de se quebrar a soma de quadrados total.

3.7 REDUCAO NA SOMA DE QUADRADOS: A NOTACAO R(.)

Tomemos, como exemplo, o modelo y,,

= p+A;+B, +A4 «B;, i=1,.,a,

j=1,.,bers= 1=---’”q- a € o mimero de niveis de A; b, o mimero de niveis de B e PR

o nimero de replicacdes na combinagio do nivel i de A com o nivel j de B. Além
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disso,

p ¢ a média geral,

A; ¢ o iesimo nivel do primeiro critério de classificagao,
B; ¢ o jesimo nivel do segundo critério de classificagdo e

AxB; é a ijesima interagdo entre os dois critérios de classificacgo.

Consideremos o ajuste feito de forma sequencial, ou seja, adicionemos ao

modeio um subconjunto das colunas de X de cada vez.

1. Ajustar Y = ¥ e calcular SQ, .

2. Ajustar Yir = H +A4, e calcular SQ,.

3. Ajustar y;, = p+A;+B; e calcular SQ,.

4. Ajustar Yir = p+Ai+Bj+A*Bij e calcular §Q,.

$Q, € o valor da soma de quadrados do modelo ajustado no resimo passo € que

serd diminufdo da soma de quadrados total. A diferenga SQ, - SQ

-1

t=234¢a
quantidade adicional que serd retirada da soma de quadrados total, ao se ajustar o

modelo do passo £, tendo sido anteriormente ajustado o modelo do passo t-1. Assim,
por exemplo, apds o passo 2, a soma de quadrados total, y’y, foi diminuida de uma
quantidade igual a SQ, e a soma de quadrados do residuo serd igual a yy - $Q,. Ao

ajustar o modelo do passo 3, o valor SQ,-SQ, provocard uma queda adicional na

soma de quadrados do residuo. Isso demonstrard a importéncia da introducao do efeito
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I

B no modelo Y = B +4A..

Uma notagdo conveniente, para o ultimo caso do exemplo acima, serd
R(B | u,4). Ela representa a redug@o que ocorrerd na soma de quadrados do residuo

ao se acrescentar o efeito B no modelo que contém os efeitos u e A. Para evitar mal

entendidos, vale a pena uma observagdo sobre a notacao R(.). Seja, por exempio, o

modelo y =15, + X,B, onde 1 representa o efeito da média p e X,, um efeito A.
R(A|p) serd a redugio que ocorrerd na soma de quadrados do residuo com a
introdugdo do efeito 4, no modelo que j4 contém p. Por vezes, em situagGes
semelhantes, usaremos, por conveniéncia, R(f,}8,), cujo significado serd o mesmo

de R(A|p), jd que o modelo acima & equivalente a y = u+A. No exemplo, o uso de

R(.) dard origem as seguintes redugdes:

1. R(y) = SQ, = redugdo na soma de quadrados total apds ajustar u;

2. R(4|w) = SQ,-5Q, = R(p,4)-R(p) = redugio na soma de quadrados do
residuo apds ajustar A no modelo que contém p. |

3. R(B|u,A) = SQ, - 5@, = R{,A,B) - R(,A4) = redugio na soma de quadra-
dos do residuo apds ajustar B no modelo que contém u € A4;

4. R(A*B|u,A,B) = SQ, -S8Q, = R(u,A,B,A«B)- R(y,A,B) = redugdo na

soma de quadrados do residuo apos ajustar A*B no modelo que contém u, A

e B.

As somas de quadrados vistas acima s3o chamadas somas de quadrados tipo 1

para u, A, B e AxEB, respectivamente, e serdo estudadas em detalhe posteriormente.
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Vejamos geometricamente o que estd ocorrendo. Sejam X, e X,

respectivamente, um subconjunto qualquer de X e seu complementar. Para poder

representar graficamente os ajustes sucessivos, consideremos que esses subconjuntos
sejam vetores. Portanto, X serd um piano em R3. Note que X | pode ser o subconjunto

de X referente, por exemplo, a 4 ou g € A, ou ainda, u, 4 e B.

Graficamente, o ajuste y =x, B, pode ser visto na Figura 3a e o ajuste de
y =x,B, + x,8,, na Figura 3b. a e b sio os vetores resultantes dessas projegdes e suas
normas a0 quadrado serdo, respectivamente, R(S) e R(B,5,). Ao passarmos do
ajuste y =x,f, para y =x, 0, + x,5,, a soma de quadrados associada ao modelo serd
aumentada de R()) para R(f,,8,). Esse aumento estd representado na Figura 3c pelo

vetor ¢, cuja norma ao quadrado é R(8,,8,) -R(8,) = R(,|8,).

Uma situacdo especial € termos um modelo que contenha todos os efeitos
menos um e que gerard uma soma de quadrados SQ, . O modelo com todos os efeitos
vai gerar uma soma de quadrados S@,. Aqui, também, podemos usar a notagio R(.).
Assim, por exemplo, s¢ B for o (ltimo efeito a entrar no modelo, teremos
R(B|u,A) = SQ, - SQ,. Essas somas de quadrados para cada efeito sdo chamadas

somas de quadrados tipo Il para aquele efeito. As somas de quadrados tipo II serdo

também estudadas em detalhe posteriormente.



74

Um Curso em Modelos Lineares

Cap 3

Figura 3a. Ajuste da primeira variavel

Figura 3b. Acréscimo da segunda varidvel

Figura 3c. Redugéc na soma de quadrados devido 4o ajuste da segunda varidvel dada a primeira
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3.8 ANALISE DE VARIANCIA

Vimos nas seg¢des anteriores que o vetor de dados, y, ax1, pode ser
representado (ou aproximado) por um vetor que € combinacdo linear dos vetores

coluna de alguma matriz. Essa matriz pode ser constituida, por exemplo, apenas por

um vetor 1’=[1 .. 1], o que implica em explicar o vetor de dados somente através

do efeito da média. De forma equivalente, a matriz do modelo poderia conter colunas
referentes a presenca de um ou mais efeltos, associados ou ndo ao efeito da média, A
Figura 4 mostra a aproximacgdo de y por Xb € o vetor residuo resultante r, para o caso

onde temos a média e um efeito X,

Figura 4. Aproximagdo de y por Ab

Em geral, inicialmente se projeta y sobre o vetor 1, que representa o efeito da

média, Esse procedimento leva ao surgimento de um primeiro residuo mostrado na
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figura como r*. Ele € o vetor y corrigido pela média. A seguir, r’ ¢ projetado sobre

X, fornecendo, finalmente, Xb e r. Por defini¢io, X = (I -%11’])&’ ¢ a matriz do
modelo, excluida a coluna que representa a média. Quase sempre, € nisso que estamos
interessados, jd que o efeito da média sempre estard presente (Capitulo 2). O que

desejamos, € estudar o comportamento de y apenas através dos efeitos das varidveis

representadas nas colunas de X. Assim, a matriz do modelo fo1 substituida por

X - (I-illf)x
n

O modelo y = X € equivalente a

[I—lu’]y : (1-111’],1’[3
n n
ou

onde o componente de f referente 2 média foi igualado a zero. Pode-se verificar que

1 ¢ ot g _
I- ;11" ¢ simétrica, idempotente € de posto n-1. Entdo, a soma de guadrados total,
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corrigida pela média, serd

75 = y’(r—lllf]y
n

e o nimero de graus de liberdade associados a soma de quadrados total corrigida pela

média serd n-1.

Com base na geometria Jd estudada e denotando as somas de quadrados devidas

ao modelo, ao residuo, a2 média, aos tratamentos (excluindo a média) e total,

respectivamente por SQM, SOR, SQM_, SQM, e SQT, podemos escrever

SQT = SOQM + SQR

ou

I

SQT + SQM,, - SQM_ = SQM,, + SOM - SQM_ + SQR (13)

E, assim,

1 1
yly = y’;H"y +y'Py -y"zll"y +ryI-P)y

= y’—:;ll’y +y’(P-%11’)y +y'I-Py
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A expressao (13) é equivalente a
SQT -SQM,_ = SQM - SQM_, + SQR

onde o membro esquerdo representa a soma de quadrados total corrigida pela média.

Entio,

¥y -.v"lll"y = y'Py ~y’111"y +y'I-P)y =
n n

y’(I—%ll’Jy = y’(P——j;ll’)y +y'(I-P)y

Os graus de liberdade correspondentes a cada soma de quadrados, obviamente, sdo

guebrados de modo equivalente.

A técnica de decomposicao de y em vetores mutuamente ortogonais € conhecida
como andlise de varidncia. E conveniente resumir as informagoes referentes a essa

andlise em uma tabela de andlise de varidncia:
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Fonte de Graus de Soma de Quadrado
Variagio Liberdade Quadrados Médio
Média 1 y'L1aly v 111y
n n
Tratamento k y’(P—%ll’)y y’(P—%ll’]y/k
Resfduo nk-1_ y'd-P)y _ y'I-P)y/(n-k-1)
Total n Y

Comumente, a tabela de andlise de varidncia € construfda sem a linha referente

a0 efeito da média:

Fonte de Graus de Soma de Quadrado
Variacao Liberdade Quadrados Médio
Modelo k y’(P———:;Il’)y y*‘(P-%u’] y / k
Residuo nk-1  y'A-P)y  y'U-P)y/(n-k-1)
Total

n-1 y"(I-—%ll’]y

Qutras versdes da tabela de andlise de varidncia com a quebra da soma de

quadrados do modelo em outras parcelas podem ser construfdas. Isso serd visto quando

tratarmos das somas de quadrados tipos I, II, Ilf e IV,
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3.9 EXEMPLO

O exemplo a seguir ilustra conceitos introduzidos neste capitulo. Os dados
apresentados abaixo sio parte dos dados de Vannucchi e colaboradores (1991). O
estudo analisa o comportamento dos niveis séricos de aminodcidos em pacientes
clinicamente portadores de pelagra. Aqui, apresentamos os valores de valina, em
micromoles/ml, de 15 pacientes pelagrosos e de 13 pacientes ndo pelagrosos. Os dados

estdo mostrados no Quadro 1.

O seguinte programa® SAS® pode ser usado para analisar os possiveis efeitos

da doenga e do nivel de ingestdo alcodlica sobre os valores séricos de valina:

PROC GLM,
CLASS PACIENTE INGESTAQ;
MODEL VALINA = PACIENTE INGESTAO / SOLUTION XPX I;
RUN;

O resultado da andlise encontra-se no Quadro II. O quadro mostra uma tabela
de andlise de varidncia. Outras informagdes presentes na tabela serio vistas nos

proximos capitulos. (Os nimeros abaixo se referem aos {tens numerados dos quadros.)

1. Varidvel dependente, cujo comportamento quer-se explicar.

2. Fontes de variagio da varidvel dependente: 0 modelo, composto pelas varidveis

3A estrutura dos programas SAS® apresenta uma IGgica bastante simples. Assim, PROC GLM (procedure general
linear models) invoca o procedimento que realiza o ajuste; as varidveis classificatdrias sdo declaradas dentro da
declaragio CLASS; através do comando MODEL, declaram-se as varidveis componentes do modelo: 2 esquerda a
varidvel dependente e X direita, as independentes, jd citadas através de CLASS; SOLUTION, XPX e I sio op¢des do
comando MODEL e solicitam, respectivamente, uma solugdo das equagdes normais, 2 matriz X'X e a inversa
generalizada g~ (BB).
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PACIENTE e INGESTAO ¢ o residuo, aqui expresso como 'ERROR’,
3. Graus-de liberdade associados a cada uma das fontes de variagdo. Note o total
corrigido pela média, 27, indicando a retirada desse efeito.

4. Somas de quadrados associadas ao modelo, residuo e total.

Nos Quadros 1lla e IlIb temos dois conjuntos de valores encontrados para f8,

mostrando que eles ndo sdo vnicos. Pode-se verificar que ambos 0s conjuntos

satisfazem as equag¢des normais.

5. Nome do pardmetro.
6. Valor encontrado para cada um dos parimetros. Em geral, tais valores ndo sdo

estimativas dos pardmetros e a referéncia a esse fato se encontra na nota na

parte inferior do quadro.

Em termos do modelo visto anteriormente neste capitulo, INTERCEPT

corresponde a2 f,, PELAGRA'a B, ¢ NPELAGRA a f3,. Nos Quadros IVb e V,

encontramos as matrizes X'X e BB'4.

*Ou a inversa generalizada g, de X'X.



Um Curso em Modelos Lineares

Cap 3

Quadro 1. Dados para ajuste

OBS PACIENTE INGESTAO YALINA
1 PELAGRA MEDIA 0.0616
2  PELAGRA MEDILA 0.1176
3 PELAGRA MEDIA 0.1254
4 PELAGRA BAIXA 0.2173
5 PELAGRA BAINA 0.0558
6 PELAGRA BAIXA 0,137
7 PELAGRA BAIXA 0.2072
g PELAGRA MEDIA 0.1064
% PELAGRA ALTA 0.2843

10 PELAGRA ALTA 0.1764
11  PELAGRA ALTA 0,2844
12 PELAGRA ALTA 0.1751
13 PELAGRA ALTA {2400
i4 PELAGRA ALTA 0.2290
15 PELAGRA BATIXA 0.1938
16 NPELAGRA BAIXA 0.2576
17 NPELAGRA BAIXA 02822
18  NPELAGRA BAIXA 0.2156
19 NPELAGRA BAIXA 0.3248
20 NPELAGRA BAIXA 0,2295
21  NPELAGRA BALXA 0.2333
22 NPELAGRA BAIXA Q.2560
23 NPELAGRA BAIXA 0.2132
24 NPELAGRA BAIXA 0.2940
25 NPELAGRA BAIXA 0.2300
26  NPELAGRA BALXA 0.2500
27  NPELAGRA BAIXA 0.2583
28 NPELAGRA BAIXA 0.3160

Quadro II. Tabela de andlise de variincia

General Linear Models Procedure

Dependent Vanable: YALINA'

Sourcd’ DF* Sum of Squares* Mean Square F Value Pr>F
Model 3 0.0865964 1 0.02886547 17.03 0.0001
Esror 24 0.04066813 0.0016%45]

C Total 27 012726454

R-Squarc Root MSE VALINA Meas

0.68041 004116437 0.21510714
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Quadro Ia. Solugio das equagdes normais

General Lincar Models Procedure

Dependent Variable: YALINA

T for H: Std Error of

Parameter® Estimnate® Parameter =0 Pr > T} Estimatc

INTERCEPT (.3190589744 B 11.64 0.0001 0.02741651

PACIENTE PELAGRA -0R74923077 B -4 {4 0.00035 0.02166213
NPELAGRA 0.0000000000 B . . .

INGESTAQ MEDIA -.1288166667 B -4.85 0.0001 0.02657149

BAIXA -.0601666667 B -2.41 0.0238 0.02452627

ALTA 0.0000000000 B

NOTE: The X"X matrix has been found 1o be singular and a gencralized inverse was used 1o solve the normal equalions, Pslimates
followed by the letter "B’ are biascd, and are not unique estimators of the parametzrs.

Quadro YITb. Solugdo das equagdes normais

General Linear Models Procedure

Dependent Varisbic: VALINA

T for HO: Sud Ervor of

Parameter - Estimale Paramcice=0 Pr > IT| Estimate

INTERCEPT 0.1027500000 B 4.99 0.0001 (.02741651

PACIENTIPELAGRA 0.0874523077 B 4.04 0.0005 0.02166213
NPELAGRA 0.0000000000 B . . .

INGESTAO MEDIA 12881666667 B 4.85 £.0001 0.02657149

BAIXA .Dﬁﬁﬁsm B 2.45 0.0203 0.02492627

ALTA 0.0000000000 B

NOTE: The X'X matrix has been found 1o be singular and a generalized inversc was used to solve the nomal equations, Estimates
followed by the letter "B’ are biased, snd are aot unique estimators of the parameters.
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Quadro I'Va, A Matriz X'X

General Linear Models Frocedure
Matrix Element Represcatalion

Dependent Variable: VALINA

Effect Representation
INTERCEPT INTERCEFT
PACIENTE NPELAGRA DUMMY001
PELAGRA DUMMY 002
INGESTAO ALTA DUMMYO003
BATXA DUMMYOM
MEDIA DUMMY 005

Quadro IVb. A Matriz X’X

General Lincar Models Procedurs
The X'X Matrix

INTERCEFT DUMMYO0I DUMMYN? DUMMYN3 DUMMYOM  DUMMYO00S

INTERCEPT 28 13 15 ] 18 4
DUMMY001 13 13 0 0 13 1]
DUMMY002 15 0 15 6 5 4
DUMKMY G0 6 o] 4 ] 0 Q
DUMMY 004 1 13 5 o i 0
DUMMY 005 4 0 4 o 1] 4
Quadro V. A Matriz BB’
General Linear Models Procedure
X'X Generalized Inverse (g2)
INTERCEPT DUMMY D01 DUMMYO002 DUMMNY 003 DUMMY 004 DUMMY 005
INTECEPT 0.25 4. 339607E-17 0 -0.25 -1.25 1]
DURMAMYDO0! 4 BI9S07E-17 02769230769 1] -3.391528-17 -0.2 O
DUMMY 002 0 0 1] 1] [+ 0
DUMMYOD03 .25 -3.39152E-17 0 0.4166666667 0.25 0
DUMMY 004 -0.25 -.2 ] 0.25 0.45 1]
DURAY 003 0 a o Q 1] 0




Capitulo 4
Estimabilidade

4.1 INTRODUCAO

No modelo y =XB = fx, +f,x,+.+f x podemos estar interessados em
estudar o valor de um dos B,, i=1l,.,p, isoladamente. Podemos ainda estar

interessados em estudar uma fungdo de um subconjunto deles. Por exemplo: f,=27

ou B,=07 ou ainda B,- B, =0, para quaisquer k;m? No entanto, € necessario,
inicialmente, avaliar 2 possibilidade de se obter informagdo nos dados que permita tal
estudo. Neste capitulo verembs que, apesar de [ nfo poder ser unicamente
determinado, algumas fungbes lineares de seus componentes podem: € possivel
encontrar combinagdes lineares dos elementos do vetor de dados que sdo estimativas

dessas fungGes. Esse € um fato de grande importincia e estd diretamente ligado aos

testes de significincia.
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4.2 FUNCOES IDENTIFICAVEIS

Seja um sistema de equagdes com representacdo matricial y = X

1
-+

p]"'ﬁz =
B,+p, =6

O que se pode dizer sobre o valor exato de f,, B, ou de f;? O sistema y = XP

admite infinitas solugdes dadas por ﬁ = By +(I-BX)z, com B como na expressdo (4)

do Capitulo 3 e z um vetor arbitrdrio de dimensio adequada. Note que
Xf = XBy+Xz-XBXz - XBXp+Xz-Xz = XP =y
Portanto, ﬁ ¢ solugdo do sistema.

Se escolhermos um valor para g, , digamos §,=2, entdo, B, = 4- 6, - 2.E,
como B, =6-5,, f;=4. O mesmo € vilido se tomarmos £, ou B, no lugar de f,.

Assim, nenhum dos elementos de  pode ser determinado unicamente: o valor de dois

deles dependerd do valor que se atribuir ao terceiro.

E se estivermos interessados no valor de §,~ 8,7 Vejamos:
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ﬁ3' ﬂz = (G_ﬁl)_(4_p1) =2

Uma funcdo de B, ou uma combinacio lincar de B, I, com I’ = [0 -1 1] foi

identificada a partir dos dados, apesar de cada elemento isolado de f néo ter sido.

Assim, dado o modelo y =XP, os valores dos componentes do vetor § nem

sempre podem ser identificados unicamente. No entanto, algumas fungOes desses

elementos podem.

Temos, entdo,-a seguinte defini¢do:

Definicsio 1. Seja 0 modelo y = XB . Dizemos que uma fungio linear, I'B, é
identificdvel se, e somente se, dada a equagdo consistente XP = ¢, o valor de

I'B é determinado unicamente.

Dados o modelo e uma funcfo linear dos parametros, necessitamos, portanto,
de meios para determinar se tal fungio € identificdvel. Isso pode ser determinado a

partir do teorema seguinte.

» Teorema 1. No modelo y = XB, a funcdo linear dos pardmetros, I’ €

identificdvel se, e somente se, I’ pertence a R(X), o espago gerado pelas

hinhas de X.

Prova. Na equagdo consistente XP =c¢, os valores de B podem ser
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representados por ﬁ = Bc+({I-BX)z. Entdo,
I'p = I'Bc+l'I-BX)z
Para que I’f seja determinado unicgmente, j4 que z € arbitrdrio, devemos ter
I'J-BX) =@ -1V =I'BX = a'X

com a’ = U’B. Portanto, I’e_éR(X). Por outro lado, se I’ e R(X), ' = a’X para algum

dc
I'8 = a’Xp = a'c

Assim, I'B estard determinado. «

4.3 FUNCOES ESTIMAVEIS

Consideremos, agora, o caso onde o vetor y € o valor observado de um vetor
aleatorio Y de distribuicdo conhecida. Tal fato pode ser usado para ampliar 0 conceito

de identificabilidade estudado acima. Vejamos a seguinte definigdo:
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Defini¢iio 2. Seja Y um vetor aleatério com distribuigdo conhecida. Uma

funcio g(P) € dita ser estimdvel, se existe h(Y), tal que E{h(Y)] = g(B), para

qualquer P e R?.

O que a definigio diz, € que se existe g, tal que E(a’Y) = I’B, I'B & estimivel.

Apesar da disting@o entre o vetor aleatdrio, ¥, e um valor particular que ele
possa assumir, y, usaremos y para representar qualquer um dos dois. O leitor, no

entanto, deve estar atento para a diferenga conceitual envolvida.

Usando a definicio de estimabilidade, podemos ir um pouco mais adiante,

O modelo y =X pode também ser representado por y =XP +e. Note a
substitui¢do do simbolo = por =. A diferenca e, entre y e sua projecio em £(X),
Xp, foi incorporada ao modelo. Além disso, frequentemente € razodvel assumir que

E(e) = & e, como consequéncia, E(y) = Xp . Entdo,
E(@y) =d'E(y) =a'XB =Up ~a’X =1 = 'e R(X) -

como jd visto acima para a identificabilidade. Os dois conceitos tem os mesmos
fundamentos, divergindo no fato de que a estimabilidade 1mplica no uso de distribuigo

probabilistica dos dados.

Agsim, acabamos de discutir o seguinte teorema:
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» Teorema 2. Seja 0 modelo y =X + e, E(e) = &. Uma fungdo paramétrica

I'B € linearmente estimével se, e somente se, I’ e R(X).
Prova. Se I'B & estimdvel, entdo
E(ay) = I' = a'E(y) = U'p = a’XB = I'p = a'X = l'e R(X)
E, se 'e R(X) = I’ = a'X, para algum a, entio,
t’[i - ¢'Xp = 'E(y) = El@'y) <

Como vimos, uma ou mais combinac¢des lineares dos parimetros podem ser
estimdveis. Seja {tlsﬁ}, i=1,.,k, o conjunto de todas as k fungBes estimdveis,

linearmente independentes, dos parimetros do modelo y < Xp .

onde L é uma matriz kxp.

No entanto, se o vetor I/,-(E.SR(X }, dizemos que a fungdo I’,-ﬁ £ nao estimdve].



Estimabilidade 93

Isso pode ser formalizado na seguinte definigfo:

Definicdo 3. Se RL) N R(X) = &, as fungdes LP sdo ditas ndo esrimdveis.

Algumas caracteristicas das fun¢des estimdveis necessitam ser avaliadas.

1. U'B é invariante com respeito a qualquer valor b de , solugio das equagdes

normais. Pode-se notar que

Ib = a’Xb = a’XBB'X'y = a’XBXBy = a’XBy

Como XB & tinica, I'b também serd, para qualquer b.

2. Em qualquer conjunto de fungoes lineares estimdveis, o nimero mdximo de

fungdes estimdveis linearmente independentes é igual a k, o posto de X. Seja
A, de dimensio nxn e posto completo (n = p(4)), tal que L =AX. Seja
também, LB um conjunto de n funcgdes estimaveis. Como p(L) =p(X),

existem p(X) linhas linearmente independentes em L ¢, portanto, p(X) fungses

linearmente estimdveis.

3. » Teorema de Gauss-Markov. No modelo y=XPf+e, E(e)=0,
var(e) = 0’| o melhor estimador linear ndo viciado da fungio estimdvel I’

('p), ='b, onde b € qualquer solugdo das equagOes normais.
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Prova. Sabemos que uma fungdo linear estimével, B, étal que I’ € R(X) e,

.assim,

UV=2aX

para algum vetor a. Isso leva a

I'b = a’Xb = a'Pyy

Seja k’y um estimador linear nio viciado de I'p , para um certo vetor k. Como

k'y ¢ nio viciado,

E(k'yy = K'Xp = UB

para qualquer §. Entdo,

k'’X =1 = a’X = k'XB = a'XB = k'P, = a'P,

Pode-se escrever
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k' = a'Py+(k'-a'P)
k'y = a'Pyy + k'-a'Pyy

de modo que

1
?var(k’y) = a'Pya + (k' -a'P)(k-Pya) + 2k’ -a'P)P,a

O produto cruzado & igual a zero, pois

(k'-a’PYPy = k'P, -a'Py

Portanto,

1 / !
2 var(k'y) > a'Pya

com igualdade se, e somente se, k' = a'Py, isto &, se (I'B), =1b=a'Pyy. «

Como I'b tem a menor varidncia que qualquer outro estimador linear nio

viciado de !B, nesse sentido, € o melhor. <
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As duas propriedades associadas ao erro no Teorema de Gauss-Markov séo

chamadas condigdes de Gauss-Markov.

4.4 EXEMFLO

Usando os dados do exemplo da seqdo 3.9, podemos estimar diferengas entre
as médias de valina para os trés niveis de ingestdo alcodlica. Essas diferencas de
médias sfo claramente estimdveis. O seguinte comando' SAS®, associado ao programa

apresentado anteriormente, fornece a estimativa desejada.

ESTIMATE ‘BAIXA VS ALTA' INGESTAC 1 0-1;

A safda fornecida pelo comando é mostrada no Quadro 1.

Quadro I. Estimativa da diferenga entre as médias de ingestdo alcodlica alta e haixa

General Linear Models

T for HO: : Std Error of
Parameter Estimate Parameicr=0 Pr > |T) Eslimate
BAIXA V& ALTA 0.0601 6667 -2.41 0.0238 0.02492627

10 comando ESTIMATE pede a presenga de um rétule, no caso "BAIXA VS ALTA’, do fator de interesse e dos
coeficientes correspondentes aos niveis desse fator. Essas coeficientes sio, na realidade, a parte do vetor I referente
aquele fator. Os demais componentes do vetor I, referentes aos outros fatores sio zero e nio necessitam ser explicitados.



Capitulo 5
Minimos Quadrados em Modelo com

Restri¢oes nos Parametros

5.1 INTRODUCAO

A resolugdo das equagdes normais fornece um valor & para o vetor § que

minimiza a distincia Euclidiana entre y e o espago gerado pelas colunas da matriz X.

Nada mais se exige do vetor solugdo. No entanto, se sabemos que P estd restrito a

alguma regido do espago ao qual ele pertence, RP, esse fato deve ser levado em conta

quando se resolve o sistema das equacOes normais. Por exemplo, ao estimar o valor
dos dngulos internos A, B e C de um tridngulo, & preciso considerar que

A+B+C=180°.

Os valores b, de p no modelo y = X no qual existem restrigdes no vetor de

pardmetros, também minimizam a distdncia entre y € um certo espago. No entanto,

como f estd restrito a determinada regido de seu espago, essa distincia pode ser

maior, aqui, do que no caso onde ndo existe restrigao,
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5.2 O MODELO RESTRITO

Quer-se, portanto, min{y-XB)(y-XB) com $ satisfazendo o sistema
P

consistente Cp = ¢, onde € € uma matriz kxp e de posto k. Consideremos o

Lagrangeano
Q(B,2) = (y-XB)(y~XB)+21(CP -¢)

onde 24’ é um vetor de multiplicadores de Lagrange. Desenvolvendo a tltima

expressdo, derivando e igualtando a zero, teremos

Q.(B,A) = yy -2X'yp + P'X'XP + 2A/(CB -¢)

anif’l) - ~2X'y +2X'XB +2C'% - @
9Q,(B.A) e -
— = 2(CB-¢) =9

Essas expressoes levam ao sistema

{X’xp +CA = Xy Q)

Ch =c¢
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que, resolvido, fornece a solugio procurada. O sistema (1) pode também ser escrito:
x'x ¢’ B] [xy
C QA c

As questdes que acabamos de ver podem ser formalizadas nas seguintes

definicbes:

- Defini¢fio 1. O modelo y =X B, com P sujeito ao sistema consistente CP = ¢,

€ chamado modelo restrito.

Defini¢do 2. O sistema (1) € chamado sistema das equag¢bes normais do

modelo restrito,

Devemos levar em conta que as restrigdes existentes nos pardmetros fazem
parte da estrutura do modelo. C tem posto completo: as restrigdes paramétricas devem
ser linearmente independentes, j4 que nao hd sentido pritico em se colocar duas ou
mais restricbes equivalentes. O vetor de pardmetros, j4 sabemos de anteméo, estd
dentro de uma subregiio do espaco paramétrico total. Nao existindo a restri¢do, o

modelo restrito se transforma no modelo visto anteriormente.
Alguns teoremas serfo vteis na compreensdo do modelo restrito.
» Teorema 1. O sistema (1) é consistente,

Prova. No Lema 2 do Capitulo 3, vimos condigdes para que um sistema seja
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consistente. Assim, um vetor [v" w’], com

=0 (2)

leva a

VXX +w/'C = O
Cv =9/

Mas
vX'X+wlC =@ = vX'Xv+w'Cy =0 = vX'Xy =0 =
=X =@ =vXy =0, Vy
Como v X'X+w/'C = @ e v'X' = &, entio
WC =0~ wCp =0=~wl =0

Dessa forma, [»/ w'] satisfazendo (2), implica em
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Portanto, (1) é consistente.

O valor obtido através da resolucio de (1) fornece um minimo global a

Q,(B,*) como pode ser verificado a partir do seguinte teorema.

» Teorema 2. Qualquer solugdo, (b,1), do sistema (1) fornece um minimo

global a (y -XB)(y~XB) sujeito a CP = ¢ consistente.

Prova. Suponhamos f = b. Entio,

y-Xb = (y-Xb) +X(b - b)

Assim,

(y-XB)(y-Xb) = (y-Xb)(y-Xb)) +2(b,-bYX'(y-Xb)) +

+ (b, -B)X'X(b, - b)

Entretanto,
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(b,-bYX'(y-Xb) = (b,-b)'C'l = I'C(b,-b) = 0

Portanto,

(y-Xb)(y-Xb) > (y-Xb,)(y-Xb,)

a menos que Xb=Xb , isto €, a menos que & seja solugdo das equacdes

normais. “

No modelo irrestrito, a projegio de y em &(X) € tdnica. Aqui, também, a

proje¢do € tnica.

» Teorema 3. Para qualquer &, solugdo das equagbes normais do modelo

restrito, Xb, € dnico.

Prova.
x'x ¢'ib,1 11f’1n'z;,,l+r,"m1 = XYy
¢ o] |Cb,=c
[XIX Cl} br,l X'ber,z-l- C!A'Z = X{y
C Qi de =c
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Entio,

X'Xp, ,+C'A) = X'Xb ,+C'h,
Cb,, = Cb,,

=

X'Xb,, - X'Xb,,+C'A -C'h, = O
Cb,,~Ch, =0

X'X(b,,-b,)+C(h,-1) = O

C,,-b,,) = O

-

(b,,-b,)X'X(b,, - b,,) +(b,,-b )'C (L~ 1) = 0
®,,-b,)C =0

= (bi",l - b’Q)fX;X(br,l - br,Q) =0« X(br,l _brﬁ) =0 = Xbr,l = Xbr,z

e 0 teorema estd provado. <
Um fato, importante por si mesmo e que serd utilizado posteriormente, € a
dimensdo dos espagos onde estdo os vetores ajustado e residuo do modelo restrito.

Essas dimensdes sdo determinadas através do préximo teorema.

» Teorema 4. O niimero de graus de liberdade associados ao ajuste do modelo
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X
¥y = XB, sujeito ao sistema consistente CP = ¢, é igual a p UC ]-p(C‘). 0

X
nimero de graus de liberdade associados ao residuo serd n-p [[C” +p(C).

Prova. O conjunto das solugdes de um sistema consistente do tipo Qv = £ serd
dadopor v = Qt+(I-Q Q)z, onde z é um vetor arbitrdrio e ¢~ uma matriz
tal que Q'QQ ™ = Q' e, portanto, QO Q = Q é uma expressio vilida, Note

que Q° é equivalente 2 matriz B de X’XB = X', vista anteriormente,

Seja

A =

Xx ¢
C &

As solugdes do sistema (1) serdo dadas por

Consideremos
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1l

D E
E'F

Como A ¢ simétrica, A~ também €. Suponhamos que ndo seja. De qualquer

modo AE(A Y+ -;—A ‘}A = A e, portanto, -;-[(A Y+ A '] ¢é simétrica.
Teremos, ento,

DX’y +Ec
EX'y +Fe

+(I-A"4)z

e 0 vetor ajustado serd

Xb_ = XDX'y + XEc

O subespago no qual ele estd contido é &XDX’). Portanto, necessitamos

determinar p(XPX”). Para isso, consideremos:

<)+

pois R(X'X) = RX).
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2. 7|

X'x
C

o[-

A validade de (4) € verificada a seguir, Determinemos a intersegdo dos dois

subespacos.

X’X] c’]ﬁ X'xv =¢85 INXXv =vICs
Vv = = =
C %] Cv =0 vic! = o

vX'Xv =0 XX 0‘
= - vV =
Cv=0 C %]

Portanto, a intersegdo € o vetor nulo.

3. Como decorréncia de (4),

' /

e o)) -
cC 9

4. Usando (3) e (5),

=

C!
5
ﬁ” &)

el

J + p(C)

X'x n o [1X
CD + p(C) —pﬂc

pA4) = p(
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5. CEC = C (6)

Para verificar (6), consideremos inicialmente o sistema

b X'y

c=Cf,

r

A

XX C
C 9

que € consistente para qualquer y€R". Em particular, tomemos como y o

vetor nulo e, como B,, as colunas da matriz identidade, sucessivamente. Tal

processo leva 2 equagio

Xx C'\|B

C 9

ou

X'XB+CA =@ = BYX+A'C - @' - BX'Y = -A'C (7)
CB =C =~ B'C' =’

Premultiplicando A4"A = A por [B’ A’] temos
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D E
E' F

Xx ¢

B A
[ ]C ”

- 5" ]

X'x C’]

X'x ¢
C O

cC O

D 1
- [B'x'x +K'C B’C"][ EHXX . [Bx'x +A'C B'C'] -

E'F|Cc ©

Xx ¢

o C’]{D E} e

E' F

]=[ﬁ c'l =

= [C'E" C'F] =@ c]=

[X’X C"]
C'EX'X+CFC = 0 8
CEC'=C' - CEC=C

6. p(C) = p(CEC) < p(CE) < p(C). Portanto, p{CE) = p(C). Por (6), CE

€ um projetor €, portanto, uma matriz simétrica e idempotente. Entdo,
p(CE) = tt(CE) = #(E'C") = u(C'E") = p(C)

7. XDX’' ¢ simétrica e idempotente, Para verificar tal fato, tomemos

AA"A = A, Pré e posmultiplicando essa igualdade, respectivamente por

B

B' K] e ;J, temos
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E g - -
= CA = CFC =CA
!FC

o cl,

Como F € simétrica, transpondo a dltima igualdade obteremos
C'’Fc = A'C - -BX'x
em decorréncia de (7).

Também de AA"A = 4, vem que
XXDX'X+CE'X'X+X'XEC+C'FC = X'X &)
De (8), C’E’X'X =X'XEC = -C'FC. Entfio, (9) se torna
XXDX'X - C'’FC = X'
que, posmultiplicando por PX'X, fornece
XXDX'XDX'X-C'FCDX'X = X'’XDX'X

Ainda de AA A = A, vem que CDX'X+CEC = C ou, em razio de (6),



112 Um Curso em Modelos Lineares
Cap 5

CDXX+C =C=-CDX'X =0
e, portanto,

X'XDX'XDX'X - XXDX'X - (X’XDX'XD-XXD)X'X = O (10
)

No entanto, para alguma matriz S, SX’X = @ - §X’ =@, pois considerando

X'XB =X’, entdo

SXX =0 = SXXB=0=SX' =0

A implicagio no sentido contrdrio € ébvia, Por essa razdo, (10) implica em

(X’XDX'XD-X'XD)X' = @ = X'X(DX'XDX'-DX") = O >
= X(DX'’XDX'-DX") = @ =

- (XDXYXDX") = XDX’

A partir dos resultados acima, continuemos. Seja T=4AA~. T € uma matriz

idempotente, pois TT=AAAA =AA™ =T. Entido, p(T) = 1(T). Mas
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T - xXx c'|D E| |XXD+C'E' XXE+C'F
C @G|EF CcD CE

Agora, p(T) = p(4), pois

p(A) = p(AA"A) s p(AA4A7)

p(T) = p(AA”) < p(4)

t(T) = t(X’XD +C'E") + u(CE)

t(X’XD) +tt(C’'E’) +tt(CE)

Usando os resultados acima, podemos dizer que

tr(T)

X
p(T) = p4) = Pﬂc )*P(C) =

t(XDX") + t(C'E’) + tt(CE) = p(XDX’)+p(C) + p(C) =

b ¢
-~ p(XDX") =
p( ) p[[ c

] -p(0)

que € o nimero de graus de Iiberdade associados ao ajuste do modelo restrito.

Assim, o numero de graus de liberdade associados ao residuo serd

[e])-xe
noP +p(C). <
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5.3 RESTRICOES ENVOLVENDO FUNCOES NAO ESTIMAVEIS

As consequéncias de impor, como restrigbes em um modelo, fungdes

paramétricas nfo estimdveis, sdo decorrentes do seguinte teorema:

» Teorema 5. Se as condi¢des CP = ¢ sdo conjuntamente nao estimaveis no

modelo y = X, entdo qualquer solugio das equacOes normais para 0 modelo

restrito satisfaz as equag¢des normais do modelo irrestrito.

Prova. Seja &, uma solugdo qualquer das equagdes normais do modelo

restrito. Entfo,

X'Xb +C'\ = X'y = Xy-X'Xb, = C'A =

~ X/(y-Xb) = C'% = AC = (y-Xb)'X

O lado esquerdo da ultima igualdade acima € um vetor pertencente ao

subespago gerado pelas linhas de C, $(C), enquanto que o vetor do membro
direito pertence ao subespago gerado pelas linhas de X, R(X). Mas, como
CPB ¢ um conjunto de fungdes nio estimdveis, entdo cada vetor linha ¢/ de C

ndo pertence 2 R(X). Assim, REX)NRC) =D e

@ =1C=(y-Xb)X - X'Xb_= XYy
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Portanto, o mesmo &, que € solugdo das equagdes normais do modelo restrito,

também é solugio das equagdes normais do modelo irrestrito. «

Se as condigOes impostas aos pardmetros s3o conjuntamente estimadveis, entdo

Ce R(X) e as solugdes para os dois modelos n2o s30 as mesmas.

A colocagio de restricdes ndo estimdveis no modelo y =XB tem algumas
consequéncias. Como as solucdes das equagdes normais para os modelos com e sem
restricio sdo as mesmas, as somas de quadrados associadas também serdo as mesmas.
As fungbes estimdveis no modelo irrestrito também serdo estimdveis no modelo
restrito. Isso porque, com a imposicdo de restrigdes, estaremos restrigindo © espago
paramétrico. Consequentemente, estaremos deixando de lado algumas fungGes
estimdveis que ndo satisfazem as restriges. Porém, as fungdes que permaneceram
pertencem ao conjunto inicial das fungbes que eram estimdveis antes das restrigdes

serem 1mpostas.

Fungdes estimdveis no modelo restrito poderdo deixar de ser estimdveis no
modelo irrestrito. Por exemplo, seja a funglio p+1/2(4; + 4,) estimdvel no modelo
irrestrito. A colocagiio da restricdo A,=0, torna a fungdo igual a u+1/24, que,

embora estimdvel no modelo restrito, ndo o € no modelo irrestrito. Por outro lado,

fungdes nio estimdveis no modelo irrestrito podem ser estiméveis no modelo restrito.
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5.4 RESTRICOES ENVOLVENDO FUNCOES ESTIMAVEIS
J4 fol visto que as solugdes para B serdo encontradas resolvendo o sistema (1).
Consideremos, entio:

1. o vetor dos valores ajustados y = Xb.

2. b, uma solucdo das equacdes normais do modelo irrestrito, com b = BB'X'y.

Note que b satisfaz as equagbes normais, pois
X'XBBR'X'y - X'XBXBy = X'XBy = X'y

3. Como o conjunto de restri¢gdes Hy: CP = ¢ € estimdvel, € € R(X), de modo

que C = WX para alguma matriz W,

4. C tem posto completo, de forma que (CBB'C’)! existe. Isso pode ser
verificado da seguinte forma: € tem dimensio sxp, p(C)=s5 ¢

C=WX = ZX'X, para alguma matriz Z. Agora,
s = p(C) = pZX'X) < p(Z) < s (1)

ja que Z tem dimensio sxp. Entio, p(Z) = 5. Colocando p(ZX’) no lugar de

p(Z) em (11), teremos p(ZX') =s. Como
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CBB'C' = ZX'XBB'X'XZ' = ZX'XZ'

p(CBB'C") = p(ZX') = s
que é a ordem de CBB'C’, ela ¢ ndo singular e, portanto, a inversa existe.
Seja a primeira equagdo de (1).
X'’Xb +C'r = X'y = BB'X'Xb_+BB'C'\ = BB'X'y -
= BB'X'Xb_ = BB'X'y-BB'C'A =

- BB'X'} = b-BB'C'\ =
- b, =b-BB'C)

Substituindo o valor de &, na segunda equagao de (1), teremos

C(B-BB'C'A) = ¢ = Cb-CBB'C'A = ¢ = CBB'C'A = Ch-¢ =

= ) = (CBB'C'Y'NCbh-¢)

Assim, a solucao do sistema (1) serd
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b, = b-BB'C(CBB'C’'Y {(Cb-o)

que corresponde a0 vetor solu¢do das equagoes do modelo irrestrito, menos uma certa

quantidade.

O ajuste do modelo leva diretamente a4 necessidade do cdlculo da soma de

quadrados do residuo, a fim de se avaliar a qualidade do ajuste. Obtido &, calculemos

o valor de SQR,, a soma de quadrados do residuo do modelo restrito. Sejam

m =BB'C(CBB'C"Yy{(Ch-c) e SQR a soma de quadrados do residuo do modelo

irrestrito.

SQR, = (y-Xb)(y-Xb) = y'y-2y'Xb_ +b,X'Xb -
= yy-2y'X(b-m) + (b -mYX'X(b-m) =
= yy-2¢'Xb+b'X'Xb+2y'Xm -2b'X'Xm +m'X'Xm =
= SQR+2y'Xm -2b'X'Xm +m'X'Xm

O desenvolvimento dos trés tltiT:os termos da ultima equagdo fornece

2y’Xm = 2b’'C(CBB'CY1(Cb-¢)
-2b'X'Xm = -2b'C(CBB'CY(CB -¢)
m'X'Xm = (Ch-c)(CBB'C)Y{(Cb-¢)
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Assim,
SQR = SQR+(Cb-c)(CBB'C’)(Ch -0

Portanto, a imposigdo de restri¢des estimaveis no modelo provoca um aumento
na soma de quadrados do residuo do modelo irrestrito (note que o segundo termo do

segundo membro da equagdo acima € sempre positivo, jd que € uma forma quadrética).

A questio de impor restri¢des nos pardmetros faz com que ndo mais projetemos

X
y sobre &(X), mas sobre & ([C

]. A norma do resfduo da proje¢io de y sobre esse

subespago tende a ser maior. Somente ndo o €, em condi¢Ges especiais: quando o vetor

resultante da projegdo for o mesmo nos dois casos, ou scja Xb = Xb .

A imposigdo das restri¢Oes estimdveis Hy Cp = ¢ ao modelo provoca alteragio

no vetor solucdo das equacdes normais e nas somas de quadrados associadas. No
entanto, isso ndo afeta a estimabilidade de fungbes que sdo estimdveis no modelo
irrestrito; fungbes estimdveis no modelo irrestrito, também serdo estimdveis no modelo
restrito. Porém, como tais fungdes s2o fun¢des paramétricas, elas estario sujeitas as

restrigdes 1Mpostas aos pardmetros.

-

Resumindo, vimos que se #'P & estimdvel, entdo I/ € R(X). Mas isso é

equivalente a 1e&X’) ou 1e&X'X). E, I = XXt para algum {. No modelo
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X B
restrito, a matriz do modelo ser4 [C] ¢ o vetor de pardmetros, N Entfo, I'B deve

Ser escrito como

t /
’“ m = £(X'X +C'CYB +(X'X + C'CYA

I'p =
‘2

X
X c’
X el

Para que !B seja fungdo somente de §, o segundo termo & direita da tltima igualdade

X
deve ser zero. Por hipétese, sabemos que t;(X x+C'lCY € éR( CD Se as restrigdes

H;:CP = ¢ sio estimdveis, CeR(X), £C'C € RX) e LC'CR & estimdvel.

Certamente, t‘;X Xp também € estimivel. Como a soma de duas funcdes estiméveis

é estimdvel, a imposi¢do de restricOes estimdveis torma uma fungido estimdvel no

modelo restrito, também estimdvel no modelo irrestrito.

5.5 EXEMPLO

Continuando com o exemplo da se¢do 3.9, podemos ajustar um modelo aqueles

dados, considerando a restricio H:o valor sérico de valina é 0 mesmo para os niveis
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alto e médio de ingestdo alcodlica. A diferenga entre as médias de valina nos niveis
baixo e alto de ingestio era estimdvel anteriormente e continua estimdvel no modelo
restrito. Para ajustar esse modelo restrito, o conjunto de dados apresentados no Quadro
I do Capitulo 3 foi alterado de modo que os valores de INGESTAO correspondentes
a "MEDIA’ foram substituidos por "ALTA’. No Quadro I, temos a tabela de anilise
de varidncia referente ao ajuste desse modelo restrito, realizado pelo seguinte

programa SAS":

PROC GLM;
CLASS INGESTAQ;
MODEL VALINA = INGESTAQ;
RUN;

No Quadro II, temos a tabela de andlise de varidncia referente ao ajuste do modelo

irrestrito pelo mesmo programa SAS”®. .

Observando os Quadros I e II, pode-se notar que a presenga da restricdo, além
de provocar queda no nimero de graus de liberdade associados ao ajuste do modelo
(1, contra 2 para o modelo irrestrito), causou alteragio no valor da soma de quadrados

do residuo. A soma de quadrados do residuo para © modelo irrestrito foi
SQR=00683. Com a <colocagdo da restrigdo, a parcela
(Ch - ¢Y(CBB'C'Y'(Chb - ¢) =0.0569 foi acrescentada aquela soma de quadrados e
obteve-se SQR_= 0.0683 + 0.0569 = 0.1252.
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Quadro 1. Tabela de andlise de varidncia para ajuste de modelo restrito

General Lincar Models Procedure
Dependent Varisble: VALINA
Sum of Mean

Source DF Squarcs Square F Vaiuc Pr>F
Model 1 0.00206881 000206881 0.43 0.5179
Ervor 26 0.12518373 0.00481522
C. Total 27 012726454

R-Square Root MSE VALINA Mean

0.016256 0.069392 0.21510714

Quadro II. Tabela de andlise de varifincia para ajuste de modelo irrestrito

General Lincar Models Procedurs

Depeadent Varisbie; VALINA

Sum of Mean
Sourte Dbr Squares Squarc F Yaiuc Pr> F
Modzl 2 £.05885370 0.02547635 10.49 £.0004
Error 25 0.06831084 0.00273243
C. Total 7 0,12726454
R-Squere Root MSE VALINA Mean

(.463237 0.052273 021510714




Capitulo 6

Minimos Quadrados Ponderados

6.1 INTRODUCAO

Ao estudar o ajuste do modelo y = XB pelo método dos minimos quadrados,
consideramos como medida de distincia, a grandeza Q(P) = (y -XPB)(y -XPB) que
desejdvamos ser minima. Q(f) € uma forma quadrética € sua matriz, a identidade. E,

também, Q(B) 20 como se desejaria de uma medida de distancia.

Consideremos, agora, como medida de distincia, uma forma quadritica
semelhante a Q(B), mas cuja matriz nfo € a identidade e sim, uma matriz simétrica

qualquer W+I. Assim, teremos

Q*(B) = (y-XBY'W(y-Xp)

Obviamente, precisamos ter Q*(B) 20 para qualquer (y -XPB) ¢ Q"(B) =0 se,

e somente se, y-Xp = @. Portanto, W deve ser positiva definida.
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6.2 PROJECAO NAQ ORTOGONAL (OBLIQUA)

Para obter min Q*(P), derivemos e igualemos a zero a expressdo
B

Q'(B) = (y-XBYW(y-XPB) = y'Wy-2p'X'Wy+p'X'WXp

Teremos, entio,

Q%}@ = =2X'Wy+2X'WXp =0 - X'WXP = X'Wy (1)

As equagdes do sistema (1) sdo chamadas equagdes de Aitken. Como W € positiva

definida, existe T ndo singular, tal que W= 7T’ e (1) pode ser escrita como
X'TT'XB = X'TTY

Esse método de ajuste pode ser chamado ajuste de norma-W minima. Ou,
ainda, pode-se levar em conta que os elementos de T estdo ponderando os elementos

de X e, assim, temos o gjuste de minimos quadrados ponderados.

Podemos contornar os detalhes envolvidos no caso de X com posto incompleto.
Nesse caso, € possivel usar um modelo reparametrizado, y = Zy, em que a matriz do

modelo tem posto completo e cujo ajuste serd o mesmo de y = X8,



Minimos Quadrados Ponderados 127

Considerando X de posto completo, (X’WX)™! existe e
Xb = XX'WX)'X'Wy = Py
onde b* ¢ solugio das equagdes de Aitken e P =X(X'WX)'X'W. Note que

P? = XX'WX)'X'WXX'WX)'X'W = X(ZX'WX)'XW = P

PX = X(X'WX) ' X'WX = X

Como P € uma matriz de proje¢do, seus autovalores s3o 0 e 1. No entanto, P'2P,

a menos gque W =cl, onde ¢ € alguma constante. Com o ajuste de minimos quadrados

ponderados, estamos ajustando y por uma projecdo ndo ortogonal. (Uma projecio é

ortogonal se, e somente se, sua matriz € simétrica.)

E possivel visualizar o ajuste de norma-W minima e a projegio ndo ortogonal

associada, na Figura 1. Ali, OV =y ¢ OU = Py. Note que o dngulo OUV njo € reto.
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Figura 1. Projegdo nZo ortogonal

Para entender a figura, sejam z e y pontos em R*, respectivamente arbitrdrio

e fixo. Entdo,

(y-2YW(y-2z) = &

representa um elipséide em R* (elipsdide, porque W € positiva definida). O ponto de
melhor ajuste no espago das colunas de X € o ponto desse subespago mais perto de y.
Tal ponto é o de tangéncia de (y - 2)'W(y - 2) =k* em &(X). Se W = cI, os contornos

sdo esféricos € o ponto de tangéncia € dado por uma projegdo perpendicular
(ortogonal).
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6.3 0 USO DOS MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS

O método dos minimos quadrados ponderados pode ser usado para reduzir a
influéncia de algumas observagdes. Observages com pequeno peso contribuem menos
para a soma de quadrados e, assim, exercem menor influéncia no ajuste. Gbservacgdes
com grande peso, por sua vez, contribuem mais para a soma de quadrados e, portanto,
exercem maior influéncia no ajuste. Assim, € razodvel assinalar pequeno peso a
observagdes com grande varidncia e peso maior As observagdes com varidncia pequena.
Pode ser mostrado que melhores estimadores lineares nio viciados sdo obtidos se os
pesos sdo inversamente proporcionais as variancias dos residuos resultantes do ajuste.
No entanto, a matriz de varidncias e covaridncias dos residuos é desconhecida e
necessitamos de meios que contornem essa dificuldade. Apds o ajuste de minimos
quadrados, detectado o problema de varidncias desiguais através do estudo dos
resfduos, devemos encontrar valores ligados as varidncias dos residuos que possam ser
usados como peso para as observagOes. Por exemplo, o inverso dos quadrados dos
valores preditos ou o inverso dos quadrados dos resfduos podem ser pesos para outro
ajuste. Os valores dos novos residuos encontrados podem ser usados para célculo de
novos pesos e nova andlise, se necessdrio. Novas iteraces podem ser realizadas se os

resultados indicarem nessa direg2o.

Qutra questio a se considerar € a das fungbes paramétricas L que so

estimdveis. Observando as equagdes de Aitken, vemos que a matriz X foi substituida

por H'X. Assim, LP £ estimivel se, e somente se, LeR(H'X). Como

RH'X) = R(X), LP € estimdvel se, e somente se, LeRX).
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Grizzle, Starmer e Koch (1969) propdem o método dos minimos quadrados
ponderados para o ajuste de modelos lineares a dados categéricos, em virtude da

simplicidade que o método acarreta na manipulagdo de dados desse tipo.

Um exemplo de minimos quadrados ponderados serd visto no Capitulo 13.



Capitulo 7
Resolucdo Numérica das Equacoes Normais

7.1 INTRODUCAO

Pelo Teorema 1 do Capitulo 3, as equagbGes normails sio consistentes e,
portanto, admitem uma ou mais solugdes. Vimos também como obté-las do ponto de
vista algébrico. No entanto, sua solugido numérica pode ser de dificil obtencio e,
assim, existe a necessidade do desenvolvimento de algoritmos que permitam realizar
essa tarefa. Tais célculos, em geral, sdo muito trabalhosos, mesmo quando estio
envolvidas matrizes de pequenas dimensOes € 0 uso de computadores torna-se

imperativo.

Como j4 foi visto, o vetor solugio ndo € tnico no caso dos modelos com matriz
de posto incompleto. No entanto, através dele se obtém resultados importantes como
os valores preditos para as observagdes, estimativas de fungbes paramétricas e 0s

resfduos.

O algoritmo que estudaremos fornecerd uma solucdo das equagdes normais e

a soma de quadrados associada ao residuo do ajuste. Ndo nos preocuparemos com a
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implementacdo computacional do SWEEP(A k). O leitor interessado poderd consultar
o trabalho de Goodnight (1979).

A seguir, veremos algumas ferramentas que serdo iteis para o estudo do

operador SWEEP(A, k).

7.2 O PROCESSO DE ELIMINACAO DE GAUSS-JORDAN

Um sistema de equagdes pode ser resolvido numericamente através do processo

conhecido como eliminaggo de Gauss-Jordan.

Seja o sistema S,

68, + 2B, =5
58, + 138, = 7

O processo para a sua resolugdo € o seguinte:

A. Multiplicar a primeira equagio por 1/6:

~ o|w

B, + 31?32
5}31 + 138, =
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B. Adicionar -5 vezes a primeira equacfo a segunda:

C. Multiplicar a segunda equagdo por 3/34:

D. Adicionar -1/3 vezes a segunda equac@o a primeira:

. 1 P .
E obtivemos f§; =% e f,= e os valores das incdgnitas do sistema.

O sistema S é equivalente a

p] +%ﬁ2
06, + B,

B, + 08,
08, + B,

1

It

|~ o]

B |

3
6

n
6
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b

6 2}!31
5 13)|,

ou ainda, a

Xp =y

e se pode aplicar & matriz aumentada A, formada a partir da matriz X e do vetor y,

as etapas do processo de Gauss-Jordan da seguinte forma:

4 x| 6 215
=Xl=ls 10
=0
1. O passo A ¢ equivalente a premultiplicar A por L, = |® !, resultando
01

A operagio realizada sobre A € uma operagdo linha. Note que A, a0 ser
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premultiplicada por L,, sofre uma altera¢do em sua primeira linha. L, é uma

matriz derivada da matriz identidade onde o primeiro elemento de sua diagonal
foi alterado de 1 para 1/6. Esse valor é que multiplica a primeira equagio de

S no passo A.

2. O passo B € equivalente a premultiplicar A, por L, =

0
1] , resultando

1] s
volt $13 |' 3|s
A2=L2A1=51 - 34|17
- 5 13|17 OT?

As operagOes realizadas sobre A, sdo também operagbes linha. A operagio
linha sobre A, promovida por L,, ¢ do mesmo tipo da promovida por L,

sobre A. Aqui também, L, é derivada da matriz identidade com o primeiro

elemento da segunda linha alterado de O para -3, o valor que multiplica a

primeira equagao de S no passo B.

3. Este passo € semelhante ao passo 1, assim como o passo C é semelhante ao

passo A. A matriz responsdvel pela operagio linha correspondente ¢é

1 0
L, = 3 de forma que

0
34
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lolss_lEE
A3:L3A2= 3 ol = 1
0 g 3117 -

4, Este passo € equivalente ao passo D acima. A opera¢do linha realizada pela

matriz L; sobre A, fornece

1 -4t L2 |7 ol2

316 4

A =LA, = ° e :
0 1jlo 131 10 1[5

E obtivemos uma matriz aumentada composta pela matriz identidade & esquerda

e, a direita, pelo valor do vetor B que é solugfo do sistema S.

Portanto, partimos de um sistema do tipo Az = ¢, construimos uma matriz
aumentada [A|c], aplicamos sobre ela sucessivas operacdes linhas L,L,,..L e

obtivemos o vetor solu¢ao do sistema. Esquematicamente, podemos representar o

processo da seguinte forma:

[Ale] Lyl [12]

As operagdes linha podem ser agrupadas em uma tnicamatriz L=L_L_, . L,.

No caso do exemplo acima teremos
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3 1

10 10
L=LLLL - . 1
T s

Mas L=A"", a inversa de A, de modo que o processo € equivalente a

A7'[Ale] = [1]z]

Como o que foi visto acima vale para um sistema consistente qualquer, também

valers para as equagdes normais, Consideremos nesta, e na préxima segio, X de posto

completo. Esquematicamente, teremos para o sistema X'Xp = X'y,

[X'x|x'y] LiLoo L [1)B]

ou, de modo equivalente,

[xx)y [ x'x|xy] = [1]8]

Apds a aplicacdo do algoritmo, a matriz aumentada inicial teve a submatriz a

esquerda transformada em uma matriz identidade. As operagdes linha sfo sempre

escolhidas de forma a se obter tal resultado.
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7.3 O OPERADOR SWEEP(A,k)

Uma das primeiras referéncias a esse método foi feita por Efroymson em
Ralston ¢ Welf, em 1960, para a andlise de regressdo miiltipla. No entanto, segundo
Goodnight (1979), o termo SWEEP foi criado por Beaton, em 1964.

Jd dispomos de um meio para solucionar numericamente o sistema das equagdes
normais. No entanto, € possivel se aprimorar o processo para tornd-lo mais geral e

fornecer uma quantidade mator de informacio.

Tomemos uma matriz aumentada Z de estrutura ligeiramente diferente da

matriz aumentada da segio anterior:
Z = [X'X X'y 1]

Aplicando operagdes linha sobre Z de modo a transformé-la em uma matriz aumentada

cuja componente a esquerda seja a matriz identidade, teremos esquematicamente

[X’Xl X}y I I] LI’LZ"“’L [Il |3 |(X!X)—1]

Além de B, também (X'X)! foi obtida,

E possivel modificar as operagoes linha de modo a se conseguir, no final, as

mesmas informagdes, partindo-se, porém, de uma estrutura matricial menor. Assim,
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[x'x1x"y] L1sLgo Ly [(X/X)| )

O método usado acima, chamado inversdo no lugar de X'X, apresenta a vantagem de

economia de memoria computacional.

Consideremos o sistema de equagbes normais X'Xp = X'y para o modelo

y =XB . Formando, a partir dele, a matriz

Xx|Xhy|1I

yX|yy |2

A=

¢ aplicando sobre ela determinadas operagdes linha, obteremos

I
AT = |—
o

p |t

SX) | -p’

onde S(X) ¢ a soma de quadrados associada ao residuo do ajuste do modelo e &, o
valor de  que € solugdo do sistema. Neste capitulo, por conveni€ncia de notagio,

usaremos S(X) para denotar a soma de quadrados do residuo. As operagdes linha

podem ser representadas por uma matriz L, de modo que
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(Xt Ig xxlxy|r

Ilb

o | S(X)

x'x)?

A' =LA =

-y XX'x)! II yX|yy|@ -b’

Se tomarmos, agora, A" e sobre ela aplicarmos operagdes linha equivalentes a

XX @
L' = ———1 teremos
yX| I
1 xXx\ogTr| b ](X’X)-l x'x | x% ] I
LA* = —|— - _ A
yx| il o S(X)| b’ y'X y’y|9

Esse fato revela a reversibilidade do processo. As matrizes L e L™ nfo necessitam ser

calculadas.

Formando a partir das equacdes normais a matriz

X'X|xYy
A = _
yX |y'y

e aplicando sobre ela determinadas operagdes linha, obteremos
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@y b

=
il

3 | s

onde b=(X'X)'X'y é novamente, o valor d¢ P que satisfaz o sistema e
S(X) = yy - y'X(X'X)'X'y, a soma de quadrados do residuo devida a0 ajuste do

modelo. As operacoes linha realizadas sobre A, fornecendo A*, representam o

algoritmo que constitui o operador SWEEP(A k).

Defini¢io. Dada uma matriz A, originalmente simétrica positiva definida, o

operador SWEEP(A, k) a modifica da seguinte forma:

1. fazer D = ay;
2. dividir a linha & por D;

3. para todas as outras linhas i # k, fazer B = a,;; subtrair B vezes a linha
k da linha §; fazer a, = -B/D;

4. fazer a, = 1/D.

A matriz A~ € obtida apds aplicagdes sucessivas do operador SWEEP(A k), para

k=12,.p.

Tomar a linha k da matriz A para a aplicagdo do operador SWEEP(A k), € um

processo chamado pivoteamenro. Quando k =1, o pivd € a linha 1. Quando k=2, 0
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piv0 € a linha 2 e, assim, por diante.

Quando o operador SWEEP(A,1) usa como piv0 a linha ! da matriz A, estd

sendo ajustado o modelo y = x, B, e que possui apenas x; como varidvel independente.
Assim, teremos ao final do processo, b, e S(r)), a soma de quadrados do residuo
devida ao ajuste do modelo. Apds a entrada de x,, usando como pivé a linha k=2,
obteremos informagOes referentes ao ajuste do modelo y =x, B, +x,,. A operagdo
modelo y = x, 8, e, posteriormente, acrescentar, digamos x,. Obteremos inicialmente

b,, S(x,)) e, a seguir, b,, b, e S(x,|x,).

O operador SWEEP(A, k) também apresenta a caracteristica da reversibilidade.

A sua aplicagdo, tomando como pivé a linha k=j, cria a matriz A; e promove a
introdugdo no modelo da varidvel x;. Sobre A, a aplicagao do operador, tomando
como pivd a linha k =i, cria a matriz A, que representa um modelo contendo as
variaveis x ; € %;. Se o operador for aplicado sobre essa ﬁltima matriz, tomando como

pivd, novamente, a linha & =i, a matriz resultante serd A i Esquematicamente, temos:

SWEEP(4 ,,j) = A,
SWEEP(4 ,,i) = 4,

SWEEP(A i) = A,
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Usando um vetor auxiliar, ¥ =[1 1 .. 1], pode-se controlar quais linhas j4 foram
tomadas como pivo: quando a linha & for usada, v, serd feito -v,. Ap6s a aplicagio

do operador para qualquer linha k, obtém-se informagbes sobre submodelos entre as

varidveis independentes conforme veremos no exemplo a seguir.

Consideremos 0s valores da Tabela I (Goodnight, 1977).

Tabela 1. Valores para
aplicagio do SWEEP(A k)

X X X
11 11
1 21 3
1 3 1 3
1 1 -1 2
1 2 -1 2
1 2 -1 2
I 3-1 1

0. Formar a matriz A sobre a qual serd aplicado o SWEEP(A k).

[ 6 12 0 12]

) XX | XY 12 28 0 25
y/X y!y 0 06 2

12 25 2 28
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1. Aplicar o operador sobre A, tomando como pivd a linha k=1, Serdo
ajustados os modelos y =x,8,, x,=x & e x;=xa;. Os valores dos

coeficientes ¢ das somas de quadrados dos residuos so mostrados na Tabela

II. Os simbolos ’.” abaixo representam produtos cruzados entre as varidveis;

S,(x) ¢€asoma de quadrados do residuo para o ajuste de w sobre x;, onde w
€, ou uma coluna da matriz X, ou y; a, e a; sdo, respectivamente, as

estimativas de «, ¢ «..

(150 2 Cx)? a b
6
a8 _(x)
SWEEPM,1) - 4, =240 1| 7
0062 | -a . S.(x)
2124
(-2 I -p, S,(xp)

2. Aplicar o operador sobre A, tomando como pivd a linha k=2, Isso implica
em acrescentar x, ao modelo anterior e obteremos informagdes sobre o ajuste
do modelo y =x 8, + x,6,. O modelo x, = x, & +x,&, também serd ajustado.
Abaixo, v‘.}. 530 0s elementos da inversa da submatriz de X’X que envolve as
varidveis independentes presentes no ajuste. Por exemplo, neste passo temos

-1

/ 7

/ !
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—d

71 ¢ 32

6 2 2 Yu Vi 4 b,

11 g 1 Vo, Yy a, b,
SWEEP(4,2) = A, = | 2 * 4| -

0 0 6 2| T4 4 S (xx)

—% —i— 2 175 -b, -b, S, (%))

3. Aplicar o operador sobre A,, tomando como pivé a linha & =3. Isso implica

em acrescentar uma varidvel a mais ao modelo. Como k=3, a varidvel serd

x; ¢ o modelo ajustado, y = x,8, + x,8,+ x, ;.

I 9 3]

6 2 2 Vit Y2 Y3 b,

T1 1

PR 0 n Va1 Vi Va3 b,

SWEEP(4,3) = 4, = -

0 0 < 3 Viy Va3 Vi b,
3 1 1 0% __bl -b, -b, Sy(xl,xz,xg.)-
L 2 4 3 12

4. Aplicar o operador sobre A,, tomando como pivd a linha k=2, Tal
procedimento resultard na retirada da varidvel x, do modelo, em virtude da

reversibilidade do operador. Lembre que no passo 2, o pivd era a linha k=2.

O presente passo fornecerd informagdes sobre os modelos y =x, 8, +x,6, ¢
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/ /1
X, = X&) +X@,. V;, abaixo, sdo os clementos de ,

1
ra
o
o
ek

|

Ko
7]
J‘f-‘\
__‘H
k"
uw
—

SWEEP4,2) = 4, = -

o
o

|
o]
—
1
wla [N
1
HB"
!
mﬁ"
wcn
o~
Ky
ko
<

5. Aplicar o operador sobre A,, tomando como piv0 a linha k£ =3. Como no

passo 4, o resultado serd a retirada de outra varidvel: x,. Portanto, ficaremos

com os modelos do passo 1.

1 202
R ]
SWEEP(4,3) - 4, = |2 4 0 1
0 0 6
2 1 2

6. Finalmente, aplicar o operador sobre 4,, tomando como pivd a linha &k =1.

Isso provocard a retirada da varidvel x; do modelo ajustado no passo 5 e

fornecerd, de volta, a matriz inicial A.
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Tabela II. Resumo das aplicagbes do SWEEP(A k) & matriz construida com os valores da Tabela I

SWEEP(A,1) = A =

[ 6 12 0 12
12 28 0 25
0 06 2

12 25 2 28]

Passo Modelo Coceficientes S (x J)
0 y =¢ 28
1 y = xlﬂl 2 4

*; =X 2 4

x, = x& 0 6

2 y =xp +x,8, -2—,% 1—:
X, =X + X0, 0,0 6

3 y =xB + %0, + x5 %’%’;l ?_;
4 y =xB + x5 2’% 1_30
) X, = xa + X0, 2,0 4
5 y =xp 2 4
X, = X,a 2 4

X, & X0 0 6

6 y =0 28
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7.4 O CASO DE X COM POSTO INCOMPLETO

Como discutido anteriormente, os elementos da diagonal de A correspondentes
as linhas ainda ndo usadas como pivd representam soma de quadrados de resfduos para

submodelos entre as varidveis independentes. Suponhamos que tenham sido
acrescentadas ao modelo as varidveis x,,..,x, ;. O elemento 4., de A serd a soma de

quadrados do residuo para o modelo

X, =X 0 +. +X, &, (1)

O ajuste do modelo (1) € equivalente a projetar x, no espaco formado pelos vetores

X,.-,%,_; . Para o modelo (1), pode-se definir o coeficiente de determinagdo, denotado

2
por R, como

1
N-=Ut~:o

N
2l

onde v € 0 quadrado da norma da projegio de x, corrigido pela média € i, o quadrado

da norma de x, corrigido pela média. Nas tabelas de andlise de variéncia vistas como

exemplo nos capitulos anteriores, aparece o coeficiente de determinagdo, referido
como 'R-Square’. Quando considerarmos um modelo no qual o efeito da média ndo
estiver presente (por exemplo, uma reta passando pela origem), o coeficiente de

determinagfo deverd ser redefinido. Os vetores envolvidos na relagio podem ser vistos
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na Figura 1.

Figura 1. Vetores envolvidos no coeficiente de determinagao e suas
normas ao quadrado

Ali, v corresponde a diferenca entre o quadrado da norma de x, corrigido, que

denotaremos por SQC,, e a soma de quadrados do residuo, a,,. Este ltimo vetor é

representado na figura por a. Assim,

2 SQC; - ay
R, ==t &
SQC,

Caso x, seja combinacdo linear das k-1 varidveis precedentes, a,, terd o valor zero.

Se x, for aproximadamente uma combinag¢do linear daquelas varidveis, a, estard

préximo de 0 e resultard em um valor de R: proximo de 1, digamos 0,9999. Entio,
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x, serd, pelo menos estatisticamente, uma combinagdo linear das &-1 outras varidveis.

Geometricamente, isso implica que existird uma quase colinearidade em X com

consequente instabilidade numérica.

2 -~ . 2 - .
R, earolergncia, definida como 1 - R, , sdo ferramentas preciosas para testar

a singularidade de X. No entanto, escolher um valor para Rf , acima do qual declarar
a presenga estatistica de dependéncia linear entre as colunas de X, ndo ¢ tarefa facil.

O fato decorre da falta de teoria sobre a distribui¢do probabilistica de Rf.

Havendo dependéncia linear entre as colunas de X, é desnecessdrio que x,

dependa obrigatoriamente das k-1 colunas anteriores. Ndo sendo este o caso, as
colunas de X podem ser permutadas de forma a se obter a situagéo representada em

(1). Isso € conseguido através de uma matriz M, obtida por permutacdo das colunas

da matriz identidade. M é tal que MM’ = I, Assim,
y = XB = XIp = XMM'p

Fazendo Z-XM e vy =M'B, y =Zy, onde Z :[Z1 Zz], com Z; contendo colunas
linearmente independentes ¢ Z, = Z H, para alguma matriz H. Pelo Teorema 4 do
Capitulo 3, sabemos que XB=B’X’. Portanto, XMM'B = B'MM’'X’. Fazendo

M'B=C, temos ZC =C'Z'. E, como y = Zy,
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g = CC'Z'y = My = MCC'Z'y = MM'BB'MM'X'y = BB'X'y = b

onde g e b sdo os valores obtidos para y e . Portanto, solucicnando o sistema para

¥, obtém-se b.

O operador SWEEP(A k) pode ser aplicado a matrizes cuja estrutura seja
diferente da estrutura de Z, fornecendo os mesmos resultados. EntZo, para a aplicacdo

do operador € desnecessdria a prévia permutacdo das colunas de X,

Nos Modelos Lineares onde X tem posto incompleto, a matriz X’X que aparece

nas equagdes normais, também tem posto incompleto. Assim, (X ’X)7! ndo existe e 0
algoritmo deve sofrer altera¢do para contornar o problema: detectada a dependéncia
linear na kesima coluna, ambas, a linha e a coluna & da matriz que estd sendo
submetida ao operador, serdo tornadas iguais a zero. Como consequéncia, o kesimo

elemento do vetor de pardmetros, b, torna-se igual a zero. O ultimo elemento da

diagonal de A* permanece sendo S{(X) e a submatriz pxp do canto superior esquerdo

de A* é a matriz BB’. Essa matriz obedece 2s seguintes propriedades:

1. X’XBB'X'X - XXB)YX'XBY = X'X

2. BB'X'XBB' = BB/ Q)

Como BB/ surge da aplicagio de operagdes linha sobre XX, p(BB') = p(X'X). Pode-
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se verificar (ver Rao e Mitra (1971)) que nesta condi¢do a expressdo (2) é valida'.

Mais uma vez é bom se chamar atengiio para o fato de que a solugdo

encontrada nio € tinica. O vetor b ndo € uma estimativa de f no modelo y =X8. O

vetor encontrado € apenas uma das solucdes das equagBes normais, BB’ também nio

¢ unica.

'A expressdo (2) indica que XX & uma inversa generalizada de BB’. Assim, BB’ € uma inversa generalizada
reflexiva.



Capitulo 8
Forma Geral das Fungoes Estimdveis

8.1 INTRODUCAO

J4 vimos que um conjunto de fungdes, {I’I-B}l o OY LB, serd estimgvel se, e
$IL

somente se, existe uma combinac@o linear de y cujo valor esperado seja Lp, para

gualquer B. Vimos, também, que LeR(X) ou L = AX, para algum A. Entdo, L
deverd ser uma combinagfo linear das linhas de X. Portanto, as linhas de X formam

um conjunto gerador a partir do qual um L, tal que LB € estimdvel, pode ser

construido.

Porém,
L = AX - A(XBX) = AX(BB'X'X) = UBB'(X'X)) = VX'X)

Assim, XX e BB'X’X também formardo conjuntos geradores para L, tais que Lf

serd estimdvel. Além disso, operacbes linha sobre X, X'X e BB'X’X que nio
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diminuam o posto dessas matrizes, resultardo em matrizes que também serdo conjuntos

geradores para L.

8.2 0S CONJUNTOS GERADORES DAS FUNCOES ESTIMAVEIS

Tomemos como exemplo,

1 0 0
1060
010
010
00 1]

]
r ]
[N [

=

FYEES

Assim ¢como X forma um conjunto gerador para L,
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1100
1010
1001

Xt

também formard. J4 que todos os L devem ser fungOes lineares das linhas de X*, um

L, para uma estimativa com 1 grau de liberdade, pode ser representado

simbolicamente como

1100
a:"x*=[z1 I 13]1010
1001

(Os elementos do vetor a’ foram e serdio representados por I. por conveniéncia

notacional.) Entdo, L = [l +L+l; I} 1, L]. Nestecaso, LB éestimdvel se, e somente

se, o primeiro elemento de L € igual a soma dos demais.

Se operagoes linha forem aplicadas a X* para formar uma matriz identidade

a esquerda, teremos
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1 0 0 1
X =0 1 0 -1
0 0 1 -1
c
1 0 0 1
aX** =, L, ;o 1 0 -1
0 0 1 -1

Aqui, L = [, I, I, {-1,-1,] e, novamente, o primeiro elemento de L é igual & soma

dos demais.

Como infinitos conjuntos geradores estdo disponivels, o que se questiona € qual
deles usar. Qual representard L mais convenientemente? E claro que aquele conjunto

que contiver o menor nimero de linhas (portanto de posto linha completo) e a maior

quantidade de elementos iguais a zero, serd mais conveniente,

Ao ajusiar um modelo aplicando o operador SWEEP(A k) sobre uma matriz
conveniente, a matriz BB’ & automaticamente produzida. Tal matriz apresenta

numerosos elementos iguais a zero e suas linhas ndo zero sdo linearmente

independentes (ver Quadro V, secdo 3.9). Além disso, BB’X’X é um conjunto gerador
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para L. Entio, é razodvel usar BB’X’X para gerar L.
Para exemplificar, vejamos duas situagdes: modelo com um critério de
classificacio e modelo com trés critérios de classificacfo.

Modelo com um critério de classificagio

Para o modelo y, = p+A;+e,, i=123 e r=12,.n, a forma geral das

fungdes estimdveis e das restri¢des estimdveis serd

-

L

L L L-1,-1]

FYYRSESS
Im bl 1

hi LA v LA, + (-1 -1)A,

Assim, fungBes estiméveis envolvendo os pardmetros 4, , A, ¢ 4, devem ter
Ldaforma L = [0 I, I, -L,-1;]. Como estdo envolvidos somente dois stmbolos, /,
e I;, no mdximo duas fungOes estimdveis podem ser obtidas: fazendo [, =1 ¢ ;=0

e, entdo, L,=0 e I, =1, teremos
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F 1 0-1
L:
0 0 1 -1

E L, como acima, poderd ser usado para construir as restriches estimdveis

H:A =A4,=A,, pois

="

0 1 0 -1
¢ 0 1 -1

9=LB=!

NS
[ ]

o

Modelo com trés critérios de classificagdo

Sejaomodelo y, = p+A,;+B;+C, i=123,j=12, k=123 er=1,.5,
com trés critérios de classificag@o onde os valores componentes da matriz X séo os da

Tabela I.
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Tabela 1. Elementos da matriz X para um modelo com trés critérios

de classificagio

u A A B B C, C, C,
1100110 0
1 1 01 0 0 1 0
1 01 10 0 0 1
1 01010 10
1 0 1 0 1 0 1 0

Tabela II. Forma geral das fungGes estimdveis para um modelo com
trés critérios de classificagio

Pardametro Coeficiente
4L

A, L

Al 21 ‘12

B, I,

Bl Ix ‘14

C, I
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A forma geral das fungdes estimdveis serd definida por

1 0 1 0 1 0 1 0
0 1-1 0 0 0 1 -1
0 0 0 0 0 0 0 O
L=aBBXX =0, 1, 1, ] 15]0 0 0 1 -1 0-1 1
0 0 0 O 0 00
o 0 o 0 0 1 -2 I

Os coceficientes simbdlicos para a média e para cada um dos niveis das trés vandveis

classificatérias podem ser vistos na Tabela II.

Analisemos a forma geral das fungdes estimdveis e as restrigdes estimaveis que

poderdo ser construidas:

1. Fun¢bes envolvendo os pardmetros de A deverdo ter os coeficientes simbdlicos
referentesa u, B, B,, C,, C, e C, iguaisa zero. Assim, [, =1,=1,=1;=0
e os coeficientes simbdlicos de 4, e A, foram igualados a zero. Portanto,

fungdes envolvendo A terdo posto zero, R(A}g,B,C) = 0 e a restrigio A-4,

nio € estinidvel.

2. Fungoes envolvendo os pardmetros de B deverdo ter os coeficientes stmbdlicos
referentes a p, 4, 4,, C,, C, e C, iguais a zero. Isso também tornard igual

a zero os coeficientes de B. Mais uma vez essas fungdes terdo posto zero,
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R(B|u,A,C) = 0 e a restrigio B,- B, nio € estimdvel.

3. Para fungdes envolvendo os pardmetros de C, I, = I, = I, = 0 e os coeficientes
de cada nfvel de C serdo respectivamente I, -2I; e I,. Como apenas um
coeficiente, I, estd envolvido, a restricio estimdvel terd 1 grau de liberdade:
H,:C -2C,+C, = k, para qualquer k. Comumente se desegja k=0. Aqui,

L=[0 06 00 0 1 -2 1].

Veremos no Capitulo 11, que para cada restrigio estimavel H, calcula-se a

soma de quadrados Q = (Lb-k)(LBB'L’Y'(Lb -k), que serd usada para determinar
o nivel de significincia de H,. Para cada restricdo estimdvel, existe um L que dard

origem a uma soma de quadrados adequada. Ou ainda, cada restrigdo estimédvel tem

sua respectiva soma de quadrados.

Algumas restricdes sio particularmente (teis e sio usadas com frequéncia. E

0 caso, por exemplo para o modelo y,;, = +A, +B, +Cj +e,.,, das restrigdes que tem

como somas de quadrados associadas R(4 ), R(B|u,4) € R(C{u,4,B). Ou ainda,
R(A|g,B,C), R(B|u,A,C) e R(C|u,A,B). E natural, entdo, que tais restri¢des sejam
de alguma for:na padronizadas. Essa é razdo do uso das somas de quadrados tipos I,
11, Il e IV, cada uma tendo suas utilidades e limitagGes. Isso ndo invalida ou limita
o uso de outras restrigbes que nio se enquadram na padronizagfo acima: desde que a

restrigiio seja estimdvel, determina-se o L correspondente e com ele o valor de Q.
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8.3 EXEMPLO

Para o ajuste do modelo da segdo 3.9, a forma geral das funcdes estimdveis

pode ser vista no Quadro I abaixo. Ela é obtida pelo seguinte comando' SAS®.

MODEL VALINA = PACIENTE INGESTAQ/ E;

Quadro I. Forma geral das fungdes estimdveis para o ajuste do modelo da segéio 3.9

General Linear Models Procedure
General Form of Estimable Functions

Effect Cocfiicients
INTERCEPT L1
PACIENTE NPELAGRA L2

PELAGRA L1112
INGESTAQ ALTA L1

MEDIA L4

BADIA L1-14-L5

14 opgdo /E do comando MODEL fornece a forma geral das fungdes estimdveis.



Capitulo 9
Fung¢des Estimdveis Tipos I, II, I1II e IV

9.1 INTRODUCAQ

Antes da discussao das fungdes estimaveis tipos I, I, Il e IV (FE I, FE 11, FE
IIT e FE IV) e das respectivas somas de quadrados geradas por elas, € importante se

referir as situagdes que levaram 2 sua criacio.

Yates, em 1934, j4 chamava aten¢fo e propunha técnicas computacionais para
a andlise de dados desbalanceados: o0 método do ajuste de constantes e o método dos
quadrados ponderados de médias. O primeiro seria 1itil para o caso onde as interagdes

fossem assumidas ausentes. No segundo, as interagdes estariam presentes.

Em 1969, Overzall e Spiegel, apesar de ndo fazerem referéncia ao operador
SWEEP(A,X), nem as consideragdes prévias de Yates, delineiam a construgio das

somas de quadrados tipos 1, II € III € o uso da redugdo das somas de quadrados.

O surgimento das somas de quadrados tipos I, II, IIT e IV estd intimamente

ligado a existéncia de delineamentos experimentais com nimeros diferentes de
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replicagdes por casela e a ocorréncia de caselas vazias. Em ambos 0s casos, hé
dificuldade na interpretagdo dos resultados dos testes de significancia (ver Capitulo
11): nem sempre o uso das técnicas habituais produz somas de quadrados que testam
o que se deseja. Além disso, os resultados obtidos podem levar a conclusdes incorretas

sem que o pesquisador tome conhecimento do fato se ndo estiver alerta.

No Capitulo 11, veremos que 0 ajuste de um modelo restrito com restrigoes
estimaveis produz somas de quadrados que se convenientemente comparadas as somas
de quadrados resultantes do ajuste do modelo irrestrito, fornece um meio de se avaliar
a validade das restri¢des. Essas restrigdes sao hipéteses sobre os parametros do modelo
que serdo testadas através de testes de significincia. Neste capitulo, estudaremos a
construgdo das somas de quadrados resultantes do ajuste de um modelo restrito com

restrigdes estimaveis,

9.2 DADOS DESBALANCEADOS

Um exemplo servird para chamar a atengio sobre a questio dos dados
desbalanceados. Seja o modelo y;, = g + A, + B; (onde, por simplicidade, a interago
e o erro foram excluidos), i,j=12 e r= 1,...,ng., com 7, 0 nimero de replica¢des na

linha #, coluna j. Consideremos os dados seguintes:
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i
R

oo |-

= AW 8

onde n,=n,=2,n,=n, =1.

No nivel IBl, a média no primeiro nivel de 4 é y,, =(7+9)/2=8 ¢, no
segundo, ¥,, =8. Portanto, ndo hd evidéncia de diferenca entre os niveis de A, dentro
de B,. Da mesma forma, ndo hd evidéncia de diferenga entre os niveis de A, dentro
de B,, pois y, =5 e y,, =(4+6)/2=5. Pode-se concluir, entdo, que ndo h4
evidéncia, nos dados, de diferenca entre os niveis de A. Entretanto, as médias
marginais de A sdo y, =(7+9+5)/3=7 e )72 =(8+4+6){3=6. A diferenga,
7-6 =1, entre essas médias pode ser erroneamente interpretada como medindo um
efeito geral do fator A. O que estd ocorrendo € que a diferenca observada entre as

médias marginais dos dois niveis de A mede o efeito do fator B, somado ao efeito de

A. Isso pode ser mostrado da seguinte forma: seja 0 modelo acima em que a diferenga

entre as médias marginais de 4, e 4, é dada por
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LT Rya L] Ry
YoVt 2V Va2V
—— —— _ r:l r-l ral rzl
1.7 0. = N
Ry + By My + Ny

Assim,

n(4;+8) + n,(4,+B)  ny(A4,+B)) + ny,(4,+B)

n

nt i Ny + iy
ey

R, - RoR
(1)) + 1) (7 + 1)

A expressdo (1) € uma soma ponderada das diferengas entre os nfveis de 4 e

de B e ndo apenas a diferenca entre os niveis de A como se desejava, Esta tltima estd

contaminada pelo efeito B. No entanto, se n;, = n,, = n, = n,,, 0 peso de B serd zero

e ¥, — ¥, estard refletindo a diferenga entre as médias marginais de 4, e 4,.

Outra situagfio de interesse ocorre quando as frequéncias das caselas sio

proporcionais. Considere n,,= gn,, € n,,= gn,;, 0 que levaa

Boplyy — Bypflyy 40yl — 480y

nn nny

e, apesar de desbalanceados, os dados se comportam como balanceados.
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A estatistica a ser usada num teste de significincia onde os dados sio

desbalanceados necessita ser escolhida com critério. Digamos que a estatistica
¥, — ¥, Se¢ja usada para testar Hy:4, = A,. Acabamos de ver que quando os dados sdo

desbalanceados, ndo estamos testando tal hipdtese, mas sim, algo que pode carecer

completamente de sentido para o pesquisador.

Veremos, no Capitulo 11, que um teste de significincia envolve o célculo da

soma de quadrados Q = {(Lb-k)(LBB'L’Y'(Lb-k). Tanto L como B sio derivadas
de XX, que é composta de somas dos n;. Por exemplo, para o modelo

Yjr = H +Ai+Bj+A*B§, Lj,r =2, teremos

2 My My 0 0 ny ony

ny gy ny ony Ony Omy 0
XX=n,npny 0n, 0n, 0ny
n,n, O0n, O ny, 0 0 0O

22

Entdo, € razodvel que os n; estejam envolvidos no valor de Q.

gﬁs‘;:-&‘“—"'-'—_—-_-_-—.
UNICAMP J
L

‘ BIBLICTECA CTMTRA
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9.3 HIPOTESES DE INTERESSE

Consideremos ¢ modelo
Yir = p+Ai+Bj +A+B;+e, (2)

onde i=1,. 4, j=1,.,b, r= 1,..n;, n;>0, para quaisquer i,j e n,}.>1 , para algum
i,7. Para facilitar o entendimento, coloquemos os termos do membro direito de (2),

excluindo o erro, iguais a py. O modelo pode ser reescrito como

Yir = Hy*ey

Frequentemente, as hipdteses de Interesse serdo:

L Hppy =py = =4,
2, Hppy = py = o = iy
E by E Toiboy E Pojbej
3. Hy-? = = om L
nl. n2. na.
E Raby E (1) E Ryl
T _ 3 _ 3
P T T, T T Ty,
1 2 b

5. Hy py =~ By = By + e = 0, para quaiquer il g7 (=i ="
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6. Hy: hipotese 1, sujeita a g = pyy ~ B+ pyy = 0

7. Hy hip6tese 2, sujeita a p; - pty - pr + By = 0

A hipdtese para testar a interagdo € a nimero 5. Entretanto, testes apropriados
para efeitos principais (assumindo que a intera¢@o nio € significante) ndo estio claros.
As hipéteses 3 e 4 nio sdo adequadas para testar efeitos principais, a menos que os
dados tenham sido obtidos através de amostra aleatéria de tamanho suficientemente
grande para que as proporgdes n,/n; e n./n; sejam boas estimadoras das verdadeiras
proporg¢des populacionais. Restam, entdo, as hipdteses 1, 2, 6 e 7. Sem divida, as de
nimeros 1 e 2 sdo as mais adequadas e mais frequentemente desejadas, desde que as
de nimeros 6 e 7 implicam em testar efeitos sujeitos a auséncia de interagio. O caso
especial onde as caselas apresentam frequéncias proporcionais pode ser encarado como

se os dados fossem balanceados e as hipdteses 6 e 7 podem ser usadas para testes de

efeitos principais, somente se a interagdo ndo € significante.

9.4 EFEITOS CONTIDOS EM OUTROS

Definigao. Dado um efeito E, e outro efeito E,, E, estd contido em E, se:

1. ambos os efeitos envolvem as mesmas varidveis continuas, se estas

existirem;

2. E, tem mais varidveis classificatérias que E,. Se E; tem varidveis
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classificatérias, todas elas aparecem em E,.

Nota: o efeito u estd contido em todas os efeitos classificatérios, mas
nfo estd contido em qualquer efeito envolvendo varidveis continuas.

Nenhum efeito estd contido em u.

Se E, contém' E,, todas as colunas de X associadas com E, podem ser
representadas como combinagbes lineares das colunas associadas com E,. Por

exemplo, no modelo Yir = ,u+AI.+BJ. +A*B;,

p estd contido em A, B e em A+B;
A estd contido em A+B;
B esta contido em Ax*B e

A+B nio estd contido em qualquer outro efeito.

Além disso, se E, contém E,, R(E |E,) =0, pois

R(E,|E)) = R(E,E,)-R(E,) = R(E,)-R(E,) = 0

Analisemos geometricamente a questéo dos efeitos contidos em outros. Sejam X, ¢ X,

as colunas de X relacionadas respectivamente a E, ¢ E,. Se E, estd contido em E,,

0 subespago gerado pelas colunas de X, estd contido no subespaco gerado pelas

'Deve-se notar a diferenca entre "efeitos contidos em outros’ e *fatores embutidos’ (Capitulo 2)
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colunas de X, e

Z(X)c&X)~ PP, = P, 3)

onde P,=X B, ¢ o projetor ortogonal em &(X)). A expressdo (3) € verdadeira pois

PP =X,BXB =XB =P

Por outro lado, s¢ P,P; = P,,

EX) = EP) = ZP,P) =~ EP) < EP,) ~ EX) < EX,)

Como &(X)c&(X), X, =X,V, para alguma matriz V. Assim, o modelo
y=XB,+X,$, serd, de fato, y =X,VB,+X,p, ou y =X,(VB,+B,). Portanto, o
modelo com E; e E,, mas no qual E, contém E|, ¢ equivalente ao modelo com E,

somente. Dessa forma, R(E,E,) = R(E,).

Por exemplo, se E =4 e E, = A*B, entdo,

R(A|A*B) = R(A,A*B)-R(A*B) = R(A*B)-R(A*B) = 0
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9.5 FUNCOES ESTIMAVEIS TIPO I

Esta forma de testar hipdteses € baseada no método do ordenamento a priori
que Overall e Spiegel sugerem em 1969 e que € um caso especial do método do ajusze

de constantes, descrito por Yates em 1934,

As FE I e as somas de quadrados que elas geram (SQ I) testam hipéteses sobre
os efeitos do modelo, de forma sequencial. Por isso, as SQ I sdo ordem dependentes
e variam de acordo com o modelo usado: cada efeito é ajustado apés os efeitos

precedentes j4 estarem no modelo. Por exemplo, para o modelo

y=XB,+X,B,+X,B,, as SQ I correspondem a

Efeito SQ1I
By RO
B, R(B,IB)

ﬂ3 R(ﬁ3| ﬁpﬁZ)

Para calcular a SQ I para um efeito, necessitamos um vetor I adequado. Além

disso, L representa o conjunto das fungdes estimdveis linearmente independentes, cujo

nimero total € igual ao posto de X’X. Portanto, L tem posto completo.
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Nosso objetivo € determinar L, o que pode ser feito de varias formas.
Entretanto, para calcular R(.) nfio € necesséria a determinagio dessa matriz (ou vetor),
pois as SQ I sdo obtidas a partir de subprodutos do operador SWEEP(A, k). Porém,
a andlise de L permite conhecer o que estd sendo testado j4 que na presenca de dados
desbalanceados as somas de quadrados de determinados efeitos poderdo conter fungdes

de outros pardmetros.

A matriz XX forma um conjunto gerador para as fungdes estimdveis. Ela

também serve como base para 0 operador SWEEP(A,k): sua aplicagdo na matriz A,

usando como pivo as colunas de X'X relacionadas a X o ajusta um modelo contendo
esse efeito, fornece fiq e a soma de quadrados do resfduo de tal ajuste. Assim, o
subconjunto de elementos de X‘X relacionado a X , fornecerd um conjunto gerador

para fungdes estimdveis tipo I para §,.

Consideremos o modelo y = X, + X, B, + X,B,. Aqui, a matriz X X pode ser

representada por

XX, X'x, X|x,
XX = X’2X1 Xéxz ijxa
LX;Xl XX, X3X,|

Para o ajuste do submodelo y = X, B, e cdlculo de R(B,), portanto SQ I para f,,
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aplica-se o operador SWEEP(A k), tomando como pivé as colunas da submatriz X;X L
Assim, G, = [X{Xl Xin X;X3] formard um conjunto gerador para as FE I para f3,.

Ap6s a introdugdo desse efeito no modelo, a matriz X’X foi modificada pelo operador,

formando

/ / ! ]
B,B, BB 1X§X2 BB IX;XEI

PN
4, = _XJZXlBlBi 2.69.¢ X;M1X3

-X:X,B,B, X;MX, XMJX, |

onde B, ¢ tal que X X,B, =X, ¢ X;X; = X;M X, com M, = I-X,B,B X}, o projetor

ortogonal no espaco de erro de X,. Usando o raciocinio anterior,

G, = {@ X;:Y; XQMIXS] formard um conjunto gerador das FE I para B,|B,.

Aplicando o operador sobre as colunas correspondentes a X, , obteremos, de forma
L o

semelhante, G, =[ﬂ 1% X3X3], onde X X, =X;MTX3 com

! t" . t"r g ‘,r -
M, =M,-M X.B,B, X,M, e ByB; , uma matriz, tal que X; X;B; = X; . G, serd um

conjunto gerador das FE I para f,]PB,,B,. Além disso, conforme visto no estudo do

operador SWEEP(A,k}, o tltimo elemento 2 direita e abaixo da matriz sobre a qual
estamos trabalhando (linha e coluna nfo representadas acima e que envolvem y),

corresponde ao valor da soma de quadrados do residuo do ajuste. Ela € usada para a
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obtengdo de R(.|.).

Como sabemos, existe um nimero infinito de conjuntos geradores para as
fungdes estimdveis. Deseja-se, obviamente, um conjunto simples. Vimos que BB'X’X
constitui um tal conjunto. De forma equivalente, combinagdes lineares de G, G, e
G,, taisque L = VG, i =1,2,3, ¢ de posto linha completo e igual ao de G, também
fornecerdo conjuntos geradores para as FE I. Fazendo V=BlB'; ou V=B}’Bf, a
matriz L obtida, de modo semelhante, € de estrutura simples. Portanto, um conjunto
gerador conveniente das FE I para f,, B, e §,, onde B; € tal que X;JX3‘B; =X;},

serd

¥ !
G; = BB|G,

[y

G, = BB, G,

[ 5

G: = BB} G,

Lad

Analisemos um exemplo. Sejam os dados abaixo e 0 modelo

Yjr = B+A;+B+A%B, Ljr =12 (4)
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Bl Bz
23 | 28
4 o | 2
8 | 5
b1 0| 7

UV =aBB'X'X =l L, I, I, Ly I 1, Iy L] x

1 01 0 1 0 0 0 1
0 1-1 6 0 0 1 0 -1
0 000 0 0O O 0
00 0 1-10 0 1 -1
x[0 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1-1-1 1
0 0 0600 0 O0 0 0
0 0 00 0 0 O0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 o

A forma geral das fungdes estimdveis para este modelo encontra-se na Tabela I

Apliquemos 0 SWEEP(A, 1) na primeira coluna de X’X, o que corresponde a

ajustar o modelo y;, = u. Tomemos a submatriz G,, calculemos G, e o vetor I/,

conforme indicado acima. Procedendo da mesma forma, obteremos G; ¢ G;. As FE

I para A, B e A*B ¢stdo mostradas na Tabela 1II.
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Vejamos agora o caso em que os dados sdo desbalanceados. Para isso,

retiremos uma observagéo da casela A, B, .

Bl B2
23 | 28
4 29
8 5
A1 10 | 7

Adotando 0 mesmo procedimento usado acima, as FE I para A, B ¢ A+B serdo as da
Tabela III.

Tabela I, Forma geral das fungGes estimdveis para o modelo (4)

Pardmetro Coeficiente
K l

A L

A
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Tabela I, Fungdes estimdveis tipo I com dados balanceados para o modelo (4)
L

Coeficientes do efeito

Efeito A B AxB
7 0 0 0
4 A 0 0
A, -1, 0 0
B, 0 I 0
B, 0 -1, 0

Tabela III. Fungdes estimdveis tipo I com dados deshalanceados para o modelo {4)

Coeficientes do efeito

Efeito A B A*B
7, 0 0 0
4, A 0 0
0 0
i 0
0
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A forma geral das fungOes estimdveis € a mesma, sendo os dados balanceados
ou ndo. No éntanto, com as FE I o mesmo ndo ocorre. Note que para dados
balanceados, a SQ I para A nZo envolve o efeito B. O mesmo ndo acontece quando os
dados sao desbalanceados. Além disso, a interagao apresenta coeficientes simbdlicos
que dardo origem a somas de quadrados que certamente serdo de dificil interpretagdo,
também no caso de B (apesar de nZo envolver 4). Vejamos o que estd sendo testado

em cada uma das duas situagles.

Q teste tipo I para A com dados balanceados serd

HyA, -A,+054 B +0.54,B,~054,B -0.54,B, = k

Para k=0,

Essa soma ponderada dos niveis dos efeitos do modelo €, sem duvida, de dificil

Interpretacdo.
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Para B, as hipéteses com k =0 serdo, no caso balanceado,

A B, +4,B, A,B,+A,B,
g + TR g D
o 8y 2 2 )

Havendo desbalanceamento,

24,B,+34,B, 24,B, +34,B,
¢ B TR e

Como para A, o teste acima é de dificil interpretacio.
Para A+B, no entanto, tais problemas ndo ocorrem.

Assim, com dados desbalanceados, as FE I para efeitos contidos em outros sao
dependentes das frequéncias das caselas. Seu uso nessas condigbes leva, portanto, ao
surgimento de testes que além de ndo representarem aquilo que se deseja, sao dificeis

de interpretar.
Pode-se apontar como desvantagens das SQ I:
1. ndo sdo invariantes com respeito ao ordenamento dos efeitos no modelo;

2. para delineamentos experimentais desbalanceados, cada hipdtese geralmente

envolve os pardmetros do efeito sendo testado mais todos os efeitos restantes
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que o seguem no modelo e
3. como pode ser demonstrado variando o mimero de observagdes por casela,

algumas hipéteses tipo I sdo dependentes das frequéncias das caselas.

Enfretanto, existem modelos para os quais as hipdteses tipo 1 sdo consideradas

apropriadas:

1. dados balanceados,

2. modelos com fatores embutidos somente,

3. modelos de regressdo polinomial e

4, modelos com covaridveis, se estas sio especificadas antes das varidveis

classificatérias.

9.6 FUNCOES ESTIMAVEIS TIPO I

Este € 0 método do delineamento experimental que Overall € Spiegel sugerem

em 1969 ou o método do gjusre de constantes criado por Yates em 1934,

As somas de quadrados tipo II (SQ II) sdo utilizadas para testar hipdteses sobre

uma varidvel, como s¢ ela tivesse sido a 1iltima a entrar no modelo. Para um modelo

de regressdo como y = x, 8, + x,8, + x,,, as 5Q II serdo
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Efeito SQ

B R(B,| BB
B, R(B,| BBy
B, R(B,1 B1.B)

E, para um modelo como y;, = p +Ai+Bj+A *Bg, teremos

Efeito SQ

A R(A4| ,B)

B R(B| A
AxB R(A+B| p,A,B)

Para modelos envolvendo interagdes e fatores embutidos, € impossivel obter,
para efeitos principais, testes tipo II que deixem de envolver pardmetros de efeitos que

os contenham. A SQ II para um efeito E, (que pode ser um efeito principal ou
interagdo) € calculada, dado um efeito E, se, e somente se, E, ndo contém E,. Para

o modelo acima, as SQ II para A{4+B e B|A=*B nio podem ser calculadas, pois

A=*B contém A e B. SQII para A| B € vélida pois B ndo contém A. Do mesmo modo,
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B|A e A+B|A,B. J4 foi visto que se E, contém E,;, R(E,||E,)) =0,

Os conjuntos geradores para as FE 1I sdo os mesmos conjuntos geradores para
as FE I, quando a varidvel em questio € a Gltima a entrar no modelo. Assim, G; €

um conjunto gerador para as FE II.

A questdo que se levanta, agora, € qual o comportamento das SQ II, para dados
desbalanceados. Para um fatorial 27, balanceado, com duas replicagdes por casela, as

FE 1I sdo iguais as FE I e estdo representadas na Tabela II. No entanto, se a casela

A,B, contiver somente um dado, as FE II serdo as da Tabela IV.

Tabela IV. Fung¢bes estiméveis tipo IT com dados deshalanceados para um fatorial 2

Coeficientes do efeito

Efeito A B AxB
IT; 0 0 0

A, L 0 0

A, -1, 0 0

B, 0 A 0

B, 0 -1, 0

A B 041, 041, I,
AB, 0.61, -0.41, -1

A,B, -04l, 061,
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No caso das hipdteses tipo II, pode-se notar que o teste para A nio envolve
pardmetros de B nem o teste para B envolve aqueles de 4, mesmo quando o
delineamento € desbalanceado. No entanto, nesse dltimo caso as hipéteses testadas

podem ter utilidade contestada. Para A,

4B 4348, 24,4348,

Hy A 3 2 5
Para B,
H B, + 2A,B, +34,B, - B, + 24,B,+3A,B,
5 5

Como nas FE I, o teste para efeitos que contém outros, como por exemplo A*B, nio
envolve os pardmetros dos efeitos contidos. Aqui também, as hipéteses testadas para
efeitos A ¢ B, no caso desbalanceado, dependem das frequéncias das caselas. No
entanto, quando os dados sdo proporcionais, o comportamento das FE II, como nas

FE I, € o mesmo se hd desbalanceamento ou nio.
As SQ II sfo apropriadas para:
1. qualquer modelo balanceado,

2. qualquer modelo de regressio e

3. modelos com efeitos principais.
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9.7 FUNCOES ESTIMAVEIS TIPO III

As SQ III, bem como as SQ IV, que serdo vistas a seguir, sdo equivalentes ao
método dos quadrados ponderados de médias, descrito por Yates em 1934, ou ao

método de minimos quadrados completos, sugerido por Overall e Spiegel em 13969,

Quando um efeito estd contido em outro, as hipéteses tipo 11 para aquele efeito
sdo dependentes das frequéncias das caselas. A filosofia por trds das hipdteses tipos
IIl ¢ IV € que o teste realizado para qualquer efeito deve ser o mesmo para todos os
delineamentos com a mesma forma geral das funcdes estimdveis. Assim, para a
maioria dos casos de dados desbalanceados, € possivel testar o mesmo conjunto de
hipdteses que seria testado se os dados fossem balanceados. Para isso, é necessdria a

determinagdo de uma matriz L adequada.

Observando as hipéteses tipo II que estio sendo testadas em urm fatorial 2%,
verifica-se que as hipdteses para os efeitos A € A *B sdo ortogonais. O mesmo ocorre
com B e A*B. O principio dé ortogonalidade entre um efeito e qualquer efeito que o
contenha € mantido para todos os delineamentos balanceados. Note que £,.11, , para

os vetores da Tabela 11.
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[0 4 -1, 0 0 05, 0.5, -05, -05L] =90

O mesmo pode ser verificado para Iz e [, 5.

No entanto, se os dados s3o desbalanceados, pela Tabela II nota-se que , ndo

¢ ortogonal a I,,,, pois
1
Vlis = '512"5

Portanto, a forma geral das fun¢Oes estimdveis deve ser manipulada no sentido

de se obter hipoteses que preencham o requisito da ortogonalidade.

Para construir uma hipdtese tipo 11l para um efeito E,, partindo da forma geral

das fungdes estimdveis, seguem-se 0s seguintes passos:
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1. Tgualar a zero os coeficientes simbélicos dos efeitos do modelo, com excegio

de E, e daqueles que contém E,. Se E, ndo estd contido em outro efeito, este
passo define a hipdtese tipo Il para E, (como também para os tipos Il e IV).

Se E, estd contido em outros efeitos, ir ao passo 2.

2. Tgualar a zero os sfmbolos /;, presentes em E, e nos efeitos que contém E; e

que foram zerados no passo 1, a fim de se obter uma forma mais simples para

esses coeficientes.

3. ITgualar os coeficientes simbdlicos dos efeitos que contém E,, a fungGes

lineares dos simbolos de E,, de modo a tornar o vetor simbdlico de E;

ortogonal ao vetor simbdlico dos efeitos que o contém.

O exemplo a seguir ilustra a constru¢do de hipéteses tipo III para um fatorial

2? sem caselas vazias.

Para obter a hipdtese para a interagdo, A*B, comegar com a forma geral das
fungbes estimdveis da Tabela I € igualar a zero os coeficientes de u, A € B, como visto
na Tabela V. A ltima coluna da tabela mostra a forma da hipodtese tipo III para A*B.
Para obter a hipdtese tipo Il para A, deve-se novamente comegar com a forma geral

das fungbes estimdveis e igualar a zero os coeficientes simbolicos de p ¢ B

(!, =1, = 0). A seguir, fazer [ = g, e encontrar o valor de g que torne a hipétese para

A ortogonal a hipdtese para A+B. Aqui, ¢ = 0.5. Esses passos s3o mostrados na

Tabela VI.

Para o modelo Vi = H +Al.+Bj+A*BU, ij,r =2, as hipdteses tipo 1II sio as
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mesmas mostradas na Tabela II e, usando a notagdo R(.), elas podem ser representadas

por

A R(A| p,B,A*B)
B R(B| u,A,A=B)

AxB R(A*B]pAB)

Tahela V. Hlpotese t:po III paraA*B pdra um fatorial 2° sem caselas vazias

A,B 11,1+, !
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Tabela V1. Hipétese tipe 1II para A

Efeito Forma Geral 1,=1,=0 l;=ql, g=0.5
u L 0 0 0

4 L A L L

A, L-1 -5 -l )

B, l 0 0

B, I-1, 0 0
AB, I I ql, 0.5,
AB, -l -1 (1-g)l, 0.5,
A,B, -1 - -ql, -0.5,
AB, L1 -1+l ~1+l (g-1, -0.31,

Um fato de grande importincia que merece ser reenfatizado € que as hipdteses
tipo Il s3o independentes das frequéncias de cada casela do delineamento. Por essa
razio, desde que ndo existam caselas vazias, as SQ III s3o as mais adequadas para

dados desbalanceados onde existam efeitos contidos em outros.

9.8 FUNCOES ESTIMAVEIS TIPO IV

Quando todas as combinacdes de tratamentos sdo observadas (todas as caselas
contém dados), as hipéteses tipo III sio as mesmas, tanto para os casos onde as

frequéncias de cada casela sfo iguals, quanto para 0$ casos onde isso ndo oOcorre,
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Quando algumas caselas estdo vazias, tais hipGteses ndo podem ser testadas j4 que elas
envolvem parﬁmetrés sobre os quais ndo temos informagdes. Por exemplo, para um
modelo com dois critérios de classificagdo e cada fator com trés nfveis, sejam os
dados:

2:6 8;6

A, 1 3 14 | 129

¢ impossivel estimar fungOes de interesse como A, -A4,, j4 que ndo se dispbe de
informagdo sobre A,B, ¢ A;B;. Da mesma forma, ndo se pode estimar fungGes

envolvendo B, e B,. Assim, € impossivel testar H;A, = A, = A; ou H;: B, = B, = B,.

As hipéteses tipos I e II para dados desbalanceados dependem do nimero de
observagdes em cada casela. Desde que exista pelo menos uma observa¢do para
determinada combinagdo de tratamentos, sua média pode ser estimada. Assim, fungdes
estimdveis dos parimetros dependem de quais combinagdes de tratamentos sio

observadas € nfo de quantas vezes elas sdo observadas.

Olhando novamente as hipdteses tipo II para um delineamento fatorial 2
balanceado na Tabela II, pode-se notar outra caracteristica das hipéteses com dados
desse tipo: os coeficientes dos efeitos principais sdo distribuidos equitativamente entre

os coeficientes dos efeitos de ordem mais alta que contém o efeito em questio. Por
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exemplo, para A, os coeficientes de 4,B, ¢ A B, sdo iguais 4 metade do coeficiente

de A,. Os coeficientes de 4,B, ¢ de A,B, sdo iguais a metade do coeficiente de A4, .
Assim, o conceito bédsico usado para construir as hipéteses tipo IV é que os

coeficientes de qualquer efeito E; sdo distribuidos de modo equitativo entre os efeitos

de nfvel mais alto que contém E,. No entanto, quando existem caselas vazias, esse

principio deve ser empregado com cuidado.,
As hipoteses tipo IV para A referentes aos dados acima serdo:

| AB,+AB, A,B +AB,
' 2 2

AB,+A,B, AB +AB,

2 2
3. 4,8, = A,B,
4. AB, = A;B,
5. A,B, = A;B,
6. A,B, = A;B,
7. ABy = A,B,

Para B existirdo hipdteses equivalentes.

Veremos a seguir como construir as FE IV, No entanto, com tal algoritmo

estaremos testando as hipdteses 2 € 4 acima. Isso porque as SQ IV para um efeito E,
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testam o ultimo nivel de E, contra os seus outros niveis. Portanto, as hipéteses 1, 3,

5, 6 ¢ 7 ndo serdo testadas. Reordenar ou renumerar os tratamentos antes de fazer a
andlise, pode resultar em diferentes hipéteses tipo IV, conforme mostrado por Hudson
¢ Searle (1982). Como serd testado o iltimo nivel do efeito contra os demais,
reordend-los de modo a alterar o nome do ultimo nivel, deverd produzir uma hipdtese

diferente.

Outro fato a se notar € que as hipéteses tipo IV para um delineamento sem

dados perdidos s3o iguais as hipéteses tipo II1.
Veremos agora um algoritmo que gera L para o cdlculo das SQ IV.

Partindo da forma geral das fungOes estimdveis, uma hipétese tipo IV para um

efeito E, pode ser construida da seguinte forma:

1. Igualar a zero os coeficientes dos efeitos principais diferentes de E, e dos que

ndao contém E,. Se E, ndo estd contido em nenhum outro efeito, as hipdteses
tipo IV estardo definidas. Caso contrdrio ir ao passo 2.

2. Simplificar os coeficientes do bloco E, € dos efeitos que contém E, , igualando

a zero os simoolos /;, presentes nos efeitos principais, que foram igualados a
ZEro no passo 1.

3. Para cada simbolo /; na sua vez, proceder como abaixo:

a. Selecionar o sfmbolo /; e colocar todos os outros simbolos [, i#i/,

iguais a zero.
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b. Se algum nfvel de E, tem zero como coeficiente, igualar a zero todos
os coeficientes dos efeitos que contém aquele nivel de E,.

¢. Verificar se algum coeficiente de efeito que contém o nivel de E, em

questdo € zero, quando o coeficiente desse nivel € diferente de zero. Se

isso ocorre, as FE IV para E, ndo sdo tnicas.
d. Se existirem caselas vazias no ultimo nivel de E|, igualar a zero os

coeficientes dos par@metros correspondentes, nos niveis de E,
anteriores ao ltimo.
e. Se o nivel v de E| definido pelo I; em questdo contiver caselas vazias,

igualar a zero os coeficientes dos parimetros correspondentes, nos

nfveis de E; superiores a v.

f. Para cada nivel de E,, na sua vez, se seu coeficiente é diferente de

zero, contar o nimero de vezes em que ele ocorre nos eftitos que

contém E, e que sdo diferentes de zero. Igualar cada nivel desses

efeitos de ordem mais alta, ao coeficiente de E| dividido pela

contagem.

4. Somar elemento a elemento cada vetor obtido em f,

As S IV assumem um papel importante nos delineamentos com dois critérios
de classificagdo € auséncia de observagdes em uma ou mais combinagoes de
tratamentos. Havendo trés ou mais critérios em um modelo com interagdes,
dependendo da ordem destas, o comportamento das SQ IV ird variar: com interagdes
de segunda ordem, as SQ IV serdo iguais as SQ III. Se o modelo contiver interagdes

de ordem mais alta, os testes gerados podem ter utilidade questiondvel, além do fato
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de que interagbes de terceira ordem ou superiores quase sempre sio de dificil

interpretacio, na pratica.

Tabela VII, FungGes estimdveis tipo IV para um fatorial 3 X3 com dados desbalanceados

Coeficientes do Efeito

Efeito  Forma Geral

A B AxB
J7i l 0 0 0
AL L 0 0
4, L I, 0 0
A, L-L-L, L, 0 0
B, 0 I 0
B, I 0 I, 0
B,  I-l-I, 0 -l 0
AB, I 05l
AB, Ll 0 051, -l
AB, I, 051, 05 I,
ABy  lrhrlrlHl-l-l, 0.5 Is ~lg~lyg
AB, L LIl 0 ~0.5L-I, I,
AB, -1, -1,-051, 0 -1,
ABy  Lmh -l -054L 0 le+ho

Para os dados do inicio desta se¢do, as FE IV serdo as da Tabela VII. Ali,

pode-se verificar que as hipdteses para A sio as de nimero 2 ¢ 4 citadas acima.
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Como as hipéteses tipo IV ndo sdo unicas, ao serem usadas através de
programas computacionais, € necessdrio examinar a forma das FE 1V. Assim, serd

possivel conhecer quais hipdteses estao sendo testadas.

9.9 COMPARACAO DAS SOMAS DE QUADRADOS

O modelo Yir = B +A;+ B+ A+B; pode também ser representado por Yir = Hye
Usando tal parametriza¢do, Freund, Littel ¢ Spector (1986), baseados em Speed,
Hocking e Hackney (1978), mostram a interpretacdo das SQ I, II, IIT e IV para o caso

onde os "g>0’ para quaisquer i,j, tornando as SQ IIT iguais as SQ IV, Isso €

mostrado na Tabela VIII. Através de sua andlise, € possivel verificar alguns fatos
citados anteriormente, como por exemplo, a igualdade dos quatro tipos de somas de

quadrados quando os dados sao balanceados.

Consideremos os quatro tipos de estrutura de dados, fazendo r; denotar o

nimero de observagGes no nivel i do fator 4 e nivel j do fator B:

1. Caselas com frequéncias iguais: ng = n, para quaisquer ij.

2. Caselas com frequéncias proporcionais: nyfn, = n/n,, para quaisquer i,j,k,1.

3. Caselas com frequéncias nio proporcionais: ngfn, # ngfn,, para algum
i.j,k,1, mas nl.j>0, para quaisquer i,j.

4. Casela(s) vazia(s): n; = 0 para pelo menos um i,j.
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Tabela VIII. Interpretag@o das somas de quadrados

Efeito A

Tipo I (E nyp N, == (E npin,
Tipo II: Enupu ZE% npin ),
J
E ncupa} E E ( UPUInJ)

Tpos I e IV By == 4,

Efeito B
Tipos I e IT: En”,ud = EE(n WNTH,

E Ryply = E E (nlbn ﬂyln )

ﬂpos Il e IV By o=e= 4,

Efeito AxB

Tipos LILIITIV: Bi= B = Byt By, = 0 Vijim

A Tabela IX mostra a comparagdo dos tipos de somas de quadrados para as vérias
estruturas de dados onde, por exemplo, a notagio III = IV indica que a SQ III & igual

aSQIv.
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Tabela IX. Comparagdo das SQ T, I, I e IV

Estrutura dos Dados
Efeito 1 2 3 4
A I=II=1lI=1V | I=I1II=IV ni=1v
B I=II=1I=1V | I=ILHI=IV I=11,III=1V 1=11
A*B I=II=III=1V | I=ILII=IV | I=II=H1I=1V | I=1I=Il1=1V
9,10 EXEMPLO

Para ilustrar os conceitos introduzidos neste capitulo, tomemos novamente o

exemplo da se¢o 3.9. No Quadro I daquele capitulo, vemos que todos as observagoes

com "NPELAGRA’ possuem o nivel de ingestdao "BAIXA’, Assim, se considerarmos

no ajuste do modelo a presenca de interacdo, esta terd zero graus de liberdade.

Tomemos as observagdes de nimeros 19, 20, 21, 22 e substituamos 'BATXA’ por

"MEDIA’. Com esses dados, ajustemos um modelo com os efeitos principais

"PACIENTE’ e 'INGESTAQ’ e a interagio 'PACIENTE*INGESTAQ'. O seguinte

programa’ SAS® ajustard esse modelo:

PROC GLM;

CLASS PACIENTE INGESTAQ;
MODEL VALINA =PACIENTE INGESTAQ PACIENTE*INGESTAO/ E El E2 E3 E4;

RUN;

Com esse modelo, uma combinagdo de tratamentos (NPELAGRA’,’ALTA)’ nao

2as opyoes E1, E2, E3 e E4 do comande MODEL fornece a forma das FE I, II, Tl e IV, respectivamente,
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contém dados. Assim, a Soma de Quadrados tipo IV serd itil na andlise. Os resultados

encontram-se nos Quadros I a XV abaixo.

No Quadro I, temos a forma geral das fungdes estimdveis que € a mesma, quer

os dados sejam balanceados, quer ndo.

No Quadro II, nota-se que, em razdo da estrutura desbalanceada dos dados, as
FE | para PACIENTE envolvem pardmetros que o seguem no modelo (ver comando
MODEL acima). Além disso, ndo se estard testando Hy: NPELAGRA =PELAGRA. O

mesmo ocorre com as FE I para INGESTAQ, como se v€ no Quadro 111,

Para a interacio PACIENTE*INGESTAOQ, a forma das FE I se encontra no
Quadro IV. Como discutido no capitulo, apesar da estrutura deshalanceada, o teste

para a interagdo ndo envolve outros pardmetros.

Nos Quadros V e VI, temos as FE II para PACIENTE*INGESTAOQ. Os testes
para um deles nio envolvem os parimetros do outro, no entanto, ambos envolvem

pardmetros da interagdo. Isso torna tais testes dificeis de serem interpretados.

Como para as FE 1, as FE II para a interag3o ndo envolvem outros pardmetros

(Quadro VII). Note que a forma das FE I e II para a intera¢io é a mesma.

Comparando os Quadros VII e X, verifica-se que as FE III para PACIENTE
sa0 ortogonais as FE IIT para o efeito no modelo que o contém, a interagfo. Assim,
os testes realizados através das SQ IIT com dados desbalanceados sio equivalentes aos
testes realizados com dados balanceados, mesmo se o efeito sendo testado, estd contido

em outro.
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A comparagdo dos Quadros IX e X mostra, de modo semelhante, a
ortogonalidade entre as FE 1III para INGESTAO e a interagio
PACIENTE*INGESTAO.

No Quadro XI, pode-se verificar alguns aspectos discutidos com relag@o 3s FE
IV: os testes para PACIENTE nio envolvem parimetros de INGESTAOQ, sio
ortogonais aos testes para a interagdo (Quadro XIII) e os coeficientes simbdlicos sdo

equitativamente distribuidos entre os efeitos que contém cada nivel de PACIENTE.

Para o Quadro XII, valem as mesmas consideragdes. Note que as hipdteses
para INGESTAO tem 2 graus de liberdade e a distribui¢ao equitativa dos coeficientes

simbdlicos ocorre para cada grau de liberdade considerado.

Note a existéncia de outras FE IV para PACIENTE jd que o coeficiente
simbdlico de PELAGRA ALTA € 0, enquanto que o coeficiente de PELAGRA é -L2.
O mesmo pode ser verificado para INGESTAOQ, considerando cada grau de liberdade

separadamente.

A tabela de andlise de varidncia referente ao ajuste do modelo € vista no
Quadro XIV. No Quadro XV, os valores numéricos das somas de quadrados sio

mostrados.
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Quadro 1. Forma geral das fungbes estimdveis

Effect
INTERCEPT

PACIENTE

INGESTAQ

PACIENTE*INGESTAO

Gengral Linear Models Procedure
General Form of Estimable Functions

NPELAGRA
PELAGRA

ALTA
BAIXA
MEDIA

NPELAGRA BAIXA
NPELAGRA MEDIA
PELAGRA ALTA
PELAGRA BATXA
PELAGRA MEDIA

Coellicienls
L1

L2
L1-L2

L4
LS
L1-14-L3

L?

L2-17

L4

LS-L7
Li-L31A4-15+L7

Quadro II. Forma das fungdes estimédveis tipo [ para PACIENTE

Bffeet

INTCRCEPT

PACIENTE

INGESTAQ

PACIENTE*INGESTAQ

General Linear Models Procedure
Type 1 Estimable Functions for ; PACTENTE

NPELAGRA
PELAGRA

ALTA
BAIXA
MEDIA

NPELAGRA BAIXA
NPELAGRA MEDLA
PELAGRA ALTA
PELAGRA BATXA
PELAGRA MEDIA

CoefTicients
0

L2
-L2

-0.4*L2
0.359*L2
0.041%L2

0.6923°1.2
0307712
-0.4*L2
-0.3333*L.2
-0.2667412
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Quadro IIT, Forma das fungdes estimdveis tipo I para INGESTAO

Bffect
INTERCEPT

PACIENTE

INGESTAQ

PACIENTE*INGESTAQ

General Linear Models Procedure
Type 1 Estimable Functions for: INGESTAOQ

Coefficients

NPELAGRA
PELAGRA

ALTA
BAIXA
MEDIA

NPELAGRA BAIXA
NPELAGRA MEDIA
PELAGRA ALTA
PELAGRA BAIXA
PELAGRA MEDIA

L4
L5
-LA-LS

0,2082+L4+0.5548+L5
-0.3082*15-0.5548%L5
L4
-0.3082*L4+0.4452*L5
-0.69184L4-0.44524L 5

Quadro IV, Forma das fungdes estimdveis tipo I para a interagdo PACIENTE*INGESTAC

Effect
INTERCEFPT

PACIENTE

INGESTAO

PACIENTE*INGESTAO

General Linear Models Procedure
Type I Estimable Funetions for: PACIENTE*INGESTAQO

CoclTicients

NPELAGRA
PELAGRA

ALTA
BATXA
MEDIA

NPELAGRA BAIXA
NPELAGRA MEDIA
PELAGRA ALTA
PELAGRA BAIXA
PELAGRA MEDIA

(=T = =]

L7
-7

-L7
L7
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Quadro V. Forma das fungfes estimdveis tipo II para PACIENTE

General Linear Modcls Procgedure
Type II Bstimable Functions for; PACIENTE

Elfect Coefficicntz

INTERCEPT 0

PACIENTE NPELAGRA L2
PELAGRA -L2

INGESTAO ALTA 0
BADXA ¢}
MEDIA 4]

PACIENTE*INGESTAO NPELAGRA BAIXA 0.6164%1.2
NPELAGRA MEDIA 0.3836L2

PELAGRA ALTA 0
PELAGRA BAIXA -0.6164°L2
PELAGRA MEDIA -0.3836"L2

Quadro VI. Forma das fungdes estimdveis tipo II para INGESTAQ

General Linear Models Procedure
Type II Estimable Functiems for; INGESTAOQ
ElTect Coeflicients
INTERCEPT 1]
PACIENTE NPELAGRA D
PELAGRA 0
INGESTAQ ALTA L4
BAXA L3
MEDLA -L4-15
PACIENTE*INGESTAO KNPLLAGRA BALA 0.3082+LA+0.5548+L5
NPELAGRA MEDIA -0.30824L4-0. 554818
PELAGRA ALTA LA
FPELAGRA BATXA ~0.30B2*L4 + 0. 4452515
PELAGRA MEDIA -0.6318%L4-0.4432+L5
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Quadro VII. Forma das fungGes estimdveis tipo I para a interagio PACIENTE*INGESTAO

Genersl Linear Models Procedure
Type Il Estimable Functions for: PACIENTE*INGESTAD

Effect Cocfficients

INTERCEFT 0

PACIENTE NPELAGRA 0
PELAGRA 0

INGESTAOQ ALTA 0]
BAD{A Q
MEDIA o

PACIENTE*INGESTAO NPELAGRA BAIXA L7
NPELAGRA MEDIA L7
PELAGRA ALTA 0
PELAGRA BAIXA -L7
PELAGRA MEDIA L7

Quadro VIII. Forma das fungdes estiméveis tipo III para PACIENTE

General Lincar Models Procedure
Type I Estimable Functions for: PACIENTE

Efiect Coefficienls

INTERCEPT 0

PACIENTE NPELAGRA L2
PELAGRA -L2

INGESTAQ ALTA 0
BAIXA 0
MEDIA 0

PACIENTE*INGESTAQ NPELAGRA BAIXA 05412
NPELAGRA MEDIA 0.5"L2
PELAGRA ALTA o
PELAGRA BAIXA -0.5*L2
PELAGRA MED]A .52




210 Um Curso em Modelos Lineares

Cap 9

Quadro IX. Forma das fungdes estimdveis tipo Il para INGESTAO

General Lincar Models Procedurs
Type II Estimable Fuactions for: INGESTAO
Effect Coefficients
INTERCEPT 0
PACIENTE NPELAGRA 0
PELAGRA 0
INGESTAQ ALTA L4
BAIXA LS
MEDIA -L4-L5
PACIENTE*INGESTAO NPELAGRA BAIXA 0.25*1L4 +0.5*L5
NPELAGRA MEDIA -0.25*L4-0.5*L5
PELAGRA ALTA 14
PELAGRA BAIXA 0.25*L4 +0.5*L5
PELAGRA MEDIA 3. 75*L4-0.5*L5

Quadro X, Forma das fungSes estimdveis tipo I para a interagio PACIENTE*INGESTAO

General Linear Models Procedure
Type TIT Estimable Functiona for; PACTENTE*INGESTAGQ

Effect Coefficients

INTERCEPT 1]

PACIENTE NPELAGRA 0
PELLAGRA 0

INGESTAQ ALTA 0
BAIXA 0
MEDILA 0

PACIENTE"INGLESTAD NTELAGRA BAIXA L7
NPELAGRA MEDJA -L7?
PELAGRA ALTA 0
PELAGRA BAIXA L7
PELAGRA MEDIA L7
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Quadro X1, Forma das fungbes estimdveis tipo IV para PACIENTE

General Lincar Models Procedure
Type IV Estimable Functions for: PACIENTE

Effect Cocificicnts

INTERCEPT o

PACIENTE NPELAGRA 12
PELAGRA -L2

INGESTAQ ALTA ]
BAIXA 0
MEDIA 0

PACIENTE*INGESTAD NPELAGRA BADXA 0.5+L2
NPELAGRA MEDIA 0.5+L2
PELAGRA ALTA 0
PELAGRA BAIXA -0.5*L2
FELAGRA MEDIA -0.5*L2

NOTE: Other type IV estimable funclions exist.

Quadro XII. Forma das fungdes estimdveis tipo IV para INGESTAO

General Linear Models Procedore
Typc IV Estimable Functions for: INGESTAOQ

Effect Coefficients

INTERCEPT 0

PACIENTE NPELAGRA 0
PELAGRA Q

INGESTAOQ ALTA 14
BALKA L5
MEDIA -L4-L5

PACIENTE*INGESTAO NPELAGRA BAINA 0.5°L5
NPELAGRA MEDIA EURY )

PELAGRA ALTA L4
PELAGRA BAIXA 0515
PELAGRA MEDIA -L4-0.5%L5

NOTE: Other ppe IV estimable functions exist.
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Quadro XIII. Forma das fungdes estimdveis tipo IV para a interagio PACIENTE*INGESTAQ

Cieaerat Lincar Models Procedure
Type IV Estimable Functioma for; PACIENTE*INGESTAO
Eflect CoelTicients
INTERCEPT 0
PACIENTE NPELAGRA 0
PELAGRA 4]
NGESTAD ALTA 0
BAIXA 0
MEDIA 0]
PACIENTE*INGESTAQ NPELAGRA BAXA LY
NPELAGEA MEDIA -L7
PELAGRA ALTA 0
PELAGERA BAIXA -L7
PELAGRA MEDIA L7

Quadro XTIV, Tabela de andlise de variincia

General Linear Models Procedure

Dependent Variable: VALINA

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr>F
Maodel 4 0.08669628 0.02167407 12.29 0.0001
Error 23 0.04056826 0.00176384
C. Total 27 0.12726454

R-8quarc Root MSE VALINA Mcan

0.681229 0.04199806 0.21510714
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Quadro XV, Somas de quadrados tipos 1, II, Ill e IV

General Lincar Models Procedure

Dependent Varable: VALINA

Source DF Type 155  Mean Square
PACIENTE 1 0.04652261 0.04652261
INGESTAO 2 0.03330229 0.016565115
PACIENTE*INGESTAOQ 1 0.00687138 0.00687138
Source DF Type II 85 Mean Square
PACIENTE ] 0.0630974% 0.0680974%
INGESTAOQ 2 003330229 0.01665115
PACIENTE*INGESTAQ i 0.00637138 0.00687138
Source DF Type IT 85 Mean Square
PACIENTE 1 0.07457507 0.07457507
INGESTAOQ 2 0.03561274 0.01780637
PACIENTE*INGESTAQ 1 Q00687138 0.00687138
Source DF  TypeIV¥VS8S  Mean Square
PACIENTE 1 0.0M57507 0.07457507
INGESTAO 2*  D.M4Q14540 0.02007470
PACIENTE*INGESTAC 1 0.00687138 0.00687138

* NOTE: Other Type IV Testable Hypotheses exist which may yield different 5.

F Valuc

26.38
9.44
3.90

F Value

38.61
9.44
3.9¢

F Value

42.28
10.10
3.90

F Value
42.28

15.38
3.90

Pr > F

0.0001
0.0010
0.05035

Pr>F
0,000}
0.0010
0.0605

Pr>F

0.0001
0.0007
0.0605

Pr>F
0.0001

0.0605




Capitulo 10
Distribuicdo de Formas Quadrdticas

10.1 INTRODUCAO

Técnicas de andlise de varidncia envolvem a quebra da soma de quadrados total
de um modelo em componentes cujas razdes (sob condi¢bes apropriadas) levam a

estatistica F, adequada para testar certas hipdteses. Esses componentes sio formas

quadréticas, y’Ay, onde y € um vetor de valores observados e A uma matriz simétrica,

positiva semidefinida. Alguns teoremas relacionados a essas grandezas serdo

necessarios. Passaremos agora a estudd-los.

10.2 DISTRIBUICAO DE UMA FORMA QUADRATICA

No teorema a seguir surgird a distribui¢do qui quadrado ndo central, que

4 - - e
representaremos por x*(n,A), onde n é o nimero de graus de liberdade e A, o
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pardmetro de nao centralidade. A prova apresentada € a dada por Searle (1971).

» Teorema 1. Quando y~N(p,V), entioc y/Ay tem distribuicdo

xzf[p(A),-é-p’Ap] se, € somente se, AV é idempotente.
Prova. AV idempotente = y/Ay - xzf[p(A),%u’Ap.] .

Seja M(9) a fungdo geratriz de momentos de y’Ay.

M@ = B = [T ["e"f(y,.y)dy,.dy, =

1 1
ah N « 1 -
@m) V)3 [Cexplty Ay - wV 5 - ) dy,.dy, =

| R |
—ZUVIJ

e__ﬂ_]::...ﬁ:exp{—%y’(l—2tAV)V'lJ’ +P‘!V-1-V}dyl"'dyn -

@2n)?|V|?

]

L T x 1
e Qny [Vu-24V) rerp L'V VU -214V) 1Y )

e

onde o numerador vem da integral da densidade multivariada

N(3,[I-2:AV)V]T)., Isso fornece
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M@ = I '2“4V|—%exp{“%l-l’[l-(I—2rAV)“1]V'1|_;}

. (1)
= [T1-2:2) Zexp {—%u"[-): @i V)"]V'l u}
i-1

h=1

onde A;, i =1,.,n, sdo os autovalores de AV. Se AV € idempotente e de posto
p(AV) =k, entdo k valores de A, s3o iguais a um, nm-k sdo zero e

(AV)* = AV. Assim,

k 1

M@ =T[a-29: exp{—%p,’[—z (25) AVV'ILL} =
i=1 =1

-2 ﬂp{—%p’[l -1 -2:)-1]Ap} - @)

= (1 —2()%"31(1){—-;—};’;4}1[1 -(1 —2:)‘1]}

(2) é a fungéo geratriz de momentos de uma varidvel aleatéria com distribuicdo

xf[k,%p’AP], Como V ¢ n3o singular, p(AV)=p(4). Portanto,

y'Ay -2 p (A u'Au]
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y'Ay~ xf{k,%p.’Au] = AV é idempotente.

A fungio geratriz de momentos de uma varidvel aleatéria com distribuigéo qui

quadrado n2o central ¢ dada por (2) e € equivalente 2 expressio (1). Em

particular, para p = @, igualando (1) e (2),

Ly £
M@® =(1-2) % = |I-2tAV]| *
Fazendo u = 2t, temos

(1-u)

|[7-uAV]|

TI(1-u2)
i=1

Como essa expressdo € uma identidade em u, no membro direito nido existe

poténcia de # maior que k. Portanto, pelo menos um dos A,=0. O uso

repetido desse argumento mostra que # -k dos A; sdo iguais a zero, de modo

que

k k
Q- = [[(1-ur) = kln(t-w) = ¥ In(l -ud) 3)
i=1

i=1
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(3) é um polindmio em u e, como dois polindmios sdo iguais quando seus

coeficientes sdo iguais, igualando termo a termo a expressdo a direita de (3),

In(1-2) = In(1-2A) = 1~u = 1-ud; = u = ul,

Isso fornece A, =1 para k dos autovalores ¢ A; =0 para os n-k restantes.

 Assim, AV € idempotente. <

» Coroldrio. Quando y~N(@,I), y’Ay tem distribuigfio qui quadrado central
com k graus de liberdade, denotada por xi, se, € somente se, A é idempotente

e de posto k.

A prova do coroldrio € imediata com a substitui¢io de V por I. «

10.3 INDEPENDENCIA DE FORMAS QUADRATICAS

Além do Teorema 1, alguns outros sdo necessarios na construgao de testes de

significAncia. Tais teoremas dizem respeito & Independéncia de formas quadréticas .

» Teorema 2. Sejam A4,,.,A , matrizes simétricas, nxn, positivas

semidefinidas com p(4) = k;. Quaisquer duas das condigbes seguintes

implicam a terceira:
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1. A},..A, s3o idempotentes.
q
2.D =Y A, pD) = k, é idempotente.
i=l
3. A A, = O, para quaisquer i.f, i#].
Prova.a)le2=13
Seja A, =I-D. A, € idempotente pois

(I-D) - I1-2D+D?

e como D?=D,

Aj = U-D) =I-D = A,

Além disso,

P4y = pI-D) = t(I-D) = (1) -te(D) = n-k

Poroutrolado, Ay + A, +... +A =1Ie,portanto, p(4,+ A +..+ Aq) = n. Entdo,

pA)+..+plA) =n-(n-F) =k = p(D)



Distribuigdo de Formas Quadrdticas 221

q
ou seja, Ep(A ) = p(D). Esse resultado € importante por si mesmo. Agora,
i=1

¢
p(I-4,-4) = p(EA,—Ai—Aj] = p[EA,] <Y pd) =
i=0

Il j I#Lf

q
= n—k+Ek,—ki-kj =n-k+k-k -k = _n_ki-kj =

=1
- P - p(A) - PA) = p) - [p(A4) +D(A))] <
= p(I) - p(Aj "'Aj)

Portanto,

PU-A;-A) < p)-pA;+A) = pI-A,-A)+pd,;+4) <
sp}) =n

Porém,
A+A+I-A-A =1= PA;+A;+I-A-A) =p} =n =
~ plA;+A)+pI-A,-4) 2 n
¢ assim,

p(A5+Aj)+p(I-A,-_Aj) =n
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A partir dessa expressio, A, +A ; € idempotente pois

PA+A) =n-pI-A-A) =n-p[I-A)-A) =
n-[p(-A)-p(A)] = n~[p)-p(4 ) -p4))] -

n~n+ki+kj = k1+kj

1}

jd que I- A, ¢ idempotente. Como

2, 42
A+AY =AT+A+AA+AA = A+A+AA +AA = A+A,
entio, Ai.AJ.-pAJ.A,. = @, Logo,

(AA+AA)A; = AA+AAA -0 @)

AJ(A'.A +AjAl.Af) = 2AJ.A'.AJ. = -AjA‘.Aj =
Substituindo em (4), A A i = .

byle3 =2
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9 ¥ 4 g g
p* = [EAi] =Y AWYAA =Y A=Y A, =D
1

i i=l ivj i=t i=l
c)2eld=1
DA, = (A1+---+A4)Aa = A1A£+...+Ai+...+Ain = A2£ S))

Como D € idempotente, de (5) temos

DA, = A; = DA, = A5 -~ D(DA) = A ~ DA’ = 4’ -
= (DADA, = Al = A’A, = A2 = A} - 4]

Entio,
2 ' 2 .3
Ai(I—Ai) = A=A, =0
Como

pAd) = pA,4,) = plA’4) = p4))

2 . - .
A, =GA;, para alguma matriz G n2o singular. Porém,
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AI-A) =B = GAYI-A) =B ~A(I-A) =0 ~ A, = A’ “

» Teorema 3. Seja y ~N(1,V). Entdo, y'Ay e Cy sio independentes se, e

somente se, CVA = .

Prova. CVA = @ = independéncia,

Como A é simétrica, A = LL’ para algum L de posto coluna completo. Dessa

forma,
CVA =03 = CVLL =0 = CVLLL(L'L) ! =@ - CVL = O

pois (L'L)™! existe. Mas cov(Cy,y’L) =CVL =9, Como y é um vetor de
varidveis aleatdrias com distribui¢do normal, Cy ¢ y’L sio independentes.

Consequentemente, Cy e y/Ay = y/LL'y sdo independentes.
y'Ay e Cy independentes = CVA = 0.
Independéncia implica que cov(Cy,y’Ay) = &. Mas

cov(Cy,y’'Ay) = E[(Cy-Cp)(y'Ay - E(y'Ay))]

Levando em conta que
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E(y'Ay) = wE(y'Ay) = E[e(y'4y)] = E[r(Awy")] =
| a[AE(y")] = W(AV+ApR’) = T(AV)+tr(App’) =

tr(AV) +p/Ap

U}

entao,

cov(Cy,y'Ay) = E[(Cy-Cp)(y'Ay-p'Ap-tr(AVY)] =
= E{(Cy-Cp)(y - WAy - ) +2(y - pYAp -tr(AV)]} =

= B+2CVAL -O
Como 2CVAp = B deve valer para todo p, entio, CVA =0, <

» Teorema 4. Se y~N(p,V) ¢ A ¢ B sdo matrizes simétricas positivas

semidefinidas, entio y’Ay e y/By sio independentes se, e somente se,

AVB =0,
Prova. AVER = (3 = independéncia

Como A e B sio matrizes simétricas, A =LL’ ¢ B=MM’' para L e M de

posto coluna completo. Dessa forma,

AVB=0 = LL'VMM' = @ = (LL)'L'/LL'VAMAM'M@MMAD™T? = O
- L'VM =0
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pois (L'L)' e (MM)' existem. Mas cov(L’y,y'M)=L'VM =0,
Como y € um vetor de varidveis aleatérias com distribuigo normal, L'y e
y’M s3o independentes. Consequentemente, y’LL’y = y’Ay e y'MM'y = y/By
sdo independentes,

y/Ay e y'By independentes =+ AVB = ¢

Independéncia implica que cov(y’Ay,y'By) =0. Mas

cov(y’Ay,y'By) = E[(y'Ay ~ E(y'Ay))(y'By - E(y'By))]

Como E(y/Ay) =tr(AV)+p/Ap e E(y'By) =tr(BV) + p/Bp, entio,

cov(y'Ay,y'By) = E{[y/Ay-p/Ap -t (AV)][y'By - p/Bp -tr(BV)]} =
= E{[(y-w/A(y -p) +2(y - pAp - (AV)]x
x[(y - w)B(y - 1) +2(y - pY'Bp -tr (BV)]} =
= 4p’AVBu = 0

Como 4p’AVBu =@ deve valer para qualquer p, entdo, AVB =0, <
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» Teorema de Cochran. Sejam o vetor nx1 y~N(@,0%I), as matrizes A,

simétricas positivas semidefinidas, i=1,.,¢ € p(4,) = k; os postos dessas

matrizes.

a) As varidveis aleatérias y’A,y sdo independentes se, e somente se,
1. A, € idempotente €

2. AjA; = @, para quaisquer i.f, i#j.

] g
b)Se yy = ) yA,y, y’A,-y—-xi‘ se, e somente se, ¥ k; = n.
i=1 i=1
A aplicagdo dos Teoremas 1,2 e 4 provam o Teorema de Cochran. «

10.4 APLICACAO AOS MODELQS LINEARES

Consideremos o0 modelo

y = Xp+e,
e ~N(@,0%I) (6)

que denominaremos niodelo de Gauss-Markov normal (MGNIN). Ele difere dos

modelos vistos anteriormente, em razdo da presenga, aqui, da normalidade e das
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condigOes de Gauss-Markov impostas 20 erro.

Vejamos as consequéncias de se assumir o MGMN sobre as SQ I, II, IlT e IV

geradas, respectivamente, pelas FE I, I, Ill e IV.

» Teorema 5. Seja I’B estimdvel, tal que a’X =1’, para algum vetor &’. No
MGMN I'b ~N(I',eX'BB'l), onde b é solugio das equagdes normais e B, tal

que X’XB =X',

Prova. O melhor estimador linear ndo viciado de 1B = (¥’ B), =1b. Como

e~N@,6I), y~NXP,0), pois y = X[ + e. Portanto,
s = 'BB'X’y = a’XBB'X'y = a’XBXBy = a’XBy
¢ como

E(I’b) = E(a’XBy) = a'XBXp = a’Xp = I'p

var(I'b) = var(a’XBy) = ¢’a’XBB'X'a = o®I'BB'l

b ~N(I'B,0’I'BB'T).
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» Coroldrio. I'b-m ~ N(I'p ~m,o’l'BB'l) “

» Teorema 6. Se I'B é estimivel, entio, no MGMN, b e a soma de

quadrados do residuo y’(I-XBB'X’)y sdo independentes.

Prova. I'b = a’XBB'X'y = a’XBXBy = (B'Xa)’y . A independéncia existird pelo

Teorema 3 se, e somente se, (B'X'a)(I-XBB'X'y = . Mas

a’'XB -a’XBXBB'X' =
a'XB-a'XBXB = a’XB-a'XB = ¢ “

]

(B’X'a)(I-XBB'X")

» Teorema 7. No MGMN, onde o posto de X, p(X) = k e n € o nimero de

(n —d'c)S2 n y"(I—XBB ’*X")y 2
or 62 "Rk

observagOes,

Prova. P, = XBB’X' ¢ uma matriz simétrica, idempotente e com p(Py) =k.

A matriz I-P, € simétrica, idempotente ¢

pd-Pyp = pI) -p(Py) = n-k

Usando o Teorema 1,
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yI-XBB'X)y 2
2 Mx;l -k
4]

O Teorema 1 exige E(y)=9 e, no entanto, E{y)=Xp. Porém,

(y -XB) ~N(D,0%I) e, portanto, =X ~N(@,I). Mas
g

(y-XB)'(I-XBB'X)(y-Xp) = y'I-XBB'X')y
pois

BX(I-XBB'X")y = B/(X'y-X'XBB'X'y) = p/(XYy-X'B'XYy) =
= PXy-X) =0

BX(I-XBB'X"Xp = B/(X'’X-X'XBB'X'X)B = p/X'X-X'X)B = 0

» Coroldrio. No MGMN, $?=y/(I-XBB'X")y/(n~k) ¢ um estimador nio

2

viciado de o° e € independente do melhor estimador linear ndo viciado de

qualquer fungio estimdvel,
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Prova.

E[y’(I-XBB’X’)y] _ o] -XBB'X"ya*| + p'X'(I-XBB'X")Xp _

n-k n-k
_ (n-BH?+(p'X’Xp -BX'XBB'X'XP) _
n-k
_ (n-Bd? +(B'X’XB - p'X'XP) - g2
n-k
A prova da independéncia segue da prova do Teorema 6. <

10.5 ANALISE DE VARIANCIA NO MODELO DE GAUSS-MARKOV NORMAL

Vimos no Capitulo 3 que a aproximacdo de y por combinagio linear de vetores
do espago coluna de X dava origem a vetores cujos comprimentos ao quadrado eram

formas quadriticas. Sob o modelo

y=Xp +e
{e ~ N(,0°I)

essas formas quadrdticas terdo distribui¢@o qui quadrado ndo central e razdes entre elas

dardo origem a estatisticas com distribui¢Zo conhecida. Seja a soma de quadrados
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associada ao ajuste do modelo, denotada por SQM; a soma de quadrados associada ao

residuo, por SQR; k e n-k os respectivos graus de liberdade, onde k=p(X). Em
razio dos Teoremas 1 e 7, SQM/o? terd distribuigio qui quadrado nfo central com

k graus de liberdade. SQR/0? terd distribuicdo qui quadrado central com n-k graus

de liberdade. Como essas duas razdes sdo independentes, pela aplicagao do Teorema

4, por defini¢ao

_ _ SOM/k
SQR/(n-k)

terd distribui¢do F ndo central, com k e n-k graus de liberdade e pardmetro de nio
centralidade igual a PX’XP/(20%). Denotaremos essa distribuicio por

Fllin -k,B'X'XB/26%)].
Se o modelo (6) contiver a restrigio estimével I’B = m, a razio

o __ 5RO,
T SOR/(n-B)

onde SQR, € a soma de quadrados do residuo do modelo restrito, terd distribuigio F

central com 1 ¢ n-k graus de liberdade, Note que o pardmetro de nio centralidade

se torna igual a zero em razio do coroldrio do Teorema 5.
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As estatisticas F fornecem um melo para se julgar a qualidade do ajuste e se

pode acrescentd-las as tabelas de andlise de variancia.

v
T

Fonte gl SQ QM F P

y'Py/k
y/I-P)y/(n-k)

Modelo k y'Py y'Py/k

Residuo  n-k yI-P)y y'UI-P)y/(n-k)

Total n y /y

10.6 O CASO GERAL

No modelo de Gauss-Markov normal, o vetor e~N(&,0%I). Supondo V

conhecida, se var(e) = a*V, com V positiva definida, as consideragdes feitas para tal

modelo, a principio, nfo sdo vélidas. No entanto, € possivel se reparametrizar o

modelo e utilizar a mesma teoria do caso em que var(e) = 0’1,

Como V §é positiva definida, V= HH' para algum H nio singular. Assim, é

possivel a transformacao

z=H'ly=y=Hz=Hz =XB+e=7=H'XB+H" e = UPp+f
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onde U=H'X, f=He, E(fy = H'E(e) =D ¢
var(f) = *HYWW(H™Y = *H'HH'(H) ! = oI

Ou seja, z = UP + f € um modelo que satisfaz as condi¢Ses de Gauss-Markov. Para tal

modelo, as equagdes normais serao
U'up = Ut
ou, equivalentemente,

X!(H-—I)KH—IXB = Xf(H-l)fH—ly - X!(HHF) -1X|3 = X.-'(HH!) —ly =
= X'VIXp = X'vly

Denotando V™! por W, a iltima expressdo acima serd escrita como
X'WXp = X'Wy

¢ teremos as equacoes de Altken. Assim, no ajuste de minimos quadrados ponderados,
a ponderagdo serd realizada por elementos dependentes da matriz de variincias e

covariincias do erro.
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No modelo y = XP +e, com e~N{(3,0%V), o melhor estimador linear nio

viciado de XP serd dado por ¥ = XB, onde p & solugdo das equacdes de Aitken,
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11.1 INTRODUCAQ

Procedimentos para avaliagdo de dados s3o iteis na Ciéncia. Para entendé-los,
¢ importante se ter uma visio de como o conhecimento se acumula e como a validade

de hipdteses sobre certos fatos é verificada. Consideremos o diagrama

idéia — teoria - modelos para os dados — dados —

ey @ 3) (4)

— somente um dos modelos aceitdvel (fim)

©)
andlise dos dados - virios modelos parcialmente aceitdveis

(7)

- nenhum dos modelos aceitdvel — retornar a (1)

(8)

Assumiremos que alcancamos o passo (7) onde vdrios modelos, ou um
continuum de modelos, sdo parcialmente consonantes com os dados. Isso quer dizer
que a probabilidade da ocorréncia de nossos dados, sob os modelos parcialmente

aceltdveis, € diferente de zero. Note que a idéia inicial pode ser muito vaga, como por
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exemplo, que o aumento da temperatura ambiente pode causar aumento na velocidade

de multiplicacio de certo tipo de bactéria.

O problema, entio, € como se ter uma idéia da validade dos diferentes
modelos. Segundo Kempthorne e Folks, esse processo remonta, de certa forma, a
antiguidade e um dos primeiros exemplos foi dado por Arbuthnot em 1710. Entretanto,
seu real desenvolvimento comegou com Karl Pearson em 1900 e continuou com Gosset
(sob o pseudbnimo de Student) em 1908. Ainda segundo Kempthorne e Folks, nos 20
anos seguintes, Fisher desenvolveu muitos testes de significincia sem, no entanto, dar
uma rigorosa defini¢io do que ele considerava um teste de significincia.
Subsequentemente, Neyman e Pearson desenvolveram uma teoria geral sobre os testes
de hipéteses que pareciam idénticos aos testes de significancia. Controvérsias sobre as
semelhangas e diferencas entre eles se seguiram. No presente trabalho, nao

discutiremos os testes de hip6teses: consideraremos, apenas, os testes de significincia.

Sob o titulo "Testes Estatisticos’ englobaremos, também, os intervalos de
consondncia. Eles surgem da inversdo dos testes de significincia e foram incorporados,
aqui, em virtude dessa ligacdo com os testes. Eles podem, também, ser usados para

testar hipdteses, como veremos.

11.2 TESTES DE SIGNIFICANCIA E NIVEL DE SIGNIFICANCIA

Suponhamos que somos levados a considerar um modelo M(8) dependendo de

um parametro £ {que pode ser um vetor) ndo especificado. Frequentemente, € possivel
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considerar, ou um valor especifico, ou um conjunto de valores para & que tenha
significado cientifico. Por exemplo, consideremos # animais cujos pesos foram
medidos em algum instante, Apds submeté-los a certo tratamento (por exemplo, uma

dieta durante um perfodo de tempo), tomamos novamente seus pesos e calculamos as

diferengas d,,..,d, entre eles. Sejam esses d; os dados para estudo. Note que fizemos

uma condensagio dos dados: inicialmente tinhamos # pares de valores, {xl. ;yi}, onde

X, era o peso inicial e y; o peso final apds o tratamento. Tomemos, agora, a seguinte
posi¢do: o tratamento produziu uma alteragao no peso final dos animais. Tal alteragao,
no entanto, pode ser indistiguivel daquela que teria ocorrido sem o tratamento, apenas
com flutuagles decorrentes do mecanismo probabilistico do experimento. Assim,
necessitamos de algum tipo de teste. Fisher, citado por Kempthorne e Folks, fez a
seguinte afirmacio em 1956: ’A necessidade de testar se algum efeito aparente
poderia, razoavelmente, ser devido ao acaso, foi sentida desde os experimentos de

Darwin sobre taxa de crescimento’.

Perguntamos, agora, se 0s dados podem fornecer uma medida da evidéncia de
que tenha ocorrido uma alteragdo. A resposta € afirmativa e uma forma de produzir

a quantificagdo dessa evidéncia € construir um teste de significancia.

Digamos que sob um modelo especificado, M,, obtivéssemos todos os conjuntos
de dados possiveis, D;. Denotemos esses conjuntos por {D}. Conhecendo {Dj},

podemos conhecer a probabilidade associada a cada D;. A comparagio de nosso

conjunto de dados, Dy, com a populacdio dos D, poderd fornecer uma idéia da
distdncia, em algum sentido, de D, em relacio a {D,.}, se M, é realmente verdadeiro,

Entretanto, ndo temos idéia do que constitui um grande ou pequeno desvio ¢ devemos
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buscar meios de medir a distincia entre Dy e {D} especificado pelo modelo.

A idéia bdsica nos testes de significincia é calcular uma medida do desvio dos
dados em relagao a valores esperados sob o modelo e computar a probabilidade de que
uma amostra aleatéria seja tao ou mais discrepante que os dados. Por exemplo,
suponhamos o modelo de que uma observagio y tenha vindo de uma distribui¢o
binomial, B(1000,1/2). Se obtivemos y=500 sucessos em 1000 provas independentes,
¢ 6bvio que esta amostra € a menos discrepante de todas as amostras aleatdrias

possiveis, sob o modelo considerado.

Definigiio 1. Sejam todos os possiveis conjuntos de dados sob um modelo M,
{D;}. Um teste de significincia consiste em: 1) arranjar todos os conjuntos de
dados, D;, como um conjunto parcialmente ordenado: se DD, nio ocorre na
ordenagdo parcial depois de Dj, escrevemos D;>D,. 2) Seja P(D, M), a

probabilidade associada a D; para o modelo especificado M,. Associar a cada

conjunto de dados observado, D, o niimero

NS(D,M,) = E P(D,M,)
. DDy

que € chamado nivel de significdncia do conjunto de dados D, em relagao ao

modelo M, para o ordenamento parcial escolhido.

Para ilustrar, suponhamos que existam sete diferentes conjuntos de dados
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possiveis sob M, e que denotaremos por D,,.,D;. Seja o ordenamento parcial
(D) » (D), D;) » (D4, D) > (D,) > (Dg). Nesse arranjo, D, ¢ menos discrepante que

todos os outros D,. D, ¢ D, sdo, ambos, mais discrepantes que D,, sdo equivalentes e
nenhum deles € mais discrepante que o outro. Com esse ordenamento parcial,

ESCIevemos

D >D, D;>D,, .. ,D,>D,
D,»D,, D,»D,, ..,D,>D,

------- L P TP LT XY ]

Dy »Dy, Dy> Dy, ., Dy > Dy

Se D, » D;, dizemos que o conjunto de dados D; € tao ou mais discrepante que D; em

relacio ao rﬁodelo M,.

E razodvel construir a distincia de um conjunto de dados em relagio 2
populagio dos conjuntos de dados possiveis sobre uma escala probabilistica. A
distincia estd representada pelo nivel de significdncia e, qualquer gue seja o problema,
obteremos uma distincia entre O e 1. Um nivel de significincia igual a 1 indica que
a distincia € pequena, enquanto que um nivel de significincia igual a 0 indica que a
distdncia € muito grande. Ou ainda, quanto menor o nivel de significdncia, maior a

evidéncia contra o modelo postulado.
Consideremos, agora, um importante teorema sobre os niveis de significincia.

» Teorema 1, PINS(Dy s a|Mg} = ¢, Osaxl,
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Prova. O nivel de significincia de um conjunto de dados D € menor ou igual

a o se, e somente se, D> D, , onde NS(D,) =«. Mas

P(D>D)

) P(D)

D>D,
NS(D,)

o

It

Este teorema € a base dos testes de significincia para o caso de um modelo
completamente especificado, M,. Para ilustrar, consideremos o caso em que todos os
valores entre 0 e 1 sdo niveis de significdncia possiveis de serem obtidos, como no
caso contfnuo. Entdo, a distribuicio de um nivel de significancia, sob M,, pode ser

representada pela distribuicdo uniforme U(0,1).

A motivacio para o uso de um teste de significincia é que podemos substituir
os dados por um niimero entre 0 e 1, cuja distribui¢do de probabilidade é conhecida,
se amostrarmos sob M,. Nosso interesse em calcular o nivel de significincia &,

portanto, formar uma idéia da validade do modelo sob M,.

Como vimos, o ponto inicial para os testes de significdncia é um conjunto de
dados. Com base em conhecimento prévio € nos dados em si, suspeita-se que uma
certa classe de modelos pode ser usada para representar os dados. O analista
examinard os dados e obterd resultados que indicardo quanto o modelo que ele estd

inclinado a usar € consonante com os dados.
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Um teste de significincia consiste em:

1. Especificar uma classe de modelos, referida como hipdrese nula, Hy, € outra
classe referida como hipdtese alternativa, H,. Por exemplo, para um modelo
M(6), poderfamos tomar como hipdtese nula, H,;:028, para um @&,
especificado. O conjunto de valores de 8, tal que €< §,, constitui a hipdtese
alternativa, H_:0< ;.

2, Escolher uma fungdo das observagbes, 7. No exemplo da avaliagio do peso
final dos animais submetidos a uma certa dieta, a fungiio T escolhida foi a

diferenga entre o peso final e inicial.

3. Avaliar o nivel de significincia, isto €, NS =P(T2¢), onde r é o valor

observado de 7 e onde a probabilidade € calculada para a hipétese nula.

Mais uma vez, vale mencionar que se deseja formar uma idéia sobre quanto o

modelo especificado é consonante com os dados e ndo, se 0 modelo é verdadeiro.,

No caso dos modelos lineares, relacOes entre os parimetros de um modelo
constituem, na realidade, restricdes dentro do espago paramétrico total. Podemos,
entfo, ajustar ura modelo restrito, onde as restri¢gdes, conforme veremos a frente,
deverdo ser funges paramétricas estimaveis. A seguir, comparagdo entre 0s vetores
resultantes Jesse ajuste e do ajuste do modelo irrestrito pode fornecer meios de se
julgar a validade do modelo restrito. J4 sabemos que o quadrado da norma de tais
vetores, as somas de quadrados, sob o modelo de Gauss-Markov normal, tem
distribui¢do de probabilidade conhecida, sdo independentes e, dessa forma, ¢ quociente

entre elas, também tem distribuicdo conhecida. Assim, dispomos de meios
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probabilisticos para quantificar a ligagdo entre os modelos.

Pode-se encarar o ajuste do modelo restrito com restricdes estimdveis como o

ajuste sob determinada hip6tese nula, H,. Isso € equivalente a testar a hipétese de que

a restricdo € vdlida e que pode ser realizado através de um teste de significdncia.

Consideremos o conjunto de restrices LB = k no modelo de Gauss-Markov
normal. Necessitamos de uma estatistica T para o teste. Digamos que seja escolhido
o melhor estimador linear nfo viciado de LB, Lb: iss0o somente serd possivel se Lp

for estimdvel. Assim, o conjunto de restrigdes deve ser estimdvel.

Os intervalos de consonéncia que veremos na se¢ao 11.7 podem ser usados para
testar hipdteses, pois fornecem um conjunto de valores para o parimetro, ou para uma
fungio paramétrica estimdvel, consonante com os dados, a um dado nivel de
consondncia. Se esses valores sio compativeis com aqueles da hipdtese sendo testada,
atribufmos a hipétese um nivel de significdncia igual a 1 menos o nivel de consonéncia
considerado e, assim, os intervalos de consonincia podem ser vistos como uma forma

de testar hipdteses.

11.3 HIPOTESES TESTAVEIS

Consideremos o modelo de Gauss-Markov normal. Um objetivo na andlise do

modelo € estimar ou testar, onde possivel, os elementos ou certas combinacdes lineares
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dos elementos de .

Para testar H,:Lp = k, € necessdrio inicialmente determinar se a hip6tese ¢

testdvel. Hipotese testdvel € aquela que pode ser expressa em termos de fungdes
estimdveis. Os cdlculos efetuados para testar uma hipdtese testdvel poderdo, também,
ser realizados a partir de fungbes ndo estimdveis. Essa € uma situacio especial que
serd analisada na préxima se¢fo. Por ora, restringir-nos-emos as hipéteses construidas

de fungdes estimdveis.

Se H:LB = k vai ser testada e se Lb ~ k for parte do teste estatistico, tal

estatistica necessitard ser invariante com respeito a valores de b, solucdo das equagdes

normais. E serd, somente se LB for estimdvel.

Para realizar o teste, devemos gjustar um modelo levando em conta a hipdtese

que desejamos testar. Seja €la, Hy:LP = k. Assim, ajustar o modelo y =Xp + e, sob

H,: LB = k, € equivalente a ajustar um modelo restrito, onde as equacgdes normais sio

X'XB+L'L = Xy
Lp =k

conforme estudado na segio 5.2.

Note que situagbes particulares de interesse estdo enquadradas nessa hipétese:
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1. para Hyp=9, cada um dos elementos de f € igual a zero, L=1 e
E=[0 .. 0];

2. para HyB=pB, B,i=1.p, € igual a um valor B,, L=I e
ko= [ﬁm,...,ﬂpo];

3. para Hozl’ﬁ=k, uma combinagdo linear particular de f € igual a uma
coﬁstante e L=1I'. Por exemplo, se H:B,-p,=2, L =l'=[-110 .. 0]
ek=2;

4. para B =@, alguns dos p f, g<p, sdo iguais a zero. Por exemplo, se

(0 0 0 0]
H:B,=p,=0 p' =[By B, By By, L 0100 e
py= =0, com = , =
o 2 4 [1234 0000

000 1]

k=000 0

Apds o ajuste do modelo restrito sob a hipétese nula, o quadrado da norma do
vetor de residuos deve ser comparado a norma ao quadrado do vetor de residuos

resultante do ajuste do modelo irrestrito. A primeira norma ao quadrado serd
(y-Xb,)(y~Xb,), onde b, = b-BB'L'(LBB'L'Y'(Lb-k) é a solucdo de minimos

quadrados para o modelo restrito.
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(y-Xb)(y-Xb,) = [y-X(b-BB'LLBB'L') (L5 - k))|'x

x [y -X(b-BB/L(LBB'L"Y(Lb -k))|
Desenvolvendo a ultima expressdo, teremos

(y-Xb)(y-Xb)) = (y-Xb)Y(y-Xb)+(Lb-kY(LBB'L'Y(Lb-k) = SQR+Q

SOR ¢ a soma de quadrados do residuo no modelo irrestrito y = Xf + ¢ e Q, uma soma
de quadrados decorrente do ajuste do modelo sob H,. Ao avaliar o ajustc sob a

hipdtese nula, pode-se usar o valor de Q comparado de forma adequada a SOR.
Detalhes foram estudados nos Capitulos 9 € 10.

No célculo de SOR estd envolvido Lb que, como j4 visto, € o melhor estimador
lingar ndo viciado de LP. Assim, € necessdrio, primeiramente, avaliar a
estimabilidade de LB .

Para que L} seja estimdvel,

L = AX - LBB'X'X = AXBX = AX =L

Portanto, sempre que L = LBB'X'X  LP seré estimdvel.
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11.4 TESTANDO HIPOTESES TESTAVEIS

No modelo de Gauss-Markov normal, pelo Teorema 1 e pelo coroldrio do

Teorema 5 do Capitulo 10, a forma quadrdtica ( ¢ tal que
Q/9* ~ x*[p(L).(LB -K)LBB'LY (LP -K)/o”]
Como

k = LL(LLY 'k = AXL'(LL"Y "% = AXBB'X'XL'(LL"Y 'k = LBBX'XL/(LL)Y 'k

b - BB'XYy
pode-se escrever que
Q = [y-XL'(LLY'k|XBB'L'(LBB'L"Y'LBB'X [y - XL'(LL") k]
Além disso,

SQR = [y-XL'(LL"Y 'k -XBB'X")y - XL(LL") K]
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pois X' -XBB'X") = @. Também por essa razio, o produto das matrizes dessas duas

formas quadrdticas € nulo e SOR e ( sao independentes. Assim,

= QD __ | g1y -p0,(LB -K(LBBL'Y LS -K)/20?
SOR n-nq; " P pOOLL - ) LB -K)/207]

Sob a hipdtese nula Hy: Lf = k, o parAmetro de ndo centralidade torna-se igual

a zero e F tem distribuigdo F central com p{L} e n-p(X) graus de liberdade. Entdo,

a estatistica F pode ser usada para um teste de significincia de H.

11.5 HIPOTESES NAO TESTAVEIS

Desde que LBB'L’ seja ndo singular, O poderd ser calculado, mesmo que L
seja ndo testdvel, Nessa situagdo, que hipdtese estard sendo testada com Hp:Lf = k?

A resposta €

HyLBB'X'Xp = k (1)

como veremos a seguir. Note que (1) € sempre testdvel pois

LBB'X'X(BB'X'X) = LBB'X'X
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Seja Q* a soma de quadrados para o teste de tal hipdtese.

Q°* = (LBB'X'Xb-k)(LBB'X'XBB'X’XBB'L"Y (LBB'X'Xb - k)

Porém,
LBB'X'Xb = LBB’X'XBB’X’y = LBB'X'y = Lb
e
LBB'X'XBB'X'XBB'L' - LBB'X'XBB'L’ = LBB'L’
Assim,

Q" = (Lb-kY(LBB'LY'(Lb-k) = Q

11.6 EXEMPLO 1

Vejamos um exemplo do dltimo caso discutido. Dos Quadros IIla, ITh e V da

se¢do 3.9, temos
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28 15 13 6 18 4) [ 0.25 0.00 0.00 -0.25 -0.25 0.00]

1515 06 54 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00

13 013 0 13 0 , 0.00 000 028 0.00 -0.20 0.00
XY = BB/ =

6 6 06 00O -0.25 0.00 000 042 025 0.00

18 5 13 0 18 0] -0.25 0.00 -0.20 025 0.45 0.00

|4 4 00 04 | 0.00 0,00 0.00 0.00 000 0.00]

b’ =[032 -0.09 0.00 -0.13 -0.06 0.00]

Para a hipétese nfo testdvel HBAIXA =0,

I'=[000010
I"BBI* = 045
Q = (-0.06)(2.22)(~0.06) = 0.01
SQR = 0.04

_ 001
0.04/24

Para a hipdtese testivel H;BAIXA - ALTA =0,

PWHNLIC AR
gleLioTECA CRT L .

N ——————
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'=00001 -1

I'BBl = 045
Q = 0.01
F = 6.00

como para a hipdtese ndo testdvel acima. De fato, note que
I'BB'X'X =0 0001 -1]=0

e ao tentar testar H BAIXA =0, estivamos, realmente, testanto

Hy;BAIXA - ALTA = 0.

As vdrias somas de quadrados vistas no Capitulo 9 padronizam algumas
hipdteses frequentemente teis. No entanto, € possivel, se assim se desejar, a partir
de matrizes L adequadas, testar-se qualquer outra hipdtese testivel, Suponhamos que
para os dados do Quadro I do Capitulo 3, desejamos testar que a média dos valores
séricos de valina dos individuos com alta ingestdo alcodlica seja a metade da média

daqueles valores nos individuos com ingestdo alcodlica baixa e média. A matriz

adequada serA L =1 =[0 0 0 -1 0.5 0.5]. O programa SAS’ para o ajuste do

modelo e teste dessa hipdtese serd:

PROC GLM;
CLASS PACIENTE TNGESTAQ,
MODEL VALINA=PACIENTE INGESTAQ;
ESTIMATE "ALTA VS 0.5(B+ R INGESTAOQ O D 0 -1 0.5 0.5;
RUN:
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As informagdes referentes ao ajuste do modelo ja foram vistas. Com relagao

ao teste da hipStese referida acima, o resultado da andlise encontra-se no Quadro 1.

Quadro L Teste de hipétese

General Linear Models Procedurs
Dependent Variable: VALINA

Parameter T for HO: S1d Error of
Estimate Parameter=0 Pr > |T| Estimate
ALTA VS Q.5 (B+M) -0.09449167 4.3 Q.0002 0.02174970

Como o nivel de significincia (0.0002) € bastante baixo, conclui-se que a

hipétese nio € consonante com os dados.

11.7 INTERVALOS DE CONSONANCIA

A especificagio de uma margem de erro é pratica habitual na ciéncia, bem
como na indistria ou engenharia. O investigador, apds realizar um experimento,
raramente estara satisfeito em saber que suas observagdes simplesmente falam contra
uma hipdtese. Se os achados mostram, por exemplo, que uma nova droga ou
tratamento tem algum cfeito significante além Idaquele do placebo ou padrio prévio,
o experimentador preferiria saber ndo somente uma estimativa desse efeito, mas

também alguma varia¢do de valores razodveis do efeito.

+
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Portanto, um intervalo ou um conjunto de valores para o parimetro (ou para
uma fungdo paramétrica estimével) que torne o conjunto de dados sob o modelo em

questdo ndo muito improvdvel, € desejdvel.

Frequentemente, deseja-se formar uma opinifo sobre o grau de concordéancia
dos parametros de uma distribui¢do com os dados. Ou seja, deseja-se avaliar se 0s
dados sdo consonantes com determinado modelo e em que grau; ou ainda, avaliar se
um grupo de modelos estd consonante com os dados. Por exemplo, consideremos o
modelo de que no langamento de uma moeda, a probabilidade de ’cara’ é iguai a
probabilidade de ’coroa’. Entretanto, ao examinar a moeda, descobrimos que ¢la tem
duas ’caras’. O modelo obviamente ndo € consonante com nossa observagdo. Porém,
suponhamos que sob o mesmce modelo, apds realizarmos 1000 langamentos,
observamos 408 ’caras’. Suponhamos, também, que a andlise da sequéncia dos 1000
resultados nos leve a admitir o modelo de independéncia das provas. Os dados,
portanto, sdo consonantes com o modelo de provas independentes com p préximo de
0.41. O mesmo se daria para as hipSteses p=0.40 ou p=0.39. Assim, com base nos
dados, temos meios de formar uma opinifo sobre quais valores do pardmetro sdo

plausiveis.

Consideremos outro exemplo. Seja o modelo de Gauss-Markov normal

¥; = By +x,B, +e,. Digamos que o seguinte conjunto de dados foi obtido
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10
12
14
15
14
16

o WV RS

O melhor estimador linear ndo viciado para f, serd b, = 1.06. O desvio padrio
da estimativa serd S, = 0.24. Note que (b, - B,) / §,, tem distribuicdo ¢ de Student com

5 graus de liberdade.

Fixemos, agora, b, calculado da amostra. Podemos variar f, até encontrarmos
um valor B,,, tal que P(b<p,;) = a/2, para « escolhido entre 0 e 1. Igualmente,

podemos obter um valor §,., tal que P(b>fy) = «f2.

O intervalo [ﬁw; ﬁm;] ¢ um conjunto de valores para f,, consonantes com a

amostra observada, ao nivel 1-« de consondncia. Para o exemplo,

0.57
1.55

ﬁlo
510’

1.06 - (2.06)(0.24)
1.06 + (2.06)(0.24)

onde o valor ¢ =2.06 vem da distribuigfo ¢ de Student com 5 graus de liberdade.
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Assim, os valores de B, pertencentes a [0.57;1.55] sio consonantes com os dados a0

nivel de consonéncia 0.90.

De um modo mais geral, podemos dizer que um conjunto de valores para um
pardmetro, cujos niveis de significincia excedem um certo valor o, constituem uma
intervalo de consonéncia, ao nivel de consonincia 1-a, para o pardmetro. Tais valores

sdo aqueles compativeis com os dados observados.

As consideragdes feitas até aqui podem ser generalizadas em dois sentidos: no
primeiro, falaremos em um vetor de pardmetros, situagdo na qual teremos regides de

consondncia. No segundo, fungdes paramétricas ¢stimgveis, Evidentemente, poderemos

ter g(B) = e/ou f=4.

Deve-se notar que o processo que acabamos de ver € o inverso de um teste de

significdncia,

Tendo obtido um intervalo de consonéncia com um dado nivel de consonincia,
poderfamos questionar qual a probabilidade de que o intervalo obtido contenha o
verdadeiro pardmetro. Para resolver essa questfio, deveriamos supor que repetidamente
retirdssemos amostras da mesma distribuicio e determindssemos um intervalo de
consondncia para cada amostra. Tal processo geraria uma populagio de intervalos. O
intervalo correspondente a uma amostra aleatéria €, entdo, um intervalo aleatdrio com,

pelo menos um de seus extremos, uma varidvel aleatéria.

No exemplo acima, o intervalo de consonincia para £, com nivel de
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consondncia de 0.90, era [bl -5, < B, <b +er1]. Desejamos determinar

bl_pl

by

P{b,-1S, < B, <b-15,} = P st = P{|T| <2.06}

Assim, num repetido processo de amostragem, a probabilidade de que obtivéssemos
um intervalo de consondncia que contivesse f,, ao nivel de consonéncia de 0.90, é

0.90.

A expressdo T=(b, - pl)/Sbl- representa uma fungZo dos dados e do pardmetro

de interesse, ;. T tem distribuigdo de probabilidade conhecida e que nfo depende de

pardmetros desconhecidos. Além disso, a expressdo pode ser invertida ou ’pivotada’.
Uma express3o desse tipo permite a determinagio de um intervalo de consonincia ¢

¢ conhecida como quantidade pivotal.

Resumindo, suponhamos que uma amostra aleatéria de n observagdes tenha sido
obtida de alguma populagio com fung¢do densidade de probabilidade f(y,B). O
intervalo de consonéncia para o nivel de consonancia [-o de uma fungfo paramétrica

estimdvel g(f) € o conjunto de valores

t, sgB) =t

com pontos extremos, ¢, e £,, computados através da distribuigio de probabilidade de
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uma fun¢fo conjunta de g(B) e das observagbes. A fungio h{y,g(B)), é uma

quantidade pivotal. A desigualdade ¢, < h(y,g(P)) < ¢, pode ser invertida ou "pivotada’,

fornecendo t (y) < g(B) <t,(y). Desse modo,

Pl <g(B)st)) = 1-¢ )

Na verdade, existirdo infinitos intervalos que satisfazem (2). Os pontos extremos do

intervalo, em geral, sdo escolhidos de modo que seu comprimento seja 0 minimo

possivel.

11.8 INTERVALO DE CONSONANCIA PARA U8

Se I'B ¢ estimdvel, entdo, no modelo de Gauss-Markov normal, seu melhor

estimador linear ndo viciado, (I'B),, serd

'8y, = U'B = I'p = UBB'XYy
Pelo Teorema 5 do Capitulo 10,

U'b ~N(I'p,U'BBIc?)
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e pelo Teorema 7 do mesmo capitulo,

2
S—z(n By,
ag

onde §? = -;!-—1_-—];(}' ~XBY(y-Xb) ¢ k = p(X).

Podemos, entdo, tomar

_ Ub-1p

~ N(O,1)

onde h = I'BB’l. Como Z e 8% sio independentes,

z__ _Ib-lp

. San  SE
ol{n-k)

T =

T é funcdo dos dados e de I’B. Como, além disso, sua distribuicio ndo depende de

pardmetros desconhecidos, € uma quantidade pivotal. Entdo, podemos escrever
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1y _q! _
'P{“n-u-g < LAE AP ‘n—m-;} = 1-a )

onde tn_,q,_% ¢ o percentil l-—;- da distribuicdo ¢ de Student com n-k graus de

liberdade. Rearranjando a expressdo (3), temos

P{I’b—rﬂ_“_is‘/ﬁ <1p s I"b+tn_m_ls‘/}_z} =1-¢a
ooz 2

e, assim,

[I’b-tﬂ_m_%sﬁ;l’b +fn-k,1-§5\/’7]

¢ um intervalo de conson4ncia para I’B 2o nivel de consonincia 1-a.

11.9 INTERVALO DE CONSONANCIA PARA o?

Pelo Teorema 7 do Capitulo 10, sabemos que Q = S%(n -k)/o?, no modelo de

Gauss-Markov normal, tem distribui¢io qui quadrado central. Q é uma quantidade
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pivotal e, portanto, pode ser usada para calcular um intervalo de consonéncia para a

variincia do erro. Assim,

SZ
P{ql < E(n—k) < 9'2} =1-a

onde ¢, € g, s3o pontos da distribuigdo qui quadrado central que deixam regides sob

os extremos da curva da distribuigdo com 4dreas cuja soma € igual a a.

A expressio acima pode ser invertida, de modo que

27, 200
plSr-B) 2 S®-B| _4_,
q, q,

e 0 intervalo

S n-k) S*n-k)
% 4

constitue um conjunto de valores para 6>, consonante com os dados a um nivel de

consonancia igual a 1-a.
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11.10 REGIOES DE CONSONANCIA

Consideremos um conjunto de m fung¢des estimdveis linearmente independentes,

LB, com p(L)=m. Seu melhor estimador linear nio viciado, no modelo de
Gauss_Markov normal serd (L’ B), =L’p, onde b é qualquer solug@io das equagdes

normais. Para que !B seja estimdvel, Ue(X) ou, de modo equivalente,
e RX'X). Por isso, podemos escrever, para um conjunto de fungGes estimdveis

linearmente independentes, que L’ = Q’X’X para algum Q e
(L'B), = L'b = L'BB'X'y = Q'X'XBB'X'y = Q'X'B'X'y = Q'Xy
Como E(L'D)=LB e
var(L'b) = L'BB'X'XBB’'Lo¢* = Q’X’XBB'X’XBB'X'XQd? = Q'X'XQ¢? = L'Qc®
entdo, L'b~N(L'B,L'Qc?).
Seja, agora, a matriz G = L'Q e o vetor a, tal que
XQa -0 ~XXQa =0 ~La =0

Como p(L) = m, entdo, a = &. Portanto,
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XQa =0 —=a=0
¢ p(XQ) =m. Assim,
G = L'Q = 0'X'’X0 - (XQ)XQ
¢ nfo singular, de modo que a forma quadrética

J = (L'b-LBYG(L'b-L'B)~a*y’

Pode-se verificar tal fato, fazendo G™ = A’A e a transformacio 1VI'=A(L’.‘.‘o -L'B).

Como J ¢ composta de fungdes estimdveis, ela € independente de n—_:fSZ ~xi _x» Onde
o
k=p(X). Assim,
(L'B-LBYGYLB-L'B) .
- -kl-a
mS? s

€ 0 conjunto de consonincia € dado por

LB-L'3G'L'B-L'B) < mS’F,, ;. _, 4

onde F

mn-ki1-o € 0 Percentil 1-a da distribui¢do F com m e n-k graus de liberdade.
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(4) representa um elipséide em R”™ com centro em LD,

11.11 COMPARACOES MULTIPLAS

Em uma andlise de varifincia, um teste F indicando a presenga de diferencga
estatisticamente significativa para as médias de um fator, frequentemente nfo termina
a andlise. Em geral, estamos interessados em informacGes adicionais, como por

exemplo, quais das médias sdo diferentes.

Os testes de comparagdes multiplas de médias sio tteis para responder tais
questdes. Numerosos procedimentos estio disponfveis para realizd-los. Em geral, €
calculado um intervalo de consonéncia para a diferenga observada entre quaisquer duas
médias, ao nivel de consonincia desejado. Se o intervalo ndo contém o valor zero, as
duas médias sdo declaradas estatisticamente diferentes. Como os comprimentos dos
intervalos de consonéncia variam conforme o procedimento usado, os resultados

obtidos para um mesmo conjunto de dados podem variar de acorde com o método gue

estiver sendo empregado.

A interpretacdo das comparag¢Oes miiltiplas deve ser feita com cuidado. A falha
em detectar uma diferenga estatisticamente significativa entre duas ou mais médias nao
deve levar a conclusio de que as médias populacionais sio iguais. Na realidade, isso
significa que a diferenga, se existe, no deve ser grande o suficiente para ser detectada

com o tamanho de amostra analisada. Além disso, a nao significincia nfo € transitiva:
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dadas trés médias, a maior € a menor podem ser estatisticamente diferentes entre si,
sem que elas sejam estatisticamente diferentes daquela de valor intermedidrio. Esse é

um fato de ocorréncia frequente em comparagGes multiplas.

Em comparag¢des multiplas, intervalos de consonincia podem ser mais tteis que
testes de significdncia. Intervalos de consondncia mostram o grau de incerteza em cada
comparagic de uma forma facilmente interpretivel. Eles tornam mais ficil o

julgamento da significdncia prdtica de uma diferenga.

Uma forma simples de realizar comparages multiplas € construir um intervalo

de consondncia para cada par de médias, usando a distribuicdo ¢ de Student:

Bim byl s (Pi3;) * #2, S, v

onde ¢« € o percentil 1-% da distribuig2o ¢ de Student com v graus de liberdade
.

usados para estimar a varidncia; § € a raiz quadrada da estimativa da varidncia; y;

e )7j, as estimativas das médias de interesse; n. e n;, 0S numeros de observagdes

correspondentes.

No entanto, existe um problema com repetidos intervalos de consonéncia desse
tipo. Suponhamos que existam cinco médias e, para cada diferenca entre quaisquer
duas delas, seja construido um intervalo de consonancia ao nivel de consonéncia 0.95.

Haverd dez comparagdes, cada qual com probabilidade 0.05 de erroneamente nfo
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conter a média. Com dez comparagfes, a probabilidade de pelo menos um erro
certamente € maior que 0.05, sendo dificil o cdlculo da probabilidade exata.

Grosseiramente, assumindo independéncia, a probabilidade de pelo menos um erro serd
1-(1-0.05)" = 0.40

Possivelmente, nio se estard satisfeito com um intervalo de consonincia para

uma fungfo paramétrica com probabilidade 0.40 de ser consonante com o0s dados.

Muitos métodos tem sido propostos na literatura. Como ilustragio veremos dois

deles: o método de Tukey e o de Scheffé.

11.11.1 Método de Tukey

Sejam y;, i=1,..p, j=1,.,n, pamostras independentes de # varidveis aleatdrias

independentes, normalmente distribuidas, com média u;, e varidncia comum o2, Esse

€ um delineamento experimental balanceado e com um critério de classificaggo.

Desejamos testar

ot By = = M,

ou, equivalentemente,

o M~ p=0 i#i
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O problema pode ser resolvido construindo um intervalo de consonéncia para u,- g,/

e que serd dado por

GomFr) * @0 - )

/n

onde g, € o nivel de significincia o da variagdo estudentizada para p médias e v

graus de liberdade, usados na estimativa $2 da varidncia o2. A largura do intervalo

de consonéncia, para qualgper dado nivel de consonéncia, é maior quando ¢ € usado
no lugar de ¢. Os valores criticos de g encontram-se tabelados (por exemplo, Pearson
¢ Hartley (1966), Tabela 29).

Para entender o surgimento da expressio (5), note que a desigualdade

|(yi"yj) -S(au;"pj)l <c

serd verdadeira se, e somente se,

max{|(y; - 4,) = (0~ 1))}
ij
Ay

L

Como Rp = max{|(yi-pl.)—(yj—pj)|}, no MGMN, sfo p varidveis aleatdrias,
iy
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independentes' e com distribuicio N ~ (0,0%), o resultado (5) segue imediatamente.

A principal aplicagio do método de Tukey € a comparagio emparelhada de p
meédias, para determinar se qualquer das médias populacionais, p,,..,H,, diferem. No

entanto, aplicagdo a outros tipos de delineamentos € também possivel. Consideremos,
por exemplo, que existam dois critérios de classificagdo com r niveis do primeiro
fator, ¢ niveis do segundo e n observagdes para cada combinagio de niveis do primeiro

e segundo fatores. Para a comparagio das médias dos niveis do primeiro fator,

A;- A, o intervalo de consondncia serd dado por

)7i.._ }_'i".. T 4,0 T

S
Jen

Uma desvantagem do método € o fato de que todas as médias amostrais devem

ser baseadas no mesmo numero de observagdes, de modo que elas tenham a mesma
varincia o%/n. Na pritica, se o desvio da condigdo de balanceamento € pequeno, &
razodvel usar o método, colocando a média dos n, no lugar de n. Para situacdes onde

o desbalanceamento ¢ mais evidente, ndo hd outra alternativa senfio usar outro método

como, por exemplo, 0 método de Scheffé.

Uma generalizacio da comparacfio emparelhada de médias € o estudo dos

contrastes. Definimos um contraste de pardmetros g, como qualquer fungio linear
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P
P

i=l

cujos coeficientes /; tem a propriedade

P
Y4 =0

i=1

Assim, p;- 4, € 2p -(p,+ p,) sdo contrastes, mas g, — (g, + g,) ndo €.

Seja  um contraste e & o espago linear dos contrastes. Um intervalo de

?
consonancia para fungBes lineares Y Iy, serd dado por
i=1

(6)

para qualquer Ie€d. Note que para a comparacdo emparcthada de médias,

14
Y ll2=1.
i=1

A prova de {6) segue do Lema 1, para uma escolha adequada da constante ¢
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referida ali.
» Lema 1. Se [y, - y]| < ¢, para quaisquer i’ = 1,..,p, entio

P I
<oy Al )
2

i=1

P
E Ly

il

para todo I €.

Prova. Se [.=0,i=1,.p, (7) é trivialmente verdadeira. Suponhamos que

P
=0, i=1,p. Sejam P = (>0} e N={i:;<0}. Representando Y |/,{/2
_ i=1

por g,
1 1
= —% [ += -1
g 2; ;+ 2%;( )
Como
P
0 = Ezi = E’:*):l.-
i=1 icP ieN

sCgue quc
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Yh=Y(l)=¢g
icP ieN
P
Multiplicando e dividindo Y £,y; por g, temos
i=1
S CIDY LY+ 3 LY Ly
Ely - eN ieP ieP  jeN
i 8
2 Ly + 33 Wy,
_ FeP yen ieP {en
4
DISMACHCASD
_ TP ilenw
g
Mas, para i€P ¢ i'eN,
|li(_l,'f)(yi_yif)| = lj(_l;f)[yi_yi"l s zg("lgf)c
e, assim,
I IRACH
il.y, ¢ L ieN 8¢ -0 <
el 8 4
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11.11.2 Método dg Scheffé

Seja o vetor nx1, y~N(u,04I), onde p =XPp. Para o caso particular de
andlise de variancia, Scheffé mostrou que os intervalos de consondncia simultineos,

com nivel de consonancia 1-« para todos os contrastes de g, tem a forma

Uy + S\/(p ~DF, e I'BB &

onde p € o mimero de tratamentos; S € a raiz quadrada da estimativa da variincia; #

o total de observaces e F, o percentil 1 -« da distribuicdo F, com p-1 e

—1,n_—p;n k4

n - p graus de liberdade.

Para verificar a validade da expressio (8), necessitaremos do lema e do

teorema abaixos.

» Lema 2. Se ¢>0,

E
Ea;}’i
i=

k 1
< C(E asz, para todo a, i=1,.k se, e
i=i

k

2

somente se, ¥ y; < 2.
i1

Prova. Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz (Mood, Graybill e Boes, 1974,
pag. 162),
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k
Considerando ¥ ¥7 s ¢?, segue que

i=1

. [z)

i=1

k
Y ay,
inl

Por outro lado, escolhendo a,=y,, i=1,.k, a desigualdade

E
E a,¥;

i=1

)

i=1

forna-se

» Teorema 2. Se o vetor aleatério y ~ N(XB,o%I), onde X é nxp, & é um

subespaco de dimensio 4 do espaco Euclidiano p-dimensional, entdo
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| P[l:’(ﬁ—a)l < §dF,, , VBB1} = 1-a

para qualquer [ e &,

Prova. Seja a matriz L, dxp, de posto completo, cujas linhas constituem uma
base para &. Seja o conjunto de fun¢des G =LB e G=Lf . Para Ic ¥, a

combinagdo linear ¥'B (ou #’B) € igual a A’G (ou A'G), para algum A.

Assim,
I'B = A'G = MLB

Como a igualdade vale para qualquer B, entio, I’ = A'L. Agora, no modelo
de Gauss-Markov normal, § ~ M(B,a’BB’) e, entdo, LB ~ N(L8,02LBB’'L’)
ou G ~N(G,0’LBB'L’y. Também, Ip=Ar'¢~NU'B,6*l'BBT) ou
A'G - N(\'G,0*A'LBB'L'A). Como LBB'L’ é positiva definida, existe uma

matriz 7, tal que TLBB'L'T' = I.

Sejam agora, & = TG ¢ & = TG, Assim, & ~ N(TG,o*TLBB'L'T") ou
6 ~N(,0M)e os §,i=1,.d, sio varidveis aleatérias normais,

independentes, com média &, e varidncia comum o2,
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d
A razio ¥ (8,-8,) [dS? tem distribuigdo F, pois §? € independente

i=l

de & (j4 que ¢ independente de B).

Pelo lema acima,

S2

an -pe

d
Y (8- 6, < dF,
i=1 _

se, € somente se,

d d
2“:‘(&" d)} < S\} dF g5 pie Zl:af

para todo a = [a1 ad] e, entao,

P{la’(s -8)| < $,/dF,, ,.a'a} = 1-a ©)

Mas

a's = a'TG = a'TLP
a'd = a'TG = o'TL{
a'a = a'Ta = a'TLBR'L'T'a
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Vimos que
Ue R(L) = U'BeR(LP) ~I'p = MLP

para algum A’. Mas a'TL8 € R(Lp) e, entdo, existe uma correspondéncia

entre @ € A através de A’ = a’T. Portanto, a expressio (9) pode ser escrita

como

PIWLB - s 5,fdF,, , GLBBLD)} = 1-a

e, como I’ = AL, a dltima expressio se torna

P[II’(ﬁ -p)| < SJdde__p;ul’BB’l’} =1-g «

Considerando B =1y ¢ d = p-1, o resultado (8) € imediato.

O método de Scheffé¢ é uma técnica muito versdtil e pode ser aplicada a
quaisquer fungdes lineares estimdveis. No entanto, sua versatilidade constitui, ao
mesmo tempo, sua maior deficiéncia. Por exemplo, para a comparagio de pares de
médias, o método de Tukey fornece intervalos mais estreitos que o método de Scheffé.

Portanto, é mais sensivel que este Wltimo nessas situagoes.
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11.12 EXEMPLO 2

Como ilustra¢do do uso dos intervalos de consondncia, vejamos um exemplo.
Para o conjunto de dados do Quadro I do Capitulo 3 foi ajustado um modelo. No
entanto, por aquela andlise, ndo se pode inferir quais niveis do fator, digamos nivel
de ingestﬁd alcodlica, sdo estatisticamente significativos. Para isso, apliquemos os
métodos de Tukey e Scheffé, O seguinte programa' SAS’® pode ser usado péra essd

analise:

PROC GLM;
CLASS PACIENTE INGESTAD;
MODEL VALINA=PACIENTE INGESTAO;
MEANS INGESTAOQ { TUKEY SCHEFFE;
RUN;

O resultado da andlise (excluida a tabela de andlise de variincia j4 mostrada no
Capitulo 3) encontra-se no Quadro 1. Na parte superior do quadro, para 0 método de
Tukey, nota-se o valor do nivel de significincia @=0.05 e do nfvel de consondncia,
referido como ’Confidence’. Além disso, observa-se, também, o valor (3.532) da
quantidade pivotal (variacdo estudentizada) que deixa sob os extremos da curva da
distribui¢io desta, regides cujas dreas somam «. As mesmas informaches para o
método de Scheffé encontram-se no centro do quadro. As comparagdes significantes,
para ambos os métodos, estdo indicados por ’***’ Note que as larguras dos
intervalos, para cada uma das comparagdes de médias, sGo maiores no método de
Scheffé que no de Tukey. No entanto, apesar desse fato, as diferengas estatisticamente

significativas encontradas foram as mesmas em ambos os métodos.

0 comando MEANS calcula a média das observagdes para cada nivel do fator indicado (INGESTAQ). As opgdes
TUKEY e SCHEFFE fornecem os intervalos de consonincia para as vérias combinagdas de niveis do fator.
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‘Quadro 1. Comparagido miltipla de médias

General Linear Models
Tukey's Studentized Range (HSD) Test for variabie: VALINA
NOTE: This tcst controla the type I experimentwisc error rats,

Alpha=0.05 Confidence=0.95 df=24 MSE=0.001695
Critical Valuc of Studentized Range=3.532

Comperisons significant at the 0.05 level are ndicated by "****.

Simultaneous Simullancous
Lower Difference Upper
INGESTAD Confidence Between Confidence
Comparison Limit Mecans Limit
BATXA - ALTA 0.0454 0.0030 0.0515
BATXA - MEDIA 0.0750 01318 0.1387 #»»
ALTA - BAIXA -0.0515 -0.0030 0.04354
ALTA - MEDIA 0.0625 0.1228 0.1952 #+=
MEDIA - BAIXA D.1887 -0.1318 -0.0750 ==+
MEDIA - ALTA -0,1952 -0.1288 -0.0625 v

Scheffe's test for variable: VALINA

NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate but
generally has a higher type I ereor rate than Tukey's for all

pairwisc comparisoms,

Alpha=0.05 Coufidence=0.95 df=24 MSE=0.001695
Critical Valve of F=3.40283

Comparisons siguificant at the 0.05 level are indicated by "***,

Simullanecas Simultsneous
Lower Difference Upper
INGESTAQ Coafidence Between Confidence
Comparison Limit Means Limit
BAIXA - ALTA 00476 0.0030 0.0536
BAIXA - MEDIA 0.0725 0.131% 0.1912 #=x
ALTA - BAIXA 0.0536 00030 0.0476
ALTA - MEDIA 0.0593 0.1288 (.1981 *==
MEMA - BAINA -0.1912 0.1318 0.0725 s+

MEDIA - ALTA -0.1981 -D.1288 -0.0595 e




Capitulo 12
Anadlise de Covaridncia

12.1 INTRODUCAO

Consideremos a situagﬁb onde observamos um conjunto de varidveis
aritméticas, ¥, resultantes da aplicacdo de algum plano experimental sobre um sistema.
Se, juntamente com ¥, forem observadas outras varidveis, Z, ou seja, varidveis que
variam junto com Y {(ou covaridveis), e que ndo foram controladas pelo plano
experimental, estamos diante do que € referido como andlise de covaridncia. Pretende-
se estudar o comportamento de ¥ com base nas varidveis de planejamento, bem como
nos valores das covaridveis. Conceitualmente, nfo existe diferenga entre a anélise de
covaridncia e os modelos lineares vistos até agora. Eles diferem apenas na origem dos
elementos da matriz do modelo. Dentro desse contexto, os procedimentos para resolver
as equacdes normais, testar hipdteses e calcular redugdes nas somas de quadrados

seguem o mesmo padrdo jd estudado. Nenhum conceito adicional estd envolvido.

Podemos considerar a andlise de covaridncia como o ajuste do modelo

y=X'8"onde X=X Z] e |3"= [B v]. X é uma matriz de varidveis indicadoras
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como anteriorm_ente; Z, uma matriz de covaridveis ¢ B e y os parimetros
correspondentes. Além do significado estrutural do modelo de andlise de covariincia,
a quebra da matriz do modelo (e a correspondente parti¢io do vetor de pardmetros)
em duas partes, fol conveniente na era anterior aos computadores. Ela representava
uma estratégia dtil para a resolugdo das equagdes normais. Hoje em dia, do ponto de
vista computacional, a presenga de varidveis ndo classificatérias em uma ou mais

colunas na matriz do modelo, tornou-se irrelevante.

Como ilustragio, consideremos o modelo particionado (8) da se¢io 3.5 e

fagamos X, =X, X, =Z, f,=B-e B,=v. As equagbes normais reduzidas para Z,

eliminando X serdo
ZI-P)2ZY = ZI-Py)y

Retirando o valor de Z’Z% dessa ultima equagdo, substituindo em (9b) da se¢io 3.5

¢ simplificando temos que
Xb = Py(y-Z7)
Pode-se venificar que a soma de qﬁadrados associada ao modelo (8) da se¢do 3.5 €
SOM = b'X’y +$'Zy

Mas isso € igual a
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[Py -ZD)]y +4'Z'y = y'Pyy -4'Z'Pyy + ¥'Z'y = y'Pyy + YZ/U-Py)y
A soma de quadrados do residuo serd
SQR = y!(I_Px)y - ?’Z!(I_Px)y

Portanto, a soma de quadrados do resfduo para o modelo com covaridveis serd igual
a soma de quadrados do resfduo ignorando Zy, menos uma certa quantidade que
depende das covaridveis. Assim, a introdugio da covaridvel no modelo, reduziu a

soma de quadrados associada ao residuo. ’

12.2 OBJETIVOS

O objetivo bdsico da andlise de covariincia € fazer inferéncia sobre médias de
grupos ou de tratamentos de uma varidvel resposta ¥, medida em cada unidade de
estudo. A outra varidvel, a covaridvel Z, forriecerd também informagdo sobre Y,

predizendo, em algum grau, sua resposta final. Isso € feito de duas formas:

1. a variagdo em Y que estd associada com Z € removida da varidncia do erro,
resultando em estimativas mais precisas € testes mais poderosos e

2. as médias da varidvel ¥ para cada grupo sdo ajustadas para as médias das
covaridveis, dentro de cada grupo. Assim, as médias de Y tornam-se¢ mais

COMmparaveis.
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Como exemplo, Snedecor e Cochran (1980, pag 365) citam a aplicagio da
andlise de covaridncia sugerida por Fisher em experimentos sobre produgio de chd.
Uma importante fonte de erro, nesses casos, € a coincidéncia de tratamentos com
plantas cuja produgdo € maior que outras. No entanto, os resultados apresentam certa
estabilidade de ano para ano. O uso da covaridvel Z, onde esta ¢ a produgfo anterior
& aplicag@o dos tratamentos, serve como indicador da habilidade associada ac padrao
genotipico de produgio de cada planta. Ajustando o resultado final apds os tratamentos
para essa produgdo esperada, obteremos um erro experimental menor €, portanto,
comparacdo mais precisa entre os tratamentos. Este uso da andlise de covariancia €

possivelmente o mais comum.

12.3 O MODELO

O modelo mais simples de andlise de covaridncia, composto por um fator € por

uma covariavel, serd

Yy = BrA+YZ M

onde o ultimo termo & direita corresponde a introdugéo da covaridvel no modelo linear

jé estudado anteriormente.

No caso do exemplo da seg¢do anterior, y; € a produgdo da planta j apds o

tratamento A;, Z; a produgdo da mesma planta, anteriormente ao tratamento 4;, € ¥
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um pardmetro desconhecido. A média observada para o tratamento A, serd
y, = B4+ yf,._ CAssim, A, =y, - p - yZ-L . O ltimo termo 2 direita da dltima equagio
é o fator que ajusta a média da produgfo de ché, ¥y, , apds os tratamentos. Suponha

que no ano anterior, a planta que estd recebendo o tratamento I forneceu 10 Kg a mais
de chd. Suponha, também, que o coeficiente de regressdo de y sobre z, onde z € o
vetor de valores observados da covaridvel Z, foi 0.2, significando que cada quilo de

aumento em Z correspondeu a 0.2 Kg de aumento na producgdo final de chd. A média
observada )7 , deve ser diminuida de (0.2)(10)=2 Kg, para tornar o tratamento I mais

compardvel aos demais tratamentos.

O modelo pode ser ampliado em dois sentidos: o uso de mais que um critério
de classificacdo, interacdes e efeitos hierdrquicos, por um lado e, por outro, a

ocorréncia de mais que uma covarivel,

0O modelo (1) represehta, também, um feixe de linhas paralelas com

coeficientes angulares comuns iguais a y e interceptos iguais a p+A4,.

De uma forma mais geral, o modelo de anélise de covariincia pode ser escrito

COmo
y = XB+2Zy 2

Fazendo X" =[X Z] e B~ = [p’ y'] teremos o modelo y =X*B*. As

equacdes normais serao
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[

X*’X!ﬁ! - x‘y

Sob o aspecto computacional, vale lembrar que o ajuste do modelo de andlise
de covaridncia com as covaridveis entrando em primeiro lugar no ajuste, jd foi visto
quando tratamos das Somas de Quadrados tipo I. Portanto, serd possivel analisar
através de testes de significincia realizados com a estatistica F, o efeito das varidveis

classificatérias corrigidas pelas covaridveis.

12.4 APLICACOES DA ANALISE DE COVARIANCIA

O teste de heterogeneidade de coeficientes angulares € uma extensdo natural da
andlise de covaridncia. A andlise de covaridncia testa a diferenca dos interceptos de
um feixe de retas, assumindo coeficientes angulares constantes. O leste para
heterogeneidade de coeficientes angulares verifica a validade desse fato: testa se os
coeficientes angulares sdo constantes ao longo dos grupos. Por exemplo, consideremos

o modelo com uma covaridvel e um critério de classificagio

Yy = B+ PuZ;tey | 3)

onde i denota os tratamentos. Note que o modelo (3) € equivalente ao modelo (1). A

hipétese de interesse serd

Hy By = By )
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para qualquer i#i’,

A eventual diferenga entre os grupos estd refletida na presen¢a ou nio de

interacdo entre os grupos € as covaridveis, Denotando a intera¢do por Z*4, as SQ I

para o modelo y, = p+ A, +Z;+ Z+A,; + e, podem ser usadas para o teste da hipGtese

).
Qutra aplicagdo € o cilculo das médias gjustadas ja referida na segfo 12.2.

Essa aplicago &, segundo Searle, Speed e Milliken (1980), uma extensio das médias

de minimos quadrados'. Consideremos o modelo de Gauss-Markov normal com dois

critérios de classificacdo, y,, = p +4, +B,+A*B;. Podemos, também, escrever
E(yqr) = ‘ufj = U +A‘. +Bj +A*B§

Médias de minimos quadrados podem ser calculadas para cada nivel de cada

fator (incluindo os niveis da interagdo). Define-se a média de minimos quadrados, por

exemplo para o nivel i do fator 4, MMQ(4,), como

b
MMQA) = p,; = Euij/b O
i=1

onde b é o nimero de niveis do fator B. Equivalentemente, define-se MMQ(BJ.) e

10s autores sugerem o uso da denominagio médias marginais populacionais. Manteremos aqui o termo média de
minimos quadrados que € o utilizado pelo sistema SAS'
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MMQ(A *Bii)' respectivamente, como

MMQ(B) = p; = Epﬁ/a (6)

i=l

MMQ(A*B,)) = p, (7

onde a € o mimero de niveis do fator A. Note que estas expressdes nao correspondem

aos valores esperados das médias observadas. Por exemplo, para 4,

b b
E() = 2ongtty[ 3o ng
=1 =

onde n; € 0 nimero de observacdes na combinagio do nivel { de A com ¢ nivel j de

B.

O melhor estimador linear nfo viciado das médias de minimos quadrados serd

a média dos melhores estimadores ndo viciados dos By & assim, uma determinada
média de minimos quadrados existiré se, e somente se, todos os g implicados forem

estimdveis. Se existirem #;, = 0, Searle, Speed e Milliken sugerem o emprego de uma

média de minimos quadrados modificada.

Por (5), (6) e (7) vé-se que essas médias marginais sdo independentes dos "
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Se o plano experimental € balanceado, essa € uma consequéncia ébvia. Havendo
desbalanceamento, as médias de minimos quadrados sfio equivalentes &s médias das
classes e subclasses em um plano experimental balanceado, com as covaridveis em seu

valor médio?.

Consideremos o nivel A, e um vetor de covaridvies z no modelo

E(y)=XB+Zy. A MMQ(A,) correspondendo a z =z, € definida, supondo que

existam dois critérios de classifica¢do, por

MMQA, |z=2,) = iy +zZgy = MMQ(A,) + Zy

Para um plano completamente aleatorizado (um critério de classificagdo) com uma

covaridvel,
MMQ(A|lz=2,) = MMQ(A) + vzy = p+4A, + vy
Seu melhor estimador linear n3o viciado serd
EMMQ(A,|z=2,) = ¥, + V2,
Usando -z, no lugar de z,,

EMMQ(A,|z=-7,) = ¥, - 7%,

20 manual do PROC GLM do SAS® fornece um algoritmo para esse cédlculo.
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que corresponde 2 estimativa da média de A, corrigida pela covaridvel.

12.5 EXEMPLO

Como ilustracdo do emprego da andlise de covaridncia, vejamos um exemplo
(Freund, Littell e Spector, 1986). Os dados do Quadro I referem-se a um experimento
sobre o crescimento de ostras. Seu objetivo € determinar se o crescimento € afetado

- pela exposigdo A dgua aquecida ¢ pela posi¢do (na superficie ou no fundo) dentro da
agua. Quatro sacos com dez ostras cada um foram aleatoriamente colocados em cada
uma de quatro posi¢oes dentro de um canal. Um quinto saco foi colocado fora do

canal. As classificacfes foram:

. entrada-fundo

. entrada-superficie
. safda-fundo
saida-superficie

. fora do canal

U’t:P-'-LaJl\Jn—t

As posigOes na entrada do canal agem como controle j4 que a temperatura na saida do
canal é maior. A posi¢do fora do canal serve como controle geral para o caso da
influéncia de algum outro fator que ndo a temperatura. Os pesos iniciais de cada ostra
foram tomados. Eles foram novamente medidos um més apds. O seguinte programa

SAS* foi usado para a andlise que se encontra nos Quadros ITa, IIb e III.



Andlise de Covaridncia 291

PROC GLM;

CLASS TRT;

MODEL FINAL=INICIAL TRT;

LSMEANS TRT,

RUN:
O comando LSMEANS foi usado para o cdlculo da média de cada tratamento corrigida
pela covaridvel (o tamanho inicial). Elas sdo apresentadas no Quadro III. As médias
finais por tratamento sem essa corregdo foram, respectivamente: 34.475; 31.650;
30.850; 32.225 e 25.025. E importante se verificar que a SQ I para INICIAL (Quadro
IIb) foi 342.36. Essa soma de quadrados foi retirada da soma de quadrados do residuo
(Quadro I}, resultando o valor de 4.22. Caso a covaridvel ndo tivesse sido usada, essa

soma de quadrados seria 346.58 e o efeito dos tratamentos ndo teria sido detectado.

Quadro 1. Dados para andlise de covarifincia

OFES TRT REP INICIAL FINAL
1 1 1 27.2 326
2 1 2 32.0 36.6
3 1 3 330 277
4 1 4 26.8 310
5 2 1 28.6 138
6 2 2 26.8 317
7 2 3 26.5 30.7
8 2 4 26.8 304
9 3 1 22.6 52

10 3 2 2t4 29.1
11 3 3 232 8.9
12 3 4 244 30.2
13 4 1 293 350
14 4 2 21.8 : 21.0
15 4 3 3 64
16 4 4 243 30.5
17 5 1 20.4 24.6
18 5 2 19.6 234
19 3 3 25.1 30.3
20 5 4 181 21.8
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Quadro Ha. Resultado da andlise de covarifincia

General Linear Modsis Procedure
Dependent Varisble: FINAL
Source Sum of Mean
pr Squarca Squarc F Value Pr>F
Modcl 5 3544471767  70.8894353 235.05 0.0001
Error 1 4.2223233 0.3015945
C. Total 19 358.6695000
R Square Root MSE FINAL Mean
0.988228 0.549176 30.8450000

Quadro IIb. Resultado da andlise de covaridncia

General Linear Modzls Procedure

Drependent Varisble: FINAL

Source DF Type 188 Mean Square F Value Pr>» F
INICIAL 1 342.3578175 342.3578178 1135.16 0.0001
TRT 4 2.0893593 3.0223398 10.02 0.0005
Source DF Type 111 S8 Mean Square F Value Pr>F
INICIAL 1 156.0401767 156.0401767 517.38 0.0001
TRT 4 12.0893593 3.0223398 10.02 0.0005

Quadre ITI, Médias dos tratamentos corrigidas pela covaridvel

Genoeral Linzar Models
Least Squares Means

FINAL
TRT LSMEAN

30.1531125
30.1173006
32.0523296
31.5046854
30.3975719

L P R




’ Capitulo 13
Exame dos Residuos

13.1 INTRODUCAO

Os residuos de um ajuste s@o definidos como as n diferengas r, =y,-y,,

i=1,.,n, onde y, é uma observagio e ¥, o correspondente valor obtido através do -
ajuste do modelo linear., O conjunto dos 7 residuos constitui o vetor
r=y-y =y-Xb. Os r, s as quantidades -que restam apds as contribuicdes
associadas ao modelo assumido terem sido removidas. Eles sao as diferengas entre o
que € observado e 0 que € predito pelo ajuste, ou ainda, € o que o ajuste do modelo
foi incapaz de explicar. Se eles contém tendéncias sistemdticas nfo explicadas,

devemos suspeitar do modelo. Assim, o estudo dos residuos antes da andlise estatistica

propriamente dita, deve sempre ser realizado.

Uma caracteristica importante dos residuos e que serd itil na sua andlise € sua

sua varidncia. No modelo de Gauss-Markov normal,

var(r) = var((I-Pyy) = (I-P){d -Py)o* = (I-P P
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onde (I-P,) ¢ o projetor no espaco de erro de X e, portanto, é simétrico ¢

idempotente, Assim, nota-se que os residuos nio sfo independentes. Todavia, tal

dependéncia, em geral, ndo causa problema na andlise.

O exame dos residuos pode fornecer informagdes sobre o ajuste do modelo de

Gauss-Markov normal e € possivel se verificar os seguintes fatos:

1. se alguma varidvel importante ndo estd presente ou foi considerada em forma

inadequada (por exemplo, linear quando deveria ser quadrdtica);
2. se os y; foram corretamente observados em razdo da presenga eventual de

valores aberrantes;
3. se as observagdes s30 homoceddsticas e ndo correlacionadas; ou ainda,

4. se o erro tem distribuigio normal.

Além disso, se o intercepto estiver no modeclo,

S =1r=1U-P)y=00-1)y=0

i=1

Como consequéncia, r =0. Esse fato pode ser usado como uma forma de se verificar

se os cdlculos realizados para o ajuste do modelo estdo corretos. Caso a soma dos
residuos ndo seja igual a zero (e o vetor de 1’s estiver presente na matriz do modelo),

deve-se suspeitar de problemas numéricos no ajuste.
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13.2 METODOS GRAFICOS PARA O EXAME DOS RESIDUOS

Os métodos gréficos para o exame dos residuos que serdo vistos a seguir sdo:

. Diagrama de pontos.
. Sequéncia temporal, se esta é conhecida.
. Resfduos plotados contra os valores preditos,

. Residuos plotados contra possiveis varidveis de interesse.

th £ W M =

. Qutros,

Tomemos um exemplo para o estudo dos métodos acima. Seja o modelo
Yy=u+A+Z.ve,, i=12, j=1,..n,, Z ¢ uma covaridvel. Os dados, os valores

ajustados e respectivos residuos encontram-se na Tabela 1.

13.2.1. Diagrama de pontos

O diagrama de pontos dos dados do exemplo é mostrado na Figura 1. Se o modelo
estiver correto, os residuos devem ser compativeis com dez observagbes de uma
distribuigdo normal de média zero. Quando o niimero de observagdes ¢ pequeno,
considerdvel flutuagdo ocorrerd de modo que a falta de normalidade pode ser apenas
aparente. Quando desvios grosseiros ocorrem, explicagdes devem ser buscadas. No

caso do exemplo, ndo existe motivo para duvidar da presenga de normalidade.
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Tabela 1, Dados, valores ajustados e respectivos residuos apds ajuste

y 7 A A, z ¥ r
53 1 1 0 5 50 3
49 1 1 0 5 50 -1
48 1 1 0 3 49 -1
48 1 1 0 8 50 -2
50 1 1 0 4 49 1
59 1 0 1 8 62 -3
61 | 0 1 2 61 0
62 1 0 1 8 62 0
63 1 0 1 3 61 0
65 1 0 1 10 62 3

Um procedimento alternativo é o grifico probabilistico onde, pela caracteristica
da escala dos eixos, espera-se encontrar uma linha reta caso a normalidade esteja

presente.

Quando o niimero dos residuos € grande, em lugar do diagrama de pontos
pode-se empregar um histograma. Além disso, o cdlculo dos momentos amostrais pode
ser Util no sentido de dar uma idéia da distribuigio probabilistica dos valores dos

residuos.
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Figura 1. Diagrama de pontos dos residuos

Observagies aberrantes

- A patologia mais comum detectada com o diagrama de poatos € a
presenga de um ou mais residuos muito maiores em valor absoluto que os
demais. O ponto aberrante indica uma observagio que ndo € tipica em relagdo
as restantes. Detectado o ponto aberrante, ele deve ser submetido a cuidadoso

¢xame para se buscar a razdo de seu aparecimento.

Uma atitude frente a um ponto aberrante € seu descarte do conjunto de
dados e reandlise dos mesmos sem essa observacao. Rejeicdo automdtica nfo
€ um prdcedimentb prudente, pois, muitas vezes, aquela observagio estd
fornecendo informagao nao presente nos outros pontos: o ponto aberrante pode
ter surgido de uma combinacio ndo usual de circunstincias que pode ser de
interesse. Como regra geral, os pontos aberrantes devem ser descartados

somente se s3o provenientes de erro no registro dos dados.
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13.2.2, Sequéncia temporal

Consideremos que os resfduos do exemplo tenham ocorrido na seguinte ordem
e em intervalos de tempo igualmente espagados: -1, 3,0, 1, -1, -2, 0, -3, 3, 0. O
grifico € o mostrado na Figura 2. Ele d4 a impressio de uma banda horizontal como
na Figura 3, indicando que com o passar do tempo ndo existe alteragdo do sistema.
Por exemplo: no experimento pode estar envolvida uma substincia quimica cuja
atividade diminui aos poucos, ou ainda, um técnico que vai se tornando mais treinado.
Tanto uma situagdo, quanto a outra, podem provocar distor¢oes nos resultados,
passiveis de serem detectadas com os residuos plotados em sequéncia temporal. Os

dados do exemplo n3o mostram evidéncia desse tipo de efeito.

Ao contrdrio da banda horizontal da Figura 3, outros padrdes podem ser

encontrados, como os das Figuras 4a, 4b e 4c.

Na Figura 4a, a varidncia ndo € constante, mas aumenta com o tempo, Assim,
0 método dos minimos quadrados ponderados deve ser usado. Na Figura 4b, um termo
linear no tempo deve ser incluido no medelo. Finalmente, na Figura 4c, a curvatura
indica que um termo quadritico ou de ordem superior no tempo necessita ser

adicionado ao modelo. Combinagles ¢ variages desses efeitos podem obviamente

OCOITCT.
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Residuos

4 .
3t | =

2 L

Figura 2. Residuos plotados em ordem temporal

Figura 3. Aspecto satisfatério do gréfico dos residuos

13.2.3. Residuos X valores preditos

O grifico residuos X valores preditos para os dados da Tabela I é mostrado
na Figura 5. A banda horizontal, como na Figura 3, ndo mostra evidéncia de

anormalidade, de modo que o ajuste parece razodvel.
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Figura 4a. Varidncia crescente dos dados

= |

Figura 4b. Modelo inadequado

AN

Figura 4¢. Modelo inadequado
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Residuos

4 r

Figura 5. Residuos plotados contra os valores preditos pelo ajuste

Problemas estariam indicados por grificos como os da Figura 4a, 4b e 4¢. Na Figura
4a, a varidncia ndo € constante como assumido e € preciso, ou usar o método dos
minimos quadrados ponderados, ou realizar uma transformagfio em y antes do ajuste.

A Figura 4b indica erro na andlise: residuos negativos associados a valores baixos de
¥; ¢ residuos positivos, a valores altos de ¥,. J4 a Figura 4c mostra que o modelo é
inadequado: faltam, por exemplo, termos quadraticos ou produtos cruzados. O padrio

também pode indicar a necessidade de uma transformagio em y antes do ajuste.

Pode-se questionar o uso dos ¥; no lugar dos y,. Isso ¢ feito pois os residuos

e os valores observados, em geral, s3o correlacionados ao passo que os residuos e os

valores preditos ndo o sao.
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cav(F,r) = cov(Pyy,(I-P;)y) = ¢’PI-Py) = @

13.2.4. Residuos X possiveis varidveis de interesse

Os residuos devem ser plotados contra qualquer varidvel de eventual relevéncia.

Suponhamos que os residuos do exemplo fossem plotados contra a temperatura
ambiental no momento da obtengdo de cada y,. Uma correlacio entre essas varidveis,

além de auxiliar o entendimento do processo, pode sugerir a inclusio da temperatura

no modelo.

O grdfico pode ter qualquer uma das formas incluidas na Figura 4 e a

- interpretacdo € equivalente 2 interpretagio do gréfico residuos X valores preditos.

13.2.5, Qutros

O conhecimento do problema em estudo pode sugerir outros tipos de gréficos.
Por exemplo, suponhamos que os onze resfduos do exemplo da Tabela I tenham sido

obtidos de trés mdquinas diferentes:

A 0, -1, -1
B:; -2, 0, -3
C: 31, 0,3

’
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Os diagramas de pontos para cada mdquina separadamente sio mostrados na Figura
6. Nota-se que o padrio da distribuigio dos resfduos para a méquina C £ diferente das

duas outras. Isso sugere a introdu¢iio de outra varidvel classificatéria’ no modelo

correspondendo & mdquina na qual y, foi medido.

Draper ¢ Smith (1981, Cap 3) discutem em detalhe a andlise de residuos.

Figura 6. Residuos indicando efeito nfo incorporadoe no modelo ajustado

13.3 EXEMFPLQ

Veremos agora um exemplo em que o estudo dos residuos indica a diregiio em

que deve caminhar a andlise. Considere os dados do Quadro 1. Eles foram gerados de
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modo que as 'observagdes’ para cada tratamento possuem varidncias desiguais.

Os dados foram analisados pelo programa SAS *:

PROC GLM;
CLASS TRT;
MODELO Y=TRT;
OUTPUT OUT=SAIDA P=PY R=RY;

PROC PLOT;
PLOT RY*PY / VREF=0;
RUN;

A observacao do grifico dos residuos - RY X PY (Quadro II) - antes da leitura
da tabela de andlise de varidncia, mostra a patologia presente no conjunto de dados.
Considerando o inverso do quadrado dos valores preditos (1/(PY)?) como peso, novo

ajuste foi feito:

PROC GLM;
CLASS TRT;
MODEL Y=TRT:
WEIGHT PLSO;
RUN;

O grdfico dos residuos (RES) contra os valores preditos (PRED) para 0 novo ajuste
(Quadro III), mostra sensivel melhora. Obviamente, € possivel tomar-se estes valores

preditos para ponderar novo ajuste,

A tabela de andlise de varidncia referente a esse ajuste encontra-se no Quadro
IV. Deve-se levar em conta, entretanto, que estas somas de quadrados n3o sio

comparaveis as somas de quadrados do ajuste sem a ponderagio.
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Quadro I, Dados para ajuste de minimos quadrados ponderados

OBS TRT REP Y
1 A 1 63.6096
2 A 2. 59.8402 .
3 A 3 60.7932
4 A 4 57.8334
5 A 5 64,4766
[ B 1 67,5031
7 B 2 72.0546
8 B 3 69.6536
9 B 4 67.6233
1¢ B 5 70.1276
11 C 1 75.57132
12 C 2 78.4992
13 C 3 841100
14 C 4 T5.1751
15 [ 5 75.5343
16 D 1 83.6360
17 D 2 92.7257
18 D 3 87.595%
1% D 4 79.2012
20 D 5 93.44616
Quadro II. Grifico residuos X valores preditos para o ajuste do Quadro II
Plot of RY*PY. Legend: A = 1 cbs, B = 2 obs, ez,
RY |
10+
|
| A B
| A
i A A
D +—A B A A
I oA B C
| A A
|
| A
100+
-+ + + + + + +
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Quadre III, Grifico residuos X valores preditos para o ajuste do modelo sem ponderagio

Piot of RES*PRED. Lepend: A = 1 obs, B = 2 obs, ctc.

RES |
01 + A

| B

| A

! A A

| A A
0.0 + A A—

| B

| C B

| A A

I }

!
-1+ A

—+ + + + + + +

FRED

Quadro IV. Tabela de andlise de variéncia

General Lincar Models Procedure
Dependent Variable: Y
Weight: PESO
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr>F
Model 3 0.33947141 0.11315714 45.71 0.0001
Ertor i6 0.03950675 0.00247542
C. Touz} 1% 0.37907816
P-Square Root MSE Y Mean
0.8955183 0.0497533 73.9514
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