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Resumo

Existem na literatura diversos conceitos e defini¢oes que caracterizam e dao condigoes de oti-
malidade para as solucoes de um problema de programacao multiobjetivo. A mais importante
¢ a condicao necesséria de primeira ordem, que generaliza a condigao classica do tipo Karush-
Kuhn-Tucker em otimizacao nao linear. Esta condicao garante a existéncia de uma vizin-
hanca arbitraria onde uma solucao 6tima esté contida. No entanto, para se obter condicoes
suficientes de otimalidade, tanto local como global, é necessario impor hipéteses adicionais
sobre as funcgoes objetivo e o conjunto de restricoes, como convexidade ou as suas gener-
alizagoes. Em determinados problemas tais hipéteses podem ser muito restritivas. Neste
trabalho, introduzimos um conceito alternativo para identificar a vizinhanca de uma solucao
otima local em problemas de programacao multiobjetivo. Em uma primeira etapa, usando
este conceito, obtemos condi¢oes necessarias e suficientes de otimalidade para as solugoes
de um problema particular, onde cada funcao objetivo é constituida de um quociente de
fungoes quadraticas e o conjunto de restrigoes é formado por desigualdades lineares. Entao,
mostramos como calcular o maior raio da regiao esférica centrada em uma solugao 6tima
local na qual esta solucao é 6tima. Nesse processo, podemos concluir que esta solucao
também é globalmente étima. Em uma segunda etapa, usando o gradiente e a Hessiana de
cada funcao quadratica, caracterizamos as solugoes o6timas locais. Em uma terceira etapa,
obtemos condigoes suficientes de otimalidade global impondo algumas hipdteses adicionais,
porém essas hipoteses nao caracterizam nenhum tipo de convexidade generalizada sobre as
fungoes objetivo. Finalizamos com alguns resultados de dualidade.

Este problema particular, envolvendo otimizacao fracional, surge frequentemente em
aplicacoes nos processos de tomada de decisao em Ciéncia da Gestao, por exemplo, quando
se deseja otimizar razdes como desempenho/custo, lucro/investimento, custo/tempo, etc.
Por isso, também propomos ao longo do texto varios métodos computacionais derivados
dos nossos resultados que podem ser usados na obtencao de solugoes para esses tipos de
aplicacoes.

Palavras-chave: Programacao multiobjetivo fracional quadratico, solucoes eficientes.
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Abstract

In the literature there are several concepts and definitions that characterize and give optimal-
ity conditions for solutions of a multiobjective programming problem. The most important
is the necessary first-order optimality condition that generalizes the Karush-Kuhn-Tucker
conditions. This condition ensures the existence of an arbitrary neighborhood that contains
an optimal solution. However, in order to obtain optimality sufficient conditions, both local
and global, it is necessary to impose additional assumptions on the objective functions and
on the feasible set such as convexity and its generalizations. Sometimes, in some problems,
such assumptions are too restrictive. In this work, we introduce an alternative concept to
identify the local optimal solution neighborhood in multiobjective programming problems.
In a first step, using this concept, we obtain necessary and sufficient optimality conditions
for the solutions of a particular problem, where each objective function consists of a ratio
quadratic functions and the feasible set is defined by linear inequalities. Then we show how
to calculate the largest radius of the spherical region centered on a local optimal solution in
which the local solution is optimal. In this process we may conclude that the solution is also
globally optimal. In a second step, using the gradient and the Hessian of each quadratic func-
tion, we characterize the local optimal solutions. In a third step, we obtain global optimality
sufficient conditions by imposing some additional assumptions but these assumptions do not
characterize any kind of generalized convexity on the objective functions. We conclude this
work with some results of the duality.

This particular problem, involving fractional optimization, arises frequently in the deci-
sion making of the management science applications, for example, if you want to otimize
the performance/cost ratio, or profit/investment, or cost/time, etc.. Therefore, we also pro-
pose throughout the text various computational methods derived from our results. These

methods can be used to obtain solutions to these types of applications.

Keywords: Quadratic fractional multiobjective programming, efficient solutions.
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Introducao

Diariamente encontramos situacoes em gestao de empresas, administracao de recursos, es-
colhas estratégicas, etc., que levam a um processo de tomada de decisao. Essas situacoes
frequentemente estao associadas a varios objetivos simultaneos como metas para o decisor. E
para esses tipos de contextos que vemos a necessidade de se estudar problemas de otimizacao
com mais de um objetivo. Os fundamentos matematicos dos processos de decisao com
multiplos objetivos tém suas origens nas Ciéncias Economicas, com suas primeiras aplicagoes
na Teoria da Utilidade, no final do século XIX. Vilfredo Pareto, em 1896 [50], estudou a util-
idade que um conjunto de bens induz em uma coletividade de pessoas e, para definir a
situacao de Equilibrio Econémico, deduziu a maneira que uma coletividade de consumi-
dores, em situacao de maxima utilidade de bens, esta em situagao de Equilibrio Economico:
“Os membros de uma coletividade apresentam mdzima utilidade em certa posi¢ao quando
¢ impossivel encontrar uma forma de movermos ligeiramente desta posicao de forma que a
utilidade de cada um dos membros da coletividade aumente ou diminua”. Esta propriedade
se resume no conceito de solucao eficiente em otimizacao com multiplos objetivos, que pode
ser reescrita da seguinte maneira: um ponto é considerado uma solucao eficiente quando
qualquer ligeira melhora em uma das fungoes objetivo implica na piora de alguma das out-
ras.

Posteriormente, a partir de 1960, seguindo o trabalho de Pareto, ocorre um grande cresci-
mento nas areas em que se aplicam os processos de tomada de decisao com multiplos obje-
tivos. Vdrios trabalhos surgiram neste campo tentando obter condigoes necessarias e sufi-
cientes para determinar e caracterizar pontos viaveis que tenham caracteristicas semelhantes
a definicao de Pareto. Neste processo, foi necessario introduzir conceitos mateméaticos im-
portantes para relacionar os pontos viaveis com os objetivos. Os pontos viaveis sao descritos
através de variaveis de decisao e tanto os objetivos como as restri¢oes estao funcionalmente
relacionados com essas variaveis. Assim, cada objetivo e cada restricao sao representadas por
funcgoes, e cada objetivo é chamado de funcao objetivo. Quando pretendemos minimizar as
funcgoes objetivos buscando o equilibrio entre elas no sentido de Pareto, estamos diante de um

problema de programacao multiobjetivo. Neste contexto, os pontos vidaveis que satisfazem a



definicao de Pareto sao denominados solugoes Pareto-6timas, solugoes eficientes ou solugoes
nao dominadas. Os problemas de programacao multiobjetivo tém muitas aplicagoes em di-
versos campos do conhecimento, como na area financeira, Internet, Biomedicina, Gestao
de Negécios, Teoria dos Jogos, Engenharia, entre outros. No entanto, resolver um prob-
lema de programacao multiobjetivo nao é considerado uma tarefa facil. Encontrar todas as
solucoes de Pareto requer grande consumo de tempo em processos computacionais, porque
normalmente a busca por essas solucoes estd vinculada a algoritmos cujo tempo de resposta
cresce exponencialmente com relacao ao tamanho do problema. Um simples teste para ver-
ificar se um ponto é Pareto-6timo, em muitos casos, é considerado um problema de grande
complexidade computacional.

Neste trabalho, consideramos um caso particular de um problema de programacgao mul-
tiobjetivo, no qual cada fungao objetivo é um quociente de fungoes quadraticas e o conjunto
de restrigoes é formado por desigualdades lineares. Esse tipo de problema surge frequente-
mente em aplicagoes nos processos de tomada de decisao em Ciéncia da Gestao, por exemplo,
quando se deseja otimizar razdes como desempenho/custo, lucro/investimento, custo/tempo,
etc.. Em uma primeira etapa, introduzimos um conceito alternativo para as solugoes local-
mente eficientes, que chamaremos de raio de eficiéncia, e que nao usa hipdteses de con-
vexidade generalizada sobre as fungdes objetivo. Com este novo conceito, produzimos uma
técnica que fornece condigoes necessarias e suficientes de otimalidade para o nosso prob-
lema. Visamos a dar argumentos que facilitem a construgao de métodos computacionais
para auxiliar nos processos de busca por uma solucao localmente eficiente, e naqueles que
testam se um ponto viavel é localmente eficiente ou nao. Os resultados podem ser usados
em estratégias de busca mais interessantes no conjunto viavel ao considerar algumas carac-
teristicas especificas de cada funcao objetivo. Na mesma linha de pensamento, verificamos
sobre quais condicoes as solugoes localmente eficientes também sao globalmente eficientes,
medindo o tamanho da vizinhanca dessas solucoes locais dentro do conjunto viavel, onde nao
¢é possivel encontrar uma solugao melhor. Em uma segunda etapa, utilizamos os gradientes
e as Hessianas de cada fungao quadratica para caracterizar as solugoes localmente eficientes
do nosso problema particular. Em uma terceira etapa, apresentamos outros resultados que
fornecem condigoes suficientes de otimalidade global. Neste caso, introduzimos hipdteses
mais fortes que na etapa anterior, porém evitando ao méximo incluir algum tipo de convexi-
dade generalizada sobre as fungoes objetivo. Para isso, consideramos algumas caracteristicas
das Hessianas de cada funcao quadratica que compoe as fungoes objetivo, por exemplo, suas
diagonalizacoes. Por fim, obtemos alguns resultados dentro da teoria de dualidade.

Alguns conceitos importantes na teoria de programacao multiobjetivo sao apresentados
no Capitulo 1, para facilitar o entendimento deste texto. No Capitulo 2, definimos con-
ceitualmente o problema fracional quadréatico que estudaremos ao longo deste trabalho, e



apresentamos um resumo dos trabalhos e resultados anteriores existentes na literatura. No
Capitulo 3, apresentamos o conceito de raio de eficiéncia e os resultados obtidos dele. Nesta
fase, trabalhamos com problemas sem restricoes e com restri¢oes lineares. No Capitulo 4,
apresentamos algumas formas de caracterizar as solucoes localmente eficientes. Com uma
abordagem um pouco distinta, apresentamos no Capitulo 5 outras condig¢oes de otimalidade
para o nosso problema. No Capitulo 6, obtemos alguns resultados em relacao a teoria de
dualidade. Nos Capitulos 3, 4 e 5, apresentamos se¢oes com propostas de métodos computa-
cionais derivados dos resultados obtidos. Por fim, no Capitulo 7, concluimos este trabalho e
discutimos algumas propostas de trabalhos futuros.






Capitulo 1

Alguns Conceitos e Definicoes em

Programacao Multiobjetivo

Neste capitulo, vamos definir formalmente um problema de programacao multiobjetivo e,
em seguida, vamos apresentar alguns conceitos e defini¢oes importantes para que a leitura
deste trabalho torne-se mais facil. Por exemplo, a definicao de ponto critico no contexto

multiobjetivo e alguns conceitos de convexidade generalizada.

1.1 Programacao multiobjetivo

Os problemas de otimizacao multiobjetivo tém aplicagoes em diversos campos do conheci-
mento, como na area financeira, Internet, Biomedicina, Gestao de Negécios, Teoria de Jogos,
Engenharia, entre outras. No entanto, resolver um problema deste tipo nao é uma tarefa
considerada facil. Precisamos, muitas vezes, de condigoes tedricas favoraveis e de imple-
mentacoes que resolvam o problema da complexidade computacional exigida.

Para resolver os problemas de otimizacao multiobjetivo, também conhecidos como prob-
lemas de otimizacao vetorial, por métodos analiticos, é mais interessante que os objetivos
estejam representados e relacionados em termos numéricos. No entanto, para excluir aquelas
influéncias subjetivas de um decisor que muitas vezes nao podem ser mensuradas, restringi-
mos esses termos numeéricos a medidas, como por exemplo, peso, tempo, preco, etc., ou seja,
vamos trabalhar com valores reais. Nesta situacao, cada objetivo do nosso problema de
decisao, e as restricoes estarao associados a uma funcao real. Um problema de otimizacao
multiobjetivo pode ser formulado como segue.



1.1 Programacao multiobjetivo 6

(PM) Minimizar  f(z) = (fi(x),..., fm(x))
s.a hi(z) <0 j=1,...,p,
reQCRY

onde f = (f1,..., fm) : QCR* — R™ e h = (hy,...,hy) : @ CR" — RP. Definimos
S={reQ]hjx) <0, j=1,...,p} como o espago de decisdes admissiveis, ou conjunto
vidvel. Diremos que x é um ponto vidvel, se x € S. O valor f;(z) fornece o resultado do
1-ésimo objetivo se o decisor escolhe a acao x € S. Vamos assumir ainda, que f e h sao
diferenciaveis em (2.

Neste caso, a expressao “Minimizar” nao tem o mesmo sentido que se propoe no caso
classico de problemas de programagao com um tunico objetivo. No entanto, a defini¢ao
de solugao 6tima para o caso com um tunico objetivo pode ser considerada como um caso
particular da definicao de solucao 6tima que estudaremos para o caso multiobjetivo. Nos
problemas de programagao com um tnico objetivo, quando uma solucao 6tima existe, ela
sempre atinge o minimo da fungao objetivo. Por outro lado, nos problemas de programacao
multiobjetivo, quando existe uma solucao étima, ela nao necessariamente atinge o valor
minimo de todas as fungoes objetivo simultaneamente, ou seja, pode ocorrer que o minimo
de uma das fungoes objetivo seja atingido, enquanto o minimo de outra funcao objetivo nao
¢é atingido, ou ainda, nenhum dos minimos das funcoes objetivo sao atingidos. O conceito
mais similar ao de solu¢ao 6tima para o caso com um unico objetivo é o ponto chamado de
solugao ideal. Se existe um ponto x* € S, que satisfaz simultaneamente

fi(z*) =min f(xz), Vi=1,...,m,
€S
entao diremos que este ponto é a solu¢ao ideal do problema (PM). O estudo de solucao ideal
em programagcao multiobjetivo nao é de todo interesse, pois acaba recaindo na resolugao de
problemas de programacao nao linear.

Raramente existe uma solucao ideal nos problemas de programacao multiobjetivo, pois
o comum sao situacoes em que hé objetivos conflitantes. O que se pretende na verdade é
escolher, dentro do conjunto de decisoes admissiveis, solucoes que reiinam melhores carac-
teristicas de um certo equilibrio entre os objetivos. Ou seja, temos que entender o conceito
de solugao introduzido por Pareto [50], denominado solu¢ao eficiente. Frequentemente essas
solugoes aparecem na literatura denominadas por Pareto-6timas, nao dominadas, nao infe-
riores, etc., e sao objetos de estudo no campo dos problemas multiobjetivo. O mais comum
em otimizagao multiobjetivo é encontrar problemas com infinitas solucoes eficientes. Para
evitar confusao, as vezes chamaremos os problemas multiobjetivo de problemas vetoriais, e

aqueles com um unico objetivo, m = 1, de problemas escalares.
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1.2 Solucoes eficientes

Em geral, para estudar as solugoes eficientes é necessario utilizar alguma estrutura de
dominancia [62], que define as preferéncias do decisor. Utilizaremos a mais natural possivel,
que compara vetores no R™. Para fixar notacao, definimos os conjuntos I = {1,...,m},
J={1,....n} e K ={1,....p}. Sex = (x1,....2,,) €eR™ ey = (y1,...,ym)’ € R™,
admitiremos as relagoes para igualdades e desigualdades abaixo.

r=y & x;,=vy;, Viel,
r<y & x; <y, Viel,
xSy & x; <y, Viel,
r<y & z; <y, Viecl, eexitej, tal que, z; <y;.

Similarmente as relagoes valem para >, =2 e >. Se x € R e y € R, usaremos as notagoes
usuais.

Diremos que x € S domina z € S, ou que x € S é preferido a z € S se f(x) < f(z). E
que N(y) € S é uma vizinhanga de y € S.

Um ponto vidvel x* é uma solucdo eficiente para o problema (PM), se nao existe um
outro ponto viavel z € S, tal que, f(z) < f(z*).

Resumidamente, um ponto é chamado de solucao eficiente quando nao é possivel melhorar
nenhum objetivo sem piorar algum outro objetivo. Esta nogao de otimalidade tem sido
amplamente utilizada em Ciéncias Economicas, pois estd intimamente ligada a chamada
Teoria do Bem-Estar Social [44]. E facil notar porque essas solucoes também sao conhecidas
como nao dominadas. Podemos destacar mais dois conceitos de otimalidade, a eficiéncia
fraca e a eficiéncia propria.

Um ponto vidvel x* é uma solugdo fracamente eficiente para o problema (PM), se nao
existe um outro ponto vidvel z € S, tal que, f(z) < f(z*).

Um ponto vidvel z* é uma solugdo propriamente eficiente para o problema (PM), se

existe um escalar M > 0, tal que, para todo x € S satisfazendo f,(x) < f.(z*), existe j, tal
que, fi(xz) > f;(z*) e

fr(x*) = fr(2)
fi(x) = fi(z¥)

Resumidamente, um ponto é chamado de fracamente eficiente se nao é possivel melhorar

SM? 7/’7.761-77“#]'

todos os objetivos simultaneamente e é chamado de propriamente eficiente se é uma solucao
eficiente e se os quocientes entre o ganho de um objetivo e a perda com respeito aos demais
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objetivos sao limitados. Ainda, é possivel verificar, pelos trés conceitos de solucoes étimas

apresentados, que eles se relacionam da seguinte maneira
solugoes proprias ==  solucgoes eficientes =  solucgoes fracas.

As reciprocas nao sao validas em geral.

Na pratica, as solugoes propriamente eficientes e as solugoes eficientes sao mais desejaveis
do que as solucoes fracamente eficientes, no entanto, teoricamente, é muito mais facil tratar
do conceito de eficiéncia fraca, por esta possuir, sob certas hipéteses, propriedades topoldgicas
que as solugoes eficientes nao possuem. Naccache [45] mostra algumas dessas propriedades.
Neste trabalho, focamos o estudo nas solugoes eficientes, para as quais obtemos alguns re-
sultados tedricos e outros computacionais. Naturalmente, os conceitos de solucgoes 6timas
também podem ser definidas em uma vizinhanca de um ponto.

Um ponto vidvel x* é uma solug¢ao localmente eficiente para o problema (PM), se nao
existe um outro ponto vidvel x € N(z*), tal que, f(x) < f(z*).

Por definicao, as solugoes eficientes também sao localmente eficientes. Vamos denotar por
Eff (PM) o conjunto formado pelas solugdes eficientes, e por Leff (PM) o conjunto formado
pelas solugoes localmente eficientes do problema (PM). Para evitar algum tipo de confusao,
as vezes chamaremos as solugoes eficientes de solugoes globalmente eficientes.

Existem varios resultados na literatura que caracterizam as solucoes eficientes de um
problema (PM) sob hipdteses de convexidade generalizada e com condigbes de primeira
ordem sob hipdteses de diferenciabilidade das fungoes. Alguns desses resultados podem
ser encontrados em [11], [24], [41], [47] e [54]. Se retiramos as hipdteses de convexidade
generalizada, as caracterizacoes somente sao possiveis para as solucoes localmente eficientes.
Na Secao 1.4, apresentamos um exemplo que ilustra a dificuldade de se obter as solugoes
dos conjuntos Leff (PM) e Eff (PM). Neste exemplo, que o conjunto Eff (PM) esta contido
estritamente no conjunto Leff (PM).

Como resultado fundamental dentro da Teoria de Otimizacao, enunciamos dois Teoremas

de Alternativa, que serao usados em momento oportuno neste trabalho.

Teorema 1.1 (Teorema de Alternativa de Gordan) Seja A € R™*™. Entao exatamente uma

das sequintes afirmacoes € correta,
1. ATy < 0 tem solugdo y € R™, ou
2. Ax =0, x > 0 tem solugcao x € R™.

Demonstragao: Veja [22], pagina 128. n
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Teorema 1.2 (Teorema de Alternativa de Stiemke) Seja A € R™™. Entdo exatamente

uma das sequintes afirmacgoes € correta,
1. ATy <0 tem solucdo y € R™, ou
2. Ax =0, x > 0 tem solucao x € R™.

Demonstracao: Veja [22], pagina 129. [

1.3 Direcoes viaveis e qualificacao de restricoes

Nos problemas escalares de programacao nao linear a chamada qualificacao de restrigoes de-
sempenha um papel extremamente importante na obtencao dos multiplicadores de Lagrange,
fato este, que pode ser visto em [33] e [38]. Por exemplo, com uma qualificacao de restriges
adequada ¢é possivel garantir a existéncia de um multiplicador de Lagrange positivo asso-
ciado a funcao objetivo. Isto implica que a conhecida condigao necessaria de otimalidade
Fritz John e a condigdo necessaria de otimalidade Karush-Kuhn-Tuker (abreviadamente,
KKT) sao equivalentes. Sem uma qualificacao de restri¢oes adequada, como por exemplo,
a qualificacao de restrigoes do tipo Slater, podemos usar somente a condi¢ao necessaria de
otimalidade Fritz John.

Por outro lado, em problemas de otimizacao multiobjetivo, muitos autores tém obtido
condicoes necessarias de otimalidade para pontos eficientes utilizando as mesmas quali-
ficagoes de restrigoes como no caso escalar. Esta abordagem, no entanto, nao garante a
existéncia de multiplicadores de Lagrange positivos associados ao vetor de fungoes objetivo,
ou seja, alguns desses multiplicadores podem ser nulos. Desta maneira, as componentes do
vetor objetivo associadas aos multiplicadores nulos nao influenciam na condi¢ao necesséria
de otimalidade. Para evitar esta situacao indesejavel, precisamos de uma qualificacao de re-
stricoes que garanta a existéncia de multiplicadores positivos associados as fungoes objetivo.

Nesta secao, vamos fazer um breve comentério sobre direcoes no conjunto viavel em
problemas escalares, conforme descreve Minoux [42], que mostra a necessidade do uso de
qualificacao de restricoes nas condigoes de otimalidade. Posteriormente, sabendo da im-
portancia deste tema, vamos apresentar uma qualificacao de restrigoes, conforme descreve
Maeda [37], para os problemas (PM).

Afirmar que z* é um 6timo local de um problema de otimizagao escalar, implica em
afirmar que f(x) nao pode decrescer quando x é descrito por um arco de curva I', que
inicia em x* e estda contido no conjunto viavel. Neste caso, diremos que I' é admissivel em

x*, e pode ser representado por uma fungao continuamente diferenciavel ¢ : [0,00) — R™,
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*

0(0) = [p1(0),...,00(0)], tal que, (0) = z*, e para § > 0, suficientemente pequeno,
©(#) € S. Diremos ainda, que

v= 0 = (0. 20 o)

o vetor tangente ao arco de curva admissivel p(6) em x*, é uma dire¢do vidvel em x*.

Vamos denotar por C, o cone formado pelo conjunto de direcoes viaveis em z* e por
K(z*) ={j € K | hj(z*) = 0} o conjunto de indices de restri¢des ativas em z*. Considere
ainda, o cone G definido por

G={yeR"| Vhj(z")'y <0, je K(z*}. (1.1)

E possivel mostrar que C, C G. Por outro lado, uma dificuldade importante para se obter
as condigbes de otimalidade em problemas escalares, que também ocorre nos problemas (PM),
estd no fato de que nem todas as dire¢oes y que satisfazem (1.1) sao diregoes vidveis. Em
outras palavras, em geral existem cones G gerados pelo vetor de funcoes restrigoes h, nos
quais alguns de seus elementos nao sao diregoes viaveis em algum ponto x* vidvel, ou seja,
para todo 6 > 0, por menor que seja, * + 0y ¢ S. Para evitar essas situagoes é necessario
introduzir outras condigdes importantes sobre o conjunto de restricoes. Uma delas, é a
qualificacao de restrigoes. Semelhante ao apresentado em [33] e [1], diremos que o ponto
r* € S satisfaz a hipdtese de qualificagao de restricoes K KT se e somente se

(QR) c(Cy) = G,

onde cl(C,) é o fecho de C,.

A condicao (QR) é uma condicao necessaria e suficiente para que y € G seja uma diregao
vidvel. Na pratica, verificar (QR) pode ser uma tarefa muito dificil, por isso, a melhor
estratégia é buscar condigoes suficientes para que (QR) seja vélida. Como por exemplo, as
condigoes de Karlin [27], Slater [60] e de Fiacco e McCormick [17].

E comum utilizar algumas variantes das qualificagoes de restricoes para problemas es-
calares nos problemas de otimizacao multiobjetivo. No entanto, algumas generalizacoes da
condi¢do (QR) para os problemas (PM) tém sido propostas na literatura. Abaixo, vamos
apresentar uma dessas generalizacoes, que tem fundamental importancia para este trabalho,
porque garante que cada multiplicador de Lagrange associado as funcoes objetivo é positivo.

Em [20], Guignard introduz uma qualificacdo de restri¢oes para problemas de otimizagao
escalar e, posteriormente, Maeda [37] considera uma condi¢do que generaliza o trabalho
Guignard para problemas (PM). Vamos usar esta generalizacdo em momento oportuno para
obter algumas condicoes suficientes de otimalidade global para nosso problema em estudo.
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n
Denotaremos o produto interno usual de = e y em R™ por (x,y) = Z Ty Seja @ um

1=
subconjunto nao vazio de €2, diremos que T(Q;x*) é o cone tangente de Q) em z* € cl(Q),

definido por

T(Q;x") = {d eR" | d= lim t,(z" — x¥), tal que, 2" € Q,

n—oo

com lim z" =z2"et, € R, t, >0, Vnzl,Q,...}.

n—oo

Definimos ainda, para cada i € I, os conjuntos nao vazios Q' e Q,

Q' =Q'(a") = {r€Q]h(x)
Q = Q") = {zeQ]|h(z)

r) <
x) s f

fu(z®), kel, k#1},
f@)y

Observe que %, i € I, é um subconjunto de S, tal que, existe um indice k € I, k # i, com

l\:“"

fr(z) < fr(z*). Ou seja, fir(2*) nao é melhor que fi(z), x € Q, para algum k # i. Enquanto
que o conjunto () é um subconjunto de S, tal que, para toda componente de f, f;(z*) nao
¢ melhor que f;(z), 7 € I. Se m = 1, temos Q' = Q' = S. Diremos que C(Q;z*) é o cone
linearizado de Q em z* € (), ou cone aprorimado, definido por

C(Q;z") = {deR"| (Vfi(z"),d) <0, iel, (Vhj(z"),d) <0, je K(z")exz"€Q}.

Com as defini¢oes anteriores e, conforme introduziu Maeda em [37], diremos que um
ponto vidvel x* satisfaz a qualifica¢ao de restri¢oes generalizada de Guignard (QRGG), se a

seguinte relagao é valida em x*,

(QRGG) C(@Qia) = () clco(T(Qa))),

=1

onde co(T(Q%; x*)) é o envolvente convexo de T(Q"; z*).
Em seguida, listamos algumas condicoes suficientes para que (QRGG) seja valida. Os
nomes dados as condic¢oes fazem referéncia direta as qualificagoes de restri¢coes para problemas

escalares. Suas demonstragoes podem ser encontradas em [37].

1. Qualificagao de restrigoes tipo Cottle (QRC): Para cada i € I, o sistema

(Vfe(z*),d) <0, kel k+#1,
(Vhj(z*),d) <0, je K(x"),

tem uma solucao d € R".
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2. Qualificacao de restrigoes tipo Slater (QRS): fi, ¢ € I, e h;, j € K, sdo todas convexas
em R" e para cada ¢ € I, o sistema

fk(:v) < fk($*), k€ [, k 7é i,
hy(z) < 0, jeK,

tem uma solucao r € R"™.
3. Qualificacao de restricoes linear (QRL): fi, i € I, e h;, j € K, sao todas lineares.

4. Qualificagao de restri¢oes com objetivo Linear (QROL): f;, i € I, sdo todas lineares e
o sistema

<Vf2(l’*),d> < 0, 1€ I,
(Vhi(z*),d) <0, je€K(z"),

tem uma solucao d € R".

5. Qualificacao de restrigdes tipo Mangasarian-Fromovitz (QRMF): os vetores V f;, 1 € I,
sao linearmente independentes e o sistema
(Vfi(z"),dy =0, iel,
(Vhj(z*),d) <0, je K(z"),

tem uma solucao d € R".

Por comodidade, ao estudar algumas condigoes suficientes de otimalidade global para
0 nosso problema em estudo, vamos assumir diretamente (QRGG), apesar de que algumas
caracteristicas do nosso problema, como por exemplo fungoes quadraticas, sugere o uso de
algo mais simples, como é o caso dos itens anteriores.

1.4 Condicoes necessarias de primeira ordem

As condigoes necessarias de primeira ordem para os problemas (PM) sao obtidas de forma
analoga ao caso escalar, por isso, sao denominadas de condicoes do tipo K KT
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Diremos que um ponto vidvel z* é um ponto critico vetorial KKT do problema (PM) se
existem 7 € R™ e \ € RP, tais que,

m p
i=1 j=1

p
> Ajhy(a*) =0,
j=1
7>0, A=0.
Se m = 1, diremos que x* é um ponto critico ou um ponto estaciondrio.

Lema 1.1 (Chankong e Haimes [11]) Seja x* € Eff(PM). Suponha que x* satisfaz a quali-
ficagdo de restrigoes (QR). Entdao x* é um ponto critico vetorial KKT do problema (PM).

Maeda, em [37], utiliza a qualificagdo de restrigoes (QRGG) para obter uma condi¢ao
necessaria do tipo K K'T' para que um ponto vidvel £* seja uma solugao eficiente do problema
(PM). Neste caso, garante a existéncia de multiplicadores de Lagrange positivos associados
as fungoes objetivo.

Lema 1.2 (Maeda [37]) Seja x* € Eff(PM). Suponha que z* satisfaz a qualificagao de
restricoes (QRGG), entdo existem vetores T € R™, A € RP, tais que,

m p
> mVi(rT) + Y\ Vh(at) =0,
i=1 j=1

p
Z )\]h](l'*) = O,
j=1

7>0, A=0.

Note que a definicao de ponto critico vetorial K K'T' vale para o caso em que 7 > 0.

Uma dificuldade quanto a determinagao das solucoes eficientes é a nao equivaléncia, em
geral, entre as solucoes localmente eficientes e as solucoes eficientes. Vamos analisar um
exemplo simples, que ilustra a nao equivaléncia entre os conjuntos Leff (PM) e Eff (PM) no
caso de funcoes quadraticas.

Diremos que B(z,r) é a bola aberta de raio r e centro z € R", dB(x,r) sua fronteira
definida pela distancia Euclidiana, e B(z,r) a bola fechada. Dado o conjunto Leff (PM) C
R™, diremos que f(Leff (PM)) CR™ é a curva de Pareto em R™.



1.4 Condicoes necessarias de primeira ordem 14

Exemplo 1 Considere o seguinte problema:

Minimizar  f(z1,22) = (42?2 — 22, —(z; — 2)® + 4(z2 + 1)?)
s.a (11, 22) € R?,

onde suas fungoes objetivo podem ser expressas como

filz) = 052TAiw+ble+a = 42?2 —ad,
fo(z) = 05 2T Ayr+blz+co = —(x1—2)?+4(xe +1)2,

com c; =0, cg =0, by = (0,0)7, by = (4,8)T, e cujas matrizes A; e Ay sdo

A, = 8 0 e A, — —20‘
0 -2 0 8

Estamos diante de um problema biobjetivo irrestrito, onde os objetivos sao funcgoes
quadraticas com matrizes Hessianas indefinidas. Com calculos simples, verificamos que para

essas matrizes, se d # 0, nao podem ocorrer simultaneamente
d"Ayd < 0ed Ayd <0, vd € 0B(0,1). (1.2)

De fato, seja d = (dy,dy)T # (0,0)7, se dT Ayd = 8d2 — 2d3 < 0 e d¥ Ayd = —2d3 + 8d3 < 0,
entao 4d? < d3 e 4d3 < d?, e assim

0 < 3d}+3d; < (4d — d3) + (4d3 — d3) < 0.

O que é um absurdo, portanto as desigualdades (1.2) s6 ocorrem se d = 0. De acordo com o
Lema 1.1, uma condi¢ao necessaria para que uma solucao x* seja localmente eficiente é que

existam valores 7,75 > 0, nao todos nulos, tais que
71Vf1(ZL'*) + TQVfQ(.I*) = 0. (13)

Se 7, = 0 entdo z* = (0,0)7. E possivel verificar que ponto (0,0)7 ndo é uma solucio
localmente eficiente. Basta ver, por exemplo, que na direcao d = (\/Lg, \_/—%)T € 0B(0,1), em
0. 12v6

' 15

todo ponto da forma 2’ = z* + \d, para cada valor real A € ( ), ocorrem simultanea-

mente fi(z') = fi(z*) e fo(2') < fo(z™).
Se 71 = 0 entao z* = (2,—1)T. Este ponto também nao é uma solugio localmente
eficiente. Basta ver, por exemplo, que na direcao d = (\’/—%, %)T, em todo ponto da forma

z' = z* 4+ \d, para cada valor real A € (0,2+/5), ocorrem simultaneamente f;(z') < fi(z*) e

fo(a') = folz”).
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Agora vamos ver o que ocorre para 7,7, > 0. Neste caso, a condi¢do (1.3) pode ser

reescrita como

TV fi(2*) + Vfo(2") =0, com 7 = ;1 > 0. (1.4)
2
Excluindo-se os pontos z* = (0,0)T e 2* = (2,—1), podemos verificar que a condigao
necessaria (1.4) também é suficiente para que os demais pontos x* sejam localmente eficientes.
De fato, suponha que x*, diferente de (0,0)7 e (2, —1)7, ndo seja localmente eficiente, entao
existiria uma dire¢do d € dB(0,1) e um escalar A > 0, tal que, f(z* + Ad) < f(2*) tem
solugao. Analisando localmente, existiria uma diregao de descida d, tal que, V fi(z*)Td < 0 e
V f2(z*)Td <0, com V f1(z*) # 0 e V fo(z*) # 0. Porém, como em z* a equagao (1.4) é valida
para 7 > 0, pelo Teorema de Alternativa de Stiemke, descrito na Secao 1.2, V fi(2*)Td < 0
e Vfo(z*)Td < 0 nao tem solugao, bem como Vfi(z*)Td < 0 e Vfo(2*)'d < 0 nio tem
solugao. Desta forma, para satisfazer f(z* +\d) < f(x*) e, a0 mesmo tempo, nao contrariar
o Teorema de Alternativa de Stiemke, deve ocorrer V fi(z*)Td =0 e V fo(x*)Td = 0 e, deve
ocorrer simultaneamente, d’ A;d < 0 e d"Ayd < 0, ou d'Ayd < 0 e d"Asd < 0. O que é
impossivel devido a (1.2). Portanto, as solugoes localmente eficientes, sdo todas aqueles que
satisfazem (1.4), ou seja,

8raf —2(z7 —2) =0
—27x5+8(x5+1) =0,

ou seja,

Ty = ﬁ TF
(1.5)
ry= 5 T#4,

com 7 > 0.

A Figura 1.1 ilustra o grafico no plano (x1,zs) que representa as solugbes (z7,z3) do
Exemplo 1 que satisfazem (1.5). Observe na figura, que as solugoes localmente eficientes
para este problema estao agrupadas em trés ramos desconectados: A, B e C. Além disso, é
possivel concluir que somente o conjunto das solucoes geradas pela desigualdade }1 <T<A4
sao globalmente eficientes (ramo C' apresentado no gréfico). Por enquanto, vamos constatar
esta conclusao observando a Figura 1.2. Ela ilustra o grafico no plano que representa a
curva de Pareto, ou seja, as imagens dos ramos A, B e C, pelas funcoes f; e f5, plotadas

nas coordenadas (fi(z3,x3), fa(zf,23)). Nela, f(A) = (fi(A4), f2(A)), f(B) = (f1(B), f2(B))
e f(C) = (f1(C), fo(C)) representam as imagens dos ramos A, B e C respectivamente.
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Figura 1.1: Solugoes localmente eficientes para o Exemplo 1

Constatamos na Figura 1.2, que o conjunto de solugoes localmente eficientes pertencentes ao
ramo C também sao globalmente eficientes, ou seja, globalmente nao dominadas. [ ]

Acabamos de ver um exemplo onde o conjunto de solugoes globalmente eficientes esta
contido estritamente no conjunto de solugoes localmente eficientes. E mesmo sendo um
exemplo simples, investigar as solugoes localmente eficientes ou globalmente eficientes nao é
uma tarefa trivial. Por isso, é importante termos ferramentas que facilitem esta andlise. A
constatacao de que algumas solugoes localmente eficientes também sao globalmente eficientes
foi feita visualmente nos graficos do Exemplo 1, porém, no Capitulo 3, onde propomos um
método computacional para avaliar se uma solucao local também ¢é global, apresentamos
alguns dados computacionais obtidos através da implementacao deste método que confirmam
o que foi constatado visualmente em relacao as solugoes no Exemplo 1. Por outro lado, no
Capitulo 5, caracterizamos as situagoes nas quais solucao local equivale a solucao global
através de um teorema e, novamente, confirmamos o que foi constatado visualmente em

relagao as solugoes no Exemplo 1.
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Figura 1.2: Curva de Pareto para as solucoes localmente eficientes do Exemplo 1

1.5 Convexidade e convexidade generalizada

Seja f: 2 C R™ — R uma funcao diferenciavel no ponto x* do conjunto aberto €2, f é uma

fungao convera em z* € (1, se para todo = € (2,

fl@) = f(z") = Vf(@) (z —a").

Quando f é convexa em cada ponto de €2, dizemos simplesmente que f é convexa.

As funcoes convexas sao extremamente importantes dentro da teoria de programacao
nao linear por possuir algumas caracteristicas interessantes. Por exemplo, o fato de que todo
minimo local de uma funcao convexa também é minimo global, e que é possivel, nos casos
com e sem diferenciabilidade, estabelecer condi¢oes necessarias e suficientes de otimalidade
local. Muitos esforcos vém sendo feitos na tentativa de ampliar o campo das fungoes com
caracteristicas que mantém algumas das propriedades das func¢oes convexas. Assim, surgiram

as fungoes quaseconvexas, Nikaido [46], e as fungoes pseudoconvexas, Tuy [61], Mangasarian e



1.5 Convexidade e convexidade generalizada 18

Ponstein [39], que ainda mantém a propriedade de que todo ponto estacionério é um minimo
da func¢ao, como é o caso das fungoes convexas diferenciaveis.

Outro feito importante no campo da programacgao nao linear foi a classe de fungoes in-
troduzida simultaneamente por Craven [13] e por Hanson [21]. O primeiro introduziu as
fungoes pré-convexas e o segundo as fungoes invexas, sendo que a iltima permaneceu como

a mais conhecida.

(Hanson [21]) Seja f : @ C R™ — R uma funcado diferencidvel no ponto z* do conjunto
aberto €2, f é uma funcdo invera em z* € €, se existe uma aplicacao n : 2 x Q — R", tal
que, para todo z € (1,

f@) = f(&") 2 V[ (@) (@, 2%).

Quando f é invexa em cada ponto de 2 em relacdo a mesma 7, dizemos simplesmente que

f € invexa ou, para evitar confusao, dizemos que f é invexa com respeito a 7.

No caso escalar, as fungoes invexas podem ser caracterizadas por seus pontos esta-
ciondrios, ou seja, f é invexa em () se e somente se todo ponto estacionario de f é um
minimo global. Na mesma linha de pensamento e, tentando generalizar as funcoes pseu-
doconvexas e quaseconvexas diferencidveis, também surgiram as fungoes pseudoinvexas e
quaseinvexas.

Recentemente, surgiram novos tipos de funcoes que pretendem generalizar ainda mais as

fungoes convexas. Um exemplo, introduzido por Jeyakumar em [25], sdo as fungoes p-invexas.

(Jeyakumar [25]) Seja f : 2 C R” — R uma fungao diferenciavel no ponto z* do conjunto
aberto 0, f é uma funcdo p-invera em x* € (), se existirem uma aplicacao n: 2 x Q@ — R",
um numero real p e uma funcao escalar d : € x 2 — R, tais que, para todo = € €,

fl@) = f(@*) = Vf(2") n(z,2") + pd*(z, 2%).

Quando f é p-invexa em cada ponto de {2 em relacao aos mesmos parametros 7, p e d,
dizemos simplesmente que f é p-invexa ou, para evitar confusao, dizemos que f é p-invexa
com respeito a 7 e d.

Mais tarde, pesquisando problemas multiobjetivos fracionais, Jeyakumar e Mond [26]
introduzem o conceito de v-invexidade.

(Jeyakumar e Mond [26]) Seja f : @ C R" — R™ uma fungao vetorial definida no
conjunto aberto 2 e cada componente de f diferenciavel no ponto x* € 2. Diremos que f
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é uma funcao vetorial v-invexa em z* € (), se existirem uma aplicacao n : 2 x 2 — R" e
fungdes escalares «; : Q2 x Q@ — R\ {0}, i € I, tais que, para todo x € Q,

filx) = fia™) = qi(w, ")V fi(e™) "n(z, 27).

Quando a fungao vetorial f é v-invexa em cada ponto de €2 em relacao aos mesmos parametros
n e a1 € I, dizemos simplesmente que f é v-invexa ou, para evitar confusao, dizemos que

f é v-invexa com respeito a e «a;, 1 € I.

Recordamos, conforme defini¢ao dada por Preda [51], que um funcional F': QxQxR" —
R é chamado de sublinear na terceira variavel, se dados z1, x € €2,

F(xy, 9,01 4+ v2) < F(21, 205 01) 4 F(1, 123 v2), Yoy, vy € R™,
F(xy,z9;m0) = rF (21, 29;v), Vr € Ryr >0,v € R™. (1.6)

Segue de (1.6) que

—.

F(21,29;0) = F(21,x9;00) = 0F (21, 29;7) =0, ¢ €R™
Movido por varios conceitos de convexidade generalizada, Liang et al. [34] introduzem um

tipo de convexidade generalizada que tenta unificar todas as generalizagoes de convexidade
introduzidas anteriormente, o qual recebe o nome de (F) «, p, d)-convexidade.

(Liang et al. [34]) Sejam F : Q x Q x R" — R um funcional sublinear na terceira variavel,
f Q2 — R uma fungao diferenciavel no ponto z* do conjunto aberto {2, um ntmero p € R
e duas fungoes escalares av: Q2 x Q@ — R\ {0}, ed: Q x Q — R. Diremos que f é uma
fungao (F, «, p,d)-convexa em x*, se para todo = € €2 a seguinte desigualdade é vélida

f@) = fa*) = F(z, 2" a(z,2")V (")) + pd*(z,27).

Quando a fungao f é (F,«,p,d)-convexa em cada ponto de {2 em relacdo aos mesmos
parametros F, «, p e d, dizemos simplesmente que f é (F,q,p,d)-convexa ou, para evi-

tar confusao, dizemos que f é (F, «, p, d)-convexa com respeito a F, «, p e d.

Martin, em seu artigo The essence of invexity [40], fez algumas observagdes importantes
em relagdo ao conceito de invexidade dado por Hanson [21] e introduziu a noc¢ao de KT-

invexidade para problemas de otimizacao escalar com restrigoes.
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(Martin [40]) O problema (PM) diferencidavel em €2, com m = 1, é um problema KT-
invexo, se existe uma aplicagao n : {2 x 2 — R", tal que, para todo z1, x5 € €,

fla1) = f(x2) > V fx2) n(wy, 22),
—Vhj(z2) n(z1,22) >0, Vj € K(x),

onde K(Ig) = {j e K ’ hj(l’z) = 0}

A mesma nogao de KT-invexidade dada por Martin [40] é usada por Osuna-Gémez et
al. [49] em problemas multiobjetivo para obter algumas condigoes de otimalidade.

(Osuna-Goémez et al. [49]) O problema (PM) diferenciavel em €2 é um problema K T-invezo
vetorial no conjunto viavel com respeito a uma aplicagao n : {2 x 2 — R", se para qualquer

x1, To € §, existe n(xy, x2) € R", tal que

filz1) = filza) > Vfi(we) n(wy, 22), Vi€l
—Vh;(x9) (1, 25) >0, Vj € K(xs).

Além disto, para problemas nao diferencidveis, nogoes similares a estes conceitos podem
ser definidas utilizando-se para isto alguma nogao de derivada e/ou gradientes generalizados.
Veja por exemplo [55]. No caso de problemas multiobjetivo envolvendo fungées objetivo e
restricoes nao necessariamente diferenciaveis, outros conceitos importantes foram introduzi-
dos para produzir condigoes de otimalidade, entre eles, Yang [65] introduziu o conceito de

funcoes subconvezlike generalizada.

(Yang [65]) Uma funcao vetorial f : Q@ C R™ — R™ é subconvezlike generalizada em $,
se existe u € R™, u > 0, tal que, Voo € (0,1), Vi, 29 € Q e Ve > 0, existem x3 € Qe p > 0,
tais que,

pf(x3) < af (x1) + (1 — @) f(x2) + eu.

As nocgoes de convexidade e convexidade generalizada apresentadas acima serao usadas
ao longo deste trabalho, quando, em momento oportuno, faremos comparacoes entre alguns
trabalhos da literatura e o desenvolvido nesta pesquisa.

1.6 O problema dual multiobjetivo

Outro tema muito estudado e que tem gerado muitos trabalhos nos tltimos anos é a teo-

ria de dualidade para problemas multiobjetivos. Existem muitos tipos de duais para um
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dado problema de programacao matematica. Dois duais bem conhecidos sao os duais tipo
Wolfe [64] e o tipo Mond-Weir [43]. O foco da teoria de dualidade multiobjetivo, nao é ape-
nas introduzir problemas duais mais faceis de resolver que seu problema primal, mas também
procura encontrar condigoes que favorecam a demonstracao de trés principais teoremas: o
teorema da dualidade fraca, da dualidade forte e da dualidade inversa. Esses trés teore-
mas relacionam as solugbes do problema primal (PM) com as solugdes de um determinado
dual. Outros tipos de duais sao frequentemente considerados na literatura, como dual tipo
Schaible [56], [57], o dual tipo Bector [7] e, mais recentemente, um caso mais geral de dual,
chamado de dual misto, vem sendo considerado para varios problemas de otimizagao [2], [66].
O dual misto, inclui o dual tipo Wolfe e o dual tipo Mond-Weir como casos particulares. Uma
boa revisao para os dois tipos de duais mais estudados, Wolfe e Mond-Weir, em programacao
multiobjetivo pode ser encontrado em [48].

Neste trabalho, vamos obter alguns resultados de dualidade utilizando o dual Mond-Weir
para o problema primal (PM), que pode ser formulado como segue.

(DMW)  Maximizar f(u) = (A(1)......fu(w)
s.a ZT,Vf,( )+J§)\Vh( u) =0,
ZAjh;’( u) >0,
]T;o, A0, SN =
ue s "~

onde f;, i € I e h;, i € K, sdo as mesmas fungoes definidas no problema (PM), e o seu
conjunto viavel denotamos por Y.

Analogamente a definicao de pontos eficientes para o problema de minimizacao, diremos
que um ponto (u*, 7%, A*) € Y é uma solucgdo eficiente do problema dual (DMW), se nao
existe um outro ponto (u, 7", \*) € Y, tal que, f(u) > f(u*).



22



Capitulo 2

Apresentacao do Problema em Estudo

Neste capitulo, vamos definir e apresentar em detalhes o problema particular de programacao
multiobjetivo que é o motivo deste trabalho de pesquisa. No capitulo anterior, na Secao 1.1,
definimos o problema (PM) e apresentamos alguns conceitos importantes relacionados com
ele. Agora, vamos tratar do mesmo problema, porém, o caso particular onde cada funcao
objetivo ¢é constituida por um quociente entre duas fungoes. Também vamos apresentar uma

pequena revisao de alguns trabalhos anteriores da literatura relacionados com o tema.

2.1 Formulacao do problema em estudo

Nesta secao, apresentamos a formulacao do problema que é tema deste trabalho. Vamos estu-
dar e analisar um caso particular de problema (PM), onde cada funcao objetivo é constituida
por um quociente entre duas fungoes quadraticas. Este problema, chamaremos de problema
de programacao multiobjetivo fracional quadratico (PMFQ), que pode ser formulado como

segue.
. e . fl@) [ filx) Im(x)
(PMFQ) Minimizar 27 = (gl(a:)’ '7gm(x)>
s.a hj(z) <0 jeK,
r € CRY,

onde f; e g; sao fungoes quadraticas de n variaveis reais, para qualquer ¢ € I. Além disso,
supomos que g;(x) > 0 para qualquer z em Q e qualquer i € I. Os dominios das fungoes
reais h’s contém 2. O conjunto vidvel S ¢é a intersegao de €2 com o conjunto de vetores x

nos quais hj(z) < 0 para qualquer z e j € K.

23
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Para os resultados que seguem, nao podemos permitir que as fungoes g;, ¢ € I, se anulem
no conjunto viavel e é importante que elas preservem sinal. Vamos denotar o problema
(PMFQ) sem restrigoes por (PMFQ’). Ou seja,

(PMFQ) Minimizar % = (ﬁgg, ,g:gg)
s.a reR",

onde f;, g, 1 € I, sdo definidas como no problema (PMFQ).

Agora, vamos fazer uma breve revisao em relacao aos problemas de otimizacao escalar
e multiobjetivo envolvendo fungoes objetivo fracionais, que vamos chamar de problema de
programagao multiobjetivo fracional (PMF) e, no caso escalar, vamos chamar simplesmente

de problema de programagao fracional (PF).

2.2 O problema escalar fracional

O problema (PF) surge como aplicagdo em muitas dreas do conhecimento, incluindo corte e
estoque, teoria dos jogos, etc. Condigoes de otimalidade e resultados de dualidade para este
problema vém sendo estudados por diversos autores.

Em [16], Dinkelbach estuda o problema (PF) utilizando uma abordagem paramétrica,
que transforma o problema original em um problema associado mais simples de tratar. Ele
apresenta alguns resultados tedricos que relacionam os dois problemas e, com base nesses re-
sultados, Dinkelbach propoe um algoritmo que converge para o minimo do problema (PF) ao
executar uma sequéncia de operagoes no problema paramétrico associado. Resumidamente,
se f é concava, g convexa, g(x) > 0, Vo € 5, .S um conjunto convexo e compacto, Dinkelbach
apresenta alguns resultados que relacionam os seguintes problemas,

(PF) Ma);ierglizar gg;
(P) Maxierrslizar flz) —ag(z), ack.

Utilizando tais resultados e, assumindo de inicio que f e g sao lineares e S um poliedro, ele
propoe um algoritmo que gera uma sequéncia de problemas lineares do tipo (P), sendo que
as solugoes desses problemas convergem para a soluc¢ao do problema (PF). No caso linear, o
algoritmo sempre encerra em um nimero finito de passos, porém isso nao é necessariamente
verdade para o caso nao linear. Ao final de seu trabalho, Dinkelbach mostra em um apéndice
como seu algoritmo resolve um problema (PF) com numerador e denominador da funcao

objetivo constituidos por dois exemplos de func¢oes quadraticas.
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Em [23], Jagannathan estende os resultados apresentados por Dinkelbach [16] para obter
resultados de dualidade para o problema (PF). Resumidamente, com a mesma abordagem
paramétrica, que transforma o problema original em um problema associado, Jagannathan
estuda o seguinte problema dual para problema primal (PF),

(DPF); Maximizar «

s.a Vi(x)+ Z A\;Vhi(z) = aVyg(x),

p

fla) —ag(z) + > Nhj(x) >0,
j=1

resS, a>0, AN=0.

Seu trabalho consiste na demonstracao de trés teoremas de dualidade que relacionam os
problemas (PF), (P) e (DPF);.

Em [28], Khan e Hanson estudam o problema (PF) assumindo que a fungao objetivo é
formada por fungoes invexas diferencidveis no numerador e no denominador. Eles mostram
que com esta hipotese a funcao objetivo também é uma funcao invexa diferenciavel, e as-
sumindo que as fungoes do conjunto de restricdes sao invexas diferenciaveis, apresentam
condicoes suficientes de otimalidade e teoremas de dualidade para este problema fracional
invexo. Resumidamente, se f(z) <0, g(z) > 0, Vo € S, f e —g sdo fungbes invexas em z*
com respeito ao mesmo n(x, z*), Vx € S, entao é possivel mostrar que § ¢ uma funcao invexa
em z* com respeito a 7j(z,z*) = 9() n(z,z*), Vx € S. E, assumindo que cada funcao hj,

— g(@¥)
j € K, é uma fungao invexa em x* com respeito ao mesmo 7(z, z*), Vo € S, Khan e Hanson

provam que a condi¢ao necessaria de primeira ordem do tipo K K'T' também é uma condicao
suficiente para que x* seja um minimo para (PF). Considerando o seguinte problema dual

para o primal (PF),

(DPF), Maximizar — ——=

p
5.8 VY ST A VR (w) =0,

Khan e Hanson demonstram os teoremas da dualidade fraca e da dualidade forte que rela-

cionam os problemas (PF) e (DPF),, com as mesmas hip6teses de invexidade sobre as fungoes
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f,geh;, j€ K, e ainda discutem algumas possibilidades para um problema dual do tipo
Bector generalizado [7] para o primal (PF).

Em [52], Reddy e Mukherjee utilizam o conceito de fungoes p-invexas introduzido por
Jeyakumar [25] para obter condigoes suficientes de otimalidade e resultados de dualidade
para o problema (PF). Assumindo que as fungoes f, g e h sao diferencidveis em S e que
a funcao objetivo é formada por funcoes p-invexas em ambos numerador e denominador,
eles mostram que a fungao objetivo também satisfaz o conceito de p-invexidade. Para obter
as condicoes de otimalidade e os resultados de dualidade, Reddy e Mukherjee precisam de
hipéteses adicionais, além de assumirem que as fun¢des do conjunto de restri¢coes sejam p-

invexas. Resumidamente, se f(z) <0, g(z) > 0, Vx € S, f e —g sao fungdes p-invexas em
x* com respeito ao mesmo n(z*, z) e d(z*, z), Vo € S, entdo é possivel mostrar que § é uma

funcao p-invexa em x* com respeito a 17 e d, onde

i = 9@ x, " Iz, ") = ) x,r* T
e = 2y ), ) \/g@;) (1- L)) wes

Assumindo que cada fungao h;, j € K, é uma fungao p;-invexa em x* com respeito ao
mesmo 7(x,z*) e d(z,z*), Vx € S, com p’ € RP, e ainda, se para a condigao necesséaria de

primeira ordem,

*

\%

FE) N () —
g(x*)+jzlxjwj( ) =0,

P
j=1
A 20,

ocorre (p+ (A, p')) > 0, entdo esta condigao também ¢é suficiente para que z* seja um minimo
para (PF). Considerando as mesmas hipéteses de p-invexidade sobre as funcoes f, g e hy,
7 € K, Reddy e Mukherjee ainda apresentam trés teoremas de dualidade que relacionam
os problemas (PF) e (DPF),, e discutem as possibilidades de estender tais resultados para
problemas multiobjetivo.

Em [34], Liang et al. introduzem um tipo de convexidade generalizada chamada de
(F, a, p, d)-convexidade e, baseados neste tipo de convexidade e nas propriedades de fun-
cionais sublineares introduzido por Preda [51], apresentam condigoes suficientes de otimali-
dade e alguns resultados de dualidade para o problema (PF). Diferentemente das propostas
apresentadas em [28] e [52], Liang et al. assumem que a fungao do numerador do objetivo é
nao negativa em todo ponto viavel. Assumindo ainda, que as fungoes f, g e h;, j € K, sao

continuamente diferencidveis em S e satisfazem o conceito de (F,«a, p, d)-convexidade com
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parametros F', «, p e d adequados, eles mostram que a funcao objetivo também satisfaz o
conceito de (F,a, p,d)-convexidade, apresentam condigoes suficientes de otimalidade para
as solugoes do problema (PF) e apresentam dois teoremas de dualidade que relacionam os
problemas (PF) e (DPF),. Resumidamente, se f(xz) > 0, g(z) > 0, Vo € S, f e —g sao
fungoes (F, a, p,d)-convexas em x*, p > 0, entdo é possivel mostrar que f é uma funcao

(F, &, p,d)-convexa em x*, onde

_ _g(x*)&xx* *:Cx* _ L T 2 "
(a >>07 d(, ) g(x)d<, ), Vo € S.

Assumindo que cada funcdo h;, j € K, é (F,a, p,d)-convexa em z*, p > 0, Liang et al.
provam que a condi¢ao necessaria de primeira ordem do tipo K K'T' também é uma condicao
suficiente para que x* seja um minimo para (PF), conseguem demonstrar os teoremas da
dualidade fraca e forte que relacionam (PF) e (DPF), e discutem as possibilidades de es-
tender tais resultados para problemas multiobjetivo. O que é feito mais tarde por eles no
trabalho [35].

Recentemente, a abordagem de utilizar problemas auxiliares que transformam o problema
(PF) em um problema mais facil de tratar vem sendo usada com novas propostas. Por
exemplo, em [3], Antczak obtém condigoes de otimalidade para as solugoes do problema
(PF) ao considerar um outro problema de otimizagao que tem como objetivo uma fungao
construida a partir de um ponto viavel fixo e uma aplicacao vetorial como fator multiplicativo.
Ele mostra que sob hipoteses de invexidade esses dois problemas tém as mesmas solugoes
otimas. Resumidamente, sejam Z um ponto viavel e uma aplicacao n : 2 x 2 — R™, Antczak

considera o seguinte problema associado ao problema (PF),

—
B

(P) melglglzar (@) o(7)
Se = é uma solugao étima do problema (PF), as funcoes h;, j € K, sdo quaseinvexas em 7
com respeito a n e n(Z,z) = 0, entdo é possivel mostrar que Z também é uma solucao Gtima
do problema (P). Por outro lado, se Z é uma solucdo étima do problema (P), as funcdes f e
—g s@o invexas em T com respeito a 1 e (&, z) = 0, entao é possivel mostrar que z também
é uma solucdo 6tima do problema (PF). Antczak, também mostra com a sua estratégia que
é possivel transformar alguns problemas de otimizagao fracional complicados em problemas
de otimizacao linear. Por exemplo, ele mostra que os dois problemas abaixo sao equivalentes

no contexto de seu trabalho,
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_ ~r _3
(PF); Minimizar =2
In(z+1)+1

s.a 2?2 — 2 <0,

X={zeR|z>-1},

(P);  Minimizar -2+ ax
s.a —ax <0,

a>1, reR,

onde 7 é definida por n(x — Z) = a(x — T) e @ um nimero real satisfazendo o > 1. Pode-se
conferir que o ponto Z = 0 é solugdo étima de ambos os problemas (PF); e (P);.
Diversos trabalhos que apresentam resultados importantes para o problema (PF) pode-

riam ser citados, entre eles, os trabalhos de Craven [12] e [14], e o trabalho de Weir [63].

2.3 O problema multiobjetivo fracional

O problema (PMF) surge como aplicacao em muitas areas do conhecimento, incluindo prob-
lemas de tomada de decisao em ciéncia de gestao, selecao de carteiras, etc. Condigoes de
otimalidade e resultados de dualidade para este problema vem sendo estudados por diversos
autores.

Em [59], Singh e Hanson estendem os resultados obtidos por Geoffrion [18], em relacao
as solugoes eficientes e propriamente eficientes do problema (PM), para o problema (PMF).
Os resultados sao obtidos relacionando o problema (PMF) com um problema paramétrico
associado e assumindo hipdteses de quaseconvexidade e pseudoconvexidade sobre as fungoes
envolvidas no problema. Os teoremas de dualidade fraca, dualidade forte e dualidade inversa
também sao estabelecidos e demonstrados utilizando as mesmas hipdteses.

Em [26], Jeyakumar e Mond introduzem um conceito de convexidade generalizada para
caracterizar um vetor de fung¢oes chamada de v-invexidade e obtém condigoes de otimalidade
e resultados de dualidade assumindo este tipo de convexidade sobre as funcoes que compoem
o problema (PM). Como aplicagdo de seus resultados, eles estudam um caso particular do
problema (PMF), onde as fungoes objetivo sao formadas por fungdes convexas no numerador
e por fungoes concavas no denominador.

Em [8], Bector et al. utilizam uma abordagem conhecida como linearizagdo das fungoes
do vetor objetivo para obter resultados de dualidade para o problema (PM), no caso em

que o vetor objetivo é formado por funcgoes pseudoconvexas e o conjunto de restrigoes por
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desigualdades lineares. Como aplicacao de seus resultados, eles estudam o problema primal
(PMF) com denominadores das fungbes objetivo todos distintos e constroem um tipo de
problema dual, no qual as funcoes objetivo sao lineares. Resumidamente, sejam () um
subconjunto aberto e convexo de R", f; convexa e f;(x) > 0, Vx € Q, g; concava e g;(x) > 0,
Vo € Q, Vi e I, entao f,_ é uma funcao pseudoconvexa para cada i € I. Apesar de nao muito
razoavel, a hipétese sobre g;, para cada i € I, é original em [8]. Sejam ainda, A € RP*"™,
beRPe Aj a j-ésima linha da matriz A, entao Bector et al. conseguem obter resultados de
dualidade para o seguinte par primal-dual multiobjetivo,

(PMF)  Minimizar <f1 (x)’ ce fm($)>
gi(x)” " gm(2)
s.a Ax 2 b, x 20,
r e QCR"Y,
(DPMF) Maximizar  (vq,...,0n)
m p
s.a Z& [V fi(u) —v;Vgi(u)] — Z w;A; >0,
i=1 i=1

Zfi [fi(u) — vigi(u)] w” (Au —b) =0,
i=1
ueQ, £>0, w=20, v=0.

Observe que o problema dual (DPMF) tem fungoes objetivo lineares e, quando m = 1,
o problema (DPMF) equivale a abordagem paramétrica feita por Jagannathan, em [23],
o qual estuda o problema dual (DPF); em relacdo ao problema escalar primal (PF), ou
equivalentemente ao problema escalar primal (P), apresentados na Segao 2.2.

Em [49], Osuna-Gémez et al. utilizam uma abordagem paramétrica semelhante a usada
por Dinkelbach [16], Jagannathan [23] e Bector et al. [§], e estudam o seguinte par primal-
dual multiobjetivo,
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(PM)  Minimizar  (fi(z) —vig1(x), ..., fo(x) — Upgm(2))
s.a hi(z) <0 jeK,
reQCRY

(DPM) Maximizar  (vq,...,0pm)

s.a Z 7 [V filu) — v;Vgi(u)] + Z A;jVh;(u) =0,
> 7ilfilw) = vigi(w)] > 0,

p
> Ajhy(u) =0,

j=1

ueQ, 7>0, A=0.

Para evitar confusio, vamos denotar por (PMF)j, o problema (PMF), tal que, o seu conjunto
vidvel ¢ S = {x € Q| h(z) £ 0}. O problema (PM) é um problema associado ao problema
(PMF),. Osuna-Gémez et al. provam que existe uma relacio entre as solucdes do problema
(PMF), e as do problema (PM) e, a partir dessa relacio, obtém algumas condicdes de
otimalidade para o problema (PMF); estudando o problema (PM). Essas condicdes sdo
obtidas assumindo, em um primeiro momento, que a funcao vetorial (f; — vig1,..., f;n —
Um8m, h) é subconvexlike generalizada em (2 e, em um segundo momento, assumindo que o
problema (PM) é um problema KT-invexo vetorial. Com esta segundo hipétese, também
sao demonstrados os teoremas de dualidade fraca, dulidade forte e dualidade inversa para o
problema dual (DPM).

Em [35], Liang et al. estendem os seus resultados obtidos em [34] para uma classe de
problemas (PMF). Assumindo que as funcoes f;, ¢;, ¢ € I, e h;, j € K, sdo continuamente
diferencidveis em S e satisfazem adequadamente o conceito de (F, a, p, d)-convexidade, intro-
duzido por eles em [34], Liang et al. apresentam condigoes suficientes de otimalidade para as
solugdes do problema (PMF) e demonstram os teoremas de dualidade fraca e dualidade forte
utilizando hipéteses de (F, a, p, d)-convexidade sobre as fungoes do problema primal (PMF)
em relacdo aos seguintes tipos de duais: Mond-Weir [43]; Schaible [56], [57]; e Bector [7].

Em [55], Santos et al. estudam uma classe de problemas (PMF') com fun¢oes ndo convexas
e nao diferencidveis. Utilizando a abordagem paramétrica introduzida por Dinkelbach [16] e
Jagannathan [23], eles obtém condigdes de otimalidade para o problema (PMF) e resultados

de dualidade ao estudar um problema parametrizado, que neste caso, é idéntico ao problema
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(PM) acima. Este trabalho generaliza os resultados obtidos por Osuna-Gémez et al., em [49],

por considerar o caso nao diferenciavel.

2.4 O problema escalar fracional quadratico

Encontramos poucos trabalhos na literatura que fornecem condigoes de otimalidade e re-
sultados de dualidade para o problema (PF) envolvendo fungdes quadraticas em ambos nu-
merador e denominador da funcao objetivo. As abordagens mais proximas deste problema,
que vamos chamar de problema escalar fracional quadratico (PFQ), envolve uma mistura de
fungoes quadraticas e lineares.

Em [15], Crouzeix et al. estudam um problema fracional onde a fungao objetivo é for-
mada por um quociente de fungoes lineares, porém introduzem uma abordagem que pode ser
estendida para funcoes quadraticas no quociente. Eles obtém resultados de dualidade para
um problema de programacao nao linear onde o méaximo de varios quocientes de fungoes lin-
eares ¢ minimizado sujeito a restricoes lineares, que o chamam de problema de programacao
fracional linear generalizado do tipo Min-Max. Para este problema, eles introduzem um
problema dual do tipo Max-Min para encontrar as suas relagoes com o problema primal
Min-Max. Resumidamente, sejam f;, g;, ¢ € I, fungoes lineares, onde g;(x) > 0, Vo € Q,
Crouzeix et al. trabalham com o seguinte problema,

(PF); inf max fz(l’)’
s 25 4()
ondem >1eS ={recQ|Ar Zb} CR}, Ac R, be RP. Para obter o problema
dual, é feita uma transformacio no problema (PF),, criando um problema associado, que
posteriormente é estudado por uma abordagem paramétrica.

Posteriormente, outros autores obtiveram novos resultados e algoritmos para resolver
algumas aplicacdes do problema (PF)s, incluindo o caso em que ha funcdes quadréticas no
quociente da funcao objetivo. Uma revisao desses trabalhos feita por Schaible and Shi, pode
ser encontrada em [58].

Em [19], Gotoh e Konno estudam uma aplicagao do problema (PFQ) introduzida por Lo
e MacKinlay [36] em um modelo de maximizagao da previsibilidade nos mercados de agaos
e titulos, como alternativa para se analisar carteiras. A funcao objetivo deste problema
¢é formada pelo quociente de duas funcgoes quadraticas convexas, que tem multiplos étimos
locais. Eles desenvolvem um algoritmo para resolver alguns problemas de aplicacoes praticas
e com bom desempenho. O algoritmo tem uma estratégia de busca do tipo branch-and-bound

que explora o problema paramétrico introduzido por Dinkelbach [16].
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Em [10], Cambini et al. estudam um caso particular do problema (PFQ) onde a fungao
objetivo é formada por uma funcao quadratica no numerador e por uma linear no denomi-
nador. Eles fornecem uma condicao necessaria e suficiente para que a funcao objetivo seja
pseudoconvexa e obtém alguns resultados dessa hipdtese. Os resultados obtidos os permiti-
ram sugerir um algoritmo simples para testar se uma funcao com determinadas caracteristicas
é pseudoconvexa. Este algoritmo também pode ser usado para caracterizar a pseudoconvex-
idade da soma de uma func¢ao linear com uma funcao fracional, sendo a tultima formada por
funcoes lineares em ambos numerador e denominador.

Em [9], Benson estuda dois tipos de problemas de otimizacao fracional, um (PFQ) com
ambas funcgoes quadraticas do numerador e denominador convexas, e um caso um pouco
mais geral, onde o numerador leva uma funcao quadratica convexa e o denominador uma
funcao, nao necessariamente quadratica, convexa e estritamente positiva. Resumidamente,
sejam ), P € R™" matrizes simétricas, () semidefinida positiva, P definida positiva e g uma
fungao convexa, g(x) > 0, Vx € S, tal que, 0 ¢ S. Benson estuda os seguintes problemas,

T
(PFQ) Magierglizar %,
— 2T Qx

(PF); Maﬁiengizar o)

onde o conjunto S é nao vazio, convexo e compacto. Primeiro, ele apresenta e demonstra

?

algumas propriedades tedricas desses problemas. Entre elas, que qualquer solucao 6tima
global do problema (PFQ) pertence a fronteira do seu conjunto vidvel e, que o problema
(PF); pode ser reformulado como um problema de maximizacdo convexo. Em seguida,
Benson apresenta um algoritmo para encontrar solucdes globais do problema (PF); que
usa uma estratégia de busca do tipo branch-and-bound. O principal esforco computacional
deste algoritmo envolve a solucao de uma sequéncia de problemas de otimizagao convexo.
Propriedades de convergéncia do algoritmo também sao apresentadas.

2.5 O problema multiobjetivo fracional quadratico

Até o momento, poucos trabalhos foram produzidos no campo da programacao multiobjetivo
fracional onde se especifica o uso de funcoes quadraticas em ambos numerador e denominador
de cada funcao objetivo. Como o mais proximo disso, podemos citar alguns trabalhos, entre
eles, Beato et al. [5] e [6], Arévalo e Zapata [4], Konno e Inori [29], Rhode e Weber [53],
Korhoen e Yu [30] e [31].

Em [5], Beato et al. apresentam uma caracterizacao das solugoes eficientes de um prob-

lema (PM) com o vetor objetivo formado por fungoes quadraticas, porém nao fraciondrias,
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baseada em um teste feito através de um método computacional iterativo, que considera as
condigbes necessarias de primeira ordem. Em [4], Arévalo e Zapata estudam um problema
de selecao de carteiras modelado por um problema multiobjetivo fracional, onde cada funcao
objetivo é formada pelo quociente entre uma funcao quadratica no numerador e uma lin-
ear no denominador, que medem fatores como a rentabilidade, o risco e a liquidez de cada
carteira. Com o mesmo tipo de fungoes objetivo, em [29], Konno e Inori estudam problemas
de investimentos institucionais e, Rhode e Weber [53], estudam a selegdo de carteiras em
investimentos.

Em [32], Kornbluth e Steuer estudam um problema multiobjetivo fracional onde cada
funcao do vetor objetivo é o quociente de duas funcgoes lineares, e o conjunto de restrigoes
¢é formado por desigualdades lineares. Eles desenvolvem um algoritmo para encontrar to-
das as solugoes fracamente eficientes deste problema baseado no cléssico algoritmo Simplex
para problemas escalares lineares. Kornbluth e Steuer discutem as dificuldades encontradas
no desenvolvimento deste método para problemas multiobjetivo, como a determinacao de
vértices e bases associadas a uma solugao.

Em [30], Korhonen e Yu estudam um problema (PM) que tem as entradas do vetor
objetivo formado por uma funcao quadratica e o restante por fungoes lineares, porém nao
fracionarias, e tem o conjunto de restrigoes formado por desigualdades lineares. Eles propoem
um método computacional iterativo para resolucao deste problema baseado em direcoes de
busca e somas ponderadas, que sao usadas em um tipo de parametrizacao das fungoes ob-
jetivo, para implementar a busca por solugoes nao dominadas. A estratégia produz uma
formulacao do problema de complementaridade linear paramétrico, sendo que uma abor-
dagem para lidar com este tultimo problema também é apresentada e ilustrada com um
exemplo numérico. Em [31], Korhonen e Yu estendem os resultados anteriores para uma
gama maior de abordagens computacionais e fazem uma comparacao entre essas distintas
abordagens.

Em [6], Beato et al. obtém condigbes necessarias e suficientes de otimalidade para as
solugoes eficientes de um caso particular de problemas multiobjetivo fracional, onde cada
funcao objetivo é formada pelo quociente entre uma fungao quadratica no numerador e uma
linear no denominador. Resumidamente, sejam b;,¢; € R", i € I, e A; € R™", i € I,
matrizes simétricas semidefinidas positiva, Beato et al. trabalham com problemas onde o
vetor objetivo é formado por fungoes que satisfazem f;(z) = s27 Az +bl z e gi(z) = ¢z > 0,
Vr € S, onde S é formado por desigualdades lineares. Alguns dos resultados teéricos sao
obtidos efetuando uma linearizacao do problema, da mesma forma que é proposto por Bector
et al. [8]. Outro resultado de Beato et al. é a introducao de um método computacional que
testa se um ponto vidavel é uma solugao eficiente.
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2.6 Conclusao

As abordagens tratadas neste trabalho de pesquisa para a resolucao de problemas de otimizacao
fracional sao distintas das abordagens apresentadas nesta pequena revisao bibliografica.
Nao foi encontrado na literatura nenhum método semelhante ao método que apresentamos
no Capitulo 3 para obter condigbes de otimalidade para o problema (PMFQ), descrito na
Secao 2.1. Apesar da abordagem feita no Capitulo 4, quanto a caracterizacao de solucoes
localmente eficientes, ser uma mera leitura das caracteristicas do problema (PMFQ), esta
abordagem também nao foi encontrada na literatura. Para obter algumas condigoes sufi-
cientes de otimalidade para as solu¢oes do problema (PMFQ), apresentadas no Capitulo 5,
utilizamos alguns dos conceitos apresentados por Liang et al., em [34] e [35], porém, uti-
lizamos hipoteses mais fracas e distintas sobre as fungoes objetivo em relagao a Liang et al.,
sendo que as diferengas sao explicadas em detalhes. No que se refere a teoria de dualidade,
apresentada no Capitulo 6, utilizamos alguns dos conceitos apresentados por Osuna-Gémez
et al., em [48] e [49], porém, novamente, com hipdteses mais fracas e particulares ao problema
(PMFQ).

Acreditamos que as abordagens que seguem neste trabalho de pesquisa facilitem a res-

olucao de problemas de otimizacao multiobjetivo fracional com as mesmas caracteristicas do

problema (PMFQ).



Capitulo 3

Condicoes de Otimalidade Via Raio
de Eficiéncia

Neste capitulo apresentamos a principal contribuicao deste trabalho, caracterizada por uma
abordagem alternativa de obtencao de condigoes de otimalidade para problemas multiob-
jetivo. Introduzimos o conceito de raio de eficiéncia para o problema (PM) e estudamos
algumas condigdes de otimalidade para o problema (PMFQ) via raio de eficiéncia. Inicial-
mente alguns resultados sdo obtidos para o problema (PMFQ’) e, em seguida, estendemos

para o caso com restrigoes.

3.1 Raio de eficiéncia

Nesta secao vamos apresentar algumas condigoes sob as quais eficiéncia local equivale a
eficiéncia global. Introduzimos um conceito alternativo para solucoes localmente eficientes
com o objetivo de detectar a sua eficiéncia global ou nao, através de determinadas pro-
priedades particulares das funcoes objetivo ao longo de uma direcao de busca. Com esta
abordagem é possivel identificar um subconjunto de pontos do conjunto viavel onde uma
solucao localmente eficiente é nao dominada. Este conceito é o raio de eficiéncia, que vamos
definir primeiramente para o problema (PM).

Diremos que um ponto z* € S é A-eficiente ou tem raio de eficiéncia A para o problema
(PM) se z* € Leff(PM) e nao existe um outro ponto 2’ € B(x*,\) C S que domina z*.

Apesar da semelhanca, chamamos a atencao para uma importante diferenca entre a
definicao de solucao localmente eficiente apresentada na Secao 1.2, e a definicao do raio
de eficiéncia de uma solucao localmente eficiente. No primeiro caso, de um ponto de vista
tedrico, sabemos que sempre existe uma vizinhanga arbitraria N(z*) C S de z*, onde z* é

nao dominado. Naturalmente, esta vizinhanca pode ser considerada como uma bola de R™

35
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de raio arbitrario. Mostraremos ser possivel calcular A* > 0, tal que, B(z*,\*) C S é a
maior bola onde z* é nao dominado, ou ainda, concluir que z* é nao dominado em todo o
conjunto viavel S.

Podemos indicar algumas razoes importantes para o uso do raio de eficiéncia nos prob-
lemas (PM). Deixar de estudar uma solugdo em uma bola de raio arbitrario para estuda-la
em uma bola fixa e conhecida. Determinar um subconjunto compacto, no qual nao existam
outros pontos que dominem uma certa solugao. Isto é 1til na resolugao dos problemas (PM),
porque na pratica, se for conhecido um raio de eficiéncia, o decisor pode estimar qual o custo
para procurar por uma nova solugao, e ainda, escolher qual procedimento de busca usar.
Concluir a eficiéncia global através de problemas auxiliares induzidos pelo conceito de raio
de eficiéncia.

Naturalmente, se z* é \-eficiente, entao ele é (-eficiente, V § < A. Similarmente dizemos
que z* é oo-eficiente se ele for eficiente em S.

3.2 Raio de eficiéncia no problema (PMFQ)

Nosso objetivo é calcular o raio de eficiéncia de uma solugao x* e obter resultados a partir
deste calculo. Para a nossa abordagem, precisamos iniciar com a hipotese de que z* €
Leff(PMFQ). Para determinar o raio de eficiéncia A > 0 desta solucao x*, a questao que
devemos formular é: Qual ¢ o menor valor de X > 0, tal que, existe uma direcao unitaria d,

onde g Ei:if\‘j)) < ch Ei:; ? Esta questao, pode ser formulada de outra maneira: Qual é o maior

o P fE*+xd) - f(z*)
valor de A > 0, tal que, dada uma direcao unitdria d, CESY) < o)

A resposta para qualquer uma dessas questoes fornece o raio de eficiéncia maximo de x*.

nao tem solucao?

Os teoremas que seguem nos permitem caracterizar quando uma solucao localmente eficiente
equivale a uma solugao eficiente. Usaremos esses teoremas para identificar o raio de eficiéncia
maximo e analisar a dominancia de uma solugao localmente eficiente no conjunto viavel.
Usando uma abordagem paramétrica, semelhante a usada por Dinkelbach [16] ¢ Jagan-
nathan [23], que transformam o problema de otimizagao escalar fracional em um novo prob-

lema escalar, consideramos o seguinte problema associado ao (PMFQ), descrito na Segao 2.1.

(PMFQ),~ Minimizar f(z)— ggi*))g(:c) = (f1 (x) — ﬁg*ggl (@), ..., fm(z) — g;’ig:ggm(x))
s.a hj(x) <0 jeK,

onde f; e g; sao fungoes quadraticas de n variaveis reais, para qualquer ¢ € I. Além disso,
supomos que g;(x) > 0 para qualquer z em {2 e qualquer i € I. Os dominios das fungoes

reais h;s contém €. O conjunto vidvel S ¢ a intersegao de €2 com o conjunto de vetores x
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nos quais hj(z) < 0 para qualquer z e j € K, e z* € S.

O problema (PMFQ),+ é introduzido de forma semelhante por Osuna-Gémez et al. [49].
No entanto, os autores abordam o problema de forma distinta obtendo condi¢oes necessarias e
suficientes de otimalidade e resultados de dualidade para solugoes fracamente eficientes. Nas
referéncias [16], [23] e [49] os autores consideram cada func¢ao objetivo como f;(z) — a;g:(x),
1 € I, dada por um parametro «; € R, e obtéem alguns de seus resultados quando a; =
%, onde z* resolve o problema (PF) nas referéncias [16], [23], e 2* € FEff(PMFQ)
na referéncia [49]. Nao pretendemos estender nosso estudo quanto as propriedades dos

parametros a; € R, ¢ € I, portanto vamos considerar diretamente que a; = 5 ’gg, onde z* €

Leff(PMFQ). Também vamos considerar apenas condigoes de otimalidade para as solugoes
eficientes que, em geral, sdo mais complicadas teoricamente de se obter em comparacao com
as solugoes fracamente eficientes. O teorema que segue e sua demonstragao é uma abordagem
equivalente ao Lema 1.1 apresentado em [49].

Teorema 3.1 Sejaz* € S. x* € Leff[PMFQ) se e somente se x* € LefPMFQ),~. Além
disso, x* € localmente eficiente para (PMFQ) em N(x*) se e somente se € localmente efi-
ciente para (PMFQ),~ em N(x*).

Demonstracao: (=) Seja N(z*) C S, tal que, z* é localmente eficiente para (PMFQ)
em N(z*). Suponha que z* ¢ Leff(PMFQ),«, entdo existe um outro ponto =’ € N(z*),
satisfazendo
* / *
1)y mo s L) S
g(z*) g(a’) = g(z¥)
O que contradiz z* € Leff (PMFQ) em N(z*). Portanto 2* € Leff (PMFQ),~ em N(x*).
(<) Analogamente, seja N(z*) C S, tal que, z* é localmente eficiente para (PMFQ),
em N(z*). Suponha que z* ¢ Leff(PMFQ), entdo existe um outro ponto ' € N(z%),
satisfazendo

f) _ f@) f(z7) f(")
g(a') — g(a¥) g(z*) g(z*)

O que contradiz z* € Leff (PMFQ),~ em N(z*). Portanto z* € Leff (PMFQ) em N(z*). m

g(z) < f(z7) -

<

g(a') < 0= f(a") -

= f() -

g(z").

Para esses problemas associados, para cada x* € Leff (PM F(Q), podemos assegurar que
Leff(PMFQ) C Leff(PMFQ),-. Como o subconjunto N(z*), que equivale a uma bola de
raio arbitrario em R™ centrada em z*, aparece em ambos os problemas (PMFQ) e (PMFQ),- e

queremos calcular uma vizinhanga B(z*, A*) de raio A* méximo, tal que, x* € Leff (PMF Q)
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em B(xz*, \*), calcular o raio de eficiéncia \* de uma solu¢do z* no problema (PMFQ) é
equivalente a calcular o raio de eficiéncia A* de z* no problema (PMFQ),«, e assim, podemos
escolher entre os dois problemas aquele que facilita este calculo.

3.3 Raio de eficiéncia nos problemas sem restricoes

De forma andloga ao apresentado na Secao 2.1, denotamos por (PMFQ'),- o problema
(PMFQ),~ sem restri¢oes. Inicialmente, nos resultados que seguem, vamos estudar o prob-
lema (PMFQ'), no qual as fungoes objetivo sao definidas para cada i € I e para todo x € R™,

como segue.
filr) =2 Ax +alz+a;, e g(x)=a"Ba+blz+b,

onde A;, B; € R™™ A, simétrica, B; simétrica semidefinida positiva, a;, b; € R" e a;, b; € R,
com b; > —(:i“iTBiii + b¥'2%), onde 2 é uma solugao do sistema 2B;z + b; = 0. Ou seja, 2°
¢ o ponto em que a funcdo =7 B;x + b;frx atinge o seu minimo e isso garante que g;(z) > 0,
Vx € R™. Nao vamos considerar os casos em que 2B;x + b; = 0 nao tem solucao.

Precisamos definir alguns conjuntos e parametros que serao usados ao longo deste texto.
Dado z* € R", definimos a fungao quadratica

pi(z) = T (AZ- _ %Bi) x+ (aiT - ggi;bT) v, iel, (3.1)

e dado uma direcao unitaria d, definimos

Xo={iel| [d"Vpi(z")d, Vpi(z*)"d]" > 10,0},
Xy={iel|dVpi(z*)d>0 e Vpi(z*)'d <0},

Xo={iel|d"Vpi(z*)d <0 e Vpi(z*)'d >0},

)T i —2Vpi(z*)Td
)\g = max{ prz—W } )‘(11 — ZHel)l(rll{ dT~2p; (z*)d }, se X1 7§ (Z)
ieXe | dTVpia7)d +00, se X1 =0,

0, M, se X; #0
Ad = [)\d A% = (0, Agl, ! A% = AL AY
2 [ 29 00)7 1 { (07 /\%7 se X1:@7 2 1
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ri(A) i€ X, i€ X,

W

d
Af

A

Figura 3.1: Grafico de r; cujo indice ¢ pertence ao conjunto X; ou Xy

Observe que as fungoes p;, @ € I, definidas em (3.1), sdo as mesmas fungoes objetivo

Lz3p, e, portanto, pi(z*) =

do problema (PMFQ),+ a menos das parcelas constantes a; —
- - S35,

Para o melhor entendimento dos conjuntos e parametros acima, considere a expansao de
Taylor em torno do zero da fungao r;(A) = p;(x* 4+ A\d), i € I, A € R. A principio seria uma

aproximacao, mas como r; ¢ uma funcao quadratica, entao
)\2
ri(\) = pi(x*) + AVpi(2*)'d + ?dTVQpi(as*)d.

Ou seja, r; ¢ uma funcao real de uma variavel, cujo grafico ¢ uma parabola, e tem termo
constante p;(z*), termo linear Vp;(z*)”d e termo quadratico 3d* V?p;(z*)d. Entao, fica fécil
interpretar quem sao os conjuntos Xy, X; e X5. Dada uma diregao unitaria d, o conjunto X;
¢é formado pelos indices 7 € I cujas fungoes r; decrescem para valores proximos de A = 0 e sao
convexas, enquanto que o conjunto X, é formado pelos indices i € I cujas fungoes r; crescem
para valores préximos de A = 0 e sao concavas. Exemplos de elementos dos conjuntos X;
e Xy estao ilustrados na Figura 3.1. Nela, aparecem dois graficos que representam duas
funcoes r;. O que nos interessa sao os valores de A > 0, por isso estao representados na
Figura 3.1 os pontos da funcao r;(\) = p;(z* 4+ Ad) plotados nas coordenadas (A, r;(\)), para
A > 0, que neste caso, sao duas parabolas. Nela, estd ilustrado uma parabola convexa em
cor vermelha indicando que o indice da funcao r; pertence ao conjunto X;. Nao ¢ dificil

notar que neste caso temos d? V2p;(z*)d > 0 e Vp;(2*)Td < 0. Por outro lado, também est4
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>¢GXO

5\ _ —2Vp;(z*)Td
T dTV2pi(a*)d

Figura 3.2: Representa i € X, ou i € X, e uma raiz A da equacio r;(\) — p;(z*) =0

ilustrado uma parabola concava em cor preta indicando que o indice da funcao r; pertence
ao conjunto X, sendo que neste caso temos d? V2p;(x*)d < 0 e Vp;(z*)Td > 0.

O conjunto X é formado pelos indices ¢ € I, tais que, cada funcao quadrética r; tem
termo linear nao negativo e o termo quadrético positivo ou tem termo linear positivo e o
termo quadratico nao negativo. Dois elementos do conjunto X estao ilustrados na Figura 3.2.
Nela, esta ilustrado uma parabola convexa em cor azul, que representa o grafico de uma
fungio quadratica r;, no caso em que ocorre d? V?p;(x*)d > 0 e Vp;(z*)Td > 0. Neste caso,
o indice da fungao r; pertence ao conjunto Xy. Também estd ilustrado na Figura 3.2 uma
reta crescente, para A > 0, em cor azul, que representa o grafico de uma fungao linear r;,
no caso em que ocorre dX Vp;(x*)d = 0 e Vp;(2*)Td > 0. Note que neste caso, o indice da
funcao r; também pertence ao conjunto Xj.

O parametro A\§ é igual ao maximo dos valores das rafzes positivas das equacoes r;(\) —
pi(z*) = 0, cujos indices ¢ pertencem a X5. Analogamente, quando X; # (), o parametro
A{ é igual ao minimo dos valores das rafzes positivas das das equagoes 7;(\) — p;(z*) = 0,
cujos ndices i pertencem a X;. Quando X; = (), escolhemos A\{ = co. Observe que para
cada indice i a outra raiz da equacao r;(A) — p;(z*) = 0 é A = 0, porém estamos interessados
nos valores de A > 0. Esses parametros sao ilustrados na Figura 3.1. Nela, o parametro
A aparece em cor preta, enquanto que o parametro A% em cor vermelha. Na Figura 3.2, é

ilustrado em cor preta uma raiz positiva A da equacao 7;(\) — p;(z*) quando i € X5.
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7"1()\)

. ——— 1€X;

— item 2(b)

\ X _ *QV])Z'(:L'*)Td

dTV?2p;(z*)d

itens 2(c), 3(b) e 3(c)

Figura 3.3: Representa i € X; e uma raiz A da equacdo r;(\) — pi(2*) = 0

Dada uma direcio unitéria d, os conjuntos A4, A{ e A? sdo intervalos contidos em R, \ {0},
sendo que A4 o menor valor do intervalo A4 e A% o maior valor do intervalo A{. Quando
M < A, eles sdo os extremos do intervalo A? e, se A9 > A4 obtemos A? = (). Porém,
em alguns casos particulares, por exemplo, quando a cardinalidade de X; e X, satisfazem
|X1| = |X3| = 1 e ainda ocorre A\ = \{, vamos obter A? = {)\4}, ou seja, A? # 0, no
entanto, veremos que o ideal neste caso é escolher A? = (). Este caso particular e outros
parecidos sao importantes e serao explicados em detalhes em momento oportuno. Exemplos
dos intervalos A%, A4 e A? sao ilustrados na Figura 3.1. Nela, observamos em cor preta o
intervalo A = [\4, o) e, em cor vermelha, o intervalo A¢ = (0, \4]. Logo abaixo do eixo das
abscissas, encontra-se em cor azul o intervalo A = A$ N Ag. A escolha de A\¢ = oo quando
X, = () é feita para que tenhamos A? # () sempre que Xy # 0. E importante observar na
Figura 3.1 que dado A € A4 e 2’ = x* + \d, obtemos p;(z') < p;(z*), i € I. Por outro lado,
¢ ilustrado na Figura 3.4 um exemplo em que A% = .

Antes do préximo resultado, vamos entender melhor a possibilidade de obter uma direcao
unitaria d e uma constante A > 0, tal que, dada uma solucao z* € Leff (PM FQ)’), ggziiig <
’; Ei; tem solugao, e quais sdo as relagoes entre este fato, a equagao (3.1) e os conjuntos Xj,
X e Xs.
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d¢ L

Figura 3.4: Uma diregao de busca por 2’ que domina z* € Leff (PMF Q')

Considere a expansao de Taylor em torno do zero de cada fungao 7;(\) = fi;(z* + A\d) e
7i(A) = gi(z* + Ad), i € I, na solugao z*, ao longo da diregao unitaria d,

= fila" + Xd) = fi(a") + AV fi(z")"d + XN*d" Aid,

= gi(z* + M) = g;(2*) + AVg;(2*) d + N*d" B;d.

Efetuando algumas manipulagoes, obtemos

fila® +Ad) _ fila)
gile ) = gil)

= A" <)\Ai - )\fi(m*)Bi) d< (Afi(x*)Vgi(x*) - /\Vf,»(x*))Td.

Considere p;(x) em (3.1), entao

AdT ()\Ai -\

fi(z")

gi(r*)

Bi) d

gi(x*) gi(x*)

@) G oy o £ (g !
(i ote = ave0 ) 4

= /\<Vpi(x*)Td+%dTV2pi(x*)d) < 0, (3.2)
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one 1 AC) fi(z")
V2 (2*) = A, — I\ ) p Vo (2%) = V£ (%) — 2 Vg (0
5 Zpi(z*) = A; gi(x*)Bl e Vpi(z*) =V fi(z") ) gi(x").
De (3.2), obtemos
pi(z" + M) —pi(z") = A (Vpi(ft*)Td + %dTV2pi(x*)d) <0 <

< 1;(A) = pi(a"+ M) < pi(z").

Para cada direcao d e para cada ¢ € I podem ocorrer as seguintes situagoes quanto a
existéncia de solugdes positivas para a desigualdade (3.2).

1. d'V?p;i(z*)d > 0,

(a) Vpi(z*)Td > 0, ndo existe A > 0, que satisfaz (3.2) e i € X,
(b) Vpi(z*)Td = 0, nao existe A > 0, que satisfaz (3.2) e i € X,

(c) Vpi(x*)Td <0, X € (O, % , que satisfaz (3.2) e i € Xj.

2. d'V?p;(x*)d = 0,
(a) Vpi(z*)Td > 0, nao existe A > 0, que satisfaz (3.2) e i € X,
(b) Vpi(z*)Td =0, X € (0,00), que satisfaz (3.2),
(c) Vpi(z*)Td <0, X € (0,00), que satisfaz (3.2).
3. d"V?p;(z*)d < 0,
(a) Vpi(z*)Td >0, X € %, oo), que satisfaz (3.2) e i € Xs,
(b) Vpi(z*)Td =0, A € (0,00), que satisfaz (3.2),
(c) Vpi(z*)Td <0, X € (0,00), que satisfaz (3.2).

Os itens acima informam quando existe A > 0 satisfazendo a desigualdade (3.2) e a qual
intervalo ele pertence. Eles também informam qual é o comportamento de cada fungao r; ao
longo da dire¢ao d. Por exemplo, os itens 1.(a), 1.(b) e 2.(a) representam as fungdes r; que
crescem na diregao d e, portanto, nao existe A > 0 satisfazendo (3.2). Nesses casos o indice
da fungao r; pertence ao conjunto X, e ocorre r;(\) > p;(z*). O comportamento da fun¢ao
r; para os itens 1.(a), 1.(b) e 2.(a) esta ilustrado em cor azul na Figura 3.2. Nela, aparece

uma parabola e uma reta que crescem para A > 0.
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x A A

Figura 3.5: Uma dire¢do de busca por ' que domina z* € Leff (PMF Q')

Na Figura 3.3 estd representado o que ocorre no item 1.(c). Nela, estd ilustrado em
cor vermelha a funcao r;, que neste caso, é o grafico de uma pardbola convexa. No item

1.(c), existe A > 0 satisfazendo (3.2) e ele fornece as condig¢oes para que 7; seja uma fungao
—2Vp;(z*)Td
dTN2p;(z*)d *
0 —2Vp;(z*)Td

? dTV2pi(x*)d |
Excluimos o zero do intervalo porque estamos interessados em pontos z* + Ad diferentes de

*

xT.

quadratica convexa, tal que, a equagdo 7;(\) — p;(z*) = 0 tem raiz positiva \ =

Entao, para ocorrer p;(z* + Ad) < p;(x*), neste caso, devemos ter A\ € (

Os itens 2.(b), 2.(c), 3.(b) e 3.(c) representam as fungoes r; que nao crescem na dire¢ao d
e, portanto, todo A € (0, 00) satisfaz (3.2). O comportamento das fungoes r; para esses itens
estao ilustrados em cor azul na Figura 3.3. O item 2.(b) implica que, para algum i € I, a
funcao r; é constante, uma vez que o termo linear e o termo quadratico desta funcao sao nulos.
Para os itens 2.(c), 3.(b) e 3.(c) que ocorrem quando d” V?p;(z*)d < 0 e Vp;(z*)Td < 0, ou
quando dX'V?p;(2*)d < 0 e Vp;(z*)Td < 0, para algum i € I, poderao ocorrer duas situagoes
quando temos Xy = ) e Xy # 0 na direcao d. Na primeira, se X; = (), entdo \{ = co e
a desigualdade 7;(\) < p;(z*) serd vélida para valores de A > 0 determinados pelas raizes
positivas das equagoes r;(\) — p;(x*) = 0 cujos indices i € X5. Na segunda, quando X; # (),
se existir um indice k € I, tal que, d¥ V?pi(z*)d < 0 e Vpp(z*)Td < 0, o valor de \¢ nio
¢ influenciado pela funcdo ry, pois A\{ é determinado pelas raizes positivas das equacoes

ri(A) — pi(2*) = 0 cujos indices i € X.
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2,4 € Xo

Xo # 0
Figura 3.6: Uma dire¢ao de busca por ' que domina z* € Leff (PMF Q')
Na Figura 3.2 estd representado o que ocorre no item 3.(a). Nela, estd ilustrado em cor

preta a fungao r;, que neste caso, é o gréafico de uma parabola concava. No item 3.(a), existe
A > 0 satisfazendo (3.2) e ele fornece as condigoes para que r; seja uma fun¢do quadratica

concava, tal que, a equacao r;(\) — p;(z*) = 0 tem raiz positiva A = %. Entao, para
* * —2Vpi(x*)Td
ocorrer p;(z* + Ad) < p;(z*), neste caso, devemos ter A € T @ )

Dada uma direcao unitéria d, o que procuramos é um intervalo A? nao vazio, tal que,
¥ =2+ M, pi(2') < pi(z*), Vi € I, com A € A% e Xy = ). Entdo, temos que verificar os
itens acima para m fungoes. Como exemplo, estao plotados os pontos das parabolas que sao
os graficos das fungoes r;(\) = pi(z* + Ad), i € {1,2,3,4}, nas coordenadas (\,;()\)) nas
Figuras 3.4, 3.5, 3.6 e 3.7. Na Figura 3.5, est4 ilustrado um caso em que A? # (). Nela, temos
X1 = {2,3} em cor vermelha, X, = {1,4} em cor preta e vemos claramente que \¢ < \9.
Observe ainda, que se A € A4, 2’ = z* + \d, temos p;(2) < pi(z*), Vi € {1,2,3,4}.

Na Figura 3.6, estd ilustrado um caso em que X # (). Nela, temos em cor azul X, = {1},
em vermelho X; = {3} e em preto X, = {2,4}. Como r;()) sempre cresce para A > 0, z* é
globalmente eficiente nesta direcao, ou seja, quando ocorre Xy # () em uma direcao d, entao
a solucao z* é globalmente eficiente nesta direcao. Por outro lado, dada uma direcao d, se
Xo =0 e X; # 0, entao nao pode ocorrer X, = () nesta direcao, porque, caso ocorresse, a
solugdo z* nao seria localmente eficiente, uma vez que p(z* + Ad) < p(z*) teria solugdo na

direcao d para todo A > 0. Esta situagao pode ser observada nas Figuras 3.4 e 3.5, bastando
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p1(z™) -
p2(z™) -
p3(z™) -

pa(z™) -

1,2,3,4 € Xo

| > A
Mo A£D

A
W

Figura 3.7: Uma diregao de busca por =’ que domina z* € Leff (PMF Q')

supor que X, = () nessas duas figuras. Por exemplo, na Figura 3.5, suponha que X, = (),
entdo ao ignorar os gréficos das fungoes 1 e ry, obteremos r1(A) < pi(x*), ro(A) < po(z*),
r3(A) < p3(a*) e ry(N) < pa(z*) para todo A > 0. Ou seja, p(z* + Ad) < p(z*) tem solugao
para todo A > 0.

Logo, sendo z* localmente eficiente, quando ocorrer Xy = () em uma determinada direcao
d, poderao ocorrer duas situacoes importantes para a nossa anélise, ou X; # 0 e X, # 0,
ouX; =0e Xy #0. Ocasoem que Xg =0, X; = () e apenas X, # ) estd ilustrado na
Figura 3.7. Nela, observamos um exemplo em que Xy = {1,2,3,4}, Xg =0 e X; = (), entao
obtemos \¢ = oo, A4 < X e A? # (). Note ainda, que nos problemas sem restricoes, ou
seja, quando nada restringe obter a raiz positiva da equagao 7;(\) — p;(z*) =0, i € X5, em
uma determinada dire¢ao d, se ocorrer Xg = 0, X3 =0 e {1,...,m} C X, com |X| > 1
(se o item 2.(b) nao ocorre, obtemos X, = {1,...,m}), entdo sempre teremos A? # () nesta
direcao e é possivel obter um ponto ' que domina z*.

Podemos concluir que se Xo = ), X7 # () e X5 # () em uma determinada dire¢ao d, os

valores de A > 0, tais que, i; Eziig < i; gg, Vi € I, devem satisfazer

—2Vp;(z*)Td _ —2Vp;(z*)Td _
> —dTVQp((a:*)‘)d se 1€ X, e A > W((x*)‘)d se 1 € Xo. (33)

S erd) o fa)

Portanto, para garantir que dad) S g

tenha solucao em uma diregao unitaria d, deve-
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mos escolher adequadamente A > 0, tal que, A4 < X\ < \4. Esta escolha deve garantir que
pelo menos uma desigualdade seja estrita e, para isso, precisamos analisar duas situagoes
que podem ocorrer e que dificultam as demonstragoes dos nossos resultados. Temos que

entender o que ocorre quando existe uma direcao d, tal que, Xo = 0, X; # 0, Xy # 0 e

A — \d — —2Vpi(z ) d
2 = A= TN,
existe uma direcao d tal que, Xo=0, X1 =0e Xy =0.

, Vi € Xy e, uma utima situacao que ainda nao analisamos, quando

Na primeira situagao, suponha que dada uma direcao d, obtemos Xy = 0, X; # () e
X5 # 0, entdo

4. Se |X1| = 1,

(a) |Xo] =1 e Ad =24 Como A¢ = (0,A}), obtemos A? = Ad N A¢ = ). Assim, ndo
existe A € A?, tal que, 2* + Ad domina z* nesta direcao. Este é um caso em que
temos duas fungoes objetivo, p(z* + A{d) = p(z*) e p(z* + \d) < p(z*) nao tem
solucao para todo A > 0,

) [Xo| > 1 e X = )\ = %, Vi € X,. Como A4 = (0,)\9), obtemos
At = Ad N AY = (. Assim, nao existe A\ € A? tal que, 2* + A\d domina z*
nesta diregdo. Este ¢ um caso em que temos m > 2, p(z* + \d) = p(z*) e

p(z* + Ad) < p(z*) nado tem solugao para todo A > 0,

L v d

(c) |Xa| > 1 e existe j € Xy, tal que, d%v’;—((*)d < A = M. Como A = (0,)\9),
obtemos A? = A9 N A{ = (). Assim, ndo existe A € A% tal que, * + \d domina
z* nesta dire¢do. Este é um caso em que temos m > 2 e p(z* + Ad) < p(z*) nao

tem solucao para todo A > 0.
5. Se |X1| > 1,

(a) |Xo] >1e X =)\ = %, Vi € X;. Como A4 = (0, \{], obtemos A? =
Ad N AY = {\{}, e assim, existe A € A% Porém, com uma observacio mais
cuidadosa, pode-se verificar que p(z* + Ad) < p(z*) ndo tem solu¢do para todo
A > 0. Esta é uma situagao que causa mais dificuldade nas nossas demonstragoes,
por que obtemos o intervalo A% = {\{} nao vazio, porém p(z* + \¢) < p(z*) nao

tem solucao,

(b) |Xs| > 1 e existe j € Xj, tal que, A4 = \{ > —2Vpie)d - o A4 = (0, M,

dTV2p;(z*)d
obtemos A4 = A4 N A{ = {\{}. Assim, existe A € A? e, como existe j € X,
tal que, \¢ > %ﬁ))d pode-se verificar que p(xz* + \9) < p(z*) tem solugao.

Com uma observacao mais cuidadosa podemos concluir o seguinte. Se k € X;

é o argumento de A\? e se escolhermos \¢ = min “29pi @) opea pode-
1 1 dTV?2pj(z*)d [

i JEXI\{k}
se verificar que para todo A € (A{,MY], p(z* + Ad) < p(z*) ndo tem solugao.
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Esta é uma situagao que também causa dificuldade, por que obtemos o intervalo
A% = {4} nao vazio e, diferentemente do item 5.(a), p(z* + A{) < p(x*) tem

solucao, e mais, A\{ é o tinico parametro de interesse.

Os itens anteriores podem ser melhor entendidos observando detalhadamente a Figura 3.5.
Afim de evitar as problemadticas causadas pelos itens 5.(a) e 5.(b), e acreditando que esses
eventos sao dificeis de ocorrer, vamos impor uma condicao que falicitara as demonstragoes
dos proximos resultados.

Condigao 3.1 Seja d € 9B(0,1), tal que, Xo = 0, X1 # 0 e Xy # 0. Se M\ = )\ =
— (x* T . ~ . . . — ()T
%, Vi € X1, entdo A := 0. Ou se existir j € X1, tal que, A3 = N\ > %,
entio A4 := {\{}.

Temos que verificar uma outra situacao, que ainda nao foi analisada. Suponha que dada
uma direcao d, obtemos Xy =0, X; = 0 e X, = (). Isso significa que quanto a existéncia de
solugoes positivas para a desigualdade (3.2), apenas o item 2.(b) acorre para todo i € I. Ou
seja, ocorre simultaneamente Vp;(z*)7d = d?V?*p;(z*)d = 0, Vi € I, e a desigualdade (3.2)
é valida para A € (0,00). Neste caso, entre outras hipdteses, podem ocorrer um dos itens
abaixo.

6. d ¢ ortogonal ao conjunto {Vp;(z*)},.,,

(a) d é ortogonal ao conjunto {V?p;(z*)d},;,

(b) Existe I C I, tal que, d é ortogonal ao conjunto {V?p;(z*)d}, ;e d € Nu(V2p;(z*)),
Vi € I\ I, onde Nu(V2p;(x*)) é o Niicleo da matriz V2p;(x*).

7. Existe I C I, tal que, d é ortogonal ao conjunto {Vp;(z*)},.; e Vpi(z*) =0, Vi € I\ I,

(a) d é ortogonal ao conjunto {V?p;(z*)d},;,

(b) Existe I C I, tal que, d é ortogonal ao conjunto {V2pi(a*)d},c; e d € Nu(V2p;(z¥)),
Vie I\l

Acreditamos que um desses eventos é dificil de ocorrer, pois normalmente em problemas
com objetivos multiplos as funcoes objetivo sao conflitantes e, espera-se que fungoes que
satisfagam um dos itens 6.(a), 6.(b), 7.(a) ou 7.(b) sejam semelhantes, ou ao menos sejam
semelhantes em uma vizinhanca do ponto z*. Vamos impor uma outra condicao para facilitar
as demonstracoes dos proximos resultados que nao admite que um dos eventos anteriores
ocorra.
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Condigao 3.2 Seja z* € LefPMFQ') e d € 0B(0,1), entdio ndo ocorre simultaneamente
Vpi(x*)Td = d'Vp;(2*)d = 0, Vi € I.

Lema 3.1 Sejaz* € Lef(PMFQ'), entio a2’ domina x* se e somente se existe d € 0B(0,1),
tal que, Xo =0, Xo #0 e A? £ (0. Neste caso, existe \* € AY, tal que, 2’ = x* + \*d € R™.

Demonstragao: (=) Por hipétese, z* € Leff (PMFQ'), entao segue do Teorema 3.1 que

x* € Leff(PMFQ'),~ e existe uma vizinhanga N(z*), tal que, f(z) — ;E;C;g(:ﬁ) < 0 nao

tem solugao para todo z € N(z*). Pela equagao (3.1), p(z) < p(z*) nao tem soluc¢do para

todo z € N(z*). Como estamos considerando que N(z*) é uma bola de R", digamos que
ela tenha raio A, ou seja, p(z) < p(z*) ndo tem solucdo para todo x € N(z*) = B(z*,\)
e, se d é uma direcdo unitaria, p(x) < p(z*) nao tem solucao para todo x = z* 4+ Ad, tal
que, ||z — z*]] < A\, A € (0,A), onde || - || é a norma Euclidiana. Portanto, se 2 domina z*,
7' ¢ B(z*,)\) e existe uma direcdo unitaria d, tal que, ' = 2* + A\*d, com A\* > X. O que
precisamos verificar é o que ocorre quanto aos elementos dos conjuntos Xy, X1, Xs e A? nesta
direcao d. Na Figura 3.8 encontramos um exemplo que ilustra a vizinhanga unidimensional
B(0,)) de A = 0, que representa a vizinhanga n-dimensional B(z*, \) do ponto z*. Nela,
observamos que em uma dada direcao d, tomada como exemplo, existem funcoes r;, cujos
graficos mostram que os seus indices i pertencem a X (curva crescente em linha pontilhada
em cor azul), ou X; (pardbola convexa em linha continua em vermelha), ou X, (pardbola
concava em linha pontilhada em cor preta), ou quando A satisfaz os itens 3.(b) e 3.(c) para
um indice ¢ (curva decrescente em linha continua em cor azul). E possivel observar ainda,
que se Xy = ) nesta figura, sé podemos ter solucio para r;(\) < p;(z*), Vi, se A € A?
(representado em cor azul logo abaixo do eixo das abscissas do plano cartesiano). Ou seja,
se Xo = 0 na Figura 3.8, p(z* + Ad) < p(z*) tem solugao se e somente se A\ < XA < A\{. O
conjunto A¢ estd representado em cor preta, enquanto que o conjunto A¢ esté representado
em vermelha nesta figura.

Dada uma diregao arbitraria d € 9B(0, 1), suponha que Xy # ) nesta diregdo. Entéao
existe um indice i € I, tal que, um dos itens 1.(a), 1.(b) ou 2.(a) ¢ satisfeito, ou seja,
d'N?pi(z*)d > 0 e Vpi(z*)Td > 0 ou d"V?p;(z*)d > 0 e Vp;(z*)Td > 0. Neste caso, r;()\)
cresce indefinidamente para A > 0 e, portanto, dada qualquer vizinhanca de z* na direcao d
(por exemplo, B(0,\) com A > X, na Figura 3.8), por maior que seja, p(x) < p(z*) ndo tem
solucdo para todo x = x* + A\d nesta vizinhanca e, assim, nao existe #’ = z* + A\d, tal que,
2’ domina x* nesta direcdo. Portanto, Xy tem que ser vazio na direcao d.

Suponha agora que Xo = () e Xy = ) na dire¢cao d. Como z* € Leff(PMFQ'), em
B(x*,)), * também ¢é localmente eficiente em B(0,\) na direcao d. Entdo nesta direcio
nao pode ocorrer X; # () e nenhum dos itens 2.(c), 3.(b) ou 3.(c) (curva decrescente em
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ri(A) ie Xy ie X

itens 33(b) e 3(c)

d
Af

A

Figura 3.8: Vizinhanga de z* e o comportamento das fungoes r;

linha continua em cor azul ilustrado na Figura 3.8) podem ser satisfeitos, ou seja, ndo pode
ocorrer d'V?p;(z*)d > 0 e Vp;(z*)Td < 0, bem como, nao podem ocorrer d* Vp;(x*)d < 0
e Vpi(z*)'d < 0, ou d"V?p;(x*)d < 0 e Vp;(x*)Td < 0. Assim, apenas o item 2.(b) poderia
ser satisfeito nesta direcdo, ou seja, d V?p;(2*)d = 0 e Vp;(z*)Td = 0, Vi € I. O que é
impossivel, devido a Condigao 3.2. Portanto, Xy = 0) e X5 # () na direcao d.

Suponha agora que Xy = 0 e X, # 0, porém A% = () na direcao d. Com essas hipéteses,
X1 = 0 ndo pode ocorrer na direcio d, senao terfamos A4 = co e A% # (). Entdo, se Xo = 0,
X, # 0, Xy # 0 e A? = () podem ocorrer dois casos. Ou A\{ < X4 e p(z* + Ad) < p(z*) ndo
tem solugao para A > 0, ou pela Condigao 3.1 e item 5.(a), A9 = \{ %, Vi€ Xy,
e p(z* + Ad) < p(x*) ndo tem solugdo para A > 0. Portanto, 2’ = z* + A\d nado domina z*

nesta diregao.

Concluimos que se 7/ domina z*, entao existe uma direcao unitdria d, tal que, X, = 0,
Xo# Qe N € AM£0D, tal que, ' = x* + \*d.

(<) Suponha que Xg = 0, Xy # 0 e AY # () em uma direcao d. Se X; = (), entdo
existe \* € A% tal que, para 2’ = 2* + \*d, p(z’') < p(z*) tem solucdo. Se X; # 0, entdo
ou a Condigdo 3.1 e item 5.(b) garantem que existe \* € A%, tal que, para 2’ = 2* + \*d,
p(x') < p(z*) tem solucdao, ou A\§ < M\ e existe \* € A? tal que, para 2’ = z* + \*d,

p(2") < p(x*) tem solucdo. Portanto, 2’ domina x*. u
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Teorema 3.2 Seja z* € LefiPMFQ'). Entio x* € Ef(PMFQ') se e somente se ¥V d €
0B(0,1), Xo # 0 ou A4 =0 sempre que X; # 0.

Demonstragao: (=) Suponha que exista uma direcao d € 9B(0, 1), tal que Xo = e A # ()
com X; # (. Como z* € Leff(PMFQ'), segue do Teorema 3.1 que z* € Leff (PMFQ'),
e devemos ter Xy # () nesta direcao. Pelo Lema 3.1, existe \* € A% e 2/ = 2* + \*d € R",

f(z') fz*) N
o) < o) tem solucao. O que

tal que, p(z') < p(z*) tem solugdo. Pela equagao (3.1),
contradiz z* € Eff(PMFQ').

(<) Seja x* € Leff(PMFQ’), entao segue do Teorema 3.1 que x* € Leff(PMFQ’) .
Seja d € 0B(0,1) arbitrario e suponha que X, # () na dire¢ao d, entdo existe um indice
i € I, tal que, um dos itens 1.(a) e 1.(b) ou 2.(a) é satisfeito, ou seja, d''V2p;(z*)d > 0 e
Vpi(z*)Td > 0, ou d"V?p;(2*)d > 0 e Vp;(z*)"d > 0. Logo, r;i()\) cresce indefinidamente
para A > 0 e, portanto, dada qualquer vizinhanca de z* na direcao d, por maior que seja,
p(z) < p(x*) ndo tem solucao para todo x = x* + Ad nesta vizinhanca e, assim, nao existe
outro ponto ' = x* + Ad, tal que, 2’ domina z*, entao x* é eficiente nesta direcdo. Esta
possibilidade esta ilustrada em cor azul na Figura 3.6. Nela, é possivel observar que a funcao
ry cresce indefinidamente para A > 0.

Por outro lado, suponha que Xy = 0 e que A? = () com X; # () na direcio d. Como z* €
Leff(PMFQ'),~, obrigatoriamente X, # () nesta direcao. Temos assim Xy = (), X; # 0,
Xy # 0, A4 = () e podem ocorrer dois casos. Ou X4 < A e p(a* + \d) < p( *) nao tem
solugao para A > 0, ou pela Condicdo 3.1 e item 5.(a), A = \¢ = %, Vie Xy, e
p(z* + Ad) < p(z*) ndo tem solucao para A > 0. Logo, ndo existe A > 0, tal que, um outro
ponto ' = x*+Ad € R™ domina x* e, portanto, * é uma solucao eficiente nesta direcao. Esta
possibilidade est4 ilustrada na Figura 3.4. Nela, é possivel observar que Xy = 0, X; = {1, 3},
Xy = {2,4} e, para qualquer A > 0, p(z* 4+ Ad) < p(z*) nao tem solugao. Destacado em cor
vermelha, temos \¢ < A%, ou seja, A4 = ().

Portanto, dado uma dire¢ao d € 9B,(0, 1) arbitréria, quando Xy # (), obtemos z* nao
dominado, ou quando A? = () com X; # ), obtemos novamente z* nao dominado. Logo, nao
existe um outro ponto &’ = z* + Ad € R™ que domina z*, e z* € Eff (PMFQ’). [ |

Dada uma direcao d, exigimos no Teorema 3.2 que X; seja nao vazio quando X, = ) e
A? = (), pois se tomarmos X; = (), a Condicao 3.2 nos garante que apenas X, # () quando
Xo = 0 e, neste dltimo caso, obtemos A4 = co e A4 < 4. Quando isso ocorre nos problemas
sem restricoes, sempre teremos A? # (), ou seja, existe A € A4, tal que 2*+\d € R" domina z*
na direcao d. Esta possibilidade estd ilustrada na Figura 3.7. Nela, observamos facilmente
que X; = 0, Xy = {1,2,3,4} e o intervalo A? é ndo vazio. Podemos antecipar que nos

problemas com restri¢oes isso nem sempre ocorre, pois o conjunto viavel pode ser limitado
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em uma determinada direcao.

Diferentemente do trabalho de Osuna-Gémez et al. [49], ndo exigimos nenhum tipo de
convexidade generalizada sobre as fung¢oes do problema auxiliar (PMFQ'),« para obter as
condicoes de otimalidade do Teorema 3.2.

Nos resultados que seguem, definimos L = {d € 9B(0,1) | A? # 0}.

Corolario 3.1 Sejam z* € Lef(PMFQ') e f = Ciln£ {\3}. Entio ndo existe um outro
e

1) < JE)

/ k
ponto x' € B(z*, 3), tal que, g(a’) = g(a*)"

Demonstracao: Segue imediatamente do Teorema 3.2. Seja d € L, entao existe um A > 0
em A?, tal que, um outro ponto 2’ € R" domina x* nesta direcdo. Porém, o primeiro ponto
7’ que domina z* ao longo da diregao d serd 2’ = z* + A\4d. Quando analisamos Vd € L,
concluimos que o primeiro ponto ' que domina x* serd ' = z* + Bd. Portanto z* é -
eficiente. Uma possibilidade de direcao onde A? # () estéd ilustrada na Figura 3.5. Nela,
o intervalo nao vazio A% aparece destacado em cor azul. Observe que para =’ = z* + \d,
p(z') < p(z*) tem solugdo. m E possivel reescrever o Coroldrio 3.1 substituindo o conjunto
L pelo conjunto L' = {d € 9B,(0,1) | Xo = 0}, se estivermos interessados em constatar que
a solucao z* é (-eficiente ou se a* é oco-eficiente quando A? = (), Vd € L'. De fato, observe
ilustrado na Figura 3.4 que temos d € L’ e na Figura 3.5, temos d € L.

Na continuacao, apresentamos um resultado muito 1til, que fornece um limite inferior

para o raio de eficiéncia de uma solucdo z* € Leff (PMFQ').

Corolario 3.2 Sejam x* € LefiPMFQ') e

— (AT
F(d) = max { 2Vp;(a*)"d }.
Suponha que existe um nimero p, tal que, F(d) > p, Vd € 0B(0,1). Entdo nao existe um

outro ponto x' € B(x*, _%/), tal que, ’;Ez,g < ;E;;, onde v < 0, v = rflelln {vi}, vo= 2 Ul

jel

I={jeJ| pit < 0} e pf' sio os autovalores das matrizes Vp;(z*), i € I.

Demonstracao: Pela prova do Teorema 3.2 e o valor de # no Corolario 3.1, se procuramos

por um ponto ' = x* + \d que domina z*, temos que encontrar um valor A > 0 que satisfaca

A> 6= inf {mX{M}}

deL | ieXa d"N?p;(z*)d

Dado a matriz V2p;(z*), i € X5, obtemos 0 > dT'V2p;(z*)d > 7;, onde v; é a soma dos seus
autovalores negativos e, portanto
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] 2vpz
> =
A =P Inf {rrel‘gg; dTWpl(x*)d }}

{

inf e {2omee
S
) >

v

> inf {max Wm(x }} = inf £9
deL | i€X, deL 7
p, Vd € 9B(0,1), obtemos 3 > £ . Obvia-

mente, se A = (), Vd € 0B(0,1), temos que x* é oo-eficiente e se existe d, tal que, Ad £ (),
temos que z* é (-eficiente. Como oo > (3 > £, o teorema é valido. [ ]

onde v = miIn {7i}. Como por hipétese F'(d
1€

E facil observar que a passagem da primeira para a segunda linha da desigualdade na
demostracao acima ¢é valida porque ¢ € X,. Isso também garante que p > 0 e, portanto,
£ >0.

Na sequéncia, obtemos um outro resultado importante que limita o espago de busca por
um possivel ponto que domina uma solucao z* € Leff (PMFQ'), e que também fornece uma
condigao para decidir se esta solugao é eficiente em (PMFQ’).

Teorema 3.3 Seja x* € LefiPMFQ'). Suponha que X1 # 0 para algum d € L e

{dTVQpZ d}>a>0 Vi e X;.

Se nao existe um outro ponto ' € B(x*, M), tal que, g;f:)) < ch((;i;,

M = min {M}

onde

1€Xq (0%
Entao z* € Ef(PMFQ’).
Demonstragao: Por hipétese, temos X # () para algum d € L e { d"V?p;(2*)d } > o > 0,

Vi € X;. Deduzimos do Lema 3.1 e dos resultados anteriores, que se existe um ponto =’ que
domina z* na diregao d, entdo Xy # 0 e A4 < ||z’ — 2*|| < A{. Se

P =sup {\{}, obtemos |2’ —z*|| < P.
del
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T2

Figura 3.9: Algumas vizinhangas de interesse da solugao x* € Leff (PMFQ)

Pelas hipoteses, obtemos ainda

o . —2Vp;(z*)Td
P = o {7l

. ) =2Vpi(a*)Td
sup < min § ——~rnL ) 2
del i€Xq «

< min { HQVPi(x*)H} — M.

i€ X1 a

IN

Portanto se nao existe um ponto que domina z* em B(z*, M), entdo nao existe um outro

ponto em R"™ com esta propriedade, e z* € Eff (PMFQ'). [

E facil observar que a passagem da primeira para a segunda linha da desigualdade na
demostragao acima é valida porque ¢ € X;. Também é interessante observar que indepen-
dentemente da sua demonstragao, o Teorema 3.3 apenas tem utilidade se M < oo.

Com os resultados anteriores podemos reduzir o problema de determinar se uma solucao

localmente eficiente é dominada por um outro ponto em R", ao compara-la apenas em um
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T2

Figura 3.10: Espaco de busca por 2’ que domina z* € Leff (PMFQ)

certo subconjunto de R"™. Observe que o Corolério 3.1 fornece o raio g = Liing {)\g} maximo de
S

uma vizinhanga B(z*, ), onde z* é ndo dominado, o Corolério 3.2 fornece uma cota inferior,
%, para (3, e consequentemente, uma nova vizinhanga B(z*, %) para x*. Por outro lado, do

Teorema 3.3, obtemos duas novas vizinhangas para r*, uma com raio P = sup {\{}, B(z*, P),
deL

. . . o2V, (z* .
e outra que tem seu raio como uma cota superior para P, M = min {”}’QM} Ou seja,
1€Xq
obtemos quatro vizinhangas satisfazendo B(z*, £) C B(z*, 3) € B(z", P) € B(z", M).

Por serem mais simples de calcular, as cotas inferior e superior sao mais atrativas com-
putacionalmente. Se tivermos um bom método computacional de busca para encontrar um
ponto que domina a solucao z*, basta que esta busca seja feita no subconjunto fechado
B(z*, P) \ B(z*,3), ou ainda, no subconjunto B(z*, M)\ B(z*, £).

—

A Figura 3.9 ilustra os raios das vizinhangas discutidas acima, em um caso mais sim-
ples, quando o dominio das funcoes ¢ o R?, ou seja, as vizinhancas sao discos no R%. Em
geral, estariamos falando em esferas no R™. Nela, tendo a solucao x* como o centro de re-
feréncia, observamos as quatro vizinhancas de interesse: mais ao centro, ilustrada com linhas
pontilhadas, aparece o raio da vinhanga B(z*, %y); afastando-se mais do centro, aparecem
ilustradas com linhas continuas os raios das vizinhangas B(z*, 3), B(z*, P) e, sombreado,
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aparece em destaque o subconjunto fechado B(z*, P) \ B(z*,3); por fim, o raio da maior
vizinhanga, B(xz*, M), aparece em seguida ilustrada com linhas pontilhadas. Se existe um
ponto ' que domina a solucdo z*, ele deve pertencer ao subconjunto B(x*, P) \ B(x*, 3),
como ¢ ilustrado na Figura 3.9.

Métodos computacionais auxiliares podem ser desenvolvidos para reduzir ainda mais o
tamanho do subconjunto B(z*, P)\ B(z*, 3). Basta observar que 2’ € B(z*, P)\ B(z*, 3) se
e somente se existe uma dire¢ao unitéria d, tal que, Ay < A < A4, com 2’ = 2*+\d. Portanto,
todas aquelas direcoes que participam do subconjunto B(x*, P)\ B(z*, 3) com A? = (), podem
ser excluidas. Esta possibilidade ¢é ilustrada na Figura 3.10. Nela, existem dois subconjuntos
sombreados contidos em B(z*, P) \ B(z*, 3), cada um contendo um possivel ponto 2’. Os

subconjuntos sombreados representam as tnicas direcoes d em que ocorre \§ < X < 4.

3.4 Raio de eficiéncia nos problemas com restricoes

Sob algumas hipdteses de convexidade generalizada das fungoes objetivo e do conjunto de
restrigoes, a equivaléncia entre solugoes localmente eficientes e eficientes pode ser demon-
strada [11], [24], [41]. No entanto, em casos mais gerais, esta questdo ndo pode ser tratada
localmente.

Para obter resultados mais gerais sobre o raio de eficiéncia de uma solucao localmente
eficiente do nosso problema (PMFQ) é necessario estudar as caracteristicas do conjunto de
restrigoes S e do problema como um todo. Devido a complexidade, as vezes, mais importante
do que descobrir se uma solucao localmente eficiente é também eficiente, é conhecer que nao
existem outros pontos que a dominam em uma certa vizinhanca ou em um subconjunto.
Precisamos de uma ferramenta que permita de forma mais simples, determinar o tamanho
deste subconjunto. Como alternativa, podemos utilizar o conceito de raio de eficiéncia, que
j& estudamos para o problema (PMFQ’).

Podemos agora, estender os resultados desenvolvidos na Se¢ao 3.3 para o caso de proble-
mas com restrigoes. Em (PMFQ), a eficiéncia de raio diam(.S) é equivalente a eficiéncia de
raio oo, onde diam(S) = sup {||lz —y||, =,y € S}. Se z* é A-eficiente, entao ¢ [-eficiente,
V3 < A < diam(S). Diremos que z* é diam(S)-eficiente se ele é eficiente em S.

Vérios conjunto de restrigbes podem ser considerados no problemas (PM), porém vamos
considerar nesta se¢ao, o problema (PMFQ) com o conjunto vidvel S definido como

S={zxeR"|Cx<b CecR*" bec R}

Decidimos trabalhar com o conjunto S definido por desigualdades lineares, no entanto,
acreditamos que os resultados podem ser estendidos para os problemas com o conjunto de
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restricoes mais gerais. Uma razao para esta escolha é a facilidade de calcular, fixada uma
direcao arbitraria, a distancia de um ponto z* € S até a fronteira do conjunto viavel. Veremos
que isto é indispensavel no calculo do raio de eficiéncia.

Para aplicar o conceito de raio de eficiéncia, partimos novamente de uma solucao z* €
Leff(PMFQ). O objetivo é calcular o seu raio de eficéncia para verificar se 2* é na verdade
uma solucao eficiente no conjunto viavel e também obter algumas informacgoes quanto as
vizinhancgas de x*.

Considerando o conceito de raio de eficiéncia e admitindo o caso de problemas com re-
strigoes, os dois proximos resultados estendem de forma natural a relagao existente entre os
problemas associados (PMFQ) e (PMFQ),- apresentada na Se¢ao 3.3. Agora podemos admi-
tir uma vizinhanca particular de raio fixo, que pode ser calculada usando nossa metodologia,
onde uma solucao z* é nao dominada. A relagao entre os problemas associados é que a
mesma vizinhanca particular de raio fixo pode ser considerada em ambos os problemas. O
teorema que segue é uma releitura do Teorema 3.1, que agora trata do raio de uma vizin-
hanga de um ponto z* dos problemas associados (PMFQ) e (PMFQ),~ como sendo o seu
raio de eficiéncia, o qual podemos calcular.

Teorema 3.4 Seja z* € Lef(PMFQ). x* é \-eficiente para o problema (PMFQ) se e so-
mente se x* € \-eficiente para o problema (PMFQ),~.

Demonstracao: Seguindo as idéias apresentadas até o momento, para calcular o raio de
eficiéncia de uma solucao z* € Leff (PM FQ),+, devemos encontrar, caso existam, os valores

de A > 0 e uma direcao viavel unitaria d, tal que, x* + Ad € S domina z*. Em outras

palavras, para as fungoes f;(z) — ;:Ei;gl(m), i € I, devemos encontrar um par (\,d) que
resolve para cada i € [ as seguintes desigualdades
fi(@") fi(@")
fi(z" + Ad) — gi(z" + M) < fi(z") — gi(z") = 0.
@AAD=  faEA S A = et

O que implica na soluc¢do das desigualdades (3.2), definidas na Secao 3.3. Por outro lado,
para encontrar um par (5\, cZ) para uma solugao z* € Leff (PM F(@), com respeito ao seu raio
de eficiéncia, devemos resolver para cada ¢ € I as seguintes desigualdades
fiz + M) _ fila")
gi(z* + Ad) — gi(z)

= )\(Vpi(x*)Td+%dTV2pi(a:*)d) < 0.

O que implica novamente na solucao da Equacdo (3.2). Logo, se existe um par (), d) para
uma solucao z* € Leff (PM FQ),+, e um par (:\7 J) para a mesma solugao x* € Leff (PMFQ),
eles sdo obtidos do mesmo conjunto de desigualdades (3.2). Portanto, (\,d) = (\,d) e z* é
M-eficiente para ambos os problemas, com A = A = \. [ ]
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Corolario 3.3 z* € EfiPMFQ) se e somente se x* € Eff(PMFQ).

Demonstracao: Se z* € Eff (PMF(Q), concluimos que nao existe um A > 0 e uma dire¢ao
vidvel unitéria d, tal que, * 4+ Ad € S domina z*. Entao, basta tomar o par (A, d) = (oo, d)
no Teorema 3.4. [ ]

Associado ao conjunto S, temos o conjunto de indices das restricoes ativas em x* € S,
definido por

K(e") ={j e K| Cj " =b;},

onde Cj representa a j-ésima linha da matriz C. Também temos o cone tangente a S no
ponto x* € S, definido por

T ={yeR" | C;y <0, Vje K, |ly| =1}.

Para simplificar nossa notagao, diremos que T'(z*) = T(z*) N 9B(0,1) é o conjunto das
direcoes vidveis no ponto x*. Desta forma, se o ponto pertence a fronteira do conjunto S,
obtemos T'(z*) = T(x*) e se o ponto estiver no interior do conjunto S, obtemos T'(z*) =
0B(0,1).

Na continuagao, extraimos alguns resultados como no caso sem restricoes e omitiremos
algumas demonstragoes por serem muito similares.

Dado z* € S, para cada diregao vidvel d, diremos que o valor real A\{ € (0,+00) é o
maior limite para o raio de eficiéncia no conjunto 3, tal que, x* + A\ld € S. Desta forma, e
analogamente ao apresentado na Secao 3.3, definimos

bj—Cj $*}

M\ = min
t 7 ek, C; d>0 C; d

: . — (* T
d —2Vp;(2*)"d . . {%}? {%} , Az‘} ,se X, # 0
Ay = {2%{{ A2 (a)d } M =
inf {400, ¢} , se X1 =1,
0, Af] . se Xi#0
Ad:)\d Ad: (7 1 3 Ad:AdmAd’
2 [ 29 OO)? 1 (07 )\lli) se Xl _ @) d d

onde p;, i € I, Xo, X1 e Xy sao as mesmas funcoes e os mesmos conjuntos definidos na
Secao 3.3.
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Figura 3.11: Uma dire¢ao de busca por =’ que domina z* € Leff (PMFQ),+

Relembramos que para uma solugao z* localmente eficiente, dada uma diregao d € T'(z*),
se Xo =0 e X # () entao X5 = () ndo pode ocorrer, porque neste caso, a solucao x* nao seria
localmente eficiente. Também, se Xy # () entao z* é eficiente nesta direcao e, se Xy = 0,
entao X| # Qe Xy # (0, ou apenas X, # (). Nas Figuras 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14 estao ilustradas
algumas dessas situagoes, incluindo agora, a possibilidade de termos \¢ para limitar o raio
de eficiéncia em uma direcao d. Em cada uma dessas figuras estao ilustrados os graficos das

funcoes ,
A
ri(A) = pi(x”) + AVpi(z*)Td + ngVQPi(f*)d,

i € I, onde podemos verificar exemplos de como os conjuntos Xy, X;, X, e A? sdo formados.
Nelas, estao plotados os pontos das fungoes r;(A) = p;(z* + Ad), i € {1,2,3,4}, nas coorde-
nadas (A, 7;(A)), A > 0, cujos gréficos sdo pardbolas. Por exemplo, na Figura 3.11, é possivel
observar em cor vermelha um exemplo de dire¢ao onde X; = {1,3} é formado pelos indices
das fungdes 71 e 13, e em cor preta Xy = {2,4} é formado pelos indices das fungoes 5 e 7y,
com A? = (). Nas Figuras 3.11, 3.12 e 3.13 estao representados os casos em que Xy e X; # ()
e, portanto, X, # (). Observe ainda, que na Figura 3.14, estd representado o caso em que
X, =0 e apenas X, # (.

Em relagao aos parametros \¢ e A4, uma mudanca importante é feita na definicao de \9.
Agora, temos que incluir a possibilidade de A\¢ tornar-se A\¢ em uma determinada diregao
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A — A

7“@()\)

*

p1(z™) -
p2(z”) -
p3(z”) -

pa(z™) -

S A3 Ad = 0

Figura 3.12: Uma direcdo de busca por 2’ que domina z* € Leff (PMFQ),+

d € T(z*), para evitar pontos 2’ ¢ S que dominam z*. Nos problemas sem restri¢oes, o
interesse era pelas direcoes d, tais que, A4 < ¢, onde definimos \{ = lrg)lg {%},
quando X; # (). Continuamos interessados nessas dire¢oes, porém, observe que dado d €
T(x*), se ocorrer ¢ < A4, ndo faz sentido escolher A\, A < A4 < X\ < MY tal que, 2/ = 2%+ \d
domina x*, porque 2’ ¢ S. Portanto, como foi definido anteriormente, o correto é tomar o
novo A4 := min{\{, \¢}, quando X; # 0 e A4 := inf{oo, \?}, quando X; = 0.

Vamos observar o papel dos limitantes ¢ no célculo do raio de eficiéncia de uma solugao
z* € Leff(PMFQ) observando as Figuras 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14. Nelas, A{ estd ilustrado em
cor azul por uma linha vertical continua que representa, na posicao em que ela cruza o eixo
das abscissas do plano cartesiano, a fronteira do conjunto S em relacao a uma determinada
diregao d. Por exemplo, a Figura 3.11 representa o caso em que A\{ < A4 < A\ e, portanto,
temos A? = (). A Figura 3.13, representa o caso em que A} < A\{ < M\ e, portanto, temos
A? £ (). Por outro lado, na Figura 3.12, temos representado o caso em que \¢ := X} < \d
e, portanto, A% = (). Um outro caso que pode ocorrer, esté ilustrado na Figura 3.14. Nela,
esta representado em cor vermelha o conjunto vazio X; e, neste exemplo, temos em cor preta
apenas X, # (). Como \¢ =: \¢ < X4, obtemos A? = .

Outras situacgoes semelhantes as que foram ilustradas podem ocorrer, porém entre essas,
podemos exemplificar duas possibilidades para existir um ponto viavel =’ que domina x*
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Figura 3.13: Uma direcdo de busca por 2’ que domina x* € Leff (PMF Q)+

em uma dire¢ao d € T(x*). A primeira, estd ilustrada na Figura 3.13, onde existe A > 0,
M <A< <) tal que, o* + Ad domina x*. Observe em cor azul que o intervalo A¢ é nao
vazio e que p(z’') < p(z*) tem solucdo. A segunda, é semelhante ao ilustrado na Figura 3.14.
Nesta figura, se movimentarmos o valor de A\¢ mais para a direita do eixo das abscissas, tal
que, A& < M entdo terfamos A4 < A9 := \¢ e A4 £ ).

Teorema 3.5 Seja z* € Lef_PMFQ). Entio z* € Ef(PMFQ) se e somente se ¥Yd €
T(x*), Xo # 0 ou A =10.

Demonstracao: (=) Idéntico ao demonstrado no Teorema 3.2, considerando agora, as
dire¢oes em T'(z*) e o fato de S ser ilimitado ou ndo em uma determinada diregao d.

(<) Seja x* € Leff (PMFQ), entao segue do Teorema 3.4 que z* € Leff (PMFQ),~. Seja
d € T(z*) arbitrario e suponha que Xy # () na dire¢ao d, entao existe um indice i € I, tal que,
um dos itens 1.(a) e 1.(b) ou 2.(a) é satisfeito, ou seja, d? V?p;(z*)d > 0 e Vp;(z*)Td > 0,
ou d'V?p;(x*)d > 0 e Vp;(x*)Td > 0. Logo, 7;(\) cresce indefinidamente para A\ > 0 e,
portanto, dada qualquer vizinhanga de x* na dire¢do d, por maior que seja, p(x) < p(z*)
nao tem solucao para todo x = x* 4+ Ad nesta vizinhanca e, assim, nao existe outro ponto
2’ = x* + \d, tal que, 2’ domina z*, entdo x* é eficiente nesta direcao. Esta situacao estd
ilustrada na Figura 3.6.

Por outro lado, suponha que Xy = 0 e que AY = () em uma direcio d € T'(x*) arbitraria,
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p1(z™) -
p2(z™) -
p3(z™) -

pa(z™) -

1,2,3,4 € Xo

A

Figura 3.14: Uma dire¢ao de busca por =’ que domina z* € Leff (PMFQ),+

entao podemos dividir em dois casos quanto a cardinalidade de X;. No primeiro caso,
suponha que X; = (), entdo a Condicao 3.2 garante que apenas X, # (). A¢ = () significa
que o conjunto S é limitado (A\¢ < 00) na direcio d e que A\Y := A} < A%, ou seja, para todo
A < )\, qualquer outro ponto 2’ = z* + \d ¢ S. Portanto, ndo existe um outro ponto vidvel
que domina z* e ela é eficiente nesta direcao. Esta situagao esta ilustrada na Figura 3.14.
No segundo caso, suponha que X; # ), como z* € Leff(PMFQ'),~, obrigatoriamente
Xy # () nesta diregao. Temos assim Xy = 0, X; # 0, Xo # 0, AY = 0 e, como \{ := \/
sempre que \¢ < A4, retornamos ao caso sem restrigoes como no Teorema 3.2. Logo, ou
M < M e p(z* + A\d) < p(z*) ndo tem solugao para A > 0, ou pela Condicio 3.1 e item 5.(a),
N =\ = ﬁg?# Vi € Xy, e p(x*+Ad) < p(z*) ndo tem solucao para A > 0. Entao, ndo
existe A > 0, tal que, um outro ponto ' = z* + Ad € R" domina z* e, portanto, z* é uma
solucao eficiente nesta direcao. Esta situacao pode ser subdividida em dois casos que estao
ilustrados nas Figuras 3.11 e 3.12. No primeiro caso, conforme ilustrado na Figura 3.11, pode
ocorrer que \¢ = ZIQ)I(I} {%} < X e M <\ porém A? = () significa que A\{ < \¢, e
as desigualdades (3.3), definidas na Secao 3.3, nao se verificam para A > 0. Logo, nao existe
outro ponto vidvel ' = x* + Ad que domina x* na direcao d. No segundo caso, conforme
ilustrado na Figura 3.12, mesmo tendo X # 0, X2 #£0e < min {%} At =)

—2Vp;(z*

W(w*)d e M < \d. Neste caso, para todo A, tal

significa que existe j € Xy, tal que, \¢ <
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d —2Vpi(z*)Td Ik x .
que, A < A < ng)l(rll {m}, qualquer outro ponto &’ = x* + Ad ¢ S e nao existe um
outro ponto viavel que domina x* nesta direcao.

Podemos concluir que para qualquer diregao d € T(z*), quando X # (), obtemos x* nao
dominado, ou quando A% = (), obtemos novamente z* nao dominado. Portanto, ndo existe

um outro ponto z* + Ad € S que domina z*, e z* € Eff (PMFQ). [ |

E importante observar, que diferentemente do caso sem restricoes, quando X = (), X; = ()
e apenas X # () em uma direcio d € T'(x*), é possivel obter AY = (). No caso sem restri¢oes,
sempre ocorre A% # (). Esta possibilidade estd ilustrada na Figura 3.14, pois temos A¢ < )4,

o que implica em A{ := A\ < A\d e A? = (). Porém, se ainda quando Xy = 0, X; = () e apenas
X5 # 0, obtemos A{ = inf {400, M/} e, se Vj € Xy, %(‘l()d < M, retornamos ao caso

sem restricoes, pois teremos A4 < A\ e A? # ). Ou seja, existe A € A? na diregao d, tal que
¥+ Ad € S domina x*.

Os resultados que seguem, referentes aos problemas com restrigoes, estende naturalmente
os resultados dos Corolérios 3.1, 3.2 e do Teorema 3.3, por isso suas demonstracoes sao equiv-

alentes e serao omitidas. Para facilitar a apresentacio, definimos L = {deT(x*) | AY#0}.

Corolario 3.4 Seja x* € LefiPMFQ) e = inf {)\g} Entdo nao existe um outro ponto
del,

' € B(z*,8)N S, tal que, fg:;:/; < géig [

Corolario 3.5 Seja ™ € Leff(PMFQ) e

F(d) = max { 2Vp;(z*)"d }.

i€Xo
Suponha que existe um nimero p, tal que, F'(d) > p, Vd € T(z*). Entdo nao existe um outro
ponto o’ € B(z*, £) NS, tal que, % < %, onde v < 0, v = mm{%} v = %M?'D
j

I={je ]| pit < 0} e pl sio os autovalores das matrizes Vp;(x*), i € 1. n

Teorema 3.6 Seja x* € Lef[PMFQ). Suponha que X1 # 0 para algum d € Le

{ d"V?pi(a*)d } > a >0, VieX.
Se nao existe um outro ponto x' € B(x*, M) NS, tal que, g ; < fg:;, onde
2Vp;(z* .
M = min{min 12Vp: ()l : dlam(S)},
i€X1 Q

entdo * € EfPMFQ). [
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Figura 3.15: Alguns subconjuntos de interesse relacionado com a solucao x*

Se as hipoteses dos Corolarios 3.4, 3.5 e Teorema 3.6 sao satisfeitas, podemos identi-
ficar quatro subconjuntos importantes relacionados com uma solucao z* € Leff (PMFQ),
B(z*, _%) NS, B(z*,5) NS, B(x*,P)NS e B(x*, M) NS. Esses subconjuntos satisfazem
(B(z*, £)N5S) € (B(a",5)NS) € (B(x",P)NS) € (B(z",M)N5S). Semelhantemente
ao apresentado na Secao 3.3, se tivermos um bom método computacional de busca para
encontrar um ponto ' que domina a solucao z*, basta que esta busca seja feita no subcon-
junto fechado (B(z*, P)NS) \ (B(z*,3)NS), ou ainda, no subconjunto (B(z*,M)NS) \

(B(z*, £) N S). Desta forma, podemos apresentar o seguinte coroldrio sem demonstragao.

Coroldrio 3.6 Seja x* € LefPMFQ). Suponha que as hipdteses dos Coroldrios 3.4, 3.5
e Teorema 3.6 sdo satisfeitas, se existe z' que domina z* no problema (PMFQ), entdo
v/ € (B(z*,P)NS)\ (B(z*,5)NS). [

Podemos entender o Coroléario 3.6 observando a Figura 3.15. Nela, esta ilustrado uma
solucdo z* € Leff (PMFQ) na fronteira do conjunto vidavel S para um caso mais simples,
quando o dominio das funcoes é o R2. Dois subconjuntos de interesse estdo ilustrados em
linhas pontilhadas, B(z*, %) NS e B(x*,M)NS. E os outros dois em linhas continuas,
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B(z*,f) NS e B(z*,P)N S. Se existe um ponto z’ que domina a solugdo z*, ele deve
pertencer ao subconjunto fechado (B(:L’*, P)n S) \ (B(z*, ) NS), como esta ilustrado na
Figura 3.15.

As relagoes encontradas a partir da solugao das desigualdades (3.2) também sao validas
para alguns casos particulares de programacao fracional multiobjetivo, nos quais os objetivos
sao constituidos de fungoes quadraticas e ou lineares em ambos os numeradores e denomi-
nadores das fracoes, sempre que as fungoes dos denominadores sao estritamente positivas ou
estritamente negativas em todos os pontos do conjunto viavel. Utilizando nosso conceito de
raio de eficiéncia, no proximo corolario apresentamos um resultado para um caso particular

de programacao fracional multiobjetivo linear.

Corolario 3.7 Se glgg = ‘Z;ﬁgz, para cada i € I no problema (PMFQ), com conjunto de

restrigoes convero. Entdao Lef(PMFQ) = Efff PMFQ).

Demonstragao: Se z* € Leff (PM FQ) entao existe i € I para cada direcao d € T'(z*), tal

o fie")
ave, (o~ 223

um outro ponto z’ que domina z*, deve existir A > 0 que satisfaga A\(a; — :;?Ez:%bi)Td <0,

Vi € I. O que é uma contradicao. Logo, nao existe A > 0, tal que, '’ = 2* + A\d € S domina
¥, e ax* € Eff(PMFQ). [

b;)Td > 0. Ao mesmo tempo, da solucio das desigualdades (3.2), se existe

Este resultado j4 foi demonstrado de outras formas, por exemplo, Beato et al. [6] mostram
fi(z)

gi(z)’
equivaléncia dos conjuntos Leff (PM) e Eff (PM) no caso de fungoes objetivo pseudoconvexas

que cada funcao 1 € I, do Corolario 3.7 é pseudoconvexa em 5, e o resultado segue da

e conjunto de restri¢oes convexo.

3.5 Métodos computacionais

Utilizando os resultados das Secoes 3.3 e 3.4, vamos apresentar agora algumas propostas
de métodos computacionais para calcular o raio de eficiéncia de uma solucao localmente
eficiente, ou concluir que esta solugao é eficiente no conjunto viavel.

A estratégia no primeiro método, que vamos chamar de Ramificacdo, é obter uma cota in-
ferior para o raio de eficiéncia de x* € Leff (PM FQ) utilizando os resultados dos Corolérios 3.2
e 3.5. Inicialmente o método deve encontrar o conjunto de dire¢oes vidveis T'(z*). No caso de
restricoes lineares, se x* pertencer a fronteira de S, deve-se calcular o cone tangente f(x*) e
tomar T'(2*) = T(*). Se a caso z* estiver no interior de S deve-se escolher T'(z*) = 8B(0,1).

Uma dificuldade nesses colorarios é obter um numero p, tal que, mgx(x{ 2Vp;(z*)Td } > p,
1EX2

Vd € T(z*). A estratégia, em seguida, ¢ subdividir o conjunto 7'(z*) de modo a designar
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alguns valores para p. Este processo consiste em ramificar o conjunto de direcoes viaveis
em subconjuntos menores, onde o maximo do produto escalar do gradiente das funcoes p;,
1 € I, no ponto x* com as direcoes nos subconjuntos sejam limitados inferiormente e supe-
riormente por valores distintos para p, escolhidos adequadamente, de tal forma, que a uniao
dos subconjuntos menores seja igual ao conjunto 7T'(z*). Em seguida, calcula-se para cada
um desses subconjuntos uma cota inferior para o raio de eficiéncia e, no final, escolhe-se a

maior delas. Esta é uma aproximacao para o raio de eficiéncia de z*.

3.5.1 Ramificagao

Seja x* € Leff (PMFQ).

Passo 1. Obtenha T'(z*). Se z* estd na fronteira de S, T'(z*) := T(z*). Caso contrario,
T(xz*) :=0B(0,1).

Passo 2. Divida T'(z*) em Ty (x*), To(z*), ..., T.(z*), tal que,
j(@) = {deT@) | p < 2Vp@")'d < pypas i€ T},
para j € {1,...,r}, onde

I={iel|d"Vp(a*)d<0, deT(z")},

e os valores p;, j € {1,...,7+ 1}, sdo tais que

r+1
T ) = ().
j=1
Passo 3. Determine os valores v; < 0, j € {1,...,r + 1}, tais que

;= min {d"V’pi(z*)d}.

iel,deT; (z*)

Passo 4. Conclua que o raio de eficiéncia aproxima de z* é

S—  max {p_}
Je{lr+1} [ =75
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Observe no Passo 1 do método acima, que o conjunto de restrigcoes S pode ser constituido
por funcoes mais gerais que funcoes lineares, desde que, seja possivel calcular o cone tangente
a S no ponto z*. No Passo 2 sdo utilizados os valores do produto escalar 2Vp;(2*)%d, i € I,
para subdividir o conjunto de direcoes vidveis 7'(z*) em 7 subconjuntos, chamados de T}(x*),
jeA{l,...,r}. Um processo de subdivisao adequado, fornece r + 1 valores para p, chamados

r+1
pi, 7 €A{L,...,r+ 1}, tal que, |J Tj(z*) = T'(z*). Esta subdivisao pode ser feita utilizando
=1

a estratégia do método Auziliar da ramificacdo descrito abaixo.
Dado d € T'(z*), sabemos que

=2[|Vpi(2")|| < 2Vpi(a®)'d <2/ Vpi(a")], Vie L.

Vamos definir o limite inferior §; = —2||Vp;(2*)|| e o limite superior §; = 2||Vp;(z*)|| de
2Vp;(2*)Td para cada i € I. E os conjuntos A = {d,,...,0,,} e A={51,...,0m}.

Auziliar da ramificacao

p1 = min{A}.
Passo 1. Para j =2,...,m.

Lo A= A\{pj-1}
2. p; = min{A}.

Passo 2. ppi1 = 0. ppyo := min{A}.
Passo 3. Para k=3,...,m + 2.

L A=A\ {pmsn-1}
2. p;j = min{A}.

E f4cil ver que o método acima ordena em ordem crescente todos os limites em A e A,
formando a sequéncia p; < ---pp, <0 < ppgy < oo < poyg, com = 2m. Com essas
escolhas de p;, temos maAX{ 2Vpi(2*)Td } > pj, Vd € Tj(x*), e, para aqueles indices j, tais

il

Pj

que, p; > 0, obtemos as razoes = adequadas com os Corolarios 3.2 e 3.5.
J
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No Passo 3 do método Ramificacdo cada v;, j € {1,...,7+ 1}, pode ser obtido como nos

Coroldrios 3.2 e 3.5, onde v; < 0, 7; = miIn {(vil, o=, I ={k e J|pu <0}, sendo
1€ 4
kel

ph os autovalores das matrizes V2p;(2*), i € I. O método encerra com uma escolha simples

da maior entre as razoes _p—;'j, j€{1,...,7+ 1}, que fornece uma cota inferior A para o raio
de eficiéncia de * € Leff (PMFQ).

Observe que podemos obter p; < 0 para algum j € {1,...,r+1}, implicando em f%/j < 0,
que serd descartado no Passo 4 do método. Porém, se na escolha de p;, ocorrer p; < 0 para
todo j € {1,...,7 + 1}, entdo o método nio tem utilidade, pois a bola B(x*, \), com A < 0
nao estd definida.

Em relacao a uma implementacao computacional do método Ramificagao, as dificuldades
estao nos Passos 1 e 2. Se estivermos trabalhando com um problema (PMFQ) com restrigoes
lineares, a dificuldade de obter o conjunto de diregoes vidveis T'(z*) diminui, porém em casos
mais gerais, s6 é possivel obter uma aproximacao do conjunto 7'(xz*), sempre que x* estd no
fronteira de S.

No préoximo método, que vamos chamar de Raio de eficiéncia 1, apresentamos uma rotina
que tem como estratégia principal identificar iterativamente os conjuntos Xy, X; e X5 através
das dire¢oes em T'(x*). Feita essa identificagao, é possivel calcular o raio de eficiéncia de
x* € Leff(PMFQ) ou concluir que esta solugao é eficiente. Inicia-se obtendo o conjunto
T(z*) como no método Ramificagao. No segundo passo, que é o mais complexo, através de
um laco de quatro itens sobre os indices k € I, deve-se considerar as diregoes do conjunto
T (z*), identificando em qual conjunto Xy, X; ou X5 o indice k pertence. Todas as diregoes
com k € X sao eliminadas iterativamente do conjunto T'(z*), pois nessas dire¢oes s6 pode
ocorrer crescimento da fungdo pg. Contudo, se k € Xy, Vd € T(z*), conclui-se que z* é
eficiente. Identificados os conjuntos X; e Xy para cada diregao de T'(z*), o préximo passo
é verificar para quais dessas direcoes d ocorrem A < \{, e assim, é possivel obter o raio de
eficiéncia A de 2%, escolhendo o menor valor de A\Z. Para facilitar a apresentacao do método,
vamos supor que existe d € T'(x*), tal que, Vp;(z*)Td #0,V i € I.
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3.5.2 Raio de eficiéncia 1

Sejam x* € Leff(PMFQ).
Passo 1. Obtenha T'(x*) e faca M := T'(z*).

Passo 2. Faca k := 1 e repita os itens de 1 a 4 até k = m.

1. M*:= M+t
2. Calcule D5 = {d € M* | Vp,(z*)Td > 0}.
(a) Se D5 =0, retorne ao Passo 2 com k := k + 1.
(b) Caso contrario, calcule D = {d € D5 | d"V?py(2*)d > 0}
(c) Se DE = M* pare. Podemos concluir que z* € Eff(PMFQ) e A = .
(d) Caso contrario, D% := D5\ D e M* := M*\ DE
3. Caleule [(XT)={j#k|je X\,Vde D5} e I(X5):={1,... m}\ [(X})
(a) Calcule D(X}) ={d € D | j € Xo,Vj € [(X5)} e M* := M*\ D(X})
(b) Se M* = () pare. Podemos concluir que 2* € Eff(PMFQ) e \ = co.
(c) Se D(X}) = Dk, retorne ao Passo 2 com k :=k + 1
(d) Caso contrario, D% := D5\ D(X})
4. Vd € Dk, calcule ¢, M4 usando Xy = I(X%) e A{ usando X; = I(XF).
(a) Se existe d € D%, tal que, A\ < A{. Calcule \F = diergk{)\g | M < A} e
d* = arg{\F}. Guarde o par (A\*, d*) e retorne ao Passo 1 2com k:=k+1.

(b) Caso contrario, A\* := co e retorne ao Passo 2 com k := k + 1.

Passo 3. Se o método nao encerra no Passo 2.2 ou no Passo 2.3, calcule A\ = kng{)\’“} e,
S

caso exista, encontre o par (\,d) armazenado no Passo 2.4.(a).

Passo 4. Se A < oo, conclua que x* é A-eficiente e que z* 4+ Ad domina z*. Caso contrario,
x* € Eff(PMFQ).

Pela hip6tese de que existe d € T'(z*), tal que, Vp;(z*)Td # 0, Vi € I, no Passo 2.2.(a)

nio pode ocorrer D5 = (), Vk € I, pois se isso ocorresse z* ¢ Leff (z*). Para cada iterando
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k € I no lago do Passo 2, temos o Passo 2.2.(c) sendo o primeiro a verificar se Vd € T'(z*)
existe um indice k € X para concluir que z* € Eff (PMFQ). Quando o Passo 2.2.(d)
termina para o iterando k, temos identificadas todas as dire¢oes em T'(z*), tais que, k € X,
e k ¢ Xo. Os Passos 2.3 e 2.4 identificam todas as dire¢oes d que ainda restam em T'(z*),
tais que, os indices j # k pertencem ao conjunto X; para calcular cada valor de A4, em cada
direcao d, tal que, ocorre A4 < A\{. Por fim, o raio de eficiéncia é escolhido como o menor
entre os valores A4, ou conclui-se que z* € Eff (PMFQ) se \{ < X4, Vd. A complexidade
deste método cresce com o tamanho de m e a dimensao n do dominio. Se o método nao para
no Passo 2.2 ou no Passo 2.3, ele deve encontrar todas as combinagoes possiveis dos indices
i € I nos conjuntos X, X; e Xy, em cada diregao d € T'(z*), considerando por um lado, que
pode ocorrer Xy # (), e de outro, que pode correr Xy = () com X, # () em cada direcao.

Em relagao a uma implementacao computacional do método Raio de eficiéncia 1, podemos
ter dificuldades importantes em relagao as diregoes do conjunto 7'(z*). Na prética, o niimero
de fungoes objetivo nos problemas que se pretende resolver nao costuma ser grande, entao o
valor de m que aumenta as possiveis combinagoes de indices ¢ € I nos conjuntos Xy, X; e
X5 nao preocupa. O problema esta na dimensao do dominio das fungoes, pois quanto maior

a dimensao, maior a dificuladade de se analisar as dire¢oes unitarias em R”.

3.6 Direcoes parametrizadas

Outra possibilidade de construir métodos computacionais para calcular o raio de eficiéncia
de uma solugao z* é considerar algum tipo de parametrizacao das diregdes em T'(z*). Por
exemplo, no caso em que o conjunto vidvel é um subconjunto de R?, podemos considerar
uma parametrizacio em coordenadas polares e, no caso de R3, em coordenadas esféricas.

Vamos considerar uma parametrizacao das dire¢oes em T'(z*) por uma funcao bijetiva,

d:Q — T(x%)

a — d),

onde 2 C R é um intervalo. O préximo método, que vamos chamar de Raio de eficiéncia
2, tem algumas semelhancas com o método Raio de eficiéncia 1. Iterativamente, identifica
os conjuntos Xy, X; e Xy para cada direcdo em T'(z*), porém agora, cada diregao estd
parametrizada por um parametro a € ). Essa estrutura é mais adequada e simples de
descrever, principalmente quando a dimensao do dominio das funcoes é pequena.

O método inicia com uma solucdo z* € Leff (PMF(Q) e considera diretamente cada
representante do intervalo 2 como uma diregao de T'(z*). No primeiro passo, é identificado

para quais parametros a € (), existem indices ¢ € I em X,. Esses parametros podem ser
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desprezados, pois existird uma fungao p; sempre crescente na direcao d(«). Se isso ocorrer
para todo elemento de €2, o método encerra no Passo 2, concluindo que z* € Eff (PMFQ).
Caso contrario, ainda no Passo 2, o método entra em um laco, Passo 2.3, com outro laco
interno, Passo 2.3.(b), que é a parte mais complexa do método.

No Passo 2.1, o método elimina os parametros selecionados no Passo 1, restando apenas
os parametros associados as direcoes nais quais Xy = (). No Passo 2.2, o método identifica
para os parametros « restantes, em qual dos conjuntos, X; ou Xy, pertencem os indices i € I,
de acordo com as diregoes d(a), definindo assim, novos subconjuntos Dy C Q e Di C Q,
i € I. Por exemplo, se & € D}, implica que 5 € X; na diregao d(@). Como nessas diregoes
temos Xy = (), sempre ocorre X, # (), entao o método deve identificar todas as combinagoes
possiveis dos indices ¢ € I, tais que, i@ € X, com os demais fora de X5. Lembrando que,
conforme observagoes feitas na Sec¢ao 3.3, pagina 44, se Xo = () e k ¢ X5 em uma diregao
d, nao significa que k € X, porque podem ocorrer d? Vp.(z*)d < 0 e Vpp(2*)Td < 0.
Assim, em seguida, o método verifica nos Passos 2.3.(a) e 2.3.(b) para todos elementos N,
pertencentes ao conjunto das partes do conjunto de indices I, P(I), com exegao do elemento
N, = 0, se os subconjuntos D3, ¢ € Ny e DY, p € I\ Ny sao todos simultaneamente nao

vazios. Desta forma, pode ocorrer que (| D3 () D} seja ndo vazio, ou seja, podem existir
qEN; peI\Ng
o : , d d
ae€ () DI (N D, tal que, na direcao d(«) seja possivel calcular valores Al(a) e )\Q(O‘),
qus pGI\Ns

com A3 < \#),

Quando o Passo 2 encerra, sao criados novos subconjuntos C; = (| D3 () DY, com
qEN pGI\NS

j=1,....,T,onde T = ) <n]§> = 2™ — 1 é a quantidade de elementos Ny pertencentes a
k=1

P(I)\ {0}. O Passo 3 verifica se existe o € Cj, j = 1,..., T, tal que, A;’(“) < Af(a) e, caso

exista, armazena o em novos subconjuntos V.
T
O método encerra no Passo 4 concluindo que x* € Eff (PMFQ) se V = |JV; =0, ou
i=1

. 9N . _ . d ~
calcula o raio de eficiéncia A(a) = mln{)\Q(a)} da solugao z*.
agV
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3.6.1 Raio de eficiéncia 2

Sejam z* € Leff( PMFQ), D :=Qe j:=0.

Passo 1. Para i € I, calcule D{ = {a € D | i € Xo}.

Passo 2. Se D = |J D}, pare, z* € Eff(PMFQ). Caso contrério,
=1

2

1. D::D\(U Dg).

i=1
2. Parai €I, calcule Dy={a€D|i€ Xo}eD,={aeD|iec X}
3. Parak=1,...,m.

(2) Sejam Ny € P(I), tal que, [Ny| =k e s € {1,...7 <7n> }

k
(b) Paras:l,...,<ng>.

1. j:=7+ 1L
ii. Se | A D A Dy| #0, entao C;:= (| D () Di.
qEN, pEI\Ns qEN; pEI\Ns

iii. Caso contrério C; := ().

Passo 3. Parai=1,...,T = > KA
=1 \ k

1. Calcule )\Zi(a)7 aeCieVi={aeC| X <\{@},

T
Passo 4. Se V. = |JV; = 0 pare, z* € Eff(PMFQ). Caso contrario, calcule A\(a) =

=1
. d(a)
i)

Conclua que z* é A(@)-eficiente, e que z* + A(a@)d(a) domina z* em (PMFQ).

Observe que no Passo 2.3.(b) o método verifica se D3 é nao vazio, com g € Ny, N, € P(I)
e se DY é nao vazio, com p € I\ Ny, porque a referéncia sdo os indices no conjunto Xs, o

qual deve ser ndo vazio, pois as dire¢oes d(«) com Xy # () j& foram eliminadas no Passo 2.1.
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Em relacao a uma implementagao computacional do método Raio de eficiéncia 2, temos
que considerar que a complexidade do método cresce exponencialmente com o tamanho de
m. Contudo, nos problemas praticos m costuma ser pequeno. Entao, a dificuldade maior
estd na possibilidade de parametrizar e identificar todas as dire¢oes em T'(z*) de acordo com
o tamanho da dimensao n do dominio das funcoes objetivo.

Para facilitar o entendimento do método acima, vamos ver um caso particular quando
o conjunto vidvel do problema (PMFQ) ¢ um subconjunto de R?. Entao, para n = 2 e
S C R? se 2* € Leff(PMFQ), podemos usar a seguinte parametrizacio usual para as
direcoes d € T'(x*),

d:[0,2r) — T(x¥)
0 —— d(f) = (cosf,senf)’.

E definindo para cada i € I,

1
Vpi(x") = [ 912
g;

7 7
1 Qoo

at, al
9 VQPZ(:E*> [ " 12 ] )
obtemos

Vpi(x*)'d(0) = gicosd + g send),
d(0)"V?p;(2*)d(0) = da'; cos® O+ 2aly cosfsend + ad, sen? .
Apresentamos agora, o método anterior para o caso particular de m = 2, que vamos

aplicar em seguida em dois exemplos.

Os passos descritos abaixo pode facilitar o entendimento do método Raio de eficiéncia 2.
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3.6.2 Raio de eficiéncia 2 (n =2, m =2)

Sejam x* € Leff(PMFQ) e D := [0, 2m).

Passo 1. Parai = 1,2, calcule D{ = {0 € D | i € Xo}.

Passo 2. Se D = D} U D2 pare, z* € Eff (PMFQ). Caso contrario,
1. D:= D\ (D} U D2).
2. Parai=1,2, calcule Di={0€ D |ic€ Xo}e D, ={0eD|iec X}
3. Se (D3 #0) A (D? #0), entao C, := Dj N D?, caso contrario C; := 0.
4. Se (D3 # 0) A (D] # 0), entao Cy := D3N Dj, caso contrdrio Cy := 0.
5. Se (D3 # 0) A (D3 # (), entdao Cs := D N D3, caso contrério Cs := (.

Passo 3. Para i = 1,2, 3, calcule )\Z(G), deCieV,={0cC| A;“H) < )\f(g)}.

Passo 4. Se V = ViUV, UV = () pare, * € Eff(PMFQ). Caso contrario, calcule
A0) = reni‘r}{)\g(g)}.
c

Conclua que * é \(f)-eficiente, e que x* + A\(A)d(f) domina x* em (PMFQ).

Vamos utilizar o método Raio de eficiéncia 2 em dois exemplos. No Exemplo 2, tomamos
uma solucao localmente eficiente de um problema biobjetivo e calculamos o seu raio de
eficiéncia descrevendo passo a passo as operagoes. Em seguida, voltamos ao Exemplo 1,
apresentado na Se¢ao 1.4, para conferir através de um método computacional, e nao apenas

graficamente, que alguns pontos localmente eficientes deste exemplo também sao eficientes.

Exemplo 2 Considere um problema (PMFQ'), onde

fi(x) - B fa(x)
g TR )

2 2 .
= —r] +25+ x1.

Vamos exemplificar os passos do método Raio de eficiéncia 2 neste exemplo, onde x € R2.

Para isso, precisamos de uma solugao z* € Leff (PMFQ') e de uma parametrizagdo para
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, 1
T(xz*) = 0B(0,1). E facil verificar que o ponto z* = ¢ uma solucao localmente eficiente
0

deste problema. Como g = go = 1, temos Vp; = V f; e $V2p; = V2f;, i = 1,2, ¢ assim,

0

e
VM@)_[ 0 2 0 2

7Vp2($*)=[_(Jl],VQM(x*):Q[z 0] o V2p2(x*):2[—2 0]‘

Para cada dire¢io d(f) = (cosf,send)?, 0 € D := [0,27), obtemos

Vpi(x*)Td(0) = 2cosb,

Vpo(x9)'d(0) = —cos,
d(0)'V2py(z*)d(0) = 4,
d(0)"V?pa(z*)d(0) = —4cos?20.

Portanto, conforme o Passo 1, precisamos primeiro verificar em quais diregoes ocorrem so-

mente crescimento em uma das fungoes objetivo, encontrando os conjuntos D} e D3. Ou

T 3
D} :[o% —.,2
0 72U|:277T)7
T 37T St 37
D2 = |= = - .
0 L’4>U(4’2}

No Passo 2, se o crescimento de alguma das funcoes objetivo ocorre em todas as direcoes, o

seja,

método encerra concluindo que z* é eficiente. Porém, temos D # D} U D3 e, conforme Passo

2.1, resta verificar o que ocorre com as diregoes d(6), tais que, 0 € D := D\ (D§ U D?), ou

37 5w
Tl

Em seguida, no Passo 2.2, as demais direcoes sao separadas de acordo com as distintas

seja, quando § € D = |

possibilidades de combinar os indices ¢ = 1, 2 nos conjuntos X; e X5, armazenando # € D em

novos subconjuntos D e Di, i = 1,2. Como d(0)"V?p;(z*)d(0) = 4 > 0 e Vp(2*)Td(0) =

2cosf < 0, para todo 0 € [%, %], implica que 1 € X, para todo 6 € [%, %] Analogamente,

obtemos 2 € X,, para todo 6 € [3T, 2T]. Portanto, D} # (), D2 # (), D? = (), D} = (.

404
Nos Passos 2.3-2.5, temos que verificar se existe intersecao nao vazia entre os quatro

subconjuntos D} e Di, i = 1,2, de tal forma, que seja possivel calcular Ag“") e /\611(0)

com o
intervalo A%?) nao vazio. As direcdes d(6), tais que, X, # 0 ja foram excluidas, entdo temos
que considerar as possibilidades do conjunto X, # (). Como m = 2, a regra ¢ verificar quando

| X5] =1 e quando | X;| = 2. Logo, as possibilidades de intersecao entre os subconjuntos D}
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e DI, i=1,2 sdo trés. Ou seja, para D] = D2 = [‘”, 4”], temos
(D3 =0) A (D7 =0), entdo C:= 10,

9

0
(D%%@)/\(D%%@), entao Cy := DgﬂDi: {%,%}
0

(Dy =0) A (D3 #0), entdao Cj:= 0.

No Passo 3, temos que verificar para quais parametros 0 € C;, j = 1,2, 3, existem direcoes
j

d(0), tais que, )\gw) < )\(f(g), armazenando esses parametros em novos subconjuntos V7,

j=1,2,3. Caso A% = () para todas essas direcoes, o método encerra no Passo 4 concluindo

que a solucdo z* é eficiente. Por outro lado, se existe alguma direcio d(6) com A%®) £ (),

o método encerra calculando o raio de eficiéncia A(f) da solucdo x*, tal que, AY? #£ @, e

encontra um outro ponto ' que domina x*

(o)

Neste exemplo, temos que encontrar ¢ € Cg, tal que, )\d(g) <A ,comleX;e2e X

Ou seja, temos que resolver

—2(—cost
2O (= cos0) com —cosf>0e —4cos20 <0 = cosf <0e cos20 >0,

> —4cos20 ’
—2(2cosf
Af(e)—w, com 2cosf <0ed>0 = cost) <0ed >0,
d(o d(o 1 ™ o I 117
AQ()S)\l() — 0082925 e QE[O,g}U F,F U 7,271’ .
Segue que,

vevi = (o[ B Y- [2.7).

6 6 6 6 6 6
_ 0 1
A(f) = min {A;’“’)} —min{ —>27 L _ 2
0€Vs 0eva | —2cos 20 2
_ _ -1
Sendo A(0) = 5 atingindo quando 0 = 7 e d(7) = 0
Portanto, z* + A(m)d(r) o Y % | domina o ! * 6
ortanto, x m)d(m) = = = omina x* = e x* é
/ 0 2100 0 0
%—eﬁciente.
0
Por outro lado, se mudarmos a solucao localmente eficiente para z* = [ o | obtemos

4> 0e Vpy(x*)Td(0) = 0 para todo 0 € [0,27), ou seja, D = D} U DZ.

0
Portanto, z* [ 0 ] é oo-eficiente.
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‘ ramo A, 0<T<% ‘

IERE | w0 [ a0 | dO)T | o'’ | w@)T ]
0.05 | (2.50,—1.01) (23.97,—0.25) | 3.14 | 1.00 | (—1,0) (1.50,—1.01) (7.97,—0.25)
0.06 | (2.63,—1.01) | (26.67,—0.40) | 3.14 | 1.26 | (=1,0) | (1.37,—1.01) (6.46, —0.40)
0.07 | (2.77,-1.02) | (29.83,-0.60) | 3.14 | 1.56 | (—1,0) | (1.22,—1.02) (4.94, —0.60)
0.08 | (2.94,-1.02) | (33.56,—0.88) | 3.14 | 1.88 | (=1,0) | (1.06,—1.02) (3.44,—0.88)
0.09 | (3.12,-1.02) | (38.02,-1.26) | 3.14 | 2.25 | (—1,0) | (0.87,—1.02) (2.01, —1.26)
0.10 | (3.33,—1.03) | (43.39,—1.77) [ 3.14 [ 2.67 | (-1,0) | (0.67,—1.03) | (0.72,—1.77)
0.11 | (3.57,—1.03) | (49.96,—2.47) | 3.14 | 3.15 | (—=1,0) | (0.43,-1.03) | (—0.32,—2.47)
0.12 | (3.85,—1.03) | (58.11,-3.40) | 3.14 | 3.69 | (—=1,0) | (0.15,—1.03) | (—0.97,—3.40)
0.13 | (4.17,—1.03) | (68.38,—4.69) | 3.14 | 4.33 | (=1,0) | (—=0.17,—-1.03) | (—0.96,—4.69)
0.14 | (4.54,—1.04) | (81.57,—6.47) | 3.14 | 5.09 | (=1,0) | (—0.54,—1.04) | (0.12,—6.47)
0.15 | (5.00,—1.04) | (98.92,-8.99) | 3.14 | 6.00 | (=1,0) | (—1.00,—1.04) | (2.92,—8.99)
0.16 | (5.55,—1.04) | (122.4,-12.63) | 3.14 | 7.11 | (=1,0) | (—1.56,—1.04) | (8.59,—12.63)
0.17 | (6.25,—1.04) | (155.2,—18.05) | 3.14 | 850 | (—1,0) | (—2.25,—1.04) | (19.16, —18.05)
0.18 | (7.14,—1.05) | (203.0,—26.44) | 3.14 | 10.29 | (=1,0) | (—3.14,—1.05) | (38.41,—26.44)
0.19 | (8.33,—1.05) | (276.7,—40.10) | 3.14 | 12.67 | (—=1,0) | (—4.33,—1.05) | (74.01,—40.10)
0.20 | (10.00,—1.05) | (398.9,—63.99) | 3.14 | 16.00 | (—=1,0) | (—6.00,—1.05) | (142.9,—63.99)
0.21 | (12.50,—1.05) | (623.9,—110.2) | 3.14 | 21.00 | (—=1,0) | (—8.50,—1.05) | (287.9,—110.2)
0.22 | (16.67,—1.06) | (1110,—215.1) | 3.14 | 29.33 | (=1,0) | (—12.67,—1.06) | (641,—215.1)
0.23 | (25.00,—1.06) | (2499,-528.9) | 3.14 [ 46.00 | (=1,0) | (—21.00, —1.06) | (1763,—528.9)
0.24 | (50.00,—1.06) | (9999, -2304) | 3.14 | 96.00 | (—1,0) | (—46.00, —1.06) | (8463, —2304)

Tabela 3.1: Raio de eficiéncia para as solucoes localmente eficientes do ramo A do Exemplo 1

Implementamos o método Raio de eficiéncia 2 (n = 2, m = 2) no aplicativo Matlab® para
calcular o raio de eficiéncia das solucoes localmente eficientes do problema do Exemplo 1.
Alguns resultados do experimento sao apresentados Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3.

Cada tabela refere-se a um dos ramos A, B e C' de pontos localmente eficientes do Fx-
emplo 1. O objetivo dos resultados apresentados é comprovar que a afirmacao feita anterior-
mente sobre as solucoes que pertencem ao ramo C' é verdadeira, ou seja, queremos confirmar
que essas solucoes também sao eficientes. Os dados do ramo A estao na Tabela 3.1, do ramo
B na Tabela 3.2 e do ramo C' estao na Tabela 3.3. Os valores apresentados na primeira coluna
de cada tabela referem-se aos multiplicadores 7 da condi¢ao de primeira ordem. Na segunda
coluna estao as solucoes z* € Leff (PMFQ') obtidas a partir de cada valor 7. A terceira
coluna refere-se aos valores do vetor objetivo h(z*) = (hi(x*), ho(2*)). As trés préoximas
colunas fornecem o valor do angulo § € [0,27), do raio de eficiéncia A(f) e da direcio d(f)
encontrados pelo método, respectivamente. Com esses valores, obtemos ' = z* + \(0)d(0)
que domina x*, e o vetor objetivo h(x') = (hy(z'), he(2")). Os pontos z’ sdo apresentados na

pentltima coluna, enquanto h(x’) na tltima coluna.
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| ramo B, 7>4 |
IER 2T | h(z*)T | 0 [ X0 AT | 2T | h(z)T |

4.10 | (—0.13,40.00) | (—1600,6719) | 4.71 | 80.0 | (—0.00,—1) | (—=0.13,—40.00) | (—1600,6079)
450 | (—0.12,8.00) | (—63.94,319.5) | 4.71 | 16.0 | (—0.00,—1) | (—0.12,-8.00) | (—63.94,191.5)
490 | (—0.11,4.44) | (=19.71,114.1) | 4.71 | 8.89 | (=0.00,—1) | (=0.11,—4.44) | (—19.71,43.01)
5.30 | (—0.10,3.077) | (—9.43,62.08) | 4.71 | 6.15 | (—0.00,—1) | (—0.10,—3.077) | (—9.43,12.85)
5.70 | (—0.09,2.353) | (—5.50,40.60) | 4.74 | 4.70 | (0.03,—-0.99) | (0.06,—2.35) | (—5.50,3.49)

6.10 | (—0.08,1.905) | (—3.60,29.40) | 4.74 | 3.80 | (0.03,—0.99) | (0.03,—1.90) | (—3.60,—0.64)
6.50 | (—0.08,1.600) | (—2.53,22.71) | 4.74 | 3.19 | (0.03,—0.99) | (0.02,—1.59) | (—2.53,—2.51)
6.90 | (—0.07,1.379) | (—1.88,18.34) | 4.74 | 2.75 | (0.03,—0.99) | (0.01,—1.37) | (—1.88,—3.40)
7.30 | (—0.07,1.212) | (—1.45,15.28) | 4.74 | 2.42 | (0.03,—0.99) | (0.00,—1.20) | (—1.45,—3.81)
7.70 | (—0.07,1.081) | (—=1.15,13.05) | 4.74 | 2.15 | (0.03,—0.99) | (0.00,—1.07) | (—1.15,—3.98)
8.10 | (—0.06,0.976) | (—0.93,11.35) | 4.74 | 1.94 | (0.03,—0.99) | (—0.00,—0.97) | (—0.93,—4.01)
8.50 | (—0.06,0.889) | (—0.77,10.02) | 4.74 | 1.77 | (0.03,—0.99) | (—0.00,—0.88) | (—0.77,—3.96)
8.90 | (—0.06,0.816) | (—0.65,8.96) | 4.74 | 1.62 | (0.03,—0.99) | (—0.01,—0.81) | (—0.65, —3.88)
9.30 | (—0.05,0.754) | (—0.56,8.09) | 4.74 | 1.50 | (0.03,—0.99) | (—0.01,—0.75) | (—0.56,—3.77)
9.70 | (—0.05,0.702) | (—0.48,7.37) | 4.74 | 1.40 | (0.03,—0.99) | (—0.01,—0.69) | (—0.48, —3.66)
10.1 | (=0.05,0.656) | (—0.42,6.76) | 4.74 | 1.30 | (0.03,—0.99) | (—0.01,—0.65) | (—0.42, —3.54)
105 | (—0.05,0.615) | (—0.37,6.24) | 4.74 | 1.22 | (0.03,—0.99) | (—0.01,—0.61) | (—0.37, —3.43)
10.9 | (—0.05,0.580) | (—0.33,5.79) | 4.74 | 1.15 | (0.03,—0.99) | (—0.01,—0.57) | (—0.33,—3.31)
113 | (—0.04,0.548) | (—0.29,5.40) | 4.74 | 1.09 | (0.03,—0.99) | (—0.01,—0.54) | (—0.29,—3.20)
11.7 | (—0.04,0.519) | (—0.26,5.06) | 4.74 | 1.03 | (0.03,—0.99) | (—0.01,—0.51) | (—0.26,—3.09)

Tabela 3.2: Raio de eficiéncia para as solugoes localmente eficientes do ramo B do Exemplo 1

Por exemplo, na terceira linha da Tabela 3.1, temos 7 = 0.07. Com este valor, obtemos
*T = (2.77,—-1.02) com vetor objetivo h(z*)T = (hy(z*), ha(z*))" = (29.83,—0.60). Esta
linha mostra que o método Raio de eficiéncia 2 encontrou 2/7 = (1.22, —1.02) que domina
x*, tal que, 2’ = 2" + \(0)d(0), onde 0 ~ 3.14, \(9) = 1.56 e d(0)T = (—1,0). Entdo, o vetor
objetivo de 2’ é h(z")T = (4.94,—0.60) e x* é 1.56-eficiente. Em cada um dos ramos A, B
e C foram selecionadas 20 solugoes para serem testadas. Assim, foram calculados 60 raios
de eficiéncia utilizando o método Raio de eficiéncia 2. Todos valores estao aproximados na
segunda casa decimal.

Observe que os vetores x’ e h(z') s6 aparecem nas Tabelas 3.1 e 3.2. Ou seja, cada solugao
x* dos ramos A e B que foi testada nao é eficiente, pois existe um outro ponto z’, apresentado
na pentltima coluna, que a domina. Outro fato importante a ser observado, é que o valor
6 encontrado é predominante em cada tabela. Na Tabela 3.1, temos aproximadamente
0 = 7 e na Tabela 3.2 temos aproximadamente = 37”, para todas as solucoes testadas.
Se observarmos a Figura 1.1, apresentada na Secao 1.4, pagina 16, podemos concluir que
as direcoes d(f), geradas por esses valores #, podem ser ilustradas na figura por vetores,
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4

‘ ramo C, i <7<
|

IR a7 | h(z*)T [ A@) | d@®)T | /" [ h(a")T |
0.30 | (=10.00,—1.081) | (398.83,—143.97) | - | oo —~ - —~
0.49 | (—2.08,—1.140) (16.06, —16.60) -] o0 - - -
0.68 | (—1.16,—1.205) (396,-983) |- o | - [ -] -
0.87 | (—0.81,—1.278) 097,-757) |- oo | - [ -] -
106 | (—0.62,-1.360) | (=033,—633) |-| oo | - [ - | -
1.25 | (—0.50, —1.454) (—1.12,-5.42) - o - - -
1.44 | (—0.42,-1.562) (—1.73, —4.59) -] o0 - - -
1.63 | (—0.36,—1.688) (—2.32, —3.69) —| o0 -~ -~ -
1.82 | (—0.32,—1.835) (—2.96, —2.59) - o0 - - -
2.01 | (—0.28,-2.010) (—3.72,—1.14) —| o0 ~ - —~
2.20 | (—0.26,-2.222) (—4.67,0.88) -] o0 - - —
2.39 | (—0.23,-2.484) (—5.95,3.82) - o0 — — —
2.58 | (—0.21,-2.817) (—7.75,8.30) - | o —~ - -
2.77 | (-0.20,-3.252) (—10.42,15.45) - o0 - — —
2.96 | (—0.18,—3.846) (—14.66,27.63) - | o —~ ~ —~
3.15 | (—0.17,—4.706) (—22.03,50.21) -] o0 - - -
3.34 | (-0.16,—6.061) | (=36.63,97.76) |-| oo [ - | - [ -
3.53 | (—0.15,—8.511) (—72.34,221.01) |- | oo - - —
3.72 | (—0.14,—-14.286) | (—203.99,701.44) | - | oo - - -
3.91 | (—0.14,—44.444) | (—1975.23,7545.11) | — | oo — - -

Tabela 3.3: Raio de eficiéncia para as solugoes localmente eficientes do ramo C' do Exemplo 1

cada um deles, partindo da respectiva solucao z* nos ramos A e B na direcao do ramo C.
Portanto, as solucoes do ramo C', ou outros pontos préximos delas, dominam as solugoes dos
ramos A e B.

A Tabela 3.3 fornece \(f) = oo para todas as 20 solucoes testadas e pertencentes ao ramo
C, ou seja, todas essas solugoes z* sao eficientes. Apesar de nao testarmos todas as solucoes
pertencentes aos ramos A, B e C deste exemplo, temos mais seguranca em afirmar que
realmente apenas as solugoes do ramo C sao eficientes. No Capitulo 5, isso serd comprovado

através de um teorema.

3.7 Conclusao

Apresentamos como contribuicao neste capitulo uma forma alternativa de obter condigoes de
otimalidade em programacao multiobjetivo. Utilizando o conceito de raio de eficiéncia, obte-
mos varios resultados para o problema particular (PMFQ). Nossa estratégia tem um aspecto

computacional e, por isso, propomos alguns métodos computacionais para a resolucao de
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problemas fracionais quadréticos com objetivos multiplos. Outro aspecto importante é que
nao utilizamos hipdteses adicionais sobre as fungoes objetivo, como alguns tipos de convexi-
dade generalizadas, que é muito comum nesta area de pesquisa. Encerramos o capitulo com
algumas propostas de métodos computacionais que objetivam calcular o raio de eficiéncia
de uma solucao localmente eficiente e permite obter outras conclusoes. Por exemplo, medir
duas vizinhancas distintas desta solucao, que permite diminuir o espago de busca por outros

pontos que a dominem.



Capitulo 4

Caracterizacao de Solucoes

Localmente Eficientes

Neste capitulo aproveitamos algumas propriedades particulares do problema (PMFQ) para
propor outra contribuicao deste trabalho, a caracterizacao das suas solugoes localmente efi-
cientes. Tema importante para dar continuidade as propostas sugeridas no Capitulo 3, onde
apresentamos algumas condicoes de otimalidade via raio de eficiéncia e desenvolvemos alguns
métodos computacionais que, além de medir o raio, determinam um subconjunto de interesse
associado as vizinhancas de uma solucao localmente eficiente e permite constatar a eficiéncia
global desta solucao ou encontrar um outro ponto viavel que a domina em tal subconjunto.
Como a hipétese principal na abordagem apresentada no Capitulo 3 era que o ponto estudado
fosse localmente eficiente, uma caracterizacao adequada desta solucao permite a construcao
de métodos computacionais de busca. Vamos apresentar agora novos resultados teodricos e
propor um método de busca por solugoes do problema (PMFQ).

4.1 Introducao

Vamos estudar sob que condicoes podemos caracterizar as solucoes localmente eficientes
do problema (PMFQ'). O Teorema 3.1 apresenta a relagao existente entre as solugoes dos
problemas associados (PMFQ') e (PMFQ’),~, para z* € Leff (PMFQ’). Portanto, se carac-
terizarmos as solugoes locais do problema (PMFQ'),« estaremos caracterizando as solugoes
locais do problema (PMFQ').

81
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Para os resultados que seguem, dado z* € S, usaremos para cada ¢ € [ as identidades

‘ fi(z") ‘
Vpi T = sz X ng
(@) (@)~ 2390,
1 fi(z*)
—Vpi(z*) = V2fi(z* Vg (z*),
Vn(a") (@) - LS )
onde p;(z ) fi(x) — *)) gi(x). Podemos constatar que se existe um vetor A > 0, A € R™,

m
tal que, Z A V;’Ei = 0, entao exite um vetor 7 > 0, 7 € R™, tal que, > 7;Vp;(z*) = 0.

Ou melhor

i—1 gl<T*) i=1
De fato, seja 7; = giz\;*) > 0,1 € I, entao
AT S ) {vm*)gi(:c*) - w:c*)fi(:m]
i=1 gi(z*) i=1 [Qz(af*)]Q

= Yon i) - Evg )

i=1 gi(x”)

= i 7;Vpi(x
i=1

4.2 Caracterizacao de solucoes localmente eficientes
Usaremos a notacao abaixo para o proximo resultado.
E@@") = {dedB(0,1) | max {Vp;(a")"d} = 0},
I(d) = {iel|Vp(z*)"d=0}.

Teorema 4.1 Considere o problema (PMFQ'). Entao x* € Lef(PMFQ') se e somente se
eviste 1 > 0, 7 € R™, tais que,
> mVpi(at) =0 (4.1)
i=1

eVd € E(x*), obtemos d*NV?p;(z*)d > 0 para algum j € I(d), ou Vp;(x*)Td = d"V?p;(2*)d =
0,Viel.
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Demonstragao: (<) Pelo Teorema de Alternativa de Gordan, apresentado na Secao 1.2,
a condicao exigida pela igualdade (4.1) implica que o sistema

Vpi(z*)Td <0, Vi € I,

nao tem solucao para uma direcao arbitraria d € R™. Ou seja, nao pode haver decréscimo de
todas as fungoes p;, numa vizinhanca de x*, simultaneamente. Portanto, dado uma direcao
unitdria d, se existe algum fndice i € I, tal que, Vp;(2*)Td < 0, deve existir ao menos um
indice j # i, tal que, Vp;(z*)d > 0. Neste caso, se Vp;(z*)Td > 0 para algum j € I, entdo
a fungdo p; cresce na diregao d em alguma vizinhanga de z*. Se Vp;(z*)7d = 0, obtemos
I(d) # 0, ou seja, j € I(d) e por hipétese dT V?py(z*)d > 0 para algum k € I(d). Se j = k,
a fungao p; cresce na direcao d em alguma vizinhanca de z*. Por outro lado, se j # k, existe
uma fungao py que cresce na diregao d em alguma vizinhanca de x*. Quando Vp;(z*)Td = 0,
Vi € I, entao por hipétese d V2p;(z*)d = 0, Vi € I. Em qualquer um dos eventos anteriores,
existe uma funcao objetivo que cresce na direcao unitaria d, ou nenhuma funcao decresce
nesta diregao, em uma vizinhanca de x*. Portanto z* € Leff (PMFQ’).

(=) Suponha que z* € Leff(PMFQ'). Neste caso, se a condi¢ao exigida pela igual-
dade (4.1) ndo se verifica, entdo podemos encontrar uma direcao d, tal que, Vp;(z*)Td < 0,
Vi € I. O que contradiz z* € Leff(PMFQ'). Por outro lado, se a igualdade (4.1) se
verifica, mas o restante das hipéteses nao sao satisfeitas, entao existe d € F(z*), tal que,
Vi € I(d), d'V?p;(z*)d < 0, e ainda, nao pode ocorrer Vp;(x*)'d = dTV?p;(x*)d = 0,
Vi € I. Pela defini¢ao do conjunto E(z*), para todo j ¢ I(d), Vp;(z*)Td < 0. Temos
assim, Vp;(z*)Td = 0 e d"V?p;(2*)d < 0, Vi € I(d) e Vpj(x*)Td < 0, Vj ¢ I(d). O que
contradiz z* € Leff (PMF(Q)'), pois dada uma direcdo unitaria d, se j ¢ I(d) a fungao p,
decresceria na direcio d em alguma vizinhanca de z* e, se i € I1(d) e d'V?p;(x*)d < 0,
as funcoes p; nao cresceriam na mesma direcao e vizinhanga de z*. E mesmo que ocorra,
I(d) = I, como nao pode ocorrer Vp;(x*)Td = d"V?p;(z*)d = 0, Vi € I(d), existiria um
indice k € I(d), tal que, d*V?p(2*)d < 0, e a funcdo py, decresceria na direcao d em alguma

vizinhanca de z*, e as demais funcoes nao cresceriam na mesma direcao e vizinhanca de z*. m

Observe que escolhemos de forma adequada o conjunto E(xz*) no Teorema 4.1. Isto
facilita a sua demonstragao. Porém, se d ¢ F(z*), implica que existe um indice j € I, tal
que, Vp;(z*)Td > 0, e isso nao altera a validade do teorema. Na sequéncia, apresentamos
duas condigdes suficientes para um ponto x* pertencer ao conjunto Leff (PMFQ'). Ambas
seguem diretamente do Teorema 4.1, porém a segunda, tem uma particularidade 1til que

serd usada em um método computacional apresentado posteriormente.
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Corolario 4.1 Considere o problema (PMFQ'). Entao x* € LefPMFQ') se existe T > 0,
7€ R™, tal que,

ZTini(x*) =0 (4.2)

e Vd € 0B(0,1), tal que I(d) # 0, obtemos d*V?py(x*)d > 0, para algum k € 1(d).

Demonstragao: Por (4.2), o Teorema de Alternativa de Gordan garante que o sistema
Vpi(x*)'d <0, Vi € 1,

nao tem solucao para uma direcao arbitraria d € R™. Portanto, dado uma direcao unitéria d,
se existe algum fndice i € I, tal que, Vp;(z*)Td < 0, deve existir ao menos um indice j # i,
tal que, Vp;(z*)Td > 0. Neste caso, se Vp;(z*)Td > 0 para algum j € I, entdo a fungio
p; cresce na diregao d em alguma vizinhanga de z*. Se Vp;(z*)Td = 0, obtemos I(d) # 0,
ou seja, j € I(d) e por hipétese, existe um indice k € I(d), tal que, d*V2pgp(2*)d > 0. Se
J =k, a funcao p; cresce na direcao d em alguma vizinhanca de z*. Por outro lado, se j # &,
existe uma funcao px que cresce na direcao d em alguma vizinhanca de x*. Entao, dada uma
direcao unitaria d, sempre existe uma funcao objetivo que cresce em alguma vizinhanca de
x* nesta diregdo. Portanto z* € Leff (PMFQ'). [ |

Corolario 4.2 Considere o problema (PMFQ'). Entao x* € LefiPMFQ') se existe T > 0,
T € R™, tal que,

> nVpi(at) =0 (4.3)
i=1
e G(d) >0 em R(z*), onde

G(d) = max {d"V’p;(z*)d},

{i | >0}

R(x*) = {de€dB(0,1) | Vpi(z*)'d =0, ¥Yi com 7; > 0}.

Demonstragao: Dada uma diregao unitdria d, se Vp;(z*)Td > 0 para algum i € I, entdo
a fungdo p; cresce na direcdo d em alguma vizinhanca de z*. Se Vp;(2*)Td < 0 para algum
i € I, tal que, 7; > 0, entdo pela condic¢ao (4.3) e pelo Teorema de Alternativa de Gordan,
deve existir um indice j # 4, tal que, Vp;(z*)'d > 0. Assim, existe uma fungao p; que
cresce na dire¢ao d em alguma vizinhancga de x*. Se Vp;(z*)Td = 0 para todo i € I, tal que,
7; > 0, entdo d € R(x*) e a hip6tese do coroldrio, G(d) > 0, assegura que existe um indice
k€I com 7, > 0, tal que, Vpi(2z*)Td = 0 e G(d) = d"V?py(2*)d > 0. Portanto, existe uma
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funcao p, que cresce na direcao d em alguma vizinhanca de x*. Mesmo quando, para algum
indice j € I, ocorre Vp;(x*)Td = 0, com 7; = 0, como 7 > 0, sempre existird um outro
indice 7 € I, com 7; > 0, e o resultado segue dos itens anteriores. Entao, dada uma direcao
unitaria d, sempre existe uma fungao objetivo que cresce em alguma vizinhanca de z* nesta
dire¢@o. Portanto a* € Leff (PMFQ’). [

Para tentar resumir os resultados anteriores, temos que observar que a existéncia de

m
um vetor 7 > 0, tal que, > 7;Vp;(z*) = 0 e o Teorema de Alternativa de Gordan garan-
i=1
tem a caracterizacao na maioria das direcoes. O problema ocorre nas direcoes d, tais que,
Vpi(x*)Td = 0 para algum i € I. Neste caso, hipéteses adicionais devem ser incluidas, por

exemplo, garantir que d” V?p;(2*)d > 0 sempre que Vp;(z*)Td = 0 para algum j € I.

4.3 Meétodos computacionais

A caracterizacao das solugoes localmente eficientes obtida pelo Teorema 4.1 nao é facil de
ser aplicada. Apresentamos nesta secao dois métodos computacionais de teste, que verificam
se um ponto z* € R™ pertence ao conjunto Leff (PMFQ'). Um deles, utiliza a condicao
suficiente do Corolédrio 4.2 que é um pouco mais simples de ser obtida. Propomos ainda
um terceiro método, no caso um método de busca, que aproveita a relacao existente entre a
teoria apresentada neste capitulo e a teoria do Capitulo 3, para encontrar solucoes localmente
eficientes e outras eficientes do problema (PMFQ’).

A estratégia no primeiro método, que vamos chamar de Teste de eficiéncia local 1, é
verificar iterativamente se ocorre decréscimo de todas as fungoes objetivo simultaneamente
em uma vizinhanca de z*. Se isto ocorrer, estaremos comprovando que x* nao pode ser
localmente eficiente. Portanto, temos um método de teste, que inicia com um ponto x* €
R"™ e, no Passo 1, verifica e armazena recursivamente em um laco no conjunto D*, para
cada iterando k, todas as diregdes unitarias d satisfazendo Vpy(z*)'d < 0, Vp_1(2*)Td <
0,...,Vpi(z*)Td < 0. Observe que as direcoes unitarias d, tais que, Vpg(z*)Td > 0, k € I,
sao todas aquelas que pertencem ao complemento de D*. Portanto, como critério de parada
no Passo 1, se existe k € I, tal que, D¥ = (), significa que Vd € 9B(0,1) existe uma fucio
pi» 7 € {1,...,k} que cresce localmente, ou seja, Vd € 9B(0,1), Vp;(z*)T'd > 0, para algum
je{l,..., k}. Neste caso, z* € Leff(PMFQ’).

No Passo 2, o método cria para cada d € D™ o subconjunto de indices I(d) C I, tal
que, ij(a:*)Td =0, 7 € I. Como critério de parada no Passo 2.1, se existe d € D™, tal
que, I(d) = 0, entao z* ¢ Leff (PMFQ'), pois neste caso, existe uma diregao d, tal que,
Vp;(z*)Td < 0, Vi € I. Por outro lado, dada uma diregdo d, se I(d) # 0, I(d) C I, significa
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que para todos os indices i € I\ I(d), temos Vp;(z*)d < 0, e para todos os indices j € I(d),
temos Vp;(z*)Td = 0. Portanto, como critério de parada no Passo 2.2, o método verifica
se existe uma direcio d € D™, tal que, d"'V?p;(z*)d < 0, Vj € I(d). Se isso se cumpre,
entao z* ¢ Leff (PMFQ@'), pois podemos ter um subconjunto de indices IcC I(d), tal que,
d'N?p;(a*)d = 0, Vj € ]A./ e assim, teremos os conjuntos, IcC I(d) C I, tais que, as fungoes
i, 1 E I , nao crescem, e todas as outras funcoes p;, i € I\ I , decrescem.

De forma andloga, se I(d) = I, significa que para todos os indices j € I, temos
Vp;(z*)Td = 0. Portanto, como critério de parada no Passo 2.3, o método verifica se existe
uma diregao d € D™, tal que, d"V?p;(z*)d < 0, Vj € I(d), com no minimo uma desigual-
dade estrita. Se isso se cumpre, entdo x* ¢ Leff (PMF(Q'), pois teremos um subconjunto
de fndices I C I, tal que, as funcoes p;, i € I, nio crescem, e todas as outras funcoes p;,
ie I\ I , decrescem. Se o método nao encerra nos passos anteriores, entao ele encerra no
Passo 2.4 concluindo que z* € Leff (PMFQ').

Para simplificar a exposigdo dos dois préximos métodos, vamos supor que Vp;(xz*) # 0,

Vi e 1.

4.3.1 Teste de eficiéncia local 1

Sejam z* € R" e DY := 9B(0, 1).
Passo 1. Repita para k=1,...,m.

1. Obtenha D¥ := {d € D*' | Vp,(2*)Td < 0}
2. Se D* = () pare. Podemos concluir que * € Leff (PMFQ').

Passo 2. Vd € D™, obtenha I(d) :={j € I | Vp;(x*)Td =0}

1. Seexisted € D™, tal que, I(d) = () pare. Podemos concluir que z* ¢ Leff (PMFQ’).

2. Se existe d € D™, tal que, I(d) C I e d"V?p;(x*)d < 0,Vj € I(d), pare. Podemos
concluir que z* ¢ Leff (PMFQ’).

3. Se existe d € D™, tal que, I(d) = I e d"V?p;(x*)d <0, Vj € I(d), com no minimo
uma desigualdade estrita, pare. Podemos concluir que z* ¢ Leff (PMFQ').

4. Caso contrério, * € Leff(PMFQ').
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As operacoes que devem ser realizadas no método Teste de eficiéncia local 1 nao sao
triviais. No primeiro passo, deve-se resolver para cada k£ € I, uma desigualdade linear
Vpr(z*)Td < 0 sujeito a k — 1 desigualdades lineares Vp;(2*)'d <0, j € {1,...,k—1}, com
variaveis d no R"™. Ou seja, se o método nao encerra neste passo, deve-se resolver m sistemas
lineares, cujo nimero de equagoes de cada sistema cresce de 1 a m, sendo que cada um deles
contém n variaveis. O Passo 2 é o mais complexo, pois é impraticavel obter os conjuntos de
indices I(d) para toda diregao d € D™. Se isso for feito, por algum método de aproximacao,
deve-se ainda resolver, nos Passos 2.2 e 2.3, para cada d, um sistema com |I(d)| igualdades
lineares e |I(d)| desigualdades quadréticas.

E possivel, caso o método encerre em algum dos Passos 2.1-2.3, com z* ¢ Leff(PMFQ"),
obter uma direcao d para ser usada por um algoritmo de busca unidimensional para encontrar
um outro ponto z’ que domina z*.

Em relacao a uma implementacao computacional do método Teste de eficiéncia local 1,
as dificuldades estao em resolver varios sistemas de equagoes consecutivamente, alguns mais
simples tendo desigualdades lineares e outros mais dificeis tendo desigualdades quadraticas.
O uso de métodos aproximados para resolver cada um desses sistemas pode propagar erros
de arredondamento para os demais. Outra dificuldade é considerar todas as diregoes d € D™
para obter os conjuntos de indices I(d). Neste caso, outros métodos devem ser usados para
reduzir a busca no conjunto D™.

A estratégia usada no segundo método, que vamos chamar de Teste de eficiéncia local
2, é analoga ao anterior, ou seja, verificar iterativamente se ocorre decréscimo de todas as
funcoes objetivo simultaneamente em uma vizinhanca do ponto z*. Porém, este novo método
considera o resultado do Corolario 4.2, onde uma informacao importante a ser analisada é o
que ocorre nas direcoes unitarias d, tais que, Vp;(2*)Td = 0, com 7; > 0,4 € I.

O método inicia com um ponto x* € R™ a ser testado. No Passo 1, ele deve encontrar
m

um vetor 7 > 0, tal que, > 7;Vp;(2*) = 0. Esta é uma condigdo necessaria de primeira
i=1
ordem, entao se tal vetor nao existe, o método encerra no Passo 2 concluindo que z* ¢

Leff(PM FQ'). Caso contrario, deve-se encontrar o subconjunto de indices i € I, C I, tais
que, 7; sao positivos. Observe, de acordo com o Corolario 4.2, que um ponto z* é localmente
eficiente se G(d) > 0 em R(z*). Entao, no Passo 3, o método encontra os conjuntos R;(z*) =
{d € 0B(0,1) | Vp;(z*)Td = 0}, para cada j € I, ou seja, R(z*) = (| R;(z*) e verifica se
jEI
o sistema misto de equacoes dT V2p;(z*)d < 0, i € I, com no ml'nimpo uma desigualdade
estrita, Vpp(z*)Td < 0, k € T\ {j} e Vp;(z*)'d = 0, para cada j € I,, com varidveis no
R™, tem solucao d. Se algum desses sistemas nao tem solucao, o método encerra no Passo 4
concluindo que z* € Leff (PMFQ'). Porque, neste caso, nao existird uma dire¢do unitéria

com decréscimo local de todas as funcgoes objetivo simultaneamente.
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4.3.2 Teste de eficiéncia local 2

Seja x* € R™.

Passo 1. Encontre 7 > 0, tal que, > 7;Vp;(z*) = 0.
i=1

Passo 2. Se ndo existe 7 > 0, entdo * ¢ Leff (PMF()'). Caso contrario, defina I, = {j €

Passo 3. Verifique se cada sistema de equacoes

d'V?2p;(z*)d <0, i € I, com no minimo uma desigualdade estrita,

(4.4)
Vpe(z*)'d <0, k€ I\ {j},
tem solugao d € R;(z*) para todo j € I,, onde R;(z*) é o conjunto definido por
Ri(z*) = {d € 0B(0,1) | Vp;(z*)"d = 0}. (4.5)

Passo 4. Se nao existe alguma solucao, entao z* € Leff (PMFQ').

Este método também nao é simples de ser resolvido, no entanto, ele tem um aspecto
computacional mais interessante que método Teste de eficiéncia local 1. Porque os tnicos
conjuntos de direcoes que devem ser considerados sao aqueles cujos elementos sao ortogonais
aos gradientes Vp;(z*), com ¢ € I,. No primeiro passo, ¢ preciso resolver um sistema
de equacoes com uma igualdade linear e m desigualdades 7 > 0, onde 7;, ¢ € I, sao as
incognitas. Caso este sistema tenha solugao, no Passo 3 é preciso verificar se |[,| sistemas
misto de equagoes, (4.4) e (4.5), com m desigualdades quadraticas, m — 1 desigualdades
lineares e uma igualdade linear.

Diferentemente do método anterior, neste caso, ¢ preciso resolver |I,| sistemas misto de
equacoes complicadas, porém independentes. Da mesma forma, caso o método encontre uma
solucdo d que satisfaz um dos sistemas de equacoes no Passo 3, com z* ¢ Leff(PMFQ'), é
possivel obter um outro ponto ' que domina z* efetuando uma busca unidimensional nesta
direcao.

Em relacao a uma implementacao computacional do método Teste de eficiéncia local 2,
as dificuldades est@o em encontrar 7 > 0 que satisfaca (4.3), determinar os conjuntos R;(x*),

J € 1, e resolver os sistemas misto de equacoes no Passo 3.
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4.4 Meétodo de busca por solucoes eficientes

Estudamos neste capitulo algumas condicoes que garantem que um ponto x* € R™ pertence
ao conjunto Leff (PMFQ'), enquanto que no Capitulo 3 vimos como calcular o raio de
eficiéncia de x*, se x* € Leff (PMFQ'). Podemos agora, fazer uma ligagao entre a teoria e
os métodos computacionais apresentados nesses dois capitulos.

O Corolario 3.6, apresentado na Secao 3.4, e o método Raio de eficiéncia 2, apresentado
na Secao 3.6.1 sao usados juntamente com o Corolario 4.2 e o método Teste de eficiéncia
local 2 para propormos um método computacional de busca, que vamos chamar de Método
de busca local. O objetivo é encontrar solucoes localmente eficientes e solugoes eficientes
utilizando as ferramentas apresentadas até o momento.

Para simplificar a exposicao do método, diremos que um ponto x* € R" satisfaz a Pro-
priedade R-2, se ele cumpre todos os passos do método Raio de eficiéncia 2. Observe que se
x* satisfaz a Propriedade R-2 implica que z* € Leff (PMF(Q’), x* satisfaz as hipdteses do
Coroldrio 3.6 e ainda existe 2’ € B(z*, P) \ B(z*, 3), tal que, 2/ domina x*, onde

= é?ﬁ{%%f{dw?pi(x*)d ’

P = sup<min ——QVPi(x*>Td
N deg 1€X1 dTVQpl(:t*)d ’

Xy, X5 e L sao definidos na Se¢ao 3.2. Por outro lado, diremos que z* nao satisfaz a Pro-
priedade R-2, se algum dos passos do método Raio de eficiéncia 2 falha. Neste caso, podemos
concluir que B(z*, P) \ B(x*,3) = () e 2* € Eff(PMFQ'), pois estas sao as conclusdes nos
critérios de parada do método Raio de eficiéncia 2.

Analogamente, diremos que x* € R" satisfaz a Propriedade T-2, se ele cumpre todos os
passos do método Teste de eficiéncia local 2. Neste caso, x* também satisfaz as hipéteses do
Corolério 4.2, ou seja, z* € Leff (PMFQ'). Por outro lado, diremos que z* nao satisfaz a
Propriedade T-2, se algum dos passos do método Teste de eficiéncia local 2 falha. Neste caso,
podem ocorrer duas situacoes. Na primeira, se a falha ocorre no Passo 4 do método Teste
de eficiéncia local 2, significa que é possivel encontrar uma direcio d, que é uma soluciao de
um sistema misto de equacoes (4.4) e (4.5). Ou seja, 2* ¢ Leff (PMFQ') e podemos obter
um outro ponto =’ que domina z* efetuando uma busca unidimensional nesta direcdo. Na
segunda situacao, se a falha ocorre no Passo 2 do método Teste de eficiéncia local 2, significa
que nao existe o vetor 7 > 0 satisfazendo (4.3) do Corolario 4.2. Neste caso, podemos
encontrar uma direcdo d usando, por exemplo, o método Teste de eficiéncia local 1, para
obter um outro ponto 2’ que domina x* efetuando uma busca unidimensional nesta direcao.

O Método de busca local inicia com um ponto z* € R". Entra em um laco definindo
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x* como ponto atual e, em seguinda, verifica se este ponto satisfaz a Propriedade T-2. Se
nao satisfaz, entao o método encontra z’ que domina x* fazendo uma busca unidimensional,
atualiza o ponto x* := z’ e reinicia o processo. Se o ponto atual z* satisfaz T-2, implica que
x* € Leff(PMFQ'). Neste caso, o método armazena o ponto atual z* em um conjunto de
solugoes locais e muda de passo. No novo passo, o método verifica se x* satisfaz a Propriedade
R-2. Se agora, o ponto atual z* satisfaz R-2, o método encontra =’ que domina x* fazendo
uma busca no conjunto B(z*, P) \ B(x*, 3), atualiza o ponto z* := 2’ e reinicia o processo.
Por outro lado, se o ponto atual * nao satisfaz R-2, entao o método encerra concluindo que
x* € Eff(PMFQ'). Outra maneira de encerrar o processo ¢ quando o numero de atualizagoes

do ponto z* ultrapassa um limite definido previamente.

4.4.1 Método de busca local

Sejam z* € R*, M € Re LE = 0. Faca 2° := 2" e k := 0.
Passo 1. Verifique se z* satisfaz o Propriedade T-2.

1. Se néo satisfaz T-2, encontre uma direcdo d e A > 0, tal que, 2’ = zF + \d domina

x*. Faca k := k+1, 2* := 2’ e retorne ao Passo 1 ou vé para o Passo 3 se k > M.

2. Se satisfaz T-2, entdo 2% € Leff (PMFQ'). Faca LE := LE U {2*} e v4 para o
Passo 2.

Passo 2. Verifique se 2" satisfaz o Propriedade R-2.

1. Se satisfaz R-2, encontre 2’ € B(x*, P) \ B(z*,3), tal que, 2/ domina z*. Faca

k:=k+1, 2% := 2’ e retorne ao Passo 1 ou v4 para o Passo 3 se k > M.

2. Se nao satisfaz R-2, entao z* € Eff (PMF(Q’). Faca x* := 2* e v4 para o Passo 4.

k

Passo 3. Faca z* := z¥. Conclua que * domina os pontos {x*~1 z#=2

o202t 2% que
x* é uma aproximagao de algum ponto pertencente ao conjunto Eff (PMFQ') e que
LE C Leff(PMFQ'").

Passo 4. Conclua que 2* € Eff(PMFQ'), que x* domina os pontos {#*~1, 2*=2 ...zl 20}
e que LE C Leff(PMFQ').
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A complexidade do Método de busca local depende do niimero de vezes que os Passos 1
e 2 sao repetidos. No Passo 1, temos que somar a dificuldade em avaliar se um ponto atual
xr* satisfaz a Propriedade T-2, ou seja, deve-se incluir toda a complexidade do método Teste
de eficiéncia local 2. A busca feita no Passo 1.1 nao é complicada. Suponha que a direcio d
ja foi obtido quando o método Teste de eficiéncia local 2 falha, ou alternativamente, quando
o método Teste de eficiéncia local 1 falha, entdo A pode ser obtido calculando
[ el B exc

A, se X; =0,

onde \; < oo é definido para limitar A\. Como z* ndo satisfaz a Propriedade T-2, implica
que 2* ¢ Leff(PMFQ') e que Vpi(x*)Td < 0, Vi € I. Quando existe i € I, tal que,
dTV?p;(x*)d > 0, implica que i € X; C I. Entdo, A serd o menor valor entre os minimos
das parabolas 7;(\) = p;(z* + \d), i € X1, onde as pardbolas r; foram definidas na Secao 3.2.
O problema ocorre quando X; = (). Neste caso, como z* ¢ Leff (PMFQ'), implica que
Vpi(z*)'d < 0 e dTV?ps(2*)d < 0, Vi € I, com no minimo uma desigualdade estrita, e
assim, para todo A > 0, 2’ = 2* 4+ Ad domina z*. Este tltimo caso é raro de ocorrer porque
normalmente as funcées objetivo sdo conflitantes, porém, caso ocorra, basta definir A := ),
tal que, Ay < 0co. Mas, por razdes ébvias, é importante eliminar a possibilidade de escolher,
ao retornar em seguida ao Passo 1 com z* := z* + \id, a direcdo d.

No Passo 2, temos que somar a dificuldade em avaliar se um ponto atual x* satisfaz a
Propriedade R-2, ou seja, deve-se incluir toda a complexidade do método Raio de eficiéncia
2. A busca feita no Passo 2.1 pode ser muito complicada, pois depende da forma que a busca
é feita no conjunto B(z*, P) \ B(x*, 3). Porém, observe que uma maneira simples, é tomar
x' = x* + fd, tal que, d satisfaz a definicao de 3, ou tomar 2’ = z* + \%d, tal que, d satisfaz
M < M\ conforme defingao de A4 e A4 apresentada na Secao 3.2.

A constante M é um valor escolhido para limitar o nimero de iteracoes do método,
pois nao é possivel provar convergéncia. Porém, observe que se o método encerra no Passo
4 estando no iterando k, implica que o ponto final 2% € Eff(PMF(Q'). Apesar de nio
podermos garantir que z* seja eficiente quando o método encerra no Passo 3, em ambos

critérios de parada geramos uma sequéncia de pontos {xF=1 2%=2 .. 21 20} que satisfaz
k k-1 k2 1 .0
o) ) ) T ",
g(ah) = g(z*=1) = g(a*2) g(zt) = g(2?)

Devido a (4.6), podemos afirmar que se k é suficientemente grande no critério de parada do

k k

Passo 3, entao " é uma boa aproximacao de algum ponto no conjunto Eff (PMFQ'), pois x

domina todos os pontos da sequéncia {z*~1 272 ... 2! 2°}. O método ainda armazena no
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conjunto LFE todas as solucoes localmente eficientes que sao encontradas durante o processo.
Portanto, o Método de busca local retorna um subconjunto LE C Leff (PM FQ'), um ponto
r* := 2% que é uma aproximacao de algum ponto em Eff (PMFQ') quando ele encerra no
Passo 3, ou com z* := 2% € Eff(PMF(Q’) quando ele encerra no Passo 4.

Uma implementacao computacional do Método de busca local fica dependente de imple-

mentagoes adequadas dos métodos Teste de eficiéncia local 2 e Raio de eficiéncia 2.

4.5 Conclusao

Apresentamos como contribui¢ao neste capitulo uma caracterizacao para solugoes localmente
eficientes do problema (PMFQ'). Esta caracterizagdo permitiu propor dois métodos com-
putacionais que testam se um ponto ¢ localmente eficiente. Fazendo uma ligacao entre os
resultados deste capitulo e do Capitulo 3, propomos também um método computacional de
busca. Este método é capaz de identificar solucoes localmente eficientes durante seu processo

de busca e, dependendo do critério de parada, encerra encontrando uma solucao eficiente.



Capitulo 5

Condicoes de Otimalidade (lobal

Neste capitulo apresentamos algumas condigoes suficientes de otimalidade global para as
solugdes do problema (PMFQ). A abordagem agora ¢ distinta do tema raio de eficiéncia
apresentado anteriormente. Vamos mostrar que se impormos algumas hipoteses sob as Hes-
sianas das funcoes f; e ¢;, ¢ € I, podemos garantir que um determinado ponto viavel ¢é
eficiente. Uma diferenca com o tema anterior é que nao assumimos inicialmente que este
ponto seja localmente eficiente. O mais comum ao se obter condicoes suficientes de oti-
malidade global para os problemas (PM) é supor que as fungoes atendem a algum tipo de
convexidade generalizada. A contribuicao deste capitulo estd na maneira em que abordamos
o tema otimalidade global, analisamos quais das propriedades apresentadas pelo nosso prob-
lema particular (PMFQ) se assemelham com alguns dos tipos de convexidade generalizada
e vemos que com uma hipdtese mais fraca, mesmo sem atender a esses tipos de convexi-
dade, podemos obter as condicoes suficientes otimalidade. Esta abordagem também permite
propor métodos computacionais de teste e de busca por solucoes eficientes do problema
(PMFQ).

5.1 Condicoes suficientes

Maeda em [37] utilizou a qualificagao de restrigoes (QRGG), apresentada na Segao 1.3, para
obter uma condicao necesséaria de otimalidade do tipo KKT com uma particularidade que
serd muito util no restante deste trabalho: pode-se garantir a existéncia de multiplicadores
associados as funcoes objetivo, na condigao necessaria de primeira ordem, todos estritamente
positivos.

Para o préximo teorema, que da uma condicao suficiente de otimalidade para um ponto
vidvel do problema (PMFQ), precisamos de algumas hipdteses e definigoes. Conforme

definicao de funcao vetorial v-invexa, apresentada na Secao 1.5, vamos supor inicialmente que

93
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o vetor de fungoes restrigoes h do problema (PMFQ) é v-invexo em todo conjunto viavel com
respeito an : S xS — R", dada por n(z,z*) = (x —2*), e as fungdes a; : S xS — Ry \ {0},
j € K, sao quaisquer. Também, dado xz* € S, para cada i € I, definimos as fungoes escalares
u: SxS—=R,\{0}es;: S xS — R abaixo.

wiz,a*) = gi@?*)’
gi(x) )

Teorema 5.1 Seja x* um ponto vidvel do problema (PMFQ). Suponha que o vetor h € v-
invezo com respeito a n(z,z*) = (x —2*), v € Sea;: xS —=RL\{0}, j€ K, e que
existem vetores T € R™, A\ € R, tais que,

p
D Aihyat) =0, (5.2)
j=1
>0, A=0. (5.3)

Se obtemos, que para qualquer x € S,

= s ot

ST 5y (5.4)
: w;(x, x*)

=1

entdao x* € uma solugao eficiente para o problema (PMFQ).

Demonstracao: Dado z € S, com algumas operacoes, obtemos para cada i € I,

filx) = filz*) = 2TAx+d"e — 2" At — al2*
= 2T A — 2T A + 2T A — T Ayr* + o (z — o)
= 2TAi(x — ") + 2 Ay(x — 2") + ol (z — 2¥)

A+ A + a;)" (z — %)

Ai(x — 2%) + 240" 4+ a;)" (x — 2*)

r— T Aj(r — o) + (242" + ay) ' (2 — 2¥)

) Ai(x — %) + V fi(z*) (v — 2%),

€r —
xr —

(
= (
(
(

6i(@) = gi(a") = (x—2")'B(x —2*) + Vagula") (¢ — 2*),
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filz)  fi(z") fi(x)gi(z*) — gi(z) fi(x¥)

gi(x)  gi(z*) 9i(w)gi(x*)
_ Jilw)gi(@®) — fila®)gi(@") + fila")gi(x") — gix) fi(z)
9i(x)gi(z*)
_ gi@) {fi(x) = file)} = fil") {gi(x) — gi(z")}
gi(w)gi(z*)
= ! z— 2T Az — 2 ()T (z — 2
= gi(m){( )" Ai )+ Vii(z")" ( )} +
N fl(x*) l‘—.T*T (g — * '.T*T.’B—.’l?*
= 1 z—a)TAj(x — )} — (@) z— ) Bj(x — a*
B gi(m) {( ) Al )} gi(l‘)gi(l‘*) {( ) Bil )}+
L ‘x*Ta:—x* _ f’b(x*) ‘(E*TLL'—.’IJ*
@ (A=) = ety V) e )
_ 1 z— 297 '_fi(x*) N (2 — 2
Sl d Gt o LRI
gi(x*) [ [Vfila)gi(a®) = Vaila) fe) )"
e H GEP | @ )}
S N e I 1C0 F o IV 1 C I 1S5 /1C0 ) RV
oA Gl L L GRS e {{ng-(m*)] ( )}'
Assim, cada funcao g—i, 1 € I, satisfaz
FE1CO I (1020 NN S /1€ R
@) @) wi(x, ") [vgl(x*)} (x — %) + si(x,z"), Veelbs. (5.5)

Suponha que z* nao seja uma solugao eficiente para o problema (PMFQ). Entao existe outro

ponto x € S, tal que,

S~

(z) _ f(a*
x) ~ gla)

)
Como u;(x,z*) > 0, i € I, da Equagao (5.5), obtemos

1 <fz(55) fz(f*)) _ |:vfi<$*)

i, v*) - gi(z*)

~—

IN

(5.6)

—~

9

@) o) ] (e =af)+

Pela hipétese (5.6)
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obtemos m desigualdades

U oy S o e

com no minimo uma desigualdade estrita. Multiplicando as m desigualdades acima pelo seu

respectivo 7; > 0, ¢ € I, e somando todos os produtos, obtemos

m % T m %
(@ si(z, @

Zn {Vfl( *)] (m—m*)—FZTi—l( : *) < 0.

i1 gi(x*) i1 ui(z, x*)

Entao, segue que

7—.
i=1 gi(z*)

Substituindo (5.1) em (5.7), obtemos

b

[— Xp: )\thj(x*)] (x —2") + in% < 0. (5.8)

De (5.4) e (5.8), temos

Ou seja,

[i )\thj(.r*)] (x — ") > 0. (5.9)

Agora, com relagao as restri¢des, como o vetor de fungoes h é v-invexo em z* com respeito

an(x,z*) = (x — ), entdo existem fungdes o; : S x S — Ry \ {0}, j € K, tais que,
hi(z) = hi(@®) > aj(z, %) Vhy(a")" (v — a7).

Como \; > 0 e aj(x,2*) >0, j € K, temos

Zp: A <h‘7(§)(; Z]’f)x*)> > Xp: A\ Vh () (0 — 2%) = [Zp: )\thj(x*)] (x —2").
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Porém, como z é viavel, de (5.2), A; > 0 e a;(x,z*) > 0, j € K, implica que

2o (M5Es) =

Concluimos que
T
(x —2") <0.

O que contradiz (5.9). Portanto z* € Eff (PMFQ). [

5.2 Observacoes quanto a convexidade

Algumas observagoes importantes sobre o Teorema 5.1 devem ser feitas. Da igualdade

e -1 [ Ry T

se por hipotese, dado z* € S, supormos que cada matriz [Ai — g’gi%Bz} , 1 € I, é semidefinida

positiva, entao

gi(x)  gi(z*) — gi(z) gi(7)

file) file) | o) {[fox*)r(x . >}

Com essa hipdtese, de acordo com a definicao de fungoes invexas, apresentada na Segao 1.5,
podemos considerar que cada funcao g— ¢ invexa em x* com respeito a 7; : S x § — R",
dada por n;(x,z*) = %(m — %), 1 € I. Algumas condigdes de otimalidade envolvendo
fungoes invexas podem ser encontradas em [28], [52] e [59]. Ainda, de acordo com a defini¢ao
de funcao vetorial v-invexa, podemos considerar que a funcao vetorial % é v-invexa em z*

com respeito a 1 S x S — R™, dada por n(z,2*) = (z — 2*) e as fungdes a; : S x § —

R, \ {0}, dadas por a;(x,z*) = 9;%3% 1 € I. Algumas condicoes de otimalidade para solucoes
fracamente eficientes em programacao multiobjetivo envolvendo fungoes v-invexas podem ser
encontradas em [26].

Sob um outro ponto de vista, ainda considerando a mesma hipotese, da igualdade

filz)  fi(z”) fi(z")
gi(x)  gi(z*) gi(z*)

T
] (x — %) + si(x,2"), Veels,

wi(z, ) {v

obtemos s;(z,z*) > 0, e podemos considerar outros dois casos. O primeiro, de acordo

com a definicao de funcgoes p-invexas, apresentada na Secao 1.5, se considerarmos p; = 1 e
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d; = /s; € R, i € I, entao cada funcao % ¢ p;-invexa em x* com respeito a 7, : S xS — R",
dada por n;(z,z*) = %(L — %), i € I. Alguns resultados de otimalidade envolvendo
fungoes p-invexas podem ser encontrados em [28] e [52].

Vamos dar mais importancia para o segundo caso. Devido ao trabalho de Liang et al. [34]
e, de acordo com a definigao de fungoes (F) a, p, d)-convexa, apresentada na Segao 1.5, pode-
i

mos considerar que cada funcao > ¢ (F,ay, pi,d;)-convexa em z*, onde o = u;, p; = 1,

di = /s;, 1 € TeF : SxS8xR"— R é o funcional sublinear na terceira variavel

dado por F(x,z*;-) = []T (x — 2*). Desta forma, impor que cada matriz [Al- — 58%31},

1 € I, seja semidefinida positiva em z*, faz com que o Teorema 5.1 torne-se um caso par-
ticular do Teorema 2.1 apresentado por Liang et al. em [35]. Sendo que neste tltimo

teorema, as funcoes f— seriam (F, oy, p;, d;)-convexas em z*, com «; = u;, p; = 1, d; = \/5;

K3

* . * T . ~ . , .
e F (m,x*;vgﬁ*;) = [Vg’g” (x —x*), 7 € I, e como a fungdo vetorial h ¢é v-invexa,
as fungdes h; seriam (F,&;,p;,d;)-convexas em x*, com &; = aj, p; = 0, d; = 0 e

F (z,2% Vh(z*)) = [Vhi(@*)]" (x —2%), j € K.

Somente para casos muito particulares, teremos pontos z* € S implicando em todas
fi(@™)
gi(z*)
hipétese de positividade semidefinida dessas matrizes e tentaremos ao longo deste trabalho

as matrizes [Ai — BZ}, 1 € I, semidefinidas positiva. Por isso, consideramos forte a

optar por uma hipdtese mais fraca. Contudo, com esta hipdtese o préximo corolario segue

imediatemente do Teorema 5.1.

Corolario 5.1 Seja x* um ponto vidvel do problema (PMFQ). Suponha que existam vetores
T €R™, X\ € RP, tais que, (5.1), (5.2) e (5.3) sejam vdlidos. Se as matrizes [A,- - g’g;Bl}
sao semidefinidas positiva para todo i € I, entdo x* € Ef(PMFQ).

Demonstracao: Pelas hipoteses, Dados x € S e i € I, obtemos

(z — )T {AZ— - ;E;;B} (r—2") >0 <

n. L {(x—x*)T [A—géi;B} (x—a:*)}ZO —
TICIRR (R P

filx
*) gi() gi(z*)

*

m
27
-

Portanto, a desigualdade (5.4) é valida e o resultado segue do Teorema 5.1. [ |

BZ.] @_m} >0 = i) oy
i=1
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5.3 Condicoes sem hipoteses de convexidade

Com a particularidade de nao usarmos hipéteses de convexidade generalizada sobre as funcoes
objetivo, utilizamos o conceito de raio de eficiéncia no Capitulo 3 como uma abordagem al-
ternativa para obter condigdes de otimalidade para solugoes eficientes do problema (PMFQ).
Pretendemos agora, obter novas condicoes de otimalidade enfraquecendo ao maximo as
hip6teses sobre as funcoes objetivo, ou seja, usar os conceitos mais fracos de convexidade ou
evita-los.

No trabalho [35], Liang et al. ebtém condigdes de otimalidade global e resultados de duali-
dade para problemas fracionais multiobjetivo mais gerais utilizando a hipétese de (F, «, p, d)-
convexidade sobre as fungoes objetivo e as fungdes restriges. A definicao de (F,«a, p, d)-
convexidade foi introduzida a primeira vez pelos mesmos autores em [34], com a intencao

de unificar todas as outras convexidades generalizadas apresentadas anteriormente. Eles ad-

fi

mitem que cada funcao f;, —g;, © € I, satisfazem esta definicao, e assim, mostram que o
7

1 € I, também satisfazem.

Em particular, no problema (PMFQ) as hipdteses que temos sobre as fungoes f;, g;, ndo

garantem que as fungoes %, i € I, sejam (F, v, p,d)-convexas. A tinica forma de ocorrer isto,
7

gi(z*)
sejam semidefinidas positiva em z*, para todo ¢ € I. No entanto, vamos optar por hipéteses

seria admitir que s; > 0, para todo ¢ € I, ou seja, impor que as matrizes [Ai — fi(x*)BZ}

mais fracas que esta. Uma das diferencas que existe entre o Teorema 5.1 e o Teorema
2.1 apresentado por Liang et al. [35] é que nossas fungoes %, t € I, nao satisfazem em
geral nenhum tipo particular de (F, «, p, d)-convexidade. Porém, admitimos que o vetor de
restricoes h é v-invexo, que é uma caso particular de (F, a, p, d)-convexidade.

A desigualdade (5.4) é satisfeita automaticamente no Coroldrio 5.2, porém se retirarmos

a hipdtese sobre as matrizes [AZ- — g fgi*ng}, 1 € I, estaremos admitindo que podem ocorrer
J

* m X *
valores negativos em cada parcela 7; Zf((f:’i*)) do somatério Y 7; 27((29;*3, que dependem de cada
1 ) /L:l T )
matriz [AZ- — %Bz} e do vetor (z—a*). Esta é outra diferenga entre o que vamos apresentar

e o trabalho de Liang et al.. Para o caso particular de problemas fracionais com o vetor de
restrigoes v-invexo, Liang et al. usam a seguinte hip6tese no lugar de (5.4),

Zﬁpiil (x,x*) > 0, (5.10)
i—1 ai(xa T )

onde o nimero p; € R, a; : Sx 5 = R, \{0}ed;: Sx S5 — R,ie I Nestecaso, a

positividade de (5.10) depende das constantes p;, ¢ € I, porque os outros valores envolvidos

no somatorio sdo todos nao negativos. Entao, verificar se (5.10) é positivo, é mais simples
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do que (5.4), pois neste tltimo, é preciso analisar o comportamento de cada funcao s;(x, z*),

1 € I, para todo x € S.
Vamos retornar mais uma vez ao Exemplo 1, apresentado na Secao 1.4, para conferir
teoricamente utilizando o Teorema 5.1, e nao apenas graficamente, que algumas solugoes

localmente eficientes deste exemplo sao na verdade solucoes eficientes. Dado uma direcao
m

unitaria d = (dy,do)? e X > 0, tal que, z = 2* + \d € R? do somatério ZTZS o)

no

Exemplo 1, obtemos

2 *
S Z((i i; = 7N (i + g dB) + oA (i} + i3 d3) = X (my (83 — 2d3) + 7 (—2d3 + 8d3)),
i=1 N

onde gi(z) = g2(x) = 1, Vo € R? e, portanto, By = By = 0. Para que o Teorema 5.1 faga
sentido, consideramos apenas os valores de 7,75 > 0 e 7 = :—; > (. Neste caso, quando

i < 1 <4 ,sempre ocorre

Zn% — A2 (r (8% — 2d3) + (=242 + 8d3)) > 0, Vd € OB(0,1).

U\T, T

i=1

De fato, pois 79A? > 0 e 7 (842 — 2d3)+ (—2d? + 8d3) = (87 — 2) d3+(8 — 27) d3. Assim, para
1 < T <4, obtemos 0 < (87 —2)d} < 30d} ¢ 0 < (8 — 27) d3 < 2d3. Portanto, confirmamos
a nossa afirmacao no Exemplo 1, de que as solucoes localmente eficientes pertencentes ao
ramo C' (1 <7< 4) sao na verdade solucoes eficientes.

si(z,2*)
w;(x,x*)

Pretendemos a partir de agora, discutir algumas condicoes para que o somatoério Z T;
=

implique na condigao (5.4). Ou seja, podemos garantir o resultado do Teorema 5.1 estudando

diretamente a funcao

gi(x*)
— (g — )T S Ti o 7ifi(z") ‘ —
- ) {Zl {gz'(x*)AZ [gi(fv*)PBl} } | :

Observe que Z(-,z*) é uma funcao quadratica sem a parte linear em S, na qual podemos
explorar duas propriedades importantes. Nos problemas (PMFQ'), teremos Z(z, 2*) > 0, se

e somente se, a matriz Z 7 (Tg’c* A; — [T(;JE;(*)]%B} for semidefinida positiva. Por outro lado,

nos problemas (PMFQ) teremos Z(x,z*) > 0 em S, se e somente se, Hligl Z(x,z*) > 0, ou
TE

seja, podemos usar resultados cldssicos da literatura em otimizacao quadratica para verificar

se min Z(z, x*) > 0.
z€S

Com as afirmagbes sobre a funcdo Z(-,2*), podemos apresentar um novo corolario que
explora as propriedades desta funcao. Ele tem uma condi¢ao mais fraca que o Corolario 5.2,

e também segue imediatamente do Teorema 5.1.
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Corolario 5.2 Seja x* um ponto vidvel do problema (PMFQ). Suponha que existam vetores
T € R™, X\ € RP, tais que, (5.1), (5.2) e (5.3) sejam wvdlidos. Se ming(x,a:*) > 0, entdo
e
¥ € EfIPMFQ).
si(z,x™*)

m
Demonstragao: Z(z,z*) =) Timway = 0; se e somente se, Izglelg Z(x,x*) > 0. E o resul-
i=1

tado segue do Teorema 5.1. n

Com o resultado anterior, podemos propor um método computacional de teste, que vamos

chamar de Teste de eficiéncia global, para verificar se um ponto viavel é uma solucao eficiente
do problema (PMFQ).

5.3.1 Teste de eficiéncia global

Seja x* € 9.
Passo 1. Encontre os vetores 7 > 0 e A 2 0, tais que, (5.1) e (5.2) sejam validos.
Passo 2. Se os vetores 7 e A nao existem, entdo z* ¢ Eff (PMFQ).

Passo 3. Caso contrario, resolva Z(Z,2*) = migl Z(x, x*).
ze

Se Z(z,x*) > 0, diremos que z* passou no teste de eficiéncia global, e 2* € Eff (PM FQ).

O método Teste de eficiéncia global inicia com um ponto viavel e, no Passo 1, tenta
resolver um sistema de equacoes lineares com m + p incoégnitas 7 e A, com as desigualdades
7 >0, A 2 0 e duas equagdes de igualdade (5.1) e (5.2). Se este sistema nao tem solugao,
significa que o ponto z* nao satisfaz a condicao necessaria de primeira ordem, e o método
encerra no Passo 2 concluindo que z* ¢ Eff (PMFQ). Se for possivel encontrar os vetores
7 e A, 0 método deve resolver um problema de otimizacao quadratica em S no Passo 3. Se
a solucao deste problema for nao negativa, entdao o método encerra concluindo que x* €
Eff (PMFQ). Caso contrario, diremos que z* nao passou no teste de eficiéncia global.

A complexidade do método Teste de eficiéncia global consiste em resolver um sistema
de equacoes com igualdades e desigualdades lineares no Passo 1, mais um problema de
otimizacao quadratica no Passo 3. Portanto, em relagao a uma implementagao computacional
deste método, nao acreditamos que haja grandes dificuldades.
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Por outro lado, o que podemos afirmar sobre o método Teste de eficiéncia global se
estivermos interessados em desolvolver um método de busca por solugoes globais do problema
(PMFQ)? Podemos apontar duas dificuldades: o sistema de equagoes, no Passo 1, deixaria de
ser linear para conter produtos entre as incognitas 7 > 0, A = 0 e a nova incégnita z € S; e a
funcao Z(-,2*) passaria a ter duas varidveis, ou seja, no Passo 3 o método teria que resolver
um problema de otimizacao do tipo Inler}9 Z(z,y). Essas novas dificuldades ndo sao triviais.

z,
Para resolver a primeira, podemos rc?éorrcr a alguns métodos de solugao de sistemas nao
lineares propostos na literatura, como por exemplo, o método de Wilson-Newton, descrito

em [42], pdgina 188. Para tentar resolver a segunda, vamos explorar um pouco mais a matriz

m *
Fa)y=Y" { Ty, ) (5.11)
— gi(z) lgi(z*)]?
para obter novas condi¢bes que permitam encontrar pontos z*, tais que, Z(z,z*) > 0 em
S. Como ja sinalizamos anteriormente, uma possibilidade é que tais pontos impliquem em
F(x*) semidefinida positiva. Neste caso, a positividade de Z(x, 2*) = (z—a*)T F(2*)(z —2*),

dependera apenas de z*.

O que precisamos ¢ de um outro método computacional de busca que trabalhe, por
exemplo, com as matrizes conhecidas A;, B; e as funcoes f; e g;, © € I. Primeiramente,
vamos considerar o ponto x* fixo para encontrar condigoes sobre as matrizes A; e B;, i € I,
tais que, seja possivel obter Z(xz,z*) > 0. Para isso, apresentamos o préximo corolério, que
aproveita a simetria das matrizes A;, B; e suas diagonalizagoes. Considere (-,-) o produto

interno usual em R™.

Teorema 5.2 Seja x* um ponto vidvel do problema (PMFQ). Suponha que existam vetores
T € R™, X\ € RP, tais que, (5.1), (5.2) e (5.3) sejam vdlidos. Considere ainda, para cada
1€ 1 ejeJ, as sequintes funcgoes

J * T x  \2 j * Tlfz(x*) x  j\2
vz, ", T) = — (v — 2", p] e (v, 2", 7) = ——=5 (v —a%q),
iy ) e

tais que, pg e q{ sao as colunas das matrizes ortogonais P; e Q;, formadas pelos autovetores
normalizados das matrizes A; e B; respectivamente. Se Vx € S, as sequintes desigualdades

sao wvdlidas,
o (wat m) > il (e, at T), Vie I e Vi€ J, (5.12)

onde Mfi e ufi sio os autovalores das matrizes A; e B; associados aos autovetores p) e q
respectivamente. Entao v* € EffPMFQ).
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Demonstracao: Como as matrizes A; e B;, 1 € I, sao %imétricas, elas sao diagonalizéveiq
n n
; _ T _ Ai g T _ T _ B; j jT
e podem ser reescritas como A; = P,D 4 P = Z ppipi e Bi=QiDp,Q; = Z Wi
j=1 j=1

onde Dy, e Dp, sao matrizes diagonais, com suas respectivas diagonais formadas pelos au-
tovalores ,ufi e Mf ', 7 € J, das matrizes A; e B; respectivamente. Desta forma, obtemos

Sopster) s Lyl B )

gz LE gl(x*)

oo [ G =)

{
= i{ { (Zufpfpi ) [Tg:fl (ZquZQf )] I—w*)}

[ ) o ()

(2

3

m n
= Y Zu] RACKAEY Zuf"nf(x,x*ﬁ)]
i j=1

m n
Ay i L
-3y [l .0, 7) = i a0
Jj=1

i=

,_.

Como Vx € S, temos ,uj i (x, 2%, 7) > ,uj in(x,2*,7), Vi € I e Vj € J, concluimos que
Z(x,z*) > 0, a condigao (5.4) é vélida e o resultado segue do Teorema 5.1. [

O resultado do Teorema 5.2 nao ¢é simples de se obter porque a condigao (5.12) depende
de todos os pontos do conjunto vidvel, ou seja, depende das fungoes v/ (x, 2*, 1), n) (x,x*, 7),
Viel, VjeJcomzeS. Noentanto, mesmo que ocorra uj‘wg (x,2*,7) < uf"nf» (x, 2", 7),
para algum ¢ € [ e para algum j € J, ndo significa que a condigao (5.12) nao possa ser
alcangada. Na sequéncia, apresentamos um corolario que segue imediatamente deste teorema

e reduz a dificuldade de se obter a condigao (5.12).

Corolario 5.3 Seja x* um ponto vidvel do problema (PMFQ). Suponha que existam vetores
T € R™ X € RP, tais que, (5.1), (5.2) e (5.3) sejam wvdlidos. Considere ainda, para cada
1€ 1 ejeJ, as sequintes identidades

+ g file*) . g filr*)
ai,j - luy pz + My g; (T ) q'i'/ az’,j - M_j M} g; (T*) Qia (513)
aij = (@ af)ai; + (@t a)af, By = (2 af) (@t a) (5.14)

1’7‘7 Z?]

Hij(z) = 2" [aﬂ'.aT,T} xr — Oég:jl‘ + Bij, (5.15)
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onde pg e qg sao as colunas das matrizes ortogonais P; e QQ;, formadas pelos autovetores nor-
malizados das matrizes A;, B;, e MJAZ', ufi sao 0s autovalores das matrizes A; e B; associados
aos autovetores pg e qf respectivamente. Se Vx € S, obtemos H, ; (x) > 0 para cada i € I e
j € J. Entao x* € Ef(PMFQ).

Demonstracao: De acordo com o Teorema 5.2, é suficiente mostrar que para todo ponto
vidvel ocorre /J,fiﬁ(.r, x*T) > /l,fiﬁg(l', x*,7), Vi € [ eVj € J. Entao, para x € S e um par
{i,j} € I x J, obtemos

" 71/1 fz(
<‘”‘ = Ta@)P

sz( )x x j\2
J gz(ﬂf*)<

Ti /L

py (2t r) = pPp (e 2t 7) =

= (-t pl) >

(Vi ot 5 (o)) (VT (et W05 (o)) 20 o=

<<x_m*,ﬁpz+ MB% qg>> <<$_$*7@pz— “fi—gjg:; q£>> >0 =

(2= aa5) (e =0 ai) 20 =

(r.ay) - (o) () - (o)) 20 =

() (,05,) — {a*,aiy) (o) — (o) (o) + (o) (0, a) 20 =
() (05,) = o, (o a0 ) + (o) (o ai) 20 =
(.0t} (,05,) = (5,005} + iy 20 4>

_T
z' [aZjam } ot By >0 = Hi(r) >0

Portanto, o resultado segue do Teorema 5.2. ]



5.3 Condicoes sem hipdteses de convexidade 105

Do Corolario 5.3, podemos afirmar que um ponto viavel satisfazendo as condigoes (5.1),
(5.2) e (5.3) é uma solucgao eficiente do problema (PMFQ), se cada fun¢do quadrética
H; ;(z), {i,j} € I x J, é nao negativa no conjunto viavel. No entanto, para o caso de
um método de teste, como é o caso do Teste de eficiéncia global, o uso deste corolario no
lugar do Corolario 5.2 nao ¢ interessante, pois implica em deixar de resolver um problema de
otimizacao quadratica glelgl Z(z,x*), para resolver m x n problemas de otimizagao quadratica
Igleig H; j(z).

Seja [_”} = [a;rja”T} € R™™, entao a nao negatividade da quadratica H;;(z) =
o7 [Hy ] @ — ol ;v + "[H;;] x* depende de cada matriz [H; ;] e de cada vetor oy ; € R",
{i,j} € I x J. Por exemplo, para o problema (PMFQ’), é necessario que cada matriz
[H;;] seja semidefinida positiva e que §;; > (oy; — 27 [H;;] ), onde & é uma solugdo do
sistema 2 [H;;] * = a;;. No entanto, para o problema (PMFQ) temos que estudar um
pouco mais as quadraticas H, j(x), {i,j} € I x J. Vamos reescrever cada entrada da matriz
[H;;] = (H,;(k,0)), e cada entrada do vetor a;; = (a;;(k)) em funcdo das entradas dos
autovetores pg = (pf(k)) e qg = (qf(k)), onde i € I, j, k. ¢ € J. Com algumas manipulacoes,
obtemos para cada par {k,(} € J x J,

Hiy(k,0) = afj(k)ay;(0) (5.16)
= B0+ i B (000 - b 0920) - LD o,
Ak k) = w () — /Bff i( <k>)2, (5.17)

) = 2 (a0 — 2 L0 §<x*,q£>qz<k>. (5.18)

Podemos tirar algumas conclusoes de (5.16), (5.17) e (5.18). Por exemplo, para um par
{i,5} € I x J fixo, o vetor o ; é uma combinagao linear dos dutovetores pg e qf Se ,ufi =0,
Mfi = 0 ou f;(z*) = 0, ent@o a matriz [Hm] ¢é simétrica. Se u7 ,u7 “fi(x*) < 0 e existe um
par {k, 0} € J x J, tal que, p! (0)¢ (k) # p! (k)¢ (€), entdo a matriz [H;;] € C™". Neste
caso, dado x € S, se H; j(x) € C, nao faz sentido verificar H; ;(x) > 0. Mostraremos na
préxima segao que nao ¢é possivel obter H; ;(z) € C, quando exigimos que a condicao (5.12)
seja satisfeita.

Corolario 5.4 Seja x* um ponto vidvel do problema (PMFQ). Suponha que existam vetores
T € R, X\ € RP, tais que, (5.1), (5.2) e (5.3) sejam wvdlidos. Considere para cada par
{i,j} € I x J as identidades (5.13), (5.14) e (5.15). Se a matriz [H;] € semidefinida
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positiva e oy ; =0, para cada par {i,j} € I x J, entao x* € EfiPMFQ).

Demonstracao: Das hipdteses, Va € S, obtemos H; j(x) > 0 para cada par {i,j} € I x J.
Portanto, o resultado segue do Corolario 5.3. [ ]

Com base no Teorema 5.2 e seus corolérios, discutimos na préxima segao as possibilidades

de se obter um método computacional de busca por solugoes eficientes do problema (PMFQ).

5.4 Meétodo de busca por solucoes eficientes

Do Teorema 5.2, dado z* € S, para obtermos a condigdo (5.4), precisamos garantir que
V& € S as desigualdades (5.12) sejam validas. Apesar das funcées v/ (-, z*,7) e (-, z*,7),
{i,j} € I x J, serem complicadas, podemos fazer algumas observagdes importantes que
podem facilitar que as desigualdades (5.12) sejam satisfeitas.

Pela deficao das matrizes A; e B;, i € I, sabemos que para cada j € J, ,ufi assume

qualquer valor real e que /L]-Bi > 0. Como 7; > 0 e gi(z*) > 0, ¢ € I, para cada par

i, € I x J, temos —Zi (2 — 2*, p/ ? >0e — a:—x*,qj ? > 0. Portanto, dados
i gi(z*)] ?

gi(x*)
r,x* €S, 7 € R™eum par {i,j} € I x J, como v/ (z,z*,7) > 0, entao se ufi > 0, implica

que uj‘iﬁ(m,x*, 7) > 0e, se ufi < 0, implica que ,ufiﬁ(x, x*,7) < 0. Por outro lado, como
Mfi > 0, entdo se f;(x*) > 0, implica que M]-Bing(l',{l)*,T) >0 e, se fi(z*) <0, implica que
/Lfing(a:,.r*,T) <0.

Admitindo que o vetor 7 ji foi obtido, tal que, (5.1) e (5.2) sejam validos e pelas ob-
servagoes apontadas acima, vamos conferir o esquema apresentado na Tabela 5.1. Nela, ap-
resentamos exatamente o que foi dito anteriormente sobre os casos que podem ocorrer com os
sinais dos produtos entre as funcoes vf( L x*T), nf(-, x*,T) e os autovalores M]Ai, e /Lfi, depen-
dendo dos sinais de ufi e fi(x*), para cada par {7,j} € IxJ. A primeira coluna indica os qua-
tro casos distintos que podem ocorrer. A segunda e quarta colunas indicam as combinagoes
de sinais que podem ocorrer com ,uf" e fi(z*) respectivamente, enquanto que a terceira e
quinta colunas indicam, para um dado x € S, o que ocorre com os sinais de ufi%j (x,z*,7) e
Mf : nf (x,2*,7) dependendo dos sinais de ,ujli e fi(x*) respectivamente. Por exemplo, para um
par {i,j} € I xJ, na dltima linha da tabela referente ao Caso (d), temos ufi < 0 que implica
em ufi’yij (x,z*,7) < 0, enquanto que f;(z*) > 0 implica em ,uf"nf (x,z*,7) > 0. A ultima col-
una indica o que precisa ocorrer para se obter as desigualdades (5.12). Como na tltima linha,
temos ,u?ivf(x,x*m) <0e uf”nf(x,x*ﬁ) > 0, entao uj‘”ﬂ(w,x*m) > Mfing(x,x*,r) se e
somente se ufi’yf (x,2*,7) = ufinf(a:, x*, 7). Por outro lado, na segunda linha da Tabela 5.1,
o Caso (a) implica diretamente em uf“yf (x,z*, 1) > ufing(x, ¥, 7).
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Caso ,U,}-Ai Mf“yg (x,z*,7)  fi(x¥) ufimj(w, x*,T) Desejamos que ocorra

(a) >0 >0 <0 <0 (=) uf“yg(:c,x*m) > Mfing(:c,x*m)
b) >0 >0 >0 >0 iy (%, ) > il (2%, 7)
(c) <0 <0 <0 <0 ‘,ufi ’)/g(.’[,.%‘*,’]') < /1,_;-31' ng(m,m*,'r)‘
(d) <0 <0 >0 >0 /Lfi'ylj(x,m*, T) = /z,fing(x,m*,'r)

Tabela 5.1: Quatro maneiras de se obter as desigualdades (5.12)

Dado x € S, se x = x*, sempre ocorre /L]Ai’}/g(ﬂ?,l'*,T) =0= /J,finf- (x,2*,7), entdo vamos
considerar  # x* e analisar separadamente os quatro casos da Tabela 5.1 para facilitar o
entendimento do proximo método computacional que vamos descrever.

Caso (a)

Dados z* € S e um par {i,5} € I x J, se ocorrer ufi > 0 e fi(z*) < 0, obtemos

B; B;

u}q”ﬂ(m,x*,ﬂ >0ep an(m,x*,T) < 0, ou seja, ufiﬁ(x,z*,ﬂ >02>pu 1773($,ZL'*,7'), e

J J
a desigualdade (5.12) se verifica automaticamente para o par {i,5} € I x J. Observe ainda,
que dada uma matriz A;, ¢ € I, com uf" > 0,Vj € J, ou seja, A; semidefinida positiva, e
fi(z*) <0, entao A; — gggBl ¢ semidefinida positiva e, se isto ocorre Vi € I, as desigual-

dades (5.12) se verificam para todo par {i,j} € I x J. Logo, esta ¢ uma condigao suficiente

para que (5.4) seja valido.

Caso (b)

Dados um ponto vidavel 2* e um par {7, j} € I x J, se ocorrer ufi > 0e fi(z*) > 0, obtemos
fing(x,:c*ﬂ') > O‘. Neste caso, temos /L]Aiufifi(x*) > 0, e assim,
H; ;(z) € R. Desejamos que ocorra ,uf“yf(x,x*ﬁ) > ,uf’inf- (x,x*,7) e, para isso, é possivel
utilizar o Corolario 5.3 para o par {i,j} € I x .J, ou seja, construir a fungao quadratica H;

e verificar se Vo € S obtemos H; ;(z) > 0.

il (@, a5, 7) > 0 e p
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Caso (c)

Dados um ponto vidavel z* e um par {i,j} € I x J, se ocorrer ufi < 0e fi(z") <0,
obtemos uf“yﬁ(a:,x*x) <0e uf"nf(:c,a:*ﬁ) < 0. Neste caso, temos uf"uf"fi(:c*) >
0, e assim, H,;(x) € R. Desejamos que ocorra ,ufiﬁ(x,x*ﬁ) > ,ufinf(x,x*ﬁ), isto é,

! (@, x*, 7')‘ Para isso, podemos utilizar o Coroléario 5.3 para o par

N,z 1) < ufi

{i,j} € I x J, ou seja, construir a funcdo quadrdtica H,; e verificar se Vo € S obtemos
Hi,j (.73) Z 0.

Caso (d)

Dados um ponto viavel z* e um par {i,j} € I x J, se ocorrer ,ufi <O0e fz( *) > 0, obtemos
/L ind (@, 2%,7) <0 e/1 Bipd(z,2*,7) > 0. Portanto, 0 > 1 Aind (x, 2%, 7) >/1 il (z, 2%, 1) >0,
se e somente se, uj ] (@, 2%, 7) = p; Bipd(x,2*,7) = 0, se e somente se,

i (o — ot pl), = P s L

3 @) <T—T ql> = 0. (5.19)

Neste caso, temos u] uj “fi(xz*) <0 e, de (5.19), podem ocorrer:

1. Se ,u,j.li = 0 com ,U,fi = 0 ou f;(z*) = 0, entao /Lfiﬁ(m?x*ﬁ) = /Lfiﬁg(.T}?fI?*,T), e a
desigualdade (5.12) se verifica automaticamente para o par {i,j} € I x J.

. , . L 2

2. Se uj‘z =0, ufl > 0e fi(z*) > 0, entdo (5.19) ¢ vélido, se e somente se (x — z*, ¢ )" = 0,
Vo € S, isto é, se e somente se x = x*. Portanto, neste caso, nao é possivel utilizar o
Corolério 5.3 para o par {i,j} € I x J.

3. Se ,ufi < 0 com ufi = 0 ou f;i(z*) = 0, entdo (5.19) é vélido, se e somente se

*

) . ,
<x—x*,p§> =0, Vo € §, isto é, se e somente se x = x*. Portanto, neste caso,

nao é possivel utilizar o Corolario 5.3 para o par {i,5} € I x J.

4. Se /1,;41' < 0, /J,fi > 0 e fi(z*) > 0, entao (5.19) é valido, se e somente se x = z*.
Portanto, neste caso, nao é possivel utilizar o Coroléario 5.3 para o par {i jrelxJ.
Observe ainda, que este é o unico caso em que podemos obter u] uj fi(x*) < 0 e
Hi,j e Cnxn,

Concluimos pelos itens acima, que dado um ponto z*, o Caso (d) se verifica Vx € S se e
somente se u;"' = 0 com ,uf" = 0 ou fi(z*) = 0. Contudo, dado um par {i,j} € I x J, os
itens 2-4 nao excluem a possibilidade de ocorrer

* n

ZTZ @ ZZ ,LL7 % T, T) — Mfing(x,x*m)} > ().

=1 j=1
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Eles apenas nao satisfazem o Corolario 5.3.

Em seguida, apresentamos um método computacional de busca, que vamos chamar de
M¢étodo de busca global. A estratégia deste método é usar as informacgoes do Teorema 5.2, do
Corolario 5.3 e os quatro casos apresentados na Tabela 5.1. Para facilitar, dados z,x* € S,
nas identidades (5.13), (5.14) e (5.15), consideramos a;; = a;;(z*), a;; = a; ;(2%), ;=
ai;(2), Biy = Bi(x7) e Hij(x) = Hyj(w,2").

Pelo exposto, as desigualdades (5.12) sao validas num ponto z* € S dependendo dos
sinais de /L;li e fi(z*), {i,7} € I x J, entdo o método realiza suas operacgoes em fungao
desses sinais. Inicia criando os conjuntos GE~, GE_- ¢ GE_, que irao representar, neste
contexto, possiveis subconjuntos do conjunto de solucoes globalmente eficientes, e fazem
referéncia aos respectivos autovalores positivos, nulos e negativos das matrizes A;, © € I.
Em seguida, o método entra em um laco, contento outro lago interno, que juntos executam
algumas tarefas computando todos os pares {i,j} € I x J. Neles, se ,uf “ > 0, é armazenado
no conjunto GFE- os pontos viaveis que satisfazem a tltima coluna da Tabela 5.1 referente
os Casos (a) e (b). Analogamente, se ,ufi = 0, é armazenado no conjunto GE_ os pontos
vidveis que satisfazem os Casos (a) e (d) e, se ufi < 0, é armazenado no conjunto GE_
os pontos vidveis que satisfazem o Caso (¢). Entao, encerrado as operagoes dos lagos, em
cada conjunto GE., GE_- e GE_, ficam armazenados os pontos z* € S que satisfazem
uf”ﬁ(m,x*m) > ,ufinf(x,m*ﬁ), Vo € S, individualmente de acordo com o sinal de ,ufi.
Como z* € § ¢ eficiente se ele satisfaz as desigualdades (5.12) para todo par {i,j} € I x J,
o método armazena em seguida, no conjunto G'E, a intersecao dos conjuntos GE-, GE_ e
GE_.. Contudo, para que um ponto x* € S satisfaca o Teorema 5.2, é preciso ainda existir
vetores 7 € R™, X € RP, tais que, (5.1), (5.2) e (5.3) sejam vélidos. Entao, o método encerra

selecionando do conjunto G E todos os pontos que satisfazem esta tltima observacao.
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5.4.1 Método de busca global

GE. =5, GE-:=SeGE_. :=5.
Passo 1.
Para cada 7 € I, repita.

Para cada j € J, repita.
Se ,ufi > 0.
Encontre P, = {x € S| fi(z) < 0}. (Caso (a))
Encontre P = {z € S | fi(z) > 0} e
P = {1/ € P| Hi(w,y) >0, Vo € s}. (Caso (b))
Faga GE- := (GE-)N (P, U P).

Se ,uj‘i =
Encontre Ny = {z € S| fi(x) < 0}. (Caso (a))
Encontre Ny = {z € § | MJ =0 ou f;(z) = 0}. (Caso (d))

Faca GE_ := (GE-) N (N; U Ny).
Se ,ufi < 0.
Encontre M = {z € S| fi(z) <0} e
M = {y e M | H;(x,y) >0, Vo € S}. (Caso (c))
Faca GE. := (GE-)N M.
Passo 2. Faga GE := (GE-)N(GE-)N (GE.).

Passo 3. Faca GE :={rx € GE | 37 e A, tais que, (5.1), (5.2) e (5.3) sejam validos}.

O Método de busca global nao é apresentado da forma cléssica, em que, a partir de
um ponto inicial, encontra-se um novo ponto que atenda a uma determinada propriedade e,
iterativamente, repete-se este processo, tendo o novo ponto como ponto inicial, até que um
critério de parada seja satisfeito. Na verdade, ele faz uma busca no conjunto viavel por um
subconjunto contido no conjunto Eff (PM F(Q) usando as informagcoes da Tabela 5.1 e que
atenda ao Teorema 5.2.
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O Passo 1 do método ¢é o mais complexo, pois é necessério fazer m x n buscas no conjunto
vidavel por pontos que satisfazem as desigualdades (5.12). Dado um par {i,j} € I x J, se
/L;li > 0, o método encontra os conjuntos P; e P, que atendem as situacoes dos Casos (a)
e (b) da Tabela 5.1, respectivamente. O conjunto P; trata-se dos pontos que satisfazem
cada par de desigualdade (5.12) automaticamente, enquanto que os pontos do conjunto P,
satisfazem as desigualdades (5.12) dependendo do resultado do Corolario 5.3, ou seja, se cada
quadratica H; ;(-,y), y € P», é ndo negativa em S. Os pontos que pertencem ao conjunto P
ou P, para todo par {i,j} € I x J, tal que, /Lfi > (), ficam armazenados no conjunto GE-.
Se ufi = 0, o método encontra os conjuntos N; e Ny que atendem as situacoes dos Casos
(a) e (d) da Tabela 5.1, respectivamente. Os pontos do conjunto N; satisfazem novamente
cada par de desigualdade (5.12) automaticamente, enquanto que os pontos do conjunto N
sdo os dnicos pontos que satisfazem as desigualdades (5.12) no Caso (d) da Tabela 5.1, ou
seja, quando Mfi = 0 ou quando f;(x) =0, z € S. Neste caso, se uf"' =0, entdao Ny := S
e, se ,ufi > 0, entao Ny sao os zeros da funcao f;. Os pontos que pertencem ao conjunto
Ny ou Ny para todo par {i,j} € I x J, tal que, ,ufi = 0, ficam armazenados no conjunto
GE_. Por fim, se u;.‘i < 0, o método encontra o conjunto M que atende a situacao do Caso
(c) da Tabela 5.1. O conjunto M trata-se dos pontos que satisfazem as desigualdades (5.12)
dependendo do resultado do Corolario 5.3, ou seja, se cada quadratica H;;(-,y), y € M, é
nao negativa em S. Os pontos que pertencem ao conjunto M para todo par {i,7} € I x J, tal
que, ,u,j.li < 0, ficam armazenados no conjunto GE.. Observe que para cada par {i,j} € I x.J
e cada situacao do autovalor ufi, um tipo distinto de busca deve ser feito no conjunto .S.

Precisamos de pontos que satisfagam (5.12) para todo par {i,j} € I x J. Entdo, no
Passo 2, o método armazena tais pontos no conjunto GE, fazendo GE := (GE-)N(GE-)N
(GE.). O método encerra no Passo 3 fazendo uma busca no conjunto GE por pontos que
satisfacam (5.1), (5.2) e (5.3), ou seja, ele verifica para quais pontos © € GE existem vetores
T € R™ X\ € RP, tais que, (5.1), (5.2) e (5.3) sejam vélidos.

Apesar da grande quantidade de tarefas executadas no Método de busca global, acredi-
tamos que cada uma possa ser implementada computacionalmente sem grandes dificuldades.
Apresentamos o método escrito de uma forma mais simples de ser entendido, porém, a sua
implementacao, pode ser facilitada se ele for reescrito mais adequadamente. Por exemplo,
para todo par {i,j} € I x J, tal que, ,ufi > (), as operacoes para se obter os conjuntos
P, P e P, podem ser substituidas pela solucao de um sistema equacoes com desigualdades
quadraticas. Poder usar os valores /1,;41' e f;(x*) para guiar a busca no conjunto viavel também
¢ um ponto de destaque neste método.

Como as condigoes do Teorema 5.2 sao suficientes, no final do Método de busca global
é possivel encontrar GE = (). Por exemplo, quando o conjunto Eff (PMFQ) é formado por

pontos que nao satisfazem as desigualdades (5.12), porém satisfazem a desigualdade (5.4).
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Se isto ocorrer, para algum par {i,j} € I x J, teremos (P, U P») = 0, (N; U Ny) = () ou
M = ). No entanto, se GE # (), podemos garantir que GE C Eff (PMFQ).

5.5 Conclusao

Apresentamos como contribui¢ao neste capitulo algumas condicoes suficientes de otimalidade
global para as solugoes do problema (PMFQ). Essas condigoes se dividem em duas partes. Na
primeira parte, utilizamos uma abordagem semelhante a utilizada por Liang et al. em [35],
porém com hipoteses mais relaxadas de convexidade genaralizada nas funcoes objetivo. Na
segunda parte, aproveitamos as diagonalizacoes das matrizes A;, B;, © € I. Desenvolvemos
um método computacional de teste, que verifica se um ponto vidvel é eficiente, e que depende
da solucao de um problema de otimizagao quadratica. Outro método computacional de busca
é proposto, que é guiado pelos autovalores das matrizes A;, ¢ € I e encontra um subconjunto
contido no conjunto Eff (PMFQ).



Capitulo 6

Dualidade

No capitulo anterior obtemos algumas condicoes de otimalidade global para as solucoes
do problema (PMFQ) estudando algumas caracteristicas da matriz (5.11), apresentada na
Secao 5.3, e impondo algumas hipoteses sobre ela. Com este estudo, foi possivel, entre
outros resultados, propor um método computacional de busca por solugoes eficientes. Neste
capitulo, vamos definir uma fun¢ao matricial a partir da matriz (5.11) e mostrar que com a
hipotese de semipositividade definida sobre tal funcao é possivel obter novos resultados, entre
eles, uma relacao entre o problema (PMFQ) e um problema escalar associado a ele, e os trés
resultados principais de dualidade em problemas programacao multiobjetivo. Em particular,
optamos por trabalhar com o dual do tipo Mond-Weir. A contribuicao deste capitulo é
justamente demonstrar os principais teoremas de dualidade para o problema (PMFQ) sem

utilizar hipdteses de convexidade generalizada.

6.1 Introducao

Osuna-Goémez et al. [49] obtém algumas condigoes de otimalidade para solugdes fracamente
eficientes e resultados de dualidade para casos mais gerais de problemas de programacao
fracional multiobjetivo. As suas condigoes de otimalidade sao obtidas supondo que um
problema equivalente ao problema associado (PMFQ) .+, x* € Leff (PM FQ), satisfaz um tipo
de convexidade generalizada, no caso, a subconvexlike generalizada, descrita na Segao 1.5.
Utilizando a defin¢ao de KT-invexidade para problemas (PM), descrita na Segao 1.5, os seus
resultados de dualidade sao obtidos supondo que o problema associado é K'T-invexo.
Existem outras formas de caracterizar as solu¢oes dos problemas (PM) utilizando deter-
minados problemas associados. Por exemplo, Geoffrion [18] utilizou as solugoes de problemas
escalares. Neste contexto, vamos chamar o seguinte problema escalar de problema escalar

ponderado associado ao problema (PFMQ),-.

113
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(PMFQ)Y.  Minimizar sz (fz( ) — )gz( ))
s.a h]( r)<0 je K,
x € g Rn?

onde w = (wy, ..., wy,)" €ER™ w>0eS={ze€Q|hj(z) <0, j € K} éo conjunto vidvel.

Vamos obter novos resultados seguindo as idéias apresentadas em [49]. Contudo, vamos
tratar de solugoes eficientes do problema (PMFQ) impondo condigbes sobre as matrizes

[AZ- _ fi@PBZ}, iel a*es.

gi(x*)

6.2 Relacao entre os problemas associados

Definimos na Segao 5.3, a matriz F(z*) = [%A E;’EZ(L)]) BZ}, onde 2" € SeT € R™,
i=1 b7
7 > 0. Agora, vamos definir o conjunto W = {w € R™ | w > 0} e a fungdo F : W x S —

R™" dada por

Observe que F(z*) = F (ﬁ, x ) onde ( 5 € W. Também vamos definir para cada i € I,
as funcoes F; : S — R™" dada por
Fa)= A -9 p,
gi(x)
Entao, temos F(w,z) = Z w; F;(x) e podemos estabelecer algumas relagoes entre os proble-

mas associados (PMFQ) (PMFQ) - e (PMFQ)¥. a partir dessas definigoes.

Teorema 6.1 Se x* é uma solugdo dtima do problema escalar ponderado (PMFQ)Y., entao
x* € EffPMFQ).

Demonstragao: Suponha que z* ¢ Eff (PMF(Q), entao existe um ponto x € S, tal que,

A RNt I O
B = - e <0 = w (1 - K)o
(

— sz (fz ZE ; z‘(@) < iilwz‘ (fz‘(ff*) - Z(i:;%(ﬂ)> .

O que contradiz a minimalidade de z* em (PMFQ)Y.. [ ]
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Lema 6.1 Seja z* € Ef{PMFQ), e suponha que x* satisfaz a qualificagdo de restrigoes
(QRGG). Entao ezistem vetores 7% > 0 e A\* 2 0, tais que

m

S o (Vfi(l'*) ;E;’j V(e ) ZA*Vh
i=1 v

> Xohy(a*) =

j=1

Demonstracao: Sejam z* € S, u € R™, u>0e;

m x*
Z 1wV
i=1

x*

- gvﬁ’z*)
S

- ( ")

- Vfi(z")gi(z") — Vgi(x”) fi(z")
- X ( )
>

[g:(=*)]?
g (Vfl ) - v )>. (6.1)

Se x* € Eff(PMFQ), pelo Lema 1.2, apresentado na Se¢aol.4, existem vetores u* > 0 e
A* 20, tais que, (z*

1=

, 1, A*) é um ponto critico vetorial K KT do problema (PMFQ).
seja,

m

A = B W

=1

p
Z Nihy(x
j=1

Portanto, de (6.1), existem 7% > 0, 7 = gv’g*) >0,7€ 1, e \* 20, tais que,

> <Vfi(93*) - gjg:;v%(x*)) +D X V(o
Z *
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Lema 6.2 Seja x* € S. Se eziste w € W, tal que, a matriz F(w,x*) é semidefinida posi-
tiva, entdo a funcao objetivo do problema (PMFQ)Y. é conveza. Por outro lado, se a matriz
Fi(x*) é semidefinida positiva, Vi € I, entdo a fun¢do objetivo do problema (PMFQ)Y. e as
fungoes objetivo do problema (PMFQ),« sao convezas.

Demonstracao: Dado x1, 29 € S, obtemos para cada i € I,

fiz1) = filwa) = (21— a2)" Ai(x1 — 22) + Vi) (21 — 22),
g9i(x1) = gi(za) = (21— 22)" Bi(wy — 22) + Vgi(22)" (21 — 22).

Logo, para as fungoes objetivo do problema (PM FQ),+, temos

( —fi(x*)-x — | filx —fi(x*)v:c = (fi(z1) — fi(x G (1) — gi(z

(o)~ 2283 00)) = (iaz) — L gan) ) = (o) = i) — 2 (100) = i)

= {(z1 — 22)T Aj(x1 — x2) 4+ Vi) T (21 — 22) )} - fZ ; {(21 - 22)T Bi(z1 — x2) 4+ Vi ()T (21 — z2)}
S O R LCOIY (22) = L) g Tx—x
= (71 — x2) {Az gi(x*)BZ]( 1—22) + (sz( 2) gi(x*)ng( 2)) (71 — x2).

(6.2)

Se existe w € W, tal que, a matriz F(w, z*) é semidefinida positiva, entao

sz (ft (21) fzg:; (I1)> - éwb (fb 3) 5’555%(3:2)) -
= (21— a2)" ;wl {Ai - 92(2331} (xy —x2) + é w; (sz z2) ﬁg:;v;;i(:cg))T (z1 — x2)

%

m « T
Z sz $2 glgi*§Vgl(x2)>> (1’1 — :UQ),

Portanto a fungao objetivo do problema (PMFQ)Y. é convexa. E se a matriz F;(z*) é

semidefinida positiva, Vi € I, por (6.2) cada funcdo f; — ggi; g; € convexa e a funcao obje-
tivo do problema (PMFQ)Y. é convexa. [

Observe que a hipdtese de semipositividade definida sobre a matriz F'(w, z*) ou sobre as
matrizes F;(z*), 1 € I, * € S, é pontual. Isso favorece a existéncia de pontos do problema
(PMFQ) onde ela seja vélida. Contudo, é mais dificil obter pontos vidveis z* onde a hipétese
sobre as matrizes F;(z*), Vi € I seja valida do que sobre a matriz F(w,z*). No préximo
exemplo, ilustramos uma situcdo em que Vo € S, obtemos y? Fiy(x)y > 0,Vy € S, Vi € I e,
consequentemente, Va € S obtemos y* F'(w,z)y > 0, Vy € S.
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Exemplo 3 Considere o problema (PMFQ), onde S = [-2,2] e para todo z € S
filz) -2  folx) 222 —xz—1 f3(z) —22°—-2x-5
a@)  2+2 g 2+1 0 gl Ptat+l
Para essas fungoes, obtemos Vy esS

rl, Nl 5 r—2 v (2— 1)
Ay — Bily = v*(0- 1) =22 " 5y
Y g Y y< x? + 2 ) 22+2 —

(z)
fa()

[ 272 — 1 — 1 v (z +3)
T 2
Ay — Bsly = p P () I i A
. fa(x) ] 9 —22? — 22 — 5 3y?
Az — B = -2 - l)=—5——2>0
Y ) 3_@/ y( ?+r+1 2+r+1"

Mostramos na Segao 3.4, através do Corolédrio 3.3, que z* € Eff (PMF(Q) se e somente se
x* € Eff(PMFQ),+. No préximo resultado, apresentamos uma relagdo entre os problemas
(PMFQ),+ e (PMFQ)Y. que fornece o inverso do Teorema 6.1.

Teorema 6.2 Seja x* € EfPMFQ),~. Suponha que x* satisfaz a qualificacdo de restrigoes
(QRGG) e que o vetor de restri¢oes h € formado por fungoes convexas. Entdao existe w € W,
tal que, se a matriz Fy(w,xz*) € semidefinida positiva, x* € solu¢ao dtima para o problema
escalar ponderado (PFMQ)Y..

Demonstragao: Se z* € Eff(PMFQ),~ ¢ satisfaz (QRGG), pelo Lema 6.1 existem vetores
w>0e 20, tais que,

Zw (sz fg Vgi(x >+Z)\*Vh
Zthj(x*) =0

Portanto, z* é um ponto critico do problema escalar ponderado (PMFQ)Y. e, se F(w,z*) é

semidefinida positiva, pelo Lema 6.2 a funcdo objetivo do problema (PMFQ)% ¢é convexa.
Como o vetor de restricoes h é formado por fungoes convexas, segue que z* é solucao étima

do problema (PMFQ)Y.. [

6.3 Dualidade

Existem algumas alternativas distintas de duais para se estudar em programacao multiob-

jetivo, um dos mais abordados é o dual multiobjetivo do tipo Mond-Weir [43], descrito na
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Segao 1.6. Escolhemos trabalhar com este tipo de dual referente ao problema primal (PMFQ),
porém usaremos o problema associado (PMFQ),« para gerar a condi¢ao de primeira ordem
que deve aparecer no conjunto de restricoes do problema dual. O problema dual fracional
quadrético (DFQ) que vamos tratar é definido como segue.

g1(u)’ ’gm( )

( LY gi(u )) + flxjvh,-(u) =0,
Ajh;

(DFQ) Maximizar fw) _ <f1(u) an(U)>

S.a

P

T>O, A0, Y A=
j=1

u €S,

onde f; e g;, i € I, sdo as mesmas funcoes quadraticas definidas no problema (PMFQ), e o

seu conjunto viavel denotamos por Y.

6.3.1 Dualidade fraca

Teorema 6.3 (Dualidade fraca) Sejax € S e (u,7,\) € Y. Se a matriz F(7,u) é semidefinida
positiva e o vetor de restricoes h € formado por funcoes convexas, entao ndao pode ocorrer

[(2) ~ f)

@) S Gy entao

Demonstracao: Suponha que existem z € S e (u,7,\) € Y, tais que,

flz) _ flw) IO (o W
7@ < g — f(x) g(z) <0 = ; Z(fl(./) gi(u)gz(. )) <0.

p p
Como z € S, implica que > \;h;(x) <0, e como Y Ajh;(u) > 0, obtemos
i=1 =1

> (500~ 280(0) + i) < - (500 - 280 0) + 3t

i=1

Se a matriz F(7,u) é semidefinida positiva, pelo Lema 6.2, a fungao objetivo do problema

(PMFQ)I. é convexa e, se o vetor de restrigoes h é formado por fungdes convexas, obtemos
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0> 3 (A~ E800)) - (500~ 280 0) | + o 0t0) - 1)
> fj (wu) e Vgxu))T (o —u)+ Z A Vhy(w) (@ — u)
= (-7 <Zl - <Vfi(u) - ;EZ% Vgi(u)> + ilAthj(u)> —0.
O que é um absurdo. 7 E

6.3.2 Dualidade forte

Teorema 6.4 (Dualidade forte) Seja x* € Ef(PMFQ), e suponha que x* satisfaz a qual-
ificacdo de restricoes (QRGG). Entao existe (7%, \*), tal que, (x*,7*,\*) é vidvel para o
problema (DFQ) e os wvalores das funcgoes objetivo dos problemas (PMFQ) e (DFQ) sdo
iguais. E mais, se a matriz F(7%,2%) € semidefinida positiva e o vetor de restri¢oes h é
formado por fungoes convezxas, entao (z*, 7, \*) € Eff( DFQ).

Demonstragao: Se z* € Eff (PMFQ), pelo Lema 6.1, existem 7" > 0 e \* 2 0, tais que,
(x*, 7%, \*) satisfaz

dor (sz %Vgi(x*)) + ) X Vhy(x
i=1 v j=1

Aihy(

j=1

]

Entao (z*,7%,\*) € Y, e os valores das fungoes objetivo dos problemas (PMFQ) e (DFQ)
sao iguais. Por outro lado, se a matriz F'(7*, x*) é semidefinida positiva, o vetor de restrigdes
h é formado por fungoes convexas e (x*, 7%, \*) ¢ Eff (DF(Q), entao existe um outro ponto
(u,7,\) € Y, tal que,

fw) | S

g(u) = g(z*)’

O que contradiz a dualidade fraca. [ ]

~—
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6.3.3 Dualidade inversa

Teorema 6.5 (Dualidade inversa) Seja (u*, 7%, \*) € Y, tal que, u* é um ponto vidvel do
problema primal (PMFQ). Se a matriz F(t*,u*) é semidefinida positiva e o vetor de re-
strigoes h € formado por fungoes convexas, entio u* € Eff(PMFQ).

P P
Demonstragao: Se (u*,7",\") € Y e u* € S, entao ) Aihj(u*) >0, Y- Mhj(u*) <0e
. =

J=1
m

Sort (Vhw) - L0 ) + 3 xvm ) o

i=1 gi(u*)

p
> Xhy(ut) = 0.
j=1

Portanto, u* é um ponto critico para o problema escalar ponderado (PMFQ)7.. Se a matriz
F(7%,u*) é semidefinida positiva, pelo Lema 6.2 a funcao objetivo do problema (PMFQ)T.

é convexa e, se o vetor de restricoes h é formado por fungoes convexas, o ponto u* é solucao
6tima do problema (PMFQ)7.. Segue do Teorema 6.1 que u* € Eff (PMFQ). [

Podemos obter um segundo tipo de teorema de dualidade inversa exigindo um pouco
mais da fungao matricial F'. Vamos precisar que existam vetores (w,z) € W x S, tais que,
F(w, z) seja definida positiva, ou seja, y? F(w,z)y > 0, Vy € R™, y # 0.

Teorema 6.6 (Dualidade inversa) Seja x* € S e (u*,7*,\*) € Y, tais que,

Se a matriz F (L u*) ¢ definida positiva e o vetor de restrigoes h é formado por funcoes

g(az*)?
convexas, entao r* = u*.

Demonstragao: Suponha que z* e u* sdo diferentes. Como z* € S e (u*, 7", \*) € Y,
p P

entdao — > Athj(u*) <0, Y ANihj(2*) < 0 e, se o vetor de restrigoes h ¢ formado por fungoes
j=1 i=1

convexas, obtemos
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Vimos na Secao 5.1 que dado u* € S, para cada i € I e Vx € S, temos

film) _ fitut) _ 11) {(w—u*)T {Ai - fi(uf)Bz} (x —u*)} + % { (Vfi(u*) - fz:(u*)Vgi(u*)>T (x — u*)}.

gi(z)  gi(u*)  gi( gi(u*) 9:() gi(u*)

Portanto, para (7%, z*) € YW X S, obtemos

*

S (4 40) i [ (04 5

gi(u i=1 9i(

L (v - H9v000) @0 - u),

Se F (g;**) , u*) ¢ definida positiva e x* # u*, entao

*

(- 5) o 2 (enir- Bk

Gi (U*) gi\x (

> {5 }iw Jivan) 6oz

=1

O que contradiz (6.3). [

6.4 Conclusao

Apresentamos como contribuicao neste capitulo alguns resultados que relacionam o prob-
lema (PMFQ) com um problema escalar ponderado associado. Com esses resultados e com
hipdteses sobre uma determinada funcao matricial, que envolve as Hessianas das funcoes f;
e g;, © € I, foi possivel demonstrar os principais teoremas de dualidade em programacao
multiobjetivo para o problema dual tipo Mond-Weir do problema (PMFQ).
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

7.1 Conclusoes

Neste trabalho de pesquisa apresentamos um estudo detalhado sobre as solugoes eficientes
de um problema particular de programacao multiobjetivo, denominado de problema de pro-
gramagao multiobjetivo fracional quadrético (PMFQ), cujo o vetor objetivo é formado por
fracoes entre fungoes quadraticas. A seguir, apresentamos as nossas conclusoes e listamos as
contribuicoes deste trabalho, que se divide basicamente em quatro partes.

7.1.1 Condigoes de otimalidade e o raio de eficiéncia

Na primeira parte das contribuicoes deste trabalho, introduzimos o conceito de raio de
eficiéncia de uma solucao localmente eficiente, que se traduz em uma abordagem alternativa
para se estudar as solugoes de um problema de programacao multiobjetivo, que em nosso
problema (PMFQ), permitiu obter condigdes de otimalidade que dispensa o uso de hip6teses
adicionais sobre as funcgoes objetivo, como alguns tipos de convexidade generalizadas, que é
muito comum neste contexto.

Nossa abordagem tem aspecto computacional e trata-se basicamente de medir duas vizin-
hancas distintas de uma solugao localmente eficiente. Sendo que uma delas tem raio maximo
onde a solucao é nao dominada, e com a outra, podemos a partir da anterior, delimitar
o espaco de busca por outros pontos que a dominem. Conhecer tais vizinhancas permite
concluir ou nao se uma solugao localmente eficiente também é eficiente no conjunto viavel e,
permite ainda, reduzir o espago de avaliacao no uso de métodos computacionais de busca.
O que facilita a construcao de bons métodos computacionais para a resolugao de problemas

fracionais quadraticos com mais de um objetivo.
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Encerramos esta parcela contribuicoes com algumas propostas de métodos computa-
cionais que objetivam calcular o raio de eficiéncia de uma solugao localmente eficiente e
permite obter as demais conclusoes.

7.1.2 Solucao localmente eficiente e sua caracterizagao

Na segunda parte, levando-se em conta as caracteristicas das funcoes objetivo do problema
(PMFQ), apresentamos como contribui¢ao uma caracterizagao para solugoes localmente efi-
cientes do problema irrestrito. Esta caracterizacao permitiu propor dois métodos computa-
cionais que testam se um ponto ¢ localmente eficiente e, com os resultados obtidos na primeira
parte, foi possivel construir um método computacional de busca que identifica no conjunto
viavel algumas solucoes localmente eficientes e, dependendo do critério de parada utilizado,

encerra seu processo encontrando uma solucgao eficiente.

7.1.3 Condicoes de otimalidade e solucgoes eficientes

Na terceira parte das contribuigoes deste trabalho, apresentamos algumas condigoes sufi-
cientes de otimalidade global para as solugoes do problema (PMFQ). Essas condigoes se di-
videm em duas partes. Na primeira parte, utilizamos uma abordagem semelhante a utilizada
por Liang et al. em [35], porém com hipéteses mais relaxadas de convexidade genaralizada
nas funcoes objetivo. Na segunda parte, aproveitamos as diagonalizagoes das Hessianas A;,
B;, i € I, e vimos que as condicoes de otimalidade podem ser obtidas impondo algumas
hipdteses sobre uma determinada fungao envolvendo o somatério das Hessianas. Esta abor-
dagem possibilitou propor um método computacional de teste, que depende da solucao de
um problema de otimizacao quadratica e que verifica se um ponto viavel é eficiente. Possibil-
itou ainda, propor um outro método computacional de busca, que é guiado pelos autovalores

das matrizes A;, i € I, e encontra um subconjunto do conjunto de solugoes eficientes.

7.1.4 Resultados de dualidade

Na quarta parte, apresentamos como contribuicao alguns resultados que relacionam o prob-
lema (PMFQ) com um problema escalar ponderado associado. Com esses resultados e com
hipoteses sobre uma determinada funcao matricial, que envolve as Hessianas das funcoes f;
e g;, © € I, foi possivel demonstrar os principais teoremas de dualidade em programacao
multiobjetivo para o problema dual tipo Mond-Weir do problema (PMFQ).
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7.1.5 Métodos computacionais

Ao longo deste trabalho foram propostos varios métodos computacionais desenvolvidos a
partir dos resultados obtidos em cada capitulo. Os métodos que propomos sao, em sua
maioria, de dificil implementagao, porém alguns deles merecem destaque.

No Capitulo 3, apresentamos o método computacional Ramifica¢cao, que consiste em ram-
ificar o conjunto de direcoes vidveis em subconjuntos menores e mais faceis de ser analisados.
E obtido uma cota inferior para o raio de eficiéncia de uma solugao localmente eficiente ao
analisar cada um desses subconjuntos. Apesar da sua complexidade, acreditamos que este
método possa ser implementado computacionalmente, porém tem a desvantagem de pre-
cisar iniciar com uma solugao local previamente conhecida. Outro método interessante neste
capitulo, é o método Raio de eficiéncia 2, que tem uma abordagem paramétrica e pode ser
implementado computacionalmente se uma parametrizacao adequada das direcoes viaveis
for conhecida. Fizemos ainda, um pequeno teste computacional para validar este ltimo
método, onde usamos uma parametrizacao usual em coordenadas polares para as direcoes
viaveis.

No Capitulo 4, apresentamos o método computacional Teste de eficiéncia local 2, que
consiste em um método que testa se um ponto vidvel é uma solucao localmente eficiente.
Sua caracteristica interessante, é que apenas algumas das direcoes ortogonais aos gradientes
das fungoes objetivo do problema associado (PMFQ),- devem ser considerados no teste.
Sua complexidade consiste em resolver varios sistemas mistos de equagoes quadraticas e
lineares. Utilizando os resultados deste capitulo e do Capitulo 3, propomos um primeiro
método computacional de busca, chamado Método de busca local, que inicia de um ponto
viavel arbitrario e, gera durante seus passos, uma sequéncia de pontos localmente eficientes.
Dependendo ainda do critério de parada, o método retorna no final uma solucao eficiente ou
uma aproximacao de uma solucao eficiente.

No Capitulo 5, propomos um método computacional de teste, chamado Teste de eficiéncia
global, que consiste em verificar se um ponto viavel ¢ uma solucao eficiente do problema
(PMFQ) ao resolver um problema escalar de otimizagao quadratica no conjunto viavel e, por
isso, pode ser facilmente implementado. Utilizando os resultados deste capitulo, propomos
um segundo método computacional de busca, chamado Método de busca global, que identifica
um subconjunto do conjunto Eff (PMFQ) efetuando algumas buscas no conjunto viavel.
Essas buscas tém a particularidade de serem guiadas pelos sinais dos autovalores das matrizes
A;, 1 € 1, e pelas avaliagoes das funcoes f;, ¢ € I, em um ponto que pretende-se incluir ou
nao neste subconjunto de solugoes eficientes.



7.2 Trabalhos Futuros 126

7.1.6 Aplicacoes para o problema em estudo

O problema (PMFQ) tem aplicagoes em algumas éreas do conhecimento, como por exemplo,
em problemas de gestao na selecao de carteiras no setor financeiro. Acreditamos que nossa
abordagem tedrica possa contribuir para a resolucao de alguns desses problemas e, princi-

palmente, possa permitir o desenvolvimento de técnicas computacionais mais adequadas.

7.2 Trabalhos Futuros

A seguir, apresentamos algumas possibilidades de continuacao deste trabalho de pesquisa.

7.2.1 Propostas diretamente relacionadas ao tema

Naturalmente, o proximo passo que deve seguir desta pesquisa ¢ a implementacao dos
métodos computacionais propostos ao longo do texto. O mais interessante é que cada im-
plementacao seja validada efetuando-se testes computacionais em classes de exemplares se-
lecionados a partir de problemas do cotidiano, porém, outra possibilidade é gerar classes de
exemplares abitrarios.

Como todo trabalho de pesquisa pode ser melhorado, outro objetivo é a procura inces-
sante por novos itens e temas que melhore cada vez mais toda a teoria e as contribuicoes
aqui apresentadas. Por exemplo, ainda falta caracterizar as solucoes localmente eficientes no
Capitulo 4 para o caso de problemas com restrigoes.

7.2.2 Propostas de temas correlatos

Uma outra opcao interessante para se trabalhar com o tema raio de eficiéncia é estender
os resultados obtidos no problema (PMFQ) para problemas com outras classes de fungoes
objetivo. Por exemplo, no caso de fungoes diferencidveis, quando a expansao de Taylor de
ordem 3 das funcoes objetivo, em uma determinada direcao, possa ser calculada de forma
exata. Neste caso, acrescentamos dificuldades extras, pois teremos nesta direcao uma funcao
de uma varidavel com até trés raizes para serem analisadas no cédlculo do raio de eficiéncia
de uma solucao localmente eficiente. Um exemplo que mostra tal dificuldade esta ilustrado
na Figura 7.1. Esta figura é andloga as figuras apresentadas na Secao 3.3, e representa a
expancao de Taylor em torno do zero da funcao r; = p;(z* + A\d), i € {1,2,3,4}, A > 0, ou
seja, das fungdes p; avaliadas ao longo do vetor z*+\d, no caso em que z* € Leff (PMFQ’) .
Nela, estao plotados os pontos das fungoes 7;(A) = p;(z* + Ad) nas coordenadas (A, 7;())),

assumindo que cada funcao p;, i € {1,2,3,4}, ¢ uma fungao cibica.
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Figura 7.1: Exemplo de trabalho futuro: busca por ' que domina x* € Leff (PMF Q')+

Observe na Figura 7.1 que cada equagao 7;(\) — p;(x*) = 0, i € {1,2,3,4}, tem trés
raizes e, de forma andloga ao apresentado na Secao 3.3, encontramos dois intervalos nao
vazios A4 e /AXd, tais que, V) € Ady /A\d, o ponto ' = z* + Ad domina a solucao z*. Com esta
perspectiva de trabalho, novos conjuntos e parametros do tipo X, X1, X, A\{ e A4 precisam
ser definidos para possibilitar o célculo do raio de eficiéncia de x*, bem como, a identificacao
dos subconjuntos de R™ onde podem haver pontos =’ que dominam z*.

Ainda com o tema raio de eficiéncia, outra possibilidade é trabalhar com fungoes objetivo
diferenciaveis, cuja expansao de Taylor de segunda ordem tem resto nao negativo. Ou seja,
dados 2* € Leff(PM), A > 0 e uma dire¢do d, suponha que para um problema (PM) cada
fungdo f;, i € I, satisfaz f;(z*+Ad) = fi(@*)+ AV f;(x*)Td+ N dT V2 f;(2*)d+ 2 O(\, d), entdo
se ocorrer O(\,d) > 0, Vi € I, obtemos f;(z*+ Ad) — fi(x*) > AV f;(z*)Td + N2d"V? f;(z*)d,
Vi € I, e o que desejamos, ¢ encontrar pontos vidveis ' = z*+\d, tais que, 0 > fi(2')— fi(z*),
Vi € I, ouseja, 0 > fi(z")— fi(x*) > AV f;(z*) T d+ N 2dT V2 fi(x*)d, Vi € I. portanto, podemos
tentar adaptar os resultados obtidos no Capitulo 3 para este caso.
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7.2.3 Propostas com outras perspectivas

Podemos estudar o que ocorre com o célculo do raio de eficiéncia de uma solucao localmente
eficiente, se admitirmos como hipdtese para as fungées objetivos do problema (PM) algum
dos diversos tipos de convexidade generalizadas. Isso pode facilitar ou dificultar o célculo
do raio de eficiéncia.

Outra possibilidade, semelhante ao Capitulo 5, é verificar se em relacao as condicoes de
otimalidade global e resultados de dualidade, apresentados em trabalhos publicados na liter-
atura, podemos enfraquecer as hipdteses de convexidade generalizada supondo algo parecido
com as que foram feitas neste trabalho sobre a funcao matricial F' : W x § — R™*" dada

por

Fw,x) =

[N

S _ 2,T_fi(95)2_r
;u)l {v filx) gi(aj)v gi(x)|,

que ¢é analoga a funcao apresentada na Secao 6.2.
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