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INTRODUCAOQ

0 estudo dos grupos de Lie lineares data do século passado,
principalmente com os trabalhos de Sophus Lie (1878). No inicio do
século, Cartan (1908), Weyl (1925) e cutros, continuaram este tra-
balho, dando um cariter mais geral 3 teoria. Dos grupcs de Lie o
mais simples é o grupo aditivo dos nimeros reais R . O grupo das
transformacoes . lineares inversiveis de um espago vetorial real de
dimensdo finita constitui um grupo de Lie,este € 0 grupoGl(n,RR )das

. f ’ - o .
matrizes quadradas das inversivels de ordem nxn sobre o corpe dos
numeros reais. Assim, a primeiva etapa de um estudo de grupos de

Lie & o estudo de GL(n,R) e seus subgrupos.

A cada grupo de Lie ponde-se amgooiar um dlgebra de Lie a
grup ¢ g _

cciprocamente. No caso acime, asseoclamos Gli{n,IR) a algebra das

!

matrizes nxn reals M(n,R ). Aszsim, aclasgificando tedas as subal-

gebipras de Lic da algebra M(n,R ) obtemos a classificagao de to-

-y

dos os subprupos de Lie (fechadoz) do grupo de Lie Gl(nhg.).

3

Para grupos de Lis de pequena dimensdo & possivel fazer u-

ma classificagac completa de todos o3 gsus subgrupos. Nosso objeti

vo e olassificar os grupo de Lie de dimensao 1, 2 e 2. Hosgga rafe-
rancia & o recente trabalhe faltc por Koch & Lowernthal ~ | 6 ],

pecordando as propricdados prinei-

pais dos grupos Toooluwlcod, que 24 ao mesmo Lemps grunss alzebrl

3
b
3

. . " - s E . . B -
cos. Em saguida, no capituleo IT, introduxinos o concciito de alge -

bra de Lie, relacionznado—-a com a algebra das matrizas nun preals,

Com a nogao de grupe de Lie eztabelecemos a relagao enltre £5les @



as algebras de Lie.

Para cada algebra de Lie g e possivel construir um FrUpo
de Lie G simplesmente conexo cuja algebra de Lie & g. Se Z{G) &
o centro de G e N um subgrupo discreto de Z(G) entao G/N e
também um grupo.de Lie de ngebra g e todo grupo de Lie com alge
bra g pode ser obtido por este processo.

No capitulo TII, baseado em Jzcobson - [ 4 ], fazemos a 
classificacio de todas as algebras de Lie de dimensdo 1, 2 e 3. Fi
nalmente, no éapftulb IV, associemos a cada uma dessas algebras de

Lie um grupo de Lie G, calculamos seu centro Z(G)} e subgrupos

fu

discretos N de 2{(G) e descprevendo os grupos G/M obtemos

conpleta classificacao.



CAPITULO I : GRUPOS TOPOLGGICOS

Neste trabalho admitimos conhecido a nogac de grupo bem co
mo a nogao de espago topoldgico e suas propriedades. Neste capitu-
lo vamos recordar algumas propriedades de grupo topologico, subgru-
po topologice, subgrupo invariante, grupo lecal e grupo simplesmen

te conexo.

1.1 - GRUPO TOPOLOGICO

Vamos introduzir a nogao de continuidade em um grupo, obte
mos 0s grupos topologlcos e estudaremos algumas principais proprie

dades.

1.1.1 - Definicao : Um espagomtgpolégico G, com uma estru-
tura de grupo € um grupo topoldgico se a aplicagao ¢! G x G

definida por #(x, v) = xyel for continua.

> G

Vemos que a continuidade da aplicagac ¢ equivale a conti-
nuidade das aplicacgoes $ : 6 X G =——> 68 e n: 6 —> 6 definidas por

v (%, y) = xy e ni{x) = x_l, respectivamente.

1.1.2 - Definicao : Chamarvemos de trvanslagan a dirveita (3 es

querda) pelo elemento ‘a € G a fungdo R, (L) definida pop

Rq : & —> G (Ly : 6 —> 8 )

X o2 Xa X > oA

1.1.3 ~ Proposicao : A translacic e uma fungao contiaua.

-

para Ly e similap.



Consideremos as aplicacgoes

d : G —> 6 X G
% —> {(x, a) e
v G x @G —>0G

(x, a) —> xa

Yemos que -R; e a composta Yo ¢ que consequentemente &

-
continua. .

£

1.1.4 - Definicao : Um homomorfismo entre grupos topologi-

cos G e G% & uma aplicagao continua f ; € ——s G’ tal que

fixy) = f(x)ffy), para todo x e y em G,

1.1.5 Definicdo : Um isomorfismo entre grupos topoldgices

e um homomorfismo bijetor.

1.).6 - Proposicao : As translagoes sao homeomorf{ismos de G

em G,

Demonstragao : Mostremos inicialmente que Ry-1 = (Ry)

De fato,

Rge Ry-1(x) = Ra(xa"l) = (xaul)a = 3, portanto Rg.R -1 =Id.

_ . ul
Analogamente mostramos que Rg-l. Rg = Id , logo Ry~1 = (Ry) ".Sen
do Ry bijecdo continuaz, o mesmo acontece com Ry-l , © que con-
clui a nossa demonstracan. Com racioccinio semelhante mostramos dque

- — 4
La e um homeomorfismo.

Desta proposigac segue~se que as vizinhangas de a € G

da forma all onde U € uma vizinhanca da origem.

-

a0

o
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1.1.7 = Proposicdao : Se £ : G —> G' ¢ homomorfismo entre

grupos topologicos entao f & continua se e somente se £ £or con

tinua em e £ G.

Demonstragao : Basta mostrar que se f & centinua

em e e @ entio £ & continua em todo ponto a de G.

Seja f(a).U' uma vizinhanca de f(a) em G', onde U' =&
uma vizinhanca de e'. Como f & continuaem e ¢ G e f(e) = &'
exigte uma vizinhanca U de e em 6 tal que £(U) U’j portanto
4 & vizinhanca de ‘a e flal) & fla). £ & f{a).U', portanto f e

continua em a. : . ]

1.1.8 - Proposicao : Seja V uma vizinhanga do elemento neu

tpo e de G. Entao

. -1 - o - L
i) V& o= {x e 63 x ¢ ¥V} & uma vizinhanga de e,
11) Existe uma vizinhanga U de e tal que u“1=u e Ul V.
iid) Existe uma vizinhanga W de e tal que
W2 s ww s {xy 3 xeW, veWwl}alv.
Demonstraq&o : i) Seja dp 2 G —> G a4 aplicagao dlx) = x“l.

Como V & aberto (consideraremos sempre neste trabalho vizinhan-

gas abertas), ¢—1(V) = {x e G; ${x) e V 3} = { x € G tevy o=

= (x5 e G, xtevw } o= v & aberto ¢ tambdnm vizinhanga de
e, pois ¢(e) = e.

s ‘ - ~1 . -1

ii} Tomande U =V 01V temos que U oV e U =

| L e Gy x e V1 viiy - xt e g ("t v a y 1y -



1

= { x g @y x-l eV n yi } = {x e Gyxe V  "N.V} = U.

Para demonstrar (iii) consideremos a aplicagao P : G xC—>G de
finida por WY{(x, y) = xy. Sendo V aberto, wnl(V) e aberto emn
6 x 6 na topologia produto, entao wwl(V) 2ol x U2 , onde Ule u

2

sao vizinhangas de e em G. Tomemos W = Ul n U? Ny, Assim, se a

e b estio em W entdo (a, b) e Uy x U, @ 0 T v) e daf wla,bde V

ou seja ab-e V, portanto WW < V, _ ]

"1.1.9 - Proposicao : Sejam F um subconjunté fechado, U ym a

berto e P um subconjunto qualquer de um grupo topoldgico G e aeC.

1 ~
540 4

Entao Fa ,af e 'l 530 fechados enquanto que UP, PU e U~
bertos.

Demonstracao : Basta observar que as operagoes em G 3530

continuas, translagoes sao honeomorfismos e que UP = {upjucll, peP}=

=\J {up} e pu = \UJ {pul. . ' .

peP : peP

1.1.10 ~ Proposicdc : Um grupo topologico G e separado

(Hausdorff) se e somente se { o } & Fechado.

Demonstracao : Dades dois pontos a, b & €, a fim de provar

o teorema podemos sempre sSupor que b = e, pois translacde e contid
nua.

a) Se G & separado antio "seus pontos’ sio conjuntos fe-

chados e em particular { e } & fechado.

b) Seja agora { e I fechado., Dado a em G, seando a # e,

temnos Ra{ e t ={ a } fechado pois R & homeomorfismo. Logo

=1

G- { al e um aberto contende e, Pela proposicac (1.1.8) existe
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uma vizinhanga W de e, tal que W = W"l e WWe G~ { al. Des

ta forma LW = aW & vizinhanca de a e W Na W =@ , pois caso
contrario existiria b & W, tal que be aW ou seja b=ac para algum

C g W = Wﬂl. Dai, be Log a.com 0 que temos at:w%:Gm{a} contradi

-

gao. As vizinhangas W e aW sao disjuntas, consequentemente G &

separado. ' .

1.2 - SUBGRUPO TOPOLBGICO

Estudaremos aquil algumas condigoes para que um subconjunto
de um grupo topologico seja um grupo topeldgico.

1.2.1 - Definicao : Um subgrupe H de um grupo topoldgi-

co G & um subgrupo topoldgico se, com a topologia induzida, a a-

plicacao
¢ : Hx H—> H
(X, ¥) > gyhl for continua.
1.2.2 ~ Proposigao : Se H e um subgrupo topoldgico aber

to de 6 entio H & fechado em G,

Demonstragao : Se H & aberto entfio G-H & fechado e H

1

vizinhanga de e. Logo existe uma vizinhanca W de e tal que

-1 2

Wa=W ™ e W o H. Assim, dado um elemento qualquer a de G-I, aW

[O3Y

vizinhanga de a e aW @l H = # , gendo existiriac = ab ¢ i, com
We 1 -1, - - o o = -
b e W; logo c¢b "2 a e dal.- a ¢ H, 0 que e contradicac. Portanto

G-H ¢ aberto ou seja H & fechado. _ M

1.2.3 - Proposicdo : Se H & um subgrupo topologico  de

G, entdo a aderéncia H & um subgrupo topoldgico de G,



80

Demonstracdo: Dado h ¢ H, temos Hh=HcH ou seja Hc:ﬁh_l.

Sendo Hh™ ) fechado, temos Hofh ™t e dai Hhafi. Como vale para

todo h em H, temos HH o H. Assim se x € H temos xHaoc H ou

seja Hc x—lﬁ, sendo x *H fechado temas H o xIH e dat x i,

Como vale para todo x, segue-se que HH < H.

-1

Por outro lado, H - = H < H, de modo que H .

o H. Con

cluimos assim que H & subgrupo de G. Para ser subgrupo topolégi
co basta observar que a aplicagao ¢ : G x G —> G, dada por

d{x, y) = xy"I é continua, portanto ¢/ FxE .também o 2. M

1.2.4 -~ Definicao : Um subgrupo H de @G, diz~se subgru-

po invariante, se para todo t ¢ H € para todo s £ G tivermos
sts™t e H.
Se h & um homomorfismo entre dois- grupos topologicos G e

G', entao Kerh = { x € 83 hi{x) = e } & um subgrupo invarijante de

. . - ' :
G, onde €' e o elemento neutro de GT.

1.2.5 - Definicao 0 centro de um grupo topolégico G e

o conjunto Z{(G) = { t & G; sts © = T, para todo s € G }.
£ facil verificar que Z(8) & um subgrupo topoldgico inva-

riante de @G.

1.2.6 - Proposigaoc : Seja G grupo topolédgico conexo. EBn
téo todo subgrupo topoldgico discereto e invaviante de G astid con
tido no centro de G.

Demonstracac : Suponhamos que H. sejs um subgrupo topold-

gico discrete e invariante. Seja dp G ~>» G a aplicacao dada

por ¢t(s) z stsml, para t fixado em H, Com H invariantele Py



continua temos ¢,(G) ¢ H. Sendo H discreto e 6 conexo  temos
¢, constante. Como ¢t(8) =t temos sts™t =t para todo s em

G, portanto Ha Z(G). 1

1.3 ~ A COMPONENTE CONEXA

Um subgrupc muito Otil no estudo de grupos topologicos € o
subgrupo constituido pela componente conexa do elemento neutro e

de G. -

1.3.1 - Definicao : A componente conexa neutra C, de um

- a - . n 3
grupo topologico G e a componente conexa que contém a identidade

e de G.

1.3.2 - Proposigao i A compeonente conexa neutra CO de um

prupo topeldgico © & um subgrupo tepoldgico invariante de G,

Demonstragaso : a) Sejam s e 1t elementos.de C,. Entao
st € Cy, pois €, e sC, sao conexos contendo s. Seja agora s ¢ Co
o . . : — .- -
(que & conexcl; como & ablicageo ¢(s) = s 1 e continua, temos gue
1—10 g . .t"' v d: = _lc s e C - §
S o € conexo e contem ej dai s oo Cg, pols. C, € o0 malor
: . . -1 -
conexo contendo a identidade. Assim s = s % e E CO, portanto
concluimes que C, & um subgrupo.
= - S - R . . . -1
b) A fungao n: C, x Cj > C, dada por nls, t)ast
- - I
a continua.
. . —‘1‘ e - -—l -l &l
c¢) Como em (a), temos SC s conexo e 50,8 <t Cps POY
tanto C_ e invariante. ™
1.3.3 - Teorema : Se 6. & um grupo topoldgico conexo, en

o

tio G & gerado por uma.vizinhanga arbitraria U da idéntidade .

Tsto significa que G coincide com a reuniac de todos os conjuntos
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-

da forma Un, n=1,2,3,..., isto &, todo elemento de G pode ser

escrlto como um produto finito de elementos de U.

Demonstragaoc : Seja U uma vizinhanga qualquer da didenti
dade e facamos V :E;{Un, portanto aberto. Se a £ V, como au™t &

vizinhanga de a temos at™t av # 4. Logo existe b ¢ at™t nvy,

Como b € V, existe um inteiro positivo m, tal que D € u™, isto

-

€, D = Ujs Upese-o Ups Onde uj € ¢, para 1 =1, 2, ..., m. Por

outro lado b € au“l, isto €, b pode ser escrito na forma b = a -1

_ a1
onde Y E_U. Logo, a = Ups Upe seva Uge Upeqs onde Uy e U pa
ra J =1, 2, +.., m;, m+l; portanto a € ymtl o V, o que nos permi

te concluir que V & fechado.

Como V & aberto, fechado e nao vazio em G conexo, te-

mos G = V. R tj

1.3.4 ~ Definicao : Seja M um espago topologico (de Haus

dorff) e G um grupo topoldzico.

a) Temos uma acac de @ em M quando existir uma fungdo
{sobrejetoral

G x M —>M

(g, t) —> gt, tal que

(gl.gz)t ='gl(g2t) e

e.t = t, para todo gy e g, em G e tedo Tt em M.
De modo anilogo, poderiamos definir

MxG > M

(t, g) —> tg, tal que
tlg.gy) = (tgyldg, e

te = t, ¥ Z1s &y € G, ¥t & M,
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b) Diz-se que G atua transitivamente em M, se para todo

T

¢) Diz~se que G

acima definida for continua. Nes

e t, em I, existir g € G tal que

atua continuamente em

gty = ty.
M, se a aplicacao
G

te caso & chamado grupo topolé

gico de transformagao em M. (observe que a aplicagac M —> M e

homeomorfismo para cada g ¢ G).

d) G & efetivo se, sempre que at

entao a = e.

e) Seja t um elemento fixo de M. Entdo G(t) ={ geCjigt=
=+ } & um subgrupo de G, chamado subgrupo de isbtropia de G em
t ou subgrupo que deixa fixo o ponto t.

£) 0 conjunto G(t) = { gt e M; g e G I} é chamado a G-or-
bita de t. )

Se H e subgrupo de G, podemos obter o espago quociente
G/H, definidec por |

G/H = { gd; g e G},

1.3.5 - Proposicdo : Se H & um subgrupo normal aberto
de um grupo topologlco G, entdn OG/H € discreto.

Demonstréqio : Se H & novrmal entio G/H possul estrutu.
ra de grupoc. oSendoe [l 'aberta, At também o &, para todo a £ G.

-

Como a projegac canonica w e

5

=)

@/H, portanto { aH } & aberto

[4H]

1.3.8 - Proposigao

grupo ‘topoldgico de 8, Se

KO

t —> gt

t, para todo t em M

ald aberto em

]

erta, temos w{all) =

G/H ou seja G/H @& discreto.

G grupo topoldgico e i sub

sd40 conexos, entio G & cone-
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Demonstracao : Suponhames que G pode ser decomposto na

forma G = AU B, com A e B abertos nio vazios. Como 7 € uma a-
plicégéo aberta, temos w(A) = AH e #(B) = BH abertos em G/H. A
lem disso, sendo 7 sobrejetora, segue-se que w{AUB) = (AUR)H =
= AHKV)BH = G/H, que por ser conexo admite um elemento gH em
AHlilBH, uma vez que AH # 6 e BU # 0, Assim, para tedo h ¢ H ,
podemos escrever gh = ahy, coma € A e hi e H; logo a = gh h11-=
= gh, , onde h, = hﬁil e H; Portanto gH 0 A # #. De modo analogo
temos gHn B # @. .

Por outro lado, H conexo implica que gH ‘também o & e gHs=
= gHN G = gH 1 (AUB) = (thA)(J}(gHﬂB), onde gH 1 A e gHNB =sao
abertecs em giH. Logo .(ngl Ayl (gHN B)Y # ¢, por consegulnte

A NB # ¢, oque conclul a demenstracao. - [

1.4 - SUBGRUPO LOCAL E GRUPO DE LIE

Neste pardagrafo abordaremos a nogao de grupo local e estu-
daremos as condigoes para que dois grupos topolGgicos sejam local-
mente isomorfos.

1.4.1 - Definicao : Dols grupos topologicoz G e G' dizem-

se 1oca1ﬁente isomorfos, se existivem vizinhangas U e U’ das ider
tidades e de- G e e' de G' e um homeomorfisme £ de U em U' tal
que

i) Se x, v e xy estao em U, entdaoc flxy) = fix). £(y)

ii) Se x4 y' e x'y' estao em U', entao f”l(x'y') =

= £ (x1). ffl(yf),



1.4.2 - Definicao : Dizemos que U

G se
i)egH=gt
ii) H estd contido em algum aberto U
H diz-se subgrupo local fechado de
{r.

1.4.3 - Proposicao : Um subgrupo H

13.

& um subgrupo local de

- oyl

U tal que HHOU=H.

G, se for fechado em

de G & um subgrupo lo

cal fechado de, G se e somente se e £ H = H-l e H & aberto no
fecho HH de HH.
Demonstracio : a) Seja H aberto em Hil. Entdo U=G- (HH-H)
& aberto. Assim € e # e como H = Hml temos U = u"l, pois
1) (A™He = ¢ x; X ¢ ATy o= { x; xTdAad =
= { x3 « L e A® } o= (AC)-l),
- - -1
1i) (AUB) 1 { x3 x 1 g AUB } = { %3 x Lea ouxt e Bl=
- a"tu 371,
113y eyt = A7 np™t (andloge atii) ),
. . ~ -1 -1
iv) Se A @B entac A T o B
v) Se F & fechado entdo F ~ +também © &.
vi) Kﬁl = { x;.x"l e A Y = { x; x"l e Fi, ¥4, Fi fechado,
Ac Fi } = x; x & FIY, ¥, FI' fechado, A"t ¢ Fi' 1=
= (A7h),
Aldm disso, temos He U e HHE AU = H, pois HH nU =

= HH 0 (G-(HH n B#%)) = HH (60 (HD “Um))

if

HHO CCHFD Cumy
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(HH n (B () (1H N B

HHEN H = H., Portanto, H & subgrupo lo
cal fechado.

-1

b) Se U = Ut & aberto, com egH = H ©, H fechado em U

e HHN U = H, fazendo A = G -~ U, temos HH = HU(HH A A),portanto

HH = AUCHH N A) = (EJEA T A) < (HJEHA n B) = (HY (HENA))@ | U A.

Logo HH N U <(HUA) N U = (H0 wlanw = (') ¢ = H DU =
H NU = H, pois H e fechado e esta contido em U . Assim 0l nuc

¢ He como He HH 1, temos H = HAE N4 ou seja H & aberto em

Estenderemos um subgrupo lecal H de G a um grupo topo--
- . e - . -~ -
logico H, de um modo natural & unico. Como grupo, H sera o subgru

po de G gerado por H e a tovclogia de _ﬁ sera dada por:

- - L

1)} Todo aberto em H e aberto em H

. " o C .
ii) Todo aberto em H intercepta H em um conjunto aberto.

T

Dado um subgrupo local H de um grupo topologico G, o sub
7 - .

grupo H gerado por H com a unlca topologia que 2stende a de H,

- - o - -

tem estrutura de grupo ftopologico. Sa H e cenexn H  Tambam o e

. » L - = - - 3

Ainda mais, se G e grupo topolaogleo satisfazendo o segundo axioma
- : . Eg s
da enumerabilidade, H & um subgrupo local fechado de € e H e o sub
grupo gerado por H, entdo dado um subconjunto A de I, localmen-
te conexo na topologia de G, temos que as topclogias induzidas em

A por G e por H coincidenm,

1.4.4 = Definicao: Dizemos qua M & uma variedade topologl

ca de dimensao n  se:
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i} M & um espago topoldgico de Hausdorff.

ii) A topologia de M ‘tem base enumeravel,
1ii) Para cada x € M, existe uma vizinhanga V de x e um
homeomorfismo £ 1 V > (I

, onde U & um aberto de R".

As aplicagoes f sac chamadas cartas locais de M.

1.4.5 - Definicao: Uma estrutura diferenciivel de classe CP

numa variedade topologica M, de dimensdo n, € uma colegdo {0, de
cartas locais de M tal que:

i) 0s dominids das cartas de O cobrem M,

ii) Se h, e hB sao dois e}ementos de O, enfao.a composta

1

- . = s o r
»hﬁa = hB o Ny e diferenciavel de classe C,

iii) 40 € maximal com relacgdo a (ii).

A colegao {(U , ha)}a ¢ chamada atlas de M.

1.4.6 ~ DefinicBo: Uma variedade diferencidvel de classe

i4

C° e dimensdo n & uma variedade topoldgica de dimensZo n, jun-

tamente com uma estrutura diferencidvel.

Se MeN ISEO variedades diferenciéveis.de classe CF e
dimensdo m e n ‘respectivamente, com atlas {(U_ , h )} e {(Ui, hodls
respectivamente, entao o produto M x N com a topologia produto & -
uma varieaade diferenciavel de dimensdoc m + n, cuic atlas &

. ; - ! I
{(UOL x Ui, h o x hi)}(a,i} onde h_ x hy : Ua x U > Va x V. e

dada por

(ha X hi) (x, y) = (ha(x), hi(y)).

. - . . : , - . T
Sejam M e N variedades diferenciaveils de classe C, r>1
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com dimensao m e n respectivamente, e f uma aplicagdoc de M em

N. Dado x e M, tomemos h_ : Vu _— Uu, carta local de M e h ;i

vl -——> Uy, , carta local de N, tais que f£(x) ¢ Viv e fV )@

S Vi Dizemos que f & diferencidvel de classe C°, 5 < r, Se a

aplicagao hys T h;l : Ua —> U ) for diferenciavel de classe
: o
c®, onde Ua e Uéf s@o abertos de R™ e R™ respectivamente.

1.4.7 - Definicao: Um grupo tepoldgico G €& chamado Grupo

de Lie, se for pma variedade diferenciavel e a aplicég%o $ i GxG —>
—> G  dada ¢{x, y) = xy“l for diferenciével.

Nos nao precisamos aqul, a nogaoc de diferenciabilidade por
que em virtude do teorema de Gleason—Moﬁtgomery~ZippiA (que d& uma
resposta pdsitiya para o guinto problema de Hilbert) cadda grupo de
Lie de classe C° admite uma estrutura difqrenci&vel de qualquer

-
ordem, compativel com sua estrutura de grupo.

1.4.8 - Lema: Se f & um homomorfismo local entre grupos
de Lie G e G' com G conexo, entdao existe no maximo um homomorfis
o~ . - . 2 . r
mo f : G -——> G!' que coincide com £ em uma vizinhanga de e.

Demonstracdo: A demonstracao segue da definigao (1.4.7) ,

do teorema (1.3.3) e do fato de wm homomorfismo ser detlerminado pe

la imagem de um conjunto de geradores para o grupo. []

1.%.9 -~ Alguns exemplos de grupes de Lie:

a) 0 grupo aditivo dos numeros reais, com a estrutura de

variedade diferencidvel usual & um grupo de Lie de dimensao um.

1
tivamente, entdo o produto direto Gy;x B, = { (215 8p)3 &) € Gy,8,¢

b} Se G, e G2 sa0 Erupos de Lie de dimenmsio m e n respec
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g GQ }, com a operag¢ao usual (al, a2) . (bl? b2)I: (albl, a2b2) é
um grupo de Lie de dimensao m + n. Assim RN & um grupo de Lie de
dimensao n.

€} 0 grupo Sl, dos numeros complexos de norma igual a 1,
com a multiplicagao, & um grupo de Lie dimensido um.

d) 0 grupe Gl(n,R) das matrizes reais inversiveis de or
dem n X N, COM & OPEracaoc mdltiplicagéo de matrizes € um  grupo
de Lie. Em pérticula?, para n = 1, temos o gruﬁo multiplicativo
R=R - (0 }.

e) 0 grupo real afim A{(n), atuando em ®r?, é o conjunto

de todas as transformacoes de "’ em R". da forma v > Av + £,
onde A€ Gl(n, IR e £ € R' Denotaremos uma tal transformagaoc por
< A, £ >. 0 grupo afim pode ser considerado como um subgrupoe de

Gl(n+l,R ) se colocarmos ¢ como um vetor coluna e identificar-

nos < A, £ > com a matriz (A £) .Desta forma, temos
- 0 1 :
iy < A, £ >< B, k > 3__(ﬂ -i) (B_k) .
- ' o 1/ °® \g1

- (AB Ak + K)
0 1

< AB, Ak + £ > e

-1 -1

ii) < A, £ > Y= a™l Ao 5.

1.5 - A EXPONENCIAL

Seja V um espago vetorial normado, de dimensde n, scbre

um corpoe k, de caractepistica zero (R ou £). 0 conjunte End(V) das
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aplicagtes lineares de V em V & uma élgebra}se definirmos as ope
ragoes de adigao, multiplicagao por escalar e a multiplicagdo de o

peradores por

i) (A + Blx = Ax + Bx,

ii)  (AAYx = A(Ax),
iii) (AB)x = A(Bx), ¥x, y & V, ¥A ¢ K, respectivamente.
Definindo: |A| = sup |Ax| obtemos um espago vetorial nor-
mado. x| b
1,5.1 —-Definigéq: Dades a.s @ € V, dizemos que lim a_ =
- n—>o
= a se lim |a_ - a] = 0
n—->e 0
1.5.2 = Definicao: Dados A s A operadores em V, dizemos
que lim A_ = A se 1im A x = Ax, para tode x de V.,
n-->eo n S ¢ T = n

De !Axl < |al .]x| segue-se que todo operador linear e
continuo, Sabemos também qﬁé se K & completo, entdo End(V) &
completo. Dado A € End(V), tem sentido considerarmos polinomios
em A e seéries de poténbias, sendo A° = I, desde que estas con-
virjam. |

Estudaremos condigao para convergencia de série de potén -

cias.

o
1.5.3 - Proposicho: Dada a série de potencias I a
- n=0
€, com raio de convergéncia p e A e End(V) tal que suas raizes

caracteristicas r satisfazem {rkICQ, entao a serie de poten~
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o

. n : : -
cias n & converge em End(V). Em particular converge a sé-

n _
chamada exponencial de A e serd denotada por

o
nme1g8 uwia g
o

0 n!

exp A ou eA.__

Demonstracao: Escolhemos uma base de V de modo que & ma-

triz A tem a forma (forma candnica de Jordan).

_ r 10 ... 0

A = 'AlA . , onde A, = 0ril ... 0
0 2“ 0 N UUI"...O

'Ap 000 ... p

sendo r raiz caracteristica.

- . K .
Para K>i, a matriz A tem.a mesma forma de blocos, por-

tanto basta considerarmos uma matriz do tipo A; acima.
-k

. . 3o 2?
A soma parcial Sk(z)." jED a5 25 = A t ayhotoa, Lotk
+ a, 2% nos da
K X - X -
. O ..""]_ . . j""2
5p(Z) = F 3 a7, spt(m) = I 3(3-Layz? e
=1 1 3=2 3
assim por diante. Logo, por inducac temos S (A)=a I + aA+ .., +
+ akAk = _
10 ... 0 »r10...0 /r k7t
_ k
- ao 0 l - O i" a.l 0 I‘ l LI ] O +Qll “}ak O f‘ L I
G U - & B 1 0 0 O L I r U U E l“
S "
k{r} Sy
Sy {r) 8" (r) e
2! 31!
Pagi|
- . SH {r)
= 0 Sk(r) Sk(r) kT e
- . 2!
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Assim, se |r|<p , as sequéncias {8y ()} {sg(r)t,...,con
vergem para S(r), S'(r), ..., o que significa que {SK(A)} convég
ge, portanto I ag AX  converge.

K=0 L]

1.6 -~ GRUPO STMPLESMENTE CONEXO

Neste pa?égrafo vamos estﬁdar quando a existencia de Qm ho
momorfismo local entre dois grupés topologicos implica na existén-
cia de um homeomorfismo. Esta & a propriedade caracteristica dos
espagoes simplesmente_conexos.

Tado M wn espago topeldgico, conexo por caminhos e P um
de seus pontos, denctamos por P, a totalidade de camiﬁhos fecha—
dos em M, gque comeg¢am em p. Dividimqsuo conjuntoc P em classes
de equivaléncia,.colocando em cada classe tgdos os caminhos homo-
topicos entre si. O;gonjuntg dessas glasses, denotado por ﬁl(M, p)
com a operacac composicao de céminhos tem estrutura de grupo e e
chamado Grupo Fundaméntal do espago M. Se tomassemos um outro pon

to p', em lugar de p, obteriamcs um outro grupo iscmorfo a ﬁl(M,p).

1.6.1 - Definigéo: Um espago topoldsico M, conexo por ar~

cos, diz-se simplesmente conexo se seu grupo fundamental contem so
mente a identidade, isto &, todo caminho fechado em M, & homot5p£

co a zZeyo.

1.6.2 -~ Definicdo : Um espago topoldgico M, diz-se local=-

mente simplesmente conexe, se para todo ponto p de M e vizinhan-
ga U de p, existir uma vizinhanga V « U, do mesmo ponto p, tal _

gue qualquer caminhe fechado comegando em p e contido em V for
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homotopico a zero em U,

1.6.3 - Definicac: Um espaco topoldogico M, diz-se local-

mente conexo por caminhos, se para todo ponto p € M e vizinhanga
U de p, existir uma vizinhanga V < U de mesmo pento P  tal que,
para todo x £ V tenhamos um caminho em U ligando x a D.
Consideremos agora, um espago topologico M, conexo por ca
minhos, localmente conexo.por caminhos e localmente simple3mente
conexo. Dado um ponto p de M, denotemos por Q, o conjunto de to
dos os caminhos fechados comegando em p. Dividimos o conjunto Q
em classes, cada uma formada por todos os caminhos homotOpicos en-
tre siy denotando por S esse conjunto de classes. Se A e um e-
lemento de S ‘entaoc todos os caminhos que pertencem a A terml -
nam em um mesmo ponto a. Assim, podamoé”définir uma aplicagaoc
¢: S —> M por ¢$(A) = a.
Introduzimos'uma toéologia em S, definindo uma vizinhanga
arbitriria U-de S, a partir de uma vizinhanga U do eépago M e um
caminho £ € Q, que termina em U, Dado wa caminho X arbitrario
em U, cuje infcio @ o término de £, fagamos Yy = Lx e denotemos

e

por Y, a totalidade de caminhos homotdpicos a v e por U, o con
junto de todas as classes Y obtidas de todas as escolhas possi-
vels de =x em U, Vemoé que u indaepende da escolha de camlnho E .,
As vizinhancas assim obtidas formam um sistema fundamental de vizi
nhangas para S. 0 espago topoldgico S & chamado espago recobri-
mento universal para M.

A aplicagioc ¢ & uma aplicacgdo aberta e mals ainda, € um

homeomorfismo local, ©o que nos perilte conclulir que © espago reco-
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brimento universal e conexo por arcos, lecalmente conexo por arcos

e localmente simplesmente conexo. Temos entac o seguinte

l1.6.4 - Teorema: O espago recobrimento universal de um esg

- ’ - .
paco topologico e sempre simplesmente conexo.

Demonstracdo: (Vide - [ 10 ] - Pontrjagin - pg. 224). [j

1.6.5 - Teorema: Sé Me N sao espagos topongicos cone-
xos e T & o produto desses espégos, entao T & conexo e seu gru
po fundamental-é isomorfo ao produte diretc do grupo - fundamental
do espago M com © grupe fundamental do espago N. Em particular,

o produto~de dois espagos topoldgicos simplesmente conexos & sim-

plesmente conexo.

Demonstragao: (Vide - [ 10 ] - Pontrjagin - pg. 224). [ ]

Ja vimos pela proposigao.(l.B.?) que a componente conexa
neutra € um subgrupoﬂtopolégico_invariante do grupo topolégicd- G.
Assim, basta considerarmos grupos de Lie conexos. Além disso, co=-
mo os grupos de Lie sso localmeénte homeomorfos a abertos de Rn‘ )

tém as seguintes propriedades

i) conexos por caminhos,
(1) ii) localmente conexos por caminhos,

iii) localmente simplesmente conexo.

1.6.6 ~ Teorema: Papra todo grupo topoldgico G, existe um

grupo topoldgico G simplesmente conexo que & localmente ilsomorfo
a G e tal que G & isomorfo ac grupo fator G/N, onde N & sub

grupo normal discreto de 6 e mais ainda, ¢ grupo fundamental do

espago G e isomorfo ao grupo N.
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Esbogo da demonstragac: Suponhamos G com as condigoes (1)

~~—

e G o espago recobrimento universal, onde tomamos a identidade

como ponto fundamental. Assim, o grupo topoldgicc G tem também as
propriedades (I). Seja N o nucleo da aplicacdo natural ¢ E ~—>G
que & continua, aberta e homomorfismo. Como ¢ & também homeomor-
fismo local, existe uma vizinhanca U da identidade de grupo G na
qual ¢ & bijegéo; portanto N & subgrupo normal discreto de g .
Se A & um elemento de N, ent3o ¢(A) = e, isto &, todos os cami
"nhos da classe _A sao fechados. Reciprocamente, se todes os cami-
nhos da classe A sao fechados, entao ¢(A) = e,-coh 0 que Ssegue
que A e um elemento @e N, ou seja, N & constituido por todas
as classes de caminhos fechados, isto &€, N considerado coﬁo um

conjunto, coincide com o grupo fundamental do espa¢o topoldgico G,

Finalmente, pelo teorema do isomorfismo entre grupos, temos G/N =

-~

Pela proposigao (1.2.6), N estd contido no centro de G; as
sim podemos concluir que todo grupo de Lie G, é isomorfo a G/N ,
onde N & subgrupo discreto contido no centro de” 6.

0 problema de classificagao de grupos topologicos agora re
cai na classificagdo de todos os grupos simplesmente conexos e to=
dos 085 seus respectivqs subgrupos discretos. Isto constitul a par-
te central do nosso trabalho, quando © grupo G *em dimensao me-

nor ou igual a 3.
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CAPTTULC IX: A ALGEBRA DE LIE

Neste capitulo introduziremos o conceito de algebra de Lie
e estudaremos sua relacao com os grupos de Lie. Estudaremoé em
particular a relagac entre a algebra de Lie das matrizes M(n,IR)e

o grupo de Lie 6l(n,R).

2.1 - CAMINHOS. DIFERENCIAVEIS

2.1.1 - Definiedo: Um caminho difepencidvel em M{n, R )y e

uma fungaoc ¢: R ~> M(n, R)Y definida por ¢(t) = Alt) = (aij(t)),

i, 3 = 1,2, .v., n, onde a,.{t) sao funcdes diferenciaveis de
11 :

classe C%,
A derivada de ¢(t) em um ponto td— & o limite
1im _0(to™t) - ¢(to)

T—>0 t

se existir; @ um elemento de M{n,R) e

serd denotado por ~gi~(to) ou ¢'{ty).
dt -

2.1.2 - Lema: Se A{t) e B(t) sao dois caminhos diferen-

cidveis em M(n,R), entdo o produto A(L),B(t) & diferenciavel e

a derivada & dada por

A oa) .oy = LAY ey b oace)-dBlEY
dt at PV

(t))} entao

Demonstracao: Se A(t) = (aij(t)) e B(t) = <bii‘
n _
ACt).BCE) = (Cy (1)), onde Cipelt) = jEI aij\t), ij(t). Assim,
Wgﬂ(ciK(t) = I g} +J3 )).b,K(t) + I aij(t) -4 ij(t)J, o que
at j=1 dt J 3=1 dt

conclui a demonstragao. ]
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2.1.3 - Lema: 8Se A(t) & inversivel e diferenciavel en-

L

tio A T(t) & diferenciivel e sua devivada & dada por

—~d @ty = - ATy, LAY 4l
dt at
Demonstragao: Como att)y., A7 en = 2 (1) = 0,
dt dt '
o L -1
temos d A A7 ey 4 oAace), AA ) g
at : dt
-1 ' -
ou seja A(t). GA () | . dAM) Air.
dt at
Portanto 4 (A_l(t)}z - "l(t), d At) . A—l(t).- Ej
: - dt T _ 4t

2.1.% ~ Proposicido: . Se - A £ M{n, R) entao exp(tA) & di

ferencidvel e ~S—(e™) = 4 oth,
' dt : :
Demonstracao: Imediato. ]
2.1.5 - Propoéigao: Se A e B sao dols elementos de Min,R )
tais que AB = BA, entao eA+B = o™ &P,

Demeonstracac: Como etA+B = X . (tA+B)' 2 AeB comu-
oo n=0 n!
tam, temos m%E— (etA+B) = A +({tA+B) A+ W%T (tA+B)2 Ar.., =

= [T+ (EA+B)F —2 (2AsB>24... Ju A = eTATE 4,

21
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Assim
e a

) = - A e th, JTATE, TTA o (TATBY

-t A tA+B
a

- - A e . tA etA+B

+ Ae 7, = 0, isto @, ndo depende de t.

—tA _tA+B
a

Logo, a matriz e . & constante e como para t =0 elava

le eB, segue-se que para t=l1, e-A. eA+B = eB. Como (eA)-lzeuA3

temos e, ef = AtB, _ : ]
Seja G um subgrupo topoldgico do grupc das matrizes reais

inversiveis Gl(n, R) Seja A(G) o conjunto de todos os caminhos

® : V——> Gl(n,R), continuamente diferenciiveis, onde V e um

intervalo aberto de R contendo a origem, tais que:

i)y $€0) = T

ii) existe uma vizinhanca W ‘do zero tal que (W) < G,

Denotaremcs por g © conjunto de todos os vetores tangen-
tes a J(€) em I. Por definicdo de derivada, g o Mln, R) e g =

{p'(0), ¢ . AG)}.

2.1.6 = Proposiqéo: 0 coniunto g pode ser identificado

como um subespago vetorial real de M{n, R).

Demonstracao: Primeiramente o £ g, porque se Tomarmoes o

arco constante ¢{(t) = I, teramecs ¢'(0) = (0. Mostremos qua g & fe
chado para multiplicacio por escalar. Sejam X ¢IRe A £ g2. Entao

existe arco continuamente difevenciavel ¢ : V——> GL(n, IR ) *tal que

¢r(0) = A e ¢(0) = I. Existe_também vizinhangca W de 0 tal que
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-

$(W) © G, Seja agora o arco PY{¥) = ¢{(At), para A # 0. Aséim, b e
arco continuamente diferenciivel tal que ¥(0) = #(0) = I e W' =

= T—T— W e uma vizinhanga do zero tal que Y(W') = w(TﬂT) = ¢(AH—)
A _ A [A]

< G. Como dv kmgg y temos que $'{(0) = AAeg.
dt dt

Provemos agora que g é fechado com respeito a adigao de
matrizes. Sejam A.e B dois elementos de g. Existem entao, arcos

b e em Ae) e vizinhancas Wy e W2 do zero tais que ¢{(0) =

$(0) = I, ¢(Wl) o G, w(w2) < G,d'(0) = A e Y'(0) = B. Fazendo

W= W) n W, e p(t) = ¢ (t) ¢(t), vemos que p € arco continuamentsé

diferenciavel tal que p(0) = I, p(W) = ¢(W). V(WY o G e de =
- ; : T dt
= QQ—.w(t) + $(t) S Portanto de = Al +IB = A+B qué
dat dt dt 'r=0
pertence a g, o que conclui a demonstracgao. O]

L o S, - ” -1
2.1.7 = Proposicao: Se A e G entac AgA T o g,

Demonstracac: Seja Y um elemento qﬁalquer de 'g. Existem

entao, um arco ¢ tal quel Y = $'(0) e ¢(0) = I e uma vizinhanca W

do- zero, tal que ¢(W) < G. Consideremos agora o arco Y(t} =

H|

Ad(t) A_l; portante ¥ & derivavel e Y'(0) ¢ g. Comoc ¢'(0) =

= A¢'(G).A-l = AYA_I, segue-ge que AYAM} € g- Consequentemnenta
AgAﬂl < og. (]
2.1.8 - Proposigﬁo: Se X e.Y sao elementos - -de g, eontdo

XY ~ ¥YX também e um elemento de g.

Demonstracao: Dade X &£ g, existem arco ¢ e vizinhanca W

do zero tais que ¢(0) = I, ¢(W) o & e X = $'(0). Seja () =
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¢(t). Y.&(t)_l, para t € W3 temos que ¢ (t) € g, pois ¢(t) e 6

Y ¢ g. Assim $(t) & arco derivavel em g tal que ¥(0) = Y, por

28'

a

tanto ¥'(0) e g. Mas -2 o 90CV) v oyl oy oy -dqoceyt
- dt at T oat
= ) vyl - oLyl SQ00ED iyt
at dt

-
e dal segue-se que

p'(0) = X¥ - ¥X, portanto XY - ¥X € g.

2.1.9 -~ lema: 8Se X g g entdo a equagao

da(t) -
dt

al{t). X , a(d) = e W

tem uma Unica solucdao a(t) g G, =~o<-t <+to,

Demonstracac: Com estudo semelhante ao que se faz pava e-

quagdes diferenciais, mostra-se que a equagdo (1) tem uma solugdo

local pr5xima de =0, definida_para 0 <t <a, com a > 0. Cha~

memos esta solucao de .&l(t). Por inducao, estendemos

ra todo t > Q:

A partir de a (t) definida para 0 < t < na, obtemos

an+l(t), definida por

(t)

o a {(t) , se 0 <t< na

n+l

8]

an(na);al(t*na) , .Se na < t <(n+tl)a

de modo que 3

o
nt+l

an+l(t) & uma extensao de an(t). E facil wver

a; () pa

que

)

. A . ~ +
(t) satisfaz (1). Assim construimos uma funcgao \ax(t), sa=- -
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tisfazendo (1), para t > 0 :

dal(ty N
—re—— = o ()X , 0 <t e e o (0) = e.
dt x -

Finalmente, definimos

. - _ _
a (t) = a_x(jt) s T~ <t <0
e obtemos
- + _
da, (t) d(oa__{-t)) ,
X = - X = (1) -4 afx(s) - = - atx(-t)(HX) =

dt | dt ) ds sz~t

= o (t).X,
X

de modo que a;(t) satisfaz (1) para = < t < 0., Como d;(U) =

m;(O), encontramos entao ax(t) para todo .t real.

Mostremos agora, a unicidade de a{t). Sejam ul(f)_e ag(t)
duas solugdes da equagao.(;)l Seja A_;;f % & R ul(t) ¥a2(t)}.09
mo &y e o, s3do continuas e G & de Hausdorff,.temos que A & fe
chado. A & aberto devido a unicidade da solugic e A # @, pois COcA.
Como o conjunto dos numeros reais & conexo temos A = TR 1

A aplicacgio a{t) = exp(t¥) & solucio (inica) de (1). Te-

mos entao

~%¥ (exp tX)} = (exp tX).X
e o seguinte
2.1.10 - Teoremar Para X fixo, a aplicagao t ——> exp(tX)

& wn homomorfismo de IR &m G. Assim exp{s+t)X = exp{sX). exp(tX).
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Demonstragdao: Seja s, fixo e considermos a aplicagao

h{t) = (exp SOX)-l. exp [so+t)X .

Temos entao hi{0) = e

_dhit) . (exp SOX)_l. exp[ (s,+t)X 1 X = h(D)X,

dt | |
portanto h{(t) . satisfaz a equagao (1). Logc h(t) = exp(tX), con-
sequentemente 'exp(tXD = (exp SOX)_l. exp [ S+t IX ], o que con -

clui a demonstracgao. ; . ]

2.1.11 - Corolario: exp(tX) e exp(sX) comutanm,

Demonstragao: Trivial. o .

2.1.12 - Corolaric: Se n & um numero inteiro, (exp X)) =
= exp{n X). Em particular, (exp X)_l = exp(-XJ.

Demonstragac: Imediato. : ' > o ]

2.1.13 - Corolario: (exp X)X = X(exp X)

Demonstracao: Imediato. []

2.2 - A ALGERRA DE LIE

Vamos definir agora a algebra de Lie em gevral e esgtudare-

mos algumas de suas propriedades,

2.2.1 - Definicdo: Seja V um espagoe vetorial sobre um

corpo K. Dizemos que V- & uma dlgebra, se estiver munido de uma
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multiplicagao, tal que:

1)y Oy = Axy) = x(Oy) ,

1i1) (x+y)z Xz + Yz e

cz(xty) zx + 2y , ¥ x,vy,zeV e ¥ Aeg K.

Se a multiplicagao for associativa, a dlgebra diz-se asso-
ciativa. Uma subdlgebra de V & um subespago vetorial de V, que
e fechado para a multiplicasdo. |

0 _conjunto M, dé:todas as transformagoes lineares de V em

V, com a operagac composigao € uma algebra associativa,; chamada &l

gebra das transformacoes lineares.

: - . -~
Dada uma algebra A e a c A, a aplitacaoc La : A —> A
definida por L, x = ax & uma transformagao linear. E fdcil . ver
o= + ol o= - 1e S A é associativa, vale
que L,y La Ly > a Laa_ e que se 8 y vale

Ly *° L. LbeA aplicagao ¢ A —> M dada por $(al) = L,» onde
M & o conjuntoc dos opefadores lineares em A, € um . homomorfismo
entre dlgebras. Se ¢(a).= $(b), entdo L, = L, isto ¢,ax = bx ?g
ra todo x € A, Se A possul identidade 1, temcs a = b, portanto
¢ & injetora. Com isso, ¢ & um isomorfismo entre . A e uma subSl—

gebra de M. Consequentemente a algebra A pode ser representada

por uma subalgebra de End, (&) = M.

2.2.2 -~ Definicdo: Seja- A uma dlgebra asscciativa. Chama

remos de produto de Lie em A a aplicacdo [,}: A ——> A, defini-
da porp

[ x,vy ] = xy - yx.
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0 produto de Lie tem as seguintes propriedades:

i).[xl*'xz'}YI [x1$y]+[x29y]’

]

iy Al x, vy ] = [Ax, vy ] =[x, 2y ],

ii) [ x y. + vy

A ) [ x, vy T+ lxy, 1,

iv) [x, x] =10,

v) [ x,-[.y, Z ]]

+

[ Vs [ Z, X ]l + [ Z, [ x,_y ]]z 0,

in, Xos Y135 Y95 X5 ¥, 2 € A e ¥ A £ K,

A propriedade (v) & chamada identidade de Jacobi.
A Slgebra munida de um produto de Lie & chamada ALGEBRA DE
LIE da algebra associativa. 0 espago vetorial #(n, R) das matri

zes reais nxn, com o produto usual & uma algebra de Lie.

No caso geral definimos

2.2.3 - Definicao: Um esﬁago vetorial V, sobre um corpo X,

de caracteristica zerol'é uma 5lgebra'de Lie, se existir em V, u-
ma operagdo [,], tal que
iy [,] & bilinear
i) [x,x 1 =0 , ¥XeV
iii) [: X, [Y, ]] + [ Y,[ 2, X ]1 + ['z,[ X, Y ]] =0,

¥X, Y, Z e V.

2,.2.% ~ Definicao: Uma subalgebra de Lie de uma. algebra de

Lie A & um subespago vetorial B de A ‘tal que { X, Y ] & B, pa-

ra todo X, ¥ & B.
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A partir da algebra M, descrita em (2.2.1), obtemos a al-
gebra de Lie M; ; mostra-se que toda dlgebra de Lie é isomorfa a

uma subalgebra de Lie da adlgebra de Lie M .

2.2.5 ~ Proposigdo: Com a operagdo | X, Y] = XY - YX , o

conjunto g descrito em (2.1.6) e uma algebra de Lie.

Demonstracio:
i) bilinear {(imediato).
P K, X ] = XX - XX =0 , ¥Xe g,

iii)[ X, [ v, Z j] + [ Y; [z, X j] + [ 7z, [ X,Y ]J =

(x, vz -2v] + [y, 28 ~-x2)+ [z, xy -¥x] =

X(YZ ~ 7Y) ~ (Y2 - ZY)X + Y(ZX = XZ) - (ZX = XZ)Y +

+ Z(XY - YX) ~ (XY - ¥YX)Z =

1

XYZ - XZY - YZX + ZYX + YZX - YXZ - ZXY + X2Y

* ZXY = ZYX - XYZ'+ YXZ = O ’ ' 7

2.3 = ALGUNS EXEMPLOS DE ALGERRA DE LIE

a) 0 exemplo mais simples de algebra. de Lie & o conjunto
dos numeros reals com as operagoes usuais.

b) 0 grupo de Lie Gl{n,R), das matvizes reais nxn inver
siins tem por algebra de Lie, o conjunto Mi{n,R) das matrizes
reais nxn, com as operagoes usuais.

¢) Se Gl e 82

£rs respectivamente, entdc ao grupo de Lie Gl X 62 assocliames a

sao grupos de Lie com Algebras de Lie g, ¢
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algebra de Lie g, X g,. Assim, R & algebra de Lie de dimensdoc n.
Sejgm L Xy Xps enes X, } base de uma algebra de Lie g abeliana
(isto e, [ X, ¥ ] =0 ¥X, Yeg) e{ €15 €55 +ee en} bhase ca
nonica do IR, A aplicacio ¢: g —>IRDN dada por $(X;) = éi e um
€ um isomorfisme entre espagos vetoriais e tambem isomorfismo en-
tre algebras de Lie, pois ¢[-Xi, Xj 1 = 600) =0 = [ €51 @5 ] =
- _[¢(Xi)’ ¢(Xj) 1. Portanto, toda algebra de Lie abeliana de di-
mens3o n & isomorfa a RI.

d) A algebra de Lie.do'grupo real afim A(n), descrito em
(1.4.9) & o conjunto das matrizes da forma ¢ §'§“),‘onde A &€ u~

ma matriz real nxn arbitrdria e £ & R". Denotando por < AL > um

elemento genérico dessa algebra, temos
i) < AlL> . < Blk> = < ABJAk > e
ii) [< Ale > 5 < Blk » J =< Alg> . < Bfk > - < Blk >.

< AlL > = < ABJAk > = < BA|BL >= <[ A,B ] |Ak-Bz >.

Consilderaremos agora, alguns casos especiais de subdlge-
bras de Lie da algebra de Lie M;, onde M & a dlgebra associati-
va das transformagoes lineares em um espago vetorial V de dimen-

sao finita sobre um corpoc k.

2.3.1 - Algebra de Lie Ortogonal

Seja V um espaco vetorial munido de uma forma  bilinear
 simétrica nao degenerada < %, ¥ > . Toda transformagao linear A

em V admite uma transformagiac adjunta A , relativa a < x, v > ,

isto e,
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< Ax, y > = < X, Ahy > 5, ¥x, ye V.

A aplicagaoc A —> A*. e um anti-automorfismo na dlgebra
M, pois
i) (a+B)" = A" + B
i) o' = aa®
111) (AB)T = B%A* , YA, BeM, ¥\ £ k.

ata

Seja H={ A e M, A" = ~A }. Vemos que H & subespago
de M e que se A e‘B sdo dois elementos de H entao {_A, B ]*z
= (a8 - BA)" = (aB)" - (Ba)" = A" - "B =BA-AB = -[A,B],
isto €, [ A, B ] e H; portanto H € subilgebra de M .

Se K & o.corpo dos numeros reais, entdo a algebra de Lie
H & a 3lgebra de Lie do grupo crtoéahai de- V, relativa a < x,y >.
Este € o grupo das transformagaes lineares 0 em V, que sac orto

gonals no seguinte sentido.

< 0x, Oy > = < x,y> ', ¥x, v e V,

2.3.2 - Rlgebra de Lie Simplética

Seja < x,y »uma forma alternada nido degenerada, isto &,
< X, x > = 03 temos que dim V = 2n. Seja A& a forma adjunta de
A relativa a'< %, v >. Entac o conjunto H = { A e M; A = ~A } &

uma subdlgebra de M. Esta dlgebra & chamada dlgebra de Lie simplé

tica H, da forma alternada < x, v >.

2.3.3 - Algebra das derivagdes

Seja A uma algebra qualquer nao associativa. Uma derviva-
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gac D em A € uma transformagao linear de A em A tal que
Dixy) = (Dx)y + x{(Dy) , ¥x, vy & A,

Denotaremos por J2(A), o conjunto das derivacdes em A, As-

sim, se Dl e D2 sao dois elementos de 0(A), entdo

(Dl + Dz)(xy) = Di(xy) + Dz(xy) = (Dlx)y + x(Dly} +

+ (sz?y + xFDQy) = (Dlx + D2x)y + x{Dly) + Dzy) =

[H

[ (Dy * Dzjx_]y +x [ (D; + D,y ]., o que significa que
D, + D, e J0(A),

"
AS

Analogamente, se Dl £ 0CA) e A & K, entéo ADI e DAY,

Além disso, com D, e D2 EJQ(A), temos

Tl

(DlDz)(xy) = Dl(D2 xy) = Dy [(sz)y + x(D,y) 1 = Dl[ (D,x)y ]+

+ Dy [x(Dzy)] = {Disz)y + (Dz'x)(Diy) + (Dlx.)(DQy) + x(DlD;_,y).

Trocando Dl.por D2 , vem ”,(Dle) {(xy) = (D2D1x2y+ (Dlx)(Dzy) +
(sz)(Dly) + x(DQDly). iogo, ['Dl3 D2 j (xy) = (DlD2 - DéDl)(xy)=
= (DyD,)(xy) - (Dznl)(_xy) = (DyD,x)y = (D,Dyx)y + x{(D D,y)

= x (D,Dyy) = (DyD,x = D,Dyx)y + x(DyD,y = D,Dyy) = U (D,D, -
DZDlix_]y + x [ (DyD, - DDy | = (D, Dz'}x)y + % ([ D,D,]y).
Assim, | Dy D2_] ed0(A); portanto #0(A) & uma subalgebra de Lie

de ML. A dlgebra de Lie assim obtida & chamada Algebra dag deriva-

gdes de A e e a algebra de Lie do grupo dos auvtomorfismos em A,

se A for uma algebra de dimensdao finita sobre o corpo dos nume-

ros reais.
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Seja A uma algebra associativa e sejam L.e Ré transla-

goes a esquerda e a direita respectivamente, determinadas pelo ele

mento a., Fazendo D, = Ra—La, temoé Da(XY) = {xy)a - a(xy) =xay-

~-xay + xya - axy = {(xa-ax)y + x(ya-ay) =(Dax)y + x(Day), ~portanto

D, e uma derivacdo na algebra A, chamada derivagio intérna deter
minada por a. |

Para cada elemento fixo a de uma algebra de Lie L, consi-

deremos a aplicagdo linear

ada : L -M—D_L

) b ———% [ x,a ]. |
Como [ [ XY ]?a] + [jﬂ Ya@_]}%.] + [ [ a,X ],y] = 0, ée—

gue-se que  ad, r x,y_] :.[ [.x,y },é] 2—[ [ v,a jsx] -

clramty ) =l Tyl o [Tmalw) =[x aay1s
+ [ ad_x, y ], o que nos permite concluir, gue ad, & uma deriva-
cdo, que também & chamada devivagao interna determinada pelo ele-

mente a e L.

2.4 - DECOMPOSICAO DE UMA ALGEBRA DE LIE’

Mostraremos neste paragrafo, que se A & uma subdlgebra’
completa e um ideal em uma Slgebra de Lie L, entioc L pode sep

decomposta na soma direta L = A ® B, onde B & um ideal em I..

2.4.1 - Definicao : Um subconjunto naoc vazio B de uma

algebra nio associativa A diz-se um ideal em A se
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i) B & um subespago do espaco vetorial A e

ii) Para todo a e A e todo b & B, tem-se ab, ba £ B,

0 subconjunto L' = {[ a,b ] ¢ L; a,b ¢ L } de uma AJlge-
bra de Lie L & um ideal. Mais ainda, um subespagco B de L & um
ideal se e somente se [ a,b | € B, para todo a e L, e todo b & B.

-

{ael; [a,x J=z0, ¥x e L} de I & um

Também o centro B(L)
ideal e vemos que: L € abeliana se I = B(L), o que equivale a
L' = {0}.

0 conjunto das derivagdes internas de uma algebra A € um

subespagd de Aj; alem disso, de D & uma derivagio em A, temos

D{ax) = (Da)x + a(Dx),
daj Dlax) - a(Dx) = (Dadx, = -
ou seja, D(Lax) - L, Dx = LDax’

na ° Assim

[D, Da] = {'D, La - Ra] = [D, La] - [P, Ra] = LDa - RDa_:.DDa'

portante [ D, L, ] ;’LDa . Analogamente | D, R, ] = R

Desta forma, se I & derivacido interna ¢ D £ uma deriva

ad = Lpg = Ry, » que @

também derivagac interna. Podemos assim concluir que o© conjunto

cdo qualquer, temos [ D, I ] = [ D, L, = R

das derivagdes internas-de A & um ideal em J(A).
- I N ] -
Dizemos gque uma algebra de Lie e completa se seu centro e

{0} e todas as suas derivagoes sao internas.

2.%.2 - Proposicao: Se A & uma subdlgebra completa e um

ideal em uma élgebra de Lie L, entao L pode ser decomposta na

soma direta I = A®B, onde B & um ideal em L.
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Demonstragac: Seja B o centralizador de A, isto &, B =

={bed; [ xb] =0, ¥xeA?l}. F facil ver que B & um subes-
pago de L. Se be B, e aeLentdo [a,x] eA e[ x,b] =0,
para todo xle A,

Com a identidade de Jacobi

[ tovadl e Do tax ] v Lo, [on 1 =0,
temos [ X, [ é,a ]]'+ [ b,x' ] = 0, onde x' = [ a,x-] e A.

Assim [ b,x! ] = 0, portanto [ X, [ b,a ]] = 0, ou seja
[ b,a ] € B. Logo B & um ideal enm L.

ngo elemento ¢ de Ai)B esta no centro de A, que por
séer completa, temos ¢ = 0 portéhfo- ANB= {0}. '

Como A & ideal, para todo a ¢ L, a aplicagao ad_ leva
A em A, portanto induz uma derivagdo. D eﬁ A. DIssa derivagac e in-

terna, de modo que existe k ¢ A tal que D_ = [ x,a'] = { x,k],

para todo x & A. Dal temos xa - ax = xk - kx, ou seja x{a-k)

]

{a-k)x.

Fazendo 'b = a~k, tem-se b £ Be a = b + k, portanto L

A+ B. Como AnB = {0}, temos L = A®B. ' ]

2.5 = RELACAO ENTRE ALGEBRA DE LIE E GRUPO DE LIE

-~ » -2 .
Completaremos este capltulo, relacionande algebra de Lie

com grupe de Lie.

2.5.1 - Definiclo:  Dado um homomorfismo diferencidvel O

- - - * - - e ' Ly
entre dois prupes de Lie” 6 e H, estendemos @ as algebras de Lie
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geh de Ge H respectivamente, definindo &, , g —> h por
0,(X) = —% ¢ B (IN e h.
' dt t=0
Reciprocamente, dade um homomorfismo £ : g —> h entre
as algebras de Lie, definimos 3 o= {( g 8(A))5 A eg }; portanto

i o M(anjagﬁ‘ficil'verificar que J & uma algebra de Lie. Seja

el o grupo local definido por

A 0 - eA 0 )
G fCA) h 0 eQCA)
Definimos Q@ : 6 —> H da seguinte maneira
feefy = MM

Finalmente,_estendemoé Q para todo G.

2.5.2 - Lema: Se f: 6 —=> G' & um homomorfismoc entre

grupos de Lie e f,: g ——> g e o homomorfismo Iinduzido entre

suas algebras de Lie, entao para todo X € g +tem~se L(exp X) =

= exp(f, X), isto &, o diagrama seguinte comuta

f

G > G

. Texp T@.XP

Se f ¢ homomorfismo lecal entao a igualdade acima & vali

da para X em alguma vizinhanga do zero.

Demonstracac: Imediato. |
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2.5.3 - Teorema: Se g e g'!' sao algebras de Lie dos grﬁ~

pos de Lie G e G', respectivamente, entao g e g' sao isomorfas
se e somente se G e G' s3ao localmente isomorfos. Se G e G' sao
simplesmente conexos, entac g e g' sao isomorfas se e somente se

G e G' sao isomorfos.

Demonstracac: A demonstragao decorre do lema anteriocr, da

definicao (?.5.1) e do copolario (1.4.10).

_ | | -
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CAPITULO ITII

CLASSIFICACAC DAS ALGEBRAS DE LIE REAIS,

DE DIMENSAC 1,2 e 3.

Utilizando a algebra derivada g' = {[ X,Y ] 3 X, Ye g },
que. € uma subdlgebra de Lie da ilgebra de Lie g, estudaremos  as
propriedades que uma base de g deve ter. Em seguida, exibiremos
uma algebra de Lie, suficiente.para caracterizar todas as algebras
de Lie de cada caso. Descrevemos assim, a menos dé isomorfismo, to

das as algebras de Lie de dimensao < 3.

3.1 - Teorema: Toda élgebfa‘de.Lig real de dimensdo 1 & i=
somorfa a R.

Demonstragdo: Seia . {X} uma base para a dlgebra de Lie g.

Entao g' = {0}, istoc e, g ¢ abeliana. Ja vimos que o conjunto dos
numeros reais, como espago vetorial sobre R & uma dlgebra de Lie
abeliana de dimensao 1. Se h & uma Algebra de Lie de dimensdoc 1,
.entﬁo h & isomorfa a R, como espago vetorial e o iscmorfismo &

obviamente um isomorfismo entre adlgebras de Lie. ]

3.2 - Teorema: Toda algebra de Lie real, de dimensio 2 e-

iscomorfa a:

(1) R2 ou

(2) a@) = {(38)sa,beR}

Demonstragac: Seja g uma algebra de Lie de dimensdao 2,

com base { X,Y }.
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a) Se g' = {0}, entdo g & abeliand e consequentemente g

- . 2
¢ isomeorfa a R-.

b) Se g' # {0}, entdo g' tem dimens3o 1 e € gerada por
[ x,Y ]. Podemos supor que g' & gerada por X, portanto [ X,Y ] =
X # 0. Trocando Y por B—lY, obltemos [ X,Y ] = X. Qualquer ou-
tra Algebra de Lie g', com base { Xl,Yl } tal que [ Xl,Yl ] :'Xl
& isomorfa a g. Basta definir a aplicacao linear ¢: gi —_> g

tal que $(X;) = X e $LY) = Y.

) 01 -1 0 ' , ' -
Tomando X = (0 0) e Y = ( o O) , temos que { X,Y } e
uma base para a algebra de Lie a(l) = { (g g) ; a, b e R} e vale
[ X,¥ ] = X, o que conclui a demonstragdo. ]

3.3 - Teorema: Toda dlgebra de Lie real de dimensdo trés &

isomorfa a uma tGnica das seguintes algebras:

(1) RS,

(2) {< Ale> e a(2); A mﬁlfiplé escalar de {g é) b

(3u)'{< Al2> & a(2); A miltiplo escalar de _(é g) },
para o fixo, Id]i 1,
i o . . 11
(4) {<A[2> e a(2)3 A multiple escalar de ( }.
v ) - (- a o -1 1
{543 {<A|£> £ a(2); A multiplo escalar de (: r,
para o fixo, a > 0,

(6) su(2}

(7Y sl(2,R).
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Demonstracao: Vamos examinar as'possibilidades para g':
a) Se g' = {0} , entaoc g & isomorfa a Rr3.

b) Seja g uma adlgebra de Lie com base { X,Y,Z }, tal que
g' +tenha dimensao 1. | |

) Suponhamos g' ¢ 6, onde & & o centro de g. Podemos
considerar g' gerada por X; dai X ¢ & ou seja, X comuta com
todo elemento de g. Em particular; comuta com Y e com Z,” o que
‘nos fornece [ X,¥ ] = [ X,2 ] 5 0. Portanto g' deve ser gerada
por [ Y,2 ] e sem perda de generalidade,ﬁodemos admitir que_[Y,ij

= X, Obtemos assim, a seguinte tabela de multiplicacao:

%0 ]
[v.2)

[ x_,z ]-f, 0

X

I

Observe que 'g' < 6, pois para todo F g€ g' tem-se F.-= )X,

para algum X ¢ R, e dai

[ F,I}'( 1 = [ 2,X ]'"

= 0
[F, Y] = [ A6,Y ] = 0
[E,2] =[ %27 =0,

ou seja [ F,H] = 0 para todo H e g.

Consideremos g = {<A{f> e (2); A miltiplo éscalar u de
(68 tese x= <tilgg)l () >ev=<v.(g0) 1 (3 >

sao doils elementos Quaisquer de g, entéo[ X,Y ]=<O| (8 El).( g)f -

(g 82). (?)'>= < O| (tid"t2b) > , gque Dertence a g. Portanto g
0 .
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subalgebra de Lie de a(2).

[ORY

Tomando X = < O |'(é) >, ¥ = < (8 é)'[ (8) > e 2 =
< 0] (2) >, constituindo uma base de g, encontramos

L5y ]

0 e

[ X,2 ]

[v.2] =<0l (I5,(°%) - (99).(8) »=<of (}) »=

X. Esta dlgebra de Lie, caracteriza, portanto todas as algebras

de Lie de dimensdo 3, tal que g' tem dimensdo 1 e g' < 6. Temos

assim (2).

b2) Se g' ¢ 6 , entao podemos\édmitir que [ X,Y ] = X. As
sim X e Y gevam uma Algebra de Lie h, de dimens3o 2, que & nio
abeliana, pois h' = [ h, h ] = {{awX;.0 e R} # {0}. Como -g'c h,
temos que h e um ideal em g, pois |
i) h e suﬂespago vetorial de g,
ii) Para todo Heh e todo G e g tem-se G.=,u X + B Y+

+YZ e H ='aX + bY , com  a,B,Yy,a,b € R; portanto

8]

THX] =[ax+bY, X] =b [Y,X] = = bX € h,

[y ]
[ #,2 ]

conseguinte,'[ H,Z e h.

[ ax + by, Y )

ak e h e

[ a¥x + bY, Z ] | af x,Z2 ]+ b[ ¥, 2 Je g' e por

1]
H

Logo [ H,G Je h.-
Dado 7 = alX + aZY, um elemento qualquer de hj como © cen

tro de h é o conjunto ®(h) = { F = aX + bY; [ F,Z2 ] = 0, ¥ Z & hn},

devemos ter faX + bY, a- X + a, ¥ 1 =0, isto e, a P [ X, Y ] +

1 2
+_bal[ Y,X ] =0, ouseja (aa, - ba,) X = O.
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Logo at, = balT; como deve valer para todo o, e a, reais,
temos a = b = 0. Portanto F = 0, isto &, +#(h) = {0}. Além Qis-
so, como todas as derivagdes sdo internas, segue pela proﬁosigéo
(2.4.2) que a algebra g pode ser decomposta em g = hel, onde £
& um ideal em g. Podemos concluir entdo, que £ & gerado por 2.

Como h e £ sao ideais, temos [ X,Z ] € h n £, portanto
[ X,Z2 ] = 0. Igualmente temos [ Y,Z ]= O. Resumindo, temos a  se-

guinte tabela-de multiplicacgao:

[ X,¥ ]
[ X,z ]

Observe que podemos considerar g = a(l)® R , Consideremos

X, portanto g' ¢ 6

[ Y,z ] = o.

1]

agora o subespago vetorial g = { < Al%> e-a(2); A miltiplo esca-

lar de (é 8) } dg a2). Se X = < (él g) | (g) > e

Y = < (22 8) ! (g) > saohdoi? elementos quaisquer de g, entdo

Doxd= < 000) (29| (0) (5) - (529) (3)>

= <0 [(Alc-AQa) > e g, 0 que significa que g € subalgebra de
Lie de a(2). |

Tomando a base.{'X,Y,Z } de g, ende X =< 0O | (é) >, Y =

<3 er <l (§) o

temos

[x¥] =X

[x,2] = [Y,2]

1]
[an ]
*

Esta algebra de Lie caracteriza, portante todas as alge-
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bras de Lie de dimensdo 3, com g' de dimensi3o le g'@¢ B . Te-

mos entao (3.,) para o = 0.

o

c) Seja g' de dimensdao 2 e { X,Y,Z } uma base de g. A-

firmamos que g’

nao pode ser a algebra de Lie ndo abeliana h, ge
rada por X e Y. De fato, se tal ocorresse, teriamos h completa,
entao g = h®f, sendo: £ a algebra gerada por Z. Dai, g' = h' ‘e
L' = {0} ou seja h = g' = h', contradigac pois h tem dimensdo 2
e h' tem dimensao 1.

Portanto g' € a élgebra.abeliana gérada por X e Y, isto
e,[ X,Y] = 0. Como g' tem dimens3o 2, deve ser gerada por[X,Z]!e
[_Y,Z ]; consequentemente, a aplicagao linear adz; g —> g, defi_

nida por  ad,(X) ={ Xy2 1., induz_uma aplicacao linear  injetora

em g'. Devemos ter entao

i, . T k,y j

= 0
(1) [ X,Z2 ] = aX + BY
[ Y,2 ] = vX + oY.

Como[ X, % ] e [ Y,Z ] devem ser linearmente independentes,

o B

e i'a\-!" - .
¥ o) e nao singular

temos que a matriz A = (

Analisemos o que ocorre com a tabela de multiplicacac (1),
quando aplicérmos ﬁma mudanga de base em g.

Uma escolha de base,significa o seguinte: escolhemos uma
base {¥X,¥Y} para g' e complementamos <com Z, de mode a obter uma
base para g. Uma mudanga de base em g' implica em uma mudanga da
matriz A para uma matriz equivalente _M_lAM. 0 tipo de mudanga a

ser feita em relacao a Z, consiste em sua substituigao por pZ + W,
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"

com p real ndo nulo e W e g'. Entdo, W = aX + bY onde a,b ¢ R e

resulta que

[ X,02 + aX + bY |

[ X, oz +.w] ol X32 ] e

[ Y,p2 + aX

+

bY ]|

1

[ Y, 07 + W ] ol Y,z ].

Assim 4, & matriz A € transformada em uma matriz pA, com
pZ 0. Portanto as diferentes matrizes que podem ser usadas em (i),
sao_as matrizes nao nulas, multiplas das matrizes equivalentes a A.
Com isto, temos uma correspondencia entre as dlgebras de Lie g de
dimensao 3, tais que g' tem dimensao 2 e as classes de conjuga-
goes no grupo colinear bidimensional..\

A matriz A, sendo inversivel, naoc tem zero como autovalor

e-0 polindmio caracteristico pode teri..

-« . ] g .
cl) duas ralzes distintas, que pela forma canonica de Jor-

‘dan nos da uma matriz do tipo

(% 2) , com |al< 1, af 0,1,

02) duas raizes iguais. Neste caso, basta considerarmos

‘duas raizes iguais a 1, ou seja, uma matriz do tipo

(53)

03) Nenhuma raiz real, bastando para isso, considerar o ca
.~ - . n 2 .
so em que o polinomio caracteristice e x  + 1, o que equivale a

usarmos & matriz

(_g i) , com o > 0.

Explicitaremos a.seguir, uma algebra de Lie para cada casoi
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I-) Consideremos o seguinte subespac¢o vetorial de a(?2)

8y = {< A|l£> e a(2); A multiplo escalar de (é 2) }, onde o« fixo,

o # 0,1,]al< 1. |
' Se X = < tlA]£-> e Y =<t2A|K > 330 dois elementos quais

quer de g, entao

[%,¥ 1= < tyt, (5 02) |8k > <1 (1 0 )ItzAz > -

0 %

& uma subalgebra de

=< oltlhK—tzAg > e g, » 1isto &, £,

Lie de a(2).

Tomando X = < 0 i (é) >, Y =

P

01 (9) > e

Z = < ("é “g) | (g) >, com jou] <1, a # 0, elementos coisti—

tiindo uma base para g -, obtemos ~ v~

[ X, ]
[ %2 ]

0,

< o] (é 2) (%) > - <o (3) > =1 x+o0v e

A

vzl =<0l (29)(0) =<0l (9) 5 =ox+ar,
que nos fornece a matfiz A = .(é g) s descrité noc item (cl).

Esta algebra de Lie caracteriza todas as algebras de Lie

nestas condigdes. Temos entio (3,0

IT-) Seja agora, g = {< Al2 > & a(2); A miltiplo escalar
(é i) }. £ facil verificar que g & uma subdlgebra de Lie

de a(2). Como X =<0 | (7) >, ¥=<0]| (3) >

de

. -1 —1) {0 , , o
7 = < -( 0 -1 | (O) > constituem uma base para g{ temos a se

guinte tabela de multiplicagao:.
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[ %Y ]

n
o
-

[x,z]:<0|(-}_%) (g)'_>=<o;(i)>=x+Y
[Y,z2] = < 0] (%%)(é) > = < Qf (é)':‘zy,
produzindo a matriz A = (é %) , descrita em (cz).

Esta algebra de Lie, € a {nica, a menos de isomorfismo,nas

condigdes acima. Isso nos da (4).

III-) O conjunto g = {<A|2> ¢ a(2); A miltiple escalar

0 -1
1 O

{%Y,2}, onde Xx=<0| (J) >, v=<o|(5) > e

de ( ) '} & uma subélgebra de Lie de a(2), que tem base

Z = < (gu_é) | (g) >, Temos eﬁtao

[y ]

= 0,
(%2 ] = <l(25) (2) > =<0l (5) »=¥
fe )= ol (35) (3) > = <ol (9) > =,

(_O 1

que nos fornece a matriz A = 10

) , descrita no item (cy), quan
do o = 0.
Esta algebra de Lie, caracteriza todas as Algebras de Lie

com a mesma tabela de multiplicagao. Temos assim (5.,

IV-) Seja agora, g = { < A|Z > £ a{2); A m@ltiplo esca-
T —i) , o > 0}. Facilmente verifica-se que g & uma sub

dlgebra de Lie de af(2).

lar de (

Tomando X = < Q| (é) > , ¥ =< 0 (g) > e

2= < '(:g_i )I (E;) > , formande uma base de g, temes a seguin-
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te tabela de multiplicacgzo:

1
o

[ %, ]
[ X,z ]
[v.]

< 0f (;) = o X+ Y

< o{("i) >= =X + a Y.

. . o 1 . :
Obtemos assim, a matriz A = (~1 i) » descrita em (c,),. pa
ra o > 0,
Esta algebra de Lie, com as condigoes acima & Unica, a me-

nos de isomorfismo. Temos entao (54).

d) Finalmente, falta considerar o caso em que g e g' tem
dimensao 3.

Seja { Xys Xys Xq } uma base para .g e fagamos | Xy Xg 1=

= Y55 ['X3, X l=Y,e [ X2 X, ] =Y,. Como geg' tem a mes
ma dimensdao, entao {-Yl’ Y., Y, } também € uma base, portanto Y. =

3
= I o,:. X., onde A = (o..) & uma matriz naoc singular. A condi
j:l 13 3 _ S . o -
gdo de Jacobi [ Xy, [ X, X, 11+ 0%, [ X, x_1 11 +

+ | Xg,[ X5 X%, 1] = 0, nos fornece |
[XP%;]+[KTQJ t [ X ¥y ] =0

e dal, 0= [ Xy, ap) X *ag, X, +oogy Xy 7w [Xphagy Xy vayy X 4

¥, Xo ]+ Xy, gy Xp ¥ agy Xy 4 @gg X ] o=

oy, [ Xl,X2 ] * 04 [ Xl’k3 ]+ agl[ X2’Xi] + m23[ XQ,Xg 1+

+

agy L XXy I+ ag, [ XX, T =

Y~ oy,

%12 Ty T Oy Ty tgg Yy Foog¥y moag, ¥ =
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(dyg = @gy3Y) + Cagy = ay)¥, + (ay, = ay;)Y,.

Como { Y, Y, Y, } & base, temos oa.: =

1 aji , ou seja, A

é uma matriz real siméetrica.
Se {Xl’XZ’X3} e uma segunda base, temos Xi = I f.. X.
gerando uma matriz M = (uji) nao singular. Fazendo lz[ iz,xg_],'

Y, =l X3,X) 1 e Y, = [ X)X, ] , temos para qualquer permutagdo

ciclica (i § k) de (1 2 3) que

— — — J ‘3

Y; = [ X.,X = [ I wi X,
*. 177k p=] T

|13 e AL

uksXs_ ]':

"
“

s=1

[rgpXy * wypy + Mygkas Mg Xy WXy + Xy ] @

(gpieg = B3 W) DXy 14 gy meg ™ myg m) [X%5 1

"

Cugg by ~ My M? [ XX 1 o=

= U Myp Mg ™ Mg WPy T Ogg Mg T Ry Wead¥p b G Wy T
3 -
_ “j2 ukl)Y3 = 'pEl Y Yr' Assim, a matriz de mudanga de base
{ Yi} , 1 = 1,2,3 para | ?i} » 1= 1,2,3 a
Moo H33™HosMs2 Haoty3™Hagtq ) 12237 HygH 59
N:(Tij)zu_“za H31™Ho1M33 LR L S L Hi3Ma1H11Mes

Ho1 Mgo7HaoMsn HaiHizo™MaoM1a HiaMao™Hig¥on /.
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Por outroc lado, sendo M = B11 Hpp Hgq\ ., temos

W13 Hy3 Hzg
| /”22“337“23“32 HygHgy “HygWzy  HypMo3THygls,
cofat M =] M23M317M21M33  Hi1¥sz THis¥syr  MigMo1MiaMoes | o=w.

H21M32 MooMar MioMa1 "MiiMaz  MiiMozMigMoy /

Entao
(Mt)_l = H——lv——(cofat 1*'11:)-t S ((cofat MY = — 2 cofat M,
det(M") det M det M

portanto, cofat M =(det MXMt)fl , Ou sejg

N = (Yij):(det N)(Mt}_ *

Denotando por A a matriz de'mudanga da base {ii}, i=1,2,3,

para a base ”{?i} i=zl,2,3, temos o seguinte”diagrama

M -—
{Xi} G {Xi}
Al | A
¥ ¥
N
{¥.} —> {x.1 ,
(2) onde A = NAM L = (det M) (Mt)”l a.mML,

Dizemos que duas matrizes A e B  sac multiplicativamente
cogradientes, se B = thAP, onde P €& uma matriz nao singular e p

& um elemento nao nulo do corpo K{no noso casoR ).
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2 =2

Entao 0 = p det P # 0 e temos B = p 00 plap =

= p02(0 1 t)A (0 P = po?o”t PYT.A.(6”T P). Fazendo Q = o %,
isto &, Q' = ¢"'P, temos

B = po (Q“l t, .Q-l = pUZ(Qt)_l. A.Q—l.
Como as matrizes sao de ordem 3x3, det(UP-l) = 03 det(Pﬁl), por-
tanfo p02 = g (Up l -1, da(det P)_l = 03 det(P-l) =‘det(0PTl) =

= det. Q. Assim, temos B = (def Q)(Qt)*%.A.Q_l e por conseguinte

a condigdo (2); o que nos permite concluir que as matrizes ini-
N .

clais A-e_ﬁ sao multiplicativamente cogradientes.

Desta forma, a cada élgebra de Lie deécrita neste caso, as
sociamos uma Unica classe de maffiées4-simétricas_nao singulares .
multiplicativamente cogradientes e teremos tantos tipos distintos
de algebras de Lie duantas forem as classes de tais matrizes. Como
A & uma matriz simétrica, seus autovalores 550 reais e A pode ser
diagonalizada por uma franéformagéo D = Ut‘AU', onde U & uma ma-
triz ortogonal, cujas colunas sac formadas por vet&res proprios or
togonais de A, portanto, cada classe de matrizes multiplicativa-
mente cogradientes contém uma matriz diagonal da forma

a 0 0O
O b O _
0 0 ¢ , onde abc # 0 {pois A & inversivel), que

per sua vez é equivalente a matriz

o o Q

g o
B 0O
0 1 s COm aB # C.
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1 2

nifica que podemos escolher uma base { Xl’ X2, X

Com isso obtemos Y., = aXl, Y, = BX2 e Y3 = Xa, O que sig-
3 }  tal que
%y, X3 = axg

[X3’ Xl:] = sz.

Como as matrizes sao reais, basta considerarmos 0S casos:

Descreveremos entdo, uma algebra de Lie de cada tipo.

V-) Consideremos o subespacgo vetorial

su(2) = { Ae M{2,C); A+ Rt =0 e trA = 0 } de M(2,0),
onde A = (aij) e trA = ayy * a5, se A & a matriz-(aij). Se A

e B sao dols elementos quaisquer de su(?), temos

[A, B] + (B, B]® = 4B - BA + (AB - BA)"

=+t

= AB - BA + (AB - BA)T = ap - pA + BYAY - A'E?

B- =
= AB - BA + BA - AB = 0 e

tr{ A,B | = 0 , pois +tv(AB) = tr(BA)§ portanto T A,B ] £
su{?2), isto &, su{2) & uma subalgebra de Lie de M(2,C).
Por outro lado, se A = :al+a2i b1+b2i e su(2),
cy t c,l dl+d21
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tTemes

a1+a21- bl+b21_ ' a;7a,1 cye,i g 0 |
i; + ) =lo o a t.?AZO,

icl+czl_ dl+d2 bl—b21 dl-d21

o que nos da

& = dl = 0
<1 =‘—bl
c, = b2
dy = 723 >
: (aszi - bl"’bzi) | .
ou seja A = » Com  a,, by, b, wreais.
: —bl+b2i ma, i

Podemos entao, tomar uma base {.X, Y, Z } para su(2),sen

do . .
v = 1 ( i 0 ) oy - A ( 0 1 ) o 7 = L (o 1) :
2 0 ~-i 2 -1 0 2 i 0/

com a qual temos a seguinte tabela de multiplicacao
( 0 1) (.i' o) ] _
-1 0/*V0 -1
. ‘[ (0 ui) (o0 —i) ] o1 ( 0 zi) .
4 i 0 -1 0 b 21 O
[ %,7 ]= % [ (1 0) (o 1) _ (o 1) (l ?) ]
b 0 -i/*\i O i 0/-\0 -i/.

i
:|H
[
e
= O
{
o I
o T
1
]
O
[ I
fp—
)
[
-l'-"il—-‘
——
N O
1
s T -1
M
[
(2
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o [(1 0) (.—-i 0)]____1,.("21'0) .
4 0 -1 o i b o -2i/.
Com a notagao anterior, isto corresponde a

Y

1

17 [X X3 ] = %

Y, =[xy, % ] =%

3 [-Xl’ X, 1 = Xq isto €, temos a matriz

=
"

1
0
0

o O

0 :
0 | , descrita no.item (d,3.
L

Observe que esta dlgebra de Lie caracteriza todas as §lge-

bras de Lie com a tabela mul‘tiplicativé ‘acima. Isto demonstra (6).

VI) Consideremos finalmente o conjunto s1(2,R) das matri-

zes reais 2x2, com trago nulo, isto e,

a b

s1(2,R) = { ( ) ; a, b e R}, E facil verificar que

¢ -a
s1(2,R )é subespago vetorial de M(2,IR)e que se A e B sac ele-

mentos de s1(2,R Yentao tI’(EA,B]) fr‘(AB ~ BA) = O, portanto

LR

[ A,B ] e s1(2,R), isto &, sl(2,R) uma subdlgebra de Lie de

M(2,1R ).

Tomando a base { X,Y,Z } para essa algebra, onde

_X:l(o 1)_3.1,__,1 (o 1) o 7 = 1 (1 0)’
- 2 \-1 0. - 2 ‘10 2 \o -1
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Portanto,

[ X, X531 = [ ¥,27]

= fX = *Kl.
= Y = X2
= Z = Xa , que

no item (d2);

58.

nos fornece a

algebra de Lie com essa tabela de multiplicagao e

Yl =
v, = [ Xy X 1 = [ 2,X]
Y, =.|:Xl, x2] = [ X,% ]
matriz
-1 0 ¢
0O 1 0 descrita
0 0 1
Qualquer
isomorfa a sl(2,

RR). Temos entac. demonstrado o teorema.

=
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CAPITULO = IV

0S GRUPOS DE LIE REAIS CONEXQS DE DIMENSXZO 1,2 e 3.

Utilizandd a classificagao de algebras de Lie do capitulo
anterior e o0s resultados anteriores, descreveremos a menos de iso-
morfismo, todos os grupos de Lie reais conexos de dimensao < 3.

Com a aplicacgao exponencial, descreveremos um grupo.de Lie
G associado a uma algebra de Lie g. 3¢ G for simplesmente wcone-
xo, entao todo grupo de Lie conexo, com meéma élgébra,de Lie g, a
menos de isomorfismo, & da forma G/N, com N subgrupo discreto

do centro de G. Sendo assim, basta classificar todos os subgrupos

discretos N de G. , _ T L

4.1 - 08 GRﬁPOS DE LIE REALS CONEXOS DE DIMENSAO hd 2. .

Neste paragrafo descreveremos os grupos de Lie de dimensao

1 e dimensao 2.

#.1.1 - Teorema: Todo grupo de Lie real conexo, de dimen-

sao 1 & isomorfo cu a R  ou a gk,

Demonstracio: . Com a algebra de Lie deserita no teore

ma (3.1) e usando a.aplicagao exponéncial, obtemos © grupo multi-
plicativo dos nimeros reais positivos, que por sua vez & isomorfo
a0 grupo aditivo dos numeros reais. Este grupo é simplesmente cong
xo, abeliano e seus subgrupos discretos sao da forma AZ, com A fi
xo. Se A = 0 , temos o subgrupo trivial. Se XA £ 0, a aplicagao

d{m} = 2 estabelece um isomorfismo entre Z e AZ; portanto a me
A . _
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. . - . - ~
nos de isomorfismo, temos Z como o unlco subgrupo discreto nao
trivial de IR.

Logo, os grupos de Lie reais conexos de dimensao 1, a me-

nos de isomorfismo sio R ou R/Z, isto &, Rou S'. ]

4.1.2 - Teorema: Todo grupo de Lie real conexo de dimensao

2 e isomorfo a um dos seguintes:

I{% ouﬁbxsl ou Slxsl ou

(1)

(2) A(L) = {(g E); a > 0 }, tambéem denotado por ax + b,

Demonstracac: Com raciocinio semelhante ao usado no teore-
ma anterior, associamos‘E dlgebra de Lie IR? descrita no teorema
(3.2) o grupo de Lie R2 com a operagio adigio. Este grupo & abe-
liano e tem, a mencs de isomorfismo, {O}xZ“é ZxZd como 08 dnicos
subgrupos discretOS'nao triviais. Assim, os Gnicos grupos de Lie a
belianos conexos, de dimensao 2, a meﬁos de isomorfismo, sao |

R, R xR/Z e R/Z xR/Z ,

ou seja, R? ,R x S1 e S1 X Sl , © que mostra (1).

Seja agora, a algebra de Lie a(l). Para te R e X =

= (a b) g a(l), temos
0 0 |

- 10 ab t2 a2 ab _

eXP(tX) - (O 1 + t (O U) + 2] (0 G )+ . a3 -
2 2 ) ? 3 2
Sl ta R, pt o+ 2@ . bta .o,
- 21! 2! 3t
0 - : 1

Para a = 0, tem-se exp(tX) = ( 0 ) e para a # 0,
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a2 (e h)
exp(tX) = “(U a 1 . Obtemos assim, o seguinte grupo de

Lie linear nao abeliano.

A(l):{(S  g) ; a >0 }, que serd denotado por ax + b.

Vemos que A(l) & homeomorfo a {(a,b) e R4 a > 0 }, que
por sua vez & homeomorfo a IR2; portanto A(1) e simplesmente cohg

xo. Além disso, o centro de A(l) &

zaan = (3 30) e ams (§0050) (32)=(33).(5)
para todo a,b & R. Temos entdo |

aga aghb. + by aa, abg + b

0 I A 0 T-l
Em particular, para é=b=l, tem-se ag + by = bp + 1 ou se
ja ap = 1. Agora com a=2, temos b + by = 2bo + b e dal by = 0.
Logo Z(A(l)) = {( % i) }, o que nos permite conecluir que
A{1l) € o grupo de Lie real conexo mais geral, associado a &lgebra

de Lie a(l), o gque demonstra (2). | ' _ ]

4.2 - 0S GRUPOS DE LIE REAIS CONEXOS DE DIMENSAQ 3

Finalmente, descreveremos os grupos de Lie G associados as
dlgebras de Lie g, descritas no teorema (3.3). Para facilitar, di-
vidiremos o estudo, nos casos em que a algebra derivada g!' tem di-

mensao 0 ou 1, 2 e 3.

4.2,1 - Teorema: Todo grupo de Lie real conexo G, de . di-

mensdo 3, associado a dlgebra de Lie g, tal que g' tem dimensio
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- - - »
0 ou 1l e isomorfo a precisamente um dos seguintes:

1

(1) R<RxIR ou :[RXIR.}:S]' ou IRxSle]' ou Sle XS}' s

(2) { < A2 > e A(2); A ‘—'(% -i)} ou

1 a b
(10 1 ¢y
0 0o 1
1 0 n
{010 s neZy,
0 0 1 '

(35) (axtbI)xR  ou (ax + b)xS:!'\.

Demonstracdo: Do ftem (1) do teorema (3.3) temos a dlgebra
de Lie abeliana m3, que nos da em correspondencia os grupos de Lie

Rx RxXIR ou IRX_JRxSl ou IRxSlel ou Slxslxsl,

como o8 Unicos (a menos de isomorfismos) grupos de Lie reais cone-
xos abelianos, de dimensao 3.
Dado um elemento qualquer H da algebra de Lie g, descrita

em (2) do teorema (3.3), para todo nimero real t temos

exp(‘tﬂ) =z exp(t <(g é)“g) > =

1
FAY
.
o
= O
——
A
——
o o
o
v
+
+
M
—
oo
j
e
o T—
oo
S
AT
+
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Obtemos assim, o grupo de Lie

o (3 Y [ nen -

1t

{ (é E i) 3 t, a, be R} s, que e simplesmente cone-
C 0 1

x0, pois & homeomorfo a R3 . Se < (l tO)
. 0 1

(ao) > & um elemento
bg

.do centro de G, entao devemos ter

< (1 T+ to) , (a + btg, +_ao) > = < (1' to+tj', (ao+tbo+a >
0 1 b+ by 0 1 bo+Db

para todo t, é, b eR. Em éarticular, para b =1 et = 0 temos

to = 03 com € = 1 temos by = 0.

Assim, Z(Gj‘= {

_O %o ; do £ R}, cujos subgrupos
0 1 0
0 0 1
sac da forma { 0 An s ne & Y.
0 1 ¢ :
0 0 1

Se A = 0, temos o subgrupo trivial; se A # 0, a aplicagac $:6 —>G

definida por

E_.J

a t/#lkl aflk[ )
b = , & Tal que
: L

o = ot
o

g 0 1
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7 1 t1+t _ al+tbl+a

1 t a 1 tl
o {[o 1 v)fo 1 b|l =e¢ [0 1 by +b ]
0O 0 1 g 0 1 ' 0 0 1
t1+t ay+tby+a 1 = 2N\ /1
1 e — “IAI |l[
v | 2]
[k| | C
= b+ +b =
.2 SN
EY | 2]
0 0 - 1 0 0 1 0
1 t a 1ty ai \
=¢ 110 1 b ¢ 110 1 by , isto €, ¢ € um homomorfismo
g 0 1

0 1

entre grupos. E imediato que $ & bijegdo, portantoc & um isomorfis-

mo entre grupos, que leva tais subgrupos em

1 0 n
{0 1 0} s5nez?}t . -
o 0 1/ o

Concluimos portanto, que o grupo de Lie conexo mais geral,

a menos de isomorfismo &

;s £, a, b e R}

[ T N
= o o

3

{{o0 1 © s ne 2 ).

Iste demonstra (2).
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A proxima algebra é a(l)xTR que tem como grupo {ax+b)xR .
Como os subgrupos discretos normais de (ax+b)xRsac os mesmos deR,

' . - 1 ) .
temos que os demais grupos sao isomorfos a (ax+b)xS8”. Temos assim,

(30). O

4.2.2 - Teorema: Todo grupo de Lie real conexo G, de dimen

sdac 3, com algebra de Lie g, tal que g' tem dimensao 2 & isomor-

fo a um dos seguintes:

. ) t .
(3¢ { < A2 > e A(2); A = (e Oat)} , para a fixo, 0 <fa|< 1,
e _ _

(4)y { < A, 2 > e A(2); A

i
o
]
+
+
P
i ot
e
bt
~

(54) E(2)/ , onde K & um inteiro fixo, K = 0,1,2,... e E(2)
KZ o |
€ o grupo recobrimento universal de E(2),

cnst  =~sent.

5y 1 < AL > e A(2)5° A :.eat.( ) }, para o fixo a>»0.

sent cost

Demonstragao: Dado um elemento qualquer H =
:<}\lo)
0 o

rema (3.3), temos que se t R, entao

exp(tH)= < (l U) s (O) > o+t < A (1 0) } (a) I> +
c 1 0 0 o b

. |
+.__2<A2l°) N Al
2! 0. o? baf

(a) > 'da-élgébra de Lie descrita em (34), do teo-
b
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-

242 ' -
1+tA+ tA +. .. g ta+_g;¢2la+—l—t3k2a+...
_ ( 21 ) 2! 31
- ' 2422
0 1+t Ao+ A fac, . , -\ th+ 1 2 bo+—Lt322ba2+...
21 21! 3!

Se X = 0, exp (tH) = < (l 0) y (ta) >3 se A #£0,

0 1 th
! tA a , At_ :
exp(tH) = < [© 0 , l_(e 1) > . Desta forma, obte
Ao eatk '
h b (etla-l)
Ao

mos o grupo de Lie

. -t : .
Gy ={< A8 > e A(2)5 A = (E Oa;) } ;3 que topologicamente & o
e :

mesmo que

{ < et,_eat) £ B? Foe oL« x; x2), x >0 }, que por sua vez é 6-gr§

fico da fungao continua ¢: Re—> R dada por ¢ (x) = x*. Portan-
dp

Do

to, Ga & simplesmente conexo. Se < Ags (

. .
) > e um elemento do

centro de Gy , devemos ter

< () (f) e e () 0 (B)
b o o b

para todo < B, (a) >¢ G, isto &,
b
to _ ."t
ae + aq = apet’ + a e
be®to 4+ by = boet + b , ¥ a, b, t & R.
Em particular, para t = 0 e a = 1, temos t, = 0. Com t=l-

temos ag = bp = 0, pois o # 0, portantc Z(Gy) = {< I, 0 > },que
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nos permite concluir que o grupo de Lie real conexo mais geral, as
sociado a4 adlgebra de Lie g & G. Isto demonstra (3,).
Se H & um elemento da algebra descrita em (4) e se t &

um numers real, temos

exp(tH) = < I, 0 > + £t < A (l l) (a) > +
0o 1/ b

¢ —EL < A2 (1 2) N b) > 4 ... =
21 c- 1 b
@ +n -
=<I,0 >+ L o AT (l n ) an-1  [a+(n=1)b ‘> =
- n=il n! 0 1 b
2 3
] et taet? C/ta 5 A(asb)— A2(at2b)+. ..
= o g v 3!
g etl - 5 ;' :>
21 3!
Temos entdao, 0 grupo de Lie .
t t '
G ={ < AL >¢e A(2); A = (e ti ) } , que topologica-
' 0 e
mente é 0O mesmo qﬁe { (et, tet, et)5 t e R} ;_este e simpleémeg
te conexo, pois € o grafico da fungao continua ¢:IK, -w>ﬂ22, defi-
nida por ¢{(x) ={x log x, x). 0 elemento < A,, (ao) > estd no cen
. bO
tro de G se < Ag, (ao >.< Ay (a) > =
bO b

=< A, (a) >.< Ay, [F0) >3¥ < A, (a) > ¢ G.
b | by b
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Como AjA = AAg, basta que

(eto toeto) (a) (ao) (et tet) aq a)
+ +
0 eto b bo 0 et ’( bo) (b 7

¥ a, b, t e}{;'Fazendo t=b =0 e a = 1,temos to = 0; com *t=1

obtemos b, = ag = 0, Logo Z(G6) = { < I,0 > }, portanto todo gru-
po de Lie real conexo, com dlgebra de Lie g & isomorfo a G. Com
isto temos (4).

Para (5,), tomando um elemento genérico

0 -1 | |
H= <A ) (a) > de g e t e R, temos
1 0 b _

exp (tH) = <;I, 0 > + t < X (0 “ljxl (a)_ > 1
‘b

L pN 3 -
A ( b) N S 13( 0 1) 22 ( a) > 4.,
a 3! ~1 0 -b

t2h2 s

L2 0)
21! 0 -1

| 333 . +535
P k0 S it S

l v . ooa.
= ¢ 2! B 3! 5! A
ey - £33 55 Y0 L "\
3t 51 21 !
2 332, b Syl
onde A = ta - t°Ab _ tYAca + e A3b + imé—i - =
21 31 gy 5!
= 2 b. (costr - 1), # '
= —Z— genti + — (COS s para A 0 e
A A
2 3 4 534
B = th + LA XD 32, L ET g5, AT

2! 3! -4l 51
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= w% sent) - —%— (costa -1), paba AE 0.
Agsim, exp(tH) = < (l 0) R (ta) > , para A=0 é
th

0 1
exp (tH) = <: (COStl *senth) , L (a senti+ b costh—b)>.
A

senth - costi b senti- a costi+l

para A # 0, Logo, exp (tH) ¢ E(2) = { <(008t _—sem:) s (a')> } .
) B b

sent cost
Reciprocamente, se A e E(2), entdo a curva ¢(t) = A(t) & tal que

$(0) = I-e X = ¢$'(0) ¢ g. Portanto, associamos a dlgebra de Lie g,

o grupo de Lie conexo E(2), que é o mesmo que

cost -gent a

{ | sent cost b 3y t, a, be R }.
0 0 1

cost —gent s v -
Cemo- ( ') pode sey identificado com o numero
sent cost '

complexo elt, entao E(2) & topologlcamente ¢ mesmo que SlﬁRQ. U

sando propriedades de grupo fundamental, temos

T (E(2)) wﬂs?xm?) ~ ﬂl(Sl)x ﬂlﬁRz) fod

Z x 0 ~ Z, ou seja,
E(2) ndo & simplesmente conexo.

Por outro lado, o centro de E(2) e
Z(E(?)) = { < AO,KQ > £ E(?); < jﬁ\():|.’e-o >, < A)‘e- > =< As‘?‘ >.< AQ‘}‘£0>}7

para todo < A,L > g E(2). 'Como AA, = AjA, devemos ter
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cost, ~sentd) ('a) . (ao) (cost —sent) ao) (a)
. = . + 3
sent, costy b by sent cost bg b
Ya, b, t e R. Comt = b =0 e a =1, temos cost, = 1; para t= m,

a=0eb =1, encontramos ag = bo = 0. Portanto E(2) tem cen-

tro trivial.
Como™ Z(G/N) = Z(G)Y/N e usando os teoremas (1.6.5) e
(1.6.6) obtemos

{id} = Z(E(2)) = 7 (BE(2)/N) = Z(E(2))/N =

= Z(E(?)/“l(Em)) ~ Z(E(2)) [y, isto €, Z(E(2))=Z, cu-
jos subgrupos discretos sdo KZ para K = 0,'1, 2,
Sendo Z(E(?)/KZ) = Z(E(Q))/Kz'ﬂ' L7yy = Zy,temos entdo pa

ra K'y diferentes, grupos de Lie nac isomorfos, o <que demonstra
{(5a7).
Para demonstrar (5,),observemos inicialmente que se t & R

e o @ um numero real positive, entdo

-1\ - 2 .
oxp(t (0 | 1) ) (1 0) - (0 1)+ £2 (1 o) .
A g/ g 1 1 0 Zb 0 -1
3 " - e )
+ B ( 0 l),+ el = (LOSi aent) e exp (ta I) = e o1,
-1 0 .

. gant cost/) -

Como (l O)
0 1 1 ]

exp tA (a _0) + (0 _1) = exp{tial) . exp tk(o "{) =
0 a 1 0 1o

. JtAa (cost)\ - senfh)
senti costd /,

3!
(O "1) comutam, tem—-se exp tA (a —l) =



Desta forma, se H = < A ( o _l) ’ (?) >eg eteR,

temos

exp (tH) = expt < X (a-—l) ‘ (a) > =
_ 1 «

_ 2 3
= < etka ( costh sentl) , ot (a) + te B (a) + te BZ (a) P
senti costA b 21 b 3! b

onde B = A (a. "l) 3 portanto exp(tH) ¢ Gy =
1l o

{ <AL > ¢ A(2); A = &F (C"St "Se“t) , 0>01} =
sent cpst

at” ot
= e cost e sent a . a,b,t eR, o > 0 }.
' et sent e cost b o
0 0 1
Reciprocamente, se B se Gy, entdo a curva ¢(t) = B(t) &

tal que ¢(0) = I e X = ¢'(0) € gy.
0] grupb de Lie Gy assim obtido, topologicamente € o mesmo

que
{( eatcost, et gsent )} x}Rz.

Consideremos a aplicagao £ : R ﬁw~>3R2, definida por

f(t) = eat(cost, gent). Temos gue

i) f é continua e diferenciiavel,
ii) Se £(t1) = £(tp) entdo |f(ty)|l = || £¢tp)] ,  portanto

Ot o 202 Ly geda ty = t,3 portanto f & injetora.

iii) 0 jacobianoc de f &
JCF(E)) = eqt (ﬂsent + ocost

3 nos da
cost + asent) > que da
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“J F(t) "2 = (eat)Q (1 + az) e por conseguinte, Jf(t) # 0, YteR.

Portante f & um homeomorfismo sobre a imagem, consequen-

at

temente o espago {(eatcost, e " sent)} &€ simplesmente conexo. Lo-

go Gy também o &.

Se <« e%fo ( costo —sentoj) ) (ao) > & Z(Ggy)
sentq costy, bo

devemos ter

eato (costohv*sento (a) X ao) . at (QOSt wsent)(ao
sent, costy/ \Db bol/  °© sent  cost/\b, ¥

+(a): Ya, b, tem®,
ADb

Fazendo t = b = 0 e a = 1, temos sent, =0 e e%to =1,

que nos da teo # 0, pois o # 0. Agora com t = 7, encontramos a, =

£

Logo, Z(Gy) = { < I,0 >-} , portanto Gy € o© grupo de Lie
real conexo, mais geral, associado a Algebra de Lie g. Isto  con-

clui o teorema. ' | !

b1.2.3 - Teorema: Todo grupo de Lie real conexo G, de di- .

mensao 3, com algebra de Lie g, tal que g' tem dimensdo 38 & iso
morfo a precisamente um dos sSeguintes:
{6) SU(2) ou S0(3) ,

(7) sL(2, €) )y » Onde K & um inteiro £ixo,Ks0,1,2,...e

SL{2,1) € o grupo recobrimento universal de SL(2,TR)

~ o el 1 ¥
Demonstracac: Se g = su{2) e a algebra de Lie descrita em

(6) do teorema £3.3).e A ¢ sul(?) e s ¢ IR, temos



(exp s = T + 5 Atete 52(A

= exp(s Aby = exp (-s A), pois At 4 A

14
[ow]
.

Como exp(s A). exp(-sA)=z I, temos

(I) exp(sA).(exp At = 1.

Por outrd lado, a matriz A & do tipo ( at

~b+el

de a,b e ¢ sao numeros reais e tem como autovalores,

de

= 0, isto &, A2 = -(a2+b2+02).

ai—-Ai " btei I

~b+ci ~ai-A.

FTazendo K = a2+b2+c

73.

b+cl
) , on

~ai

as ralzes

i) Se K = 0, entidc a = b = ¢ = 0 e dal A = 0. Portanto

exp{(sa) I, que tem determinante igual a 1.

ii) Se X > 0, existe uma matriz M inversivel tal que

1

onde B & do tipo _(l O') .
g -

1

Entao exp(sA) = M.exp(sB).M_l e det(exp sA)

eS;tl 0 ) -

= det(exp sB) = det ( i
' 0 e M

A = MBM T

Portanto, para qualquer A e su{2) e todo t real, temos

(II) detlexp(tA)) = 1

De (I) e (II), concluimos que exp(tA) € um elemento do gru

po de Lie

SU(2Y = { A e GL(2,L); det A =1 e A = A

?
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Reciprocamente, se A =(ajj) e SU(2), definimos um caminho

diferenciavel ¢(t) = (aijj(t)), tal que 4(0) = I.
t

Como  (FENT-® (£) = T, temos S2EY " oy » (ot 4B 4
dt at

Chamando H = ¢'(0), obtemos

(IIT) HAF + H = 0.

Ainda mais, sabendo que

det (gij(t)) = all(t).azz(t) - a2l(t)‘a12(t) =1, ¥t e R,

temos .
d{a,,(t)} dla,,(t)) 3 ala,,(t)>
ay (). (220000 T ey - 12000
dt . dt : dt
d(a2l(t) . - -
- —Ze— . a,,(t) = 0, Que para t = 0 nos da
12 =
dt -
dtazzct)) L e .
i % L = 0, isto e,
dat =0 at  lesg

(IV) tp H -'-'.0-
Com (III) e (IV), concluimos que su(2) & a dlgebra de Lie
correspondente ao-grupo de Lie SU(2).

Por outro lado, todo elemento A e SHU(2) €& do tipo (f b),
~b a

com aa + bb = 1. Fazendo a = (al,az)e g , & b:(blﬂbg) e 32’ se~
gue-se que a " a22 + blz + b22 = 1, 0 que nos permite concluir

que SU(2) € o mesmo que

22 4 b12 + b22 =11} , isto &, a esfe-~

n
o{ (al,az,bl,bz)e]R-;_alz + a,

ra 83, portanto simplesmente conexo.
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Se Ay = ( 9o bo) e um elemento do centro de SU(2) ,de

6] o)
ve comutar com A = (l 0) y Com © que temos by = 0. Tomando
0 -i
_ c i ' - : oy 2
A = , temos que a, = 4o , portanto real. Como Haoﬂ +
i 0
+ ||b0||2 = 1, encontramos a, = + 1.

Logo Z(SU(2)) = { (l O) s (Fl O) } , consequentemente
) 0 1 c -1

o grupo de Lie conexo real mais geral, a menos de isomorfismo, as-

-

sociado a algebra de Lie . su{2) ou € SU(2) ou ¢ SU(2)/{+I}, sen

do este isomorfo ao grupo S0(3) das transformagaes de- P? em ﬂé
que preservam norma e orientagio (Vide apandice). Temos assim (8).
Finalmente, determinemos o© éfﬁﬁo de-Lie mais geral, asso-
ciado a Adlgebra de Lie g = s£(2,R). Inicialmente, facamos para a
algebra de Lie s2(2,€) sobre o corpo dos numeros complexos, isto
é’ | . | .
s£(2,0) ={ X e M(2, €); tr X = 0 } =

. { (a b) . a,b,ec e C1}.
[l |

2' distintos, entac exis~-
A M, onde Az (Al 0 e Al +
v { A

i} Se X tem autovalores Al e A
te M inversivel tal que X = b7t
2

+ A = trA = tr X = 0. Assim, para *t ¢ € , temos

| A,
det exp(t X) = det exp(t A} = det e = 0 1= 1.
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ii) Se X +tem autovalores iguais, entao X pode ser des-

crito na forma X = N 1B N, com N inversivel e B = (Al l) . Como
0 Xl
tr B = tr X = 0, temos que kl = 0. Portanto, para t e €, +temos

det(exp t X) = detlexp t B) = det '(l 't) = 1.
0 1

Com (i) e (ii), concluimos que se X e sf(2,C) e te C,
entao det{exp t X) = 1. Em particular, vale para X € s£{(2, R) e
t & Ry portanto exp{t X) ¢ SL{(2,R) ={ Heg M(2,]R); det H =11},

2

Reciprocamente, dado A £ SL(2,R ), a curva - ¢(t) = A(t)

com ¢(0)£I nos da

d d d
all(t). ——w(azz(t)) + —n—{all(t))._azzF?? - aZl(t).———(alz(t)) -

at gt - dt
- —gw(a (tr)).a ,C(t) = 0 we com t+ = 0, *t 8
. d 2 1 y 12 ‘ E q ] - - ] amo
t _ , N
a .. . 4 oy .
—w—(a22(t)) + —ﬂ~(all(i}) = 0.

dt ' dt

Logo, X = ¢'(0). +tem trage nulo, portanto X g sf£(2,R ).

Assim, a algebra de Lie s&(2,R ) associamos o grupo de Lie SL{2,W.

0 centro de SL(2, R) &

Z(SL(2,R)) = { A, = (ao bo) e SL{2,R); AjA = Aly, ¥A € SL(2,R}.

co do
. L {01 C . _
Tomando A = ( » temos ¢4 = -bgy e d, = ag. Agora com A =
-1 0
1/2 O ‘ o - i \ . _
= : , encontramos b, = 0, portanto ag = + 1, pois
0 2

det Ag = 1. Logo, Z(SL(2,R)) = {+ TI}.
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Por outro lado, usando ortonormalizacao de Gram - Schmidt,

temos a aplicacgaoc r : SL(2,IR) —> 8S0(2), que com a inclusio

i : 80(2) —> SL(2,1R), nos da

As aplicag¢des r e 1 induzem nos grupos fundamentais cor-
LS IR '
respondentes, o8 homomorfismos r e i* , valendo »*0i” = Ig ;3 por-~

tanto 1% & ihjetora; Como S0(2) & o mesmo que Sl,'temos

.

wl(SO(Z)) Z conséquentemente, a imagem de m, (30(2)) & um sub-
grupo nao trivial de ﬂl(SL(Q,I{)), qué nos permite concluir  que
SL(z,R) & nio simplesmente conexo.

Utilizando espago projetiveo, temos

SL(z,m_)/{+ I}) = Z(SL(2,R))/ = {id},

Z(PSL(2,R)) = Z ( (+ I}

portanto,

-

[id} = Z(PSL(2,R)) = % (Pémz,lr?. ) = PEL(2, R/

=z ( PSL(2, R))/ = Z(PSL(2,R))/y -

nl(PSL('z;m))

Logo Z(PSL(2,R)) = Z e dal Z(SL(2,R) = Z , cujos sub-
grupos discretos sao KZ | para K = 0,1,2, ...

3 g = 31,0 == =
Entao Z(SL(?,HQ)/KZ ) Z(DL\Q,P.))/KZ Z/KK 2K »
portanto K's diferentes geram grupos de Lie nao lsomorfos. " Temos

assim {(7), que conclui a demonstragac do teorema []
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APENDICE

A finalidade deste, € mostrar um isomorfismo entre os gru-

pos SU(Z)/{+ 1} © 30(3), descritos no teorema (%.2.3).

Seja M, o espago vetorial das matrizes 2x2 complexas,her

mitianas, com trago nulo, isto e,

]

M={XeM2,C d; x* =Xetrx=01, onde X =%"

. Assim, um

a b+ic

elemento de M & da forma( ) , com a,b e ¢ reais.

b-1ic -~a

A" aplicacao f : B > M, definida por

- x X Tix
£(Xqs Xgs Xg) = ( 3 IRE AN
Xy~ixy, Xy g
& um isomorfismo entre espagos vetoriais ( e também entve grupos. a
ditivos). . -
Para cada A e SU(2), consideremcs a aplicagéo Tpo defi~

nida por TpX = axaA® = AxA™L, com X & M. Temos entio

H

(1) (TAX)“ = (AXAT)" = AX"A® = AX A%

1
ﬁ
e
0

1

(I1) tr(TAX) = tr(AXA 7)) = trX.

De (I) e (IT) temos que T,X e M, isto e, Ty e uma aplica

¢io de M em M. E fdcil verificar que T, ¢ um isomorfismo  entre
-1

espagos vetoriais e que Tan :'TA,TB e Tp-1 :(TA) , para  todo

A e Bem SU(2).

A composta f, = f-l.TA.f € uma aplicacio linear bijetora

A
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3

3 . -
de R em R Mostremos que fA preserva a norma € orientagac.

Dado um elemento x = (Xls Xns Kg)'dﬁ ]Rsa temos HKHQZ -

- det f(x), portante "fA(x)“2 = ]l(fnl.TA.f)(x)”2 =
- det £O(FT1.T, £)(x)) = - det(T,.£(x)) = - det(A fGIA™T) =
- det f({x) = "x”z, ou seja, ﬂfA(xJH = I« , isto &, f, preserva a

norma. Falta mostrar que fA preserva a orientagao. Veremos antes,

algumas propriédades de determinante de aplicacao linear.

Proprosigac 1: Seja V o espago vetorial das matrizes

nxn sobre-um corpo K e seja A =(aij) uma matriz fixa de V. Con

consideremos os operadores lineares L, e Ry em: V, definidos por

LyX = AX e RpX = XA, respectivamentef Entao det L, = det Ry =

-(det A)P.

Demonstracaco; Tomemos a base canonica B ={ Xij} 1<i,j<n
de V, ordenada da seguinte maneira

Xij < Xp se < £ ou-i. < K quande J = £

Assim,
al1 0 0
LaXyp = @1 0 2
anl 0 ... 0
a12 0 0
LALXQJ_ = a22 0 . > 0 b
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1n G - 4 B D
;Axnl: ?n 0 ... 0 .
a’ 0 ... 0
nn _

Usando X12’ ey an, obtemos o0s mesmos elementos que an-
by e : . P . .
tes, porem na 2 coluna, e assim por diante, verificamos que a ma

triz de LA e uma matriz nzxnz, do tipo

. _ N
0 A/ , com n blocos de matrizes A,
Logo, det LA = (det AY". Para o operador RA’ ordenamcs a

base canonica segundc as linhas e de modo analogo, obtemos

det R, = (det A)™ | | n

-

Proposicao 2: Seja V o espago vetorial das matrizes com

plexas nxn e seja A uma matriz fixa de V. Se MA & o operadop
A %

linear em V, dado por M,X = AXA , onde A = AY, entlo det M, =
= Jldet AJ}%°.

Demonstracac: Pela proposigao (1), se R,¥ & o operador

em V, dado por RA*X = XAE} entao

det Ry# = (det AT = (det ADT = (det BT = (det Y.

Como M, = Ry*.Lp, onde L X = AX, temos
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. \ - (Gef MR 2
det M, = (det Ry#).(det L,) = (det M)".(det A)" = |ldet A|°". [

Proposicao 3: Seja V o espago vetorial das matrizes 2x2

complexas e seja H o subespago vetorial de V, formado pelas ma-
trizes hermitianés (X & hermitiana, se x*:X). Entio H & um espa-
¢o vetorial real e o operador linear MA em H, dado por MAX = AXA®
¢ tal que det M, = [[det A Hq. |

Demonstragao: O conjunto {(1 0) ’(O 0)’(0 l),( 0 1) 1
Do -1

& uma base para o espago vetorial V sobre € e também uma base

para o espago vetorial H scbre R . Desta feita, considerando em
y _
H, temos 'MA Xi = jil ainj, para 1 = 1,2,34%, onde aij sao esca

lares reais. Como o operador M, estd bem definido, quando conside

A
. Y
ramos em V temos gAXi = jEl- Sij st que devido a unicidade dos
escalares nos da Biy = JEE Pela proposigac (2), seguc~se que
L . o o o .
det Mp = [ det Al , como querfamos demonstrar. [

0 espago vetorial M ={ X ¢ M(2, € )3 X**X e tr X =0 } &
um subespago vetbrial do espago H, das matrizes 2x? complexas'

hermitianas. Tomando a base B { (1 0) R (O l\,( 0 l)} de M e
' \g -1/ A1 o/ Thi D

adicionando~lhe a identidade,obhtemos uma base para H. Assim, o o-

perador MK em H e representado por uma matriz do tipo
L

" . TA 0
A
O 1 >
Logo dat ?A.: dét MA r_udet Auu = 1, por conseguinte te-

mos
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_l . -
det fA = det(f TA' f) = det TA = 1, isto e, fA preserva

orientacao,

Pdrtanto f, € S0(3). Seja agora, a aplicagao ¢$:SU(2) —=>
——> 50(3) definida por ¢$(A) = fA'

a) Se A e B sao dois elementos de SU(2), entao ¢(AB) =
_ _ 1 o o=~1 P -1 .
- fAB - f - TAB. f - f » TA.TB.f - f -TAcf-f OTB-f - ¢(A)l¢(8),

portanto ¢ & homomorfismo de grupo.

b) Baseado né calculo diferencial, temos que ¢ & uma apli-
cacdo diferenciivel de classe C° , pois suas coordenadas o s3o.
Sendo ¢ homomorfismo entre grupos, seu posto & constante. Pelo
teorema do posto (vide [ 7 ] - Elon Lima), como ¢ & localmente in
jetora, seu posto & maximo, isto é,-igual a 3. Em particular;'¢ é
uma aplicacio aberta. -

Com SU{{2) cqmpacto\(pois & O mesSmo que a esfera 83), S0(3)

conexo (e de Hansdorff) e ¢ aberta concluimos que ¢ & sobrejetora.

¢) 0 nlcleo de ¢ &

Ker ¢ = { B e SU(2); ¢(B) = Id ) =

{ Be SU(2); fg = 1Id } =

{ Be SU(2); £ ~.Tg.f = Id } =

{ Be SU2); Tg =1Iad} , pois f e isomorfis-—
mno.
Devemos ter, TgX = X, ou seja, BX = XB, ¥B ¢ M. Fazendo

B = ( f ?) e tomando. X = (O l), temos a = X real e Db = vi,
-b a
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imaginario puro. Agora com X = (1- 0) , temos y = 0, portanto
0 -1

x = + 1, pois det B = 1.
Logo KXer ¢ = {+ I}. Pelo teorema de isomorfismo entre gru

pos temos

SU(2)/Kér 6 = 50(3),

ou seja,

SU2)/ (; gy = SO3).
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