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ResumoNesta dissertação, foi apresentado uma metodologia para inferênia em ópulas da famíliaFGM e para a generalização proposta por Rodríguez-Lallena e Úbeda-Flores (2004).Nos dois primeiros apítulos, introduzimos o oneito de ópulas, apresentamos algumasmedidas de dependênia, e apresentamos a família FGM, suas generalizações e propriedadesinteressantes dessa família.Nos apítulos subsequentes, mostramos a metodologia bayesiana, alguns métodos omputa-ionais utilizados e, �nalmente, analisamos dois banos. O primeiro, ontém a proporção depessoas abaixo da linha de pobreza e a proporção de pessoas que onsumem em álool exessonos estados do Estados Unidos no ano de 2007. O segundo, ontém, além dessas duas variáveis,a taxa de pessoas om gonorreia nos estados dos Estados Unidos no ano de 2007. Fizemos testesde hipóteses usando o Full Bayesian Signi�ane Test para testar a independênia das variáveise, além disso, foram feitas preditivas para as variáveis estudadas.Finalmente, uma breve disussão sobre os resultados apresentados.Palavras-have: Cópulas (estatístia matemátia), inferênia bayesiana, métodos MCMC.
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AbstratIn this thesis, it was presented a methodology to make inferenes in the family FGM andits generalization proposed by Rodríguez-Lallena e Úbeda-Flores (2004).The �rst two hapters, we introdued the opula onept, we presented somo dependenemeasures and we presented the FGM family and its generalizations and some proprieties.In next hapters, we show the bayesian methodology, some omputational methods and,�nally, we analysed two databases. The �rst one ontains the proportion of people below thepoverty line and the proportion of hard-drinking people in the states of the United States in2007. The seond one ontains, in addition of two variables that was said, the rate of peoplewith gonorrhea in the states of United States in 2007. We make also hypothesis tests usingthe Full Bayesian Signi�ane Test in order to test the variable independene and they weremade predetives for the studied variables.Finally, a brief disussion about the presented results.Keywords: Copula (mathematial statistis), bayesian inferene, MCMC methods.
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Capítulo 1IntroduçãoNo ampo da estatístia, quando falamos em modelagem de dependênia, é indispensávellevarmos em onsideração a teoria de ópulas, reentemente difundida por Joe (1997) e Nelsen(2006) em seus trabalhos, entre outros autores.A palavra ópula vem do latim opulae (�aquilo que oneta duas oisas diferentes�), podeser interpretada de diferentes maneiras, segundo o ponto de vista adotado por ada iênia. Emlinguístia e lógia, ela é empregada para desrever "a parte de uma proposição que oneta osujeito e o prediado"; em matemátia e estatístia, por sua vez, ela foi introduzida por Sklar(1959), desrevendo uma função que une funções de distribuição univariadas para onstruiruma função de distribuição multivariada.Entre os anos 1958 e 1976, muitos trabalhos foram publiados nessa área, omo por exemploo trabalho inaugural esrito por Sklar(1959). O estudo de ópulas foi desenvolvido iniialmentepara espaços métrios probabilístios que são de�nidos a partir de uma função Fpq(x), a qualmede a probabilidade da distânia dos pontos p e q para algum valor real x. Após um períodosem publiações sobre esse assunto, o estudo de ópulas foi retomado no iníio da déada de1990 om os trabalhos de Genest, Joe, Nelsen, entre outros autores.Nessa dissertação, apresentaremos uma das prinipais ópulas estudadas, a Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM). Seu uso frequente é expliado pela simpliidade de sua forma e pelas boaspropriedades, que veri�a entre elas a simetria. Além disso, esta ópula é usada em iêniasomo hidrologia e iênias biológias. Entretanto, essa ópula apresenta uma restrição noalane das medidas de dependênia τ de Kendall e ρ de Spearman, sendo a ondição de baixaorrelação neessária para sua utilização. Para tentar orrigir essa limitação, Rodríguez-Lallena& Úbeda-Flores (2004) propuseram uma generalização dessa ópula, na qual aumenta-se oespetro de variação do ρ de Spearman e do τ de Kendall fazendo om que a modelagem �quemais ria sem perda das propriedades interessantes que araterizam esta ópula e explorando,além disso, propriedades de assimétria não possíveis para a FGM.A ópula FGM apresenta medida de dependênia audal nula. Na proposta de general-1



2 INTRODUÇ�O 1.0izazção da ópula FGM apresentada por Amblard e Girard (2009) onsegue-se obter a me-dida de dependênia audal superior não neessariamente nula mantendo a simpliidade daópula. Essa modi�ação propõe o uso da inversa de uma função de sobrevivênia no lugar doparâmetro, isto é, troa-se o parâmetro da ópula por uma função seguindo algumas suposições.No apítulo 4, apresentaremos, na primeira parte, as ténias omputaionais utilizadasnessa dissertação omo métodos de geração de uma generalização da ópula Farlie-Gumbel-Morgenstern e método Metropolis-Hasting via passeio aleatório utilizado para a geração da dis-tribuição a posteriori das orrelações. Na segunda parte, mostraremos a metodologia bayesiana,introduzida por Huard, Évin & Favre (2006), e o Full Bayesian Signi�ane Test um testegenuinamente bayesiano feito por Pereira & Stern (1999) para hipóteses preisas, sendo eleutilizado nesta dissertação para testar a hipótese de independênia. .Finalmente, no apítulo 5, mostraremos os métodos e as apliações para um bano dedados bivariado ontendo a proporção de pessoas abaixo da linha de pobreza e a proporçãode pessoas que beberam em exesso para o ano de 2007 nos estados dos Estados Unidos. Parao aso trivariado, adiionamos a este bano a taxa de pessoas om gonorreia nos estados doEstados Unidos no ano de 2007.



Capítulo 2Introdução à Teoria de CópulasNa introdução geral foi menionado que ópulas são funções que unem funções de dis-tribuição univariadas a �m de riar funções de distribuição multivariadas.Considere um par de variáveis aleatórias X e Y , om distribuições F e G, respetivamente,e função distribuição onjunta H(x, y). Para ada vetor (x, y), podemos assoiar a ele umvetor (F (x), G(y)), e onetamos esse par ao orrespondente de H(x, y). Mostraremos queessa orrespondênia é dada por uma função, a qual hamaremos ópula.
C(u1, . . . , ud) = P(U1 ≤ u1, . . . , Ud ≤ ud), (u1, . . . , ud) ∈ I

d(= [0, 1]d)isso, ombinado ao fato de que pode-se transformar qualquer variável aleatória ontínua porsua aumulada numa variável aleatória om distribuição U(0, 1), as ópulas riam estruturasde dependênia multivariada sem a in�uênia das distribuições marginais.Neste apítulo expliitaremos o oneito de ópulas, sua relação om o teorema de Sklar eapresentaremos a família de ópulas Fairlie-Gumbel-Morgenstern.2.1 Teorema de SklarMostraremos o desenvolvimento para duas dimensões. Faremos dessa forma para failitara apresentação que pode ser failmente generalizada para ópulas de dimensões maiores.De�nição 2.1.1 Sejam S1 e S2 subonjuntos não vazios de R̄ = [−∞,∞], H:S1 × S2 → Ruma função e seja o retângulo B = [x1, x2]×[y1, y2],(xi, yi) ∈ Dom(H). De�nimos o H-volumede B omo
VH(B) = H(x2, y2)−H(x1, y2)−H(x2, y1) +H(x1, y1) (2.1)De�nição 2.1.2 Uma função H real bivariada é dita biresente se VH(B) ≥ 0 ∀B, om

VH(B) ⊂ R
2 dado pela equação 2.1. 3



4 INTRODUÇ�O À TEORIA DE CÓPULAS 2.1Notemos que a a�rmação �H é biresente� não é uma ondição neessária, tampouosu�iente, para a a�rmação �H é não-deresente em ada argumento� omo mostraremos nosexemplos abaixo.Exemplo 2.1.1 Seja H a função de�nida em I
2 por H(x, y) = max(x, y). Então H é umafunção não-deresente de x e de y. Entretanto, VH(I2) = −1, então H não é biresente.Exemplo 2.1.2 Seja H uma função de�nida em I

2 por H(x, y) = (2x− 1)(2y − 1). Então Hé biresente. Contudo, ela é uma função deresente de x para todo y em (0, 1/2) e é umafunção deresente de y para todo x em (0, 1/2).De�nição 2.1.3 Uma função H : S1 × S2 → R é dita aplanada se ∀(x, y) ∈ S1 × S2,
H(x, a2) = H(a1, y) = 0 onde ai = min{z : z ∈ Si}, i = 1, 2.Exemplo 2.1.3 Seja H a função om domínio em [−1, 1] × [0,∞] dada por:

H(x, y) =
(x+ 1)(ey − 1)

x+ 2ey − 1Então H será aplanada, pois H(x, 0) = 0 e H(−1, y) = 0 e H tem omo marginais F (x)e G(y) dadas por:
F (x) = H(x,∞) = (x+ 1)/2 e G(y) = H(1, y) = 1− e−y.De�nição 2.1.4 Uma subópula bidimensional é uma função Cs om as propriedades:1. Dom(Cs) = S1 × S2, onde S1 e S2 são subonjuntos de I = [0, 1] ontendo 0 e 1;2. Cs é aplanada e biresente;3. Cs é marginalmente uniforme, i.e., para todo u ∈ S1 e v ∈ S2,

Cs(u,1) = u e Cs(1,v) = v.Notemos que para todo (u, v) ∈ Dom(Cs), 0 ≤ Cs(u, v) ≤ 1, então Dom(Cs) sempre é umsubonjunto de I
2.De�nição 2.1.5 Uma ópula bidimensional (ou, simplesmente, ópula) é uma subópula bidi-mensional C ujo domínio é I

2. Equivalentemente, uma ópula é uma função C de I
2 para Iom as seguintes propriedades:1. Para todo u, v em I,

C(u, 0) = 0 = C(0, v) (2.2)e
C(u, 1) = u e C(1, v) = v; (2.3)



2.1 TEOREMA DE SKLAR 52. Para todo u1, u2, v1, v2 em I tais que u1 ≤ u2 e v1 ≤ v2,
C(u2, v2)− C(u2, v1)− C(u1, v2) + C(u1, v1) ≥ 0. (2.4)Enuniaremos um Teorema que oloa limites na variação das subópulas.Teorema 2.1.1 Seja Cs uma subópula. Então para todo (u, v) no Dom(Cs).
max(u+ v − 1, 0) ≤ C ′(u, v) ≤ min(u, v). (2.5)Prova. Seja (u, v) um ponto arbitrário em Dom(Cs). Observemos que Cs(u, v) ≤ Cs(u, 1) = ue Cs(u, v) ≤ Cs(1, v) = v fornee-nos Cs(u, v) ≤ min(u, v). Ademais, VCs([u, 1] × [v, 1]) ≥ 0implia que Cs(u, v) ≥ u + v − 1 e, ombinando a restrição Cs(u, v) ≥ 0, temos Cs(u, v) ≥

max(u+ v − 1, 0).
�Como toda ópula é uma subópula, temos que as desigualdades aima também funionampara ópulas. Essas desigualdades são denotadas normalmente por M(u, v) = min(u, v) e

W (u, v) = max(u+ v − 1, 0). Portanto, para toda ópula C e toda (u, v) em I
2 segue

W (u, v) ≤ C(u, v) ≤M(u, v). (2.6)Chamamos de W e M, os limitantes inferior e superior de Fréhet-Hoe�ding, respetiva-mente.Teorema 2.1.2 Os limitantes de Fréhet-Hoe�ding, W (u, v) = max(u+v−1, 0) e M(u, v) =

min(u, v), são ópulas.Prova. Prova no Apêndie.Portanto, W (u, v) = max(u+v−1, 0) eM(u, v) = min(u, v) são ópulas e a extensão paradimensões maiores é simples, observando que W (u, v) não é ópula para dimensões maioresque dois. Há também uma importante ópula que menionaremos nos próximos apítulos, aópula de independênia denotada por Π(u, v) = uv.Teorema 2.1.3 Seja Cs uma subópula. Então para todo (u1, u2), (v1, v2) em Dom(Cs).
|Cs(u2, v2)− Cs(u1, v1)| ≤ |u2 − u1|+ |v2 − v1| (2.7)O Teorema 2.1.3 mostra que as ópulas são ontínuas pela ondição de Lipshitz.A ligação entre as funções de distribuição multivariadas e suas marginais univariadas éfeita pelo Teorema de Sklar apresentado a seguir.



6 INTRODUÇ�O À TEORIA DE CÓPULAS 2.1Teorema 2.1.4 Seja H uma distribuição onjunta om marginais F e G. Então existe umaópula C tal que para todo x, y em R̄

H(x, y) = C(F (x), G(y)). (2.8)Se F e G são ontínuas, então C é únia; aso ontrário, C será determinada exlusiva-mente em Img(F ) × Img(G). Por outro lado, se C é uma ópula, F e G são funções dedistribuição, então a função H de�nida na Equação (2.8) é uma função de distribuição on-junta om marginais F e G.A prova do teorema aima segue a partir dos lemas abaixo.Lema 2.1.1 Seja H uma função de distribuição aumulada om marginais F e G. Então,existe uma únia subópula Cs tal que:1. Dom(Cs)= Img(F ) × Img(G);2. ∀x, y ∈ R̄,H(x, y) = Cs(F (x), G(y)).Prova. Prova do Lema no Apêndie.Lema 2.1.2 Seja Cs uma subópula. Então, existe uma ópula C tal que C(u, v) = Cs(u, v),
∀(u, v) ∈ Dom(Cs); isto é, qualquer subópula pode ser estendida para uma ópula. A extensãoem geral não é únia.Prova. Da equação 2.7 e usando o item 2 do Lema anterior, onluímos que Cs é uniforme-mente ontínua em seu domínio Img(F ) × Img(G), i.e.,

|Cs(u2, v2)− Cs(u1, v1)| ≤ |u2 − u1|+ |v2 − v1|Denotemos, agora, Img(F ) por S1 e Img(G) por S2.Da ontinuidade de Cs, podemos estender Cs a uma função Css, ainda subópula, omdomínio em S̄1× S̄2, onde S̄1 é o feho de S1 e S̄2 é o feho de S2. O próximo passo é estendera subópula Css a uma função C om domínio em I
2. Para tanto, seja (a, b) ∈ I

2, e sejam a1e a2, respetivamente, o menor e o maior elemento de S̄1 que satisfaçam a1 ≤ a ≤ a2; e sejam,
b1 e b2, respetivamente, o menor e o maior elemento de S̄2 que satisfaçam b1 ≤ b ≤ b2. Se
a ∈ S̄1, então a1 = a = a2; e se b ∈ S̄2, então b1 = b = b2. Desta maneira, sejam

λ1 =

{ a−a1
a2−a1

, se a1 < b2

1, se a1 = a2;

µ1 =

{ b−b1
b2−b1

, se b1 < b2

1, se b1 = b2



2.1 TEOREMA DE SKLAR 7e de�ne-se
C(a, b) = (1− λ1)(1 − µ1)C

ss(a1, b1) + (1− λ1)µ1C
ss(a1, b2)+

λ1(1− µ1)C
ss(a2, b1) + µ1λ1C

ss(a2, b2). (2.9)Observe que a interpolação de�nida em 2.9 é linear em todos os pontos, pois λ1 e µ1 sãolineares tanto em a quanto em b, respetivamente.É fáil ver que Dom(C) = I
2, que C(a, b) = Css(a, b),∀(a, b) ∈ Dom(Css) e que C émarginalmente uniforme. Preisamos mostrar que C satisfaz a ondição 2.4. Seja (c, d) outroponto em I

2 tal que c ≥ a e d ≥ b, e sejam c1, d1, c2, d2, λ2, µ2, relaionados a c e d, e
a1, b1, a2, b2, λ1, µ1, relaionados a a e b. Vamos provar que VC(B) > 0, onde B é o retângulo
[a, c]× [b, d]. Vários asos podem ser onsiderado para essa prova, dependendo se há um pontoem S̄1 estritamente entre a e c, e se há um ponto em S̄2 estritamente entre b e d. No asomais simples, supõe-se que não há pontos em S̄1 estritamente entre a e c, e, também, supõe-seque não há pontos em S̄2 estritamente entre b e d; logo, c1 = a1, c2 = a2, b1 = d1 e b2 = d2.Substituindo (2.9) pelos orrespondentes termos para C(a, d), C(c, b) e C(c, d) na expressãodada em (A.2) para VC(B), temos

VC(B) = V ([a, c] × [b, d]) = (λ2 − λ1)(µ2 − µ1)VC([a1, a2]× [b1, b2]),do qual segue que VC(B) ≥ 0 neste aso, pois c ≥ a e d ≥ b implia λ1 ≤ λ2 e µ2 ≤ µ1.O aso mais simples oorre quando há ao menos um ponto de S̄1 estritamente entre a e c,e ao menos um ponto de S̄2 estritamente entre b e d, então a < a2 ≤ c1 < c e b < b2 ≤ d1 < d.Neste aso, substituindo a equação 2.9 pelos orrespondentes termos para C(a, d), C(c, b) e
C(c, d) na expressão 2.4, temos:

VC(B) = (1− λ1)µ2VC([a1, a2]× [d1, d2]) + µ2VC([a2, c1]× [d1, d2])

+λ2µ2VC([c1, c2]× [d1, d2]) + (1− λ1)VC([a1, a2]× [d1, d2])

+VC([a2, c1]× [b2, d1]) + λ2VC([c1, c2]× [b2, d1])

+(1− λ1)(1− µ1)VC([a1, a2]× [b1, b2])

+(1− µ1)VC([a2, c1]× [b1, b2]) + λ2(1− µ1)VC([c1, c2]× [b1, b2]).O lado direito da igualdade da expressão aima é uma ombinação de nove parelas nãonegativas om oe�ientes não negativos e, portanto, é não negativa. Os asos remanesentessão similares e não serão demonstrados nessa dissertação.
�De�nição 2.1.6 Seja F uma função de distribuição. Então a quase-inversa de F é qualquerfunção F (−1) om domínio I tal que



8 INTRODUÇ�O À TEORIA DE CÓPULAS 2.11. se t ∈ Img(F ), então F−1(t) é qualquer número x em R̄ tal que F (x) = t, i.e., para todo
t em Img(F ),

F (F (−1)(t)) = t;2. se t não está em Img(F ), então
F (−1)(t) = inf{x|F (x) ≥ t} = sup{x|F (x) ≤ t}Se F é estritamente resente, então F tem uma únia quase-inversa, que é omumente deno-tada por F−1Exemplo 2.1.4 Para todo número a em R, o passo unitário em a é a função distribuição εadado por:

εa(x) =

{

0, x ∈ (−∞, a),

1, x ∈ [a,∞);e sua quase-inversa é dada por:
ε(−1)
a (t) =











a0, t = 0,

a, t ∈ (0, 1),

a1, t = 1,onde a0 e a1 são valores em R̄ tais que a0 ≤ a ≤ a1Corolário 2.1.1 Sejam H,F,G e Cs funções omo no Lema (2.1.1), e sejam F (−1) e G(−1)as quase-inversas de F e G, respetivamente. Então para todo (u, v) em Dom(Cs),
Cs(u, v) = H(F (−1)(u), G(−1)(v)) (2.10)Quando F e G são ontínuas, a equação 2.10 fornee-nos um método para onstrução deópulas a partir de funções de distribuição.Apresentaremos exemplos que ilustrararão o Corolário (2.1.1).Exemplo 2.1.5 Seja H uma função om suporte em R

2 dada por:
H(x, y) =











(x+1)(ey−1)
x+2ey−1 , (x, y) ∈ [−1, 1] × [0,∞],

1− e−y, (x, y) ∈ (1,∞] × [0,∞],

0, aso ontrário,



2.2 TEOREMA DE SKLAR 9om marginais F e G dadas por:
F (x) =











0, x < −1,

(x+ 1)/2, x ∈ [−1, 1],

1, x > 1,

G(y) =

{

0, y < 0,

1− e−y, y ≥ 0,As quase-inversas de F e G são F (−1) = 2u−1 e G(−1)(v) = − log(1−v) para u, v em I. Como
Img(F ) = Img(G) = I, (2.10) é dada pela ópula C dada por

C(u, v) =
uv

u+ v − uv
(2.11)Exemplo 2.1.6 Seja X ∼ exp(2) e Y ∼ exp(1), X e Y independentes, então:

H(x, y) = F (x)G(y),onde as quase-inversas de X e Y são:
F (−1)(u) =







− log(1− u)

2
, x ≥ 0,

0, x < 0,

G(−1)(v) =

{

− log(1− v), y ≥ 0,

0, y < 0,Logo, a ópula assoiada a H é dada por:
C(u, v) = H(F (−1)(u), G(−1)(v))

= F{F (−1)(u)}G{G(−1)(v)}

= [1− e2(log(1−u))/2][1− elog(1−v)]

= uvApresentaremos algumas medidas de dependênia que posteriormente serão objetos deestudo.



10 INTRODUÇ�O À TEORIA DE CÓPULAS 2.22.2 Medidas de DepêndeniaUma medida desritiva omumente usada são as orrelações que são empregadas a �m deveri�ar relações entre duas variáveis.Informalmente, um par de variáveis são onordantes se valores �grandes� (�pequenos�) deuma tendem a estar assoiados a valores �grandes� (�pequenos�) da outra. Formalmente, sejam
(xi, yi) e (xj , yj) duas observações do vetor (X,Y ) de variáveis aleatórias ontínuas. Dizemosque essas observações, (xi, yi) e (xj , yj), são onordantes se xi < xj então yi < yj , ou se
xi > xj então yi > yj . Similarmente, dizemos que (xi, yi) e (xj , yj) são disordantes se xi < xjentão yi > yj , ou se xi > xj então yi < yj . Uma formulação alternativa é: (xi, yi) e (xj, yj)são onordantes se (xi − xj)(yi − yj) > 0 e são disordates se (xi − xj)(yi − yj) < 0.2.2.1 Tau de KendallDenotemos {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)} uma amostra aleatória de tamanho n vinda deum vetor aleatório ontínuo (X,Y ). Há (n

2

) pares distintos de observações (xi, yi) e (xj, yj)na amostra, ada par pode ser disordante ou onordante. Denotemos c o número de paresonordantes e, por d o número de pares disordantes, o que faz o oe�iente de assoiaçãotau de Kendall amostral seja de�nido omo:
t =

c− d

c+ d
= (c− d)/

(

n

2

) (2.12)Equivaletemente, t é a probabilidade de onordânia menos a probablidade de disordâniaquando para o par de observações (xi, yi) e (xj , yj) é esolhido aleatoriamente de uma amostra.Sejam (X1, Y1) e (X2, Y2) vetores aleatórios independentes e identiamente distribuídos, adaum om função distribuição H. A versão populaional do tau de Kendall para um vetor (X,Y )de variáveis aleatórias ontínuas om distribuição onjunta H é de�nido omo a probabilidadede onordânia menos a probabilidade de disordânia:
τ = P[(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P[(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0] (2.13)Para demonstrar o papel que as ópulas têm nas medidas de onordânia e assoiaçãotais omo o tau de Kendall, primeiro de�niremos a Q �função de onordânia� denotado por

Q. Mostramos que essa função depende somente das distribuições por meio de ópulas.Teorema 2.2.1 Sejam (X1, Y1) e (X2, Y2) vetores independentes de variáveis aleatórias on-tínuas om funções de distribuição onjuntas H1 e H2, respetivamente, om marginais omunsF (de X1 e X2) e G (de Y1 e Y2). Denotemos C1 e C2 as ópulas de (X1, Y1) e (X2, Y2) re-spetivamente, então H1(x, y) = C1(F (x), G(y))) e H2(x, y) = C2(F (x), G(y)). Denotemos Q



2.3 RÔ DE SPEARMAN 11a diferença entre as probabilidades de onordânia e disordânia de (X1, Y1) e (X2, Y2), i.e.,
Q = P[(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P[(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0]. (2.14)Então,

Q = Q(C1, C2) = 4

∫∫

I2

C2(u, v)dC1(u, v) − 1. (2.15)Prova. Prova do Teorema no Apêndie.Teorema 2.2.2 Sejam X e Y variáveis aleatórias ontínuas onde C é a ópula assoiada aelas. Então a medida tau de Kendall para X e Y (aqui denotadas por τ) é dada por
τ = Q(C,C) = 4

∫∫

I2

C(u, v)dC(u, v) − 1. (2.16)Equivalentemente:
τ = 4E[C(U, V )]− 1 (2.17)Exemplo 2.2.1 Seja Cθ um membro da família de ópulas Fairlie-Gumble-Morgenstern (FGM)dada por:

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1 − v) (2.18)onde θ ∈ [−1, 1].Por Cθ ser absolutamente ontínua, temos
∂2Cθ(u, v)

∂u∂v
= [1 + θ(1− 2u)(1 − 2v)],omo onsequênia:

τ = Q(Cθ, Cθ) = 4
∫∫

I2
Cθ(u, v)dCθ(u, v) − 1 = 2θ

9Logo, τ ∈ [−2/9, 2/9] e, omo já foi menionado, a dependênia em termos da medida deassoiação τ é limitada por limitantes om valores baixos.2.3 R� de SpearmanAssim omo a medida de τ de Kendall, a medida ρ de Spearman se baseia na probabilidadede disordânias e onordânias.Sejam (X1, Y1), (X2, Y2) e (X3, Y3) vetores aleatórios independentes, om função de dis-tribuição onjunta H (e om marginais assoiadas F e G) e ópula C. A versão populaionaldo ρ é de�nida para ser proporional à probabilidade de onordânia menos a probabilidade



12 INTRODUÇ�O À TEORIA DE CÓPULAS 2.5de disordânia de dois vetores aleatórios (X1, Y1) e (X2, Y3). Onde a função distribução on-junta de (X1, Y1) é H(x, y), a distribuição onjunta de (X2, Y3) é F (x)G(y), pois assumimosindenpedênia entre X2 e Y3:
ρ = 3

(

P[(X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0]− P[(X1 −X2)(Y1 − Y3) < 0]
) (2.19)Teorema 2.3.1 Sejam X e Y variáveis aleatórias ontínuas om ópula assoiada C. Entãoa versão populaional do ρ de Spearman para X e Y é dada por:

ρ = 3Q(C,Π),

= 12
∫∫

I2
uvdC(u, v) − 3,

= 12
∫∫

I2
C(u, v)dudv − 3.

(2.20)O oe�iente �3� da equação 2.20 permite que essa medida assuma valores entre -1 e 1, talqual para o tau de Kendall.Exemplo 2.3.1 Seja Cθ um membro da família FGM. Então,
ρ = 3Q(Cθ,Π) = 12

∫∫

I2
Cθ(u, v)dudv − 3 = 121

4 + 12 θ
36 − 3 = θ

32.4 Medidas de Depedênia CaudalA de�nição de dependênia audal foi derivada no Apêndie, pois no aso da família FGM,a dependênia audal é nula o que torna irrelevante para nossa abordagem bayesiana. Adependênia audal mede a dependênia das variáveis no quadrante superior direito e noquadrante inferior esquerdo de I
2Exemplo 2.4.1 Seja C uma ópula da família FGM dada pela equação (2.18). Então, asdepedênias audais são dadas por:

λU = 2− limt→1−
1− t2 − θt2(1− t)2

1− t
= 2− limt→1− 1 + t− θt2(1− t) = 0

λL = limt→0+
t2 − θt2(1− t)2

t
= limt→0+ t+ θt(1− t)2 = 0Portanto, não há dependênia audal nas ópulas da família FGM.2.5 SimetriaDizemos que uma variável aleatória X é simétria ao redor de um número real a se asvariáveis aleatórias X − a e a−X têm a mesma função distribuição, isto é,

F (a+ x) = 1− F (a− x),∀x ∈ R (2.21)



2.5 SIMETRIA 13Exemplo 2.5.1 Seja X ∼ N(0, σ2). A variável aleatória X é simétria ao redor de 0. A provaé direta, pois a P(X ≤ x) = P(X > x).Introduziremos esse oneito para o aso bivariado.De�nição 2.5.1 Seja (X,Y ) vetor aleatório e seja (a, b) um ponto em R
2.1. (X,Y ) é radialmente simétrio em (a, b) se a função de distribuição onjunta de (X −

a, Y − b) é a mesma de (a−X, b− Y ).2. (X,Y ) é onjuntamente simétrio em (a, b) se os pares (X − a, Y − b), (a −X, b − Y ),
(X − a, b− Y ) e (a−X,Y − b) têm a mesma função de distribuição .Apresentaremos o oneito de ópula de sobrevivênia, que será usado posteriormente,observando que ópula de sobrevivênia é um oneito diferente de sobrevivênia da ópula(Nelsen, 2006, página 33).Sejam X e Y variáveis om distribuição onjunta dada por H(x, y), om F (x) e G(y)marginais de X e Y respetivamente, e seja H̄(x, y) = P(X > x, Y > y) a função de sobre-vivênia assoiada a essas duas variáveis aleatórias. Sejam F̄ e Ḡ as funções de sobrevivêniaunivariadas de X e Y , respetivamente. Logo, temos:

H̄(x, y) = 1− F (x)−G(y) +H(x, y)Usando o Teorema de Sklar e usando as funções de sobrevivênia univariadas, temos:
H̄(x, y) = F̄ (x) + Ḡ(y)− 1 + C(F (x), G(y)) = F̄ (x) + Ḡ(y)− 1 + C(1− F̄ (x), 1− Ḡ(y))e de�nimos a função Ĉ de I

2 para I omo:
Ĉ(u, v) = u+ v − 1 + C(1− u, 1− v) (2.22)Teorema 2.5.1 Seja C uma ópula e seja Ĉ, de�nida na equação 2.22, a ópula de sobre-vivênia assoiada a C. Então Ĉ também será ópula.Prova. Temos que veri�ar as ondições da De�nição (2.1.5):1. Para todo u,v em I,

Ĉ(0, v) = 0 + v − 1 + C(1, 1− v) = v − 1 + 1− v = 0,
Ĉ(u, 0) = u+ 0− 1 +C(1− u, 1) = u− 1 + 1− u = 0,e

Ĉ(1, v) = 1 + v − 1 + 0 = v e Ĉ(u, 1) = u+ 1− 1 + 0 = u;



14 INTRODUÇ�O À TEORIA DE CÓPULAS 2.52. Para todo u1, u2, v1 e v2 em I tais que u1 ≤ u2 e v1 ≤ v2,
Ĉ(u2, v2)− Ĉ(u2, v1)− Ĉ(u1, v2) + Ĉ(u1, v1) =

u2 + v2 − 1 +C(1− u2, 1− v2)− u2 − v1 + 1− C(1− u2, 1− v1)− u1 − v2 + 1− C(1−

u1, v2) + u1 + v1 − 1 + C(1− u1, 1− v1)

C(1− u2, 1− v2)− C(1− u2, 1− v1)− C(1− u1, 1− v2) + C(1− u1, 1− v1) ≥ 0.E, portanto, Ĉ é ópula.
�Mostraremos uma ondição para simetria radial a partir do oneito de ópula de sobre-vivênia.Teorema 2.5.2 Sejam X e Y variáveis aleatórias ontínuas om distribuição onjunta Hom marginais F e G de X e Y , respetivamente. Além disso, suponha que X e Y veri�am aequação 2.21 para os pontos a e b, respetivamente. Portanto, (X,Y) é radialmente simétriaem (a, b) se e somente se:

H(a+ x, b+ y) = H̄(a− x, b− y),∀(x, y) ∈ R
2 (2.23)Prova. Prova no Apêndie.Exemplo 2.5.2 Dada a família FGM dada pela equação (2.18) e apliamos o Teorema (2.5.2):

C(u, v) = u+ v − 1 + (1− u)(1− v) + θuv(1− u)(1− v)

= u+ v − 1 + 1− u− v + uv + θuv(1− u)(1 − v)

= uv + θuv(1− u)(1− v)Portanto, a FGM é radialmente simétria.



Capítulo 3Cópula Farlie-Gumbel-Morgenstern(FGM) e suas generalizaçõesA ópula FGM dada pela equação (2.18) pode ser vista omo uma perturbação da ópulade indepedênia. Por onta dessa simpliidade na interpretação, essa ópula é muito utilizadaem hidrologia, em modelagem de huvas e, mais reentemente, na área média.Os primeiros a disutirem essa ópula foram Morgenstern (1956), Gumbel (1958) e Farlie(1960).A primeira seção deste apítulo disutirá a origem dessa ópula e a segunda mostrará suasgeneralizações.3.1 Cópulas desritas por SeçõesComeçaremos essa seção om uma questão: qual é a maneira mais simples de se desreveruma ópula? Por exemplo, a ópula de independênia Π(u, v) = uv é linear tanto em u quantoem v. A próxima pergunta seria se há ópulas desritas por polin�mios em u e v. Essas questõesnos levam ao estudo de seções de ópulas.De�nição 3.1.1 Seja C uma ópula, e seja a algum valor em I. A seção horizontal de C em aserá a função de I em I dada por t 7→ C(t, a); a seção vertial de C em a será a função de I em
I dada por t 7→ C(a, t); e a seção diagonal de C será a função de I em I dada por t 7→ C(t, t).Essas seções têm várias propriedade estatístias interessantes omo a dada a seguir. Sejam
U, V variáveis aleatórias, uniformemente distribuídas em (0, 1) om distribuição onjunta C.As seções são proporionais à distribuição ondiional. Por exemplo, para u0 em (0, 1) nafamília FGM, enontramos: 15



16 CÓPULA FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN (FGM) E SUAS GENERALIZAÇÕES 3.1
P(V ≤ v|U ≤ u0) = P(U ≤ u0, V ≤ v)/P(U ≤ u0) = C(u0, v)/u0 = v+θv(1−u0)(1−v), (3.1)O que nos dá uma ótima interpretação geométria e de simples manipulação analítia, pois
C(u0, v) é função de u0.Cópulas a seguir serão onstruídas a partir de seções quadrátias, dadas por C(u, v) =

a(v)u2 + b(v)u + c(v). Se tomarmos a(v) = −Ψ(v), b(v) = v − a(v) = v + Ψ(v) e c(v) =

C(0, v) = 0, teremos:
C(u, v) = uv + Ψ(v)u(1 − u) (3.2)onde Ψ é uma função tal que C é biresente e Ψ(0) = Ψ(1) = 0 (então C(u, 0) = 0 e

C(u, 1) = u)A questão a ser levantada é se a função dada por 3.2 é realmente uma ópula. Para isso,usaremos os resultados demostrados por Quesada-Molina e Rodríguez-Lallena (1995):Teorema 3.1.1 Seja Ψ uma função om domínio em I, e seja C dada por (3.2) onde u, v ∈ I.Então C será uma ópula se, e somente se:1. Ψ(0) = Ψ(1) = 0;2. Ψ satisfaz a ondição de Lipshitz:
|Ψ(v2)− Ψ(v1)| ≤ |v2 − v1|para todo v1, v2 em I. Além disso, C é absolutamente ontínua.Prova. Prova no Apêndie.A prova aima pode ser feita de forma análoga para seções em v.Corolário 3.1.1 A função C de�nida por 3.2 é uma ópula se, e somente se Ψ satisfaz as 3propriedades a seguir:1. Ψ é absolutamente ontínua em I;2. |Ψ ′| ≤ 1 quase ertamente em I;3. |Ψ | ≤ min(v, 1 − v),∀v ∈ I. Além disso, C é absolutamente ontínua.Prova. Do teorema anterior, já segue diretamente que os itens 1 e 2 são válidos, basta apenasprovar o item 3.



3.2 GENERALIZAÇÕES DA CÓPULA FGM 17Figura 3.1: Grá�os de dispersão para FGM om θ = −1 (esquerda) e θ = 1 (direita)
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Exemplo 3.1.1 Quando na equação 3.2, temos Ψ(v) = θv(1 − v) resulta na ópula FGM.Assim Ψ satisfaz as três propriedades do Corolário 3.1.1, i.e., ela é absolutamente ontínua,suas derivadas nuna exedem 1 e ela segue, também, a propriedade 3.Contudo, a FGM onsegue detetar apenas dependênias fraas, orrelação entre -1/3 e1/3. Na Figura 3.1, temos dois grá�os de 1000 observações simuladas onsiderando os valoresextremos do parâmetro (θ = 1 e θ = −1), esses grá�os revelam a dependênia fraa omoresultado desse modelo.Exemplo 3.1.2 Para Ψ(v) = min{c1v, c2(1 − v)} (ou Ψ(v) = −min{c1v, c2(1 − v)}), para
c1, c2 ∈ I, vemos que essa ópula proposta satisfaz as ondições do Corolário 3.1.1.Exemplo 3.1.3 Para Ψ(v) = (θ/π) sin(πv), para θ ∈ [−1, 1], temos que as ondições sãofailmente veri�adas, pois a função seno é ontínua. Sabemos, também, que a função ossenoestá entre [-1,1℄ o que satisfaz (2), pois ela é limitada. Para o item 3, tomaremos o asoonde v < 1/2, temos que sin(πv) ≤ πv e, por simetria da função seno vamos usar apenas
v < 1/2. Temos o seguinte fato sin(πv) < πv então sin(πv)/π < v. Portanto, quando usamos
Ψ(v) = (θ/π) sin(πv) na equação 3.2, C(u, v) também é ópula.3.2 Generalizações da Cópula FGMApresentaremos algumas generalizações para a Cópula FGM em busa de aumentar oalane da orrelação.3.2.1 Generalização proposta por Rodríguez-Lallena e Úbeda-Flores (2004)Será apresentada uma generalização não neessariamente simétria.



18 CÓPULA FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN (FGM) E SUAS GENERALIZAÇÕES 3.2De�nição 3.2.1 Sejam f e g duas funções reais de�nadas em I e onsidere a função Cde�nida por:
C(u, v) = uv + f(u)g(v) (3.3)para todo u, v em I.Mostraremos dois lemas antes de provar o teorema prinipal que estabelee ondições paraque a proposta de Rodr�guez-Lallena e Úbeda-Flores (2004) dada pela equação 3.3 seja ópula.Lema 3.2.1 Sejam f : [a, b] → R e K1,K2 ∈ R. Então as seguintes a�rmações são equiva-lentes:1. K1(y − x) ≤ f(y)− f(x) ≤ K2(y − x) para todo x, y ∈ [a, b] tais que x < y;2. f é absolutamente ontínua em [a, b] e K1 ≤ f ′(x) ≤ K2 para todo x ∈ [a, b]Prova. K1(y − x) ≤ f(y)− f(x) ≤ K2(y − x) ⇔ K1 ≤

f(y)− f(x)

y − x
≤ K2Quando x→ y, temos que K1 ≤ f ′(x) ≤ K2.

�O seguinte lema é onsequênia do Lema 3.2.1.Lema 3.2.2 Seja f : [a, b] → R absolutamente ontínua e seja A = {x ∈ [a, b] : f ′(x) existe}.Então:1. inf{(f(y)− f(x))/(y − x) : x, y ∈ [a, b], x < y} = inf{f ′(x) : x ∈ A};2. sup{(f(y)− f(x))/(y − x) : x, y ∈ [a, b], x < y} = sup{f ′(x) : x ∈ A}.Agora, será apresentado o teorema que mostra quando a equação dada em 3.3 é ópula.Teorema 3.2.1 Sejam f e g duas funções reais de�nidas em I. Seja C : I → R a funçãode�nida em 3.3. Então C é uma ópula, se e somente se:1. f(0) = f(1) = g(0) = g(1) = 0;2. f e g são absolutamente ontínuas e3. min{αδ, βγ} ≥ −1, onde α = inf{f ′(u) : u ∈ A} < 0, β = sup{f ′(u) : u ∈ A} > 0,
γ = inf{g′(u) : u ∈ B} < 0 e δ = sup{g′(u) : u ∈ B} > 0, om A = {x ∈ [a, b] : f ′(x)existe} e B = {x ∈ [a, b] : g′(x) existe}. Além disso, C é absolutamente ontínua.Prova. Prova no Apêndie.



3.2 GENERALIZAÇÕES DA CÓPULA FGM 19O próximo resultado alternativo fornee-nos ondições su�ientes sobre as funções f e gpara que a função C de�nida em 3.3 seja ópula. Esse resultado hea a ondição de Lipshitzsobre f e g e isso nos oferee uma gama mais ria de funções f e g, que não serão exploradasnesta dissertação.Teorema 3.2.2 Sejam f e g duas funções reais não-nulas de�nidas em I tal que f(0) =

f(1) = g(0) = g(1) = 0 e satisfazendo as ondições de Lipshitz:
|f(u1)− f(u2)| ≤M |u1 − u2| e |g(v1)− g(v2)| ≤

|v1 − v2|

M
(3.4)Então, a função dada pela equação 3.3 é ópula.Prova. Sejam F , G e T omo na prova do Teorema (3.2.1). Sejam (u1, u2) e (v1, v2) em T .Das ondições de Lipshitz em 3.4. Deorre que C é biresente.Mostraremos alguns exemplos de ópulas dessa família dada pela equação 3.3.O primeiro exemplo mostra uma família onde a ondição de Lipshitz não é satisfeita eportanto a função dada não é ópula.Exemplo 3.2.1 Sejam m e n dois números reais tais que mn > 0 om mn 6= 1, e sejam f e

g funções de�nidas da seguinte forma:
f(u) =

{

mu se 0 ≤ u ≤ 1/(mn + 1),

(1− u)/n se 1/(mn + 1) ≤ u ≤ 1,e
g(v) =

{

nv , 0 ≤ v ≤ 1/(mn + 1),

(1− v)/n , 1/(mn + 1) ≤ v ≤ 1,Ambas f e g são ontínuas e �navas, logo f e g são absolutamente ontínuas. Nesseaso, os valores de α, β, γ e δ de�nidos no Teorema (3.2.1) são: α = min{m,−1/n}, β =

max{m,−1/n}, γ = min{n,−1/m} e δ = max{n,−1/m}; portanto, min{αδ, βγ} = −1.Então:
C(u, v) =











uv(mn + 1), 0 ≤ v ≤ 1/(mn + 1),

uv + (1− u)(1− v)/(mn), 1/(mn+ 1) ≤ v ≤ 1,

min(u, v), aso ontrário. (3.5)Se tomarmos mn > 1 e, u1, u2 em I tais que u1 6= u2 e max(u1, u2) < 1/(mn + 1), entãotemos |f(u1)− f(u2)||g(u1)− g(u2)| = |mu1−mu2||nu1−nu2| = mn|u1−u2|
2 ≥ |u1−u2|

2, oque ontradiz a ondição de Lipshitz. Da mesma forma, assumindo mn < 1 e tomando u1, u2



20 CÓPULA FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN (FGM) E SUAS GENERALIZAÇÕES 3.2em I tais que u1 6= u2 e min(u1, u2) ≥ 1/(mn+1), então temos |f(u1)−f(u2)||g(u1)−g(u2)| =
|u1 − u2|

2/mn > |u1 − u2|
2 o que também ontradiz a ondição de Lipshitz.Como onsequênia do Teorema (3.2.2), temos:Corolário 3.2.1 Seja M > 0, e sejam f e g duas funções reais não-nulas de�nidas em I taisque1. f e g são absolutamente ontínuas;2. |f ′(u)| ≤M e |g′(u)| ≤ 1/M ;3. |f(u)| ≤M min{u, 1 − u} e |g′(u)| ≤ (1/M)min{u, 1 − u},∀u ∈ I.Então a função C de�nida em 3.3 é uma ópula absolutamente ontínua.O seguinte orolário oferee-nos muitas novas famílias paramétrias e sua prova é direta:Corolário 3.2.2 Sejam f e g duas funções absolutamente ontínuas de�nidas em I tais que

f(0) = f(1) = g(0) = g(1) = 0. Seja Cθ a função de�nida em I
2 por Cθ(u, v) = uv +

θf(u)g(v) om θ ∈ R. Então, Cθ será uma ópula se e somente se −1/max{αγ, βδ} ≤ θ ≤

−1/min{αδ, βγ}, onde α = inf{f ′(u) : u ∈ A} < 0, β = sup{f ′(u) : u ∈ A} > 0, γ =

inf{g′(u) : u ∈ B} < 0 e δ = sup{g′(u) : u ∈ B} > 0, om A = {x ∈ [a, b] : f ′(x) existe} e
B = {x ∈ [a, b] : g′(x) existe}.Com o resultado dado pelo orolário, podemos alular a forma analítia do oe�iente deorrelação de Spearman em função do parâmetro da ópula:

ρ = 12θ

∫ 1

0
f(t)dt

∫ 1

0
g(t)dt (3.6)Exemplo 3.2.2 Entre a família de ópulas dada pela equação 3.3, podemos itar a sugeridapor Huang-Kotz (Mari e Kotz, 2001) que é dada a partir de f(u) = u(1−up) e g(v) = v(1−vp).Assim, temos:

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− up)(1− vp) onde u e v estão em I e p > 0.Usando a equação 3.6 enontramos:
ρ =

3θp2

(p + 2)2
.A partir de alguns álulos, enontramos que:

θ ∈
[

−(max{1, p})−2, p−1
],

ρ ∈

[

−3min{1, p2}

(p + 2)2
,

3p

(p + 2)2

]



3.2 GENERALIZAÇÕES DA CÓPULA FGM 21Essa proposta aumenta o máximo limitante da orrelação para 3/8 quando p = 2 e limitanteinferior para esse valor de p é de −3/16.No próximo exemplo, apresentaremos uma generalização adiionando um parâmetro.Exemplo 3.2.3 Na generalização proposta por Bairamov-Kotz (Mari e Kotz, 2001) usa-se
f(u) = u(1− up)q e g(v) = v(1 − vp)q. Com isso temos:

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− up)q(1− vp)q.Usando a equação 3.6, temos que:
ρ = 12θ

[

q
pq+2

Γ(p/2)Γ(q)

Γ(q+ 2

p
)

]2.
θ ∈

[

−min

(

1,

[

1
pq

(p+q
q−1

)2
])

,

(

p+1
p−1

)p−1],
ρ ∈

[

−12

(

q

pq + 2

Γ(p/2)Γ(q)

Γ(q + 2
p)

)2

min

(

1,

[

1

pq
(p+ q

q − 1

)2)
)

, 12

(

q

pq + 2

Γ(p/2)Γ(q)

Γ(q + 2
p)

)2
(p+1
p−1

)p−1
]O limitante superior para ρ é 0,5015 quando p = 2, 8968 e q = 1, 4908. Além disso,enontramos omo limitante inferior é −0, 48 para p = 2 e q = 1, 5.Apresentaremos, no próximo exemplo, a ópula apresentada por Rodríguez-Lallena e Úbeda-Flores (2004).Exemplo 3.2.4 Seja a ópula dada por

Cθ(u, v) = uv + θup(1− u)qvr(1− v)s (3.7)para todo (u, v) ∈ I
2, om p, q, r, s > 1. Pelo orolário 3.2.1, podemos dizer que Cθ será ópulase e somente se −1/max{αγ, βδ} ≤ θ ≤ −1/min{αδ, βγ}, onde β = −α = 1, se p = r = 1;

δ = −γ = 1, se q = s = 1 e
α = −

(

p

p+ q

)p−1(

1 +

√

q

p(p+ q − 1)

)p−1( q

p+ q

)q−1

×

(

1−

√

p

p(p+ q − 1)

)q−1√ pq

p+ q − 1

(3.8)
β =

(

p

p+ q

)p−1(

1−

√

q

p(p+ q − 1)

)p−1( q

p+ q

)q−1

×

(

1 +

√

p

p(p+ q − 1)

)q−1√ pq

p+ q − 1

(3.9)
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γ = −

(

r

r + s

)r−1(

1 +

√

s

r(r + s− 1)

)r−1( s

r + s

)s−1

×

(

1−

√

r

r(r + s− 1)

)s−1√ rs

r + s− 1

(3.10)
δ =

(

r

r + s

)r−1(

1−

√

s

r(r + s− 1)

)r−1( s

r + s

)s−1

×

(

1 +

√

r

r(r + s− 1)

)s−1√ rs

r + s− 1

(3.11)Podemos alular failmente
ρ = 12θbeta(p+ 1, q + 1)beta(r + 1, s + 1) (3.12)onde ρ pertene ao intervalo

[

−12beta(p + 1, q + 1)beta(r + 1, s + 1))

max(αγ, βδ)
,
−12beta(p + 1, q + 1)beta(r + 1, s + 1))

min(αδ, βγ)

]O aso p = q = r = s = 1, que produz a FGM tradiional, nos dá o menor suporte para
θ, o intervalo [−1, 1]. Em geral, valores grandes de p, q, r e s nos dão alanes grandes para
θ (por exemplo, para p = q = r = s = 2, θ está no intervalo [−27, 27]). Podemos notar,ainda, que (U, V ) será permutável se e somente se p = r e q = s. Ademais, se o par (U, V ) émarginalmente simétrio sobre algum ponto em R

2, então (U, V ) é radialmente simétrio se esomente se p = r e q = s; ontudo, (U, V ) só será onjuntamente simétrio para o aso θ = 0.Valores de p, q, r e s no intervalo (1; 2, 1] nos forneem valores para ρ superiores à da FGMtradiional.Huang e Kotz (1999) apresentaram um aso partiular dessa família de ópulas onde p =

r = 1 e observaram que para ρ o limitante superior é 0, 3912 quando q = s = 1, 877 e olimitante inferior é −1/3 quando q = s = 1.Lai e Xie (2000) apresentaram um aso partiular dessa ópula onde p = r e q = s.3.2.2 Generalização Multivariada da proposta de Rodríguez-Lallena & Úbeda-Flores (2004)Apresentaremos a versão multivariada da ópula apresentada anteriormente.Mostraremos o aso para 3 dimensões, o qual pode ser failmente generalizado para di-mensões maiores.Introduziremos a notação.De�nição 3.2.2 Sejam f, g e h três funções reais de�nidas em I e onsidere a função Cde�nida por:
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C(u, v, w) = uvw + θ1f(u)g(v)w + θ2f(u)vh(w) + θ3ug(v)h(w) + θ4f(u)g(v)h(w)para todo u, v e w em I.Outros resultados importantes vêm do fato das marginais bivariadas das ópulas trivariadasserem também ópulas:Seja f, g, h funções reais absolutamente ontínuas tais que f(0) = f(1) = g(0) = g(1) =

h(0) = h(1) = 0 e C a função da De�nição (3.2.2). Então:
C1(u, v, 1) = uv + θ1f(u)g(v) (3.13)
C2(u, 1, w) = uw + θ2f(u)h(w) (3.14)
C3(1, v, w) = vw + θ3g(v)h(w) (3.15)onde, C1, C2, C3 são ópulas.A partir do resultado aima, podemos enontrar os limitantes de θ1, θ2, θ3 usando o Corolário(3.2.2).Exemplo 3.2.5 Seja a ópula da família FGM om 4 parâmetros, om u, v, w ∈ I, dada por:

C(u, v, w) = uvw + θ1u(1− u)v(1 − v)w

+θ2u(1− u)vw(1 − w)

+θ3uv(1− v)w(1 − w)

+θ4u(1− u)v(1 − v)w(1 − w)ou seja, a ópula dada pela De�nição (3.2.2) om f(u) = g(u) = h(u) = u(1− u).Temos, pelas 3.13 a 3.15, que θ1, θ2 e θ3 pertenem ao intervalo [−1, 1] e que θ4, por Dolatie Úbeda-Flores (2006), pertene ao intervalo:
θ4 ∈ [−1− w1θ1 − w2θ2 − w3θ3, 1 + w1θ1 +w2θ2 + w3θ3]onde wi = {−1, 1}, w1w2w3 = 13.2.3 Generalização proposta por Amblard e Girard (2009)Amblard e Girard (2009) propuseram uma generalização na qual uma das subfamíliasapresenta dependênia audal. Esta proposta é feita para ópulas simétrias, pois as funções

f e g serão iguais:
Cθ(u, v) = uv + θ(max(u, v))f(u)f(v) (3.16)



24 CÓPULA FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN (FGM) E SUAS GENERALIZAÇÕES 3.2onde θ e f são funções de I em R, ontinuamente difereniáveis.Teorema 3.2.3 Cθ é uma ópula se e somente se f e θ satisfazem as seguintes ondições:(a) f(0) = 0;(b) f(1)θ(1) = 0;() f ′(u)(θf)′(v) ≥ −1;(d) θ′(u) ≤ u, ∀u ∈ I.A prova pode ser enontrada em Amblard & Girard (2009).Introduziremos a seguir as medidas de assoiação para a ópula dada aima:
ρ de SpearmanApresentaremos aqui o ρ de Spearman para a generalização proposta por Amblard e Girard.Seja (X,Y ) um par de vetores aleatórios om ópula Cθ,φ. O r� de Spearman é dado por

ρ = 12

[

F 2(1)θ(1) −

∫ 1

0
F 2(t)θ′(t)dt

]

, (3.17)onde F (t) = ∫ t
0 f(x)dx.O interessante dessa generalização é que, ao ontrário da FGM tradiional, ela apresentadepedênia audal diferente de zero e, por onta disso, esta generalização aaba nos forneendoinformações que a FGM tradiional e a GFGM dada por Rodríguez-Lallena & Úbeda-Floresnão nos dariam. A seção abaixo nos mostra justamente isso.Dependênia CaudalA dependênia audal superior pode ser quanti�ada por meio da seguinte forma: λ =

−f2(1)θ′(1).Agora, provaremos o resultado aima:
λU = 2− limu→1−

1− C(u, u)

1− u

= 2− limu→1−
1− u2 − θ(u)f(u)2

1− u

= 2− 1− 1− limu→1−
θ(u)f(u)2

1− u

= − limu→1−
f2(1)θ(1)− f2(u)θ(u)

1− u
= −(f2θ)′(1)

= −f2(1)θ′(1)

(3.18)



3.2 GENERALIZAÇÕES DA CÓPULA FGM 25A dependênia audal inferior é igual a 0.Subfamílias da ópula proposta de Amblard e GirardNesta proposta, exploraremos o item (2) do Teorema (3.2.4):(b1) Caso θ(1) = 0,Primeiro, notemos que (b1,d) implia que θ é não-negativa em I. O ρ de Spearman nesteaso será:
ρ = −12

∫ 1

0
F 2(t)θ′(t)dt, (3.19)e, somando-se a (d), essa subfamília, ρ ≥ 0, pois F 2 > 0 e θ > 0Mostraremos as ópulas geradas por função de distribuição univariada de�nida por

C(u, v) = uv[1 + K̄−1(max(u, v))] (3.20)onde K é uma função de distribução em R
+, K̄ é a função de sobrevivênia, K̄(−1) é suainversa generalizada de�nida omo K̄(−1) = K(−1)(1−x) = inf{t ≥ 0,K(t) ≥ 1−x} e f =

Id é a função identidade. Assumiremos que K é estritamente resente e difereniável em
(K(−1)(0),K(−1)(1)), a inversa generalizada e a inversa lássia oinidem nesse intervalo.A função densidade de K será hamada de k. O seguinte orolário nos dá uma ondiçãoneessária e su�iente para que C dada pela equação 3.16 seja uma ópula. Isso serámostrado por meio da função taxa de falha k/K̄.Corolário 3.2.3 C é dada pela equação 3.20, será uma ópula se e somente se, paratodo t ≥ 0 tal que 0 < K(t) < 1,

k(t)

K̄(t)
≥

1

1 + t
. (3.21)A prova é dada em Amblard & Girard (2009).(b2) f(1) = 0Observemos que (b2) implia medida de dependênia audal superior sempre nula nessasubfamília pela 3.18.A partir de 3.17, temos que o ρ de Spearman veri�a:

ρ ≥ 12F 2(1)θ(1),



26 CÓPULA FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN (FGM) E SUAS GENERALIZAÇÕES 3.2onde F é dada por 3.16Nesse aso onde θ é uma onstante, enontramos exatamente o ρ de Spearman da GFGMde Rodríguez-Lallena & Úbeda-Flores (2004), ou seja, a segunda parela da equação 3.17é nula.



Capítulo 4Métodos InfereniaisNeste apítulo, em sua primeira parte, apresentaremos a metodologia para se realizar in-ferênias, omo teste de hipóteses, intervalos de redibilidade e predições.Na segunda parte, apresentaremos os métodos omputaionais que serão usados nessa dis-sertação. Primeiramente, mostraremos omo foram simuladas observações da Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) e, depois, introduziremos a geração de observações para as ópulas 3.7 edada pela De�nição 3.2.2. E, �nalmente, mostraremos o método de Metropolis-Hastings, quefoi utilizado para a geração dos valores da função densidade a posteriori.4.1 Inferênia BayesianaCom o objetivo de testar independênia entre as variáveis, apresentaremos uma metodolo-gia bayesiana para testes de hipóteses preisas.4.1.1 Teste de Hipóteses PreisasEm estatístia, uma das fases importantes na análise de dados é o teste de hipóteses. Essashipóteses normalmente são feitas a �m de diminuir a dimensão do espaço paramétrio.De�nimos χ e Θ omo sendo o espaço amostral e paramétrio, respetivamente. Tomemos
x ∈ χ ⊂ R

n e θ ∈ Θ ⊂ R
p.Formalmente, uma hipótese preisa é de�nida omo:

H0 : θ ∈ Θ0

H1 : θ ∈ Θ1onde dim(Θ0) < dim(Θ) e Θ0, Θ1 são partições de Θ, i.e., Θ0 ∪ Θ1 = Θ, Θ0 ∩ Θ1 = ∅. Noaso uniparamétrio, temos omo exemplo de hipótese preisa H0 : θ = θ0 ∈ Θ ⊂ R.27



28 MÉTODOS INFERENCIAIS 4.1Tabela 4.1: Função de Perda para o FBST
θ ∈ T θ ∈ T c

a0 a+ c a

a1 0 bA partir disso, é neessário alular probabilidades de espaços om dimensão menor do queespaço original, pois esses espaços menores tem probabilidade zero. Para resolver esse tipo deproblema usaremos o teste Full Bayesian Signi�ane Test.Full Bayesian Signi�ane Test - FBSTPara a solução do problema de hipóteses preisas, Pereira & Stern sugerem uma medidade evidênia em favor de H0 utilizando um onjunto tangente ao onjunto Θ0 hamado T ,e tomando os pontos mais �prováveis� do que Θ0. Denotemos π(θ|x) a função densidade aposteriori e θ dada a amostra x, ou seja,
T = {θ ∈ Θ : π(θ|x) > t}, onde t = supΘ0

{π(θ|x)}A partir disso, de�nimos a medida de evidênia ou e− valor em favor de Θ0 da seguinteforma:
e− valorΘ0

= P(θ ∈ T c|x) = 1− P(θ ∈ T |x) = 1−
∫

T π(θ|x)dθ.Em outras palavras, se a probabilidade do onjunto tangente T for alta então teremospoua evidênia em favor do onjunto Θ0. Por outro lado, se tivermos baixa probabilidadepara o onjunto T então teremos forte evidênia em favor de H0.Apresentaremos uma regra de deisão para a rejeição ou aeitação da hipótese nula a partirdo FBST. De�nimos D = {a0, a1} o espaço das deisões, onde a0 = Não Rejeitar H0 e a1 =Rejeitar H0. Também de�nimos l : D×Θ → R uma função de perda apresentada da seguinteforma por Madruga et al. (2001):
l(a1, θ) = b(1− IT (θ)), l(a0, θ) = a+ cIT (θ)Podemos oloar a função de perda aima em forma da Tabela 4.1: onde a, b, c ≥ 0 e I afunção indiadora. A perda esperada para a deisão a0 é:

E[l(a0, θ)|x] =
∫

Θ l(a0, θ)π(θ|x)dθ

=
∫

Θ(a+ cIT )π(θ|x)dθ

= a+ c
∫

T π(θ|x)dθ

= a+ c(1− e-valor)Agora, aharemos a perda para a deisão a1:



4.1 INFERÊNCIA BAYESIANA 29
E[l(a1, θ)|x] =

∫

Θ l(a1, θ)π(θ|x)dθ

=
∫

Θ(bIT c)π(θ|x)dθ

= b
∫

T c π(θ|x)dθ

= b(e-valor)Para rejeitarmos H0, temos:
E[l(a1, θ)|x] < E[l(a0, θ)|x]

b(e-valor) < a+ c(1− e-valor)
(b+ c)e-valor < a+ ce-valor <

a+ c

b+ cPortanto, rejeitaremos H0 ⇔ e− valor <
a+ c

b+ c
.Os valores a, b e c são postulados de uma maneira subjetiva e representam o quanto seperde em tomar as deisões a0 e a1 quando o verdadeiro valor de θ está em T ou T c.Quando b < a, sempre rejeitaremos a hipótese nula, pois o e-valor é sempre um valor dentrodo intervalo (0, 1). Por outro lado, quando b >> a e  �pequeno�, então não rejeitaremos H0para valores bem pequenos do e-valor. Um exemplo, seria a, b, c > 0, satisfazendo 9a−10b = c(19a− 20b = c), então deidiremos por H0 quando e-valor = 0, 9 (0, 95).4.1.2 Intervalos de CredibilidadeEm inferênia, sob o ponto de vista frequentista, existem os intervalos de on�ança. O sim-ilar para a estatístia bayesiana são os intervalos de redibilidade, que têm uma interpretaçãomuito mais intuitiva dada pela probabilidade do intervalo dado.Depois de determinada a função a posteriori π(θ|x), alulamos as seguintes probabilidadesa posteriori:De�nição 4.1.1 R(x) é um intervalo de redibilidade γ de θ se e somente,

P(θ ∈ R(x)|x) =
∫

R(x) π(θ|x)dθ ≥ γ.Existem in�nitos intervalos de redibilidade om mesmo grau de redibilidade, o que nosinteressa é seleionar aquele om tamanho mínimo, o High Posterior Density (HPD).4.1.3 PrediçõesAlém de estimações e teste de hipóteses, muitas vezes, desejamos fazer predições de obser-vações futuras. Para tanto, preisamos utilizar os dados atuais, x, a �m de onseguir predizer a



30 MÉTODOS INFERENCIAIS 4.2observação aleatória Y determinando, assim, a urva preditiva p(Y |x). Como esta observação,também, nos dá informação sobre a entidade desonheida θ, é natural que expressemos nossainerteza a partir da densidade f(y|x, θ) e, além disso, usarmos nosso onheimento sobre
θ, quanti�ado por meio da distribuição a posteriori π(θ|x), de modo a obter a densidadepreditiva da forma abaixo:

p(y|x) =
∫

Θ f(y|x, θ)h(θ|x)dθObservemos que a distribuição de Y não neessariamente preisa ser a mesma distribuiçãodo vetor x, basta que eles estejam assoiados ao mesmo θ subjaente, sendo esse, o veíuloque leva a informação do x para o y.4.2 Métodos Computaionais4.2.1 Geração de Valores da FGM e GFGMPara se gerar valores (U, V ) da FGM dada pela equação 2.18, temos, primeiramente, quegerar U omo uma variável Uniforme(0,1). O próximo passo é alular a função distribuiçãoondiional de V dado U = u uja forma analítia é dada por:
F (x) =

∫ x
0 1 + θ(1− 2u)(1 − 2v)dv

= [1 + θ(1− 2u)]x− θ(1− 2u)x2,onde F é quadrátia em x. Para 0 < t < 1, a equação F (x) = t tem uma únia raiz x nointervalo (0, 1).Algoritmo 4.2.1 Algoritmo para geração de FGM (Nelsen, 2004)1. Gere u e t uniformes independentes no intervalo (0, 1);2. a = 1 + θ(1− 2u); b =
√

a2 − 4(a− 1)t;3. v = 2t/(b + a);4. Retorna-se (u, v).Para gerarmos valores da GFGM dada pela equação 3.7, propomos o uso do algoritmo deaeitação-rejeição dado em Robert & Casella (2004).Como função auxiliar esolhemos a FGM om parâmetro igual a 1 para valores de θ ≥ 0 e-1 para valores de θ < 0. O Algoritmo 4.2.2 mostra os detalhes.



4.2 MÉTODOS COMPUTACIONAIS 31De�nimos fFGM pela densidade dada pela equação 2.18 e fGFGM pela função densidadedada pela equação 3.7.Fixados p, q, r, sAlgoritmo 4.2.2 Algoritmo para geração de GFGM1. Encontre M = supu,v(fGFGM (θ, (u, v))/fFGM (1, (u, v))) se θ ≥ 0 ou

M = supu,v(fGFGM (θ, (u, v))/fFGM (−1, u, v)) se θ < 0;2. Gere (u1, u2) de FGM de parâmetro 1 se θ ≥ 0 ou de parâmetro -1 se

θ < 0;3. Gere u de Uniforme(0,1);4. Se u < fGFGM(θ, (u1, u2))/fFGM (1, (u1, u2))M se θ ≥ 0 ou

fGFGM(θ, (u1, u2))/fFGM (−1, (u1, u2))M se θ < 0 então aceite (u1, u2);5. Caso contrário, volte a 2.Para gerarmos valores da GFGM multivariada, também, é neessário usarmos o Algoritmode Aeitação-Rejeição.Apresentaremos uma proposta de geração da GFGM multivariada dada pela De�nição(3.2.2) om θ4 = 0, propomos omo função auxiliar, nesse aso, uma mistura de uma funçãoUniforme e de três betas tendo omo parâmetros os expoentes que desejamos simular e usandoos parâmetros θ1, θ2 e θ3 omo pesos.De�nimos ψ(θ1, θ2, θ3, (u, v, w)) omo a função densidade da GFGMmultivariada e Beta(o, p)omo a função densidade da distribuição Beta de parâmetros o, p.O Algoritmo é dado abaixo:Dados o, p, q, r, s, t.Algoritmo 4.2.3 Algoritmo para geração de GFGM Multivariada1. Encontre M = supu,v,w{ψ(θ1, θ2, θ3, (u, v, w))/(1 + θ1Beta(o, p) +

+ θ2Beta(q, r) + θ3Beta(s, t)))};2. Gere u1 de Beta(o, p), u2 de Beta(q, r), u3 de Beta(s, t);3. Gere u de Uniforme(0,1);4. Se u < ψ(θ1, θ2, θ3, (u1, u2, u3))/(1 + θ1Beta(o, p) +

+ θ2Beta(q, r) + θ3Beta(s, t)))M aceito (u1, u2, u3);5. Caso contrário, volte a 2.



32 MÉTODOS INFERENCIAIS 4.24.2.2 Método Metropolis-HastingsPara funções a posteriori ompliadas, é neessário utilizarmos a ferramenta do MCMCpara onseguirmos fazer inferênia sobre o parâmetro θ.Um dos métodos MCMCmais onheidos e utilizados na literatura é o método de Metropolis-Hastings. Feito iniialmente por Metropolis (1953) e redesoberto e aprimorado por Hastings(1970).O algoritmo Metropolis-Hastings omeça om a função objetivo (alvo) κ. Depois disso,preisamos esolher uma λ(y|x), que será a função mudança de estado. O Metropolis-Hastingspode ser implementado na prátia quando a função λ(.|x) é fáil de simular. Além disso, essafunção λ ou é expliita (i.e., uma função independente de x) ou simétria (λ(y|x) = λ(x|y)).A densidade alvo κ pode ser vista omo uma extensão da razão:
κ(y)/λ(y|x)que nos dá uma onstante em x.Algoritmo 4.2.4 Algoritmo geral de Metropolis-Hastings1. Inicializar x(0)2. Gerar yt ∼ λ(y|x)3. Tome x(t+1) =

{

yt com probabilidade ν(x(t), yt)

x(t) com probabilidade 1− ν(x(t), yt)onde
ν(x, y) = min

(

κ(y)

κ(x)

λ(x|y)

λ(y|x)
, 1

)

.

ν é a probabilidade de aeitação do Metropolis-Hastings.As observações geradas pelo Metropolis-Hastings não são iid, e é preiso esolhermos ob-servações de forma espaçada para abrandar a autoorrelação das adeias.Nesta dissertação, usaremos o Metropolis-Hastings om função de transição da adeia deMarkov passeio aleatório.Passeio AleatórioO passeio aleatório é de�nido abaixo:
yt = x(t) + ǫt,onde ǫt é uma perturbação aleatória om distribuição simétria κ, independente de X(t).Podemos substituir, nesse aso, a função λ(y|x) pela forma κ(|y − x|).



Capítulo 5Análise InferenialNos apítulos anteriores, montamos os pilares para o que será apresentado no presenteapítulo, ujo objetivo é fazer inferênia bayesiana em algumas das generalizações da FGM.Nesta dissertação, o foo é a generalização proposta por Rodríguez-Lallena & Úbeda-Flores(2004).Primeiramente, espei�aremos a função de verossimilhança, assim omo, as funções dedensidade a priori esolhidas. Em seguida, mostraremos algumas apliações. A primeira apli-ação orresponde a um bano de dados reais bivariado ontendo a proporção de pessoasabaixo da linha de pobreza e a proporção de pessoas que bebem em exagero nos estados dosEstados Unidos para o ano de 2007; a segunda apliação orresponde a um bano de dadosreais trivariado ontendo as duas variáveis já itadas e a taxa de pessoas om gonorréia nosestados dos Estados Unidos para o ano de 2007.5.1 Função de VerossimilhançaConsidere a equação de ópula 3.12, a densidade da ópula orrespondente é
c(u, v) = 1 + θf ′(u)g′(v) (5.1)Assumindo f(u) = up(1− u)q e g(v) = vr(1− v)s, teremos:

c(u, v) = 1 + θ[pu(p−1)(1− u)q − qup(1− u)(q−1)][rv(r−1)(1− v)s − svr(1− v)(s−1)] (5.2)Todavia, o parâmetro θ não tem uma interpretação direta e, para realizarmos inferênias,vamos utilizar o ρ de Spearman que mede a dependênia, o que nos dará a seguinte função de
33



34 ANÁLISE INFERENCIAL 5.3verossimilhança:
c(u,v|ρ, p, q, r, s) =

∏n
i=1{1 +

ρ

12beta(p + 1, q + 1)beta(r + 1, s + 1)

×[pu
(p−1)
i (1− ui)

q − qupi (1− ui)
(q−1)]

×[rv
(r−1)
i (1− vi)

s − svri (1− vi)
(s−1)]}

(5.3)onde u = (u1, . . . , un) e v = (v1, . . . , vn).5.2 Eliitação de priorisEsolhemos omo priori para ρ dado pela equação 5.8 uma adaptação da sugerida porHuard, Évin e Favre (2006). Eles propõem a seguinte distribuição a priori para θ ∈ [−1, 1]

π(θ) ∝

(

1 + θ

)a−1(

1− θ

)b−1 (5.4)onde a, b > 0Sabemos, pelo Exemplo 2.3.1, que o ρ de Spearman da ópula FGM é igual a θ/3 e o ρpertene ao intervalo (−1/3, 1/3) e, além disso, ρ é mais fáil de ser interpretado do que θ.Então uma priori para ρ seria dada por uma beta esalada adequadamente:
π(ρ) ∝

(

1/3 + ρ

)a−1(

1/3− ρ

)b−1 (5.5)Sugerimos uma modi�ação da priori dada aima para a GFGM proposta por Rodríguez-Lallena & Úbeda-Flores (2004) na equação 3.7 da seguinte maneira:
π(ρ|p, q, r, s) ∝

(

12beta(p + 1, q + 1)beta(r + 1, s + 1))

max(αγ, βδ)
+ ρ

)arho−1

×

(

−12beta(p + 1, q + 1)beta(r + 1, s + 1))

min(αδ, βγ)
− ρ

)brho−1onde α, β, γ, δ são dados pelas equações 3.8 a 3.11. Observe que f(u) e g(v) da equação 3.3são dadas por:
f(u) =

√

ρ

12beta(p + 1, q + 1)beta(r + 1, s + 1)
up(1− u)q,

g(v) =

√

ρ

12beta(p + 1, q + 1)beta(r + 1, s + 1)
vr(1− v)s;

ρ e θ se relaionam por meio da equação 3.12; os valores p, q, r, s om prioris dadas pordistribuições Betas reesalonadas no intervalo (1,3).



5.3 INFERÊNCIA PARA GFGM DE RODRÍGUEZ-LALLENA (2004) 355.3 Inferênia para GFGM de Rodríguez-Lallena (2004)Mostraremos omo foi feito para realizar inferênias para ρ e os expoentes p, q, r e s.Primeiro, temos que ahar a função a posteriori que é dada por π(ρ, p, q, r, s|u,v) onde:
π(ρ, p, q, r, s|u,v) ∝

(

12beta(p + 1, q + 1)beta(r + 1, s+ 1)

max(αγ, βδ)
+ ρ

)aρ−1

×

(

−12beta(p + 1, q + 1)beta(r + 1, s + 1)

min(αδ, βγ)
− ρ

)bρ−1

×(−1 + p)ap−1(3− p)bp−1

×(−1 + q)aq−1(3− q)bq−1

×(−1 + r)ar−1(3− r)br−1

×(−1 + s)as−1(3− s)bs−1

×
∏n

i=1{1 + ρ[pup−1
i (1− ui)

q − qupi (1− ui)
q−1][rvr−1

i (1− vi)
s − svri (1− vi)

s−1]}Para o álulo da densidade a posteriori, supomos que p, q, r e s são independentes.Não tendo sido enontrada uma forma fehada para a posteriori aima, é neessário, tantopara enontrar os estimadores e intervalos de redibilidade quanto para fazer o teste FBST,reorrer aos métodos MCMC. O Algoritmo Metropolis-Hastings via passeio aleatório é dadoabaixo:1. Iniializar om ρ(0);2. Gerar ǫρ ∼ N(0, 0.1) dentro do suporte de ρ;3. u ∼ Unifome(0, 1);4. Ahar Rρ =
π(ρ(i) + ǫ|u,v, p, q, r, s)

π(ρ(i)|u,v, p, q, r, s)5. se Rρ > u então ρ(i+1) = ρ(i) + ǫ e retorne a 2; aso ontrário ρ(i+1) = ρ(i) e retorne a 2;6. Gerar ǫp ∼ N(0, 2/3) dentro do intervalo [1, 3];7. Ahar Rp =
π(p(i) + ǫ|u,v)

π(p(i)|u,v)



36 ANÁLISE INFERENCIAL 5.4Tabela 5.1: Medidas Resumo para a porentagem de pessoas pobres e para a porentagem de onsum-idores de álool em exesso nos estados do Estados Unidos (2007)Doença Mínimo 1 Quartil Mediana 3 Quartil Máximo Média Variâniapobreza 7,10 10,60 12,10 14,30 20,60 12,67 9,71onsumo de álool 33,40 38,20 40,59 44,35 49,45 41,13 15,908. se Rp > Uniforme(0, 1) então p(i+1) = p(i)+ ǫ e retorne a 6; aso ontrário p(i+1) = p(i)e retorne a 6;- Repetir esse proedimento N vezes.os proedimentos 6, 7 e 8 são análogos para q, r, s.Com as simulações da distribuição a posteriori, onseguimos alular as estimativas aprox-imadas da mediana, média e moda a posteriori. Além disso, podemos a partir dos quantisdessa distribuição ahar os intervalos de redibilidade.A bibliotea oda do software R foi usada para ahar o valor adequado para o �burn-in�que garante a onvergênia do algoritmo. Além disso, esta bibliotea possibilita a estimaçãoda taxa de rejeição do algoritmo e o ontrole da autoorrelação.5.4 Dados de Pobreza e Consumo exessivo de áloolNesta seção, ajustaremos um modelo onde serão relaionadas a porentagem de pessoasabaixo da linha de pobreza om a porentagem de pessoas que onsumiram álool exessiva-mente no ano de 2007 nos 51 estados dos Estados Unidos. Nesse modelo dado pela equação3.7, u serão os postos da porentagem de pessoas abaixo da linha de pobreza e v serão ospostos da porentagem de pessoa que onsumiram álool exessivamente.Na Tabela 5.1, temos algumas medidas desritivas dos dados de porentagens. Em seguida,obteremos resumos das posterioris.Ahamos o oe�iente de orrelação de Spearman amostral igual a 0,443 entre as variáveisporentagem de pessoas abaixo da linha de pobreza e porentagem de pessoas que beberamexessivamente nos estados dos Estados Unidos. Vemos que a FGM tradiional não detetariatal orrelação, pois ela só apta orrelações no intervalo [−1/3, 1/3] então surge omo opção ouso da generalização da FGM.Vemos pela equação 3.7 que ρ está no intervalo
[−12beta(p+1, q+1)beta(r+1, s+1)/max{αγ, βδ},−12beta(p+1, q+1)beta(r+1, s+1)/min{αδ, βγ}](5.6)om α, β, γ, δ dados pelas equações 3.8 a 3.11.



5.4 DADOS DE POBREZA E CONSUMO EXCESSIVO DE ÁLCOOL 37Tabela 5.2: Medidas Resumo a posteriori para os parâmetrosParâmetro 1 Quartil Média Mediana 3 Quartil Variânia
ρ 0,170 0,212 0,214 0,260 0,004
p 2,355 2,550 2,602 2,802 0,100
q 1,233 1,453 1,418 1,630 0,079
r 1,508 1,813 1,787 2,105 0,179
s 1,584 1,923 1,883 2,335 0,195Figura 5.1: Posteriori para ρ de Spearman entre as variáveis proporção de pessoas abaixo da linha depobreza e proporção de pessoas que onsumiram álool em exesso, e priori uniforme

d
e
n
s
id

a
d
e

−0.2 0.0 0.2 0.4

0
.6

0
.8

1
.0

1
.2

1
.4

rho

_

_
Beta(1,1)

Posterior

Como densidades a priori, esolhemos para o ρ de Spearman uma Uniforme no intervalodado na equação 5.6 e para os expoentes p, q, r e s, usaremos uma Uniforme no intervalo [1, 3].Valores maiores do que 3 impliam em orrelações muito baixas, o que não é oerente pelaproposta da generalização da FGM, justi�ando, então, a esolha do intervalo [1, 3].Para a onstrução dos valores das funções a posteriori, usamos o método de Metropolis-Hastings om um �burn-in� de tamanho 100 e para eliminar a dependênia entre as observaçõestomamos valores de 20 em 20.



38 ANÁLISE INFERENCIAL 5.4
Figura 5.2: Posteriori para p e priori uniforme
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Figura 5.3: Posteriori para q e priori uniforme
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5.4 DADOS DE POBREZA E CONSUMO EXCESSIVO DE ÁLCOOL 39
Figura 5.4: Posteriori para r e priori uniforme
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Figura 5.5: Posteriori para s e priori uniforme
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40 ANÁLISE INFERENCIAL 5.4Tabela 5.3: Testes para independêniaTeste EvidêniaFBST 0,004Pearson 0,001Spearman 0,001Kendall 0,001Hoe�ding 0,001Genest 0,001Tabela 5.4: Predições da distribuição a posteriori de U, V |u,vValores ObservadosObservação Predição Bayesiana Estimativas bayesianas Supondo independêniaKentuky 0,538 0,506 0,506Arkansas 0,523 0,498 0,498New Mexio 0,942 0,942 0,942Lousiana 0,793 0,788 0,788Na Tabela 5.2, temos medidas desritivas para a posteriori, e as Figuras de 5.1 a 5.5mostram os formatos da função a posteriori e a função a priori para as entidades dadas.Um dos objetivos é testar a independênia das variáveis e, para tal, utilizamos o FBSTpara as hipóteses:
H0 : ρ = 0

H1 : ρ 6= 0Na Tabela 5.3, alulamos o FBST para testar a independênia e para efeito de omparaçãoapresentamos alguns testes frequentistas para testar a mesma hipótese.Fizemos, também, medidas preditivas para a ópula:
C(u′, v′|u,v) =

∫

Φ
C(u′, v′|θ)π(φ|u,v)dφ (5.7)onde u′ e v′ são os valores a serem preditos, (u,v) os dados e o vetor φ = (θ, p, q, r, s).Como foi dito nos apítulos anteriores, a FGM e a GFGM tem formas simples que ajudamna obtenção dessas distribuições ondiionais.Vemos pela Tabela 5.3 que os testes frenquentistas rejeitam a hipótese de independêniapara níveis usuais de signi�ânia. O FBST também nos dá forte evidênias ontra a hipótesenula.No aso da análise das preditivas, sejam u′ e v′ postos de interesse para as variáveis pro-porção de pessoas abaixo da linha de pobreza e proporção de pessoas que beberam em ex-esso nos estados dos Estados Unidos no ano de 2007, respetivamente. Desejamos estimar



5.4 DADOS DE POBREZA E CONSUMO EXCESSIVO DE ÁLCOOL 41Tabela 5.5: Medidas Resumo a posteriori da amostra simulada para os expoentesParâmetro 1 Quartil Média Mediana 3 Quartil Variânia
rho 0,170 0,212 0,214 0,260 0,004
p 2,355 2,550 2,602 2,802 0,100
q 1,233 1,453 1,418 1,630 0,079
r 1,508 1,813 1,787 2,105 0,179
s 1,584 1,923 1,883 2,335 0,195

P(U ≤ u′, V ≤ v′|u,v) onde U é o posto da primeira e V é o posto da segunda.Foi desenvolvido o ajuste para 46 estados dos Estados Unidos e posteriormente são feitaspredições para os estados Kentuky, Arkansas, New Mexio e Lousiana . A Tabela 5.4, nosdá as preditivas bayesianas usando a equação 5.7 (oluna 2), e os valores observados supondoindependênia entre as duas variáveis (oluna 4). Vemos que as preditivas bayesianas estãopróximas dos valores esperados, isso aonteeu porque tivemos muita in�uênia da densidadea priori o que deixa a ópula predita mais próxima da ópula de independênia. Notamos,também, que os valores observados utilizando as medianas a posteriori (oluna 3) estão maispróximos da ópula de independênia do que a predição o que nos leva a rer, que mesmohavendo esta in�uênia, a predição bayesiana onsegue agregar mais informação.Calulamos o intevalo de redibilidade para ρ, que om probabilidade de 95%, está nointervalo [0, 073; 0, 343].Para veri�ar a sensibilidade, �zemos uma análise om densidades a priori informativaspara ρ, p, q, r, s. A partir de uma análise grá�a, notamos que a variânia dos expoentes p, q, re s é grande e para diminuirmos esse efeito ontruímos densidades a priori usando as densidadesa posteriori enontradas a partir de uma simulação de 1000 observações de uma GFGM geradasom valores de p, q, r e s iguais às estimativas das médias a posteriori dadas na Tabela 5.2.Isto é, foi feito primeiro �zemos uma análise; a partir dessa análise, geramos uma amostra detamanho 1000, �zemos uma nova análise e, usando as densidades a posteriori desta última,usamos suas médias para onstruirmos uma nova densidade a priori. Estas densidades sãodadas pela TabelaOs valores das posterioris da amostra simulada de tamanho 1000 são dadas na Tabela 5.5.As prioris informativas usadas foram as seguintes:
π(p) ∝ (−1 + p)15(3− p)3

π(q) ∝ (−1 + q)0(3− q)3

π(r) ∝ (−1 + r)7(3− r)11

π(s) ∝ (−1 + s)8(3− r)10A partir das prioris dadas aima, �zemos uma nova análise e obtivemos omo medidasresumo da densidade a posteriori os valores dados pela Tabela 5.5. Esolhemos uma densidade



42 ANÁLISE INFERENCIAL 5.4Tabela 5.6: Medidas Resumo a posteriori para densidades a priori informativasParâmetro 1 Quartil Média Mediana 3 Quartil Variânia
ρ 0,157 0,193 0,196 0,233 0,003
p 2,517 2,618 2,634 2,739 0,026
q 1,163 1,368 1,324 1,524 0,067
r 1,676 1,817 1,813 1,955 0,041
s 1,759 1,905 1,903 2,046 0,043Figura 5.6: Posteriori para ρ e priori Beta(1, 1)
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a priori para ρ uniforme.Note pelas Figuras 5.7 a 5.10 que as densidades a posteriori são bem próximas às densi-dades a priori, omo era esperado e, além disso, onseguimos uma redução da variânia omoesperávamos.Fazendo, agora, um novo enário propondo, além das quatro densidades a priori mostradaspara os expoente, uma densidade a priori para ρ que está desfavorável aos dados:
π(ρ|p, q, r, s) ∝

(

12beta(p + 1, q + 1)beta(r + 1, s + 1)

max(αγ, βδ)
+ ρ

)1−1

×

(

−12beta(p + 1, q + 1)beta(r + 1, s+ 1)

min(αδ, βγ)
− ρ

)19−1Pela Tabela 5.7 e pelas Figuras de 5.11 a 5.15, vemos que a distribuição a posteriori de ρfoi bastante sensível om relação a priori esolhida. Além disso, as densidades a posteriori de
p, q, r e s também sofreram forte in�uênia desta a priori.A proposta dada aqui é mais ria que as propostas não-paramétrias, pois agrega-se a



5.4 DADOS DE POBREZA E CONSUMO EXCESSIVO DE ÁLCOOL 43Figura 5.7: Posteriori para p e Priori Informativa
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Figura 5.8: Posteriori para q e Priori Informativa
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Tabela 5.7: Medidas Resumo a posteriori para densidades a priori informativasParâmetro 1 Quartil Média Mediana 3 Quartil Variânia
ρ -0,149 -0,115 -0,117 -0,083 0,002
p 2,029 2,207 2,208 2,386 0,062
q 1,028 1,094 1,067 1,131 0,009
r 1,346 1,448 1,465 1,568 0,027
s 1,436 1,576 1,557 1,694 0,036



44 ANÁLISE INFERENCIAL 5.4
Figura 5.9: Posteriori para r e Priori Informativa
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Figura 5.10: Posteriori para s e Priori Informativa
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Figura 5.11: Posteriori para ρ e priori uniforme
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Figura 5.12: Posteriori para p e Priori Informativa
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Figura 5.13: Posteriori para q e Priori Informativa
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Figura 5.14: Posteriori para r e Priori Informativa

d
e
n
s
id

a
d
e

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0
5
0
0
0
0

1
0
0
0
0
0

1
5
0
0
0
0

2
0
0
0
0
0

r

_

_
Beta(7,11)

Posterior



5.5 DADOS DE POBREZA, CONSUMO EXCESSIVO DE ÁLCOOL E GONORREIA 47Figura 5.15: Posteriori para s e Priori Informativa
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Tabela 5.8: Medidas Resumo para o bano de dados para desrever todas as variáveisDoença Mínimo 1 Quartil Mediana 3 Quartil Máximo Média Variâniagonorréia 156,20 283,30 341,60 412,90 1024,80 364,40 23404,71pobreza 7,10 10,60 12,10 14,30 20,60 12,67 9,71onsumo de álool 33,40 38,20 40,59 44,35 49,45 41,13 15,90opinião do pesquisador. Além disso, podemos fazer predições o que não é possível na abordagemnão-paramétria mostradas nesta dissertação. Ademais, a abordagem frequentista, propostapor Jung et al. (2008), neessita �xar os expoentes e torna neessária a utilização de ritériosde seleção de modelos omo AIC e BIC o que exige um volume grande de dados, o que nãooorre na abordagem proposta aqui.5.5 Dados de Pobreza, Consumo exessivo de álool e GonorreiaAdiionaremos ao bano de dados a taxa de pessoas om gonorreia; esta variável tambémapresenta orrelação superior à 1/3 om relação às outras duas.O oe�iente de orrelação de Spearman entre porentagem de pessoas abaixo da linha depobreza e a taxa de pessoas om gonorréia é 0,395 e entre porentagem de pessoas que fazemuso abusivo de álool e taxa de gonorréia é 0,454.Usaremos para esses dados a ópula dada pela De�nição (3.2.2) om três parâmetros eassumiremos que as três variáveis veri�am θ4 = 0.De�nimos ρ1, ρ2, ρ3 omo sendo as orrelações entre gonorréia e pobreza, gonorréia e on-



48 ANÁLISE INFERENCIAL 5.5sumo de álool e pobreza e onsumo de álool, respetivamente.Observe que f(u), g(v) e h(w) são dadas da forma abaixo:
f(u) =

√

ρ1
12beta(o + 1, p + 1)beta(q + 1, r + 1)

√

ρ2
12beta(o+ 1, p + 1)beta(s + 1, t+ 1)

uo(1− u)p,
g(v) =

√

ρ1
12beta(o+ 1, p + 1)beta(q + 1, r + 1)

√

ρ3
12beta(q + 1, r + 1)beta(s + 1, t+ 1)

vq(1− v)r,
h(w) =

√

ρ2
12beta(o + 1, p + 1)beta(s + 1, t+ 1)

√

ρ3
12beta(q + 1, r + 1)beta(s + 1, t+ 1)

ws(1− w)t;Por meio das equações 3.13 a 3.15, temos que os intervalos de ρ1, ρ2, ρ3 são:
ρ1 ∈

[−12beta(o+ 1, p + 1)beta(q + 1, r + 1)/max{αδ, βν},−12beta(o + 1, p + 1)beta(q + 1, r +

1)/min{αν, βδ}],
ρ2 ∈

[−12beta(o+ 1, p + 1)beta(s + 1, t+ 1)/max{βν, γψ},−12beta(o, p)beta(s + 1, t+

1)/min{βψ, γν}],
ρ3 ∈

[−12beta(q + 1, r + 1)beta(s + 1, t+ 1)/max{αδ, γψ},−12beta(q, r)beta(s + 1, t+

1)/min{αψ, γδ}],onde:
α = −

(

o

o+ p

)o−1(

1 +

√

p

o(o+ p− 1)

)o−1( p

o+ p

)p−1

×

(

1−

√

o

o(o+ p− 1)

)p−1√ op

o+ p− 1

β = −

(

q

q + r

)q−1(

1 +

√

r

q(q + r − 1)

)q−1( r

q + r

)r−1

×

(

1−

√

q

q(q + r − 1)

)r−1√ qr

q + r − 1

γ = −

(

s

s+ t

)s−1(

1 +

√

t

s(s+ t− 1)

)s−1( t

s+ t

)t−1

×

(

1−

√

s

s(s+ t− 1)

)t−1√ st

s+ t− 1
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δ =

(

o

o+ p

)o−1(

1−

√

p

o(o+ p− 1)

)o−1( p

o+ p

)o−1

×

(

1 +

√

o

o(o+ p− 1)

)p−1√ op

o+ p− 1

ν =

(

q

q + r

)q−1(

1−

√

r

q(q + r − 1)

)q−1( r

q + r

)r−1

×

(

1 +

√

q

q(q + r − 1)

)r−1√ qr

q + r − 1

ψ =

(

s

s+ t

)s−1(

1−

√

t

s(s+ t− 1)

)s−1( t

s+ t

)s−1

×

(

1 +

√

s

s(s+ t− 1)

)t−1√ st

s+ t− 1Assim, temos omo função de veromissimilhança:
c(u,v|ξ) =

∏n
i=1{1 +

ρ1
12beta(o + 1, p+ 1)beta(q + 1, r + 1)

×[ou
(o−1)
i (1− ui)

p − puoi (1− ui)
(p−1)]

×[qv
(q−1)
i (1− vi)

r − rvqi (1− vi)
(r−1)]

×
ρ2

12beta(o+ 1, p + 1)beta(s + 1, t+ 1)

×[ou
(o−1)
i (1− ui)

p − puoi (1− ui)
(p−1)]

×[sw
(s−1)
i (1− wi)

t − tws
i (1− wi)

(t−1)]

×
ρ3

12beta(q + 1, r + 1)beta(s + 1, t+ 1)

×[qv
(q−1)
i (1− vi)

r − rvqi (1− vi)
(r−1)]

×[sw
(s−1)
i (1− wi)

t − tws
i (1− wi)

(t−1)]}

(5.8)
onde u = (u1, . . . , un),v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn) e ξ = (ρ1, ρ2, ρ3, o, p, q, r, s, t).Usaremos densidades a priori Uniforme para os oe�ientes de orrelação e para os ex-poentes.Usando a bibliotea oda do software R, onseguimos enontrar um �burn-in� de tamanho100 e esolheremos observações de 30 em 30 a �m de deixar os dados não orrelaionados.A partir disso, enontramos omo medidas das densidades a posteriori os valores dadospela Tabela 5.9.Para esse modelo também não houve a neessidade de �xarmos os expoentes para seonseguir estimar as densidades de ρ1, ρ2 e ρ3.Vemos que as densidades a posteriori de todos os parâmetros foram fortemente in�ueni-adas pela densidade a priori.Realizamos um ajuste om 46 estados e faremos uma predição a posteriori para o Kentuky,
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Tabela 5.9: Medidas Resumo a posteriori para os parâmetrosParâmetro 1 Quartil Média Mediana 3 Quartil Variânia
ρ1 0,056 0,113 0,115 0,178 0,009
ρ2 0,103 0,158 0,167 0,226 0,010
ρ3 0,138 0,194 0,200 0,257 0,090
o 1,835 2,182 2,218 2,276 0,232
p 1,590 1,958 1,927 2,313 0,231
q 1,700 2,101 2,133 2,535 0,275
r 1,239 1,562 1,476 1,782 0,170
s 1,392 1,751 1,693 2,054 0,210
t 1,571 2,013 2,021 2,456 0,290

Figura 5.16: Posteriori para ρ1, a orrelação entre a taxa de pessoas om gonorréia e a porentagemde pessoas abaixo da linha de pobreza, e priori uniforme
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5.5 DADOS DE POBREZA, CONSUMO EXCESSIVO DE ÁLCOOL E GONORREIA 51Figura 5.17: Posteriori para ρ2, a orrelação entre a taxa de pessoas om gonorréia e a porentagemde pessoas que usam álool exessivamente, e priori uniforme
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Figura 5.18: Posteriori para ρ3, a orrelação entre a porentagem de pessoas abaixo da linha depobreza e a porentagem de pessoas que usam álool exessivamente, e priori uniforme
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Figura 5.19: Posteriori para o e priori uniforme
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Figura 5.20: Posteriori para p e priori uniforme
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Figura 5.21: Posteriori para q e priori uniforme
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Figura 5.22: Posteriori para r e priori uniforme
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Figura 5.23: Posteriori para s e priori uniforme
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Figura 5.24: Posteriori para t e priori uniforme
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5.5 DADOS DE POBREZA, CONSUMO EXCESSIVO DE ÁLCOOL E GONORREIA 55Tabela 5.10: Predições da distribuição a posteriori de U, V |u,vValores ObservadosObservação Predição Bayesiana Estimativas bayesianas Supondo independêniaKentuky 0,077 0,050 0,049Arkansas 0,273 0.285 0,283New Mexio 0,852 0,850 0,849Lousiana 0,693 0,695 0,695Tabela 5.11: Testes para independêniaTeste EvidêniaFBST 0,048Genest 0,001Arkansas, New Mexio e Lousiana estados e omparamos om os valores observados oloandoa mediana a posteriori de ρ1, ρ2, ρ3, o, p, q, r, s, t omo estimativa para os parâmetros da ópulae supondo independênia.Notamos, pela Tabela 5.10, que os valores observados da ópula a partir do uso da medi-ana omo estimativa bayesiana tem valores quase idêntios aos da ópula de independênia,enquanto a predição bayesiana se modi�a dependendo do valor a ser predito. Isso se deve,omo na ópula bivariada, ao fato da grande in�uênia da densidade a priori Uniforme sobreos dados.Para detetar a independênia das variáveis, �zemos novamente o teste de Genest e oFBST. Entretanto, os testes de Spearman, Kendall, Pearson e Hoe�ding não podem ser feitospara 3 ou mais variáveis onjuntamente, apenas duas a duas.Pela Tabela 5.11, temos que o teste de Genest rejeita a hipótese de independênia dasvariáveis, enquanto o FBST, dependendo da função da perda assoiada a ele, não rejeitará H0.No entanto, temos que ressaltar que o teste de Genest é assintótio e nossa amostra é apenasde tamanho 51, o que pode também ter in�ueniado nessa diferença, e além disso, o FBST foifortemente in�ueniado pelas prioris.Embora a predição bayesiana seja mais sensível à distribuição a priori do que o testeFBST, e isso pode ser visto por meio da proximidade entre a preditiva e o valor observado daópula de independênia, notamos que o valor observado da ópula utilizando as estimativasbayesianas se mostram mais próximos dos valores observados do que a predição a posteriori,ou seja, a predição bayesiana onsegue agregar mais informação do que as outras metodogiasapresentadas, em onordânia om a rejeição do FBST.



Capítulo 6ConlusãoNessa dissertação, quisemos dar um ênfoque bayesiano para a FGM e a generalizaçãoproposta por Rodríguez-Lallena e Úbeda-Flores (2004). Para tanto, estudamos a teoria deópulas e, além da generalização itada, estudamos algumas outras generalizações omo aspropostas por Huard e Kotz (1999) e a de Amblard e Girard (2009). Sendo que esta última,nos oferee uma medida de dependênia audal superior o que a FGM tradiional não onseguedetetar.Além disso, propomos métodos para simulação para a GFGM tanto bivariada omo trivari-ada por meio do método de aeitação-rejeição, utilizando omo função auxiliar a FGM para oaso bivariado e uma misturada de Betas para o aso trivariado.Finalmente, para o aso bivariado, apliamos a inferênia bayesiana para um bano dedados que ontém as proporções de pessoas abaixo da linha de pobreza e de pessoas quebeberam em exesso para o ano de 2007 nos estados dos Estados Unidos e notamos, a partirdos resultados, que os testes de Kendall, Spearman, Pearson, Hoe�ding e Genest rejeitam ahipótese assim omo o teste FBST. Vimos que as deisões dos testes oinidem o que nosmostra que o FBST é uma ótima opção para testar independênia. Ademais, notamos que aabordagem lássia, om os testes de Pearson e Genest tem limitações por só onsiderar o tipode dados analisados. Já a abordagem bayesiana leva em onsideração a opinião do pesquisadorpor meio das densidades a priori, além da possibilidade de se fazer predições para as variáveisomo foi visto nesta dissertação.Para dimensões maiores, utilizamos além das duas variáveis, itadas anteriormente, e a taxade pessoas om gonorreia no ano de 2007 nos estados do Estados Unidos. Observamos que ostestes de Kendall, Spearman, Pearson e Hoe�ding para este bano de dados apenas realizamtestes de independênia om variáveis duas a duas e, somente, o teste de Genest faz o teste omas variáveis onjuntamente, entretanto, é um teste assintótio. Sob o ponto de vista bayesiano,�zemos o teste FBST que, além de realizar testes om as variáveis onjuntamente, não tem alimitação om relação ao tamanho amostral. Além disso, onseguimos fazer predições para as56



6.0 57ópulas estudadas o que também não é possível pelas outras metodologias apresentadas.



Capítulo 7Algoritmos
7.1 Geração da GFGM
rgfgm <- function(o,p,q,r,theta1, M){

library(copula)

u <- runif(1)

if(theta1 < 0){

y <- rcopula(fgmCopula(-1),1)

if(u < (gfgmdens(y[1], y[2],o,p,q,r,theta1)/(M*dcopula(fgmCopula(-1),y)))){x

else x <- rgfgm(o,p,q,r,theta1,M)

}

if(theta1 >= 0){

y <- rcopula(fgmCopula(1),1)

if(u < (gfgmdens(y[1], y[2],o,p,q,r,theta1)/(M*dcopula(fgmCopula(1),y)))){x <-

else x <- rgfgm(o,p,q,r,theta1,M)

}

x

}7.2 Priori para a GFGM
priori <- function(rho, a1, b1,alfa,Beta, gama, delta, p,q,r,s){

(((-(12*beta(p+1,q+1)*beta(r+1,s+1))/(-max(alfa*gama,Beta*delta))+rho)/2)^(a1-1

}

priori_exp <- function(p, a){ 58
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((-1+p[1])^(a[1]-1))*((3-p[1])^(a[2]-1))*((-1+p[2])^(a[3]-1))*((3-p[2])^(a[4]-1))

}

7.3 Geração de valores da a posteriori
m <- function(theta, alfa, Beta, gama, delta,p,q, r, s){

y <- rnorm(1,0,.1)

while(theta + y > (12*beta(p+1,q+1)*beta(r+1,s+1))/(-min(alfa*delta,Beta*gama))

y <- rnorm(1,0,.1)

}

y

}

n <- function(a){

y <- rnorm(1,0,2/3)

if(a+y1 < 1 || a+y1 > 3){

y <- n(a)

}

y

}

postexp <- function(N,x,a1, b1){

rho <- matrix(0, ncol = 3, nrow = N)

p <- matrix(1.15, ncol = 3, nrow = N)

q <- matrix(1.15, ncol = 3, nrow = N)

r <- matrix(1.15, ncol = 3, nrow = N)

s <- matrix(1.15, ncol = 3, nrow = N)

for(j in 1:3){

for(i in 2:N){

alfa <- -((p[i-1,j]/(p[i-1,j]+q[i-1,j]))^(p[i-1,j]-1))*((1+sqrt(q[i-1,j]/(p

Beta <- ((p[i-1,j]/(p[i-1,j]+q[i-1,j]))^(p[i-1,j]-1))*((1-sqrt(q[i-1,j]/(p

gama <- -((r[i-1,j]/(r[i-1,j]+s[i-1,j]))^(r[i-1,j]-1))*((1+sqrt(s[i-1,j]/(r
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delta <- ((r[i-1,j]/(r[i-1,j]+s[i-1,j]))^(r[i-1,j]-1))*((1-sqrt(s[i-1,j]/(r

y1 <- m(rho[i-1,j],alfa, Beta, gama, delta,p[i-1,j],q[i-1,j],r[i-1,j],s[i-1

e1 <- n(p[i-1,j])

e2 <- n(q[i-1,j])

e3 <- n(r[i-1,j])

e4 <- n(s[i-1,j])

R <- prod(gfgmdens(x[,1],x[,2],p[i-1,j],q[i-1,j],r[i-1,j],s[i-1,j],(rho[i-1

if(runif(1) < R){

rho[i,j] <- rho[i-1,j] + y1

}

else rho[i,j] <- rho[i-1,j]

R <- prod(gfgmdens(x[,1],x[,2],p[i-1,j]+e1,q[i-1,j],r[i-1,j],s[i-1,j],(rho

if(runif(1) < R){

p[i,j] <- p[i-1,j] + e1

}

else p[i,j] <- p[i-1,j]

R <- prod(gfgmdens(x[,1],x[,2],p[i,j],q[i-1,j]+e2,r[i-1,j],s[i-1,j],(rho[i,

if(runif(1) < R){

q[i,j] <- q[i-1,j] + e2

}

else q[i,j] <- q[i-1,j]

R <- prod(gfgmdens(x[,1],x[,2],p[i,j],q[i,j],r[i-1,j]+e3,s[i-1,j],(rho[i,j]

if(runif(1) < R){

r[i,j] <- r[i-1,j] + e3

}

else r[i,j] <- r[i-1,j]

R <- prod(gfgmdens(x[,1],x[,2],p[i,j],q[i,j],r[i,j],s[i-1,j]+e4,(rho[i,j])/

if(runif(1) < R){

s[i,j] <- s[i-1,j]+e4

}

else s[i,j] <- s[i-1,j]
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}

}

}7.4 Geração da densidade da GFGM multivariada
gfgmdensmult <- function(u,v,w,o,p, q, r, s,t, theta1, theta2,theta3,theta4){

1+theta1*eval(D(expression((x^o)*(1-x)^p), "x"),list(x=u))*eval(D(expression((x

}

M_fun <- function(u,a,theta){

gfgmdensmult(u[1],u[2],u[3],a[1],a[2],a[3],a[4],a[5],a[6],theta[1],theta[2],theta

}

M <- optim(c(.1,.1,.1),M_fun, a, theta, control = c(fnscale = -1),method = c("L-B

rgfgmmult <- function(o,p,q,r,s,t,theta1,theta2,theta3,theta4, M){

y <- matrix(ncol = 3, nrow= 1)

u <- runif(1)

y[1] <- rbeta(1,o,p)

y[3] <- rbeta(1,q,r)

y[2] <- rbeta(1,s,t)

if(u < gfgmdensmult(y[1], y[2],y[3],o,p,q,r,s,t ,theta1,theta2,theta3,theta4)

else x <- rgfgmmult(o,p,q,r,s,t,theta1,theta2,theta3,theta4,M)

x

}7.5 A prioris para inferênia multivariada
priori_rho <- function(rho,a,b,m,M){

(((-m+rho)/2)^(a-1))*(((M-rho)/2)^(b-1))

}

priori_exp <- function(p, a){

((-1+p[1])^(a[1]-1))*((3-p[1])^(a[2]-1))*((-1+p[2])^(a[3]-1))*((3-p[2])^(a[4]-1))

}
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m <- function(theta, c,C,p,q,r,s){

y <- rnorm(1,0,.1)

while(theta + y > (12*beta(p+1,q+1)*beta(r+1,s+1))*C || theta + y < (12*beta(p+

y <- rnorm(1,0,.1)

}

y

}

n <- function(a){

y <- rnorm(1,0,2/3)

while(a+y < 1 || a+y > 5){

y <- rnorm(1,0,2/3)

}

y

}

postmult <- function(N,x,a1,b1,a2,b2,a3,b3){

rho1 <- matrix(0.1, ncol = 3, nrow = N)

rho2 <- matrix(.1, ncol = 3, nrow = N)

rho3 <- matrix(.1, ncol = 3, nrow = N)

o <- matrix(1.15, ncol = 3, nrow = N)

p <- matrix(1.15, ncol = 3, nrow = N)

q <- matrix(1.15, ncol = 3, nrow = N)

r <- matrix(1.15, ncol = 3, nrow = N)

s <- matrix(1.15, ncol = 3, nrow = N)

t <- matrix(1.15, ncol = 3, nrow = N)

for(j in 1:3){

for(i in 2:N){

alfa <- -((o[i-1,j]/(o[i-1,j]+p[i-1,j]))^(o[i-1,j]-1))*((1+sqrt(p[i-1,j

Beta <- -((q[i-1,j]/(q[i-1,j]+r[i-1,j]))^(q[i-1,j]-1))*((1+sqrt(r[i-1,j]/(q[i-1

gama <- -((s[i-1,j]/(s[i-1,j]+t[i-1,j]))^(s[i-1,j]-1))*((1+sqrt(t[i-1,j]/(s[i-1

delta <- ((o[i-1,j]/(o[i-1,j]+p[i-1,j]))^(o[i-1,j]-1))*((1-sqrt(p[i-1,j]/(o[i-1

eta <- ((q[i-1,j]/(q[i-1,j]+r[i-1,j]))^(q[i-1,j]-1))*((1-sqrt(r[i-1,j]/(q[i-1,j

psi <- ((s[i-1,j]/(s[i-1,j]+t[i-1,j]))^(s[i-1,j]-1))*((1-sqrt(t[i-1,j]/(s[i-1,j

m1 <- -(max(alfa*Beta,delta*eta))^(-1)
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M1 <- -(min(alfa*delta,Beta*eta))^(-1)

m2 <- -(max(alfa*gama,delta*psi))^(-1)

M2 <- -(min(alfa*psi,delta*gama))^(-1)

m3 <- -(max(Beta*gama,psi*eta))^(-1)

M3 <- -(min(Beta*psi,eta*gama))^(-1)

y1 <- m(rho1[i-1,j],m1,M1,o[i-1,j],p[i-1,j],q[i-1,j],r[i-1,j])

y2 <- m(rho2[i-1,j],m2,M2,o[i-1,j],p[i-1,j],s[i-1,j],t[i-1,j])

y3 <- m(rho3[i-1,j],m3,M3,q[i-1,j],r[i-1,j],s[i-1,j],t[i-1,j])

e1 <- n(o[i-1,j])

e2 <- n(p[i-1,j])

e3 <- n(q[i-1,j])

e4 <- n(r[i-1,j])

e5 <- n(s[i-1,j])

e6 <- n(t[i-1,j])

R1 <- prod(gfgmdensmult(x[,1],x[,2],x[,3],o[i-1,j],p[i-1,j],q[i-1,j],r[i-1,j],s

if(runif(1) < R1){

rho1[i,j] <- rho1[i-1,j] + y1

}

else rho1[i,j] <- rho1[i-1,j]

R2 <- prod(gfgmdensmult(x[,1],x[,2],x[,3],o[i-1,j],p[i-1,j],q[i-1,j],r[i-1,j],s

if(runif(1) < R2){

rho2[i,j] <- rho2[i-1,j] + y2

}

else rho2[i,j] <- rho2[i-1,j]

R3 <- prod(gfgmdensmult(x[,1],x[,2],x[,3],o[i-1,j],p[i-1,j],q[i-1,j],r[i-1,j],s

if(runif(1) < R3){

rho3[i,j] <- rho3[i-1,j] + y3

}

else rho3[i,j] <- rho3[i-1,j]

R <- prod(gfgmdensmult(x[,1],x[,2],x[,3],o[i-1,j]+e1,p[i-1,j],q[i-1,j],r[i-1,j],s

if(runif(1) < R){

o[i,j] <- o[i-1,j] + e1

}

else o[i,j] <- o[i-1,j]
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R <- prod(gfgmdensmult(x[,1],x[,2],x[,3],o[i,j],p[i-1,j]+e2,q[i-1,j],r[i-1,

if(runif(1) < R){

p[i,j] <- p[i-1,j] + e2

}

else p[i,j] <- p[i-1,j]

R <- prod(gfgmdensmult(x[,1],x[,2],x[,3],o[i,j],p[i,j],q[i-1,j]+e3,r[i-1,j]

if(runif(1) < R){

q[i,j] <- q[i-1,j] + e3

}

else q[i,j] <- q[i-1,j]

R <- prod(gfgmdensmult(x[,1],x[,2],x[,3],o[i,j],p[i,j],q[i,j],r[i-1,j]+e4,s

if(runif(1) < R){

r[i,j] <- r[i-1,j] + e4

}

else r[i,j] <- r[i-1,j]

R <- prod(gfgmdensmult(x[,1],x[,2],x[,3],o[i,j],p[i,j],q[i,j],r[i,j],s[i-1,

if(runif(1) < R){

s[i,j] <- s[i-1,j]+e5

}

else s[i,j] <- s[i-1,j]

R <- prod(gfgmdensmult(x[,1],x[,2],x[,3],o[i,j],p[i,j],q[i,j],r[i,j],s[i,j]

if(runif(1) < R){

t[i,j] <- t[i-1,j]+e6

}

else t[i,j] <- t[i-1,j]

}

}

cbind(rho1,rho2,rho3,o,p,q,r,s,t)

}7.7 Preditiva para a GFGM Multivariada
preditmult <- function(ulin,vlin,wlin,u,v,w,o,p,q,r,s,t,rho1,rho2,rho3){
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z <- matrix(0, nrow = 50000,ncol = 3)

for(j in 1:3){

for(i in 1:50000){

alfa <- -((o[i-1,j]/(o[i-1,j]+p[i-1,j]))^(o[i-1,j]-1))*((1+sqrt(p[i-1,j]/(o[i-1,j

Beta <- -((q[i-1,j]/(q[i-1,j]+r[i-1,j]))^(q[i-1,j]-1))*((1+sqrt(r[i-1,j]/(q[i-1,j

gama <- -((s[i-1,j]/(s[i-1,j]+t[i-1,j]))^(s[i-1,j]-1))*((1+sqrt(t[i-1,j]/(s[i-1,j

delta <- ((o[i-1,j]/(o[i-1,j]+p[i-1,j]))^(o[i-1,j]-1))*((1-sqrt(p[i-1,j]/(o[i-1,j

eta <- ((q[i-1,j]/(q[i-1,j]+r[i-1,j]))^(q[i-1,j]-1))*((1-sqrt(r[i-1,j]/(q[i-1,j]*
psi <- ((s[i-1,j]/(s[i-1,j]+t[i-1,j]))^(s[i-1,j]-1))*((1-sqrt(t[i-1,j]/(s[i-1,j]*
z[i,j] <- (gfgmdistmult(c(ulin,vlin,wlin),c(o[i,j],p[i,j],q[i,j],r[i,j],s[i,j],t

prod(gfgmdensmult(u,v,w,o[i,j],p[i,j],q[i,j],r[i,j],s[i,j],t[i,j],rho1[i,j]/(12*b

beta(p[i,j]+1,o[i,j]+1)*beta(r[i,j]+1,q[i,j]+1)*beta(p[i,j]+1,o[i,j]+1)*beta(t[i,

}

}

sum(z)/150000

}7.8 FBST para a GFGM Multivariada
fbst_mult <- function(rho1,rho2,rho3, x,a,b,o,p,q,r,s,t){

N <- length(rho1[,1])

aux <- matrix(0,ncol = 3, nrow = N)

for(i in 1:N){

for(j in 1:3){

alfa <- -((o[i-1,j]/(o[i-1,j]+p[i-1,j]))^(o[i-1,j]-1))*((1+sqrt(p[i-1,j]/(o[i-1,j

Beta <- -((q[i-1,j]/(q[i-1,j]+r[i-1,j]))^(q[i-1,j]-1))*((1+sqrt(r[i-1,j]/(q[i-

gama <- -((s[i-1,j]/(s[i-1,j]+t[i-1,j]))^(s[i-1,j]-1))*((1+sqrt(t[i-1,j]/(s[i-

delta <- ((o[i-1,j]/(o[i-1,j]+p[i-1,j]))^(o[i-1,j]-1))*((1-sqrt(p[i-1,j]/(o[i-

eta <- ((q[i-1,j]/(q[i-1,j]+r[i-1,j]))^(q[i-1,j]-1))*((1-sqrt(r[i-1,j]/(q[i-1,

psi <- ((s[i-1,j]/(s[i-1,j]+t[i-1,j]))^(s[i-1,j]-1))*((1-sqrt(t[i-1,j]/(s[i-1,

m1 <- -(max(alfa*Beta,delta*eta))^(-1)

M1 <- -(min(alfa*delta,Beta*eta))^(-1)

m2 <- -(max(alfa*gama,delta*psi))^(-1)

M2 <- -(min(alfa*psi,delta*gama))^(-1)

m3 <- -(max(Beta*gama,psi*eta))^(-1)

M3 <- -(min(Beta*psi,eta*gama))^(-1)

if(posteriori_mult(rho1[i,j],rho2[i,j],rho3[i,j], u = x[,1],v=x[,2],x[,3],a,b,o
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,m1,M1,m2,M2,m3,M3) <= posteriori_mult(0,0,0, u = x[,1],v=x[,2],x[,3],a,b,o=o[i,j

,m1,M1,m2,M2,m3,M3)){aux[i,j] <- 1}

else{aux[i,j] <- 0}

}

}

1 - sum(aux)/(3*N)

}
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Apêndie AProvas ImportantesProva do Teorema (2.1.2) Seja (u, v) em I
2, temos que ver se as funções W e M seguemas propriedade de (3.1.4).1. W (u, 0) = max(u+ 0− 1, 0) = 0 = max(0 + v − 1, 0) =W (0, v)

M(u, 0) = min(u, 0) = 0 = min(0, v) =M(0, v)e
W (u, 1) = max(u+ 1− 1, 0) = u e W (1, v) = max(1 + v − 1, 0) = v

M(u, 1) = min(u, 1) = u e M(1, v) = min(1, v) = v2. Para todo u1, u2, v1, v2 em I tais que u1 ≤ u2, v1 ≤ v2, supondo 0, 5 < u1 < v1 < u2 < v2,
W (u2, v2)−W (u1, v2)−W (u2, v1) +W (u1, v1) = max(u2 + v2 − 1, 0)−max(u1 + v2 −

1, 0) −max(u2 + v1 − 1, 0) +max(u1 + v1 − 1, 0) = 0Se supormos que u1 < v1 < u2 < v2 < 0, 5 W (u2, v2) − W (u1, v2) − W (u2, v1) +

W (u1, v1) = max(u2+ v2− 1, 0)−max(u1 + v2− 1, 0)−max(u2 + v1− 1, 0)+max(u1 +

v1 − 1, 0) = 0Se supormos que u1 < v1 < 0, 5e 0, 5 < u2 < v2. W (u2, v2) −W (u1, v2) −W (u2, v1) +

W (u1, v1) = max(u2+ v2− 1, 0)−max(u1 + v2− 1, 0)−max(u2 + v1− 1, 0)+max(u1 +

v1 − 1, 0) = u2 + v2 − 1− u1 − v2 + 1− u2 − v1 + 1 = = 1− u1 − v1 > 0Para a ópula M(u, v)) o item (2) sai diretamente.
�Prova do Lema 2.1.1 Sejam (x1, y1) e (x2, y2) ∈ Dom(H). Usando a Desigualdade Trian-gular, temos

|H(x2, y2)−H(x1, y1)| ≤ |H(x2, y2) +H(x1, y2)| − |H(x2, y1) +H(x1, y1)|69



70 APÊNDICE AConsidere x1 ≤ x2. Como H é uma função de distribuição onjunta, então
0 ≤ H(x2, y2)−H(x1, y2) ≤ F (x2)− F (x1).A desigualdade aima é expliada pelos fatos de H ser marginalmente resente, a�onada,

H(x,∞) = F (x) e H(∞, y) = G(y). Analogamente, podemos enontrar uma desigualdadepara x2 ≤ x1. Portanto, segue que para qualquer valor de x1, x2 ∈ S1, |H(x2, y2)−H(x1, y2)| ≤

|F (x2)− F (x1)|. Similarmente, para qualquer
y1, y2 ∈ S2, |H(x1, y2)−H(x1, y1)| ≤ |G(y2)−G(y1)|. Logo,

|H(x2, y2)−H(x1, y1)| ≤ |F (x2)− F (x1)|+ |G(y2)−G(y1)| (A.1)Desta forma, se F (x2) = F (x1) e G(y2) = G(y1), então H(x1, y1) = H(x2, y2) e, onse-quentemente, o onjunto de pares {(F (x), G(y)),H(x, y)} permite de�nir uma função
(F (x), G(y)) →C′

H(x, y)sendo C ′ únia om domínio Alc(F )×Alc(G). A prova que a função C ′ é uma subópula seguediretamente das propriedades da distribuição onjunta H. Para ada u ∈ Alc(F ), existe um
x ∈ R̄ tal que F (x) = u, então

C ′(u, 1) = C ′(F (x), G(∞)) = H(x,∞) = F (x) = u

C ′(u, 0) = C ′(F (x), G(−∞)) = H(x,−∞) = 0Como H é biresente por de�nição, logo C ′ é biresente.
�Prova do Teorema 2.1.5 Tomemos F1, G1, F2 e G2 funções de distribuição de X, Y , α(X) e

β(Y ), respetivamente. Por α e β serem estritamente resentes, temos que F2(x) = P(α(X) ≤

x) = P(X ≤ α−1(x)) = F1(α
−1(x)). Da mesma forma, G2(y) = G1(β

−1(y)). Então, para todo
x, y ∈ R̄,

Cα(X)β(Y )(F2(x), G2(y)) = P[α(X) ≤ x, β(Y ) ≤ y]

= P[X ≤ α−1(x), Y ≤ β−1(y)]

= CXY (F1(α
−1(x)), G1(β

−1(y)))

= CXY (F2(x), G2(y)).Como X e Y são ontínuas e Img(F ) = Img(G) = I, segue que Cα(x)β(Y ) = CXY em I
2

�Prova do Teorema 2.1.6 Sejam F1, G1, F2 e G2 as distribuições de X, Y ,α(X) e β(Y ),respetivamente. Tomemos u ∈ Alc(F ) e v ∈ Alc(G) tais que u = F2(x) e v = G2(y).
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Cα(X)β(Y )(u, v) = Cα(X)β(Y )(F2(x),G2(y))

= P(α(X) ≤ x, β(Y ) ≤ y)

= P(X ≤ α−1(x), Y > β−1(y))

= P(X ≤ α−1(x)) − P(X ≤ α−1(x), Y ≤ β−1(y))

= F1(α
−1(x)) + C(F1(α

−1(x)), G1(β
−1(y)))

= F2(x)− C(F2(x), 1 −G2(y))

= u− C(u, 1− v)2. A prova é similar a prova do item 1.3.
Cα(X)β(Y )(u, v) = Cα(X)β(Y )(F2(x),G2(y))

= P(α(X) ≤ x, β(Y ) ≤ y)

= P(X > α−1(x), Y > β−1(y))

= P(Y > β−1(y)|X > α−1(x))P(X > α−1(x))

= (1− P(Y ≤ β−1(y)|X > α−1(x)))P(X > α−1(x))

= 1− P(X ≤ α−1(x))− P(X > α−1(x)|Y ≤ β−1(y))P(Y ≤ β−1(y))

= 1− P(X ≤ α−1(x))− (1− P(X ≤ α−1(x)|Y ≤ β−1(y)))P(Y ≤ β−1(y))

= 1− P(X ≤ α−1(x))− P(Y ≤ β−1(y)) + P(X ≤ α−1(x), Y ≤ β−1(y)))

= 1− F1(α
−1(x))−G1(β

−1(y)) +C(F1(α
−1(x)), G1(β

−1(y)))

= 1− 1 + F2(x)− 1 +G2(y) + C(1− F2(x), 1 −G2(y))

= u+ v − 1 + C(1− u, 1 − v)

�Prova Teorema 2.2.1 Em deorrênia das variáveis aleatórias serem ontínuas, P[(X1 −

X2)(Y1 − Y2) < 0] = 1− P[(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0] e logo
Q = 2P[(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− 1. (A.2)Mas P[(X1 − X2)(Y1 − Y2) > 0] = P[X1 > X2, Y1 > Y2] + P[X1 < X2, Y1 < Y2], e essasprobabilidades podem ser aluladas integrando sobre a distribuição de um dos vetores (X1, Y1)e (X2, Y2). Primeiro, temos

P[X1 > X2, Y1 > Y2] = P[X1 < X2, Y1 < Y2]

=
∫∫

R2 P[X2 ≤ x, Y2 ≤ y]dC1(F (x), G(y))

=
∫∫

R2 C2(F (x), G(y))dC1(F (x), G(y))



72 APÊNDICE AEntão empregando a transformação u = F (x) e v = G(y) fornee-nos
P[X1 > X2, Y1 > Y2] =

∫∫

R2 C2(u, v)dC1(u, v)Similarmente,
P[X1 < X2, Y1 < Y2] =

∫∫

R2 P[X1 > X2, Y1 > Y2]dC1(F (x), G(y))

=
∫∫

R2 [1− F (x)−G(y) + C2(F (x), G(y))]dC1(F (x), G(y))

=
∫∫

I2
[1− u− v + C2(u, v)]dC1(u, v).Mas por C1 ser a função de distribuição dum par (U, V ) de variáveis aletórias Uniforme(0,1),

E(U) = E(V ) = 1/2, e portanto
P[X1 < X2, Y1 < Y2] = 1− 1

2 − 1
2 +

∫∫

I2
C2(u, v)dC1(u, v),

=
∫∫

I2
C2(u, v)dC1(F (x), G(y)),e terminamos a prova substituindo o resultado aima em (A.2).

�Prova do Teorema (2.5.2) Usando o Teorema (2.5.1) e o oneito de ópula de sobrevivên-ia. Temos que
H(a + x, b + y) = H̄(a − x, b − y),∀(x, y) ∈ R

2 ⇔ C(F (a + x), G(y + b)) = Ĉ(F̄ (a −

x), Ḡ(b − y)),∀(x, y) ∈ R
2 ⇔ C(F (a + x), G(y + b)) = Ĉ(F̄ (a + x), Ḡ(b + y)),∀(x, y) ∈ R

2

⇔ C(u, v) = Ĉ(u, v),∀(x, y) ∈ I
2

�De�nição A.0.1 Sejam X e Y variáveis aleatórias ontínuas om funções de distribuição Fe G, respetivamente. A parâmetro de dependênia audal superior λU é limite (se este existe)da probabilidade ondiional de que Y seja maior do que 100t-ésimo perentil de G dado que
X é maior o 100t-ésimo perentil de F vai para 1, i.e.,

λU = lim
t→1−

P
[

Y > G(−1)(t)|X > F (−1)(t)
]

. (A.3)Da mesma forma, a parâmetro de dependênia audal inferior λL é o limite (se este existe)da probabilidade ondiional de G dado que X é menor ou igual do que o 100t-ésimo perentilde G dado que X é menor ou igual que o 100t-ésimo perentil de F quando t vai para 0, i.e.
λL = lim

t→0+
P
[

Y ≤ G(−1)(t)|X ≤ F (−1)(t)
]

. (A.4)



PROVAS IMPORTANTES 73Esses parâmetros são não-paramétrios e dependem somente da ópula de X e Y .Teorema A.0.1 Sejam X, Y , F , G, λU , λL omo de�nidos em (A.0.1) e seja C a ópula de
X e Y , om seção diagontal δC . Se os limites em (A.3) e (A.4) existem, então

λU = 2− lim
t→1−

1− C(t, t)

1− t
= 2− δ′C(1

−) (A.5)e
λL = lim

t→0+

C(t, t)

t
= δ′C(0

+) (A.6)Prova. Faremos a prova para (A.5), a prova para (A.6) é análoga.
λU = limt→1− P

[

Y > G(−1)(t)|X > F (−1)(t)
]

= limt→1− P
[

G(Y ) > t|F (X) > t
]

= limt→1−
C̄(t, t)

1− t
= limt→1−

1− 2t− C(t, t)

1− t

= 2− limt→1−
1− C(t, t)

1− t
= 2− δ′C(1

−)

�Se λU está em (0, 1], dizemos há dependênia audal superior; se λU = 0, dizemos que nãohá dependênia audal superior.Prova do Teorema (3.1.1) Sabemos que as ondições de ontorno C(u, 0) = 0 e C(u, 1) = usão equivalentes à equação 2.9 do Teorema dado. Ademais, C é 2-resente se, e somente se
VC([u1, u2]× [v1, v2]) = (u2 − u1){(v2 − v1) + [Ψ(v2)− Ψ(v1)](1 − u1 − u2)} ≥ 0Se u1 = u2, v1 = v2, ou se u1 + u2 = 1, então temos VC([u1, u2] × [v1, v2]) = 0. Considere oaso u1 < u2 e v1 < v2, temosCom isso, temos que basta provar que,

(v2 − v1) + [Ψ(v2)− Ψ(v1)](1 − u1 − u2) ≥ 0

Ψ(v2)− Ψ(v1)

v2 − v1
≤

1

u2 + u1 − 1
, se u1 + u2 > 1e

Ψ(v2)− Ψ(v1)

v2 − v1
≥

1

u2 + u1 − 1
, se u1 + u2 < 1Com isso, a ota superior é inf{1/(u1 + u2 − 1)|0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ 1, u1 + u2 > 1} = 1 e a otainferior é sup{1/(u1 + u2 − 1)|0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ 1, u1 + u2 > 1} = −1, e logo C é 2-resente se,e somente se
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−1 ≤

Ψ(v2)− Ψ(v1)

v2 − v1
≤ 1 para todo v1, v2 em I tal que v1 < v2, o que é equivalente a (2.14).Por último, a ondição de ontinuidade absoluta é satisfeita a partir da ontinuidadeabsoluta de Ψ .

�Prova do Teorema (3.2.1) É imediato que a função dada por (3.3) satisfaz as ondições deontorno dadas no item (1) do Teorema para as ópulas se e somente se f(0) = f(1) = g(0) =

g(1) = 0. Provaremos que C será biresente se e somente se ambos as ondições (2) e (3) sãoverdadeiras. Denotemos F e G as funções de�nidas no onjunto T = {(x, y) ∈ I
2 : x < y} por

F (x, y) = (f(y)− f(x))/(y − x) e G(x, y) = (g(y)− g(x))/(y − x). Sejam (x1, x2), (y1, y2) em
T . Então, C satisfaz a ondição (2), se e somente se:

− 1 ≤ F (u1, u2)G(v1, v2) (A.7)Logo, C é biresente se e somente se as duas equações seguintes valem:
− 1 ≤ sup{F (u1, u2) : u1 < u2, f(u1) < f(u2)} inf{G(v1, v2) : v1 < v2, g(v1) > g(v2)} (A.8)
− 1 ≤ inf{F (u1, u2) : u1 < u2, f(u1) > f(u2)} sup{G(v1, v2) : v1 < v2, g(v1) < g(v2)} (A.9)Os onjuntos em (A.8) e (A.9) são não-nulas já que f(0) = f(1) = g(0) = g(1) = 0 e f e

g são não-nulas. Por outro lado, se (A.7) for satisfeita para todo (v1, v2) em T , temos:
sup{−1/G(v1, v2) : v1 < v2, g(v1) < g(v2)} ≤ F (u1, u2)

≤ inf{−1/G(v1, v2) : v1 < v2, g(v1) > g(v2)}para todo (u1, u2) em T . Limitantes similares podem ser obtidos para G(v1, v2). Portanto, osupremo e o ín�mo em dados aima são �nitos. Além disso, pelo Lema (3.2.1), temos que f e
g são absolutamente ontínuas, e pelo Lema (3.2.2), temos:

sup{F (u1, u2) : u1 < u2, f(u1) < f(u2)} = sup{F (u1, u2) : u1 < u2}

= sup{f ′(u) : u ∈ A} = β > 0

inf{G(v1, v2) : v1 < v2, g(v1) > f(v2)} = inf{G(v1, v2) : v1 > v2}

= inf{g′(v) : v ∈ A} = δ < 0

sup{F (u1, u2) : u1 < u2, f(u1) < f(u2)} = sup{F (u1, u2) : u1 < u2}

= sup{f ′(u) : u ∈ A} = γ > 0



PROVAS IMPORTANTES 75
sup{G(u1, u2) : v1 < v2, g(v1) < g(v2)} = sup{G(v1, v2) : v1 < v2}

= sup{g′(v) : v ∈ A} = β > 0/Por onseguinte, obtemos que, se C é ópula, então f e g são absolutamente ontínuas e
min{αδ, βγ} ≥ −1. Da mesma forma, podemos provar a volta, e, om isso, ompletamos aprova.

�
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