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Resumo

Na atualidade, o estudo de objetos como lentes gravitacionais ou buracos negros em dimen-
soes superiores, bem como a formulagao de cosmologias de Kaluza-Klein, tém recebido cada
vez maior atencao. Na tentativa de compreender melhor estes e outros temas semelhantes, o
estudo das solugoes exatas, assim como de algoritmos para sua geragao, desempenha um papel
muito importante.

Neste trabalho, apresentamos as equacoes de Einstein no vacuo para uma classe especial de
espago-tempo D-dimensional que admite D — 2 campos vetoriais de Killing, assim como sua
formulacao matricial. Apresentamos também a extensao de dois algoritmos apresentados no
artigo do professor Patricio Letelier, On the Inverse-Scattering Method Generation of Gravita-
tional Waves and other New Solution-Generating Algorithms, Nuovo Cimento 97 B, 1 (1987),
para depois aplicd-los na obtencao de solugoes nao diagonais. Igualmente estudamos a aplicacao
do método de Belinski-Zakharov para a obtencao de solucgoes solitonicas multidimensionais a
partir de nossa métrica, que admite representagao diagonal por blocos.

Finalmente, aplicamos os algoritmos de geracao apresentados as métricas de Kaluza-Klein
para obter novas solugoes das correspondentes teorias efetivas em quatro dimensoes, assim
como seus tensores de energia-momento. Exemplos de possiveis interpretacoes destes tensores

na teoria classica de campos (CIFT) e na mecénica de fluidos, sdo apresentados também.
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Abstract

Nowadays, the study of objects such as black holes or gravitational lenses in higher dimensi-
ons, as well as the formulation of Kaluza-Klein cosmologies, have received increasing attention.
In an attempt to better understand these and other similar topics, the study of exact solutions
and the algorithms for their generation, plays a very important role.

In the present work we present the Einstein equations in vacuum for a special class of
D-dimensional space-time which admits D — 2 Killing vector fields, as well as its matrix for-
mulation. We also present the extension of two algorithms studied in the Patricio Letelier’s
paper On the Inverse-Scattering Method Generation of Gravitational Waves and other New
Solution-Generating Algorithms, Nuovo Cimento 97 B, 1 (1987), to later apply them in ob-
taining non-diagonal solutions. We also studied the method of Belinski-Zakharov to obtain
multi-dimensional soliton solutions from our metric, which admits representation diagonal by
blocks.

Finally, we apply the presented generation algorithms to Kaluza-Klein metrics to obtain
new solutions of the corresponding effective theories in four dimensions, as well as its energy-
momentum tensors. Examples of possible interpretations of these tensors in classical field theory

(CIFT) and fluid mechanics, are also presented.
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Introducao

Durante o tdltimo século, a maior parte do trabalho feito em relatividade geral foi limitado
a quatro dimensoes. No entanto, a ideia da existéncia de dimensoes adicionais e a possibilidade
de considerar a relatividade como uma teoria multidimensional nao sao novas. Os primeiros
trabalhos nesta area, feitos por Nordstrom (1914) e Kaluza (1921), tiveram a finalidade de
unificar a gravidade com o eletromagnetismo, as tnicas interagoes conhecidas nessa época [1].
Kaluza assumiu que o nosso mundo tem cinco dimensoes. Considerando o potencial eletro-
magnético como componentes do tensor métrico ao longo da quinta dimensao, as equagoes de
Einstein-Maxwell se obtém a partir das equacoes de Einstein no vacuo em cinco dimensoes
2, 3].

A solugao dada por Kaluza ao problema evidente de nao conseguir detectar a dimensao
adicional foi considerar que todas as derivadas em relagao a essa dimensao sejam canceladas.
Esta condicao é chamada de Condicao de cilindro de Kaluza. Klein mostrou em 1926 que
essa condicao surgiria naturalmente se a quinta dimensao for compactificada, ou seja, se esta
tem topologia circular e uma pequena escala (da ordem do comprimento de Planck)[4]. Foram
posteriormente consideradas as seis dimensoes para permitir a incorporacao de fermiones na
teoria, ver por exemplo [5].

Alguns anos mais tarde, a teoria de Kaluza-Klein foi estendida para mais dimensoes para

1



Introducao 2

estudar a possibilidade de unificar a gravidade com as teorias das interacoes forte e fraca,
assim como com outras interagoes gauge [6]. Neste campo, diferentes solugoes com diferentes
simetrias, dimensoes e modelos tém sido encontrados [7]. Por exemplo, solugoes as equagoes
de campo no vacuo em 5 dimensoes com simetria esférica 3d foram consideradas. Estas tém
sido relacionadas a monopolos magnéticos, buracos negros e sélitons [8]. A teoria de Kaluza-
Klein pode ser considerada como a origem das modernas teorias de campo unificadas, que sao
formuladas consistentemente apenas em um espaco-tempo de mais de quatro dimensoes, tais
como a teoria de supercordas 10-dimensional e a supergravidade com 11 dimensoes [9].

Dentre as principais desvantagens da teoria de Kaluza-Klein, podemos mencionar que esta
formulacao nao é covariante em relacao as transformacoes da coordenada dimensional adicional,
e que como os momentos de todos os estados da particula na direcao associada com essa
coordenada sao entao empurrados para as energias de Planck, eles estao muito além do alcance
dos experimentos no presente e no futuro proximo.

Em anos recentes, o trabalho em buracos negros n-dimensionais (BN), cosmologias inflacio-
narias de Kaluza-Klein e BN sobre branas, entre outras, tém recebido uma crescente atencao
[10, 11, 12]. Existem vérias motivagdes para esta linha de pesquisa: por exemplo, nés sabemos
que os buracos negros em quatro dimensoes tém caracteristicas notaveis, tais como unicidade,
topologia esférica e estabilidade dinamica. No estudo da estrutura de objetos negros em gravi-
dade em dimensoes superiores, ¢ interesante determinar quais destas propriedades sao universais
e quais mostram dependéncia da dimensao [13, 14].

Outra das ideias que tem impulsionado o interese em teorias em dimensoes superiores nas
ultimas duas décadas é que o nosso universo fisico em quatro dimensoes pode estar mergulhado
em um espago-tempo de dimensao superior. Apesar de que ideias semelhantes foram propostas
nos anos 80, estas sé foram consideradas de interese apds o surgimento da teoria de cordas [4]
e da teoria de branas [15].

O objetivo deste trabalho é a procura de solugoes das equacoes de Einstein no vacuo em
D dimensoes cujas métricas sao nao-diagonais e téem D — 2 campos vetoriais de Killing. Em

particular, consideraremos métricas que admitem representacao diagonal por blocos. Estaremos
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especialmente interessados no caso em que estes blocos sao representados por matrizes nao-
diagonais de tamanho 2 x 2. Esta métrica ¢ uma extensao natural da métrica 4-dimensional de
Lewis-Papapetrou [16, 17| e é suficientemente geral para incluir a muitos dos espago-tempos ja
estudados e uma grande quantidade de alguns novos.

No Capitulo 2, nds apresentamos as equacoes de Einstein no vacuo para uma classe especial
de espago-tempos D-dimensionais com D — 2 vetores de Killing. Estudamos também uma
versao estendida das formulacoes matriciais para as equagoes de Einstein apresentadas em
[18] e a extensdao de dois novos algoritmos simples de generagao de solugdes estudados neste
mesmo paper. No final do capitulo, utilizaremos estes algoritmos para gerar novas solugoes
nao-diagonais a partir de solucoes tanto diagonais como nao-diagonais.

O método de espalhamento inverso (ou ISM, pelas suas iniciais em inglés), foi desenvolvido
na década dos 60 com a finalidade de resolver de forma sistematica a equagao de Korteweg de
Vries (KdV), a equacao de Schrodinger nao linear e a equagao de Sine-Gordon [19]. Em dois
famosos artigos publicados em 1978 e 1979, Belinski e Zakharov adaptaram o ISM para resolver
as equacoes de Einstein no vacuo quando o espago-tempo admite dois campos vetoriais comuta-
tivos de Killing. Eles generalizaram uma transformada desenvolvida por Zakharov e Mikhailov,
para o qual precisaram substituir os pélos estacionarios, utilizados nesta, por trajetorias de
pdlos [19]. No Capitulo 3 apresentamos um breve resumo das principais ideias do método de
Belinski-Zakharov, dadas em [20].

No Capitulo 4, utilizamos o método de Belinski-Zakharov para obter solugoes 1-séliton e
2-séliton a partir de solugoes semente da forma dada no capitulo 2, ou seja, para métricas
D-dimensionais que admitem representagao diagonal por blocos de tamanho 2 x 2. Considera-
remos dois tipos bésicos de eles, o bloco Einstein-Rosen-Weyl (ERW) e o bloco van Stockum
(vS). Estudaremos inicialmente espago-tempos 6 dimensionais, os quais por defini¢ao tém dois
blocos. Estes dois podem ser tipo ERW (semente ERW) ou tipo vS (semente vS), ou bem
podemos utilizar un bloco ERW e outro vS (semente ERS). Na secao final, apresentamos uma
generalizagao para o caso D = 2N + 2, onde N ¢é o ntimero de blocos.

No Capitulo 5 aplicamos os resultados dos Capitulos 2 e 4 para obter solugoes solitonicas
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e nao solitonicas a partir do ansatz de Kaluza-Klein, e as correspondentes solucoes da teoria
efetiva de baixa energia em quatro dimensoes. Achamos também expressoes especificas para
os campos escalares resultantes dessa teoria quando partimos da métrica ERW en 2N + 2
dimensoes, bem como exemplos de possiveis interpretacoes destes resultados na teoria classica
de campos (CIFT) e na mecanica de fluidos. Finalmente, no Capitulo 6 apresentaremos as

conclusoes.



Solucoes nao Solitonicas

2.1 Equacoes de Einstein D-dimensionais

As equacoes de Einstein descrevem como a curvatura de um espaco-tempo, descrito pelo
tensor métrico g,,, ¢ afetada pela distribuicao de matéria, descrita pelo tensor energia-momento

T,,. O tensor métrico g,, determina um elemento de linha
ds* = g, dxtdx”, (2.1)

onde dz* representa um deslocamento infinitesimal com relacao a coordenada x*. Utilizamos a
convenc¢ao de soma de Einstein para indices repetidos e consideramos que pu,v = 1,..., D, em
que D > 4 é a dimensao do espago-tempo. No sistema de unidades geométricas, a velocidade da
luz e a constante universal da gravitacao de Newton sao iguais a unidade, ou seja, c = G = 1.

Utilizando este sistema, podemos escrever as equacoes de Einstein na forma

GMV = 87TT;11/7 (22)
em que G, ¢ o tensor de Einstein
1
G/Ll/ = R,U,l/ —_ §g/“/R (23)
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O tensor de Ricci Ry, e o escalar de Ricci R sao dados por

R, =R,
e (2.4)
R=g¢"R,,.
O tensor de Riemann Rj,, ¢ dado por
G = 03, — 0,15, +T5, 0, —T3,I7,, (2.5)
em que 1", sdo os simbolos de Christoffel
« 1 af
Fuy = 59 (auguﬁ + aug,uﬂ - aﬁg/w)7 (26>

e 0, denota derivagao parcial em relacao a z*. Quando 7},, = 0, obtemos as chamadas equagoes

de Einstein no vacuo. Estas equagoes podem ser escritas na forma

R, = 0. (2.7)
Consideremos a métrica
al 1
ds* = > (dp? — edr®) + By [m Fildep; + wid€;)? + —dgf], (2.8)
i=1 i

onde as fungoes ¥, h f;,w; dependem das coordenadas 7 e p s6; v;, & sao coordenadas, e = +1,
n,==xlei=1,---, N, salvo disposicao em contrario. Esta métrica tem dimensao D = 2N + 2
e é uma generalizagdo D-dimensional da métrica de Lewis-Papapetrou [16, 17]. A métrica (2.8)
tem pelo menos D — 2 vetores de Killing, 0, e 0¢, e em quatro dimensoes contém, como casos
especiais, todas as métricas com simetria axial, bem como as ondas gravitacionais cilindricas
com dois graus de polarizagao [21].

A partir das equagoes de Einstein no vdcuo para a métrica (2.8), achamos que as fungoes
fi,w; e h satisfazem as equacoes diferenciais,

{u(% — mffwiwwﬂ —€ [u(% — niffwiwm)] =0, (2.9)
i - i »

(ufi2wi,7'>ﬂ' - E(ufz?wi,p),p =0, (2-10>
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U r — €U, =0, (2.11)

em que

u = h". (2.12)

Também achamos que a fungao ¥ pode ser escrita como

1—-2N 2
Y =Ind+ lnu+/ u {[(lnu)77d7—(lnu)7pdp]A—|—2[(lnu)77dp—e(lnu)7pdT}T}, (2.13)

2N 20
em que
N
A= 722 +efl,) +mifi(wy, +ew?))], (2.14)
=1
N
T = (fi_2fi,’rfi,p + nif?w’i,’?'wi,p)7 (215)
i=1
(§]
= u? —eu, (2.16)

As equagbes (2.9) ,(2.10), (2.11) sao as condigoes de integrabilidade para a existéncia de 3.

As equagoes (2.9) e (2.10) podem ser expressas na forma mais atraente,

(wy ) — (w7, =0 (2.17)

onde v é a 2N x 2N matriz diagonal por blocos,

7 0 0
v=o "~ o (2.18)
0 0
Ccom
S e . (2.19)

fiwi faw? +n 7

Duas propriedades importantes da matriz v sao

N
v =T, dety = u? Hni. (2.20)
i=1
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A equagao (2.13) pode ser escrita em termos da matriz v como,

Y[y] =In i + ! / l{ [(ln u) -dr — (In u)ﬁdp] tr[U*(7) + eV?(7)]

u 4/ @
(2.21)
+2 [e(ln u) +dp — (In u)de] tr[U(y)V (7)] },
em que
Uly) =uwyy~",  V(y) =euy,y (2.22)
Como a equagao (2.17) em termos de U e V' é
U=V, =0 (2.23)
podemos considerar uma matriz potencial, ou seja, uma fungao matricial () tal que
Q),=U0),  Q)-=V(). (2.24)
A condicao de existéncia para () é a equagao
1 U s u,
Q.-+ E[Q’T’ Q] — e, — ?’QJ + egpﬂ,p =0. (2.25)

Esta equacao surge da condicao de integrabilidade v, = v -, fazendo uso das equagdes (2.22),
(2.23) e (2.24). Em principio, se resolvemos (2.25) e integramos (2.24), entdo podemos obter
v, a solucao das equagoes de Einstein.

Os potenciais “twist” sugeridos pelas equacoes (2.10) sao dados por

Bi = /Uiufi2(wi,pd7+€wi,rdp)- (2.26)

Estes potenciais sao os analogos aos introduzidos na formulacao de Ernst das equacoes de
Einstein com simetria axial [18, 22]. As fungoes métricas w;, podem ser escritas em termos dos
potenciais 3; como,

—— (€BipdT + Birdp). (2.27)

w; = f2
As equagdes (2.9),(2.10) e (2.13) agora assumem a forma

() (o) o e




Solucgoes nao Soliténicas

PROE
U’fi2 T Ufz? ,p_ 7

1—2N 2
Y] =Ind + 1nu+/u—{ [&dT - Qﬁdp]Ag + 2[&dp— GﬁdT} Tg},
u u u

2N 20 U
em que
N
- i
N = [+ et + k)
i=1 i
‘ N
-2 €7);
T,B = Z (fz fi;rfi,p + u2—f»2ﬁi"rﬁi’p>.
=1 7

Também ¢é possivel escrever as equagoes (2.28) e (2.29) em forma matricial,
(uo o™, —e(uo o), =0,

onde o é a matriz diagonal por blocos

oo 0 0
oco=10 0
0 0 oy
com
T 1 Bi

g; —

fi\g 82+ enutf?

Os termos X[y] e X[o] estao dados pela equagao,

h] = Inuf5 Zﬁlwu] + o],

onde X[o] é obtida a partir de (2.21) fazendo v — 0.

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

2.2 Algoritmos simples de geracao de novas solucoes

Nesta secao apresentamos uma extensao, para o caso 2N + 2-dimensional, de dois algoritmos

de generacao de solugdes estudados por Letelier em [18].
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Seja y = diag[y, . . ., ) uma solugao da equagao (2.17). Se considerarmos a matriz diagonal

por blocos A = diag[Ay, ..., A,], onde
A= , (2.37)

com a;, b;, ¢;,d; € R e a;d; — b;c; = 1, nés temos que a matriz 7 dada por
F=A-v-AT, (2.38)

¢ uma nova solugao de (2.17).

A métrica (2.8) pode ser escrita em termos de v como
ds® = e*(dp® — ed7?) + dx” - v - dx, (2.39)

onde

x" = [01,&1, .-, 0N, €N (2.40)

Além disso, com a transformacao

dx — dx" = (A7) . dx (2.41)
obtemos
ds? = (exp [2(T, p)])(dp? — ed7?) 4+ dX" -7 - dX. (2.42)
Um célculo direto mostra que
Xl =2hl (2.43)

Uma vez que A é uma matriz constante, temos
=AD" x (2.44)

ou seja,

Ai dip; — ci&i

I (2.45)
&i —bipi + @&



Solugoes nao Soliténicas 11

Para garantir que realmente temos novas solugoes, precisamos fazer algumas restrigoes no
rango de nossas coordenadas @;, §AZ-, ©; e &. Por exemplo, se interpretamos as coordenadas @; e
©; como angulos, podemos considerar que @;, @; € [0,27]. Esto deve ser feito pelo menos para
um dos blocos. Esta consideragao é importante ja que se §;, ¢; € [—00, 0] e é\i,& € [—00, 00]
em todos os blocos, simplesmente temos uma mudanca de variaveis.

A possibilidade de gerar novas solugoes utilizando a transformagao (2.38) tem sido interpre-
tada como a andloga gravitacional do efeito Bohm-Aharonov [18, 23]. Essa transformacao altera
as propriedades globais da solugao original (solu¢ao semente). Casos especiais de elementos de
linha que contém termos cruzados como d§;dy; podem ser interpretados como a representacao
de um deslocamento césmico quando &; é uma variavel espacial, e como a representacao de um
defeito topoldgico de linha giratério quando §; é uma variavel de tempo [24] ou de torsao, como
defeitos topoldgicos [25]. Além disso a transformagao ¢ — d;p introduz singularidades conicas
que podem ser interpretadas como cordas césmicas, ver por exemplo [26].

Novas solugoes podem ser geradas usando o mesmo tipo de transformagao (2.38), mas agora
aplicada a matriz o, ou seja,

G=A-0-A", (2.46)

Note que esta nova matriz é também uma solucao da equagao (2.33). A fungao X para a nova

solugao é obtida a partir das equagoes (2.36) e (2.46), nds encontramos

] = ln{“(zk_m H[a?(gz‘)n + 2a;bi(0i)12 + b?(ai)%]} + Xlo]. (2.47)

i=1
Nas préximas secoes, vamos estudar exemplos de novas solugoes geradas a partir de solugoes

semente diagonais, assim como novas solucoes obtidas de sementes nao-diagonais.
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2.3 Solucoes geradas a partir de solugoes semente diago-

nais
Como exemplo de uma nova solugao obtida pela transformagao (2.38), consideramos a mé-

trica dada por

N
ds* = e*(dp* — edr®) + h(, p) Z{me%’dgpf + e vide?}, (2.48)
i=1
onde ¥; = ¥;(7,p), que é uma extensao natural das métricas de Einstein-Rosen [27] e Weyl

[28] para 2N + 2 dimensoes. Em particular, temos o caso Einstein-Rosen se escolhermos € = 1,
p=r,T=1 p, =0; e& =z ,eocaso Weyl se fizermos a escolha e = -1, p =2, 7 =1,
pi=1t; e & =0

Os blocos na diagonal de 7 associados a esta métrica tém a forma

o [P0 (2.49)

0 exp(—1i)

As equagoes de Einstein sao reduzidas ao sistema de equagoes dado por (2.9)—(2.11),

(utir)r — e(wrhiy),, =0, (2.50)
e
1—2N u? AR )
Y=Ind+ 5N Inwu + / ﬁ{ [(lnu),TdT — (lnu),pdp} ;( i tebi,)
= (2.51)
+2 [(ln u) +dp — €(In u),pdT} Z wi,r%‘,p}'
i=1

Neste caso, de (2.38) e (2.37), obtemos a nova solugao 7 com blocos

~ W @? a;C; —ab; b’[,z bid;
vi = hn;e” he™ " : (2.52)
a;C; C? bzdz d22

A matriz o associada a matriz v, que é definida pelas equagdes (2.18) e (2.49), é dada por
(2.34), onde

a— exp(—) ’ . (2.53)

0 eu” exp(t);)
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Fazendo a transformagao (2.46) e considerando as equagoes (2.26) e (2.47), achamos a nova

solugao
fi_1 = a?e_w + 6’1%[)?’&26%, (2.54)
w; = 2a;b; /u [(lnu + ;) pdT + €(Inu + ﬁh‘)ydﬂ} (2.55)
e
N
Y] = 1n{u(2NN) [[maie + eb?uzed”]} + Y[o]. (2.56)
i=1

A condigao de integrabilidade de (2.55) é dada por (2.11) e (2.50). Esta métrica é uma extensao
D-dimensional da métrica de Papapetrou [29] e sua versao hiperbélica [18]. Em particular, se
levarmos em consideracao as fungoes u = 7 e 1; = ;(7) = In7, que sdo solugoes de (2.11)
e (2.50), temos para € = 1 (respectivamente para ¢ = —1) uma solugao semente tipo Kasner

(respectivamente tipo Levi-Civita). Neste caso, a equacao (2.51) se reduz a

1—N)?
A partir de (2.38) obtemos a nova solugao,
CL2 a;C; b? bzdl
a;C; C? bzdl dz2
A nova solugao (2.46) neste caso é,
fit=airt + enibit?, (2.59)
e
LT 5N — 2
Y] = ln{r(wm H[Tiia?Tfl + 6()?7'3]} + 5 InT. (2.61)

=1

Esta generalizacao D-dimensional especial da solugao de Papapetrou [29] tem como caso par-
ticular um modelo cosmolégico homogéneo no vacuo de Bianchi tipo-II em quatro dimensoes
[18]. A escolha especial u = 7, solugao da equagao (2.11), em principio nao particulariza a

métrica, este ponto é discutido em detalhe em [30] para as solugdes tipo Weyl e em [31] para
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as de tipo Einstein-Rosen. As vezes, é conveniente tomar uma solugao particular diferente
como, por exemplo, a solugao u = sin(7) sin(p), que tem sido utilizada em [32] em um contexto

cosmologico.

2.4 Exemplos de novas solucoes para métricas nao dia-

gonais

Aplicaremos o algoritmo de geracao de novas solugoes a extensoes naturais das métricas de

van Stockum e Stachel para espagos 2N + 2-dimensionais.

Novas solucoes geradas a partir de extensoes da solucao de van Stockum.

—1
7

Em (2.8) consideramos ¢ = —1e 1, = —1, fi = =X\ e w; = A onde as funcgoes \;

satisfazem

(udir),r + (uhip),p = 0. (2.62)

Assim, temos uma métrica tipo van Stockum em 2N + 2 dimensoes [33],

N
ds* = ¥ (dp* + dr?) + h(r, p) Z(/\id@? + 2dip;d&;). (2.63)

i=1
A métrica van Stockum habitual é o caso particular N =1 e u = r. Os blocos da representacao

matricial de (2.63) sao,

A1
Yi=h o) (2.64)

As equagbes de Einstein para a métrica (2.63) reduzem para (2.11) e

(Whin) s + (uhi,) =0, (2.65)

1—-2N
2N

onde u = h" como antes. A partir de (2.37) e (2.38) obtemos a nova solugao,

Y =In(ul +ud)+ Inwu, (2.66)

- &? a;C; 2albl aidi + bici
9 = h\; +h : (2.67)
a;C; 02 (Zidi + biCi QCZCZZ

2
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A matriz o associada a matriz v tem blocos ¢; da forma

1 (1 B
N (2.68)
A\ Br B2+ PN
onde
B = / u(Ni pd — N +dp). (2.69)
A partir disso a nova solu¢ao obtida usando (2.46) tem fungées métricas dadas por
1 ~
fit= Y [(ai +b:iBi)* + biu ], (2.70)
e
1 ~
w; = / W [(az + bzﬁz>2 + b?UQ)\?]Z(ﬂi’pdT — ﬁiﬂ—dp), (271)
em que

O coeficiente ¥ pode ser determinado usando as equagoes (2.13),(2.14),(2.15), (2.70) e (2.71).

B =

(2.72)

Nova solucao generada a partir de extensoes da solucao de Stachel.

Ao considerar em (2.8) € = +1,

exp(¢i(T, p))

i = 2.73
/ ! (273
€, parapf N7
Ki(t+p), sei=1,...,p,
w; = ) (2.74)
Ki(t—p), sei=p+1,...,N,
temos que

N
ds® = e%(dp? — dr?) + ) " mie” [(dg; + Kid&)? + mih?e™ 2" dg?]. (2.75)
i=1
Os blocos da forma matricial de esta métrica sao,

1 K;
= med)i , (2.76)
K; K2+ ph2e 20
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As equagoes de Einstein no vacuo nos dao,

{[U(ezi)Q],r — [u(% ey VKl =0, sei=1,...,p,

(2.77)
(592 + [w(55)?],} Kl =0, sei=p+1,...,N,
onde K’ denota a derivada de K com relagdo a seu argumento, e
(uir) r — (W/’i,p),p = 0. (2.78)
Uma possibilidade para considerar fungoes nao-triviais K, é fazer a restricao
2—N
v = oN Inu, (2.79)
para obter
Ny 2.80
u(S) =1, (2.80)

e assim simplificar as equagdes (2.77). A funcdo métrica ¥ é dada pelas equagdes (2.13)—(2.16).

Neste caso temos

4—u2 = Z ni(K (2.81)

¢ N
N
T:4 U U, + — {E n:(K))? § m(K;)Q] (2.82)
1=p+1

A solucao de Stachel usual em quatro dimensoes [34] é a métrica (2.75) para N = 1.

A partir de (2.38), obtemos a nova solugao

y=" ( ) ( ! ) + h/u (2.83)
A matriz o associada a matriz v tem blocos ¢; da forma
(
1 ni K
gi = Niv/u , sei=1,...,p,
niKi  K7?+nu
(2.84)
1 -1 K
o; = ni/u , sei=p+1,...,N.

—niKi K} +mniu
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De (2.46) e (2.84), obtemos a nova solugao,

fit =Vl (a; £ mibK;)? + nibju], (2.85)

onde

(a; £ ;b KG) (e £ midi K;) + mibidiu
Em (2.85),(2.86) e (2.87) usamos o sinal “+”, sei =1,...,peosinal “—" set = p+1,..., N.
O coeficiente ¥ pode ser determinado utilizando as equagdes (2.13),(2.14),(2.15), (2.85) e (2.86).

Bi = (2.87)

O caso quatro-dimensional desta métrica pode ser encontrado em [18].



Método de Belinski-Zakharov

No final da década dos anos 70, Belinski e Zakharov usaram a técnica conhecida como
método de espalhamento inverso, ou ISM, pelas iniciais em inglés de Inverse Scattering Method,
para solucionar um tipo especial de equagoes de Einstein no vacuo, a saber, quando o espaco-
tempo admite dois campos vetoriais comutativos de Killing. A técnica ficou conhecida como
Método de Belinski-Zakharov ou transformacao solitonica, e as solugoes obtidas por esse meio
sao chamadas de solugoes solitonicas [19]. Neste capitulo apresentamos brevemente as principais
ideias do método nas quatro dimensoes usuais, assim como algumas consideracoes adicionais
para sua implementagao em dimensoes superiores. Seguiremos [20],[19],[35] e [36].

Para nossa anélise, consideramos a seguinte métrica
ds® = f(d2? — dt?) + gapdx"da’, (3.1)

onde as fungoes f e g,, dependem apenas da coordenada tipo tempo t e da coordenada tipo
espaco z. Ao utilizar uma coordenada tipo tempo e uma coordenada tipo espaco, estamos
considerando solugoes tipo onda e cosmoldgicas das equagoes gravitacionais [35]. O anélogo

estaciondrio desta métrica tem a forma
ds? = f(dr® + dz?) + gapda"da®, (3.2)

e as fungoes f e g, dependem somente das coordenadas tipo espaco 7 e z.
18
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A métrica (3.1) e seu andlogo estaciondrio sao muito importantes, ja que varias das solugdes
mais relevantes sao deste tipo como, por exemplo, as solugoes de Schwarzschild e Kerr, a solucao
com simetria axial de Weyl e a solugoes para ondas cilindricas de Einstein-Rosen, entre outras
[35].

As equacgoes de Einstein para esta métrica podem ser estudadas em forma mais conveniente

se fizermos uso das coordenadas nulas ((, &) dadas por
1 1
(=5+1), E=5(z-1). (3.3)
2 2
Para o determinante da matriz g = (g4) adotamos a restrigao
det g = o?, (3.4)

onde consideramos que « é nao negativo. O sistema das equacoes de Einstein se descompoe em

dois grupos de equagoes. O primeiro pode ser escrito na forma matricial

(ag.c9™") e + (ageg™)c =0. (3.5)
O segundo grupo expressa o coeficiente f em termos da matriz g através das relagoes:

1
(In f)c(na)c = (Ina) ¢ + — tr A%

Ao
T (3.6)
(Inf)e(lna)e = (Ina) g + 1o tr B?,
onde as matrizes A e B sao definidas por
A=—ageg™', B=oageg " (3.7)

A condicao de integrabilidade para (3.6) com relacao a f é satisfeita se g satisfaz (3.5). E

possivel demostrar que esta tltima equacao ¢é equivalente ao sistema de equacgoes

A¢— B =0,
Ag+ Be+a '[A, Bl —aga ' A—aca ' B =0,

onde os colchetes denotam o comutador [20].
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3.1 O esquema de integracao

A ideia chave do método de Belinski-Zakharov consiste em achar um sistema matricial de
equacoes relacionado com um problema autovalor-autovetor para certos operadores diferenciais
lineares. Este sistema deve ter como condigoes de integrabilidade as equagoes (3.8). Se conse-
guimos resolver este problema linear, podemos achar, seguindo certo algoritmo, a solucao do
sistema nao-linear [19].

Vamos considerar os seguintes operadores diferenciais

20\ D¢\
B 0y De= O +

D=0, —
¢ ‘T A« Ao

O, (3.9)
onde A é um parametro complexo independente das coordenadas ( e . E possivel provar que
[D¢, De] =0, (3.10)

sempre que « satisfaca a equagao de onda
ace = 0. (3.11)

O sistema que nds associamos as equacgoes (3.8) é dado por

A B

Deip = m% Detp = )\+—Oz¢’ (3.12)

onde as matrizes A e B nao dependem do parametro espectral A\. A matriz ¢» = (X, (,€) é
usualmente chamada de matriz geradora. A matriz g = g((, ) é exatamente a matriz geradora

avaliada em A = 0, ou seja,
9(¢, &) =(0,¢,6). (3.13)

De fato, quando fazemos A = 0 nas equagoes (3.9) e (3.12), obtemos (3.7).
Suponha que conhecamos uma solugao particular go(¢, &) das equagoes (3.4) e (3.5), entao
utilizando (3.7) e (3.12) podemos obter a correspondente fungao geradora 1y(A, ¢, §). Podemos

construir uma nova solucao v se assumimos que tem a forma

¥ = x%o. (3.14)



Método de Belinski-Zakharov 21

A matriz y ¢ usualmente conhecida como matriz de dispersao. Substituindo (3.14) em (3.12),

temos as equacoes

1
Dex = 3——(Ax = x4o),  Dex = (Bx — xBo) (3.15)

A A+

A matriz ¢(¢,€) que procuramos deve ser real e simétrica. Para assegurar que isso acontega,
devemos impor duas condicoes adicionais sobre a matriz de dispersao. A primeira é que x deve

ser real sobre o eixo real do plano A. Isto implica que

XA =x(\), D) =v), (3.16)

onde a barra indica conjugacao complexa. A segunda estd relacionada com a seguinte pro-
priedade de invariancia das solugoes do sistema (3.15). Se x(A) é solucao de (3.15), entdo a

matriz
X'(\) = gx ' (@®/N)go (3.17)
onde o simbolo ~ indica transposi¢ao, é também solucao de (3.15) sempre que a matriz g seja

simétrica. Podemos reescrever essa equacao na forma

9=xX"(Ngox(e?/N), (3.18)

portanto,
7 =x(a*/N)goxX' (V). (3.19)

Se fizermos a mudanga A — /) em (3.18), obtemos

9=xX'(a®/N)goX(N). (3.20)

Assim, se assumimos que x’(A) = x(A), podemos garantir a simetria da matriz g. A condigao

(3.18) entdo toma a forma
9 =x(Ngox(e”/N). (321)

Vamos exigir também que

lim y(\) =1, (3.22)

A—00
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onde I denota a matriz identidade. Com esta condigao, temos de (3.21) que

9= x(0)go. (3.23)
Nosso problema agora é achar uma solugdo y para o sistema (3.15) que verifique as condigdes

(3.16) e (3.22).

3.2 Construcao das solucoes solitonicas

Vamos considerar que a matriz de dispersao tenha a seguinte forma

R
X=I1+Y ——, (3.24)

onde as matrizes Ry e as fungoes p; nao dependem de A. Esta escolha se justifica no fato de que
para obter solucoes solitonicas puras, a matriz y deve pode ser representada como uma funcao
racional do parametro A com um ndmero finito n de pélos simples. O ansatz (3.24) satisfaz

também a condi¢ao (3.22). A equagao (3.23) entao se pode escrever como

9(¢,&) = (I = 1y  Re)go. (3.25)
k=1

Se utilizamos (3.24) nas equacoes (3.15), obtemos expressoes que mostram as posigoes dos
polos como fungoes de ( e €. Por esta razao, vamos usar a expressao trajetorias de polos, invés
de falar simplesmente de podlos. Sendo mais especificos, como os lados direitos das equagoes
(3.15) nos pontos A = p tém pdlos de primeiro ordem sé, enquanto que os lados esquerdos tém
polos de segunda ordem, temos que os coeficientes dos termos (A — ;)2 sdo zero. Utilizando

essa condigdo, obtemos as seguintes equagoes para as trajetérias dos pélos pux (¢, €):

200 ¢ 200¢ U
P = —=—, P g = —=—. 3.26
‘T a- Mk ‘T ar Mok ( )
As solugoes deste sistema sao as raizes da equacao quadratica
pi +2(8 — wp)px +a* =0, (3.27)

onde as wy sao constantes complexas arbitrarias, ou seja

i = (wy, — B) £ [(wy, — 8)* — ?]. (3.28)
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Neste trabalho consideramos somente raizes com o signal positivo. Essas raizes sao chamadas
de solitons.
As equagoes (3.15) podem ser reescritas na forma

A AO
T D —1 v -1
g = PoOXT X
B By

D
ia = (Dex)x +X)\+ X!

(3.29)

Comparando em cada equacao os residuos nos polos A = u, obtemos a seguinte condicao para

as matrizes Ry definidas em (3.24)

Ao
Reex ') + R 0,
kX (H) X ) =

(3.30)

Riex™ () + Ry X ) =0,

0
M + @
onde utilizamos a expressao

Rix™ () = 0. (3.31)

a qual é obtida da identidade xx ! = I, nos pdlos A\ = ju, j& que

_ " Ry _ _ ka
— 1 _ E 1 _ 1 §
k=1

que s6 podemos garantir se a relagao (3.31) se verifica. Precisamente, esta tltima diz que as

1

matrizes Ry e xy~  sao degeneradas e podemos supor assim que tém a forma

(Ri)ap = nPm . [ )]ao = ¢ P, (3.33)

o que implica que

m® gk = 0. (3.34)

Estamos assumindo que a soma é feita sobre os indices a, b, ¢, d. Substituindo as equagoes (3.33)

m (3.30) e considerando (3.34), obtemos

Ao )be
n® [ m{¥ 4 Lok e =0,

i = o (3.35)
(k) (BO)bc] k), (k)

qc pd =0.
Hi +
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k)

Para que estas equagoes sejam vélidas para todo ng e para todo pfik), devemos ter que

Ao )ba
| 4 Lok o =0,

e — ol (3.36)
Bo)pa '
[mg}) +m (Bola }q(gk) =0.
M+ @

Estas equagoes determinam a evolucao dos vetores m¥) . Uma solugao de (3.36) para estos

vetores é dada por

m® = m (My)ya, (3.37)

a

onde

Mk = (wo_l))\:uk = ¢61(Mk7 C? f) (338)

k) o~ o .
Os m(()b) sao vetores constantes complexos arbitrarios, e sao as vezes chamados de vetores de

Belinski-Zakharov, ou simplesmente de BZ-vetores.
Avaliamos a relagao obtida ao substituir (3.24) em (3.21), nos pontos A = a*/p,, para obter

o seguinte sistema de n equacoes matriciais algébricas, satisfeito pelas matrizes Ry,

Redo [I + 37 (0% = )R] = 0, (3.39)
=1

onde k = 1,...,n. Fazendo uso desta equagao e da relacao para R dada por (3.33), obtemos

o sistema linear (k)
para os vetores ng

> Tun = ' m (go)ea, (3.40)

=1

onde os elementos da matriz simétrica I'y; sao
Iy = —mgk)mlgl)(go)cb(OzZ — )t (3.41)
Se II;; denota a inversa da matriz I'y;, obtemos de (3.40) que

) = 3 TN, .42

onde

N(l) - m(l)<90)ca- (343>
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Portanto, as componentes métricas g, sao:

gab = (g0)ar — Y 1 1 T NN, (3.44)
k=1

Das equagoes (3.29), obtemos que

> (o= ) R | x (@) + x(@) Aox (),
- - (3.45)
D (a+ ) Ry | x T (—a) + x(@)Box ! (—a).

A =200,

B = 20

substituindo estas expressoes em (3.6), podemos achar a componente f por integracao direta.

O resultado obtido utilizando inducao para a componente f,, da solucao n-solitonica é

f=Cpfoa™ (H u%) [H(,ui — 042)] det Ty, (3.46)

k=1 k=1
onde C,, é uma constante arbitraria, fy é a solucao inicial para f correspondente a gy e k,l =
1,...,n.

A nossa tarefa ainda nao esta completa ja que, geralmente, o determinante da matriz g
dada por (3.44) nao é exatamente igual a o, tal como é exigido por (3.4). Para resolver este
problema, primeiro devemos obter o determinante da matriz g. Este pode ser calculado usando

inducao, e seu resultado é

det g = " (H u;z) det g = a2 H 2 (3.47)
k=1

k=1

O determinante para a matriz ¢ dada por
g = a(det g)"%g (3.48)

é precisamente o®. Entdo, substituindo (3.47) nesta equacao, obtemos a solugao que estamos

procurando, a qual chamaremos de matriz g fisica, e é dada por

n —1/2 n
g = o <a2n+2 H M};2> g=a™" (H Nk:) q. (3.49)
k=1 k=1



Método de Belinski-Zakharov 26

Para calcular a componente fisica f®") substituimos nas equacoes (3.6) as matrizes AP ¢

B®h) dadas por

Alh) — A a{ln[a(det 9)71/2]} (I’

(3.50)
BP = B + a{Infa(det g)~*/*]} e
onde A e B sao definidos por (3.7), com ¢ dada por (3.44). Obtemos que
fPh = fal?F, (3.51)
onde f é dado por (3.46) e F' é definido pelas equagoes
Q 2 Q 2
(InF)¢=—g— [(Indetg)c]”,  (mF)e=———[(Indetg)|" (3.52)
¢ 8@75

Substituindo (3.47) nestas equagoes e integrando, obtemos

F = Cpa~(m2ntn)/2 (H w) [H(Mi - a2)] [ 1T G- uz)_2] , (3.53)
k=1 k

k=1 >[=1
onde Cr é uma constante arbitraria. Portanto,

n

n n+1
f(Ph) — CffOOé—nQ/z (H Mk) [ H (:U’k — MZ)_2] det Fkl; (354)
k=1 k

>i=1
onde Cy é uma constante arbitraria e o produto

n

IT G — )~ (3.55)

k>1=1

é igual a 1 para n = 1. A solugao n-solitonica tem entao a forma
ds® = fU(d2? — dt?) + g dx"da, (3.56)

onde f®" e gé’;h) estao dados por (3.49) e (3.44), respectivamente.
O método apresentado neste capitulo pode ser estendido para dimensoes D > 4, mas com a
significativa restricao de que os espaco-tempos a serem estudados devem depender somente de

duas variaveis. Vamos considerar entdo que o nosso espago-tempo (3.1) possui D — 2 campos
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vetoriais comutativos de Killing, ou seja, os indices a e b tomam os valores 1,2,...,D — 2.
Claramente isto significa que gg(t, 2) é uma matriz (D — 2) x (D — 2). O determinante de g
continua tendo o mesmo valor . As equacoes de Einstein sao equivalentes ao sistema dado
por (3.5), (3.6) e (3.7), com a diferenga de que as matrizes A e B sdo agora de tamanho
(D —2) x (D —2). A funcao a(t, z) deve satisfazer a equacao de onda (3.11). As férmulas
obtidas para a construcao das solucoes solitonicas continuam sendo as mesmas, com excegao de
(3.50) e das expressoes (3.49) e (3.54) que fornecem a solucao fisica. Como det g é dado ainda

por (3.47), temos que
" 2/(D—2)
g(ph) _ a—Qn/(D—Q) <H /’['k> g. (357)
k=1

A expressio para f(®? achada por Verdaguer [19], é

f(ph) :Cffoa—n(n+4—D)/(D—2) det(Ty) H [Mi(n—?)—&—D)/(D—Q) (Mi o a2)(4—D)/(D—2)}

= (3.58)

n

X H (e = )72,

El=1;k>1

onde a constante C; ¢ introduzida para corrigir o valor fisico de f (Ph) e necessario.
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4.1 Equacoes de Einstein D-dimensionais

Neste capitulo, vamos considerar métricas da forma

N
|
ds® = H(dp® + edr®) + 0y [m fildis + wide)? + £de?]. (4.1)

i=1
onde as funcoes ¥, h f;,w; dependem de 7 e psd, e =+1,m;, =+1lei=1,---, N. Esta métrica
¢ ligeiramente diferente da considerada no Capitulo 2, para ter compatibilidade de sinais com as
transformacoes (4.17) e (4.18) que utilizaremos na seguinte se¢do. Também, como neste capitulo
vamos aplicar o método de Belinski-Zakharov a extensoes das métricas de Einstein-Rosen, Weyl

e van Stockum, entao vamos supor que
u=h" =71 (4.2)

A partir das equagdes de Einstein no vacuo para a métrica (4.1), verificamos que as fungoes

fi,w; e h satisfazem as equacoes diferenciais,

fi’T fi,T o
[7(7 n Uiffwiwi,f)} : +e [T(T - mfgwiwi,p)} ) =0, (4.3)
(1 ffw; ;) » + e(Tffw; ), = 0. (4.4)

28
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Uma conta direta mostra que a escolha u = 7 satisfaz
Ugrr + €Uy =0,

e faz que

— 22 2 _
¢ =u +eu, =1

Assim, achamos que a funcao ¥ pode ser escrita como

1—-2N 1
= Inwu+ - /T[@dT + 2Ydp),

by
2N 2

onde
N
O = [fi_2(fz%7— — € z%p) + nlfv?(wz%r - GMiP)},
i=1
N
T = (fz’iin,Tfi,p + niffwiﬁwi,p)a
=1

As equagoes (4.3) and (4.4) podem ser escritas na forma mais compacta

(7 s+ ey, ), =0

onde v é a matriz 2N x 2N-dimensional diagonal por blocos,

7 0 0
7=10 01
0 0 9w
com
fi Jiw;

Vi = nih ) »
fiw;  fiwi +n;f;

A matriz v é simétrica e seu determinante é

N
dety = Tznm.

=1

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Assumimos também, por razdes de compatibilidade de sinais com a condigao (3.4), que os 7;

sao escolhidos de tal forma que

N
Hm = —€.
i=1

(4.14)



Solugoes Soliténicas 30

A equagao (4.7) pode ser escrita em termos da matriz v como,

Y] = ln% + i / 7—1_{tr [U?(7) + eVZ(7)]dr + 2 tr [U(V)V(v)}dp}, (4.15)
onde
UW)=m.7" V) =1, (4.16)

4.2 Semente Einstein-Rosen-Weyl (ERW)

Nesta secao, estudaremos as solucgoes 1-soliton e 2-séliton para a semente Einstein-Rosen-
Weyl no caso 6-dimensional. Lembremos que as solucoes n-soliton em dimensao D tem a forma
(3.56), onde f®" ¢é dado por (3.58) e g((f;h) estd dada por (3.44) e (3.57). Na notacdo deste
capitulo estamos considerando que g = . Inicialmente, para trabalhar em coordenadas mais

apropriadas ao nosso problema atual, vamos introduzir as seguintes transformacoes:

(=(p+iver)/2, &= (p—iver)/2, (4.17)
A=-U-iV, B=-U+iV. (4.18)

Utilizamos também que
a =+/—eT, B =p. (4.19)

As matrizes A e B sdo definidas em (3.7). A equacao (3.4) toma a forma
dety = a® = —e7?. (4.20)

Utilizando estas transformagoes, o sistema (3.12) pode ser escrito como

TU + AV TV —eAU
Dap=T2 A pay =LY, 4.21
4 72+e)\2¢ oY 72+6)\2¢ (421)
em que
2T 2e\?
D,=8,+—"T_ 5. D=0 - —2_9,. 422
+T2+€>\2)\ ’ IS Phe ( )

Uma conta direta mostra que

[D,,D,] = 0. (4.23)



Solugoes Soliténicas

31

Como a matriz v é diagonal por blocos podemos assumir que a matriz ¢, solucao do sistema

(4.21), é também diagonal por blocos. Assim,

Y 00
=10 0 |,
0 0 on
onde cada bloco v; verifica o sistema
TU; + AV, TV — eAU;
Dy = ———5 i, Dypi = —5——5i,

T2 4 €N T2 4 eN?

com U; e V; dadas pelas equagoes (4.16). Fazendo as seguintes mudancas de fungao:
Ai = (7% = 2ehp — eX?) TNy,

parai=1,..., N, nossos sistemas (4.25) tomam a forma

(U; — %12) + A\V;
T2 4+ eN?

TV; — EA(UZ — %]2)
T2 + €eX?

D:A; = . A, DpAi =

19

onde I, é a matriz identidade de ordem 2. Assim, se A é a matriz diagonal por blocos

Ay O 0
A=|o . o[,
0 0 Ayn

temos que A é a solugao do sistema

(U — 5 Ln) + AV DA TV ZAU- +1N)

DTA = 5
T2 4 €N P T2 4 €N?

Esta matriz deve verificar a condicao inicial

A ‘/\:0: %

Solucao 1-sdliton para a semente ERW

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

Inicialmente, vamos estudar a solugao 1-séliton para a semente Einstein-Rosen-Weyl (ERW)

6-dimensional dada por

2

ds® = > (dp® + ed7?) + \/FZ [m exp(¢;)d} + exp(—¢;)dE? |,

i=1

(4.31)
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onde ¢ e ¢y sao fungdes das coordenadas (p,7) e o termo Xy é dado por

2

2
Yo = —Z In(7) + %/T [Z(gbfT — €07, )T +2) (¢irthi,)dp|. (4.32)
=1

=1

Podemos reescrever esta métrica na forma matricial

ds® = e (dp® + ed7?) + (7o) apdzda?, (4.33)
em que
m exp(¢1) 0 0 0
0 exp(— 0 0
Yo =h p{=¢1) : (4.34)
0 0 12 exp(p2) 0
0 0 0 exp(—¢2)

com h = /7.

Nossa mudanca de funcao (4.26) neste caso é

A = s1), (4.35)
onde
5= (12— 2edp — eX?) V4 (4.36)
Para cada submatriz A; temos o sistema
T20ir + AT Py~ 20 ) — ENT Py 7~
DA\, = L P TN, D,A; = Gl “TTHA, 4.
T2 + €2 2 P T2 4+ )2 2 (4.37)
com
_ 1 0
I, = (4.38)
0 —1

Sem perda de generalidade, podemos considerar que para ¢ a matriz A; tem a forma

P L ED (4.39)
0 exp(—£7))



Solugoes Soliténicas

33

para certa funcao Fj. E facil verificar que A; é solugao de (4.37) se F; é solugao do seguinte

sistema

DTFi - T2¢i’7— i )\Tgbi7p7

T2 4 €2
20 , — ENT;
D F,L — l,p 1, T
p T2 4 e
F |x=0 = ¢.

Para encontrar as solugoes séliton, precisamos somente

Considerando (3.26), achamos que as equagoes (4.40) ao longo dos pélos sao reduzidas a

e
aTF(Z)k = _<1uk,7'¢i,7' - E,uk,pgbi,p)a

Portanto,

.
P
(i)k S

A partir de (4.26),(4.36) e

7

da matriz

OpFliyk =

M® o

Foye = F; [x=p, -

2tk
(i + 1pBir)
2/“€ Hk.rPip Mk, pPir)-
[(Mk,T¢’i,T — Euk,p¢i,p)dT + (/ubk,’rgbi,p + Mk,pgbi,ﬂ')dp] .
(4.39), obtemos os blocos
) i exp(—Flayk) 0
i == sk
0 exp(F(i)k)
(k)
L (M0
o MmP

O termo s em (4.44) é simplesmente

S = S |>\:Mk

Seguindo o procedimento descrito no capitulo anterior, obtemos

m(k) S
1 = SkPQ)k €XP

mék) = skqa)k exXp(Fluyk),

Fayr),

(k) _

(-

(
mék) = SkP(2)k exp( F )
my = spqeyk eXp(Flayk).

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
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N® = hsimpye exp(d1 — Flay),

NP = hskqyr exp(For — ¢1),

i (4.48)
Ngf ) = hsknapyk exp(d2 — Floyk),
Nik) = hSkQ(2)k GXP(F(2)k - ¢2)-
onde usamos a notacgao
m® —
01 — TPk
mls = qa,
(4.49)

(k) _
Mp3” = 12P(2)k>

k
m(()4) = q4(2)k-

No caso 1-sdliton, precisamos achar I'y; s6. Para a atual semente, temos que

2 2
= ——— |mPn exp(P1 — 2F0y1) + ¢y exp(2F (1)1 — ¢1)+
M% +€7_2[ (H1 ( (1) ) (D1 ( (1) ) (4'50)

+ 1Py exp(da — 2F(a)1) + ¢l exp(2F 21 — 62)]
E conveniente usar a notacao

Avr =mpiiy exp(¢r — 2Fay) + iy exp(2Fay — é1)+

(4.51)
+ 77229%2)1 exp(¢2 — 2F(2)1) + qlay1 €xp(2F 21 — ¢2)
para obter
hs?
= —5——Aqn. 4.52
s (4.52)
As componentes de nossa matriz vy; sao dadas por
N Nb(1)
ab = b — —5—— 4.53
(M)ab = (70)ab 2T ( )
onde a,b=1,2,3,4; e o determinante de v; é
2 4
det(71) = —e det(y0) = —, (4.54)
M1 M1
ja que det(vyp) = —er?. Portanto, para garantir que det(7y;) e det(7) tém o mismo sinal, vamos
exigir que € = —1. Assim, a matriz yfp ") ¢ dada por

W = /B, (4.55)
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Portanto, usando (4.2), as componentes da matriz ’y§p ") sao,
r 2 2 2
(ph Py (1 — 7°) exp(261 — 2Fy1)
(W) = i | exp(gr) — 2 N ,
i H1811
[ 2 2
Wy —|_ mpayigan(p — )
( )iz & i piAL ’
(ph i mpaipe (13 — 1) exp(pr — Fayi + ¢2 — Flan)
(7 (p )) = V| — 1 A , (4.56)
i K111
( ) - 77129(1)161(2)1(#% - 7'2) eXP(F(1)1 — @1+ Floy — b2)
- \/lTl QA Y
i HiA11
i 2 2 2
q(l)l(:ul —7°) exp(2F (1)1 — 2¢1)
(W")22 = Vi _eXP( ¢1) 2AL :
(/)5 — iir | — Mep@1q (13 — 7%) exp(Fluy — é1 + ¢2 — Flon)
I 1AL ’
(/) = Vi |- 4191 (17 — 7°) exp(Fun — ¢1 + Flayn — ¢a)
I M1A11 ’
i 2 2 2
Pioy1 (41 — 77) exp(22 — 2F(2)1)
(71 P )3z = V1| T2 exp(¢2) — L 2A, ) (4.57)
1

(AW)34

2 2
Nep(2)1qen (13 — 7
i | P @1 (11 >]7

iAn

2

%2)1(/‘% -

(AW™)as = Vi | exp(—62) —

72) exp(2F(2)1 — 2¢2)
I 1A '

Para calcular o termo S" | utilizamos a equagio (3.54) e a transformagao (4.19). Em nosso

T
Z(Ph) E +IH{H%1 /WI‘H}

No caso que € = 1, obtemos uma métrica com signatura incorreta. No entanto, ainda é

caso particular, obtemos

(4.58)

possivel obter solugoes 1-séliton se tomamos uma semente que satisfaz a condigao det(yo) = —72.
Os primeiros exemplos de solugdes deste tipo foram obtidos por Verdaguer [20].
Para finalizar esta secao, apresentaremos um caso particular para a solugao 1-séliton com

semente ERW no caso 6-dimensional. Neste exemplo, com a escolha ¢, = In7, o bloco 2 sera
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da forma Kasner.
1-s6liton ERW 6-dim com ¢; =0e ¢ =In7, e = —1

Temos que Fi1y1 =0 e Floy = In /g e

T M1
A = 77119%1)1 + 77219%2)1 (E) + Q(21)1 + CI(22)1 (7) (4.59)
Introduzimos a seguinte notagao, que sera utilizada no resto do capitulo:
~ A
Ap=——% (4.60)
afty 4 €72
As componentes de 7y; sao,
r 2
p
(A" 1 = /o | — % ,
piAn
h mpay19)n
OF )iz = Vi | == R
L H1811
h Mmp)1m2P2)1T
('Yfp ))13 = —W, (4.61)
(%ph))14 _ _771]9(1)LQ(2)1’
TH1Agg
2
h dayn
(pr ))22 = \//71[1 N 2(3) ’
Hifn

(’y{ph))Qg = — W

Y

u AL
(%ph))24 _ _Q(1)1(i(2)1
T
(7(ph))33 = \/,U— MN2T p(22)17'2
1 - 1 - ~ )
L 1A (4.62)
h 2P (2)14(2)1
(”Ap ))34 =V ——(2)5 2 )
i H181
r 2
(ph) —| 1 (21
Y )44 = ,ul - .
o T TPmAn

O termo ngh) é

h 1 T
Egp ) = —Zl lnT + ln{/,l,% WFH}. (463)
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Solucgao 2-sdliton para a semente ERW

Como no caso 1-séliton, vamos considerar inicialmente a solu¢ao semente dada por (4.34) e
(4.32). O procedimento é basicamente o mesmo utilizado no caso 1-séliton, somente necessita-
mos calcular alguns termos adicionais.

Seja I' a matriz

'y I
I — 11 12 (464)
F12 1—‘22

onde 'y, e dada por (3.41). Para nossa atual semente, temos que

~ hs?
Fll = hS%AH = m |:771p%1)1 exp(¢1 - 2F(1)1) + Q(21)1 eXp<2F(1)1 - ¢1)+
1
+ 1Py €xp(d2 — 2F(2)1) + qlayy €xp(2F 21 — ¢2)] )
2X hs3 2 2
PQQ = ]’LSQAQQ = m |:7]1p(1)2 eXp(gbl — 2F(1)2> -+ q<1)2 eXp<2F(1)2 - gbl)“'—
2

+ 12Dlays €Xp(G2 — 2F(2)2) + layo exp(2F(2)2 — ¢2)] ;

h8182

1o = hsisoApy = ——2—
12 5152012 Lfis + e

[77117(1)1]9(1)2 exp(¢1 — Flaiyn — Flay2)
+ qy19a)2 exp(Fay + Faye — é1)
+ MaD@)1P(2)2 €xP(d2 — Floy — Flo)2)
+ q2)192)2 €xp(F(2)1 + Fla)2 — ¢2) |-
As componentes de nossa matriz v, sao dadas por

(1) Ar(D) (2) A7(2)
No N, T N7 N,”T° r

b 22 o T Ul 2___INON® ¢ NOND (4.65)
p* det(T) ps det(T) p o det(T)

(v2)ab = (V0)ab —

onde a,b=1,2,3,4; e o determinante de 5 é

4

-
det = ——=det . 4.66
(72) 23 (70) (4.66)

1
AP — [Hik2 2 (4.67)
T h

. e h)
Entdo, a matriz fisica 7" é
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Portanto, as componentes da matriz 'yép ") sio
[Hap I % X N =
(W) = IT - {Th exp(d1) — —det(ﬁ) [A22P(1)1 + AuiPliys — 2A12p(1)1p(1)2]},
1 /
(7§ph))12 = _d t(&) ,U1T 2 {A22p(1)1q (1)1 + A111?(1 2Q(1)2 - A12[]?(1)1Q(1)2 + p(l)QQ(l)l]}
e
(ph) 1 i
(72 )13 = _d t(ﬁ) - {A22p(1)1p 21+ Anp 2]9(2)2 - A12[ 1p(2)2 +p(1)2p( 2)1 ]}, (4.68)
e
1 ~ ~ ~ e - ~
(W) = 3 (A) \/ ,u1TM2 {A22p(1)1Q(2)1 + A11Da)2q2)2 — A12[P)1d(2)2 + p(1)2Q(2)1]},
e
1 ~ ~ ~ o~ o~
(7§ph))22 = 'ulTluz {GXP(—¢1) - det(ﬁ) [A22§(21)1 + A11(7(21)2 - 2A12C](1)1CI(1)2]}7
1 /
('Yéph))% = _d t(ﬁ) MT'LL {A22p 1Q(1)1 + Allp 2q (H2 — A12[ 2Q(1)1 +P( )IQ(1)2]}7
e
1 /
(’Yéph))ﬂ = _d t(&) M17_M2 {A22q 1q 21 + Anq 2Q(2 2 — Au[Q(mQ( 2)2 + Q(1)2Q( )1 ]}
e
(ph)y _ [H1H2 1 A2 Ao 2 AT o T
(2 )3 = P xp(d2) — det(&)[ 22P(2)1 + A11D(2)2 — 2A12P2)1D2)2] ¢ (4.69)
1 /
(’Véph))?) = _d t(A fltz {A22p 1Q(2)1 + Anp 2(](2)2 - Am[ 1CI(2)2 +p( )2(](2)1]};
e
ph)

Mlm{exp —¢g) — 1 t( )[A22 @1 T 3115?2)2 - 2812&(2)1(7(2)2]}’
— e

~ 1iPG)k

para j,k=1,2, ¢

Pk == exp(¢; — Fiyk), (4.70)
- q(i

G = ~ 2% exp(Fy — 0;), (4.71)
U

det(z) A11A22 A12 (472)

O termo ngh) ¢ dado por,

S0 = 5o+ ()28 + ) 28 + er?) V2 (s — ) det T | (4.73)
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2-soliton ERW 6-dim com ¢; =0e ¢ =In71, e = —1

Neste caso, Fliy1 = Fli)2 = 0, Flo)1 = In /i1 € Flg)2 = In/pi2. Entao, de (4.70) temos que

P

~ m mpayn
ban = eXP(¢1 - F(1)1) = —H(l) )
~ mp mp
D)2 = . xp(pr — Flayz) = (1)2,
“ 2 12 4.74)
]’5 - 772]7(2)1 eXp(¢ I ) o T]?p(?)l ( T ) ( ’
291 = 2 — o)== —"|——=),
® Ha ® H1 o Ny/pr
~ m2P(2)2 P2 T
P22 = exp(¢2—F22):—<—>,
@) ® M2 N\y/p2
~ q(n q1
= exp(Fiy — @ —_—,
= (Fly — é1) o
~ q(1)2 q(1)2
qa)2 = 0 eXp(F(l)Q - ¢1) = La
Ha K2 (4.75)
- qe q@)1 (v ’
(2)1 = OL eXp(F(z)l - <Z52) 221 <_>7
1 M1 T
_ q(2)2 4(2)2 M2
= 22 exp(Flaye — ¢ (Y2,
@2 = = = exp(Flan = ¢2) = ==
e as componentes Ay s80
~ 1 T M1
Auz—[mﬁ + qfy + M1} ( )+q ( )]
N% _ 2 (1 (11 (21 L (2)1
~ 1 9 H2
Agp = ——— |mPls + Gy + Pl ) + o2 (4.76)
py— 7 o
~ 1 T VM2
Ajg = m [771]7(1)1,’0(1)2 + q(1)1901)2 + M2P(2)1P(2)2 (\/m> + Q(2)1(1(2)2< - >} .

precisamos somente substituir essas expressoes nas equagoes (4.68) para obter as componentes

de véph). O termo Egph) ¢ dado por,

1
2 = 27+ Inf (uuge) 208 — 72723 = )72 (i — ) det T} (4.77)

4.3 Semente van Stockum (vS)

Vamos considerar a semente van Stockum (vS) em dimensao 6 dada por

2
ds* = e>(dp* + ed?) + \/?Z [qﬁidcp? + 2dyp;d&; |, (4.78)

=1
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onde ¢ e ¢y sao fungdes das coordenadas (p,7) e o termo Xy é dado por
3
Yo = —1 InT. (4.79)
As funcgoes ¢; devem satisfazer a seguinte condicao:
1
¢i,7’7’ + ;@,T + Egbi,pp =0. (480)

Podemos reescrever esta métrica na forma matricial

ds® = e (dp® + ed7?) + (7o) wpdzda?’, (4.81)
onde
¢ 1 0 0
1 0 0 O
Yo=nh : (4.82)
0 0 ¢ 1
0 01 0

com h = /7.

Fazendo a mudanga de varidvel (4.26), com N = 2, para cada submatriz A; obtemos o

sistema
2P + AT T20; , — ENTO;
DTAi - il L CAZ D Az - P el CAZ, 483
72 + eN? ’ P T2 4 €2 (4.83)
onde
0 1
C= (4.84)
0 0
Se considerarmos que para cada i a matriz A; tem a forma
F, 1
A= , (4.85)
10

para certa fungao F;. Entao temos que, como no caso ERW, A; é solucao de (4.83) sempre que

F; seja solugao do sistema (4.40). Para obter solugoes séliton, de novo precisarmos da condigao



Solugoes Soliténicas

41

(4.41), achando a expressao dada por (4.43). Nossa matriz A tem entao a forma,

Fuor 10 0
1 0 0 0

A= ,
0 0 Fop 1
0 0 1 0

onde estao as F{;); dadas por (4.41). A matriz M®) neste caso é

M® =4t =5 :

onde s; é dado por (4.46).

Seguindo o nosso algoritmo, obtemos

mgk) = Sk4(1)k;

k
mi = se(Pay — qeF k),

m(k) =S
3 = Skq4(2)k;

k
m{ = si(pew — aerF ).

Nl(k) = hSk[ DNk — 41 (¢1 F(l)kﬂa
N = hspqqy,
Ng(k) = hsk[ 2k — 4(2 (¢2 - Q)k)}a

N = = hskq(2)k;
onde utilizamos a notagao (4.49).

Também temos que I'1; = hs;Aqq, com

~ 1
Ay =

—7_2{Q(1 101+ 2(payg — 9(21)1F(1)1) + 9(22)1% + 2(p)1qen
1

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

- 9(22)1F(2)1)}- (4.90)
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Tendo em conta que o determinante da matriz 7, cujas componentes sao dadas por (4.53),

para a semente vS é o mesmo que o obtido para o caso ERW, ou seja

2

.

det(y1) = —GP det (7o), (4.91)
1

. ~ g h ~
e considerando € = —1, entao temos que as componentes da matriz fisica %p ), neste caso, sao

[P + g (1 — )}2}7

(%p ))11 = \/E{qzh
120

[p(1)1 + qa (¢1 )}Q(l)l}a

h
(" e = Vi1 =

{ 1AL
1
(W")1s = m{_/ﬂﬁ [Py + aq@(dr — Fan) ] [pen + q@n (62 — Fon)] },
1211
1
(7§ph)) = \/E{— 2% [p( n1 + Q(1)1(¢1 )]Q(Z)l}
GEANS
1
e = Vi -t |
Hi (4.92)
(ph) 1
(71 )2z = Vi1 — p q1 [p(2)1 + q2)1 (P2 — )} ,
uAL
1
(%ph)) = \/M{— 2 9(1)161(2)1}
1AL
1 2
(W™)5 = \/E{db [P@)1 + 4@2)1(d2 — Fon)] },
An
(ph) 1
(v )sa =g 1 — A [P + a@)1(d2 — Fay)]aen ¢
11
(ph)y 1
(V1 )aa = V11 — 2A1161(2)1
O termo 2" ¢ dado por
3
Egph) = _Z InT+ ln{/ubi %Fu}. (493)
M1

1-séliton vS 6-dim para e = —1, ¢ = ¢ =0

Para esta escolha de funcoes ¢;, a mais simples possivel, temos que F(1); = F(2); = 0, entao

~ 2
Ay = m[pu)ﬂ](m + P)14e2)1) (4.94)
1
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(A" = Vi { ——p] }
A11 (11
(" = \//71{1 1%)1}
MlAn

(W")1s = Vi { PP }

M2A11
()1 = w—{ puondn |

M2A11
( :\/E{ MQA Q(1)1}

11
(4.95)

( = \/E{ C](1 1P2)1 }

,u
( = \/E{ q1)19(2)1 }

,UQAH
() = v { - M2 Allp(z)l}
(" = \//71{1 1Q(2)1}

An

s = V|

: h)
e o coeficiente " ¢

1

P

h 3 / T
E(P ) = —ZIHT —|—1H{/,I,% erl}' (496)

Solucao 2-séliton para a semente vS

Para esta semente, temos que

I'n = hS%An =

PQQ = thzgg =

hs?
:u2 +1€’7'2 [Q(21)1¢1 + 2(](1)1(17(1)1 - Q(l)lF(1)1)+
1
+ Q(22)1¢2 + 2q2)1(p2)1 — Q(2)1F(2)1)},
hs? )
2t e (40291 + 2q)2(Py2 — qy2Fay2)+
2

+ Q(22)2¢2 + 2q2)2(p2)2 — C](2)2F(2)2)},
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h8182

Piy = hsyseAy = ————
11 S152811 Ll + €T

la1aa2é1 + a1 Py — a2 Fay2) + aa2(pan — g Fan)
+ 42192292 + 421 (P2)2 — 42)2F2)2) + A2)2(P2)1 — CJ(2)1F(2)1)],

As componentes de nossa matriz v, sao dadas por

Nél)Nél)Fzz NéQ)Nb(Q)Fn ISP

— N(l)N(Q) N(Z)N(l) ‘ 4.97
p? det(T) 3 det(T) f41 fi2 det(F)[ o Ny A NN ( )

(VQ)ab = (VO)ab

onde a,b=1,2,3,4; e o determinante de v é

det(y2) = % det(70). (4.98)

T

Portanto, as componentes da matriz ’yép ") sio

(’Yéph))n = MITM {¢1 -

det<£> [322]5?1)1 + z11?7%1)2 - 2312ﬁ(1)1ﬁ(1)2]}7

/ 1 ~ ~ ~ .~ ~ o~
(’}’éph))u Fart {1 - 1 t(&) [A22p(1)1Q(1)1 + A1129(1)2(](1)2 - A12(10(1)161(1)2 + p(1)2Q(1)1)]}7
e

(’Véph))w = _detl(A) \/@{322@1)15(2)1 + Allﬁ(1)2ﬁ(2)2 - 312[]5(1)1?7(2)2 + 5(1)25(2)1]}7
(’Véph))M = _detl(A) H {A22p 11421 + A1129(1)2(] 2)2 — Au[ 1)14(2)2 +ﬁ(1)2flv(2)l]}a
(7§ph))22 = _detl(A) \/@{5225(21)1 + 311@?1)2 - 2&125(1)167(1)2},
(4.99)

(35" )25 = _detl(A) - {BaPendan + Aubepdag — Aelbeedon + Pendoel )
(’Véph))M = _detl(A) \/W{Amq 1(] 21+ Anq 2q 2)2 — A12[ 1(1(2)2 + (J( )2Q(2)1]}>

\/7{% A Agop (2)1 + An P22 — 2312@2)15(2)2]}7

\/7{1 det 22}9(2)161(2)1 + Anp 2)2q(2)2 — A12(]9(2)19( 2)2 T p(2)2Q(2)1)]}
(7§ph))44 = _detl(A) MTMZ {5225?2)1 + 311@?2)2 - 2&125(2)167(2)2},

(4.100)
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Onde utilizamos a notacao,

- 1
Pow = — [pe + aow(d; — Fopw)], (4.101)
~ q@)k
qG)k = 2k (4.102)
M
para j,k = 1,2, e
det(ﬁ) A11A22 — A12 (4103)

O termo ngh) ¢é dado por,

3
2" = =Tt () (6 + er?) V20 4 er®) 2 (uy — )T det T (4.104)

Como exemplo, considerarmos a solucao 2-séliton para uma métrica que tem um bloco tipo

Kasner.
2-sdliton vS 6-dim com ¢; =0 e ¢

Neste caso, Fiy1 = F1yo = 0, Fgy1 =

- 1
Py = [p( 1+ g (o1 —
21

- 1
P2 = s [p(1 2+ qy2(d1 —

~ 1
Pe)1 = [p( N1 1+ q(2) 1(p2 —
231

- 1
P32 = — P32 + q@)pe(d —
M2

=lnt,e=-1

In /i1 e Flg)o = In\/fiz. Entao, de (4.70) temos que
Fap)] ===,
Fay)] = ==,
Flon)] =
Fap)] =

~ qan

231
o dape
H2 (4.106)
~ den
p
5 422

<
S
=
=
=
|

)
S
=
=
no
|
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e as componentes Ay, sao

1 T H1
A = 2 _ g2 {77119%1)1 + Q(21)1 + 772]7%2)1 (E) + 9(22)1< )] )

T

M1
X 1 2 2 2 T 2 (M2
Agy = m [771]9(1)2 + Q)2 T M2P{2)2 <E> + q(2)2 <7> ,
X T v H1H2
Ay = m {77119(1)1[?(1)2 + q)19(1)2 T 2P 2)1P(2)2 (\/m> + Q(2)1Q(2)2< - ﬂ :

(4.107)

precisamos sO fazer a substituicao dessas expressoes nas equacoes anteriores para obter as

componentes de 17", O termo S ¢ dado por

3 _ _ _
S = =S ()2 (= 72 = ) Py — ) et T (4.108)

4.4 Semente Einstein-Rosen-van Stockum (ERS)

Nesta secao, vamos estudar as solugoes 1- e 2-solitonicas para uma semente que mistura os
dois casos anteriores. Esta semente, a qual nos referimos como ERS, em dimensao 6, tem a

forma
ds? = e (dp® + edr?) + /T [n exp(¢)dit + exp(—¢)dE} + pdps + 2d902d52] ;o (4.109)

onde ¢ e ¢ sao fungoes das coordenadas (p,7) e o termo ¥, é dado por

3

20 = _4_1 111(7') + % / T[(Qﬁi. - €¢,2p)d7' + 2(¢,T¢,p>d:0] (4110)

De novo, podemos reescrever esta métrica na forma matricial

ds® = e (dp® + ed7?) + (7o) wpdzda?’, (4.111)
em que
nexp(¢) 0 0 0
0 exp(— 0 0
vo=h p(~9) (4.112)
0 0 p 1
0 0 10
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com h = /7. Esta matriz é formada por un bloco ERW e un bloco vS. Notaremos por 71y 0

bloco ERW e por 7y(2) o bloco vS, assim

nexp(e) 0 o 1
Yoy = h ;Yo =h : (4.113)
0 exp(—o) 10

Fazendo as mudangas de fungao dadas por (4.26), com N = 2, obtemos os sistemas dados
por (4.37),(4.38),(4.83) e (4.84). Podemos considerar como solugoes destes sistemas as matrizes
dadas por (4.39) e (4.85). Se levamos em consideracao (4.41) e (4.43), entdo achamos que

podemos fazer uso da seguinte matriz A,

exp(F1)k) 0 0 O
A 0 0 exp(—F| 0 O
A= [0 _ p(=Fu) (4.114)
0 Ay 0 0 Foy 1
0 0 1 0
para construir as nossas solugoes solitonicas. Na verdade, temos que
exp(—Fy) 0 0 0
0 exp(F 0 0
M® =yt |\_, = s p(Fiur) , (4.115)
0 0 0 1
0 0 1 —Fou
onde utilizamos (4.46) com N = 2. Portanto,
m") = sep )k eXP(—Flyk),
(k)
my = skqyk exp(Fur),
2 (1) (1) (4.116)
m® = s
3 k4(2)k>
(k) _ e
my " = Sk [p(z)k q2)k (2)k]a
N = hsinpaye exp(é — Fyw),
NP = hskqayk exp(Fak — ¢),
2 (1) 1) (4.117)

N?Ek) = hsg [p(Q)k + gk — F(Q)k?)]’
NP = hspqam,
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~ 1

Ay = m{ﬁpé)l exp(¢ — 2F(1y1) + q(21)1 exp(2F()1 — @) + qen [21)(2)1 +qen (e — 2Fg) }
1

~ 1

Agy = m{ﬁpé)z exp(¢ — 2Fuy) + q(21)2 exp(2F(12 — ¢) + 42222 + d2( — 2F) }
2

(4.118)
~ 1
B = m{npmlp(m exp(é = Fayr = Faje) + dapdyz exp(Fan = Fuyz = 9)

+ 421 [Pe2 — 4@2(P — Foe)] + 922 [pen — g@1 (e — Fon)] + Q(2)1Q(2)2<P},

(4.119)
Solucoes 1-sdliton para a semente ERS
O célculo do determinante de v; leva de novo a
2
det(y) = (—6)? det (7o), (4.120)
1
portanto, considerando € = —1 para obter a signatura correta, temos que a matriz fisica é dada
por
VI
AP = lel. (4.121)
Especificamente, as componentes de 7(p ) sd0
1
(W = Vi {77 exp(¢) — Tp%”l exp(2¢ — 2F<1)1)},
11
( =V (1)19(1)1 }
M1A11
(1" = Vi 01 [P + 4@ (e — Flan)] exp(o — F(m)}, (4.122)

np1ge)1 exp(é — Fu )}
M An

1
(A™)22 = V1 exp(— ~—qhy exp(2F )1 — 260) ¢,
UIA

11
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1
(Y725 =\/m{— X g [P + q@i(e — Fon) eXp(Fu)l—Qﬁ)},
M1
(1)1 = ViiTd —— (Fay - 6)
T M1 o q(1)19(2)1 eXp(L (1)1 )
piAn
(1) = VAT 0 — —=—[pan + dan (@ — Fn)]’ 4123
71 =AVH1\ P o P@1 T ey (2)1 ; (4.123)
piA
1
("4 = \/m{l T 2R, e [P@)1 + (e — Fon)] }
14211
. 1
(™) as =\/u1{— . qén},
EANH

e o termo E(p ) &

= = Zhnrt 5 [l + )dT+2(¢,T¢,p)dp}+1ﬂ{uf MQ%F} (4.124)

1-séliton ERS 6-dim para ¢ = p=0e e = —1
Neste caso, talvez o exemplo mais simples, a semente é
ds? = €50 (dp? — dr?) + /7 [ndgoi e 2dc,02d§2} , (4.125)

e as componentes da matriz fyfp ) sdo

(1) =m{n pu}
M1A11
(7P =m{ 1401 }
,UQAH
(4"™) =m{ . 1p<2>1}, (4.126)
y All
(7) =m{ o }
M2A11
(4, — m{l 1},
MlAn
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. 1
(%p ))23 — \/'u_l{_/ﬁﬁ d1P@2)1 (s
1211
. 1
N
111
( (Ph)) — \/_ — L 2
T1)33 = Vi u%ﬁllp@ﬂ ’
. 1
(7£p ))34 = \/Ul{l - MQ& q(mp(?)l}’
1411
(ph)y @
(7" )as = Vi _Mzgnq@)l 7
1

onde

~ 1
Ay = —’ug _ 2 {Up%m + Q(21)1 + 26](2)1]7(2)1}7
1

h 3 !
Egp ) _ —Zln7'+1n{/ﬁ\/%rn}'

Solugoes 2-séliton para a semente ERS

e o termo LM ¢

O célculo do determinante de v; da
4

-
det(y2) = —— det(),
PR
portanto, a matriz fisica é dada por
7(ph) - vhb Y2
2 —_— .
hy/T

As componentes de fyép ") sao,

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)

[pp 1 A =
(”yéph))u — 17_ 2 {UGXP(¢) — — M—?p%m exp(2¢ — 2Fay) + ’u—lglpé)z exp(2¢ — 2F(1)2)

A
_ g B
H1fl2
(ph)y 1 M1M2{£22 z11
0% 12 = — = nPm)191)1 + —5NMP1)29(1)2
(2 ) det(M\/ w2 PPndor e pazda)

JAVE:
Hift2

P)1P)2 exXp(2¢0 — iy — F(1)2)] },

(4.132)

[mpy1gay2 exp(Flaye — Fian) + npayegay exp(Fay — Flay)] },

(4.133)
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h 1 pafte [ Ao
(’Yép ))13 = — ~) - 5 P(1)1 [p(zn + Q(2)1(90 - F(2)1)} eXP(¢ - F(l)l)
1

det(A 7
A11
—+ —5 NP(1)2 [p(2)2 + Q(Q)Q(QO — F(Q)Q)j| exp<q§ — F(1)2)
.~ (4.134)
Ar
a {77]?(1)1 [P + a@2(0 — Fiap)] exp(é — Fun)
1 fha
+ npayz [P + @@ (e — Fay)] exp(¢ — F(m)}}’
1 / A A
(7§ph))14 = _det(ﬁ) MTM{ :; npaqe exp(¢ — Fay) + M_lglnp(l)2q(2)2 exp(é — Fliy)
A12
_ —,ul,u2 [Up(1)1Q(2)2 exp(¢ — F(1)1) + NP1)29(2)1 exp(¢p — F(1)2)] ,
(4.135)
)y [ Ht2 1 [&2 o Ay, e
(") T {ex (=2) det(A) 2 dan exp(2Fin o) + 22 d(1)2 exp(2F)e o))

A
) Nk q1qy2 exp(Fay + Flayz — 2¢)} }7
H1ph2

(4.136)
h 1 M2 &22
(Y575 = _det(ﬁ) \ 2 g [P + q@n(e — Fon)] exp(Fa — ¢)
1
A
+ =gz [Pz + 4@22(p — Fl2)2)] exp(Faye — ¢)
2 (4.137)
JANP
- {C](m [p(2)2 + q2)2(p — F(2)2)} exp(Fl1y1 — @)
Hafho
+qa)2 [p(2)1 + qn (e — F(2)1)} exp(Fl1y2 — ¢>}};
1 A A
(7§ph))24 = _det(ﬁ) MTMQ{ :; qm192)1 eXP(F(1)1 —¢) + M—lglqu)w@p eXP(F(1)2 —¢)
ANT
- L1t [Q(1)1Q(2)2 eXP(F(l)l - Cb) + q(1)292)1 eXp(F(l)Q - Qﬂ )

(4.138)
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o)y _ fHapef 1 [& R 2
(72 )33 =\ {90 dot(A) L 12 [P + a1 (e — Fon))

All 2
Tz [P + q@2(e — Fp))
2

A
— 2[“;1 a1 [P + 4@ (e — Fon)] [pee2 + a@2(e — F(z)z)ﬂ },
(4.139)
(ph) [ 2 1 [522
- 1|22 _F
(72 )34 - { det(A) 2 nP@1 + qen (e 2)1)]
A
+ =5 qeelPe? + 4e2(p — Fap)]
M (4.140)
JANP!
- {Q(2)2[p(2)1 + g (e — Fian)]
M1t
+ g1 [Pe?2 + 9@2)2(¢ — F2)2)] }] },
1 A A A
(ph)y MLUQ{ 22 9 11 12 }
v =————=1/ T + —5 2 — 2——42149(2)2 (> 4.141)
( 2 ) det(A) - M% (2)1 ﬂ2 (2)2 — 101 2 (2)14(2)2 (
e o coeficiente Y5 é
1
Egph) = ——lnT 5 /T — egb )dT + 2(¢7T¢,p)dp}
(4.142)
o Inf (uapia) 2 = 72) 203 = 1)z — ) M det T}

4.5 Generalizacao ao caso (2N+2)-dimensional

Nesta secao vamos generalizar os resultados obtidos para a semente ERS no caso 2N + 2-
dimensional. As sementes ERW (todos os blocos tipo ERW) e vS (todos os blocos tipo vS) sao
casos particulares de esta generalizacao.

Consideramos a semente

ds® = e (dp® + ed7?) + (7o) apdzda’, (4.143)
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em que a matriz 2N-dimensional 7, é da forma

Y O 0
Yo=10 " 0 |, (4.144)
0 0 V()

onde os primeiros p blocos 7(;) tem a forma ERW, ou seja

v =h " eX§(¢j) (0 N (4.145)
exXp(—@;

e os restantes ¢ = N — p blocos tem a forma vS

1
w7 ). (4.146)

1 0

Vamos considerar que p e ¢ podem ser 0, para poder incluir as extensoes diretas das sementes

ERW e vS. O termo X, é

p

1-2N 1 a
Zo = In(r) + (62, = €67, )d7 +2 ) (61:61,)p|. (4.147)
0= In(r 2/[2 ot )ir+23 )i

parap>1le

1—-2N
-

T N

In(r), (4.148)

para p = 0. Usaremos a seguinte notacao para o vetor BZ

iD(j 1<45<
(k) ) iPGk, 5S¢ L >0 =D,
Mo2j—1) = (4.149)
PGk, sep+1<j<N,
miy,) =g se1<j <N (4.150)

Os termos p(jjr € g usados nas secoes anteriores podem ser generalizados na seguinte

forma
k
PGk = 1 NQ(j)_l)
Nk — 7 )
Hik hé’; (4.151)
o = — ()
OF = e \hisy /)
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onde 5 =1,..., N. Em particular, se j < p, entao

_ 1
Pk = —1PG)k eXp(d; = Fijr),
o (4.152)
Ak = a6k eXP(Fk — 05),
M
esep+ 1< 7 <N, entao temos que
_ 1
Pk = 7 [P + a6w(d5 — Fiow)],
1’“ (4.153)
dGk = — @)k
) m ()
Solugoes 1-séliton
Lembremos que as componentes da matriz v, sao dadas por
(V1)ab = (70)ab — 3 N(Sl)Nb(l)7 (4.154)
pil
e seu determinante é
2
det vy, = —eT—Q det 7. (4.155)
M1
Portanto, considerando ¢ = —1 para obter a signatura correcta, temos que a matriz %p g
,u1/N
h
PP = = (4.156)
As componentes de ’yfp ") estao dadas por
1 1
h 1/N - -
(%p ))(2i—1)(2j—1) = N1/ {E(%)(m—l)@j—l) - A_p(i)lp(j)l}a
11
(ph) yn |1 1 .
(’Yl )(21'—1)(23') = M1 E(’Yo)(m‘—l)(zj) - z_p(i)IQ(j)l )
1 (4.157)
(ph)y ~ ~  _ 1/N l o _LNA”“A
(M) @iei-1) = M h(%)(m)@]_n ~—q()1D()1 ¢
Ay
(ph) v f1 1
(e = m"™ 5 (o)ee) = x—dndon (-
Ay

onde i,j=1,...,N, com i < j.

O coeficiente " ¢

S0 = S 4 Infr BV - 10T, (4.158)
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Solugoes 2-séliton
As componentes da matriz v, sao dadas por

r r r
(12)ab = (V0)ap— ——e NONW - LN NE L 12 Iy @y N2 D] 4150)

pidet T @ p3 det T fi1jto det T 4
e seu determinante é
4
det v, = det . (4.160)
Hafho

Portanto, a matriz fy(p ) 6

(vh) _ (”L“?)”NE 4.161

72 T h,72 ( ' )
As componentes de vép ") estao dadas por
1/N (1] 1 ~ ~ <~
(7§ph))(zi—1)(2j—1) = (M;ﬂz) {E(%)(%—l)(%—l) - m [AQQP(i)lp(j)l + An1peiy2p 2

— A12{10 1PG)2 + Pe) 3)1}] }

(4.162)
h J2Ay %) 1/N 1 1 ~ o~ ~ r ~
(Vép ))(Qi—l)(2j) = ( - ) {5(70)(21’—1)(21’) - m [A22p(i)IQ(j)1 + A11p(i)2Q(j)2
¢ (4.163)
— A {Pin g2 +ﬁ(i)2(7(j)1}} }7
h papa\ YN[ 1 I x -~ - X o~ o~
(") iy 2i-1) = ( ) {5(70)(%)(23'—1) Tk [AaaGayiPin + Andebie
¢ (4.164)
— DMio{dun P2 + AP ] }
h pape\ VN[ 1 R ~ o~
(7§p ))(21')(23') = ( ) {—(70)(21)(2]') - = [AQZC](i)l(J(j)l + AllQ(i)2Q(j)2
T h det A (4.165)

— Dio{@andge + Qy2don 3] }
ondei,j=1,...,N, com i < j.
O coeficiente ©¥" ¢

2
s ML 0+ er®) gy = )Y deer ) (4160

Neste caso, det ' = I'111'99 — F12
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Aplicacoes a teoria efetiva de baixa energia

de Kaluza-Klein em quatro dimensoes

Neste capitulo, aplicamos os nossos resultados para ilustrar e estender o procedimento des-
crito em [19], [20], [37], utilizado para estudar o limite de baixa energia da teoria de Kaluza-Klein
em seis dimensoes e sua interpretacao quatro dimensional.

Uma teoria D-dimensional de Kaluza-Klein caracteriza-se por uma métrica y45 da forma
ds® = yapdetda? = Ywdxtdx” + 27ubdx“dxb + Yapdxda?, (5.1)

onde A, B=1,...,D, uy,v=1,2,34ea,b=>5,...,D. As equacoes de campo de Einstein no
vacuo sao dadas por

Rap =0, (5.2)

em que R4p denota o tensor de Ricci para a métrica v45. Fazendo a extensao natural das ideias
de Kaluza e Klein, assumiremos que o espaco extra é compacto e de um tamanho da ordem
do comprimento de Planck. Se assumimos também que v4p5 nao depende das coordenadas

extra obtemos o modo zero ou limite de baixa energia. Temos assim o ansatz de Kaluza-Klein.

56
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Podemos escrever a teoria em termos da métrica efetiva 4-dimensional
_ _ Al Ab
Guv = Vv Vab wii
Aa _ ~ba
w o YoV
onde

4% = 62 (5.4)

Também é possivel verificar que
gﬂu — ’ij, ,.Yau — _Aau, f)/ab — ;yab T Aa,uAZ.

Os coeficientes Aj representam D — 4 campos vetoriais sobre o espaco da métrica g,,, e os
coeficientes 7y, sdo (D —4) x (D —3)/2 campos escalares. Relacionado com o volume do espago

extra temos o campo escalar ¢ dado por

2

det(Yap) = €07, €= +1. (5.5)

Para considerar apenas o setor escalar da teoria, assumiremos que

A=0 (3, =0), (5.6)

o

o qual é compativel com as equagoes de campo.

As equacoes (5.2) em termos da métrica 4-dimensional g, podem ser escritas como

Ry=0"0,,—0?0,0,— (1/4)&35’%1,7,,, (5.7)
(0Yab, V)" = 0, (5.8)
o =0, (5.9)

onde R,, denota o tensor de Ricci para a métrica g,, e todas as derivadas covariantes sao
tomadas em termos de tal métrica. Assim, se o é um campo escalar, temos que o = g"%0 .
Em [37] foram estudadas as equagdes de campo para D = 6, e nas dimensoes extras foram

introduzidos dois campos £ e 1 tais que

Yap = € o . (5.10)
Y PP+ E?
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Com estas restricoes, temos que

_ 1 -
Ryy =070 = 070,00 + 5€ (€l + E0000), (5.11)
e assumindo que 87G = ¢ = 1, o tensor energia-momento é

Ty = €2 (6460 + &by — 500606 + 80°)]. (512)

Para obter este tltimo, construimos o tensor de Einstein, a partir do tensor de Ricci (5.11),
e depois consideramos somente a parte que contém os campos & e 1. Este tensor pode ser
interpretado como o tensor energia-momento de um fluido anisotrépico, o qual pode ser formado
por dois fluidos irrotacionais perfeitos com potenciais €1 e 1. O fluido anisotrépico verifica
também a equagao de estado de fluido rigido ao longo da direcao anisotrépica p = o. O termo

o pode ser interpretado como um campo escalar sem massa de Brans-Dicke [37].

5.1 Solucoes solitonicas

Suponhamos que temos uma solucao semente ¢° % ~% a qual depende no méximo de
2l y» labo
duas varidveis, por exemplo (p, 7). Esta solugao estd associada a uma métrica de Kaluza-Klein

795 da forma (5.1), & qual podemos aplicar o0 método de Belinski-Zakharov para obter uma

solugao solitonica ”yifg). A partir desta tdltima e utilizando as egs. (5.3) obtemos uma nova
solucao solitonica g,(f,’,h), oPh), ’yggh). Para ilustrar este procedimento, consideramos que
0
Y 0
W= | (5.13)
0 7%
onde a submatriz 7%, tem a forma
Yy O 0
=1 0 o |, (5.14)
0 0
com
(1 V;
0 = 055 , (5.15)
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para j = 2,...,N. Também, como a nossa métrica de Kaluza-Klein depende somente das

varidveis (p, 7), podemos entao decompor a matriz 72,/ na forma diagonal por blocos

0 Q 0
Vow = E (5.16)
0
onde
10
Q= f(p,7) , (5.17)
0 €
e y(y tem a forma (5.15).
Neste caso, o campo escalar o é dado por
o? = ne?, (5.18)
onde
N N
n=1Im ¢=][¢: (5.19)
j=2 j=2
Sem perda de generalidade, temos assumido que é = 1. O tensor energia-momento associado
com gy, é
N
T -2 1 0 el el
Tw=Y_§& [(&;u&;y 0 8is0) = 59u(&aki” + ¥l )]. (5.20)
j=2
Quando aplicamos o método BZ a matriz (5.13), obtemos uma matriz da forma
Qh)
h
0 Yab

onde a,b=3,...,2N+2 e QP tem a forma (5.17), mas mudando de f(p, 7) para f®"(p, 7). E

importante notar que, em geral, a matriz 7(p ")

.5 1ao sera diagonal por blocos. Podemos resumir
a

o procedimento acima no seguinte diagrama

* 000 o 000
0 = 0 0 0 o o e
—_— , (5.22)
00 % 0 BZ 0 e o o
0 0 0 = 0 @ o o
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onde os simbolos *, o, e, representam matrizes 2 X 2 nao necessariamente nulas. Assim, temos
que os termos A§ e A} nao sao necessariamente iguais a zero.
Consideremos a métrica ERW em dimensao D = 2N + 2 com € = —1, estudada no capitulo

anterior, que tem a forma

Y5 = diag|exp(Xo), — exp(Zo), mh exp(p1), hexp(—p1), ..., nnhexp(on), hexp(—w)],

(5.23)
por tanto, para 7 = 2,..., N temos que
¢j = h, 5]—1 =Ty exp(gpj), %’ =0, (524)
e o tensor (5.20) é
N
Z [% nPiv g‘LLI/SO‘],aSOJ ] . (5.25)
7j=2
As solugoes 1-séliton para a semente (5.23) estao dadas por (4.152),(4.157),(4.43),(4.158). A
métrica associada gfﬁ,h) em 4 dimensoes esta dada por
h h
g(zi ) _ gég ) _ exp(Z(ph)),
h 1/N 1 (vh) pa
9:(5, ) = /h/ {771 exp(p1) — MQTP%m exp(2p1 — 2F(1)1)} %b ‘A 543,
1811
.\ N 1 (o) ra (5.26)
g = g = 1N - ——panaon } - 15" 4345,
1A
h N 1 a
g = ! {eXp(—%) — —=—d{n exp(2Fuy — 2@1)} v Ag AL,
[GEANS
€ 0 espago extra ’y((lih) tem suas componentes dadas por
(1N
(oh) Jm {ni exp(p;) — 2an Pl exp(2¢; — 2F(2-)1)}, se i =], (5.27)
Tei-1)@2j-1) = N . . '
G { m”mﬂp(iﬂp(ﬁﬂ exp(pi + ¢; — Fay — F(j)l)}a se i J,
(N
(ph) B 251 {exp(_(pl) - ﬁq(zz)l GXp(2F(Z)1 - 2@0}7 se 1 = j7 98
Tenen TN v - (5.28)
@ { a4 don xp(Fapn + Fyn —¢i - 90]')}> se i # J,
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1/N{——1 iD(i)14(i } sei =]
Py((ph) o = Hq u%&lmp(m%m ) =7, (5.29)
2i—1)(2j N o .
,Ul/ {_—M%iuﬁz’p(i)l%‘n exp(%‘ - F(i)l + F(j)l — goj)}, se i # 7,
onde i,7 =3,...,N. Os termos A§ e A} em (5.26), estao dados por
A =gy A = A0 (5.30)

Aproveitando-se da simetria de vggh), é possivel decompor esta matriz em blocos 2 X 2 da

forma (5.15). No entanto, as expressoes para os campos &, ¥ e o sd@o em geral muito compridas e
dificeis de manipular. Uma possivel solucao para esta dificuldade é escolher valores apropriados
para as constantes pg), € gk, de tal forma que a matriz resultante seja de novo diagonal por

blocos. Por exemplo, no nosso caso atual podemos utilizar

P11 = qe)n1 = 1,

(5.31)
p(j)lzq(j)lz(), sej:3,...,N.
Com esta escolha, temos que
h 1/N 1
755" = m’ {772 exp(p2) — —=— exp(2¢2 — 2F(2>1)},
Himsa
(h) _ /N 1
Tse = Ha {_ ~ 772}; 5.32
N%An ( )
h 1/N 1
’Y((ig )= ,U1/ {exp(—ch) TN exp(ZF(2)1 - 2902)}7
[GYANE
para j=3,..., N
h 1/N
'Vgi—)l)(zi_n - “1/ n: exp(:), (5.33)
(ph) _ 1/N o '
Viaiy(2i) = M1" exp(—i).
Nos restantes casos, ’yggh) = 0. Assim, obtemos uma matriz da forma (5.14) com blocos (5.15)
dados por
h
6 = P2 by = 7
27 (eh)’ 27 (ph)’
V55 V55 (5.34)

1
(¢2)” = nzuf/N{l T 2A [exp(p2 = 2F(2)1) + exp(2F(2) — soz)]},
111
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onde
~ 1
A = ——— {mpfiy expler — 2Fan) + gy exp(2Fan — ¢1)
pL—T (5.35)
+ 12 exp(2 — 2F (21 + a1 €xp(2F(2)1 — 2))}-
Para 7 = 3,..., N temos que
1/N
o =m’™, G =mexp(=p), ¥ =0 (5.36)

Se podemos encontrar, além disso, valores das constantes pg)x € g que fagam os termos Af,

iguais a zero, o tensor energia-momento sera

T — 1 [ a
Ty =657 [(&,;ﬁw + Natha i) — 59,%) (£2,08>% + Matho o ™)

v | | (5.37)
+ 3 [Cintiv — 5980500
=3

5.2 Solucgoes nao solitonicas

Seguindo as ideias do capitulo 2, vamos obter uma nova solu¢ao a partir da métrica (5.23),
assim como a correspondente métrica para a teoria efetiva em quatro dimensoes. Comecgamos

por definir a matriz constante M da forma

Mg 0 0
M = 0o ... 0 ; (5.38)
0 0 My
onde
M) = “ , (5.39)
¢j d;

para j = 0,..., N. Cada bloco M tem determinante 1 e o bloco Mg ¢ a matriz identidade

de ordem 2. E facil ver que a matriz Y45 dada por
Aap =M -Ahp - MT, (5.40)

é também solugao das equacoes de campo satisfeitas por (5.23).
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A métrica g, tem componentes

g = eXp(ZO)7
g12 =0, (5.41)

Gaz = €exp(Xo),

g3z = [a 1 exp(py) + eb? exp(— gpl)],
J34 = [alcml exp(¢1) + €ebidy exp(— gpl)], (5.42)

Gas = h[cim exp(i1) + edf exp(—¢1)].
A parte extra tem a forma (5.14),(5.15), onde

-1
¢;=h, &= [ain;exp(p;) + b exp(—¢;)]

w' _ a;c;n; exp(goj) + ebjdj eXP(—ng) (543)
T ainjexp(yp;) + ebf exp(—y;)
O tensor energia-momento é
N
Z PijuPijv — g,uszOJ a(Pj }7 (5.44)
7=2

o mesmo obtido para (5.23).
Utilizamos (2.26),(2.34) e (2.35) para obter a formula¢do o, definida no capitulo 2, da

métrica (5.23). Obtemos especificamente que

exp(—p1)
h

exp(—pn)

T ennT>hexp(pn) |,

(5.45)

0% = diag|exp(Xo), e exp(Xo), cemt?hexp(epr), ...,
onde a relagao entre os termos ¥y das métricas (5.23) e (5.45) é dada por (2.36). Lembremos
que

0¥ = diag w, em7?hexp(e1),.. ., M, ennT2hexp(pn)|, (5.46)

verifica a equagao (2.33), mas neste caso com u = 7. Uma nova solugao desta equagao é obtida

utilizando (5.38),(5.39) e (4.44), mas com 0%z no lugar de 7%5. Uma conta direta conduz a
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que as componentes da métrica g,, quatro dimensional associada sao neste caso

g = eXp(EO)7
g12 =0, (5.47)

Gaz = €exp(Xo),

2 exXp(—p1)

J33 = aj . + em?hm b2 exp(ip1),
. exp(—
g34 = Cl101¥ + er*himbidy exp(p1), (5.48)
ex
Jas = cfw + em?hmd3 exp(p1).
A parte extra tem a forma (5.14),(5.15), onde
2 _ 2 Qexp( ©;) 2 2 -t
¢; = en;T", f oj|a i + e hn;bj exp(w;)|
b = aje; Rl eXp( )t er2hn;b;d; exp(%) (5.49)
J ex
a]2 p( ) ¢ ETQhT]ij exp(p;)

5.3 Interpretagao do tensor 7, em CIFT e mecanica de

fluidos

Modelos sigma nao lineares

Seja M um espaco Riemanniano com curvatura nao nula, coordenadas ®¢ e métrica
d¥? = H,(®)dd dd®. (5.50)

A acao de uma particula em movimento neste espaco pode ser escrita na forma

1 dd® dPb
S = 2/drHab —. (5.51)

As trajetérias desde o ponto de vista classico sao geodésicas. Esta ideia pode ser generalizada

se consideramos que

O (E,gu) = (M, Hyp), (5.52)
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onde E é um espaco-tempo. O espaco M é usualmente chamado de espaco alvo. A acao neste

caso é
1
S = 3 / d*oy/=gH . (9)0,9°0,0 g, (5.53)
e as equacoes de movimento sao
1 OHy,
— O [Hap0" @] + ¥ (D’; 8,00 = 0. (5.54)

As solucoes destas equagoes sao chamadas de aplicagbes harmonicas, e descrevem uma genera-
lizagao da ideia de geodésica. As teorias de campo descritas pela agao (5.53) sdo chamadas de
modelos sigma nao lineares [38]. Em particular, o tensor 7}, dado por (5.20) é obtido a partir

da agao (5.53) onde H,;, é a matriz diagonal por blocos

Hy 0 0
H=| 0 . 0 (5.55)
0 0 Hu
COo1
(10
Hiy =¢; : (5.56)
0 n;

e os campos ®¢, os quais podem ser considerados como as componentes de um vetor & =

(®',...,®*M=2) sdo dados por
P = ¢, ¥ =, (5.57)

para j = 2,...,N. Temos assim um modelo sigma nao linear associada a solucao efetiva

4-dimensional, obtida a partir da nossa semente ERW em dimensao (2N+2).

O modelo de multifluido

O tensor energia-momento das teorias efetivas quatro-dimensionais associadas a métrica
ERW (5.23) em dimensao D = 2N + 2 e a solugao nao solitonica obtida a partir desta, fazendo

uso de (4.44), é dado pela equacao (5.25). Este tensor pode ser reescrito na forma

N

v v 1 v, &
T =3 [ote) = 50"  Gial (5.58)

=2
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Consideremos o tensor (com o indice j fixo)

17 v 1 v, ,x
th) = P59 — 39" P %6 (5.59)
Se definimos
1 Qo
Pi = Pi = 59)P0)a (5.60)
o tensor (5.59) toma a forma
tnat
ty = (0 +pi)—a—— —pig"". (5.61)
()
Se .
Q7 -
uy = +, (5.62)
P )Pl
entao temos que
ty = s + pp)uwyu(y — pig™,

(5.63)
Ufé)U(j)a =1.

Portanto t’(‘j V) é o tensor energia-momento para um fluido perfeito onde u‘(‘j) representa sua quatro-

velocidade, p; é sua pressao e p; ¢ sua densidade de energia no repouso. Se todas as quatro-

velocidades dos fluidos estao sobre um dois-plano, é possivel escolher duas quatro-velocidades

diferentes, por exemplo u’é) e u’é), para expressar as outras. Assim, para j = 2,..., N temos
que
ufyy = agaufyy + ag)sufy), (5.64)
onde
a2 = a3 =1,  aps = ag;e = 0. (5.65)

De (5.64) temos que, para j =4,..., N

_ €25€33 — €35€23
M = €20€33 — €33

23 5.66
_ €35€22 — €5€23 ( )
aGyy = — 5
€22€33 — €53
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onde
€ij = €j; = U'E;)U(Z)u (567)
Em [39], é mostrado que o tensor
N N
T = = "[(p; + pi)ufuly — pig™], (5.68)
j=2 j=2
pode ser expressado na forma
T = aufyuly + Qﬁuggl;U(VS; + YUl Uy — 7", (5.69)

onde

o= Z(pg + pi)(ag))?,

N
B = Z(py + pj)ag)2a)s,
(5.70)

v = Z(pj + pj)ag)s 5)%,

Também em [39] se mostra que o tensor (5.69) é equivalente ao tensor energia-momento para

um fluido anisotropico. A ideia é utilizar em (5.69), a transformacao

_ r_, .
u’é) — u‘é) cos ¢ — Mu’é’) sin ¢,

(5.71)
u’(‘:,,) — Mﬂ’é) sin ¢ — ﬂ’(‘g) cos ¢,
com o
M = (m) : , (5.72)
Beaa + Y€
para obter

T = Qg uly) + Vi) Uiz — 9", (5.73)
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onde

tan(2¢) = 2 (€3 + Bess)(Beaa + ’7623)]1/2,
€92 — 7Y€33

a = acos® ¢ + BMsin2¢ + yM?sin?¢,

1
5= —asin®¢ — Mﬁsin2¢ + 7y cos® ¢, (5.74)

_ 1 .
Uy = u‘é) cos ¢ + Mu’é) sin ¢,

ﬁé’) = —Mué) sin ¢ + ué) COS ¢.

Um célculo direto mostra que ﬂ’(‘z)a(g)u =0.
O angulo ¢ toma valores no intervalo [—m /4, 7/4]. Quando ¢ > 0, o vetor ﬂ’é) é tipo tempo

e o vetor ﬂ’(‘?)) é tipo espaco. Definindo

o
L)
TR
g
N E)
(=) Uz)u)'? (5.75)

e substituindo em (5.73), obtemos
T = (p+ m)U*U" 4 (6 — m)x"'x" — mg"”. (5.76)

Assim, o tensor energia-momento (5.25) associado a semente ERW pode ser interpretado como

o tensor energia-momento para um fluido anisotropico.



Conclusoes

Na primeira parte deste trabalho, estudamos a geragao de novas solugoes utilizando dois
algoritmos diferentes: o primero mantém sem modificagoes as propriedades locais da solucao
original, mas introduz alteragoes globais em sua estrutura, como singularidades conicas (cordas
cosmicas e deslocamentos césmicos); o segundo algoritmo nos dé solugoes completamente novas.
Temos duas classes de novas solucoes, a primeira é uma generalizagao da métrica 4-dimensional
estacionaria com simetria axial, e a segunda é uma generalizacao das métricas usadas para
representar ondas gravitacionais com simetria cilindrica com dois graus de polarizacao. Estas
novas métricas tém uma estrutura por blocos, cada bloco é semelhante ao correspondente caso
em 4 dimensoes.

Na segunda parte, estudamos as solugoes solitonicas associadas a uma métrica D-dimensional
diagonal por blocos, com D > 4 . Os tipos de blocos considerados sao importantes, ja que
varias das métricas mais estudadas podem ser consideradas como casos especiais desta mé-
trica. Podemos citar, por exemplo, as métricas de Einstein-Rosen (ondas gravitacionais), Weyl,
Schwarzschild e van Stockum. Em referéncias, tais como [20], se aponta a possibilidade de es-
tender o método de Belinski-Zakharov (BZ) para dimensées maiores que 4; no entanto, mesmo
que para esta dimensao seja, em geral, dificil achar solugoes. A métrica proposta neste trabalho
permite uma manipulagao razoavelmente simples do método BZ ja que, por exemplo, se co-

69
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nhecemos o procedimento (mudangas de varidvel,etc) para achar as solugdes solitonicas para o
caso 4-dimensional, entdo a extensao (repetindo o bloco) para dimensoes superiores é imediata
fazendo uso de superposi¢oes nao lineares. Temos também a possibilidade de misturar blocos
diagonais e nao diagonais.

Na parte final do trabalho, fizemos aplicacao dos algoritmos de generacao de solugoes, solito-
nicas e nao solitonicas, apresentados nos capitulos 2 e 4 ao ansatz de Kaluza-Klein em dimensao
D = 2N + 2, para obter solucoes das correspondentes teorias efetivas em quatro dimensoes.
[lustramos assim, com um caso especifico (a métrica ERW), o procedimento sugerido por Lete-
lier e Verdaguer em [37]. Finalmente, apresentamos dois exemplos de possiveis interpretagoes
dos tensores energia-momento associados com essas solugoes, na teoria classica de campos e na

mecanica de fluidos.
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