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“If we knew what it was we were doing, it would not be called research, would

it?.” (Einstein)

Dedico esta tese à minha esposa Angela,

ao meu filho Juan Sebastián e

aos meus pais.
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Resumo

Na atualidade, o estudo de objetos como lentes gravitacionais ou buracos negros em dimen-

sões superiores, bem como a formulação de cosmologias de Kaluza-Klein, têm recebido cada

vez maior atenção. Na tentativa de compreender melhor estes e outros temas semelhantes, o

estudo das soluções exatas, assim como de algoritmos para sua geração, desempenha um papel

muito importante.

Neste trabalho, apresentamos as equações de Einstein no vácuo para uma classe especial de

espaço-tempo D-dimensional que admite D − 2 campos vetoriais de Killing, assim como sua

formulação matricial. Apresentamos também a extensão de dois algoritmos apresentados no

artigo do professor Patricio Letelier, On the Inverse-Scattering Method Generation of Gravita-

tional Waves and other New Solution-Generating Algorithms, Nuovo Cimento 97 B, 1 (1987),

para depois aplicá-los na obtenção de soluções não diagonais. Igualmente estudamos a aplicação

do método de Belinski-Zakharov para a obtenção de soluções solitônicas multidimensionais a

partir de nossa métrica, que admite representação diagonal por blocos.

Finalmente, aplicamos os algoritmos de geração apresentados às métricas de Kaluza-Klein

para obter novas soluções das correspondentes teorias efetivas em quatro dimensões, assim

como seus tensores de energia-momento. Exemplos de posśıveis interpretações destes tensores

na teoria clássica de campos (ClFT) e na mecânica de fluidos, são apresentados também.
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Abstract

Nowadays, the study of objects such as black holes or gravitational lenses in higher dimensi-

ons, as well as the formulation of Kaluza-Klein cosmologies, have received increasing attention.

In an attempt to better understand these and other similar topics, the study of exact solutions

and the algorithms for their generation, plays a very important role.

In the present work we present the Einstein equations in vacuum for a special class of

D-dimensional space-time which admits D − 2 Killing vector fields, as well as its matrix for-

mulation. We also present the extension of two algorithms studied in the Patricio Letelier’s

paper On the Inverse-Scattering Method Generation of Gravitational Waves and other New

Solution-Generating Algorithms, Nuovo Cimento 97 B, 1 (1987), to later apply them in ob-

taining non-diagonal solutions. We also studied the method of Belinski-Zakharov to obtain

multi-dimensional soliton solutions from our metric, which admits representation diagonal by

blocks.

Finally, we apply the presented generation algorithms to Kaluza-Klein metrics to obtain

new solutions of the corresponding effective theories in four dimensions, as well as its energy-

momentum tensors. Examples of possible interpretations of these tensors in classical field theory

(ClFT) and fluid mechanics, are also presented.
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1
Introdução

Durante o último século, a maior parte do trabalho feito em relatividade geral foi limitado

a quatro dimensões. No entanto, a ideia da existência de dimensões adicionais e a possibilidade

de considerar a relatividade como uma teoria multidimensional não são novas. Os primeiros

trabalhos nesta área, feitos por Nordström (1914) e Kaluza (1921), tiveram a finalidade de

unificar a gravidade com o eletromagnetismo, as únicas interações conhecidas nessa época [1].

Kaluza assumiu que o nosso mundo tem cinco dimensões. Considerando o potencial eletro-

magnético como componentes do tensor métrico ao longo da quinta dimensão, as equações de

Einstein-Maxwell se obtêm a partir das equações de Einstein no vácuo em cinco dimensões

[2, 3].

A solução dada por Kaluza ao problema evidente de não conseguir detectar a dimensão

adicional foi considerar que todas as derivadas em relação a essa dimensão sejam canceladas.

Esta condição é chamada de Condição de cilindro de Kaluza. Klein mostrou em 1926 que

essa condição surgiria naturalmente se a quinta dimensão for compactificada, ou seja, se esta

tem topologia circular e uma pequena escala (da ordem do comprimento de Planck)[4]. Foram

posteriormente consideradas as seis dimensões para permitir a incorporação de fermiones na

teoria, ver por exemplo [5].

Alguns anos mais tarde, a teoria de Kaluza-Klein foi estendida para mais dimensões para

1



Introdução 2

estudar a possibilidade de unificar a gravidade com as teorias das interações forte e fraca,

assim como com outras interações gauge [6]. Neste campo, diferentes soluções com diferentes

simetrias, dimensões e modelos têm sido encontrados [7]. Por exemplo, soluções às equações

de campo no vácuo em 5 dimensões com simetria esférica 3d foram consideradas. Estas têm

sido relacionadas a monopolos magnéticos, buracos negros e sólitons [8]. A teoria de Kaluza-

Klein pode ser considerada como a origem das modernas teorias de campo unificadas, que são

formuladas consistentemente apenas em um espaço-tempo de mais de quatro dimensões, tais

como a teoria de supercordas 10-dimensional e a supergravidade com 11 dimensões [9].

Dentre as principais desvantagens da teoria de Kaluza-Klein, podemos mencionar que esta

formulação não é covariante em relação às transformações da coordenada dimensional adicional,

e que como os momentos de todos os estados da part́ıcula na direção associada com essa

coordenada são então empurrados para as energias de Planck, eles estão muito além do alcance

dos experimentos no presente e no futuro próximo.

Em anos recentes, o trabalho em buracos negros n-dimensionais (BN), cosmologias inflacio-

nárias de Kaluza-Klein e BN sobre branas, entre outras, têm recebido uma crescente atenção

[10, 11, 12]. Existem várias motivações para esta linha de pesquisa: por exemplo, nós sabemos

que os buracos negros em quatro dimensões têm caracteŕısticas notáveis, tais como unicidade,

topologia esférica e estabilidade dinâmica. No estudo da estrutura de objetos negros em gravi-

dade em dimensões superiores, é interesante determinar quais destas propriedades são universais

e quais mostram dependência da dimensão [13, 14].

Outra das ideias que tem impulsionado o interese em teorias em dimensões superiores nas

últimas duas décadas é que o nosso universo f́ısico em quatro dimensões pode estar mergulhado

em um espaço-tempo de dimensão superior. Apesar de que ideias semelhantes foram propostas

nos anos 80, estas só foram consideradas de interese após o surgimento da teoria de cordas [4]

e da teoria de branas [15].

O objetivo deste trabalho é a procura de soluções das equações de Einstein no vácuo em

D dimensões cujas métricas são não-diagonais e têm D − 2 campos vetoriais de Killing. Em

particular, consideraremos métricas que admitem representação diagonal por blocos. Estaremos
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especialmente interessados no caso em que estes blocos são representados por matrizes não-

diagonais de tamanho 2× 2. Esta métrica é uma extensão natural da métrica 4-dimensional de

Lewis-Papapetrou [16, 17] e é suficientemente geral para incluir a muitos dos espaço-tempos já

estudados e uma grande quantidade de alguns novos.

No Caṕıtulo 2, nós apresentamos as equações de Einstein no vácuo para uma classe especial

de espaço-tempos D-dimensionais com D − 2 vetores de Killing. Estudamos também uma

versão estendida das formulações matriciais para as equações de Einstein apresentadas em

[18] e a extensão de dois novos algoritmos simples de generação de soluções estudados neste

mesmo paper. No final do caṕıtulo, utilizaremos estes algoritmos para gerar novas soluções

não-diagonais a partir de soluções tanto diagonais como não-diagonais.

O método de espalhamento inverso (ou ISM, pelas suas iniciais em inglês), foi desenvolvido

na década dos 60 com a finalidade de resolver de forma sistemática a equação de Korteweg de

Vries (KdV), a equação de Schrödinger não linear e a equação de Sine-Gordon [19]. Em dois

famosos artigos publicados em 1978 e 1979, Belinski e Zakharov adaptaram o ISM para resolver

as equações de Einstein no vácuo quando o espaço-tempo admite dois campos vetoriais comuta-

tivos de Killing. Eles generalizaram uma transformada desenvolvida por Zakharov e Mikhailov,

para o qual precisaram substituir os pólos estacionários, utilizados nesta, por trajetórias de

pólos [19]. No Caṕıtulo 3 apresentamos um breve resumo das principais ideias do método de

Belinski-Zakharov, dadas em [20].

No Caṕıtulo 4, utilizamos o método de Belinski-Zakharov para obter soluções 1-sóliton e

2-sóliton a partir de soluções semente da forma dada no caṕıtulo 2, ou seja, para métricas

D-dimensionais que admitem representação diagonal por blocos de tamanho 2× 2. Considera-

remos dois tipos básicos de eles, o bloco Einstein-Rosen-Weyl (ERW) e o bloco van Stockum

(vS). Estudaremos inicialmente espaço-tempos 6 dimensionais, os quais por definição têm dois

blocos. Estes dois podem ser tipo ERW (semente ERW) ou tipo vS (semente vS), ou bem

podemos utilizar un bloco ERW e outro vS (semente ERS). Na seção final, apresentamos uma

generalização para o caso D = 2N + 2, onde N é o número de blocos.

No Caṕıtulo 5 aplicamos os resultados dos Caṕıtulos 2 e 4 para obter soluções solitônicas
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e não solitônicas a partir do ansatz de Kaluza-Klein, e as correspondentes soluções da teoria

efetiva de baixa energia em quatro dimensões. Achamos também expressões espećıficas para

os campos escalares resultantes dessa teoria quando partimos da métrica ERW en 2N + 2

dimensões, bem como exemplos de posśıveis interpretações destes resultados na teoria clássica

de campos (ClFT) e na mecânica de fluidos. Finalmente, no Caṕıtulo 6 apresentaremos as

conclusões.



2
Soluções não Solitônicas

2.1 Equações de Einstein D-dimensionais

As equações de Einstein descrevem como a curvatura de um espaço-tempo, descrito pelo

tensor métrico gµν , é afetada pela distribuição de matéria, descrita pelo tensor energia-momento

Tµν . O tensor métrico gµν determina um elemento de linha

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.1)

onde dxµ representa um deslocamento infinitesimal com relação a coordenada xµ. Utilizamos a

convenção de soma de Einstein para ı́ndices repetidos e consideramos que µ, ν = 1, . . . , D, em

que D ≥ 4 é a dimensão do espaço-tempo. No sistema de unidades geométricas, a velocidade da

luz e a constante universal da gravitação de Newton são iguais à unidade, ou seja, c = G = 1.

Utilizando este sistema, podemos escrever as equações de Einstein na forma

Gµν = 8πTµν , (2.2)

em que Gµν é o tensor de Einstein

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR. (2.3)

5
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O tensor de Ricci Rµν e o escalar de Ricci R são dados por

Rµν = Rα
µαν ,

R = gµνRµν .
(2.4)

O tensor de Riemann Rα
βµν é dado por

Rα
βµν = ∂µΓ

α
βν − ∂νΓ

α
βµ + Γσ

βνΓ
α
σµ − Γσ

βµΓ
α
σν , (2.5)

em que Γα
µν são os śımbolos de Christoffel

Γα
µν =

1

2
gαβ(∂µgνβ + ∂νgµβ − ∂βgµν), (2.6)

e ∂µ denota derivação parcial em relação a xµ. Quando Tµν = 0, obtemos as chamadas equações

de Einstein no vácuo. Estas equações podem ser escritas na forma

Rµν = 0. (2.7)

Consideremos a métrica

ds2 = eΣ(dρ2 − ǫdτ 2) + h
N∑

i=1

[
ηifi(dϕi + widξi)

2 +
1

fi
dξ2i

]
, (2.8)

onde as funções Σ, h fi,wi dependem das coordenadas τ e ρ só; ϕi, ξi são coordenadas, ǫ = ±1,

ηi = ±1 e i = 1, · · · , N , salvo disposição em contrário. Esta métrica tem dimensão D = 2N +2

e é uma generalização D-dimensional da métrica de Lewis-Papapetrou [16, 17]. A métrica (2.8)

tem pelo menos D − 2 vetores de Killing, ∂ϕi
e ∂ξi e em quatro dimensões contém, como casos

especiais, todas as métricas com simetria axial, bem como as ondas gravitacionais ciĺındricas

com dois graus de polarização [21].

A partir das equações de Einstein no vácuo para a métrica (2.8), achamos que as funções

fi, wi e h satisfazem as equações diferenciais,

[
u
(fi,τ
fi

− ηif
2
i wiwi,τ

)]

,τ

− ǫ

[
u
(fi,τ
fi

− ηif
2
i wiwi,ρ

)]

,ρ

= 0, (2.9)

(uf 2
i wi,τ ),τ − ǫ(uf 2

i wi,ρ),ρ = 0, (2.10)
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u,ττ − ǫu,ρρ = 0, (2.11)

em que

u = hN . (2.12)

Também achamos que a função Σ pode ser escrita como

Σ = lnΦ+
1− 2N

2N
ln u+

∫
u2

2Φ

{[
(ln u),τdτ−(ln u),ρdρ

]
Λ+2

[
(ln u),τdρ−ǫ(ln u),ρdτ

]
Υ
}
, (2.13)

em que

Λ =
N∑

i=1

[
f−2
i (f 2

i,τ + ǫf 2
i,ρ) + ηif

2
i (w

2
i,τ + ǫw2

i,ρ)
]
, (2.14)

Υ =
N∑

i=1

(
f−2
i fi,τfi,ρ + ηif

2
i wi,τwi,ρ

)
, (2.15)

e

Φ = u2
,τ − ǫu2

,ρ. (2.16)

As equações (2.9) ,(2.10), (2.11) são as condições de integrabilidade para a existência de Σ.

As equações (2.9) e (2.10) podem ser expressas na forma mais atraente,

(uγ,τγ
−1),τ − ǫ(uγ,ργ

−1),ρ = 0 (2.17)

onde γ é a 2N × 2N matriz diagonal por blocos,

γ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

γ1 0 0

0
. . . 0

0 0 γN

⎞
⎟⎟⎟⎠ (2.18)

com

γi = ηih

⎛
⎝ fi fiwi

fiwi fiw
2
i + ηif

−1
i

⎞
⎠ . (2.19)

Duas propriedades importantes da matriz γ são

γ = γT , det γ = u2

N∏

i=1

ηi. (2.20)
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A equação (2.13) pode ser escrita em termos da matriz γ como,

Σ[γ] = ln
Φ

u
+

1

4

∫
1

Φ

{[
(ln u),τdτ − (ln u),ρdρ

]
tr
[
U2(γ) + ǫV 2(γ)

]

+ 2
[
ǫ(ln u),τdρ− (ln u),ρdτ

]
tr
[
U(γ)V (γ)

]}
,

(2.21)

em que

U(γ) = uγ,τγ
−1, V (γ) = ǫuγ,ργ

−1. (2.22)

Como a equação (2.17) em termos de U e V é

U(γ),τ − V (γ),ρ = 0. (2.23)

podemos considerar uma matriz potencial, ou seja, uma função matricial Ω(γ) tal que

Ω(γ),ρ = U(γ), Ω(γ),τ = V (γ). (2.24)

A condição de existência para Ω(γ) é a equação

Ω,ττ +
1

u
[Ω,τ ,Ω,ρ]− ǫΩ,ρρ −

u,τ

u
Ω,τ + ǫ

u,ρ

u
Ω,ρ = 0. (2.25)

Esta equação surge da condição de integrabilidade γ,τρ = γ,ρτ , fazendo uso das equações (2.22),

(2.23) e (2.24). Em prinćıpio, se resolvemos (2.25) e integramos (2.24), então podemos obter

γ, a solução das equações de Einstein.

Os potenciais “twist” sugeridos pelas equações (2.10) são dados por

βi =

∫
ηiuf

2
i (wi,ρdτ + ǫwi,τdρ). (2.26)

Estes potenciais são os análogos aos introduzidos na formulação de Ernst das equações de

Einstein com simetria axial [18, 22]. As funções métricas wi, podem ser escritas em termos dos

potenciais βi como,

wi =

∫
ηi
uf 2

i

(ǫβi,ρdτ + βi,τdρ). (2.27)

As equações (2.9),(2.10) e (2.13) agora assumem a forma

(
u
fi,τ
fi

+ ηiǫ
ββi,τ

uf 2
i

)

,τ

− ǫ

(
u
fi,ρ
fi

+ ηiǫ
ββi,ρ

uf 2
i

)

,ρ

= 0, (2.28)
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(
βi,τ

uf 2
i

)

,τ

− ǫ

(
βi,ρ

uf 2
i

)

,ρ

= 0, (2.29)

Σ[γ] = lnΦ +
1− 2N

2N
ln u+

∫
u2

2Φ

{[u,τ

u
dτ − u,ρ

u
dρ
]
Λβ + 2

[u,τ

u
dρ− ǫ

u,ρ

u
dτ
]
Υβ

}
, (2.30)

em que

Λβ =
N∑

i=1

[
f−2
i (f 2

i,τ + ǫf 2
i,ρ) +

ηi
u2f 2

i

(β2
i,ρ + ǫβ2

i,τ )
]

(2.31)

e

Υβ =
N∑

i=1

(
f−2
i fi,τfi,ρ +

ǫηi
u2f 2

i

βi,τβi,ρ

)
. (2.32)

Também é posśıvel escrever as equações (2.28) e (2.29) em forma matricial,

(uσ,τσ
−1),τ − ǫ(uσ,ρσ

−1),ρ = 0, (2.33)

onde σ é a matriz diagonal por blocos

σ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

σ1 0 0

0
. . . 0

0 0 σN

⎞
⎟⎟⎟⎠ (2.34)

com

σi =
ηi
fi

⎛
⎝ 1 βi

βi β2
i + ǫηiu

2f 2
i

⎞
⎠ . (2.35)

Os termos Σ[γ] e Σ[σ] estão dados pela equação,

Σ[γ] = ln

[
u( 1

2N
−N)

N∏

i=1

(σi)11

]
+ Σ[σ], (2.36)

onde Σ[σ] é obtida a partir de (2.21) fazendo γ → σ.

2.2 Algoritmos simples de geração de novas soluções

Nesta seção apresentamos uma extensão, para o caso 2N+2-dimensional, de dois algoritmos

de generação de soluções estudados por Letelier em [18].
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Seja γ = diag[γ1, . . . , γn] uma solução da equação (2.17). Se considerarmos a matriz diagonal

por blocos A = diag[A1, . . . , An], onde

Ai =

⎛
⎝ai bi

ci di

⎞
⎠ , (2.37)

com ai, bi, ci, di ∈ R e aidi − bici = 1, nós temos que a matriz γ̂ dada por

γ̂ = A · γ · AT , (2.38)

é uma nova solução de (2.17).

A métrica (2.8) pode ser escrita em termos de γ como

ds2 = eΣ(dρ2 − ǫdτ 2) + dxT · γ · dx, (2.39)

onde

xT = [ϕ1, ξ1, . . . , ϕN , ξN ]. (2.40)

Além disso, com a transformação

dx → dx̂T = (AT )−1 · dx (2.41)

obtemos

ds2 = (exp [Σ(τ, ρ)])(dρ2 − ǫdτ 2) + dx̂T · γ̂ · dx̂. (2.42)

Um cálculo direto mostra que

Σ[γ] = Σ[γ̂]. (2.43)

Uma vez que A é uma matriz constante, temos

x̂T = (AT )−1 · x. (2.44)

ou seja, ⎛
⎝ϕ̂i

ξ̂i

⎞
⎠ =

⎛
⎝ diϕi − ciξi

−biϕi + aiξi

⎞
⎠ . (2.45)
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Para garantir que realmente temos novas soluções, precisamos fazer algumas restrições no

rango de nossas coordenadas ϕ̂i, ξ̂i, ϕi e ξi. Por exemplo, se interpretamos as coordenadas ϕ̂i e

ϕi como ângulos, podemos considerar que ϕ̂i, ϕi ∈ [0, 2π]. Esto deve ser feito pelo menos para

um dos blocos. Esta consideração é importante já que se ϕ̂i, ϕi ∈ [−∞,∞] e ξ̂i, ξi ∈ [−∞,∞]

em todos os blocos, simplesmente temos uma mudança de variaveis.

A possibilidade de gerar novas soluções utilizando a transformação (2.38) tem sido interpre-

tada como a análoga gravitacional do efeito Bohm-Aharonov [18, 23]. Essa transformação altera

as propriedades globais da solução original (solução semente). Casos especiais de elementos de

linha que contêm termos cruzados como dξidϕi podem ser interpretados como a representação

de um deslocamento cósmico quando ξi é uma variável espacial, e como a representação de um

defeito topológico de linha giratório quando ξi é uma variável de tempo [24] ou de torsão, como

defeitos topológicos [25]. Além disso a transformação ϕ̂ → diϕ introduz singularidades cônicas

que podem ser interpretadas como cordas cósmicas, ver por exemplo [26].

Novas soluções podem ser geradas usando o mesmo tipo de transformação (2.38), mas agora

aplicada à matriz σ, ou seja,

σ̂ = A · σ · AT , (2.46)

Note que esta nova matriz é também uma solução da equação (2.33). A função Σ para a nova

solução é obtida a partir das equações (2.36) e (2.46), nós encontramos

Σ[γ] = ln

{
u( 1

2N
−N)

N∏

i=1

[a2i (σi)11 + 2aibi(σi)12 + b2i (σi)22]

}
+ Σ[σ]. (2.47)

Nas próximas seções, vamos estudar exemplos de novas soluções geradas a partir de soluções

semente diagonais, assim como novas soluções obtidas de sementes não-diagonais.
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2.3 Soluções geradas a partir de soluções semente diago-

nais

Como exemplo de uma nova solução obtida pela transformação (2.38), consideramos a mé-

trica dada por

ds2 = eΣ(dρ2 − ǫdτ 2) + h(τ, ρ)
N∑

i=1

{ηieψidϕ2
i + e−ψidξ2i }, (2.48)

onde ψi = ψi(τ, ρ), que é uma extensão natural das métricas de Einstein-Rosen [27] e Weyl

[28] para 2N + 2 dimensões. Em particular, temos o caso Einstein-Rosen se escolhermos ǫ = 1,

ρ = r, τ = t, ϕi = θi e ξi = zi , e o caso Weyl se fizermos a escolha ǫ = −1, ρ = z, τ = r,

ϕi = ti e ξi = θi.

Os blocos na diagonal de γ associados a esta métrica têm a forma

γi = h

⎛
⎝ηi exp(ψi) 0

0 exp(−ψi)

⎞
⎠ . (2.49)

As equações de Einstein são reduzidas ao sistema de equações dado por (2.9)–(2.11),

(uψi,τ ),τ − ǫ(uψi,ρ),ρ = 0, (2.50)

e

Σ = lnΦ +
1− 2N

2N
ln u+

∫
u2

2Φ

{[
(ln u),τdτ − (ln u),ρdρ

] N∑

i=1

(ψ2
i,τ + ǫψ2

i,ρ)

+ 2
[
(ln u),τdρ− ǫ(ln u),ρdτ

] N∑

i=1

ψi,τψi,ρ

}
.

(2.51)

Neste caso, de (2.38) e (2.37), obtemos a nova solução γ̂ com blocos

γ̂i = hηie
ψi

⎛
⎝ a2i aici

aici c2i

⎞
⎠+ he−ψi

⎛
⎝ b2i bidi

bidi d2i

⎞
⎠ . (2.52)

A matriz σ associada à matriz γ, que é definida pelas equações (2.18) e (2.49), é dada por

(2.34), onde

σi =

⎛
⎝ηi exp(−ψi) 0

0 ǫu2 exp(ψi)

⎞
⎠ . (2.53)
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Fazendo a transformação (2.46) e considerando as equações (2.26) e (2.47), achamos a nova

solução

f−1
i = a2i e

−ψi + ǫηib
2
iu

2eψi , (2.54)

wi = 2aibi

∫
u
[
(ln u+ ψi),ρdτ + ǫ(ln u+ ψi),τdρ

]
(2.55)

e

Σ[γ] = ln

{
u( 1

2N
−N)

N∏

i=1

[ηia
2
i e

−ψi + ǫb2iu
2eψi ]

}
+ Σ[σ]. (2.56)

A condição de integrabilidade de (2.55) é dada por (2.11) e (2.50). Esta métrica é uma extensão

D-dimensional da métrica de Papapetrou [29] e sua versão hiperbólica [18]. Em particular, se

levarmos em consideração as funções u = τ e ψi = ψi(τ) = ln τ , que são soluções de (2.11)

e (2.50), temos para ǫ = 1 (respectivamente para ǫ = −1) uma solução semente tipo Kasner

(respectivamente tipo Levi-Civita). Neste caso, a equação (2.51) se reduz a

Σ =
(1−N)2

2N
ln τ. (2.57)

A partir de (2.38) obtemos a nova solução,

γ̂i = τ 1/N

[
ηiτ

⎛
⎝ a2i aici

aici c2i

⎞
⎠+ τ−1

⎛
⎝ b2i bidi

bidi d2i

⎞
⎠
]
. (2.58)

A nova solução (2.46) neste caso é,

f−1
i = a2i τ

−1 + ǫηib
2
i τ

3, (2.59)

wi = 4ǫaibiρ, (2.60)

e

Σ[γ] = ln

{
τ (

1

2N
−N)

N∏

i=1

[ηia
2
i τ

−1 + ǫb2i τ
3]

}
+

5N − 2

2
ln τ. (2.61)

Esta generalização D-dimensional especial da solução de Papapetrou [29] tem como caso par-

ticular um modelo cosmológico homogêneo no vácuo de Bianchi tipo-II em quatro dimensões

[18]. A escolha especial u = τ , solução da equação (2.11), em prinćıpio não particulariza a

métrica, este ponto é discutido em detalhe em [30] para as soluções tipo Weyl e em [31] para
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as de tipo Einstein-Rosen. Às vezes, é conveniente tomar uma solução particular diferente

como, por exemplo, a solução u = sin(τ) sin(ρ), que tem sido utilizada em [32] em um contexto

cosmológico.

2.4 Exemplos de novas soluções para métricas não dia-

gonais

Aplicaremos o algoritmo de geração de novas soluções a extensões naturais das métricas de

van Stockum e Stachel para espaços 2N + 2-dimensionais.

Novas soluções geradas a partir de extensões da solução de van Stockum.

Em (2.8) consideramos ǫ = −1 e ηi = −1, fi = −λi e wi = λ−1
i , onde as funções λi

satisfazem

(uλi,τ ),τ + (uλi,ρ),ρ = 0. (2.62)

Assim, temos uma métrica tipo van Stockum em 2N + 2 dimensões [33],

ds2 = eΣ(dρ2 + dτ 2) + h(τ, ρ)
N∑

i=1

(λidϕ
2
i + 2dϕidξi). (2.63)

A métrica van Stockum habitual é o caso particular N = 1 e u = r. Os blocos da representação

matricial de (2.63) são,

γi = h

⎛
⎝λi 1

1 0

⎞
⎠ , (2.64)

As equações de Einstein para a métrica (2.63) reduzem para (2.11) e

(uλi,τ ),τ + (uλi,ρ),ρ = 0, (2.65)

e

Σ = ln (u2
,τ + u2

,ρ) +
1− 2N

2N
ln u, (2.66)

onde u = hN como antes. A partir de (2.37) e (2.38) obtemos a nova solução,

γ̂i = hλi

⎛
⎝ a2i aici

aici c2i

⎞
⎠+ h

⎛
⎝ 2aibi aidi + bici

aidi + bici 2cidi

⎞
⎠ . (2.67)
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A matriz σ associada à matriz γ tem blocos σi da forma

σi =
1

λi

⎛
⎝ 1 β̃i

β̃i β̃2
i + u2λ2

i

⎞
⎠ , (2.68)

onde

β̃i =

∫
u(λi,ρdτ − λi,τdρ). (2.69)

A partir disso a nova solução obtida usando (2.46) tem funções métricas dadas por

f−1
i = − 1

λi

[
(ai + biβ̃i)

2 + b2iu
2λ2

i

]
, (2.70)

e

wi =

∫
1

uλ2
i

[
(ai + biβ̃i)

2 + b2iu
2λ2

i

]2
(βi,ρdτ − βi,τdρ), (2.71)

em que

βi =
(ai + biβ̃i)(ci + diβ̃i) + bidiu

2λ2
i

(ai + biβ̃i)2 + b2iu
2λ2

i

. (2.72)

O coeficiente Σ pode ser determinado usando as equações (2.13),(2.14),(2.15), (2.70) e (2.71).

Nova solução generada a partir de extensões da solução de Stachel.

Ao considerar em (2.8) ǫ = +1,

fi =
exp(ψi(τ, ρ))

h
(2.73)

e, para p ≤ N ,

wi =

⎧
⎪⎨
⎪⎩
Ki(τ + ρ), se i = 1, . . . , p,

Ki(τ − ρ), se i = p+ 1, . . . , N,

(2.74)

temos que

ds2 = eΣ(dρ2 − dτ 2) +
N∑

i=1

ηie
ψi
[
(dϕi +Kidξi)

2 + ηih
2e−2ψidξ2i

]
. (2.75)

Os blocos da forma matricial de esta métrica são,

γi = ηie
ψi

⎛
⎝ 1 Ki

Ki K2
i + ηih

2e−2ψi

⎞
⎠ , (2.76)
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As equações de Einstein no vácuo nos dão,
⎧
⎪⎨
⎪⎩

{
[u( e

ψi

h
)2],τ − [u( e

ψi

h
)2],ρ
}
K ′

i = 0, se i = 1, . . . , p,

{
[u( e

ψi

h
)2],τ + [u( e

ψi

h
)2],ρ
}
K ′

i = 0, se i = p+ 1, . . . , N,

(2.77)

onde K ′ denota a derivada de K com relação a seu argumento, e

(uψi,τ ),τ − (uψi,ρ),ρ = 0. (2.78)

Uma possibilidade para considerar funções não-triviais Ki, é fazer a restrição

ψi =
2−N

2N
ln u, (2.79)

para obter

u
(eψi

h

)2
= 1, (2.80)

e assim simplificar as equações (2.77). A função métrica Σ é dada pelas equações (2.13)–(2.16).

Neste caso temos

Λ =
NΦ

4u2
+

2

u

N∑

i=1

ηi(K
′

i)
2, (2.81)

e

Υ =
N

4u2
u,τu,ρ +

1

u

[ p∑

i=1

ηi(K
′

i)
2 −

N∑

i=p+1

ηi(K
′

i)
2

]
(2.82)

A solução de Stachel usual em quatro dimensões [34] é a métrica (2.75) para N = 1.

A partir de (2.38), obtemos a nova solução

γ′

i =
ηih√
u

⎛
⎝ (ai + biKi)

2 (ai + biKi)(ci + diKi)

(ai + biKi)(ci + diKi) (ci + diKi)
2

⎞
⎠+ h

√
u

⎛
⎝ b2i bidi

bidi d2i

⎞
⎠ . (2.83)

A matriz σ associada à matriz γ tem blocos σi da forma

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σi = ηi
√
u

⎛
⎜⎝

1 ηiKi

ηiKi K2
i + ηiu

⎞
⎟⎠ , se i = 1, . . . , p,

σi = ηi
√
u

⎛
⎜⎝

1 −ηiKi

−ηiKi K2
i + ηiu

⎞
⎟⎠ , se i = p+ 1, . . . , N.

(2.84)
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De (2.46) e (2.84), obtemos a nova solução,

f−1
i =

√
u
[
(ai ± ηibiKi)

2 + ηib
2
iu
]
, (2.85)

e

wi =

∫
ηi
[
(ai ± ηibiKi)

2 + ηib
2
iu
]2
(βi,ρdτ + βi,τdρ), (2.86)

onde

βi =
(ai ± ηibiKi)(ci ± ηidiKi) + ηibidiu

(ai ± ηibiKi)2 + ηib2iu
. (2.87)

Em (2.85),(2.86) e (2.87) usamos o sinal“+”, se i = 1, . . . , p e o sinal“−”, se i = p+1, . . . , N .

O coeficiente Σ pode ser determinado utilizando as equações (2.13),(2.14),(2.15), (2.85) e (2.86).

O caso quatro-dimensional desta métrica pode ser encontrado em [18].



3
Método de Belinski-Zakharov

No final da década dos anos 70, Belinski e Zakharov usaram a técnica conhecida como

método de espalhamento inverso, ou ISM, pelas iniciais em inglês de Inverse Scattering Method,

para solucionar um tipo especial de equações de Einstein no vácuo, a saber, quando o espaço-

tempo admite dois campos vetoriais comutativos de Killing. A técnica ficou conhecida como

Método de Belinski-Zakharov ou transformação solitônica, e as soluções obtidas por esse meio

são chamadas de soluções solitônicas [19]. Neste caṕıtulo apresentamos brevemente as principais

ideias do método nas quatro dimensões usuais, assim como algumas considerações adicionais

para sua implementação em dimensões superiores. Seguiremos [20],[19],[35] e [36].

Para nossa análise, consideramos a seguinte métrica

ds2 = f(dz2 − dt2) + gabdx
adxb, (3.1)

onde as funções f e gab dependem apenas da coordenada tipo tempo t e da coordenada tipo

espaço z. Ao utilizar uma coordenada tipo tempo e uma coordenada tipo espaço, estamos

considerando soluções tipo onda e cosmológicas das equações gravitacionais [35]. O análogo

estacionário desta métrica tem a forma

ds2 = f(dr2 + dz2) + gabdx
adxb, (3.2)

e as funções f e gab dependem somente das coordenadas tipo espaço r e z.
18
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A métrica (3.1) e seu análogo estacionário são muito importantes, já que várias das soluções

mais relevantes são deste tipo como, por exemplo, as soluções de Schwarzschild e Kerr, a solução

com simetria axial de Weyl e a soluções para ondas ciĺındricas de Einstein-Rosen, entre outras

[35].

As equações de Einstein para esta métrica podem ser estudadas em forma mais conveniente

se fizermos uso das coordenadas nulas (ζ, ξ) dadas por

ζ =
1

2
(z + t), ξ =

1

2
(z − t). (3.3)

Para o determinante da matriz g = (gab) adotamos a restrição

det g = α2, (3.4)

onde consideramos que α é não negativo. O sistema das equações de Einstein se descompõe em

dois grupos de equações. O primeiro pode ser escrito na forma matricial

(αg,ζg
−1),ξ + (αg,ξg

−1),ζ = 0. (3.5)

O segundo grupo expressa o coeficiente f em termos da matriz g através das relações:

(ln f),ζ(lnα),ζ = (lnα),ζζ +
1

4α2
trA2,

(ln f),ξ(lnα),ξ = (lnα),ξξ +
1

4α2
trB2,

(3.6)

onde as matrizes A e B sao definidas por

A = −αg,ζg
−1, B = αg,ξg

−1. (3.7)

A condição de integrabilidade para (3.6) com relação a f é satisfeita se g satisfaz (3.5). É

posśıvel demostrar que esta última equação é equivalente ao sistema de equações

A,ξ − B,ζ = 0,

A,ξ +B,ζ + α−1[A,B]− α,ξα
−1A− α,ζα

−1B = 0,
(3.8)

onde os colchetes denotam o comutador [20].
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3.1 O esquema de integração

A ideia chave do método de Belinski-Zakharov consiste em achar um sistema matricial de

equações relacionado com um problema autovalor-autovetor para certos operadores diferenciais

lineares. Este sistema deve ter como condições de integrabilidade as equações (3.8). Se conse-

guimos resolver este problema linear, podemos achar, seguindo certo algoritmo, a solução do

sistema não-linear [19].

Vamos considerar os seguintes operadores diferenciais

Dζ = ∂ζ −
2α,ζλ

λ− α
∂λ, Dξ = ∂ξ +

2α,ξλ

λ+ α
∂λ, (3.9)

onde λ é um parâmetro complexo independente das coordenadas ζ e ξ. É posśıvel provar que

[Dζ , Dξ] = 0, (3.10)

sempre que α satisfaça a equação de onda

α,ζξ = 0. (3.11)

O sistema que nós associamos às equações (3.8) é dado por

Dζψ =
A

λ− α
ψ, Dξψ =

B

λ+ α
ψ, (3.12)

onde as matrizes A e B não dependem do parâmetro espectral λ. A matriz ψ = ψ(λ, ζ, ξ) é

usualmente chamada de matriz geradora. A matriz g = g(ζ, ξ) é exatamente a matriz geradora

avaliada em λ = 0, ou seja,

g(ζ, ξ) = ψ(0, ζ, ξ). (3.13)

De fato, quando fazemos λ = 0 nas equações (3.9) e (3.12), obtemos (3.7).

Suponha que conheçamos uma solução particular g0(ζ, ξ) das equações (3.4) e (3.5), então

utilizando (3.7) e (3.12) podemos obter a correspondente função geradora ψ0(λ, ζ, ξ). Podemos

construir uma nova solução ψ se assumimos que tem a forma

ψ = χψ0. (3.14)
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A matriz χ é usualmente conhecida como matriz de dispersão. Substituindo (3.14) em (3.12),

temos as equações

Dζχ =
1

λ− α
(Aχ− χA0), Dξχ =

1

λ+ α
(Bχ− χB0) (3.15)

A matriz g(ζ, ξ) que procuramos deve ser real e simétrica. Para assegurar que isso aconteça,

devemos impor duas condições adicionais sobre a matriz de dispersão. A primeira é que χ deve

ser real sobre o eixo real do plano λ. Isto implica que

χ(λ) = χ(λ), ψ(λ) = ψ(λ), (3.16)

onde a barra indica conjugação complexa. A segunda está relacionada com a seguinte pro-

priedade de invariância das soluções do sistema (3.15). Se χ(λ) é solução de (3.15), então a

matriz

χ′(λ) = gχ̃−1(α2/λ)g−1
0 , (3.17)

onde o śımbolo ˜ indica transposição, é também solução de (3.15) sempre que a matriz g seja

simétrica. Podemos reescrever essa equação na forma

g = χ′(λ)g0χ̃(α
2/λ), (3.18)

portanto,

g̃ = χ(α2/λ)g0χ̃′(λ). (3.19)

Se fizermos a mudança λ → α2/λ em (3.18), obtemos

g = χ′(α2/λ)g0χ̃(λ). (3.20)

Assim, se assumimos que χ′(λ) = χ(λ), podemos garantir a simetria da matriz g. A condição

(3.18) então toma a forma

g = χ(λ)g0χ̃(α
2/λ). (3.21)

Vamos exigir também que

lim
λ→∞

χ(λ) = I, (3.22)
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onde I denota a matriz identidade. Com esta condição, temos de (3.21) que

g = χ(0)g0. (3.23)

Nosso problema agora é achar uma solução χ para o sistema (3.15) que verifique as condições

(3.16) e (3.22).

3.2 Construção das soluções solitônicas

Vamos considerar que a matriz de dispersão tenha a seguinte forma

χ = I +
n∑

k=1

Rk

λ− µk

, (3.24)

onde as matrizes Rk e as funções µk não dependem de λ. Esta escolha se justifica no fato de que

para obter soluções solitônicas puras, a matriz χ deve pode ser representada como uma função

racional do parâmetro λ com um número finito n de pólos simples. O ansatz (3.24) satisfaz

também a condição (3.22). A equação (3.23) então se pode escrever como

g(ζ, ξ) = (I −
n∑

k=1

µ−1
k Rk)g0. (3.25)

Se utilizamos (3.24) nas equações (3.15), obtemos expressões que mostram as posições dos

pólos como funções de ζ e ξ. Por esta razão, vamos usar a expressão trajetórias de pólos, invés

de falar simplesmente de pólos. Sendo mais espećıficos, como os lados direitos das equações

(3.15) nos pontos λ = µk têm pólos de primeiro ordem só, enquanto que os lados esquerdos têm

pólos de segunda ordem, temos que os coeficientes dos termos (λ− µk)
−2 são zero. Utilizando

essa condição, obtemos as seguintes equações para as trajetórias dos pólos µk(ζ, ξ):

µk,ζ =
2α,ζµk

α− µk

, µk,ξ =
2α,ξµk

α + µk

. (3.26)

As soluções deste sistema são as ráızes da equação quadrática

µ2
k + 2(β − wk)µk + α2 = 0, (3.27)

onde as wk são constantes complexas arbitrárias, ou seja

µk = (wk − β)±
[
(wk − β)2 − α2

]
. (3.28)
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Neste trabalho consideramos somente ráızes com o signal positivo. Essas ráızes são chamadas

de sólitons.

As equações (3.15) podem ser reescritas na forma

A

λ− α
= (Dζχ)χ

−1 + χ
A0

λ− α
χ−1,

B

λ+ α
= (Dξχ)χ

−1 + χ
B0

λ+ α
χ−1.

(3.29)

Comparando em cada equação os reśıduos nos pólos λ = µk, obtemos a seguinte condição para

as matrizes Rk definidas em (3.24)

Rk,ζχ
−1(µk) +Rk

A0

µk − α
χ−1(µk) = 0,

Rk,ξχ
−1(µk) +Rk

B0

µk + α
χ−1(µk) = 0,

(3.30)

onde utilizamos a expressão

Rkχ
−1(µk) = 0, (3.31)

a qual é obtida da identidade χχ−1 = I, nos pólos λ = µk, já que

I = χχ−1 =

(
I +

n∑

k=1

Rk

λ− µk

)
χ−1 = χ−1 +

n∑

k=1

Rkχ
−1

λ− µk

, (3.32)

que só podemos garantir se a relação (3.31) se verifica. Precisamente, esta última diz que as

matrizes Rk e χ−1 são degeneradas e podemos supor assim que têm a forma

(Rk)ab = n(k)
a m

(k)
b , [χ−1(µk)]ab = q(k)a p

(k)
b , (3.33)

o que implica que

m(k)
a q(k)a = 0. (3.34)

Estamos assumindo que a soma é feita sobre os ı́ndices a, b, c, d. Substituindo as equações (3.33)

em (3.30) e considerando (3.34), obtemos

n(k)
a

[
m

(k)
c,ζ +m

(k)
b

(A0)bc
µk − α

]
q(k)c p

(k)
d = 0,

n(k)
a

[
m

(k)
c,ξ +m

(k)
b

(B0)bc
µk + α

]
q(k)c p

(k)
d = 0.

(3.35)
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Para que estas equações sejam válidas para todo n
(k)
a e para todo p

(k)
d , devemos ter que

[
m

(k)
a,ζ +m

(k)
b

(A0)ba
µk − α

]
q(k)a = 0,

[
m

(k)
a,ξ +m

(k)
b

(B0)ba
µk + α

]
q(k)a = 0.

(3.36)

Estas equações determinam a evolução dos vetores m
(k)
a . Uma solução de (3.36) para estos

vetores é dada por

m(k)
a = m

(k)
0b (Mk)ba, (3.37)

onde

Mk = (ψ−1
0 )λ=µk

= ψ−1
0 (µk, ζ, ξ). (3.38)

Os m
(k)
0b são vetores constantes complexos arbitrários, e são as vezes chamados de vetores de

Belinski-Zakharov, ou simplesmente de BZ-vetores.

Avaliamos a relação obtida ao substituir (3.24) em (3.21), nos pontos λ = α2/µk, para obter

o seguinte sistema de n equações matriciais algébricas, satisfeito pelas matrizes Rk

Rkg0

[
I +

n∑

l=1

(α2 − µkµl)
−1µkR̃l

]
= 0, (3.39)

onde k = 1, . . . , n. Fazendo uso desta equação e da relação para Rk dada por (3.33), obtemos

o sistema linear para os vetores n
(k)
a

n∑

l=1

Γkln
(l)
a = µ−1

k m(k)
c (g0)ca, (3.40)

onde os elementos da matriz simétrica Γkl são

Γkl = −m(k)
c m

(l)
b (g0)cb(α

2 − µkµl)
−1. (3.41)

Se Πkl denota a inversa da matriz Γkl, obtemos de (3.40) que

n(k)
a =

n∑

l=1

µ−1
l ΠklN

(l)
a , (3.42)

onde

N (l)
a = m(l)

a (g0)ca. (3.43)
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Portanto, as componentes métricas gab são:

gab = (g0)ab −
n∑

k,l=1

µ−1
k µ−1

l ΠklN
(k)
a N

(l)
b . (3.44)

Das equações (3.29), obtemos que

A = 2ααζ

[
n∑

k=1

(α− µk)
−2Rk

]
χ−1(α) + χ(α)A0χ

−1(α),

B = 2ααξ

[
n∑

k=1

(α + µk)
−2Rk

]
χ−1(−α) + χ(α)B0χ

−1(−α).

(3.45)

substituindo estas expressões em (3.6), podemos achar a componente f por integração direta.

O resultado obtido utilizando indução para a componente fn da solução n-solitônica é

f = Cnf0α
n

(
n∏

k=1

µ2
k

)[
n∏

k=1

(µ2
k − α2)

]
−1

det Γkl, (3.46)

onde Cn é uma constante arbitrária, f0 é a solução inicial para f correspondente a g0 e k, l =

1, . . . , n.

A nossa tarefa ainda não está completa já que, geralmente, o determinante da matriz gab

dada por (3.44) não é exatamente igual a α2, tal como é exigido por (3.4). Para resolver este

problema, primeiro devemos obter o determinante da matriz g. Este pode ser calculado usando

indução, e seu resultado é

det g = α2n

(
n∏

k=1

µ−2
k

)
det g0 = α2n+2

n∏

k=1

µ−2
k . (3.47)

O determinante para a matriz g(ph) dada por

g(ph) = α(det g)−1/2g (3.48)

é precisamente α2. Então, substituindo (3.47) nesta equação, obtemos a solução que estamos

procurando, à qual chamaremos de matriz g f́ısica, e é dada por

g(ph) = α

(
α2n+2

n∏

k=1

µ−2
k

)
−1/2

g = α−n

(
n∏

k=1

µk

)
g. (3.49)
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Para calcular a componente f́ısica f (ph), substituimos nas equações (3.6) as matrizes A(ph) e

B(ph) dadas por

A(ph) = A− α
{
ln[α(det g)−1/2]

}
,ζ
I,

B(ph) = B + α
{
ln[α(det g)−1/2]

}
,ξ
I,

(3.50)

onde A e B são definidos por (3.7), com g dada por (3.44). Obtemos que

f (ph) = fα1/2F, (3.51)

onde f é dado por (3.46) e F é definido pelas equações

(lnF ),ζ = − α

8α,ζ

[
(ln det g),ζ

]2
, (lnF ),ξ = − α

8α,ξ

[
(ln det g),ξ

]2
. (3.52)

Substituindo (3.47) nestas equações e integrando, obtemos

F = CFα
−(n2+2n+1)/2

(
n∏

k=1

µk

)n−1[ n∏

k=1

(µ2
k − α2)

][
n∏

k>l=1

(µk − µl)
−2

]
, (3.53)

onde CF é uma constante arbitrária. Portanto,

f (ph) = Cff0α
−n2/2

(
n∏

k=1

µk

)n+1[ n∏

k>l=1

(µk − µl)
−2

]
det Γkl, (3.54)

onde Cf é uma constante arbitrária e o produto

n∏

k>l=1

(µk − µl)
−2 (3.55)

é igual a 1 para n = 1. A solução n-solitônica tem então a forma

ds2 = f (ph)(dz2 − dt2) + g
(ph)
ab dxadxb, (3.56)

onde f (ph) e g
(ph)
ab estão dados por (3.49) e (3.44), respectivamente.

O método apresentado neste caṕıtulo pode ser estendido para dimensões D ≥ 4, mas com a

significativa restrição de que os espaço-tempos a serem estudados devem depender somente de

duas variáveis. Vamos considerar então que o nosso espaço-tempo (3.1) possui D − 2 campos
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vetoriais comutativos de Killing, ou seja, os ı́ndices a e b tomam os valores 1, 2, ..., D − 2.

Claramente isto significa que gab(t, z) é uma matriz (D − 2) × (D − 2). O determinante de g

continua tendo o mesmo valor α2. As equações de Einstein são equivalentes ao sistema dado

por (3.5), (3.6) e (3.7), com a diferença de que as matrizes A e B são agora de tamanho

(D − 2) × (D − 2). A função α(t, z) deve satisfazer a equação de onda (3.11). As fórmulas

obtidas para a construção das soluções solitônicas continuam sendo as mesmas, com exceção de

(3.50) e das expressões (3.49) e (3.54) que fornecem a solução f́ısica. Como det g é dado ainda

por (3.47), temos que

g(ph) = α−2n/(D−2)

(
n∏

k=1

µk

)2/(D−2)

g. (3.57)

A expressão para f (ph) achada por Verdaguer [19], é

f (ph) =Cff0α
−n(n+4−D)/(D−2) det(Γkl)

n∏

k=1

[
µ
2(n−3+D)/(D−2)
k (µ2

k − α2)(4−D)/(D−2)
]

×
n∏

k,l=1;k>l

(µk − µl)
4/(2−D),

(3.58)

onde a constante Cf é introduzida para corrigir o valor f́ısico de f (ph) se necessário.



4
Soluções Solitônicas

4.1 Equações de Einstein D-dimensionais

Neste caṕıtulo, vamos considerar métricas da forma

ds2 = eΣ(dρ2 + ǫdτ 2) + h

N∑

i=1

[
ηifi(dϕi + widξi)

2 +
1

fi
dξ2i

]
, (4.1)

onde as funções Σ, h fi,wi dependem de τ e ρ só, ǫ = ±1, ηi = ±1 e i = 1, · · · , N . Esta métrica

é ligeiramente diferente da considerada no Caṕıtulo 2, para ter compatibilidade de sinais com as

transformações (4.17) e (4.18) que utilizaremos na seguinte seção. Também, como neste caṕıtulo

vamos aplicar o método de Belinski-Zakharov a extensões das métricas de Einstein-Rosen, Weyl

e van Stockum, então vamos supor que

u = hN = τ. (4.2)

A partir das equações de Einstein no vácuo para a métrica (4.1), verificamos que as funções

fi, wi e h satisfazem as equações diferenciais,

[
τ
(fi,τ
fi

− ηif
2
i wiwi,τ

)]

,τ

+ ǫ

[
τ
(fi,τ
fi

− ηif
2
i wiwi,ρ

)]

,ρ

= 0, (4.3)

(τf 2
i wi,τ ),τ + ǫ(τf 2

i wi,ρ),ρ = 0. (4.4)
28
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Uma conta direta mostra que a escolha u = τ satisfaz

u,ττ + ǫu,ρρ = 0, (4.5)

e faz que

Φ = u2
,τ + ǫu2

,ρ = 1. (4.6)

Assim, achamos que a função Σ pode ser escrita como

Σ =
1− 2N

2N
ln u+

1

2

∫
τ [Θdτ + 2Υdρ], (4.7)

onde

Θ =
N∑

i=1

[
f−2
i (f 2

i,τ − ǫf 2
i,ρ) + ηif

2
i (w

2
i,τ − ǫw2

i,ρ)
]
, (4.8)

Υ =
N∑

i=1

(f−2
i fi,τfi,ρ + ηif

2
i wi,τwi,ρ), (4.9)

As equações (4.3) and (4.4) podem ser escritas na forma mais compacta

(τγ,τγ
−1),τ + ǫ(τγ,ργ

−1),ρ = 0 (4.10)

onde γ é a matriz 2N × 2N -dimensional diagonal por blocos,

γ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

γ1 0 0

0
. . . 0

0 0 γN

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (4.11)

com

γi = ηih

⎛
⎝ fi fiwi

fiwi fiw
2
i + ηif

−1
i

⎞
⎠ . (4.12)

A matriz γ é simétrica e seu determinante é

det γ = τ 2
N∏

i=1

ηi. (4.13)

Assumimos também, por razões de compatibilidade de sinais com a condição (3.4), que os ηi

são escolhidos de tal forma que
N∏

i=1

ηi = −ǫ. (4.14)
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A equação (4.7) pode ser escrita em termos da matriz γ como,

Σ[γ] = ln
1

u
+

1

4

∫
1

τ

{
tr
[
U2(γ) + ǫV 2(γ)

]
dτ + 2 tr

[
U(γ)V (γ)

]
dρ
}
, (4.15)

onde

U(γ) = τγ,τγ
−1, V (γ) = τγ,ργ

−1. (4.16)

4.2 Semente Einstein-Rosen-Weyl (ERW)

Nesta seção, estudaremos as soluções 1-sóliton e 2-sóliton para a semente Einstein-Rosen-

Weyl no caso 6-dimensional. Lembremos que as soluções n-sóliton em dimensão D tem a forma

(3.56), onde f (ph) é dado por (3.58) e g
(ph)
ab está dada por (3.44) e (3.57). Na notação deste

caṕıtulo estamos considerando que g = γ. Inicialmente, para trabalhar em coordenadas mais

apropriadas ao nosso problema atual, vamos introduzir as seguintes transformações:

ζ = (ρ+ i
√
ǫτ)/2, ξ = (ρ− i

√
ǫτ)/2, (4.17)

A = −U − iV, B = −U + iV. (4.18)

Utilizamos também que

α =
√
−ǫτ, β = ρ. (4.19)

As matrizes A e B são definidas em (3.7). A equação (3.4) toma a forma

det γ = α2 = −ǫτ 2. (4.20)

Utilizando estas transformações, o sistema (3.12) pode ser escrito como

Dτψ =
τU + λV

τ 2 + ǫλ2
ψ, Dρψ =

τV − ǫλU

τ 2 + ǫλ2
ψ, (4.21)

em que

Dτ ≡ ∂τ +
2λτ

τ 2 + ǫλ2
∂λ, Dρ ≡ ∂ρ −

2ǫλ2

τ 2 + ǫλ2
∂λ. (4.22)

Uma conta direta mostra que

[Dτ , Dρ] = 0. (4.23)
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Como a matriz γ é diagonal por blocos podemos assumir que a matriz ψ, solução do sistema

(4.21), é também diagonal por blocos. Assim,

ψ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

ψ1 0 0

0
. . . 0

0 0 ψN

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (4.24)

onde cada bloco ψi verifica o sistema

Dτψi =
τUi + λVi

τ 2 + ǫλ2
ψi, Dρψi =

τVi − ǫλUi

τ 2 + ǫλ2
ψi, (4.25)

com Ui e Vi dadas pelas equações (4.16). Fazendo as seguintes mudanças de função:

Λi = (τ 2 − 2ǫλρ− ǫλ2)−1/2Nψi, (4.26)

para i = 1, . . . , N , nossos sistemas (4.25) tomam a forma

DτΛi =
τ(Ui − 1

N
I2) + λVi

τ 2 + ǫλ2
Λi, DρΛi =

τVi − ǫλ(Ui − 1
N
I2)

τ 2 + ǫλ2
Λi, (4.27)

onde I2 é a matriz identidade de ordem 2. Assim, se Λ é a matriz diagonal por blocos

Λ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

Λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 ΛN

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (4.28)

temos que Λ é a solução do sistema

DτΛ =
τ(U − 1

N
I2N) + λV

τ 2 + ǫλ2
Λ, DρΛ =

τV − ǫλ(U − 1
N
I2N)

τ 2 + ǫλ2
Λ. (4.29)

Esta matriz deve verificar a condição inicial

Λ |λ=0=
γ

h
. (4.30)

Solução 1-sóliton para a semente ERW

Inicialmente, vamos estudar a solução 1-sóliton para a semente Einstein-Rosen-Weyl (ERW)

6-dimensional dada por

ds2 = eΣ0(dρ2 + ǫdτ 2) +
√
τ

2∑

i=1

[
ηi exp(φi)dϕ

2
i + exp(−φi)dξ

2
i

]
, (4.31)
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onde φ1 e φ2 são funções das coordenadas (ρ, τ) e o termo Σ0 é dado por

Σ0 = −3

4
ln(τ) +

1

2

∫
τ

[
2∑

i=1

(φ2
i,τ − ǫφ2

i,ρ)dτ + 2
2∑

i=1

(φi,τφi,ρ)dρ

]
. (4.32)

Podemos reescrever esta métrica na forma matricial

ds2 = eΣ0(dρ2 + ǫdτ 2) + (γ0)abdx
adxb, (4.33)

em que

γ0 = h

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

η1 exp(φ1) 0 0 0

0 exp(−φ1) 0 0

0 0 η2 exp(φ2) 0

0 0 0 exp(−φ2)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4.34)

com h =
√
τ .

Nossa mudança de função (4.26) neste caso é

Λ = sψ, (4.35)

onde

s = (τ 2 − 2ǫλρ− ǫλ2)−1/4 (4.36)

Para cada submatriz Λi temos o sistema

DτΛi =
τ 2φi,τ + λτφi,ρ

τ 2 + ǫλ2
I2Λi, DρΛi =

τ 2φi,ρ − ǫλτφi,τ

τ 2 + ǫλ2
I2Λi, (4.37)

com

I2 =

⎛
⎝1 0

0 −1

⎞
⎠ (4.38)

Sem perda de generalidade, podemos considerar que para i a matriz Λi tem a forma

Λi =

⎛
⎝ηi exp(Fi) 0

0 exp(−Fi))

⎞
⎠ (4.39)
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para certa função Fi. É fácil verificar que Λi é solução de (4.37) se Fi é solução do seguinte

sistema

DτFi =
τ 2φi,τ + λτφi,ρ

τ 2 + ǫλ2
,

DρFi =
τ 2φi,ρ − ǫλτφi,τ

τ 2 + ǫλ2
,

Fi |λ=0 = φi.

(4.40)

Para encontrar as soluções sóliton, precisamos somente

F(i)k = Fi |λ=µk
. (4.41)

Considerando (3.26), achamos que as equações (4.40) ao longo dos pólos são reduzidas a

∂τF(i)k =
τ

2µk

(µk,τφi,τ − ǫµk,ρφi,ρ),

∂ρF(i)k =
τ

2µk

(µk,τφi,ρ + µk,ρφi,τ ).
(4.42)

Portanto,

F(i)k =

∫
τ

2µk

[
(µk,τφi,τ − ǫµk,ρφi,ρ)dτ + (µk,τφi,ρ + µk,ρφi,τ )dρ

]
. (4.43)

A partir de (4.26),(4.36) e (4.39), obtemos os blocos

M
(k)
i = ψ−1

i |λ=µk
= sk

⎛
⎝ηi exp(−F(i)k) 0

0 exp(F(i)k)

⎞
⎠ , (4.44)

da matriz

M (k) =

⎛
⎝M

(k)
1 0

0 M
(k)
2

⎞
⎠ . (4.45)

O termo sk em (4.44) é simplesmente

sk = s |λ=µk
(4.46)

Seguindo o procedimento descrito no caṕıtulo anterior, obtemos

m
(k)
1 = skp(1)k exp(−F(1)k),

m
(k)
2 = skq(1)k exp(F(1)k),

m
(k)
3 = skp(2)k exp(−F(2)k),

m
(k)
4 = skq(2)k exp(F(2)k).

(4.47)
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N
(k)
1 = hskη1p(1)k exp(φ1 − F(1)k),

N
(k)
2 = hskq(1)k exp(F(1)k − φ1),

N
(k)
3 = hskη2p(2)k exp(φ2 − F(2)k),

N
(k)
4 = hskq(2)k exp(F(2)k − φ2).

(4.48)

onde usamos a notação

m
(k)
01 = η1p(1)k,

m
(k)
02 = q(1)k,

m
(k)
03 = η2p(2)k,

m
(k)
04 = q(2)k.

(4.49)

No caso 1-sóliton, precisamos achar Γ11 só. Para a atual semente, temos que

Γ11 =
hs21

µ2
1 + ǫτ 2

[
η1p

2
(1)1 exp(φ1 − 2F(1)1) + q2(1)1 exp(2F(1)1 − φ1)+

+ η2p
2
(2)1 exp(φ2 − 2F(2)1) + q2(2)1 exp(2F(2)1 − φ2)

] (4.50)

É conveniente usar a notação

Δ11 =η1p
2
(1)1 exp(φ1 − 2F(1)1) + q2(1)1 exp(2F(1)1 − φ1)+

+ η2p
2
(2)1 exp(φ2 − 2F(2)1) + q2(2)1 exp(2F(2)1 − φ2)

(4.51)

para obter

Γ11 =
hs21

µ2
1 + ǫτ 2

Δ11. (4.52)

As componentes de nossa matriz γ1 são dadas por

(γ1)ab = (γ0)ab −
N

(1)
a N

(1)
b

µ2
1Γ11

(4.53)

onde a, b = 1, 2, 3, 4; e o determinante de γ1 é

det(γ1) = −ǫ
τ 2

µ2
1

det(γ0) =
τ 4

µ2
1

, (4.54)

já que det(γ0) = −ǫτ 2. Portanto, para garantir que det(γ1) e det(γ0) têm o mismo sinal, vamos

exigir que ǫ = −1. Assim, a matriz γ
(ph)
1 é dada por

γ
(ph)
1 =

√
µ1

τ
γ1. (4.55)
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Portanto, usando (4.2), as componentes da matriz γ
(ph)
1 são,

(γ
(ph)
1 )11 =

√
µ1

[
η1 exp(φ1)−

p2(1)1(µ
2
1 − τ 2) exp(2φ1 − 2F(1)1)

µ2
1Δ11

]
,

(γ
(ph)
1 )12 =

√
µ1

[
−η1p(1)1q(1)1(µ

2
1 − τ 2)

µ2
1Δ11

]
,

(γ
(ph)
1 )13 =

√
µ1

[
−η1p(1)1η2p(2)1(µ

2
1 − τ 2) exp(φ1 − F(1)1 + φ2 − F(2)1)

µ2
1Δ11

]
,

(γ
(ph)
1 )14 =

√
µ1

[
−η1p(1)1q(2)1(µ

2
1 − τ 2) exp(F(1)1 − φ1 + F(2)1 − φ2)

µ2
1Δ11

]
,

(γ
(ph)
1 )22 =

√
µ1

[
exp(−φ1)−

q2(1)1(µ
2
1 − τ 2) exp(2F(1)1 − 2φ1)

µ2
1Δ11

]
,

(4.56)

(γ
(ph)
1 )23 =

√
µ1

[
−η2p(2)1q(1)1(µ

2
1 − τ 2) exp(F(1)1 − φ1 + φ2 − F(2)1)

µ2
1Δ11

]
,

(γ
(ph)
1 )24 =

√
µ1

[
−q(1)1q(2)1(µ

2
1 − τ 2) exp(F(1)1 − φ1 + F(2)1 − φ2)

µ2
1Δ11

]
,

(γ
(ph)
1 )33 =

√
µ1

[
η2 exp(φ2)−

p2(2)1(µ
2
1 − τ 2) exp(2φ2 − 2F(2)1)

µ2
1Δ11

]
,

(γ
(ph)
1 )34 =

√
µ1

[
−η2p(2)1q(2)1(µ

2
1 − τ 2)

µ2
1Δ11

]
,

(γ
(ph)
1 )44 =

√
µ1

[
exp(−φ2)−

q2(2)1(µ
2
1 − τ 2) exp(2F(2)1 − 2φ2)

µ2
1Δ11

]
.

(4.57)

Para calcular o termo Σ
(ph)
n , utilizamos a equação (3.54) e a transformação (4.19). Em nosso

caso particular, obtemos

Σ
(ph)
1 = Σ0 + ln

{
µ2
1

√
τ

µ2
1 − τ 2

Γ11

}
. (4.58)

No caso que ǫ = 1, obtemos uma métrica com signatura incorreta. No entanto, ainda é

posśıvel obter soluções 1-sóliton se tomamos uma semente que satisfaz a condição det(γ0) = −τ 2.

Os primeiros exemplos de soluções deste tipo foram obtidos por Verdaguer [20].

Para finalizar esta seção, apresentaremos um caso particular para a solução 1-sóliton com

semente ERW no caso 6-dimensional. Neste exemplo, com a escolha φ2 = ln τ , o bloco 2 será
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da forma Kasner.

1-sóliton ERW 6-dim com φ1 = 0 e φ2 = ln τ , ǫ = −1

Temos que F(1)1 = 0 e F(2)1 = ln
√
µ1 e

Δ11 = η1p
2
(1)1 + η2p

2
(2)1

(
τ

µ1

)
+ q2(1)1 + q2(2)1

(
µ1

τ

)
. (4.59)

Introduzimos a seguinte notação, que será utilizada no resto do caṕıtulo:

Δ̃lk =
Δlk

µlµk + ǫτ 2
. (4.60)

As componentes de γ1 são,

(γ
(ph)
1 )11 =

√
µ1

[
η1 −

p2(1)1

µ2
1Δ̃11

]
,

(γ
(ph)
1 )12 =

√
µ1

[
−η1p(1)1q(1)1

µ2
1Δ̃11

]
,

(γ
(ph)
1 )13 = −η1p(1)1η2p(2)1τ

µ2
1Δ̃11

,

(γ
(ph)
1 )14 = −η1p(1)1q(2)1

τµ1Δ̃11

,

(γ
(ph)
1 )22 =

√
µ1

[
1−

q2(1)1

µ2
1Δ̃11

]
,

(4.61)

(γ
(ph)
1 )23 = −η2p(2)1q(1)1τ

µ2
1Δ̃11

,

(γ
(ph)
1 )24 = −q(1)1q(2)1

τµ1Δ̃11

,

(γ
(ph)
1 )33 =

√
µ1

[
η2τ −

p2(2)1τ
2

µ3
1Δ̃11

]
,

(γ
(ph)
1 )34 =

√
µ1

[
−η2p(2)1q(2)1

µ2
1Δ̃11

]
,

(γ
(ph)
1 )44 =

√
µ1

[
1

τ
−

q2(2)1

τ 2µ1Δ̃11

]
.

(4.62)

O termo Σ
(ph)
1 é

Σ
(ph)
1 = −1

4
ln τ + ln

{
µ2
1

√
τ

µ2
1 − τ 2

Γ11

}
. (4.63)
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Solução 2-sóliton para a semente ERW

Como no caso 1-sóliton, vamos considerar inicialmente a solução semente dada por (4.34) e

(4.32). O procedimento é basicamente o mesmo utilizado no caso 1-sóliton, somente necessita-

mos calcular alguns termos adicionais.

Seja Γ a matriz

Γ =

⎛
⎝Γ11 Γ12

Γ12 Γ22

⎞
⎠ (4.64)

onde Γlk e dada por (3.41). Para nossa atual semente, temos que

Γ11 = hs21Δ̃11 =
hs21

µ2
1 + ǫτ 2

[
η1p

2
(1)1 exp(φ1 − 2F(1)1) + q2(1)1 exp(2F(1)1 − φ1)+

+ η2p
2
(2)1 exp(φ2 − 2F(2)1) + q2(2)1 exp(2F(2)1 − φ2)

]
,

Γ22 = hs22Δ̃22 =
hs22

µ2
2 + ǫτ 2

[
η1p

2
(1)2 exp(φ1 − 2F(1)2) + q2(1)2 exp(2F(1)2 − φ1)+

+ η2p
2
(2)2 exp(φ2 − 2F(2)2) + q2(2)2 exp(2F(2)2 − φ2)

]
,

Γ12 = hs1s2Δ̃12 =
hs1s2

µ1µ2 + ǫτ 2

[
η1p(1)1p(1)2 exp(φ1 − F(1)1 − F(1)2)

+ q(1)1q(1)2 exp(F(1)1 + F(1)2 − φ1)

+ η2p(2)1p(2)2 exp(φ2 − F(2)1 − F(2)2)

+ q(2)1q(2)2 exp(F(2)1 + F(2)2 − φ2)
]
.

As componentes de nossa matriz γ2 são dadas por

(γ2)ab = (γ0)ab −
N

(1)
a N

(1)
b Γ22

µ2
1 det(Γ)

− N
(2)
a N

(2)
b Γ11

µ2
2 det(Γ)

+
Γ12

µ1µ2 det(Γ)
[N (1)

a N
(2)
b +N (2)

a N
(1)
b ]. (4.65)

onde a, b = 1, 2, 3, 4; e o determinante de γ2 é

det(γ2) =
τ 4

µ2
1µ

2
2

det(γ0). (4.66)

Então, a matriz f́ısica γ
(ph)
2 é

γ
(ph)
2 =

√
µ1µ2

τ

1

h
γ2. (4.67)
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Portanto, as componentes da matriz γ
(ph)
2 são

(γ
(ph)
2 )11 =

√
µ1µ2

τ

{
η1 exp(φ1)−

1

det(Δ̃)
[Δ̃22p̃

2
(1)1 + Δ̃11p̃

2
(1)2 − 2Δ̃12p̃(1)1p̃(1)2]

}
,

(γ
(ph)
2 )12 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22p̃(1)1q̃(1)1 + Δ̃11p̃(1)2q̃(1)2 − Δ̃12[p̃(1)1q̃(1)2 + p̃(1)2q̃(1)1]

}
,

(γ
(ph)
2 )13 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22p̃(1)1p̃(2)1 + Δ̃11p̃(1)2p̃(2)2 − Δ̃12[p̃(1)1p̃(2)2 + p̃(1)2p̃(2)1]

}
,

(γ
(ph)
2 )14 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22p̃(1)1q̃(2)1 + Δ̃11p̃(1)2q̃(2)2 − Δ̃12[p̃(1)1q̃(2)2 + p̃(1)2q̃(2)1]

}
,

(γ
(ph)
2 )22 =

√
µ1µ2

τ

{
exp(−φ1)−

1

det(Δ̃)
[Δ̃22q̃

2
(1)1 + Δ̃11q̃

2
(1)2 − 2Δ̃12q̃(1)1q̃(1)2]

}
,

(4.68)

(γ
(ph)
2 )23 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22p̃(2)1q̃(1)1 + Δ̃11p̃(2)2q̃(1)2 − Δ̃12[p̃(2)2q̃(1)1 + p̃(2)1q̃(1)2]

}
,

(γ
(ph)
2 )24 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22q̃(1)1q̃(2)1 + Δ̃11q̃(1)2q̃(2)2 − Δ̃12[q̃(1)1q̃(2)2 + q̃(1)2q̃(2)1]

}
,

(γ
(ph)
2 )33 =

√
µ1µ2

τ

{
η2 exp(φ2)−

1

det(Δ̃)
[Δ̃22p̃

2
(2)1 + Δ̃11p̃

2
(2)2 − 2Δ̃12p̃(2)1p̃(2)2]

}
,

(γ
(ph)
2 )34 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22p̃(2)1q̃(2)1 + Δ̃11p̃(2)2q̃(2)2 − Δ̃12[p̃(2)1q̃(2)2 + p̃(2)2q̃(2)1]

}
,

(γ
(ph)
2 )44 =

√
µ1µ2

τ

{
exp(−φ2)−

1

det(Δ̃)
[Δ̃22q̃

2
(2)1 + Δ̃11q̃

2
(2)2 − 2Δ̃12q̃(2)1q̃(2)2]

}
,

(4.69)

onde utilizamos a notação,

p̃(j)k =
ηjp(j)k
µk

exp(φj − F(j)k), (4.70)

q̃(j)k =
q(j)k
µk

exp(F(j)k − φj), (4.71)

para j, k = 1, 2, e

det(Δ̃) = Δ̃11Δ̃22 − Δ̃2
12. (4.72)

O termo Σ
(ph)
2 é dado por,

Σ
(ph)
2 = Σ0 + ln

{
(µ1µ2)

5/2(µ2
1 + ǫτ 2)−1/2(µ2

2 + ǫτ 2)−1/2(µ2 − µ1)
−1 det Γ

}
(4.73)
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2-sóliton ERW 6-dim com φ1 = 0 e φ2 = ln τ , ǫ = −1

Neste caso, F(1)1 = F(1)2 = 0, F(2)1 = ln
√
µ1 e F(2)2 = ln

√
µ2. Então, de (4.70) temos que

p̃(1)1 =
η1p(1)1
µ1

exp(φ1 − F(1)1) =
η1p(1)1
µ1

,

p̃(1)2 =
η1p(1)2
µ2

exp(φ1 − F(1)2) =
η1p(1)2
µ2

,

p̃(2)1 =
η2p(2)1
µ1

exp(φ2 − F(2)1) =
η2p(2)1
µ1

( τ√
µ1

)
,

p̃(2)2 =
η2p(2)2
µ2

exp(φ2 − F(2)2) =
η2p(2)2
µ2

( τ√
µ2

)
,

(4.74)

q̃(1)1 =
q(1)1
µ1

exp(F(1)1 − φ1) =
q(1)1
µ1

,

q̃(1)2 =
q(1)2
µ2

exp(F(1)2 − φ1) =
q(1)2
µ2

,

q̃(2)1 =
q(2)1
µ1

exp(F(2)1 − φ2) =
q(2)1
µ1

(√µ1

τ

)
,

q̃(2)2 =
q(2)2
µ2

exp(F(2)2 − φ2) =
q(2)2
µ2

(√µ2

τ

)
,

(4.75)

e as componentes Δ̃lk são

Δ̃11 =
1

µ2
1 − τ 2

[
η1p

2
(1)1 + q2(1)1 + η2p

2
(2)1

( τ

µ1

)
+ q2(2)1

(µ1

τ

)]
,

Δ̃22 =
1

µ2
2 − τ 2

[
η1p

2
(1)2 + q2(1)2 + η2p

2
(2)2

( τ

µ2

)
+ q2(2)2

(µ2

τ

)]
,

Δ̃12 =
1

µ1µ2 − τ 2

[
η1p(1)1p(1)2 + q(1)1q(1)2 + η2p(2)1p(2)2

( τ√
µ1µ2

)
+ q(2)1q(2)2

(√µ1µ2

τ

)]
.

(4.76)

precisamos somente substituir essas expressões nas equações (4.68) para obter as componentes

de γ
(ph)
2 . O termo Σ

(ph)
2 é dado por,

Σ
(ph)
2 = −1

4
ln τ + ln

{
(µ1µ2)

5/2(µ2
1 − τ 2)−1/2(µ2

2 − τ 2)−1/2(µ2 − µ1)
−1 det Γ

}
(4.77)

4.3 Semente van Stockum (vS)

Vamos considerar a semente van Stockum (vS) em dimensão 6 dada por

ds2 = eΣ0(dρ2 + ǫdτ 2) +
√
τ

2∑

i=1

[
φidϕ

2
i + 2dϕidξi

]
, (4.78)
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onde φ1 e φ2 são funções das coordenadas (ρ, τ) e o termo Σ0 é dado por

Σ0 = −3

4
ln τ. (4.79)

As funções φi devem satisfazer a seguinte condição:

φi,ττ +
1

τ
φi,τ + ǫφi,ρρ = 0. (4.80)

Podemos reescrever esta métrica na forma matricial

ds2 = eΣ0(dρ2 + ǫdτ 2) + (γ0)abdx
adxb, (4.81)

onde

γ0 = h

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

φ1 1 0 0

1 0 0 0

0 0 φ2 1

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4.82)

com h =
√
τ .

Fazendo a mudança de variável (4.26), com N = 2, para cada submatriz Λi obtemos o

sistema

DτΛi =
τ 2φi,τ + λτφi,ρ

τ 2 + ǫλ2
CΛi, DρΛi =

τ 2φi,ρ − ǫλτφi,τ

τ 2 + ǫλ2
CΛi, (4.83)

onde

C =

⎛
⎝0 1

0 0

⎞
⎠ (4.84)

Se considerarmos que para cada i a matriz Λi tem a forma

Λi =

⎛
⎝Fi 1

1 0

⎞
⎠ , (4.85)

para certa função Fi. Então temos que, como no caso ERW, Λi é solução de (4.83) sempre que

Fi seja solução do sistema (4.40). Para obter soluções sóliton, de novo precisarmos da condição
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(4.41), achando a expressão dada por (4.43). Nossa matriz Λ tem então a forma,

Λ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

F(1)k 1 0 0

1 0 0 0

0 0 F(2)k 1

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4.86)

onde estão as F(i)k dadas por (4.41). A matriz M (k) neste caso é

M (k) = ψ−1 = sk

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

1 −F(1)k 0 0

0 0 0 1

0 0 1 −F(2)k

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4.87)

onde sk é dado por (4.46).

Seguindo o nosso algoritmo, obtemos

m
(k)
1 = skq(1)k,

m
(k)
2 = sk(p(1)k − q(1)kF(1)k),

m
(k)
3 = skq(2)k,

m
(k)
4 = sk(p(2)k − q(2)kF(2)k).

(4.88)

N
(k)
1 = hsk

[
p(1)k − q(1)k(φ1 − F(1)k)

]
,

N
(k)
2 = hskq(1)k,

N
(k)
3 = hsk

[
p(2)k − q(2)k(φ2 − F(2)k)

]
,

N
(k)
4 = hskq(2)k,

(4.89)

onde utilizamos a notação (4.49).

Também temos que Γ11 = hs1Δ̃11, com

Δ̃11 =
1

µ2
1 + ǫτ 2

{
q2(1)1φ1 + 2(p(1)1q(1)1 − q2(1)1F(1)1) + q2(2)1φ2 + 2(p(2)1q(2)1 − q2(2)1F(2)1)

}
. (4.90)
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Tendo em conta que o determinante da matriz γ1, cujas componentes são dadas por (4.53),

para a semente vS é o mesmo que o obtido para o caso ERW, ou seja

det(γ1) = −ǫ
τ 2

µ2
1

det(γ0), (4.91)

e considerando ǫ = −1, então temos que as componentes da matriz f́ısica γ
(ph)
1 , neste caso, são

(γ
(ph)
1 )11 =

√
µ1

{
φ1 −

1

µ2
1Δ̃11

[
p(1)1 + q(1)1(φ1 − F(1)1)

]2
}
,

(γ
(ph)
1 )12 =

√
µ1

{
1− 1

µ2
1Δ̃11

[
p(1)1 + q(1)1(φ1 − F(1)1)

]
q(1)1

}
,

(γ
(ph)
1 )13 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

[
p(1)1 + q(1)1(φ1 − F(1)1)

][
p(2)1 + q(2)1(φ2 − F(2)1)

]}
,

(γ
(ph)
1 )14 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

[
p(1)1 + q(1)1(φ1 − F(1)1)

]
q(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )22 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q2(1)1

}
,

(γ
(ph)
1 )23 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q(1)1
[
p(2)1 + q(2)1(φ2 − F(2)1)

]}
,

(γ
(ph)
1 )24 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q(1)1q(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )33 =

√
µ1

{
φ2 −

1

µ2
1Δ̃11

[
p(2)1 + q(2)1(φ2 − F(2)1)

]2
}
,

(γ
(ph)
1 )34 =

√
µ1

{
1− 1

µ2
1Δ̃11

[
p(2)1 + q(2)1(φ2 − F(2)1)

]
q(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )44 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q2(2)1

}
.

(4.92)

O termo Σ
(ph)
1 é dado por

Σ
(ph)
1 = −3

4
ln τ + ln

{
µ2
1

√
τ

µ2
1 − τ 2

Γ11

}
. (4.93)

1-sóliton vS 6-dim para ǫ = −1, φ1 = φ2 = 0

Para esta escolha de funções φi, a mais simples posśıvel, temos que F(1)1 = F(2)1 = 0, então

Δ̃11 =
2

µ2
1 − τ 2

[p(1)1q(1)1 + p(2)1q(2)1], (4.94)
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(γ
(ph)
1 )11 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

p2(1)1

}
,

(γ
(ph)
1 )12 =

√
µ1

{
1− 1

µ2
1Δ̃11

p(1)1q(1)1

}
,

(γ
(ph)
1 )13 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

p(1)1p(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )14 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

p(1)1q(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )22 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q2(1)1

}
,

(γ
(ph)
1 )23 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q(1)1p(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )24 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q(1)1q(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )33 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

p2(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )34 =

√
µ1

{
1− 1

µ2
1Δ̃11

p(2)1q(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )44 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q2(2)1

}
,

(4.95)

e o coeficiente Σ
(ph)
1 é

Σ
(ph)
1 = −3

4
ln τ + ln

{
µ2
1

√
τ

µ2
1 − τ 2

Γ11

}
. (4.96)

Solução 2-sóliton para a semente vS

Para esta semente, temos que

Γ11 = hs21Δ̃11 =
hs21

µ2
1 + ǫτ 2

[
q2(1)1φ1 + 2q(1)1(p(1)1 − q(1)1F(1)1)+

+ q2(2)1φ2 + 2q(2)1(p(2)1 − q(2)1F(2)1)
]
,

Γ22 = hs22Δ̃22 =
hs22

µ2
2 + ǫτ 2

[
q2(1)2φ1 + 2q(1)2(p(1)2 − q(1)2F(1)2)+

+ q2(2)2φ2 + 2q(2)2(p(2)2 − q(2)2F(2)2)
]
,
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Γ11 = hs1s2Δ̃11 =
hs1s2

µ1µ2 + ǫτ 2
[
q(1)1q(1)2φ1 + q(1)1(p(1)2 − q(1)2F(1)2) + q(1)2(p(1)1 − q(1)1F(1)1)

+ q(2)1q(2)2φ2 + q(2)1(p(2)2 − q(2)2F(2)2) + q(2)2(p(2)1 − q(2)1F(2)1)
]
,

As componentes de nossa matriz γ2 são dadas por

(γ2)ab = (γ0)ab −
N

(1)
a N

(1)
b Γ22

µ2
1 det(Γ)

− N
(2)
a N

(2)
b Γ11

µ2
2 det(Γ)

+
Γ12

µ1µ2 det(Γ)
[N (1)

a N
(2)
b +N (2)

a N
(1)
b ]. (4.97)

onde a, b = 1, 2, 3, 4; e o determinante de γ2 é

det(γ2) =
τ 4

µ2
1µ

2
2

det(γ0). (4.98)

Portanto, as componentes da matriz γ
(ph)
2 são

(γ
(ph)
2 )11 =

√
µ1µ2

τ

{
φ1 −

1

det(Δ̃)
[Δ̃22p̃

2
(1)1 + Δ̃11p̃

2
(1)2 − 2Δ̃12p̃(1)1p̃(1)2]

}
,

(γ
(ph)
2 )12 =

√
µ1µ2

τ

{
1− 1

det(Δ̃)
[Δ̃22p̃(1)1q̃(1)1 + Δ̃11p̃(1)2q̃(1)2 − Δ̃12(p̃(1)1q̃(1)2 + p̃(1)2q̃(1)1)]

}
,

(γ
(ph)
2 )13 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22p̃(1)1p̃(2)1 + Δ̃11p̃(1)2p̃(2)2 − Δ̃12[p̃(1)1p̃(2)2 + p̃(1)2p̃(2)1]

}
,

(γ
(ph)
2 )14 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22p̃(1)1q̃(2)1 + Δ̃11p̃(1)2q̃(2)2 − Δ̃12[p̃(1)1q̃(2)2 + p̃(1)2q̃(2)1]

}
,

(γ
(ph)
2 )22 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22q̃

2
(1)1 + Δ̃11q̃

2
(1)2 − 2Δ̃12q̃(1)1q̃(1)2

}
,

(4.99)

(γ
(ph)
2 )23 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22p̃(2)1q̃(1)1 + Δ̃11p̃(2)2q̃(1)2 − Δ̃12[p̃(2)2q̃(1)1 + p̃(2)1q̃(1)2]

}
,

(γ
(ph)
2 )24 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22q̃(1)1q̃(2)1 + Δ̃11q̃(1)2q̃(2)2 − Δ̃12[q̃(1)1q̃(2)2 + q̃(1)2q̃(2)1]

}
,

(γ
(ph)
2 )33 =

√
µ1µ2

τ

{
φ2 −

1

det(Δ̃)
[Δ̃22p̃

2
(2)1 + Δ̃11p̃

2
(2)2 − 2Δ̃12p̃(2)1p̃(2)2]

}
,

(γ
(ph)
2 )34 =

√
µ1µ2

τ

{
1− 1

det(Δ̃)
[Δ̃22p̃(2)1q̃(2)1 + Δ̃11p̃(2)2q̃(2)2 − Δ̃12(p̃(2)1q̃(2)2 + p̃(2)2q̃(2)1)]

}
,

(γ
(ph)
2 )44 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22q̃

2
(2)1 + Δ̃11q̃

2
(2)2 − 2Δ̃12q̃(2)1q̃(2)2

}
,

(4.100)
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Onde utilizamos a notação,

p̃(j)k =
1

µk

[
p(j)k + q(j)k(φj − F(j)k)

]
, (4.101)

q̃(j)k =
q(j)k
µk

, (4.102)

para j, k = 1, 2, e

det(Δ̃) = Δ̃11Δ̃22 − Δ̃2
12. (4.103)

O termo Σ
(ph)
2 é dado por,

Σ
(ph)
2 = −3

4
ln τ + ln

{
(µ1µ2)

5/2(µ2
1 + ǫτ 2)−1/2(µ2

2 + ǫτ 2)−1/2(µ2 − µ1)
−1 det Γ

}
(4.104)

Como exemplo, considerarmos a solução 2-sóliton para uma métrica que tem um bloco tipo

Kasner.

2-sóliton vS 6-dim com φ1 = 0 e φ2 = ln τ , ǫ = −1

Neste caso, F(1)1 = F(1)2 = 0, F(2)1 = ln
√
µ1 e F(2)2 = ln

√
µ2. Então, de (4.70) temos que

p̃(1)1 =
1

µ1

[
p(1)1 + q(1)1(φ1 − F(1)1)

]
=

p(1)1
µ1

,

p̃(1)2 =
1

µ2

[
p(1)2 + q(1)2(φ1 − F(1)2)

]
=

p(1)2
µ2

,

p̃(2)1 =
1

µ1

[
p(2)1 + q(2)1(φ2 − F(2)1)

]
=

1

µ1

[
p(2)1 + q(2)1 ln

( τ√
µ1

)]
,

p̃(2)2 =
1

µ2

[
p(2)2 + q(2)2(φ2 − F(2)2)

]
=

1

µ2

[
p(2)2 + q(2)2 ln

( τ√
µ2

)]
,

(4.105)

q̃(1)1 =
q(1)1
µ1

,

q̃(1)2 =
q(1)2
µ2

,

q̃(2)1 =
q(2)1
µ1

,

q̃(2)2 =
q(2)2
µ2

,

(4.106)



Soluções Solitônicas 46

e as componentes Δ̃lk são

Δ̃11 =
1

µ2
1 − τ 2

[
η1p

2
(1)1 + q2(1)1 + η2p

2
(2)1

( τ

µ1

)
+ q2(2)1

(µ1

τ

)]
,

Δ̃22 =
1

µ2
2 − τ 2

[
η1p

2
(1)2 + q2(1)2 + η2p

2
(2)2

( τ

µ2

)
+ q2(2)2

(µ2

τ

)]
,

Δ̃12 =
1

µ1µ2 − τ 2

[
η1p(1)1p(1)2 + q(1)1q(1)2 + η2p(2)1p(2)2

( τ√
µ1µ2

)
+ q(2)1q(2)2

(√µ1µ2

τ

)]
.

(4.107)

precisamos só fazer a substituição dessas expressões nas equações anteriores para obter as

componentes de γ
(ph)
2 . O termo Σ

(ph)
2 é dado por

Σ
(ph)
2 = −3

4
ln τ + ln

{
(µ1µ2)

5/2(µ2
1 − τ 2)−1/2(µ2

2 − τ 2)−1/2(µ2 − µ1)
−1 det Γ

}
. (4.108)

4.4 Semente Einstein-Rosen-van Stockum (ERS)

Nesta seção, vamos estudar as soluções 1- e 2-solitônicas para uma semente que mistura os

dois casos anteriores. Esta semente, à qual nos referimos como ERS, em dimensão 6, tem a

forma

ds2 = eΣ0(dρ2 + ǫdτ 2) +
√
τ
[
η exp(φ)dϕ2

1 + exp(−φ)dξ21 + ϕdϕ2
2 + 2dϕ2dξ2

]
, (4.109)

onde φ e ϕ são funções das coordenadas (ρ, τ) e o termo Σ0 é dado por

Σ0 = −3

4
ln(τ) +

1

2

∫
τ [(φ2

,τ − ǫφ2
,ρ)dτ + 2(φ,τφ,ρ)dρ]. (4.110)

De novo, podemos reescrever esta métrica na forma matricial

ds2 = eΣ0(dρ2 + ǫdτ 2) + (γ0)abdx
adxb, (4.111)

em que

γ0 = h

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

η exp(φ) 0 0 0

0 exp(−φ) 0 0

0 0 ϕ 1

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(4.112)
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com h =
√
τ . Esta matriz é formada por un bloco ERW e un bloco vS. Notaremos por γ0(1) o

bloco ERW e por γ0(2) o bloco vS, assim

γ0(1) = h

⎛
⎝η exp(φ) 0

0 exp(−φ)

⎞
⎠ , γ0(2) = h

⎛
⎝ϕ 1

1 0

⎞
⎠ . (4.113)

Fazendo as mudanças de função dadas por (4.26), com N = 2, obtemos os sistemas dados

por (4.37),(4.38),(4.83) e (4.84). Podemos considerar como soluções destes sistemas as matrizes

dadas por (4.39) e (4.85). Se levamos em consideração (4.41) e (4.43), então achamos que

podemos fazer uso da seguinte matriz Λ,

Λ =

⎛
⎝Λ(1) 0

0 Λ(2)

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

exp(F(1)k) 0 0 0

0 exp(−F(1)k) 0 0

0 0 F(2)k 1

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(4.114)

para construir as nossas soluções solitônicas. Na verdade, temos que

M (k) = ψ−1 |λ=µk
= sk

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

exp(−F(1)k) 0 0 0

0 exp(F(1)k) 0 0

0 0 0 1

0 0 1 −F(2)k

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4.115)

onde utilizamos (4.46) com N = 2. Portanto,

m
(k)
1 = skp(1)k exp(−F(1)k),

m
(k)
2 = skq(1)k exp(F(1)k),

m
(k)
3 = skq(2)k,

m
(k)
4 = sk

[
p(2)k − q(2)kF(2)k

]
,

(4.116)

N
(k)
1 = hskηp(1)k exp(φ− F(1)k),

N
(k)
2 = hskq(1)k exp(F(1)k − φ),

N
(k)
3 = hsk

[
p(2)k + q(2)k(ϕ− F(2)k)

]
,

N
(k)
4 = hskq(2)k,

(4.117)
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Δ̃11 =
1

µ2
1 + ǫτ 2

{
ηp2(1)1 exp(φ− 2F(1)1) + q2(1)1 exp(2F(1)1 − φ) + q(2)1

[
2p(2)1 + q(2)1(ϕ− 2F(2)1)

]}
,

Δ̃22 =
1

µ2
2 + ǫτ 2

{
ηp2(1)2 exp(φ− 2F(1)2) + q2(1)2 exp(2F(1)2 − φ) + q(2)2

[
2p(2)2 + q(2)2(ϕ− 2F(2)2)

]}
,

(4.118)

Δ̃12 =
1

µ1µ2 + ǫτ 2

{
ηp(1)1p(1)2 exp(φ− F(1)1 − F(1)2) + q(1)1q(1)2 exp(F(1)1 − F(1)2 − φ)

+ q(2)1
[
p(2)2 − q(2)2(ϕ− F(2)2)

]
+ q(2)2

[
p(2)1 − q(2)1(ϕ− F(2)1)

]
+ q(2)1q(2)2ϕ

}
,

(4.119)

Soluções 1-sóliton para a semente ERS

O cálculo do determinante de γ1 leva de novo a

det(γ1) = (−ǫ)
τ 2

µ2
1

det(γ0), (4.120)

portanto, considerando ǫ = −1 para obter a signatura correta, temos que a matriz f́ısica é dada

por

γ
(ph)
1 =

√
µ1

h
γ1. (4.121)

Especificamente, as componentes de γ
(ph)
1 são

(γ
(ph)
1 )11 =

√
µ1

{
η exp(φ)− 1

µ2
1Δ̃11

p2(1)1 exp(2φ− 2F(1)1)

}
,

(γ
(ph)
1 )11 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

ηp(1)1q(1)1

}
,

(γ
(ph)
1 )13 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

ηp(1)1
[
p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)

]
exp(φ− F(1)1)

}
,

(γ
(ph)
1 )14 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

ηp(1)1q(2)1 exp(φ− F(1)1)

}
,

(γ
(ph)
1 )22 =

√
µ1

{
exp(−φ)− 1

µ2
1Δ̃11

q2(1)1 exp(2F(1)1 − 2φ)

}
,

(4.122)
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(γ
(ph)
1 )23 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q(1)1
[
p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)

]
exp(F(1)1 − φ)

}
,

(γ
(ph)
1 )24 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q(1)1q(2)1 exp(F(1)1 − φ)

}
,

(γ
(ph)
1 )33 =

√
µ1

{
ϕ− 1

µ2
1Δ̃11

[
p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)

]2
}
,

(γ
(ph)
1 )34 =

√
µ1

{
1− 1

µ2
1Δ̃11

q(2)1
[
p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)

]}
,

(γ
(ph)
1 )44 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q2(2)1

}
,

(4.123)

e o termo Σ
(ph)
1 é

Σ
(ph)
1 = −3

4
ln τ +

1

2

∫
τ
[
(φ2

,τ + φ2
,ρ)dτ + 2(φ,τφ,ρ)dρ

]
+ ln

{
µ2
1

√
τ

µ2
1 − τ 2

Γ11

}
. (4.124)

1-sóliton ERS 6-dim para φ = ϕ = 0 e ǫ = −1

Neste caso, talvez o exemplo mais simples, a semente é

ds2 = eΣ0(dρ2 − dτ 2) +
√
τ
[
ηdϕ2

1 + dξ21 + 2dϕ2dξ2

]
, (4.125)

e as componentes da matriz γ
(ph)
1 são

(γ
(ph)
1 )11 =

√
µ1

{
η − 1

µ2
1Δ̃11

p2(1)1

}
,

(γ
(ph)
1 )11 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

ηp(1)1q(1)1

}
,

(γ
(ph)
1 )13 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

ηp(1)1p(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )14 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

ηp(1)1q(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )22 =

√
µ1

{
1− 1

µ2
1Δ̃11

q2(1)1

}
,

(4.126)
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(γ
(ph)
1 )23 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q(1)1p(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )24 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q(1)1q(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )33 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

p2(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )34 =

√
µ1

{
1− 1

µ2
1Δ̃11

q(2)1p(2)1

}
,

(γ
(ph)
1 )44 =

√
µ1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

q2(2)1

}
,

(4.127)

onde

Δ̃11 =
1

µ2
1 − τ 2

{ηp2(1)1 + q2(1)1 + 2q(2)1p(2)1}, (4.128)

e o termo Σ
(ph)
1 é

Σ
(ph)
1 = −3

4
ln τ + ln

{
µ2
1

√
τ

µ2
1 − τ 2

Γ11

}
. (4.129)

Soluções 2-sóliton para a semente ERS

O cálculo do determinante de γ1 da

det(γ2) =
τ 4

µ2
1µ

2
2

det(γ0), (4.130)

portanto, a matriz f́ısica é dada por

γ
(ph)
2 =

√
µ1µ2

h
√
τ

γ2. (4.131)

As componentes de γ
(ph)
2 são,

(γ
(ph)
2 )11 =

√
µ1µ2

τ

{
η exp(φ)− 1

det(Δ̃)

[Δ̃22

µ2
1

p2(1)1 exp(2φ− 2F(1)1) +
Δ̃11

µ2
2

p2(1)2 exp(2φ− 2F(1)2)

− 2
Δ̃12

µ1µ2

p(1)1p(1)2 exp(2φ− F(1)1 − F(1)2)
]}

,

(4.132)

(γ
(ph)
2 )12 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22

µ2
1

ηp(1)1q(1)1 +
Δ̃11

µ2
2

ηp(1)2q(1)2

− Δ̃12

µ1µ2

[
ηp(1)1q(1)2 exp(F(1)2 − F(1)1) + ηp(1)2q(1)1 exp(F(1)1 − F(1)2)

]}
,

(4.133)
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(γ
(ph)
2 )13 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22

µ2
1

ηp(1)1
[
p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)

]
exp(φ− F(1)1)

+
Δ̃11

µ2
2

ηp(1)2
[
p(2)2 + q(2)2(ϕ− F(2)2)

]
exp(φ− F(1)2)

− Δ̃12

µ1µ2

{
ηp(1)1

[
p(2)2 + q(2)2(ϕ− F(2)2)

]
exp(φ− F(1)1)

+ ηp(1)2
[
p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)

]
exp(φ− F(1)2)

}}
,

(4.134)

(γ
(ph)
2 )14 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22

µ2
1

ηp(1)1q(2)1 exp(φ− F(1)1) +
Δ̃11

µ2
2

ηp(1)2q(2)2 exp(φ− F(1)2)

− Δ̃12

µ1µ2

[
ηp(1)1q(2)2 exp(φ− F(1)1) + ηp(1)2q(2)1 exp(φ− F(1)2)

]}
,

(4.135)

(γ
(ph)
2 )22 =

√
µ1µ2

τ

{
exp(−φ)− 1

det(Δ̃)

[Δ̃22

µ2
1

q2(1)1 exp(2F(1)1 − 2φ) +
Δ̃11

µ2
2

q2(1)2 exp(2F(1)2 − 2φ)

− 2
Δ̃12

µ1µ2

q(1)1q(1)2 exp(F(1)1 + F(1)2 − 2φ)
]}

,

(4.136)

(γ
(ph)
2 )23 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22

µ2
1

q(1)1
[
p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)

]
exp(F(1)1 − φ)

+
Δ̃11

µ2
2

q(1)2
[
p(2)2 + q(2)2(ϕ− F(2)2)

]
exp(F(1)2 − φ)

− Δ̃12

µ1µ2

{
q(1)1
[
p(2)2 + q(2)2(ϕ− F(2)2)

]
exp(F(1)1 − φ)

+ q(1)2
[
p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)

]
exp(F(1)2 − φ)

}}
,

(4.137)

(γ
(ph)
2 )24 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22

µ2
1

q(1)1q(2)1 exp(F(1)1 − φ) +
Δ̃11

µ2
2

q(1)2q(2)2 exp(F(1)2 − φ)

− Δ̃12

µ1µ2

[
q(1)1q(2)2 exp(F(1)1 − φ) + q(1)2q(2)1 exp(F(1)2 − φ)

]}
,

(4.138)
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(γ
(ph)
2 )33 =

√
µ1µ2

τ

{
ϕ− 1

det(Δ̃)

[Δ̃22

µ2
1

[
p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)

]2

+
Δ̃11

µ2
2

[
p(2)2 + q(2)2(ϕ− F(2)2)

]2

− 2
Δ̃12

µ1µ2

q(1)1
[
p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)

][
p(2)2 + q(2)2(ϕ− F(2)2)

]]}
,

(4.139)

(γ
(ph)
2 )34 =

√
µ1µ2

τ

{
1− 1

det(Δ̃)

[Δ̃22

µ2
1

q(2)1[p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)]

+
Δ̃11

µ2
2

q(2)2[p(2)2 + q(2)2(ϕ− F(2)2)]

− Δ̃12

µ1µ2

{
q(2)2[p(2)1 + q(2)1(ϕ− F(2)1)]

+ q(2)1[p(2)2 + q(2)2(ϕ− F(2)2)]
}]}

,

(4.140)

(γ
(ph)
2 )44 = − 1

det(Δ̃)

√
µ1µ2

τ

{
Δ̃22

µ2
1

q2(2)1 +
Δ̃11

µ2
2

q2(2)2 − 2
Δ̃12

µ1µ2

q(2)1q(2)2

}
, (4.141)

e o coeficiente Σ2 é

Σ
(ph)
1 = −3

4
ln τ +

1

2

∫
τ
[
(φ2

,τ − ǫφ2
,ρ)dτ + 2(φ,τφ,ρ)dρ

]

+ ln
{
(µ1µ2)

5/2(µ2
1 − τ 2)−1/2(µ2

2 − τ 2)−1/2(µ2 − µ1)
−1 det Γ

}
.

(4.142)

4.5 Generalização ao caso (2N+2)-dimensional

Nesta seção vamos generalizar os resultados obtidos para a semente ERS no caso 2N + 2-

dimensional. As sementes ERW (todos os blocos tipo ERW) e vS (todos os blocos tipo vS) são

casos particulares de esta generalização.

Consideramos a semente

ds2 = eΣ0(dρ2 + ǫdτ 2) + (γ0)abdx
adxb, (4.143)



Soluções Solitônicas 53

em que a matriz 2N-dimensional γ0 é da forma

γ0 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

γ(1) 0 0

0
. . . 0

0 0 γ(N)

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (4.144)

onde os primeiros p blocos γ(j) tem a forma ERW, ou seja

γ(j) = h

⎛
⎝ηj exp(φj) 0

0 exp(−φj)

⎞
⎠ , (4.145)

e os restantes q = N − p blocos tem a forma vS

γ(j) = h

⎛
⎝φj 1

1 0

⎞
⎠ . (4.146)

Vamos considerar que p e q podem ser 0, para poder incluir as extensões diretas das sementes

ERW e vS. O termo Σ0 é

Σ0 =
1− 2N

2N
ln(τ) +

1

2

∫
τ
[ p∑

i=1

(φ2
i,τ − ǫφ2

i,ρ)dτ + 2

p∑

i=1

(φi,τφi,ρ)dρ
]
, (4.147)

para p ≥ 1 e

Σ0 =
1− 2N

2N
ln(τ), (4.148)

para p = 0. Usaremos a seguinte notação para o vetor BZ

m
(k)
0(2j−1) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩
ηjp(j)k, se 1 ≤ j ≤ p,

p(j)k, se p+ 1 ≤ j ≤ N,

(4.149)

m
(k)
0(2j) = q(j)k, se 1 ≤ j ≤ N. (4.150)

Os termos p̃(j)k e q̃(j)k usados nas seções anteriores podem ser generalizados na seguinte

forma

p̃(j)k =
1

µk

(N (k)
2j−1

hsk

)
,

q̃(j)k =
1

µk

(N (k)
2j

hsk

)
,

(4.151)
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onde j = 1, . . . , N . Em particular, se j ≤ p, então

p̃(j)k =
1

µk

ηjp(j)k exp(φj − F(j)k),

q̃(j)k =
1

µk

q(j)k exp(F(j)k − φj),
(4.152)

e se p+ 1 ≤ j ≤ N , então temos que

p̃(j)k =
1

µk

[
p(j)k + q(j)k(φj − F(j)k)

]
,

q̃(j)k =
1

µk

q(j)k.
(4.153)

Soluções 1-sóliton

Lembremos que as componentes da matriz γ1 são dadas por

(γ1)ab = (γ0)ab −
1

µ2
1Γ11

N (1)
a N

(1)
b , (4.154)

e seu determinante é

det γ1 = −ǫ
τ 2

µ2
1

det γ0. (4.155)

Portanto, considerando ǫ = −1 para obter a signatura correcta, temos que a matriz γ
(ph)
1 é

γ
(ph)
1 =

µ
1/N
1

h
γ1. (4.156)

As componentes de γ
(ph)
1 estão dadas por

(γ
(ph)
1 )(2i−1)(2j−1) = µ

1/N
1

{
1

h
(γ0)(2i−1)(2j−1) −

1

Δ̃11

p̃(i)1p̃(j)1

}
,

(γ
(ph)
1 )(2i−1)(2j) = µ

1/N
1

{
1

h
(γ0)(2i−1)(2j) −

1

Δ̃11

p̃(i)1q̃(j)1

}
,

(γ
(ph)
1 )(2i)(2j−1) = µ

1/N
1

{
1

h
(γ0)(2i)(2j−1) −

1

Δ̃11

q̃(i)1p̃(j)1

}
,

(γ
(ph)
1 )(2i)(2j) = µ

1/N
1

{
1

h
(γ0)(2i)(2j) −

1

Δ̃11

q̃(i)1q̃(j)1

}
,

(4.157)

onde i, j = 1, . . . , N , com i ≤ j.

O coeficiente Σ
(ph)
1 é

Σ
(ph)
1 = Σ0 + ln

{
τ (2N−3)/Nµ2

1(µ
2
1 − τ 2)(1−N)/NΓ11

}
. (4.158)
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Soluções 2-sóliton

As componentes da matriz γ2 são dadas por

(γ2)ab = (γ0)ab−
Γ22

µ2
1 det Γ

N (1)
a N

(1)
b − Γ11

µ2
2 det Γ

N (2)
a N

(2)
b +

Γ12

µ1µ2 det Γ
[N (1)

a N
(2)
b +N (2)

a N
(1)
b ], (4.159)

e seu determinante é

det γ2 =
τ 4

µ1µ2

det γ0. (4.160)

Portanto, a matriz γ
(ph)
2 é

γ
(ph)
2 =

(µ1µ2

τ

)1/N 1

h
γ2. (4.161)

As componentes de γ
(ph)
2 estão dadas por

(γ
(ph)
2 )(2i−1)(2j−1) =

(µ1µ2

τ

)1/N{1

h
(γ0)(2i−1)(2j−1) −

1

det Δ̃

[
Δ̃22p̃(i)1p̃(j)1 + Δ̃11p̃(i)2p̃(j)2

− Δ̃12{p̃(i)1p̃(j)2 + p̃(i)2p̃(j)1}
]}

,

(4.162)

(γ
(ph)
2 )(2i−1)(2j) =

(µ1µ2

τ

)1/N{1

h
(γ0)(2i−1)(2j) −

1

det Δ̃

[
Δ̃22p̃(i)1q̃(j)1 + Δ̃11p̃(i)2q̃(j)2

− Δ̃12{p̃(i)1q̃(j)2 + p̃(i)2q̃(j)1}
]}

,

(4.163)

(γ
(ph)
2 )(2i)(2j−1) =

(µ1µ2

τ

)1/N{1

h
(γ0)(2i)(2j−1) −

1

det Δ̃

[
Δ̃22q̃(i)1p̃(j)1 + Δ̃11q̃(i)2p̃(j)2

− Δ̃12{q̃(i)1p̃(j)2 + q̃(i)2p̃(j)1}
]}

,

(4.164)

(γ
(ph)
2 )(2i)(2j) =

(µ1µ2

τ

)1/N{1

h
(γ0)(2i)(2j) −

1

det Δ̃

[
Δ̃22q̃(i)1q̃(j)1 + Δ̃11q̃(i)2q̃(j)2

− Δ̃12{q̃(i)1q̃(j)2 + q̃(i)2q̃(j)1}
]}

,

(4.165)

onde i, j = 1, . . . , N , com i ≤ j.

O coeficiente Σ
(ph)
2 é

Σ
(ph)
2 = Σ0 + ln

{
τ (4N−8)/N

2∏

k=1

[µ
(1+2N)/N
k (µ2

k + ǫτ 2)(1−N)/N ](µ2 − µ1)
−2/N det Γ

}
. (4.166)

Neste caso, det Γ = Γ11Γ22 − Γ2
12.



5
Aplicações à teoria efetiva de baixa energia

de Kaluza-Klein em quatro dimensões

Neste caṕıtulo, aplicamos os nossos resultados para ilustrar e estender o procedimento des-

crito em [19], [20], [37], utilizado para estudar o limite de baixa energia da teoria de Kaluza-Klein

em seis dimensões e sua interpretação quatro dimensional.

Uma teoria D-dimensional de Kaluza-Klein caracteriza-se por uma métrica γAB da forma

ds2 = γABdx
AdxB = γµνdx

µdxν + 2γµbdx
µdxb + γabdx

adxb, (5.1)

onde A,B = 1, . . . , D, µ, ν = 1, 2, 3, 4 e a, b = 5, . . . , D. As equações de campo de Einstein no

vácuo são dadas por

RAB = 0, (5.2)

em que RAB denota o tensor de Ricci para a métrica γAB. Fazendo a extensão natural das ideias

de Kaluza e Klein, assumiremos que o espaço extra é compacto e de um tamanho da ordem

do comprimento de Planck. Se assumimos também que γAB não depende das coordenadas

extra obtemos o modo zero ou limite de baixa energia. Temos assim o ansatz de Kaluza-Klein.

56
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Podemos escrever a teoria em termos da métrica efetiva 4-dimensional

gµν = γµν − γabA
a
µA

b
ν ,

Aa
µ = γbµγ̂

ba,
(5.3)

onde

γ̂abγbc = δac . (5.4)

Também é posśıvel verificar que

gµν = γµν , γaµ = −Aaµ, γab = γ̂ab + AaµAb
µ.

Os coeficientes Aa
µ representam D − 4 campos vetoriais sobre o espaço da métrica gµν e os

coeficientes γab são (D−4)× (D−3)/2 campos escalares. Relacionado com o volume do espaço

extra temos o campo escalar σ dado por

det(γab) = ǫ̃σ2, ǫ̃ = ±1. (5.5)

Para considerar apenas o setor escalar da teoria, assumiremos que

Aa
µ = 0 (γaµ = 0), (5.6)

o qual é compat́ıvel com as equações de campo.

As equações (5.2) em termos da métrica 4-dimensional gµν podem ser escritas como

R̄µν = σ−1σ,µ;ν − σ−2σ,µσ,ν − (1/4)γ̂ab
,µ γab,ν , (5.7)

(σγab,µγ̂
ac);µ = 0, (5.8)

σ ;µ
,µ = 0, (5.9)

onde R̄µν denota o tensor de Ricci para a métrica gµν e todas as derivadas covariantes são

tomadas em termos de tal métrica. Assim, se σ é um campo escalar, temos que σ;µ = gµασ,α.

Em [37] foram estudadas as equações de campo para D = 6, e nas dimensões extras foram

introduzidos dois campos ξ e ψ tais que

γab = σξ−1

⎛
⎝1 ψ

ψ ψ2 + ǫ̃ξ2

⎞
⎠ . (5.10)
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Com estas restrições, temos que

R̄µν = σ−1σ,µ;ν − σ−2σ,µσ,ν +
1

2
ξ−2(ξ,µξ,ν + ǫ̃ψ,µψ,ν), (5.11)

e assumindo que 8πG = c = 1, o tensor energia-momento é

Tµν = ξ−2
[
ξ,µξ,ν + ǫ̃ψ,µψ,ν −

1

2
gµν(ξ,αξ

,α + ǫ̃ψ,αψ
,α)
]
. (5.12)

Para obter este último, constrúımos o tensor de Einstein, a partir do tensor de Ricci (5.11),

e depois consideramos somente a parte que contém os campos ξ e ψ. Este tensor pode ser

interpretado como o tensor energia-momento de um fluido anisotrópico, o qual pode ser formado

por dois fluidos irrotacionais perfeitos com potenciais ξ−1 e ψ. O fluido anisotrópico verifica

também a equação de estado de fluido ŕıgido ao longo da direção anisotrópica ρ = σ. O termo

σ pode ser interpretado como um campo escalar sem massa de Brans-Dicke [37].

5.1 Soluções solitônicas

Suponhamos que temos uma solução semente g0µν , σ
0, γ0

ab, a qual depende no máximo de

duas variáveis, por exemplo (ρ, τ). Esta solução está associada a uma métrica de Kaluza-Klein

γ0
AB da forma (5.1), à qual podemos aplicar o método de Belinski-Zakharov para obter uma

solução solitônica γ
(ph)
AB . A partir desta última e utilizando as eqs. (5.3) obtemos uma nova

solução solitônica g
(ph)
µν , σ(ph), γ

(ph)
ab . Para ilustrar este procedimento, consideramos que

γ0
AB =

⎛
⎝γ0

µν 0

0 γ0
ab

⎞
⎠ , (5.13)

onde a submatriz γ0
ab tem a forma

γ0
ab =

⎛
⎜⎜⎜⎝

γ0
(2) 0 0

0
. . . 0

0 0 γ0
(N)

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (5.14)

com

γ0
(j) = φjξ

−1
j

⎛
⎝ 1 ψj

ψj ψ2
j + ηjξ

2
j

⎞
⎠ , (5.15)
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para j = 2, . . . , N . Também, como a nossa métrica de Kaluza-Klein depende somente das

variáveis (ρ, τ), podemos então decompor a matriz γ0
µν na forma diagonal por blocos

γ0
µν =

⎛
⎝Ω 0

0 γ0
(1)

⎞
⎠ , (5.16)

onde

Ω = f(ρ, τ)

⎛
⎝1 0

0 ǫ

⎞
⎠ , (5.17)

e γ0
(1) tem a forma (5.15).

Neste caso, o campo escalar σ é dado por

σ2 = ηφ2, (5.18)

onde

η =
N∏

j=2

ηj, φ =
N∏

j=2

φj. (5.19)

Sem perda de generalidade, temos assumido que ǫ̃ = 1. O tensor energia-momento associado

com g0µν é

T̄µν =
N∑

j=2

ξ−2
j

[
(ξj,µξj,ν + ηjψj,µψj,ν)−

1

2
g0µν(ξj,αξ

,α
j + ηjψj,αψ

,α
j )
]
. (5.20)

Quando aplicamos o método BZ à matriz (5.13), obtemos uma matriz da forma

γ
(ph)
AB =

⎛
⎝Ω(ph) 0

0 γ
(ph)

âb̂

⎞
⎠ , (5.21)

onde â, b̂ = 3, . . . , 2N+2 e Ω(ph) tem a forma (5.17), mas mudando de f(ρ, τ) para f (ph)(ρ, τ). É

importante notar que, em geral, a matriz γ
(ph)

âb̂
não será diagonal por blocos. Podemos resumir

o procedimento acima no seguinte diagrama

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∗ 0 0 0

0 ∗ 0 0

0 0 ∗ 0

0 0 0 ∗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

◦ 0 0 0

0 ◦ • •
0 • ◦ ◦
0 • ◦ ◦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

✲

BZ
, (5.22)
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onde os śımbolos ∗, ◦, •, representam matrizes 2 × 2 não necessariamente nulas. Assim, temos

que os termos Aa
3 e Aa

4 não são necessariamente iguais a zero.

Consideremos a métrica ERW em dimensão D = 2N +2 com ǫ = −1, estudada no caṕıtulo

anterior, que tem a forma

γ0
AB = diag

[
exp(Σ0),− exp(Σ0), η1h exp(ϕ1), h exp(−ϕ1), . . . , ηNh exp(ϕN), h exp(−ϕN)

]
,

(5.23)

por tanto, para j = 2, . . . , N temos que

φj = h, ξ−1
j = ηj exp(ϕj), ψj = 0, (5.24)

e o tensor (5.20) é

T̄µν =
N∑

j=2

[
ϕj,µϕj,ν −

1

2
g0µνϕj,αϕ

,α
j

]
. (5.25)

As soluções 1-sóliton para a semente (5.23) estão dadas por (4.152),(4.157),(4.43),(4.158). A

métrica associada g
(ph)
µν em 4 dimensões está dada por

g
(ph)
11 = −g

(ph)
22 = exp(Σ(ph)),

g
(ph)
33 = µ

1/N
1

{
η1 exp(ϕ1)−

1

µ2
1Δ̃11

p2(1)1 exp(2ϕ1 − 2F(1)1)
}
− γ

(ph)
ab Aa

3A
b
3,

g
(ph)
34 = g

(ph)
43 = µ

1/N
1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

p(1)1q(1)1

}
− γ

(ph)
ab Aa

3A
b
4,

g
(ph)
44 = µ

1/N
1

{
exp(−ϕ1)−

1

µ2
1Δ̃11

q2(1)1 exp(2F(1)1 − 2ϕ1)
}
− γ

(ph)
ab Aa

4A
b
4,

(5.26)

e o espaço extra γ
(ph)
ab tem suas componentes dadas por

γ
(ph)
(2i−1)(2j−1) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

µ
1/N
1

{
ηi exp(ϕi)− 1

µ2

1
∆̃11

p2(i)1 exp(2ϕi − 2F(i)1)
}
, se i = j,

µ
1/N
1

{
− 1

µ2

1
∆̃11

ηiηjp(i)1p(j)1 exp(ϕi + ϕj − F(i)1 − F(j)1)
}
, se i �= j,

(5.27)

γ
(ph)
(2i)(2j) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

µ
1/N
1

{
exp(−ϕi)− 1

µ2

1
∆̃11

q2(i)1 exp(2F(i)1 − 2ϕi)
}
, se i = j,

µ
1/N
1

{
− 1

µ2

1
∆̃11

q(i)1q(j)1 exp(F(i)1 + F(j)1 − ϕi − ϕj)
}
, se i �= j,

(5.28)
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γ
(ph)
(2i−1)(2j) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

µ
1/N
1

{
− 1

µ2

1
∆̃11

ηip(i)1q(i)1

}
, se i = j,

µ
1/N
1

{
− 1

µ2

1
∆̃11

ηip(i)1q(j)1 exp(ϕi − F(i)1 + F(j)1 − ϕj)
}
, se i �= j,

(5.29)

onde i, j = 3, . . . , N . Os termos Aa
3 e Aa

4 em (5.26), estão dados por

Aa
3 = γ

(ph)
3b γ̂(ph)ba, Aa

4 = γ
(ph)
4b γ̂(ph)ba. (5.30)

Aproveitando-se da simetria de γ
(ph)
ab , é posśıvel decompor esta matriz em blocos 2 × 2 da

forma (5.15). No entanto, as expressões para os campos ξ, ψ e σ são em geral muito compridas e

dif́ıceis de manipular. Uma posśıvel solução para esta dificuldade é escolher valores apropriados

para as constantes p(i)k e q(i)k, de tal forma que a matriz resultante seja de novo diagonal por

blocos. Por exemplo, no nosso caso atual podemos utilizar

p(2)1 = q(2)1 = 1,

p(j)1 = q(j)1 = 0, se j = 3, . . . , N.
(5.31)

Com esta escolha, temos que

γ
(ph)
55 = µ

1/N
1

{
η2 exp(ϕ2)−

1

µ2
1Δ̃11

exp(2ϕ2 − 2F(2)1)
}
,

γ
(ph)
56 = µ

1/N
1

{
− 1

µ2
1Δ̃11

η2

}
,

γ
(ph)
66 = µ

1/N
1

{
exp(−ϕ2)−

1

µ2
1Δ̃11

exp(2F(2)1 − 2ϕ2)
}
,

(5.32)

para j = 3, . . . , N

γ
(ph)
(2i−1)(2i−1) = µ

1/N
1 ηi exp(ϕi),

γ
(ph)
(2i)(2i) = µ

1/N
1 exp(−ϕi).

(5.33)

Nos restantes casos, γ
(ph)
ab = 0. Assim, obtemos uma matriz da forma (5.14) com blocos (5.15)

dados por

ξ2 =
φ2

γ
(ph)
55

, ψ2 =
γ
(ph)
56

γ
(ph)
55

,

(φ2)
2 = η2µ

2/N
1

{
1− 1

µ2
1Δ̃11

[exp(ϕ2 − 2F(2)1) + exp(2F(2)1 − ϕ2)]

}
,

(5.34)
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onde

Δ̃11 =
1

µ2
1 − τ 2

{η1p2(1)1 exp(ϕ1 − 2F(1)1) + q2(1)1 exp(2F(1)1 − ϕ1)

+ η2 exp(ϕ2 − 2F(2)1 + q2(2)1 exp(2F(2)1 − ϕ2))}.
(5.35)

Para j = 3, . . . , N temos que

φj = µ
1/N
1 , ξj = ηj exp(−ϕj), ψj = 0. (5.36)

Se podemos encontrar, além disso, valores das constantes p(i)k e q(i)k que façam os termos Aa
µ

iguais a zero, o tensor energia-momento será

T̄µν =ξ−2
2

[
(ξ2,µξ2,ν + η2ψ2,µψ2,ν)−

1

2
g(ph)µν (ξ2,αξ

2,α + η2ψ2,αψ
2,α)
]

+
N∑

j=3

[
ϕj,µϕj,ν −

1

2
g(ph)µν ϕj,αϕ

j,α
]
.

(5.37)

5.2 Soluções não solitônicas

Seguindo as ideias do caṕıtulo 2, vamos obter uma nova solução a partir da métrica (5.23),

assim como a correspondente métrica para a teoria efetiva em quatro dimensões. Começamos

por definir a matriz constante M da forma

M =

⎛
⎜⎜⎜⎝

M(0) 0 0

0 . . . 0

0 0 M(N)

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (5.38)

onde

M(j) =

⎛
⎝aj bj

cj dj

⎞
⎠ , (5.39)

para j = 0, . . . , N . Cada bloco M(j) tem determinante 1 e o bloco M(0) é a matriz identidade

de ordem 2. É fácil ver que a matriz γ̂AB dada por

γ̂AB = M · γ0
AB ·MT , (5.40)

é também solução das equações de campo satisfeitas por (5.23).
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A métrica ĝµν tem componentes

ĝ11 = exp(Σ0),

ĝ12 = 0,

ĝ22 = ǫ exp(Σ0),

(5.41)

ĝ33 = h
[
a21η1 exp(ϕ1) + ǫb21 exp(−ϕ1)

]
,

ĝ34 = h
[
a1c1η1 exp(ϕ1) + ǫb1d1 exp(−ϕ1)

]
,

ĝ44 = h
[
c21η1 exp(ϕ1) + ǫd21 exp(−ϕ1)

]
.

(5.42)

A parte extra tem a forma (5.14),(5.15), onde

φj = h, ξj =
[
a2jηj exp(ϕj) + ǫb2j exp(−ϕj)

]
−1
,

ψj =
ajcjηj exp(ϕj) + ǫbjdj exp(−ϕj)

a2jηj exp(ϕj) + ǫb2j exp(−ϕj)
.

(5.43)

O tensor energia-momento é

T̄µν =
N∑

j=2

[
ϕj,µϕj,ν −

1

2
ĝµνϕj,αϕ

,α
j

]
, (5.44)

o mesmo obtido para (5.23).

Utilizamos (2.26),(2.34) e (2.35) para obter a formulação σ, definida no caṕıtulo 2, da

métrica (5.23). Obtemos especificamente que

σ0
AB = diag

[
exp(Σ0), ǫ exp(Σ0),

exp(−ϕ1)

h
, ǫη1τ

2h exp(ϕ1), . . . ,
exp(−ϕN)

h
, ǫηNτ

2h exp(ϕN)
]
,

(5.45)

onde a relação entre os termos Σ0 das métricas (5.23) e (5.45) é dada por (2.36). Lembremos

que

σ0 = diag
[exp(−ϕ1)

h
, ǫη1τ

2h exp(ϕ1), . . . ,
exp(−ϕN)

h
, ǫηNτ

2h exp(ϕN)
]
, (5.46)

verifica a equação (2.33), mas neste caso com u = τ . Uma nova solução desta equação é obtida

utilizando (5.38),(5.39) e (4.44), mas com σ0
AB no lugar de γ0

AB. Uma conta direta conduz a
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que as componentes da métrica ĝµν quatro dimensional associada são neste caso

ĝ11 = exp(Σ0),

ĝ12 = 0,

ĝ22 = ǫ exp(Σ0),

(5.47)

ĝ33 = a21
exp(−ϕ1)

h
+ ǫτ 2hη1b

2
1 exp(ϕ1),

ĝ34 = a1c1
exp(−ϕ1)

h
+ ǫτ 2hη1b1d1 exp(ϕ1),

ĝ44 = c21
exp(−ϕ1)

h
+ ǫτ 2hη1d

2
1 exp(ϕ1).

(5.48)

A parte extra tem a forma (5.14),(5.15), onde

φ2
j = ǫηjτ

2, ξj = φj

[
a2j

exp(−ϕj)

h
+ ǫτ 2hηjb

2
j exp(ϕj)

]
−1

,

ψj =
ajcj

exp(−ϕj)

h
+ ǫτ 2hηjbjdj exp(ϕj)

a2j
exp(−ϕj)

h
+ ǫτ 2hηjb2j exp(ϕj)

.
(5.49)

5.3 Interpretação do tensor Tµν em ClFT e mecânica de

fluidos

Modelos sigma não lineares

Seja M um espaço Riemanniano com curvatura não nula, coordenadas Φa e métrica

dΣ2 = Hab(Φ)dΦ
adΦb. (5.50)

A ação de uma part́ıcula em movimento neste espaço pode ser escrita na forma

S =
1

2

∫
dτHab

dΦa

dτ

dΦb

dτ
. (5.51)

As trajetórias desde o ponto de vista clássico são geodésicas. Esta ideia pode ser generalizada

se consideramos que

Φa : (E, gµν) → (M,Hab), (5.52)
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onde E é um espaço-tempo. O espaço M é usualmente chamado de espaço alvo. A ação neste

caso é

S =
1

2

∫
d4x

√−gHab(Φ)∂µΦ
a∂νΦ

bgµν , (5.53)

e as equações de movimento são

−∂µ[Hab∂
µΦb] +

1

2

∂Hbc

∂Φa
∂µΦ

b∂µΦc = 0. (5.54)

As soluções destas equações são chamadas de aplicações harmônicas, e descrevem uma genera-

lização da ideia de geodésica. As teorias de campo descritas pela ação (5.53) são chamadas de

modelos sigma não lineares [38]. Em particular, o tensor Tµν dado por (5.20) é obtido a partir

da ação (5.53) onde Hab é a matriz diagonal por blocos

H =

⎛
⎜⎜⎜⎝

H(2) 0 0

0
. . . 0

0 0 H(N)

⎞
⎟⎟⎟⎠ (5.55)

com

H(j) = ξ−2
j

⎛
⎝1 0

0 ηj

⎞
⎠ , (5.56)

e os campos Φa, os quais podem ser considerados como as componentes de um vetor ΦT =

(Φ1, . . . ,Φ2N−2), são dados por

Φ2j−3 = ξj, Φ2j−2 = ψj, (5.57)

para j = 2, . . . , N . Temos assim um modelo sigma não linear associada à solução efetiva

4-dimensional, obtida a partir da nossa semente ERW em dimensão (2N+2).

O modelo de multifluido

O tensor energia-momento das teorias efetivas quatro-dimensionais associadas à métrica

ERW (5.23) em dimensão D = 2N +2 e à solução não solitônica obtida a partir desta, fazendo

uso de (4.44), é dado pela equação (5.25). Este tensor pode ser reescrito na forma

T µν =
N∑

j=2

[
ϕ,µ
j ϕ

,ν
j − 1

2
gµνϕ,α

j ϕj,α

]
. (5.58)



Kaluza-Klein 66

Consideremos o tensor (com o ı́ndice j fixo)

tµν(j) = ϕ,µ
(j)ϕ

,ν
(j) −

1

2
gµνϕ,α

(j)ϕ(j),α. (5.59)

Se definimos

pj = ρj =
1

2
ϕ,α
(j)ϕ(j),α, (5.60)

o tensor (5.59) toma a forma

tµν(j) = (pj + ρj)
ϕ,µ
(j)ϕ

,ν
(j)

ϕ,α
(j)ϕ(j),α

− pjg
µν . (5.61)

Se

uµ
(j) :=

ϕ,µ
(j)√

ϕ,α
(j)ϕ(j),α

, (5.62)

então temos que

tµν(j) = (pj + ρj)u
µ
(j)u

ν
(j) − pjg

µν ,

uα
(j)u(j)α = 1.

(5.63)

Portanto tµν(j) é o tensor energia-momento para um fluido perfeito onde uµ
(j) representa sua quatro-

velocidade, pj é sua pressão e ρj é sua densidade de energia no repouso. Se todas as quatro-

velocidades dos fluidos estão sobre um dois-plano, é posśıvel escolher duas quatro-velocidades

diferentes, por exemplo uµ
(2) e uµ

(3), para expressar as outras. Assim, para j = 2, . . . , N temos

que

uµ
(j) = a(j)2u

µ
(2) + a(j)3u

µ
(3), (5.64)

onde

a(2)2 = a(3)3 = 1, a(2)3 = a(3)2 = 0. (5.65)

De (5.64) temos que, para j = 4, . . . , N

a(j)2 =
ǫ2jǫ33 − ǫ3jǫ23
ǫ22ǫ33 − ǫ223

,

a(j)3 =
ǫ3jǫ22 − ǫ2jǫ23
ǫ22ǫ33 − ǫ223

,
(5.66)
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onde

ǫij = ǫji = uµ
(j)u(i)µ. (5.67)

Em [39], é mostrado que o tensor

T µν =
N∑

j=2

tµν(j) =
N∑

j=2

[
(pj + ρj)u

µ
(j)u

ν
(j) − pjg

µν
]
, (5.68)

pode ser expressado na forma

T µν = αuµ
(2)u

ν
(2) + 2βu

( µ
(2)u

ν )
(3) + γuµ

(3)u
ν
(3) − πgµν , (5.69)

onde

α =
N∑

j=2

(pj + ρj)(a(j)2)
2,

β =
N∑

j=2

(pj + ρj)a(j)2a(j)3,

γ =
N∑

j=2

(pj + ρj)(a(j)3)
2,

π =
N∑

j=2

pj.

(5.70)

Também em [39] se mostra que o tensor (5.69) é equivalente ao tensor energia-momento para

um fluido anisotrôpico. A ideia é utilizar em (5.69), a transformação

uµ
(2) → ūµ

(2) cosφ− 1

M
ūµ
(3) sinφ,

uµ
(3) → Mūµ

(2) sinφ− ūµ
(3) cosφ,

(5.71)

com

M =

(
αǫ23 + βǫ33
βǫ22 + γǫ23

)1/2

, (5.72)

para obter

T µν = ᾱūµ
(2)ū

ν
(2) + γ̄ūµ

(3)ū
ν
(3) − πgµν , (5.73)
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onde

tan(2φ) = 2
[(αǫ23 + βǫ33)(βǫ22 + γǫ23)]

1/2

αǫ22 − γǫ33
,

ᾱ = α cos2 φ+ βMsin2φ+ γM2sin2φ,

γ̄ =
1

M2
α sin2 φ− 1

M
βsin2φ+ γ cos2 φ,

ūµ
(2) = uµ

(2) cosφ+
1

M
uµ
(3) sinφ,

ūµ
(3) = −Muµ

(2) sinφ+ uµ
(3) cosφ.

(5.74)

Um cálculo direto mostra que ūµ
(2)ū(3)µ = 0.

O ângulo φ toma valores no intervalo [−π/4, π/4]. Quando φ ≥ 0, o vetor ūµ
(2) é tipo tempo

e o vetor ūµ
(3) é tipo espaço. Definindo

Uµ =
ūµ
(2)

(ūµ
(2)ū(2)µ)1/2

,

χµ =
ūµ
(3)

(−ūµ
(3)ū(3)µ)1/2

,

ρ = T µνUµUν = ᾱūµ
(2)ū(2)µ − π,

σ = T µνχµχν = π − γ̄ūµ
(3)ū(3)µ,

(5.75)

e substituindo em (5.73), obtemos

T µν = (ρ+ π)UµU ν + (σ − π)χµχν − πgµν . (5.76)

Assim, o tensor energia-momento (5.25) associado à semente ERW pode ser interpretado como

o tensor energia-momento para um fluido anisotrópico.



6
Conclusões

Na primeira parte deste trabalho, estudamos a geração de novas soluções utilizando dois

algoritmos diferentes: o primero mantém sem modificações as propriedades locais da solução

original, mas introduz alterações globais em sua estrutura, como singularidades cônicas (cordas

cósmicas e deslocamentos cósmicos); o segundo algoritmo nos dá soluções completamente novas.

Temos duas classes de novas soluções, a primeira é uma generalização da métrica 4-dimensional

estacionária com simetria axial, e a segunda é uma generalização das métricas usadas para

representar ondas gravitacionais com simetria ciĺındrica com dois graus de polarização. Estas

novas métricas têm uma estrutura por blocos, cada bloco é semelhante ao correspondente caso

em 4 dimensões.

Na segunda parte, estudamos as soluções solitônicas associadas a uma métricaD-dimensional

diagonal por blocos, com D ≥ 4 . Os tipos de blocos considerados são importantes, já que

várias das métricas mais estudadas podem ser consideradas como casos especiais desta mé-

trica. Podemos citar, por exemplo, as métricas de Einstein-Rosen (ondas gravitacionais), Weyl,

Schwarzschild e van Stockum. Em referências, tais como [20], se aponta a possibilidade de es-

tender o método de Belinski-Zakharov (BZ) para dimensões maiores que 4; no entanto, mesmo

que para esta dimensão seja, em geral, dif́ıcil achar soluções. A métrica proposta neste trabalho

permite uma manipulação razoavelmente simples do método BZ já que, por exemplo, se co-

69



Conclusões 70

nhecemos o procedimento (mudanças de variável,etc) para achar as soluções solitônicas para o

caso 4-dimensional, então a extensão (repetindo o bloco) para dimensões superiores é imediata

fazendo uso de superposições não lineares. Temos também a possibilidade de misturar blocos

diagonais e não diagonais.

Na parte final do trabalho, fizemos aplicação dos algoritmos de generação de soluções, solitô-

nicas e não solitônicas, apresentados nos caṕıtulos 2 e 4 ao ansatz de Kaluza-Klein em dimensão

D = 2N + 2, para obter soluções das correspondentes teorias efetivas em quatro dimensões.

Ilustramos assim, com um caso especifico (a métrica ERW), o procedimento sugerido por Lete-

lier e Verdaguer em [37]. Finalmente, apresentamos dois exemplos de posśıveis interpretações

dos tensores energia-momento associados com essas soluções, na teoria clássica de campos e na

mecânica de fluidos.
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[1] J. Overduin and P. Wesson. Kaluza-Klein Gravity, Phys. Rep. 283, 303 (1997)

[arXiv:gr-qc/9805018v1]
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[9] J. Liko and P. Wesson. Astrophysical Implications of Higher-Dimensional Gravity,

Sp. Sci. Rev. 110, 337 (2004). [arXiv:gr-qc/0311054v3].

[10] A. Garcia, A. Garcia-Quiroz, M. Cataldo and S. Campo. Correspondence between

n- and m-Dimensional Inflationary Cosmologies, Phys. Rev. D 69, 1 (2004).

[11] A. Garcia and S. Carlip, n-Dimensional Generalizations of the Friedmann-

Robertson-Walker Cosmology, Phys. Lett. B 645, 101 (2007).

[12] G. Horowitz. The Dark Side of the String Theory: Black Holes and Black Strings,

UCSBTH-92-32 (1992). [arXiv:hep-th/9210119].

[13] N. Obers. Black Holes in Higher-Dimensional Gravity, in Physics of Black

Holes, E. Papantonopoulos (Ed.) (Springer-Verlag, Berlin 2009). [arXiv:hep-

th/08020519v1].

[14] R. Emparan and H. Reall. Generalized Weyl solutions, (2001). [arXiv:hep-

th/0110258v2].

[15] R. Maartens, Brane-World Gravity, Living Rev. Relativity 7, 7 (2004).

http://www.livingreviews.org/lrr-2004-7

[16] T. Lewis, Some Special Solutions of the Equations of Axially Symmetric Gravita-

tional Fields, Proc. Roy. Soc. Lond. A 136, 176 (1932)

[17] A. Papapetrou, Champs Gravitationnels Stationnaires à Symmétrie axiale, Ann.
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