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INTRODUCAO

Alpuns modelos bioldgicos sfio descritos por sistemas de reagio-difusio da forma

' S v Au=Flz,u,v) em O, t€R
{0.1} vy — Av = G(z,u,v) em §, {€R
w(t,z) = v(f,z) =0 para z € 54,

onde @ ¢ RY, N > 2 é um aberto limitado e F, G 530 fungdes dadas. Neste trabalho,
nosso objetivo & estudar a existéncia de solugdes positivas do estado estacionirio do sistema
(0.1}

—~Au = F{z,u,v}) em £

(0.2) _ ~Av = Gz, u,v} em
w=uv=0 sobre J%},

A forma que atacaremos ¢ problema ¢é inspirada em artigos classicos como Brézis-
Turner {1}, Nussbaum [16], de Figueiredo-Lions-Nussbaurn {3], ¢ consiste em obter estima-
tivas a priori na norma do supremo.das solugdes positivas do sistema (0.2) e a partir da,

utilizar teoria do grau topolégico, como por exemplo: indice de ponto fixo em cones.

Aqui consideraremos sistemas de equagbes eliticas nfo-lincares (0.2) com
C F(a,u,v) =m(@)u+mp(z)v + flz,u,v) e

Gz, u,v) = me(z)u +maez(z)v + g{z, u, v},
onde M{x) = (m;;(z)) ¢ uma matriz cooperativa e f, g satisfazem

glz,u, v}

fleu0) lim =0,

0.3 iim P = ), RS S S
( } (u,0)-+(0,0) /u? 4 p? {u,0)—(0,0) \Vu? + p?

uniformemente em z & €2,



O sistema {0.2) pode ser reeserito na forma matricial abaixo:

~AU = M(x)U + (f(x’““”)), U=0 em 09,
A glz,u,v)

N . U ALY
onde U ¢ —AU sido respectivamente os vetores coluna ( ) e ( A )
v — v

Em artigo recente, Clément, de Figueiredo ¢ Mitidieri [6], nesta mesma linha de

raciocinio, obtiveram estimativas a priori para sistemas na forma.

~Au= f{v) em £
(0.4} ~Av =g{u) em Q
vu=1v=0 sobre O{2

onde f,g € CH{IR*); f'(s) 2 0,¢'(s) > Oparatodos =0 e

(0.5} Lminf —= f( ) =g¢, liminf 9(s) = b,

Bt 0 =00 5

com a,b € (0,00],ab > A%, sendo Ay o primeiro autovalor de (—~A; H(Q)). Além disso,

existem nidmeros positivos 4, B tais que

(0.6} , lim =A e lim (5)_.. B,

g—go g% B OO 3,3

com 1 < &, f < oo satisfazendo a+1 + ﬂ+1 > NNz LV > 2. A estimatbiva a prici é obtida

usando uma versio dos resultados de Gidas-Ni-Nirenberg [10], obtida por Troy {17], ¢ uma
extensio da identidade de Rellich, seguindo a mesma idéia em [3].

Mancini e Mitidieri [15], estudaram a existéncia e nio existéneia de solugbes para

sisbemas:
(0.73 —AU = MU + ({E g) em §, U=40 sohre &
onde M = (’;‘ F:f) o f(E) = [t|¥=3t e b (EICI(IR), R(0) = h'{(D) = 0 e A'(0) < 0, para

t € JR. Entre outros resultados, os autores mostraram que o sistema (0.7) possul uma
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solucgho U = (1‘;’)’ tal que u 2 v > 0, desde que th{t) > 2H(t), parat € Re

. 2
v+ 26 < A < min )«j-%-——‘-s———,
3 /\3'—'}’

onde H(1) = j;; h{s)ds.

Usando teoria de ponto critico, Costa e Magalhies [9] estudaram sistemas eliticos

nio-lineares

(0.8) SAU = MU + (f (x‘“"”)> em §, sobre 0§
: glz,u,v)

' A kb . . y 9
com My = 5~ e (f.g) é o gradiente de uma fungho F € C*(} x R x ), no
caso My e {f,—g) = VF no caso M_. Além disso, F' satisfoz a seguinte condigio de
crescimento:

VE{z,U .
(0.9} wllim fgj;l} ) =0, uniformementeem z €0 qs.

E provado em [9] que para obter solugio do problema (0.8) é suficiente que os auto-valores
de M. néo coincidam com os auto-valores de (—A; HH{)) (caso néo-ressonante}. Também

¢ dada uma condicao em F' para se obter solugfo no caso ressonanfe.

Trataremos o problema. de modo diferente dos trabalhos citades acima e um dos
resultados que escreveremos aqui ndo tem intersegao com nenlum dos supra citados. No
decorrer desta introdugdo discutiremos tais divergéncias. As nossas estimativas a prior
usam argumentos do tipe “blow up” como em Gidas e Spruck [11] e precisaremos de slguns
resultados preliminares sobre equagdes nfio-lineares ern BN do tipo Liouville. B daf que

cOmBgaremos a orgamzar o nosso trabalho.

No capitulo I demonstraremos alguns resultados do tipo: “ Se u,v € C*{IRV) sfo

fungbes nfio-negativas satisfazendo Au + v™ = 0, Av 4 v? = 0, com o, 8 > 0 satisfazendo
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certas condighes, entdo u = v = 07, Resultados como este z,éio conhecidos como do tipo
Liouville. Este resultado é uma extensio para sistemas do teorema 1.1 {12}, devido & Gidas
e Spruck: “S¢ uma fungio nfo-negativa u € CHIRN),N > 2, satisfaz Au 4+ 1? = 0, com
1<o < %‘:—f%, entfio u = 0”7, Faremos a demonstracio deste dltimo resultado para © caso

N = 2. Ainda no primeiro capitulo, discutiremos os mesmos resultados no semi-espago

N
RY.

No Capitulo I1 estabeleceremos estimativas a priori em duas classes distintas de sis-

temas da forma

—Lu = f(z,u,v) em
(0.10) —Lv = g{z,u,v) em
u=@, v=g¢ sobre I8

onde O ¢ IRY ¢ um dominio limitado com fronteira 80 de elasse CF;

N N
Lu = E aij{z)Diu -+ z bi{z)D;u
t.j=1 : =1 :

é wm operador uniformemente elitico com coeficientes a;; € C°(81), b; € L(Q); ¢, ¢ séo
funcoes de Carathéodory em §) X R, x IR tais que: f pode ser escrito como soina de duas

fungdes de Caa:a,ﬁhéodory Z e h que satisfazem

(0.11) h{z,u,v)| < a(u™ + ')+ b, paratods (z,u,v)€Qx Ry xR

Him o, u,0) = a{z), uniformemente em {z,v) € & x R,
b O u?

onde a e b sdo constantes positivas; o é uma fungéo continua e positiva no compacio {1,

p20,0<n<o, o< e N>2el<o<onse N=2,

(0.12} lg(z,u,v)] Caul +b, em {z,u,v)€ QO x Ry x IR,

com ¢ = 0, pg < o. Observe que a classe de sistemas (0.10) é absolutamente distinta

da classe de sistemas (0.4). A condiggo (0.11) implica que f depende necessariamente da
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variavel #, enquanto que no sistema (0.4) f depende somente da varidvel v, Um exemplo

de wm sistema satisfazendo (0.11) ¢ {0.12} &

—Au=u?4+v? em £
—Av =y? em
u=v=0 sobre I8

onde pg < @. Vamos obter outra estimativa a priori para sistemas (0.10) com f e g fungdes
de Carathéodory em 0 x By x Iy tais que f = £+ k, como em (.11) e ¢ pode ser escrito

como soma de fungbes de Carathéodory v e m cumprindo as propriedades:

0,13 th(zyu,0)] <alu+v) +b, em (z,uv)eQ xRy xR
-+ -+

lim = af{r}, uniformemente em {z,u) € Q x Hy,

HERTRY
P00 “

corn a, b, oo comoem (0.11), p< o, 1 <o £ ?V-}:J:ﬁ-, caso N > 2el <o < oo, quande N =2,

(0.14) lr{z, u, o)l S e(u+ o) +5, em (2,u,v)€ xRy x Ry

lim w = f(z), wuniformemente em {(z,v) € I x F.

onde £ é uma fungfo positiva e continua no conjunto £ e a,b,p e o sfo os mesmos de

(0.13). O Sistema

—~Au=v7 em {
~Av=1u’ em {}, onde 1<o< W’N:i
y=v=0 sobre 90

é um exemplo de um sistema {0.10) com f e ¢ satisfazendo (0.13) e (0.14), e quando Q2 ¢
convexo temos também wm exemplo para a classe de sistemas (0.4),

No capitulo 11, estudaremos sisternas de equagdes linecares na forma

(0.15) —AU = M{z)U + (;‘gg) em 2, U=0 -sobre o8
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com M = M(x) sendo uma mabriz cooperativa e f, g em LP{Q) siio funedes dadas. Como
em '[9] e [15] trataremos de questSes de existéneia e principio do maximo para (0.15),
Mais especificamente, daremos condicies na matriz M que sejam suficientes para garantir
existénaia de solugdes: Seja p{x) o méximo valor que a forma quadritica associada & matriz

M{z) atinge no cfrculo 57 ¢ A; o primeiro autovalor de (—~A; H}(02)). Assuma que
{0.16) . ey < X, gsem Q

onde X < );. Entfio para cada f,g € LP(€1}) existe um dnico par u,v € WHP(Q)NWi2{0)

satisfazendo {0.15). A condi(;.éan linhas de M:
(0.17) ma{z) + my{z) < X, my{z) +maa{z) < X, paratodo z€§ qs.
¢ suficiente para {0.15) satisfazer um principio de miximo.

No iiltimo capitule, aplicaremos os resultados obtidos para obter soluges positivas

para sistemas na forma:

AT = Hz,u,0}) - ‘ ,
(0.18) AU = M{zYU + ( o(e,u,v) em 2, U=0 sobre J%;
onde M = M{z) é uma matriz cooperativa satisfazendo (0.16), (0.17} e f, ¢ satisfazem
(0.3}, (0.11) e (0.12) (ou (0.3), (0.13) e (0.14)). As condigdes (0.13) e (0.14) caracterizam
o sistema {0.18) como um problema superlinear ¢ f, ¢ tem crescimento suberitico. Observe
gue {0.8) é uin problema sublinear ¢ que a fungéo f em (0.7) possuil o crescimento erftico
Nyp
Nzt

Para a comodidade do leitor, no final destas notas faremos um apéndice com uma lista

de alguns resultados que nos serdo Uteis durante todo este trabalho.



CAPITULO I
Resuliados Globais do Tipo Liouville

Neste capiiulo faremos um estudo nas solugdes positivas do sistema elitico nie-lincarn:

%
(L.1) {Au+v ,

Av+uf =0, em RY, N>2

" onde «, 8 s5o reais positivos. Estaremos interessados em dar condigdes ern o ¢ 8 para que
a Winica solugio nic-negativa de (1.1) seja a solugio trivial » = v = 0. Gidas e Spruck em
{12], demonstraram o seguinte resultado:

Teorema L1: Seja u € CP(RY), N > 2, uma fungio nio-negativa satisfazendo

(1.2} Au+u’ =0, em RV,

com 1 X o < %%«i— Entao « = 0.

Observacio L.1: A hmitacio no valor de o é esséncial. De fato, a fungfo nio-negativa

‘Wa
5

_[e/mm=g] " .
u(x)m[;ﬁ%«lm——a]z ., >0, aelR”, N=>2

satisfa; (1.2} para o = %{i}% Este exemplo é dado em [12].

Comecaremos considerando o mesmo problema. Para o caso N = 2 pode-se dar uma
demonstragdo mais simplificada do Teorema 1.1, que faremos a seguir considerando uma

desigualdade em ves da igualdade (1.2}

Teorema L2: Seja u € C*(IR?), uma fungiio no-negativa tal que

(1.3} Au+u” <0, em R
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eom 1 € o < oo, Entéo u =0,

Antes da demonstragio do Teorema 1.2, facamos as seguintes consideragdes: Seja
Bgr, B > 0, a bola aberta no IRY com centro na origem e raio R, e scjn pr € H(By)
uma auto-fungiio positiva associada ao primeiro autovalor Ay de (—4&; H{B)). Veja que
wrlz) = (&) satisfaz ~App = ?—-{g—gpn em |z} < Rewp = 0 sobre |2] = R. Suponha que

u € C*(RY), N > 2 é nfo-negativa e

{1.4) _ Au+u’ <0, em RY, o2>1.

Para ¢ > 1, tomemos o’ > 1 tal que 2 + - = 1. Multiplicando (1.4) por ¢% e integrando

em By, temos:

[ owens-[ sur=-[ uateh)-
o< R z]<h |zj< R

oA
=—olo=1) [ i Veal + 55 [ ek
fej< R R je{< R

Observe que o primeire termo no iltimo membro da desigualdade acima é menor ou igual

a zero. Portanto,

Ay 0’\1 f - |
wen) S o5 UPR.
/E;I{R( ) R? lxf<R R

Usando a desigualdade de Holder na designaldade acima, obtemos

— oA o— LA —_
(:{.5} !IHQRHEHEIBR} S “}'-:EEL”@R”L”(IBH) = UAIR_U 2“@1! Ed(}}}l}

Se ¢ = 1, multiplicamos {1.4) por % e procedendo como acima, obteremos

(1 - %) f ups <0, paratodo R>0,.
. jx[<R

dal u=0



Prova do Teorema L2: Fazendo N = 2 em (L.5) e observando que % — 2 ¢ sempre

negativo, femos

Rif_l};o luenlize pey = 0

e consequentemente u = 0, [

Observagio L.2: A desigualdade (1.5) mostra que a inica fungio ndo-negativa que satisfaz
(I4),com N 2 3el <o < -ﬁ% ¢ a funcio nula. Gidas em {13], mostra o mesmo resultado
para l < o < -&—"‘_‘}_—5, embora tentha enunciado o resultado no caso de igualdade como em

{1.2) mas nfio para designaldade corno em (1.4).

O caso do semi-espacoe apresenta caracteristicas diferentes. Em seguida estudaremos as
soluches nio-negativas de (1.1) em JRY com condigbes de fronteiras de Dirichlet, Comoe em
Gidas e Sprudck [11], faremos uso do método de movimento de planos paralelos, desenvolvido

por Gidas, Ni e Nirenberg em [10], ¢ provaremos o seguinte:

Teorema 1.3: Sejam u,v € C'?’(ﬂzf) N C°(RY) solugdes nao-negativas de (1.1} no semi-
espao }Rf, com % = v == (} sobre 5lRf e < BL %, caso N > 2 o0ull € o, f < oo,

se N = 2. Entéo u = v =0

A demeonstragio ¢ feita em duas etapas. Primeiramente mostraremos que v e v s6
dependem da varidvel zy e portanto u = u{zy),v = v{zy) satisfazem " 4 v* = 0,
v 4 uf = 0 em Ry, com u(0) = v(0) = 0. Daqui por diante (2/,2x) denotard o vetor
z = (21,..,an), onde 2’ = (z1,..,zy-1) e ey = (0,..,1) = (0/,1). Queremos mostrar
que u{z) = u(Z) sempre que zx = Tx. Sem perder a generalidade podemos supor que
z' = —gz', pois com uma translagio, podemos escolher o ponto (_z_i:%_?_’_’ O) para ser a origem

do RY. Considere a inversioc com relagio ao ponto —ey seguida de translagho y = Tfﬁ%

Esta transformagio leva o semi-espaco 2y > 0 na bola aberta IZ com centro em -é-e N € ralo

B fak

, & leva o hiperplano zy = 0 na esfera ly — fen| = 1 menos y = 0. Defina em B\ {0}

Wy) = fo +enl¥u(z) e By) = fo +enlVP0(a).
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As fungbes T ¢ ¥ sfio as transformages de Kelvin de u e v, e satisfazem

: AT Ay =0
(1.6} AT+ ly|"%f =0 em B
©=7=0 sobre 4B\ {0}

onde p={(N-2}a - (N+2), ¢g=(N-2)f-(N+2)
A seguir iremos fazer algumas observagdes sobre transporte paralelo de planos:

Seja ¢ um vetor unitdrio no RY perpendicular ao vetor ey, = (¥,0) e ¥ =1L
Para A € IR, denote por T, o hiperplanc perpendicular ao vetor 4 e passando pelo ponto
Xv. Observe que Ta N B é vazio para A > 1 e nfo-vazio quando § < A < 2. Seja By a
calota chela de B, determinada pelo hiperplano T, e denote por ¥} o conjunto obtido

através da reflexdo de 5y com relagdo ao hiperplano 7. Observe gque &) C B, para A em.

[0, 3)-

E consequéncia do lema de Hopf (lema A.1 do apéndice) a seguinte afirmacio: Para

todo x, € OB com {z, — Zen ).y > 0, existe § > 0 tal que

(1.7} | g——%‘(i} e %40 em BnM{ly—az,| <6}

O préximo resultado é uma versio do Lema 2.2 em [10]. Usaremos a notagio z* para

indicar o ponto refletido de z com relagio ao hiperplano 7.

Lema 1.1: Assuma que ¥ ¢ ¥ satisfazem (1.6), com § < o, f < o0 como no Teorema 1.3, e

para algum A € (0, 1)

(L3) gi;(x)<0, g})}($)<03 u(z) <We), e F() <F(e?), em Di.

Ent#o;
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(1) #(z) < %(z*) em Ly e g—g‘- < U sobre Ty N B, desde que u(z) £ @{at);

(ii) o mesmo para a fungio 7.

Prova do Lema I.1: Vamos definir em &, as aplicagdes
U(z) =a(z) e V(z)=1o{z*).

Observe que @ > U, 52 V em B}, T = U, ¥ = V sobre Ty B. Como p,g > 0 ¢ [2*| = lal,

para todo z € I}, temos
AU — ) = [2]7P5% — |2}PV* >0 em Xi.

Anslogamente,
AV —-3) 2 0.
Usando o lema de Hopf (Lema A1), @ > U e %% > g;f sobre Th N B e o resultado fica

demonstrado, -

Para concluir a afirmacio de que u e v dependem somente da variavel oy, basta

verificar que zero é o Infimo do conjunto A., dos nitmeros A € (0, 7) tais que

i o _ - _ -
3 < 0, 3 < O,u(:r,) <a(z?) e B(z) < o(z*) em T,
gualquer que seja o vetor y perpendicular ao vetor gy. Isto implica que Tz} = u(2°) e
portanto, Tly) = ©(ly, yn). Mostremos que 0 = infA,. A, # § por (L7). Se p=1infA,
entio (1.8) é satisfeita para X = u. Caso p > 0, temos u{x) # u(e") e ¥(x) £ ¥{a*), pois
se este ndo for o caso, Uzh) = 0, para todo z, € 09X, \ T, e 2% € B, contradizendo a

positividade de %. Usando o Lema L1 e a afirmagio (I.7), vemos que nenhum p positivo

pode ser o infirmo de A,

Prova do Teorema 1.3: Agora temos que v = u{zy) e v = v{zy) satisfazemn em £ > O

u.l'! +'UQ — 0
v 4+ uf =0
u(0) = v(0) = 0

11



Observe que v e v sdo céncavas. Suponha que v & crescente e tome algum #; tal que

' (t1) » 0. Pelo teorema de Taylor
: ?
0 < u(t) = u(ts) + (¢ — ) (t1) + / (t — s)u"(s)ds.
51
Portanto .
1
0 <ulty) + (¢~ t)u'(t) - 5(¢ — )*v™(t1),
e dal

QH(i}) 21&1(51)
(t—13)%2 " -1y’

’Dm(tl) L Para todo > ti,

que ¢ uma contradigio & positividade de v. Portanto u atinge o maximo em algum ponto
t = t; e a partir dai decresce até atingir u = 0 em algum ? = {5, que é um absurdo.

Poctanto v = v = 0. 0

' . ’ ¥ . .
Para finalizar este capitulo voltaremos ao caso do RY. Consideraremos agora funcdes

udo-negativas u,v € CZ(RY) tais que:

- Au -+ v <0,
(L9) { u+e® <

Av+uf <0, em RN, N>2, o, B >0

Sejam w = uv, ¢ > 0 tal que % = &]?I"Jf"?"-}i-_f ¢ p > 1 tal que pg = a + 1 e portanto
o conjugado p’ de p, i; + ;}7 = 1 satisfaz p'q¢ = £ + 1. Usando (1.9) ¢ a desigualdade de

Young, obtemos:

(1.10) Aw = 2VuVv + ulv + vAu < 2VuVy — o - patt,

: g+1 el
(L11) : Wi
P p

u v i
(112} 2VuVe < VuVe + 22}['@’14 + 5 [Vl 5% |Vw|*.

12



Combinando (1.10), (1.11) e (1.12), obtemos
1 2
Aw +w? < —2-w [Wew)®.

Agora ponha w = f?. Verifica-se facilmente que & f + %fz‘?”l < Orem IRY. Pela observagio

12,88 2¢-1< ﬁ%g—, entdo f = 0 e consequentemente temos demonstrado o

Teorema L4: Sejam u,v € C*URY) fungdes ndo-negativas satisfazendo (1.9) para «, 8

satisfazendo &il + ﬁ_}H > ﬁj,‘ N>3ea,f<oopaua N =2 Entdouz=mv=0.

Observagio 1.3: E possivel que o Teorema 1.1 ainda seja verdadeiro se em vez da igual-
dade (1.2} tivermos uma desigualdade como em (1.4). Observe que caso isto ocorra, a

condigiio em &, # no Teorema 1.4, pode ser exatamente a condigiie (0.6) na introdugao.
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'CAPITULO II

Tstimativas A Priort

Vamos considerar o sistema elitico ndo-linear:

—Lu = flz,u,v) em §
- {IL1) ~Lv = g(z,u,v) +y(z)vr em
u=1,v=¢ sobre 0,

onde 2 é um dominio lmitado com fronteira C? em IRY; ¢, ¢ sfo funcdes Hmitadas e

mensurdveis sobre J§1;

N N
Lu= Y ai{z)Diju+ Y bi(z)Diu
i,5=1 ’ TES

é um operador uniformemente elitico em £2, isto é, existenm niimeros positivos A, A tais que

' N
NP < 3 ay()it; < AKPR, paratodo €€ RY

fy=1

sendo a matriz A(z) = {ai;{z))}w xn uma matriz simétrica para todo z € . Além disso

suponiha que a;; € C°(Q) ¢ b; € L°(N), para 1,7 = 1,2, ey N,

Assuma, que f, g sho fungdes de Carathéodory em & x B4 X I tais que: f pode ser

escrite como soma de duas fungdes de Carathéodory £ e h tais que

(11.2) h(z,u,v)| < alu® + )+ b, paratodo (z,u,v)E QxR x K

. £ , —
lim —&E‘i@?—l = afz), uniformemente em {(z,v) € 2 x

o O Y
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onde o ¢ uma fungiio positiva ¢ continua no compacto §; @ ¢ b sfo constantes positivas e

os expoentes p,n, o satisfagem: p 2 0,0 n< e, 1 <o < %ﬁ%, se N >2el <o <oose

N =2
{IL3) lg(mu,v) <aut+bh em (z,u,0) € x Ry xR,
com ¢ 2 1, pg < o e a,b,peo sio 0s mesmos que aparecem em (11.2)

Um dos nossos principais resultados neste capitulo é o seguinte:

Teorema IL1: Assuma que as condigbes (11.2) e (I1.3) sdo satisfeitas, y € L°(Q), «+ <0,
g.s. em {). Entdo, existe uma constante positiva € = C(L, {2, f,g;'}f) tal que

il Lo oy lvliLes ) < C,

para todos u,v € G*{{]) satisfazendo (I1.1) com u > 0. Caso L seja o operador Laplaciano
A e as condigbes de fronteira de Dirichlet sejam ¢ == 0, ¢ = 0, o resultado ainda é verdadeiro

para y < A, q.s. em €2, onde A é menor que o primeiro autovalor A de (—~A : HX(€)).

Observacao I1.1: A constante € do teorema acima depende somente das constantes

dadas em (IL.2}, (I1.3) e dos modulos do limite que aparece em (11.2).

Em seguida vamos apresentar alguns resultados preliminares que posteriormente nos

seréo Gteis.

Lema IL1: Sejam J; uma sequéncla de ntmerog positivos convergindo para zero e

£:0 x Ry x R - R uma fun¢io de Carathéodory tal que

(11.4) i SEY) ey

U 0 A
uniformemente em {z,v) €  x IR, onde o € L*°(2}). Entéo
klim IApz, A7 uyv) — afz)u] = 0,
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uniformemente em 2 €, 0<uXleve A

Prova do Lema 1L1: Dado ¢ > 0, existe u, > 0 tal que

£z, u,v)

" <&, vparatodo u2 u,,z&ve .

— ax)

Se )\glu > u, entio [A7H(z, }.Z_lu, v)—a(zhu’|<ce se f\;lu, < u,,

Suu,

ATz, A e, 0) — a(z)ut £ A (||a»][;_-,m(9) —{—G sup |£|) :

Este proximeo resultado diz respeito a estimativa na fronteira do gradiente das solugles

de equagdes elificas de segunda ordem.

O gue faremos agora ¢ construir wma “barreira” para solugBes de uma classe de
equagdes eliticas de segunda ordem. Suponha que L ¢ um operador linear elitico como
em (I1.1}) e que o dominio  satisfaz a condigio da esfera exterior em algum z, € {1,
ou seja, existe uma bola aberta B tal que z, € dINaB e ONB = . Considere d &
fungiio distdncia d(z, B) definida em RN \ B por d(z) = |z — y| — R, onde R e y sio

respectivamente o raio e o centro da bola B. Fixe uma funcho o € C?[0, co) tal que o’ > 0

e defina w = H{d). Observe que [Vw|=19¢'e
. N : N N
Lw =" Y ai(a)Did+ ' Y b(zx)Did+9" > a;j(z)DidD;d.
i,5=1% f==1 . i,3=1

Como Vd = ﬁ—}% e Dj;d = |z — |73 (lz — y]28i; — (mi — yiY{z; — y;)), & facil verificar que

N -1
R

: _ N
(11.5) - Lw+f(x) < WA+ bi{z)Dw

{'bﬂ

N
w}:)z + Z Gijfx)Dngjw 4 f(xj

i,y=1
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onde f ¢ uma funciio de Lm(ﬁ). Observe que quando ¥’ = |Vw| > 1,

L& (£)Dyw + fz) + w¢’A

T
' , N -1
(1L.6) S8Vl + Ll ) + 5 [Veld
N
< (B4 1oy + ---~*A) Vul <0 3 a(e) DDy
{,7=1
com v o= (B + [ fllzecny + E5LA) A e BfE = SN bi(z)?. Combinando (IL5) e (11.6)
obtemos
¢H N
Liv + f(:E) < ((1/ 3 ) Z a;j(:z:)D;ijw.
i,j=1 .

Sejam ${d) = log(l + kd), k > 0 ¢ V uma vizinhanca de 2, em {1 da forma

{z € 1:d(z) < u}, a>0. Certamente que ¥" + (o'} = 0 e para V| > 1,
L7 ’ Lw+ f(z) <0

Se k e a séo escolhidos de forma que

Sk ; |
VIO = 00 2 v ke 2

para 0<Xd<aq,

teremos w satisfazendo {IL7) em 2NV, Agora seja u € C*{{2) tal que
(11.8) , ut flz2)=0 em £,

Ora, L{w + supgg u ~ u) <0em OQNVeu < w supyyu sobre INN V. Tomando «
e k tais que 1 + ka = €™, onde M > qupn u, teremos P(a} = M e consequentemente

W+ supgg v = v em G NV). Usando o principio do méximo na regio RNV, segue que

u<wsupu em NNV
an

A funcio w é conhecida como uma fungdo barreira superior para u. Mostramos o seguinte

lema
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Lema IL2: Suponha que v € C*Q) satisfaz (1L.8) em um domfnio £ que satisfaz a
condicio da esfera exterior em algum 2, € 001 Se f € L°°({), existe uma funcio barrcira

w que satisfoz
w=0 sobre 8B, [Vw|<C em Q= {zxeQ:dist(z,0B)<a}
e

w(z) Sw(z)+supu, paratodo =€,
8%
onde @, C' dependem apenas de N, {jull peogay, | Fll o0}, A, A e do raio de B.

O resultado acima € encontrado numa forma mais geral em [18] Wang & Deng. Nossa

demonstracio € illé})irada na prova do teorema 14.1 em [14-pag.337].

Prova do Teorema IL.1: A demonstragio ¢ feita por contradigio e usa wm argumento
do tipo “blow up” como em Gidas e Spruck {11]. Suponha que existam sequéncias uy, vk
em C?*{({]}, com u; > 0, satisfazendo (I1.1) e uma sequéncia =4 em Q convergindo para

2z, € 8 tal que up{zp) — oo. Trataremos os dois casos distintos: x, € {2 ou z, € OfL
Caso 1: 2, € {1
Seia d > 0, 2d < dist{z,,d0) e defina
— d
e(y) = ur{tey +25) para |y < o

t; € A sdo pameros reais positivos a seremn escolhidos posteriormente. E facil ver que

(119} Lite(y) + 6e{y) + hely) =0 em |yl < ﬁ:,

onde Liw(y) = Tfey abi (1) Dowly) + S b () Dieo(y), com
afi(y) = ayltey + =), OF(y) = tabi(try + 24),s
£ (y) = A lltry + zryuityy + 2p ) ve(tey + 1)) e
hi(y) = A h(tey + o, we(fey + za), ve(tey + xe)).
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Vamos mostrar que (IL9) converge, em algum sentido, para a equagio elitica nio-linear
(1.2). Tome ty, A tais que Apug{ey) = 1 e 23X = M. Portanto Mg — 0,4 — 0, 0 <
T < lem lyl € f‘% e T;(0). = 1. Para cada R > 0, as fungdes indexadas por k estio

definidas em {y| £ 2R, desde que k seja suficientemente grande. Além disso,
afj — ai;(2,),bf — 0 uniformemente em |y| < 2R,
Pelo Lema I1.1,

(11.10) %lﬁé 16 (y) — altey + 21 )Tk(y)?) = 0, uniformemente em |y} < 2R,

e portanto £ é uniformemente hmitada. I consequencia do Lema A.2 do apéndice a

seguinte desigualdade:

(1L.11) el

L2(9) = sup 9] + G‘sgp FIERTRISI

onde C é uma constante que depende apenas de §2. Caso L seja o operador Laplaciano,
p=¢=0eq < A a desigualdade (I1.11) ainda é verdadeira pelo Lema A.3 do apéndice,
s& gque neste caso O depende também de . Combinando (II1.11) coxi as hipdteses (I11.2) ¢
(IL3), temos

h(z, ualz), vn(@)] S AAFT AT + b,

onde & € b sio constantes que independem de k. Portanto
B ()] < a7 " + AP + BAE,

isto é, hr — 0 uniformemente em ly| < 2R. Fixe r > N. Usando o Lema A.6 do apéndice,

existe uma constante ¢ > 0, independente de k, satisfazendo

Naellwernry < C (JTellor (e + Woellor oy + el or(sa0) »

onde B, denota a bola aberta com centro na origem e raio p. Consequentemente
Erllwar(py) sio limitados uniformemente.  Como W?7(Bg) — CYH*(BR) compacta-

mente, para algum 0 < « < 1, podemos exirair uma subsequéncia, representada pela
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mesma notagiio, convergindo em CH*(Hg) para algum u € CY*(Hy) e portanto {(IL10)

implica que £; converge uniformemente para a(z,)u” em |y} < 2R. Observe que

Lp(Tiy — W) = (€ - L)+ (M — ki) + (i}i“ - bf‘)D,'?.}:'g +{ais — afj)}_};_,-ffm em Dp.

ij
Novamente, em virtude do Lema A.6 do apéndice, existe uma constante C independente
de k, tal que

s = Tmwnr gy SO0 = Umllor(sa) + 10— allor sy + hx = Banllr )+

k m - £ i —
lai; — afflize Ba) | PijTmllLrimay + 1867 — b oo (B 12T 1,y )-
Como | DUkl 1r By € Imitada, a Gltima desigualdade implica que a sequéncia Uy converge
en Wg’r(Bgu) e u satisfaz em By,

N
(11.12) E aif{z)Diju+ oz u® =0, u>0, u0)=1,
£,7=1
Por um argumento de subsequénela diagonal, v possui unia subsequéneis que converge
uniformemente em compactos do BY, para alguma fungio C?{IRN) satisfazendo (IL12)
em RY. Finabmente, usando uma conveniente mudanca de coordenadas, transformamos

o operador elitico de segunda ordem em (IL12} no operador Laplaciano ¢ dessa forma

chegaremos a uma contradicfo do Teorema L1.
Caso & 2, € JLL.

Sem perder s generalidade, suponha que @ C RY e que paraalgum d > 0, JRYNIN
contém o disco {{2/,0) : &' — 2l] < 2d}. Estamos utilizando aqui a mesma notagio do
capitulo I deste trabalho. Seja d; a dltima coordenada de xy, isto &, z; = {2}, di}. Vamos
definir %y em D = {y € RNyl < -f; e YN > w%f} como no primeiro caso (i e
A também sdo os mesmos), Como no caso 1, Ty satisfaz (IL9) em Dy, Afirmamos que
s sequéncia «‘Ef é Imitada inferiormente por wma constante positiva ¢. De fato, usando o

Lema I1.2, existe uma sequéncia de fungbes barreira wi e constantes ¢ > 0,0 > 0 que nio

dependem de k, tais que



(1113)  Wly) Swely) + Ax S;:g}qo em Dy, =Dn0{yel’RY :lyl+ly+ fwl < a}
k

e i?wg(y)]SC' em Dg,.

Caso —fj ~— {, para todo k suficienfemente grande, teremos 0 € Dy, e desss forma
1 = T (0) € wi(0) + Axsupsg . Passando o limite nesta dltima desigualdade chegare-
mos a um absurde e a afirmacgdo esta justificada. Quando %f néao & hmitada, usamos
os argumentos do caso 1. Dessa forma, podemos supor que f-:« -~> s > 0. Usande o
Lema A.8 do apéndice e argumentos analogos aos usados no ecaso 1 {passando para sub-
sequéncia se necessario) Ty converge para uma funcio u, uniformemente em compactos de
H, ={ye RY  :yy > ~s},ondeu & Gz(Hs) ¢ satisfaz {I1.12) em H,, Finalmente, ob-
serve que ¥ pode ser extendida a uma fungéo continua em H, se anulando sohre Y = —8.
Pelo Teorema 1.3, deveriamos ter v = v = 0 gue ¢ uma contradigho ao fato de v = 1 em

y = 0. Vejamos, entio a continudade de u em H,: {Por 1113}
- di.
ik(y) € Clyw + ) + dpsupe
. ty 89

Passando o limite na desigualdade acima, obtemos
w(y) £ Clyn +5) para yn > ~s+a,

portanto u pode ser extendido continuamente em yy = —s e a demonstracéo fica concluida.

Observacao TL2: Usamos o Lema A.6 para uma familia de operadores L. Este teorema
afirma que para um operador uniformemente elitico como em (IL1), a estimativa a prior
obtida para as solugdes de Lw = f, depende somente dos argumentos: A, A,supgq [b:] e
das constantes que aparecem na defini¢io da continuidade uniforme de a;; sobre By, Se
a; € %1(%1), por exemplo, a dependéncia seria de ieiillgorgy- Com um pouco de

atenciio, vé-se que podemos tomar uma estimativa uniforme para a familia Li.

Fm seguida, trataremos de obter estimativa a priori para outra classe de sistemas da

forma (1L.1). Scjam f e g fungdes de Carathéodory em £} x Jiy % My com as seguintes
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propricdades: f pode ser escrito como soma de duas fungbes de Carathéodory £ e A tais

que:
(11.14) Iz, u,v)f < alu+v)’ 45, paratodo (z,uv)e xRy xR
£ —
vljigo H—(ig—’ﬁl = ofz) uniformemente em (z,u) € Q x R,

onde o é uma funcio positiva e cont{nua em {I; ¢ e b sio constates positivas e os expoentes
pe o satisfazem: 1 <p<e <L };;*%,CMONZSG1§p<a<ooquandoN:2;

Da mesma forma g € uma soma m + n de fung¢des de Carathéodory satisfazendo:
(11.15) In(z,u,v)] < alu +v)? +b, paratodo (z,uv)€ xRy xR

m(z, u, v)

lim = f(z) uniformemente em (Z,v) € I x R.

1 XK [Tl

onde S ¢ uma fun¢io positiva e continua em (2.
0O Resultado ¢ o seguinter

Teorema I1.2: Assuma que (I114) e (I1.15) sfo cumpridas. Entfo, existe uma constante
ﬁosi{:iva C =C(L, 8, f,g) tal que

el zoe s olizos ) < €
para todo par de funcdes nio-negativas u,v € C*(£) satisfazendo (11.1), com » = 0

Observagio I1.3: A condigio v = 0 pode ser relaxada para v Limitada. O fato é que

neste case o termo y{z)v pode ser absorvido pela funcéo n que aparece na hipdtese (ILI5).

Prova do Teorema I1.2: Suponha que.o Teorema I1.2 é falso. Portanto existem fungbes

nio-negativas uy, vy € C*(Q) satisfazendo (11.1) e com Huellpoogoy + lvall poogny — o0, Sem
perder a generalidade vamos supor que existe uma sequéneia z; € §) convergindo para
algum z, €0 e |
(11.16) forllzes @) < funllpe oy = ual(ze).
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Como na demonstragio do Teorema 1.1, vamos considerar dois casos:
Caso 1: z, € §.

Seja d >0, 2d < dist(z,,08) e defina
— — d
Tily) = Avatey +ond, Taly) = Meviltey + o1, para Jy| < o=,

onde 3 € Ap sBo nimeros positivos tais que Apuz(z;) =1 e t£Ap = A7, Portanto A — G,

-0, 0<%, 5; <1, ?:T}C(O): =1 e quando 2R < ;}i—

(IL17) { Liag(y) + &ly) + ha{y) =0 em Bar

LiBp{y) + muly) + nely) =0 em  DBag,

onde L; é a mesma familia de operadores em {119},
£u(y) = ME(tey + 7, AT (), A TR (),
hk(?}) = ’)‘i&(f.’vy + Tk, Aglﬁk(y): )‘gldﬁk(y})?
mi(y) = Afmltey + oa, A T(y), A () e

na(y) = An(tey + 2o, Ay Tr(y) AL Te(y))-
Usando o Lema IL1 ¢ as hipéteses (11.14} e {I1.15), temos
Jim A2y} — altay +20)0:(0)°] = 0,

klim bma(y) — Altry + 22 )@e(y)?] = 0, uniformemente em  y| < 2R.
Mais uma vez, usando (11.14) e (I1.15):

i (D] + [na(w)] <2005 7P (1k(y) + T ()" + 20A5 <277 ad] 77 + 2bA],

para todo |yl < 2R, portanto by — 0, np = 0 uniformemente em |y| < 2R. Usando

os mesmos argumentos do Teorema I1.2 e passandoe a uma subsequéncia conveniente, Uy
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e g convergem uniformemente em compactos do RN para certas funges nio-negativasg

u,v € C2(RY) satisfazendo

N _ .
(11.18) { 2o g1 Gi3{(T ) Digu + oz )07 =0,
Eﬁ;‘;:} aij(x”}p’:fv + &(3:0)1*{‘fr == 0, com u(f}) = 1.

Pelo Teorema (1.4}, v = v = 0 que ¢ um absurdo.
Caso 2: z, € 652

Sem perder generalidade, suponha que 2 C Y e que para algum d > 0, ARY N oQ
contém o disco {{x,0): |a’ — 2} < 2d}. Seja dy a iltima coordenada de vy e denote por

D) como na prova do teorema anterior o conjunto {y € RN : jy} < %f, YN > ""%f‘}, onde

2 = A e Apup(er) = 1. Podemos supor, como anteriormente, que %f- CONVETEE Dara
algum s > 0. Defina em Dy as fungdes Tx ¢ T como no caso 1 da demonstragio deste
tecrema. Claro que ¥y ¢ ¥y satisfazem {I1.17) em Dj. Argumentos andlogos aos utilizados
na prova do caso 2 do Teorema II.1, permitem obter solucdes ndo-negativas u,v € C*(H,)
de (11.18) em H,, com u{0) = 1. Por outro lado, o Teorema 1.3 afirmia que v = » = 0 que

& uma contradigio. 0
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CAPITULO 11T

Sistemas Eliticos Cooperativos Lineares

Durante todo este capitulo @ © RY serd sempre um dominio limitado com fronteira
regular e M{z) = (my{z)) serd uma matrix 2 x 2, com m;; € L®({}). Dizemos que
M{z) é uma matriz cooperativa, quando as entradas mj2(2) e mz1(z} sdo nfo-negativas.
Considere o seguinte sistema:

—Au = my{zu +mplzlv + f(z) em Q

(I1L.1) —Av = may(a)y + ma{z)v + g{z) em O
u=v=0 sobre &0

Podemaos reescrever o gistema {II1.1) na forma matricial:

—AU = M(2)U + F(z) em £, U=0 sobre 90
com U = (z)1 F{z) = ('éfi%) e — AU denota a matriz coluna (:g:j) Dizemos que
o sistema (IT1.1) ¢ um sistema cooperativo quando a matriz M(z) é cooperativa, para todo
z € . O sistema (I11.1) satisfaz um principio de maximo quando u e v s&o ndo-negativas
sempre que f e g também o sejam. Em [6], de Figueiredo e Mitidieri estabeleceram o

seguinte resultado:

Lema II1.1: Suponha que (II1.1) é um sistema cooperativo e as linhas de M satisfazern:
(111.2) mir{z) + myelz) < 5\, mar(z) + moa(2) < X, gs.em zeQ,

onde X é estritamente menor que o primeiro autovalor Ay de {(~A; H}H(Q)). Entéo (JIL1)

satisfaz um principio do médximo.

Agora, vamos dar uma condigio na matriz M que seja suficiente para se obter ex-
isténcia de solugoes para o sistema {II1L1}. Comecemos com algumas consideragbes pre-

a b

liminares. Seja B = (c d) uma matriz real 2 X 2 e ¢{u,v) = au® + (b + cJuv + dv® a
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e u . .y
forma guadratica {(BU,U), com U = (U) e {.,.) denotando o produto interno candnico do

IRZ%. Observe que a forma q é exatamente a forma, quadritica associada a matriz simétrica
; a e 0 (e _ p cots ol 2
B = e d) onde 2e = b+ ¢, O méximo valor que ¢ assume no circulo unitirio 51 é o

maior autovalor de B!

(et d) +la—d)? +4e?
9

Denotemos este maximo valor por u(B), isto §,

(a+d)+\/(awd)2+(b+c)2
2

w(B) =

Portanto,

(BU,UY < W{B){(U,U), paratodo U e R

Observagac IIL.1: O wvalor u(B) depende continuamente das entradas da matriz B.

‘Observaciio I11.2: Quando os autovalores yu; e pz de B sfo reais e gy < pp entdo

sy < p(BY e py = u(B) se e somente se B é simétrica.

Denotemos w{(M(z)) por p(z). Suponha que a matriz M(x) satisfaz

(I11.3) p(z) < X c.)\h qs. em €0

Lema II1.2: Assuma (111.3). Entéo:

(i) Paracada f,g € LP({2), 2 < p < o0, existern solugdes tinicas u,v € W P{Q)NW?2(Q)
do sistema (IIL1). Mais ainda, existe uma constante positiva C, independente de
u,v, f e g tal que

lullwzo @) + ollwas@y < C (I e + lgllne) 5

(1) Se f,g.my; € C%2(Q) e ) tem fronteira C%%, para 0 < o < 1 entdio u,v € C%*{Q) ¢
existe uma constante positiva ¢ que ndo depende de f,¢,u e v tal que '

el gae @ + Pllozem € € (I llcoeie) +lallcrm) -
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Observagiao I11.3: A condigio (111.3) é suficicnte mias nio ¢ necesséria. Em [9], Costa ¢
Magalhiics mostram a existéncia de solugdes sem a condigfio {H1.3), no caso em que M ¢
uma matriz constante e myg + moy = 0. Neste casa, é suficiente assumir que nenhum dos

autovalores de M ¢ um autovalor de (—A; HHO)).

Observagio III.4: No caso em que myz = 0, 0 Lema I11.2 ¢ ainda verdadeiro mesmo que
(II1.3) falhe. Basta assumir que my; < < A em O, z = 1,2. Neste caso my; ¢ myp sio
os autovalores de M. Uma condicio suficiente melhor que a condigdo {(I11.3), pode ser a
seguinte: os autovalores de M sio menores que A Quande myz = 0 e my; < 3&, os lemas
© L1 e IIL2 sdo consequencias do correspondente resultado no caso escalar, Lema A.8 do

apéndice.

Prova do Lema IIL2: Caso p = 2; Defina em H = HI(2) x H}{() a forma bilinear
B:HxH — I{por

BU,3) =< U,& > W/Q(M'(a;){f,tii), onde I = (:j) B = (z) .

e < .,. > é o produto interno em H dado por [(VuVe + VoVl B nio é uma forma

bilinear siméirica, contudo é continua e coerciva. De fato,
[ot@u o)< [a@w o) < [0+t < S,
0 o e A1
para todo U € H, < U,U >= ||U|}?, e dai a coercividade:
: 5 ,
B(UO,UY= (1~ :\—)HUH , paratodo U € H.
1

A continuidade da forma B vem da desigualdade

B(U, @) < {{UlHe] +ﬁ}gx“mi.fHLW(ﬂ)(”“lle(n} + Holleem Xl vz + ol o))-

Queremos usar o teorema de Lax-Milgram para obter a solugdo desejada. Com esta

finalidade defina G : H — I o funcional linear
6w)= [@F@), veH, e Fa=(1).
@ g(z)
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G. & um funcional caontinuo:

G(U) < IfMllcapllellzoy + ol ol iz
< (e + Nollea Ul + foll 2ey)

<2503 (| fllpreey + ol IV U € B

Pelo teorema de Lax-Milgram existe um dnico U € H tal que

B(U, &)= /(@,F(z)), para todo @® & H.
1

Portanto U = (3) satisfaz (1111} no senﬁido fraco. Usando resultados de regularidade
do tipo Agmon-Douglis-Nirenberg (Lema A.5), teremos u,v € H2 ()N HH{O) e

(111.4) el ooy < Cllullnaeny + el + [ fllpeimy)

ollazy < Cllulleay + vlleemy + lollzen))

onde C depende de N , da matriz M e de 802, Para finalizar o caso p = 2, mostremos que

podemos encontrar uma constante positiva C' = C(N, M, 99} tal que
(HIL.5) el 2 ¢y + Hellarzcy < CUMpzcy + lgllnecny)

Caso contrério, existem sequéncias u,,,,%.:,l € HY), fa, g € L*(§2) satisfazendo (IIL1) e

funllaiey + loallzzy = 1, [fallzegey — 0, lgnllLegy — 0. Observe que

wA(Up ~ Up) = M(2)(Up — Up) + (Falz) — Fi(z)) ~om £,

onde Uy, = (z”‘) e Fp(z) = (g"g% ) . Usando a imerséo compacta de Sobolev H?(§1) «—
" E: 2N .

L*(8), podemos supor que u, — i,,Un — ¥, em L*({1) para alguns u,,v, € H*(Q). As

desigualdades (III.&) implicam que u, e v, sho de sequéncias de Cauchy em H*{(Q) e que

I, = (u") cH satisfaz_ no sentido fraco

By

“AUG = M(:E)Uo 111 Q, e ”u,g”};z(ﬂ) -+ [i‘{}oll}p(ﬂ} == 1.

28



Por outro lado, a unicidade do teorema de Lax-Milgram implica que u, = v, = 0,

Caso p > 20 Se f,g € LP(Q), entdo f,g € L*(§1). Usando o caso p = 2, existem
u,v € HY{O) N HI{Q) satisfazendo (111.1) no sentido forte. Ponha

folz) = mu{z)u +mplal + f(2) e gz} = ma{a)u + mag(a)v + g(=).
Dessa forma

~Au= fo(z),—Av=g,(z} em £, u=v=0 sobre &,

Pixe 1 € IV tal que =% < 2 e seja.p; dado por Pi, = § — %. Portanto }% S2e
teremos a imersio de Soboley W2PH{Q) — L¥{(}), para todo ¢ > p;. Mostremos que
u,v € WHT(Q), r == min{p,p;} e assim ficaremos com este caso concluido, pois quando
r = py, temos fo, g, € LP(Q) e usando resultados de regularidade (Lema A.7 do apéndice),
u,v € W2P{QYNWHr(Q). Com efeito, H2(Q) «— LP*{§}), para }71; =1 — % e assim f,, ¢,
estio em LP{1) e cousequentemente u,v € W} =P‘(Q.) NW2r(0). Se }% = =4 <9 (caso
N £ 4) ou simplesmente se p < g, teremos fo, g, € LP(w). Caso contrdrio, temos » imerséo
W2Pi s LP2(Q, para ﬁ;_z }71; - % = % - -?;% e assim f,, ¢, € LP2(Q) e u,v € War2(0).
Se p < pp ou % < 2, teremos fo, gp € Lff(w). Caso contririo, continuaremos passo a passo
110, muesmo eaminho, um némero finito maximo ¢ de vezes, até colocar u,v em W?Fi(Q2) ou
parar antes mesmo se p < p;. A estimativa a priori para este caso é obtida como no caso

p=2 e é consequencia da unicidade das solugles e da imersio compacta de W2#(2) em

LP(§1). A parte (i) do Lema IIL2 estd provada.

Suponha que f,g,mi; € C**((}), 1,7 = 1,2 e que a fronteira de 2 seja de classe
. Vamos usar a parte (i) para p > N. Neste caso W5?(Q) «» CH#(%]) para algum
0 < B < 1. Dessa forma, pela parte (i), existem funges u,» € W L2(Q)) satisfazendo
{I11.1}. Neste caso, fg,.gﬂ e C**({1). Usando resultados de regularidadade de Schauder
(Lema A4 do apéndice); u e v estio em CH*(1]). Para a estimativa a priori procede-se

exatamente como na parte (i). 0
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Vamos finalizar este capitulo com wm lema que nos serd Giil posteriormente, Farcmos
uma vershio matricial do scguinte fato conhecido: “A dnica fungio nao-negativa v € H(0)

satisfazendo —Au < v{@)u ne sentido fraco, com v £ A < Ay, q.s. em £, ¢ a funcio nula
. . . - ) u
v & 0°. Dagui por diante usaremos a seguinte notagie U 2 0, quando U = (v ) , COIn U

e v nho-negativas e U 2> V, quando U —- V > 0.
Lema 1I1.3: Suponha que M satisfaz (IIL3) e que 7 > 0 satisfaz
-\—AU <MW em Q, UcH
Entdo U = Q.
Prova do Lema II1.3: Como U 2 {,
(_Az}, U) < (M@U,U) S u(2)U,U) < MU U) em fL

Integrando em {2, teremos
At /(uz +v%) < ‘/(|'*C7u|2 + Vo) < i](zag + v*).
Q £ )

e portantou =v = 0.
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_GAPf’I‘ULO v

Existéncia de Solugbes Positivas para Sistemas Cooperativos Nao Lineares

Neste capitulo vamos utilizar teoria do grau para estabelecer a existéncia de solucdes
positivas de certas classes de sistemas eliticos que veremos abaixo. No que segue, 2 ¢ RN
é um dominio limitado com fronteira CQ’_”"; para cada » € O, M{z) = {m;{z)) é uma
matriz 2 % 2 cooperativa com m;; € C(2). Os sistemas objetos de nosso estudo sio da

forma

~Au = my {z)u —{-‘mlg(:{:)v + fz,u,v) em
(IV.1) —Av = mg{z)u + mea{zw + ¢{z,u,v) em £
u=yv=0 sobre O

onde f,g sio funcdes localmente Lipschitzianas cumprindo as seguintes propriedades:

i flz,u,v)
(tv-2) ) to0) Va5

=0, uniformemente emm z € {};

g(x u,v)

V.3 lim 0,
(Iv:3) () —(0,0) VU2 P

uniformemente em  z € (.

Podemos observar o sisterna (1V.1) do seguinte ponto de vista: Sejam F, G' € C*(Six IR xIR)
tais que F(z,0,0) = G(z,0,0) = 0. Escrevendo o desenvolvimento de Taylor de ¥ e

teremos para cada z € {.

(z,u,vjv+r{z,u,v) e

1 8F
Flz,u,v) = %;(:c,u,v)u + 5

(z,u,v)v + plz,u,v),

G
Gz, u,v) = %%;(m, u, 0 YU + %;—

onde r e p sho as funcdes resto satisfazendo para cada z €

. r{z, u,v) (sc %, )
. 1 et =} lim = {}
v -4) {u,v;-r-?(ﬁﬁ} Vu? 4 v? T v)*""(ﬂ 0} v/u? 4 v?
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Dessa forma, o sistema
— A== Pz, u,v), —Av=G{z,u,v) em §,

com u=0v={_0 sobre J§}

¢ da mesma classe de sistemas (IV.1) desde que os limites (IV.4) sejam uniformes em x € {1

Teorema IV.1: Assuma que M é uma matriz cooperativa satisfazendo (1112}, (I11.3) ¢
que f e g sejam fungSes ndo-negativas satisfazendo (I1.2), (I1.3), (IV.2), (IV.3) e

{IV.5) Flayu,v) 2 pu — C,, paratodos {(z,u,v) € x Ry x Ry,

onde p, C sdo constantes positivas e & = 2X1. Entdo o sistema (IV.1) poséui pelo menos

uma solugdo positiva I7 = (3) . u,v € OB ().

A prova deste resultado é uma aplicaggo imediata do seguinte resultado:

Proposicao IV.1: Seja C um cone em um espago de Banach X e F : ' — ( uma
aplicacio compacta com F(0) = 0. Assuma que existam £, > 0, 0 < r < R tals que:
(Y e £ tF(x),sele]j=r,zeC,05t< ;e

(i) Existe uma aplicagio compacta
.0 x By - C satisfazendo:

U{x,0) = F(z), em [z} £ R,z € C}
T{z,t) #z, paratodo x| S R,z € Gl 2t e
Uiz, t)#z,scle]=RzeCet20.

Entéio F possul pelo menos wm ponto fixo € € com r < |z} < R.
Para a demonstracio desta proposicéo citamos [2],[4] e [16].
Prova do Teorema IV.1 IVa;t@s considerar o espago de Banach
X = {.U = (3) : u,v.E Cg(ﬁj, u=p =10 sobr‘e a5},
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munido com a norma do supremo [Ul, = fjull ooy Hivll Loy Pelo Lema 1112 e a hipdtese

(I11.3), podemos definir a aplicagio §: C°()x C°(§1) — X dadapor § (:Z) w U e (u) ,
: =

onde U ¢ a tinica solugio de

{IV.6) —~ AU = M{2)U + (igg) em £, U=0 sobre O

Com efeito, @, € LP((2) para todo p e em particular para p > N. O Lema IIL2 implica
que existem u,v € WEP) NWHP{Q) satisfazendo (IV.6). Ora, W22(2) «— CH8(Q) para
Calgum 0 < B < 1. Isto implica que U = (::) € X e que § é uma aplicagio compacta,
Denote por € o cone positivode X, C = {U € X : U 2 0}, e defina F : C — C por
FUy=>5 (;E:z: :3) O Lema 1LY ¢ a hipdtese (111.2) Implicam que F(C) C C. Agora
vamos verificar que F cumpre as hipdteses da proposicio (IV.1). As propriedades (IV.1)

e {IV.3) implicam que para cada ¢ > 0, existe r > 0 tal que
(IV.7) fle,u,v) <elu+v), glz,u,v) <e(u+v), paratodos 0<u,v<r

Suponha que U = tF(U) para algum U € C, U], £ r ¢ 0 < ¢ < 1. Por meio de (IV.7),

obtemos a desigualdade matricial

—AU S {M@E)+eJU em £,

onde J é a matriz (1 1 ) . Tome ¢ suficientemente pequeno para o qual p(M(z)+£J) < X,

z € §} g.5.. Aplicando o Lema ITL3 na desigualdade matricial acima, teremos U = 0 ¢
portanto, ¥ satisfaz a primeira hipdtese da proposi¢io acima para o nlumero r escathido

acima. Fmn seguida defina ¥ : U x By — C por

WU, 1) = § (f("”“’“)) , U= (:) € X.

g(’} ‘u" U)

T(U,0) = F(U), por definiciio, Verifiquemos que ¥ satisfaz (1) da Proposigio (IV.1).

Admita que $(U,1) = U para algum U € C. Denote por ¢; uma autofungio positiva
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associada no primeiro autovalor Ay de (~A; H}Q). A condigiio (IV.5) implica que
)qf upy = f iy { ey -i—/ myz2{z)ve + / Fla,utt,v)e
Q Ja fy 0

2 L(mn(m)'i“ﬂ)”‘?; +(!¢f"Co)L¢.1_,

pelo fato de mlg('x)ugp; ser sempre ndo-negativa. Agora veja que my{z) é o valor que a
forma quadrdtica associada a matriz M{x) assume 0o vetor candnico e, = (1,0), portanto
my () é menor que A, Como g > 2); temos g > Ay — mi1{) e a desigualdade acima
implica que £ < C,/p. Portanto ¥(U,t) # U para todo U € C, desde que £ > t, = C,/p.

Finalmente, observando em {I1.2) que

: t . -
tim mm;—t"f—ﬂ = afz), uniformemente em (x,v)¢€ I x Ry,

O (71 :

pode ser dado uniformemente em 0 < t < 1, {veja observagio 11.1}, e aplicando o Teorema
I1.1 a0 sistema (U, t) = U, podemos obter uma constante R > 0 tal que (U, ) £ U,
para todo 0 < t < 1, {e portanto, para todo ¢ 2> 0}, quando [U] 2 R. Dessa forma, existe

U € C tal que F(U) = U e r < |U] < R, ou seja, U 6 solugio ndo trivial de (IV.1). A
razio de u e v estarem em OB {81} deve-se ao fato das aplicagdes

z e flz,u(z),v(z), = g(z,u(z),v(2))
serem de classe C2%(01) (Lembre-se que F(C) ¢ CLE(Q) x CYP(Q) e que f e g séo

localmente Lipschitzianas). r]

Ohservacio IV.1: A condigio (IV.5) pode ser relaxada quando f s6 depende da varidvel

.

Arora vamos considerar outra classe de sisternas {(IV.1). Assuma qgue f e ¢ satisfazem
g !

(1L14), (11.15), (IV.2), (IV.3). Consequentemente, para todo u > O:

(IVS) [flz,uv) + glz,u,0)]) 2 plu+v) — C,, paratodos (z,u,v) € Q x iy x Ry,
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Aqui escolheremos i 2 2Ay. Demonstraremos um resultado semelhante ao Teorema IV.1

¢ a prova ¢ quase a mesma a menos das seguintes consideracses:

Considere X, C, 5 e F defimidos como na prova do Teorema IV.1. Vamos definir ¥ do

seguinte modo

| o Flou o) | = [ Y .
‘?(U=t)“'5(g(.,u+t,v+t))’ V= (v) €

0 que val modificar da prova do teorema anterior é observagiior Se paraalgunsU € C,t 2 0

tivermos ¥(U, 1} = U. Entéo (IV.8) implica que
Az /(u + vy = /ﬂ(mn(m) + mgy (&) )ugp; +f(n1}_g($)'+ mas{x) v+
7 Q
[UGu+to 0 +deu+t0+ ),
e

> (4 - ) /ﬁ(u"i*v)aﬂz +(m~wco>j{z%

POis mygneey, Merug; Sho ndo-negativas e my{z) < A, 1 = 1, 2 (my{2) é o valor que a forms,
guadrdtica associada & matriz M{z) assume no vetor canénico ¢;). Portanto t < O, /p e

consequentemente, procedendoe como anteriormente teremos provado o

Teorema IV.2: Suponha que M ¢ uma matriz cooperativa satisfazendo (I11.2), {1313}
e que f e g sfio fungdes ndo-negativas cumprindo as propriedades (I1.14), (I1.15), (IV.2)

e (IV.3). Entio o sistema (IV.1) possui pelo menos uma solugdo nfo trivial positiva

0 () wv € C2(Q).

Para finalizar, faremos um breve comentdric de oufra aplicagio da nossa estimativa

no caso nao-cooperativo

—Au = flz,u,v)—v, em §
(IV.9) —Av=F8u—v, em QO
' w=va={, sobre {2 com 7,6>0 e 4§ <+%.
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Como referéncias de resultados com respeito & classe de sistemas (IV.9), poderemos

Gitas: 5], [8].

Teorema IV.3: Suponha que f ¢é uma funcio nio-negativa localmente Lipschitziana

satisfazendo (I1.2), com p < o, (IV.5) e

: flz,u,v) §
V.10 X limsup —————= < Ay = A
( ) ﬂ-—-i[}p i <A 1+ ¥ + )q !
uniformemente em v 2> 0,z € 2. Entio (IV.9) possui pelo menos uma solugio positiva

nao-trivial.

3\1 ¢ o primeiro autovalor de —~A+4-6(—A ~}-'y)“‘1 com condigdes de fronteira de Dirichlet
(Veia [5]). A prova deste teorema ¢ uma simples aplicagiio da Proposigéo IV.1, depois de
observados os seguiﬂtes pontos:

Se B denota o operador 5(-A + )" com condigoes de Dirichlet e
X={uelCQ):u=0 sobre 80},
entdo o sistema (IV.9}) é equivalente & equagio integro—diferenc'ial.
~Bu+ Bu = f(z,u,Bu) com z&X.

BEm {5], de Figueiredo e Mitidieri mostraram que a aplicagio S : C?({1) — X, dada por
S(h) = u = —Au-+ Bu = h em ), & linear compacta e positiva, isto é, A > §
implica que S(k) > 0. Defina F{u) por S(f(.,u, Bu)) e veja que {IV.9) pode ser reescrito
na forma u = F(u), u € C, o cone positivo de X. Como na demonstragio do Teorema
IV.1, as hipdteses (1L.2), (IV.5) e (IV.10) implicam que F satisfaz as condigdes (i) e (ii) da
Proposicio IV.1. ‘
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APENDICE

Neste aptndice listaremos alguns resultados bisicos da teoria de equagdes eliticas de
segunda ordem e que na maloria dos casos estio demonstrados em Gilbarg-Tudinger {14].

Portanto, procuramos seguir a ordem em que estes aparecem nesta referéncia.

Durante todo este apéndice  denotard um aberto limitado do BY; L serd um operador

uniformemente elitico

N N
Tag = Z a;j_(zz)ﬂgju -+ Z b;(.:c)Dgu
i5=1 =1

com b; € L8, ai; & CU(WQW) e

N

MEPR € D a(@)6ig; < AP, paratodo €€ RY

§e1

onde A ¢ A séo constantes positivas.

Comecaremos com uma versio do lema de Hopf. Seja ¢ uma fungfo mensurdvel ¢

Imitada.

Lema A.1: Suponha que u € C2(S), Lu + ¢(z)u > 0 em . Seja i, € 8 tal que:
(i) u é continua em z,;

(i) u(z) < u(z,), para todo @ € 0 .

(H1) 8Q satisfaz a condigio da esfera exterior em z,.

Entfo, se existe a derivada normal exterior de u em z, e ¢ £ 0 teremos
du
—(z,) > 0.
v
Mais geralmente, mesmo que a derivada normal exterior néo exista, teremos

LEminf Mﬂ >0
Zsq fx — 2,} ’
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onde o lmite é tomado dentre os elementos x € Q tais que o angulo entre o vetor xg — 2
> . * . X LA . i -
e a normal exterior em =z, € menor que § ~ § para algum § > 0. Quando u{z,) = 0 o

resultado ainda é vilido, independendo do sinal de ¢.
Provar Veja o Lema 3.4 em [14-pag.34].

O proximo resultado diz respeito a lmitagio a priori de solugfes de equagdes nio

homogéneas na forma
(A.1) Lu+telzju=f

onde ¢ € uma fungio nio-positiva.

Lema A.2: Suponha que u € C#{12) N C?(Q) satisfaz (A.1). Entfo
C
sup [u| < sup |ul + +sup |f]
Q %1 A g

onde C' é uma constante positiva que depende somente do didmetro de Q e de |b] = 3. [5:]°.

Se em vez da igualdade tivermos Lu + c{z)u > f entio

c
supu < suput 4 —sup|f7]
2 80 A g

Prova: Veja o Teorema 3.7 em [14-pag 36].

Faremos agora uma concessio no sinal de ¢. Para simplificar a demonstracho do

préximo resultado vamos nos ater ao caso I = A,

Lema A.3: Suponha que ¢(z) < :i, g.s. em {1, com X < A;. Entdo existe uma constante
positiva £ = C(82, C) tal que |

fellz=cy = Csup if]
para todo u € C*(Q) N C?(N) satisfazendo Au+ e(a)u = f em 2 com u = 0 sobre 2.
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Prova do Lema A.3: Fixe um dominio ' € IRY tal que & < Q' & o primeito autovalor
A de (—A; HI(Q)) esté no intervalo A € X < A, Seja @, wma autofuncio positiva

associada ao autovalor A;. E ficil verificar que w = o € C?(2) e satisfaz
. [

(A.2} Aw + f-?zpoVw + (e{z) — Aw = L‘f(;l em £

o

e w = 0 sobre 9. Usando o lema anterior e lembrando que ¢, é positiva no compacto Q

a demonstragao fica concluida. : 0
Passamos, agora, a considerar o problema de obter solugfes clissicas para {A.1).

Lema A.4: Suponha que a {ronteira 01 é de classe C5%, para algum 0 < o < 1. Se os
coeficientes de I e as funcdes f e ¢ estao em CG’“(ﬁ) e além disso ¢ € 0 em (2, entio, para

cada ¢ € C*(Q} o problema de Dirichlet

Lu+4clzyu=f em , u=¢ sobre I8,
possui uma tnica solugio em C%*(Q).
Prova: Veja,-o Teorema §.14 em [1é-pa.g.10?].

Em seguida, enunciaremos um resultado de regularidade global para solugdes fracas

de equagdes eliticas de segunda ordem.
Lema A.5: Suponha que 00 é de ;13556 C? e u € H%()) é uma .solugé',o fraca de
~Au=f(z) em € u-—ypc HH{Q
com f e L(8Y), ¢ € HYQ). Entio u € H*(Q) e
helliz ey < Cllullezy + 1 llzsco) + el ne)

onde ¢ = C(N, 80)
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Prova: Vejn os Teoremas 8.8 e 8.12 em {14-pag 186}

Os dois resultados seguintes dizem respeito a solugdes no sentido forte de equacgdes

eliticas de segunda ordem,

Lema A.6: Suponha que u € W2 N LA, 1 < p < oo, é wma solugfio forte da

toc

equagcio Lu = f em §2, com f € LP(Q). Entdo para qualquef subdominio Q' C 2,
“‘“”W?m(ﬂ’) < C(““HL»(Q) + ”f”LP(ﬂ))

onde C depende de N,p, A, A, ¥, {1 e das constantes que aparecem na definigiio de con-

tinuidade uniforme de a;; sobre Q'
Prova: Veja o Teorema 9.11 em [14-pag.233].

Lema A.7: Suponha que 9% seja de classe OV e que ¢ < 0. Entéo se f € LP({),
1 < p < o0, o problema de Dirichlet Lu + o{z)u = [ em Q, v = 0 sobre 3 possui uma
finica solugdo u € WHP{Q) N WHP{Q). Mais ainda,

ellwer oy < Cllullzs @y + [ lr o)
onde € depende da mesma forma da constante do Lema A.6.

Prova: Veja os Teoremas 9.13 e 9.15 em [14-pp.239].

Para finalizar considere mais uma vez w, 2, A; definides na prova do Lema A.3. Apli-
cando os resultados acima citados na equagio {(A.2), demonstra-se sem maiores dificuldades

o lema abaixo:

Lema A.8: Suponha que ¢ < X, ¢ € I2(Q) e & < ;. Entic

(i) (Estimativa a priori} Existe uma constante positiva C dependendo de §2,¢, tal que.

liullwzriy < Clflloro)
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para todos u € WHH{Q) e f € LP(Q) satisfazendo
(A.3) CAudelslu=f em €, u=0 sobre 9

(i) {Existéncia e unicidade) Para cada f € LP(Q), existe um Gnico u € WHP{Q)NnWHr(Q)
solugio de (A.3);
(iii) (Principio do médximo) Se u € C?(§)) N C°(%)) satisfaz (A.3), com f < 0, entdo u 2 0.
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