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INTRODUÇÃO 

Alguns modelos biológicos são descritos por sistemas de reação-difusão da forma 

(0.1) 
{

Ut-L\.u=F(x,u,v) _em n, tElR 

Vt-.6..v=G(x,u,v) em n, iEJR 

u(t,x)=v(t,x)=O para xEBil, 

onde f! c JRN, N 2: 2 é um aberto limitado e F, G são funções dadas. Neste trabalho, 

nosso objetivo é estudar a existência de soluções positivas do estado estacionário do sistema 

(0.1): 

{ 
-llu = F(x, u,v) e1n il 

(0.2) -Lw = G(x, u, v) Clll il 

u=v=O sobre 8il, 

A forma que atacaremos o problema é inspirada em artigos clássicos como Brézis~ 

Turner [lL Nussbaum [16L de Fíguciredo-Lions-Nussbaum [3]: e consiste em obter estima

tivas a póori na nonna do supremo das soluções positivas do sistema (0.2) e a partir dai, 

utilizm· teoria do grau topológico, como por exemplo: índice de ponto fixo em cones. 

Aqui consideraremos sistemas de equações elítica...s não-lineares (0.2) com 

F(x, u, v)= m 11 (x)u + m 12 (x)v + f(x, u, v) e 

G(x, u, v)= m21(x)u + m 22 (x )v+ g(x, u, v), 

oúde Af(x) = (mij(x)) é uma matriz cooperativa e f,g satisfazem 

(0.3) lim f(x, u, v) =O, 
{u,v)--.(0,0) ..)u2 + v2 

uniforiucmentc em X E n. 
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O sistema (0.2) pode ser reescrito na forma matricial aba:ixo: 

-b.U = Jvf(x)U + (!((x,u,v))), U =o em &n, 
g x,u,v 

onde U c -b.U são rcspectivrunente os vetores coluna (:) c ( =~~). 

Em artigo recente, Clément, de Figueiredo e Mitidieri [6], nesta mesma linha de 

raciocínio, obtiveram esthnativas a priori para sistemas na forma 

(OA) 
{ 

-b.u=f(v) em 

-b.v = g(u) em n 
u =v·= O sobr·e &n 

onde J,g E C 1 (JR+);J'(s) 2 O,g'(s) 2 O para todos 2 O e 

(0.5) ]. . f f(s) 
1mm --=a, 
s_,.co S 

]. · fg(s) b 
1!11111 -- = , s-= .':i 

com a,b E (0 1 oo],ob >XL sendo )q o primeiro autovalor de (-6;I:I!(!1)). Além disso, 

cxístem números positivos A, B tais que 

(0.6) lim f(s) =A 
/l_,.oo s" 

e 

coffi 1 < tt, f3 < oo satisfazendo u~l + P!l > Ni/, N > 2 .. A estimativa a priori é obtida 

usando uma versão dos resultados de Gidas-Ni-Nircnberg [10], obtida por Troy [17], e uma 

extensão da identidade de Rellich, seguindo a mesma idéi;,t em [3]. 

Mancini e Mitidierí [15L estudaram a existência e não existência de soluções para 

sistemas: 

(0. 7) -t:..U = MU + (f( u)) em ü, U =O sobre 8il. 
h( v) 

ondeM = · (
À -ó) 
ó ' , 

f(t) = ltl""'t e h E C1(JR), h(O) = h'(O) =O e h'(O) S O, para 

t; E 111. Entre outros resultados, os autores mostraram que o sistema (0.7) possuí uma 
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solução U = (:;),tal que u ~v> O, desde que th(t) ~ 2II(t), para tE JR c 

f + 25 :S ). < m~n 
J 

onde H(t) = fo' h(-')ds. 

Usando teoria de ponto c.rítíco, Costa e Magalhães [9] estudaram sistemas elíticos 

não-lineares 

(0.8) :_ AU = M±U + (J(x, v, v)) 'l b a~ u ( ) crn ~ , so re ,)~ . g x,u,v 

com Af± = ( ~ ~ 6 ) e (f,g) é o gradiente de uma função F E. C 2 (S1 X IR X JR)l no 

caso ]\,f+ e (f, -g) = '\!F no caso .lvf_. Além disso1 F satisfaz a seguinte condição de 

crescimento: 

(0.9) l
. \7 F(.,, U) O 
nn = 

IUI~= !UI ' 
uniformemente em X E n q.s, 

É provado em (9] que para obter solução do problema (0.8) é suficiente que os auto-valores 

de Ivf± não coincidam com os auto-valores de ( -.Ó.j JI~(r!)) (caso não-ressonante). Também 

é dada uma condição em F para se obter solução no caso ressonante. 

Trataremos o problema de modo diferente dos trabalhos citados ac1ma e um dos 

resultados que escreveremos aqui não tem interseção com nenlmrn dos supra citados. No 

decorrer desta introdução discutiremos tais divergências. As nossas estimatívus a prlori 

usam argumentos do tipo "blow up'1 como em Gidas e Spruck [11] e precisaremos de alguns 

resultados prelirnim1res sobre equações não-lineares em JRJ'f do tipo Liouvillc. É <hú que 

começaremos a organizar o posso trabalho. 

No capítulo I demonstraremos alguns resultados do tipo: " Se u 1 v E C 2(JRN) são 

funções não-negativas satisfazendo .6..u +v a = O, Llv + ufl = O, com 01 1 f3 ~ O satisfazendo 
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cc!·tns condições, então v, :=. v = on. Resultados como este s.ão conl1ccidos como do tipo 

Liouville. Este resultado é uma extensão para sistemas do teorema 1.1 [12L devido à Gidas 

e Spruek: "Se uma. funçiio não-negativa u E C2(JR.JV),N > 2, satisfaz &u + tt,. =O, com 

1 :S O" < {f~, então u = O". Faremos a dcmonstraçã.o deste último xcsultado para o caso 

N = 2. Ainda no primeiro capítulo, discutiremos os mesmos resultados no semi-espaço 

JR'j_. 

No Capítulo II estabeleceremos estimativas a priori em duas classes distintas de sis

temas da forma 

(0.10) 
{ 

-Lu= f(.<, u,v) em [l 

-Lv=g(x,u,v) em !1 

u = l.p, v= <P sobre un 

onde n c JRN é um domínio limitado com fronteira ande classe C 1 i 

N N 

Lu= L a;;(x)D;;u+ Lb;(x)D;u 
i.j=l i=l 

é um operador uniformemente elítico com coeficientes a;i E C"(fl), b; E L=(O); tp, tf são 

funções de Carathéodory em D. x IR+ x lFl tais que: f pode sCI" escrito como soina de duas 

funções de Carathéodory f. e h que satisfazem 

(0.11) lh(x,u,v)I:Sa(u"+lvV')+b, pa.ratodo (x,u,v)Eí!xiR+xiR 

]. C(x,u,v) ( ) 
nn =ax, 

u-+oo u,. 
uniformemente ern (x, 'V) E n X IR, 

onde a e b são constantes positivas; O' é uma função contínua e positiva no compacto 51, 

p 2: O, OS n < cr, 1 <o:< ~~'se N > 2 e 1 <o:< oo se N = 2. 

(0.12) 

com q 2: O, pq < O". Observe que a classe de sistemas (0.10) é absolutamente distinta 

da classe de sistemas (0.4). A condição (0.11) implica que f depende nccessal"iamentc da 
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variá.vcl u, enquanto que no sistema. (0,4) f depende somente da variável v. Um exemplo 

de um sistema satisfazendo (0.11) c (0.12) é: 

em 

{ 

-L'lu = u" + vP 

-~v= uq em n 
u =v= O sobre an 

onde pq < cr. Vamos obter outra estimativa a prior:i para sistemas (0.10) com f c g funções 

de Carathéodory em Q x IR+ x IR+ tais que f = f!+ h, como em (0.11) e g pode ser escrito 

como soma de funções de Carathéodory 1 e m cumprindo as propriedades: 

(0.13) ih(x,u,v)i:;a(u+v)'+b, em (x,u,v)EflxlR+xlR+ 

11
.
1
n f(x, u, v) __ ~··(x), ( ) ~ ..__. uniformernen te em x, 11- E H x IR+, 

v-+oo v<Y 

com a, b,a como em (0,11)~ p < a, 1 < a :S N~ 2 , caso N > 2 e 1 < CY < oo, quando N = 2. 

(0.14) 

1. 'l"(x, u, v) !3( ) un = x, u.__.oo uu 
uniformemente em (X l v) E n X IR+. 

onde f3 é uma função positiv-a e cont:ínua no conjunto n e a, b, [J e cr são os mesmos de 

(0.13). O Sistema 

rt>u=v" em n 
-nv=uu em n, onde 1 < (j < ::_2 
u=v=O sob1·e an 

é um exemplo de um sistema (0.10) com f e g satisfazendo (0.13) c (0.14), e quando Q é 

convexo temos também um exernplo para a clill::ise de sistcmw3 (0.4). 

No capítulo III1 estudai·emos sistemas de equações lineares na forma 

(0.15) ( 
f(x)) -C>U = M(x)U + g(x) cmn, U=O sobre an· ' 
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com 111 = Af(x.) sendo uma matriz cooperativa e fl g em LP(H) sil.o funções dndas. Como 

em "[9] e [15] trataremos de questões de existência c princípio do máximo pnra {0.15). 

Mais especificamente, daremos condiçõcR na matriz ]lf que sejam suficientes para garantir 

existência de soluções: Seja J.i( x) o máximo valor que a forma qua.dnltica associada. à matriz 

.Af( x) atinge no círculo S1 e .\1 o primeiro autovalor de ( -.6; H;.(n) ). Assuma que 

(0.16) JL(x) :S \, q.s em f! 

onde Â < .\1. Então para cada j, g E LP(.O) existe um lÍnico par u, v E VV2,P(ü) n TV0
1•P(H) 

satisfazendo (0.15)_. A condição nas linhas de M: 

(0.17) 

é suficiente pura (0.15) sat.isfa:tcr um princípio de m<L-..;:imo. 

No último capítulo, aplicaremos os resultados obtidos para obter soluções positivas 

para sistemas na forma: 

(0.18) -L;.U = M(x)U + (f(x,u,v))) 
g(x,u,v) 

em n, u =o sobre 80.; 

onde M = M(x) é uma matdz cooperativa satisfazendo (0.16\ (0.17) e j,g satisfazem 

(0.3), (0.11) c (0.12) (ou (0.3), (0.13) c (0.14)). As condições (0.13) c (0.14) caracterízam 

o sistema (0.18) como um problema supcrlínear e f) g tem crescimento subcr:ítico. Observe 

que (0.8) é um proble_ma sublinear e que a função f em (0, 7) possui o crescimento crítico 

N±'l 
N-z· 

Para a comodidade do leitor, no final destas notas faremos um apêndice com uma lista 

de alguns resultados que nos serão t..Í.teis durante todo este trabalho. 
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CAPÍTULO I 

Resultados Globais do Tipo Liouville 

Neste capítulo faxcmos um estudo nas soluções positivas do sistema dítico não~lincar: 

(!.1) { 
L'>u + v" = O, 

..6..v + uP =O, em N "2 2 

onde o:} f3 são reais positivos. Estaremos interessados em dar condíções em a e {J para que 

a única soluçãD não-negativa de (I.l) seja a solução trivial u s v~ O. Gidas e Spruck em 

[12L demonstraram o seguinte resultado: 

Teormna I.l: Seja, u E C2(JRN), N 2.:'_ 2) uma funçiio nãcH1cgativa. satisfazendo 

(1.2) em 

com 1 :S: a < ~~. Então u := O. 

Observação I.l: A limitação no valor de a é essência!. De fato, a função nâcH1egatiYa 

satisfaz (1.2) para a = ~!;. Este exemplo é dado em [12). 

Começaremos considerando o mesmo problema. Para o caso N = 2 pode-se dar uma 

demonstração mais simplificada do Teorema 1.1, que faremos a seguir considerando uma 

desigualdade em vez da igualdade (1.2). 

Teorema 1.2: Seja u E C2 (1R?), uma função não-negativa tal que 

(!.3) em IR'. 
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com 1 S: (í < oo. EnUio u ;::;; O. 

Antes da demonstração do Teorema 1.2, façamos as seguintes considerações: Seja 

Bn 1 R> O, a bola aberta no JRN com centro na origem c raio R, e seja tp 1 E H~(Bt) 

uma auto-função positiva associada ao primeiro a:utovalor ..\1 de ( -.6.; H; (BI)). Veja que 

lf'R(x) = !f'l(~) satisfaz -b.,J.PR = f&cpn em lxl <R e I.{> R= O sobre !xl =R. Suponha que 

u E C2(InN), N 2: 2 é não-negativa. e 

(!.4) em 

Para a> 1, tomemos u' > 1 tal que ~ + ,;, = 1. 11ultiplicando (1.4) por 'PÍl e integrando 

em B R 1 temos: 

Observe que o primeiro termo no último membro da desigualdade acima é menor ou igual 

a zero. Portanto) 

Usando a desigualdade de Hõldcr na desigualdade acima, obtemos 

' 

(!.5) 11 11 "-1 < a)'J 11 11"-1 - À RH,-'11 11"-1 
Ut.pR L"(DR)- R2. i.pR L"(Bid- rJ 1 ff 'P1 L"(Bt) 

Se u = 1, multiplicamos (1.4) por lf'Jt e procedendo como acima, obteremos 

( 2À1) 1 2 1-R2 u<pn$0, 
!x!<R 

para todo R> O, 

dai u =o. 
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Prova do Teorema 1.2: Fazendo N - 2 em (L5) e observando que ;, - 2 é sempre 

negativo~ temos 

lim llu;,oniiL•(Bn) =O 
R.->oo 

e conscqucntementc u ::::: O. o 

Observação 1.2: A desígualcL·ule (1.5) mostra q~1e a 1Ínica função não-negativa que satisfaz .. 
(1.4) 1 com N > 3 e 1 :S IY < N~z é a função nula. Gida.s em [13L mostra o mesmo resultado 

para 1 < u $ N'!_ 2, embora tenha enunciado o resultado no caso de igualdade como em 

(L2) mas não para desigualdade como em (I.4). 

O caso do semi-espaço apresenta características diferentes. Em seguida estudaremos as 

soluções nã-o-negativas de (I.l) em IR!j. com condições de fronteiras de Dirichlet. Como em 

Gidas e SpTuck [11], faremos uso do método de movimento de planos paralelos, desenvolvido 

por Gidas, Ni e Nlrenbcrg em [lOL e provaremos o seguinte: 

Teorema !.3: Sejam u,v E C 2 (JR~) n C0 (1R'f.) soluções nào-negativ"a.s de (I.l) no semi-

N ~ N f3 N±2 f3 espaço IR+, com u =v= O sobre viR+ e O$ a, ::;: N~ 2 , caso N > 2 ou O::;: a, <co, 

se N = 2. Então u :::: v = O. 

A demonstração é feita em duas etapas. Primeiramente mostraremos que u e v só 

dependem da variável XN e portanto u = u(xN),v = v(xN) satisfazem u 11 + v 0 =O, 

v 11 + ufl =O em JF4, com u(O) = v(O) =O. Daqui por diante (x',xN) denotará o vetor 

x = (x 1 , ... ,xN), onde x1 = (x1, ... ,XN-1) e eN = (0, ... 1 1) = (0',1). Queremos mostrar 

que u( x) = u(X) sempre que x N = x N. Sem perder a generalidade podemos supor que 

x' = -x' 
1 

pois com uma translaçã.o, podernos escolher o ponto ( x'Jx' 1 O) para ser a origem 

dO IRN. Considere a invc1·são com relação ao ponto ~eN seguida de translação y = 1:fre;12 . 

Esta transformação leva o semi-espaço XN > O na bola aberta B com centro em teN e raio 

1 I -
~~e leva o hiperplano XN =O na esfera jy- 2eNI = 2 menos y =O. Defina em B \{O} 
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As funções U c V sií.o as transformações de Kdviu de ti c v, c satisfazem 

(LG) 

onde p = (N- 2)a- (N + 2), q = (N- 2)fJ- (N + 2). 

A seguir iremos fazer algumas observações sobre transporte paralelo de planos: 

Seja f um vetor unitário no IRN perpendicular ao vetor CN 1 1 = (i,O) e !t'! = 1. 

Para,\, E IR+, denote por T>. o hiperplan.o perpendicular ao vetor f e passando pelo ponto 

Àf. Observe que TA n B é vnzio para À ~ ! e nào~vazio quando O :::; À. < !· Seja E>. a 

calota cheia ele B, determinada pelo hiperplano T>., c denote por E~ o conjunto obtido 

através da rcfkxào de~>. com relação ao hiperplano T>.. Observe que E~ C B, para..\ em 

[O, Il· 

É consequência do lema de Hopf (lema A.l do apêndice) a seguinte afirmação: Para 

todo X 0 E ôB com {xo- ~eN)·f >O, existe ó >O tal que 

(!.7) 
ãu 
-<0 e &, 

ãu 
81 

<0 em Bn{Jy-x,J <ó). 

O próximo resultado é urna: versão do Lema 2.2 em [10]. Usaremos a notação x.\ para 

indicar o ponto refletido de x com relação ao hiperplano T.x. 

Lema I.l: Assuma que U e V satisfazem (1.6), com O :::; Ot, f3 < oo cmno no Teorema 1.3, e 

para algum .\ E (0, ~) 

(!.8) 

Então: 

au 
&)x)<O, 

ãu 
a,(x) <o, u(x):::; u(x'), e v(x) < v(x"), em >;,, 

10 

,. 



(i) ü(x) < ü(x") em:;:;, e~< O sobre T;. n B, desde que ü(x) 'f' ü(x"); 

(ii) o mesmo para a função V. 

Prova do Lema I.l: Vamos definir em I:~ as <~plícaçõcs 

U(x) = ü(x") e V(x) = v(x") . 

.. 

Observe que U 2: U, V 2:: V em E~, U = U 1 V= V sobre T:...nB. Como p,q 2:: O e Jx.x] ~ j:rj, 

para todo x E E~, temos 

Analogamente, 

1'.(11- v) 2: o. 

Usando o lema de Hopf (Lema A.l), U > U e ~~ > ~~ sobre T>.. n B c o resultado fica 

demonstrado. 

Para concluir a afin:rk>.ção de que u e v dependem somente da variável x N, basta 

verificar que zero é o ínfimo do conjunto A"/ do...:; números À E (0, ~) tais que 

au av~ >. ;.. 
Oi< O, Oi< O,u(x) < ü(x ) e v(x) < v(.T ) em :;:;~, 

qualquer que seja o vetor 1 perpendicular no vetor CN· Isto implica que U(x);;::; U(xo) c 

portanto, v(y) = ü(lYLYN)· Mostremos que O= ínfAo- A,# 0 por (1.7). Se 1' = inJA, 

então (!.8) é satisfeita para>.= I'· Cru;o I'> O, temos u(x) 'f' ü(x1') e v(x) 'f' ü(x"), pois 

se este não for o caso} U(x~) = O, para todo X 0 E ô'E-1t \ Tp. e x~ E B, cont.radlzendo a 

positividade deU. Usando o Lema LI e a afirmação (!.7), vemos que nenhum J-1 positivo 

P.odc ser o ínfimo de A,. 

Prova do Teorema !.3: Agora temos que u = u( x N) e v = v( x N) satisfazem em t > 0: 

{ 

u" +v" =O 

v11 + ufl =O 

u(O) =v( O) =O 
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Observe que u e v são côncavas. Suponha que v é crescente e tome algum t 1 tal que 

u1(t1 ) >O. Pelo teorema de Taylor 

Portanto 

e dai 

o< u(t) = u(tr) + (t- t,)u'(ti) + r' (t- s)u"(s)ds. }, 

O< u(t1 ) + (t- t 1 )u'(t1)- ~(t- t1 )
2 v"(t1 ), 

"( ) 2u(t1 ) 2u'(t1 ) 
v t, < ) + ' (t-t, 2 t-t, 

para todo t > tb 

que é uma contradiçã.o à positividade de v. Portanto u atinge o máximo em algum ponto 

t = t 1 e a partir dai decresce até atingir u = O em algum t = t 2 , que é um absurdo. 

Pol"trulto u =v = O. O 

Para finalizar este capítulo voltaremos ao caso do JR./"r. Consideraremos agora funções 

não-m;gativas u 1 v E C2(JRN) tais que: 

(!.9) { 
Llu +v"< O, 

!:.lv + ufi ::; O, em N 2:: 2, a,f32:0 

Sejam w = uv, q > O tal que } = ~~ 1 + P~l c p > 1 tal que pq = o:+ 1 e portanto 

o conjugado p1 de p, } + ;, = .1 satisfaz p1q = {J + 1. Usando (1.9) e a desigualdade de 

Young, obtemos: 

(I.lO) L\.w = 2Vu'Vv + u!:.lv + vi\.u < 2\lu'Vv- ufi+I - vo:+l; 

(!.11) 

(L12) u I' v I , 1 ' , 2'i7u'i7v :": 'i7u'i7v + -l'i7v + -
2 

'i7ul = -w- l'i7wl . 
2v u 2 
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Combinando (!.10), (I.ll) c (!.12), obtemos 

Agora ponha w = f 2 • Verifica-se facilmente que I::::. f+ k f 2
q-

1 < O· em JRN. PeJa observação 

I.2, se 2q - 1 :::; J;~'l, então f = O e consequcntemcnte temos demonstrado o: 

Teorema I.4: Sejam tt 1 v E C2 (JRN) funções não-negativa.s satisfazendo (!.9) para a, f3 

satishzendo 1 + 1 > N-z N :> 3 e o:, (3 < oo para N = 2. Então tt =v = O. ' ;;+1 P+I - N-I 1 -

Observação !.3: É possível que o Teorema I.l ainda seja verdadeiro se em vez da igual

dade (I.2) tivcnnos uma desigualdade como em (I.4). Observe que caso isto ocorra, a 

condição em cr., ;3 no Teorema 1.4, pode ser exatamente a condição (O.G) na introdução. 
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CAPÍTULO II 

Estimativas A Priori 

Vamos considerar o sistema elítico não-linear: 

(!Ll) 
{ 

-Lu= j(x, u, v) em !1; 

-Lv=g(x,u,v)+i(x)v em 

u = r.p, t) = cP sobre an, 
n· , 

onde Q é um dornínio limitado com fronteira C 2 em IRN; r.p, r/> são funções limitadas c 

mensuráveis sobre 8fl; 

N N 

Lu= I; ai;(x)D,;v+ I;b,(x)D,u 
i,j=l Í=l 

é um operador uniformemente clítico em n, isto é, existem números positivos À, A tais que 

N 

.\1(12 S I; a,;(x )Ç;f,j S AIÇI', para todo Ç E JRN 
i,j=l 

sendo a matriz A(x) = (aij(x))NxN uma matriz simétrica para todo x E n. Além disso 

suponha que Uij E C 0(H) e bi E L 00(!l), para 1:,j = 1, 2, .. '., N. 

Assuma que j,g são funções de Carathéodory em n X JR+ X IR tais que; f pode ser 

escrito como soma de duas funções de Carathéodory f e h tais que 

(!1.2) !h(x,u,v)!<a(v"+!v!')+b, paratodo (x,u,v)EílxJR+xJR 

l . R(x,v,v) ( ) 
1nl· =o:x, 

u--oo uu 
uniformemente em (x, v) E Q x In 
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onde a é Úma funçiio positiva c contínua no com.pndo .Q; a c b stio constantes positivas e 

os expoentes p,n,a satisfazem: p >O, O$ n < tY, 1 < cr <~~;,se N > 2 e 1 < tY < 00 se 

N=2; 

(!1.3) 

com q -~ 1, pq <(!__e a, b,p e a são os mesmos qu_e aparecem em (II.2) 

Um dos nossos pdncipais resultados neste capítulo é o seguinte: 

Teorenm II.l: Assuma que as condições (II.2) e (II.3) são satisfeitas, 1 E L=(n), 'Y ::.; O, 

q.s. em f!. Ent.~l.-0, existe urna constante positiva C= C(L,f2,j,g,f) tal que 

para todos u, v E C 2 (Õ:) satisfazendo (II.l) com u .2. O. Caso L seja o operador La.placiano 

h. e as condições de fronteira de Dirichlct sejam 1f =O, 4> = O, o resultado ainda. é verdadeiro 

para 1::.;, ~' q.s. em n, onde,\ é menor que o primeiro autovalor À1 de ( -~: HJ(D)). 

Observação II.l: A constante C do teorema acima depende somente elas constantes 

dadas em (IL2), (IL3) e dos módulos do limite que ;:tpm_.ece em (IL2). 

Em seguida vamos apresentar alguns resultados prclimiruues que posteriormente nos 

serão úteis. 

Lema II.l: Sejam Àk uma sequenc1a de números positivos convergindo para zero e 

f : Q x R+ x llt -~ IR uma função de Carathéodory tal que 

(II.4) I. l(x,u,v) ( ) 
1m = a x 

u-->oo uu 

uniformemente em (x 1 v) E ,Q. X IR, onde a E L=(n). Então 

lim p,,f(x, .\j;1u,v)- a(x)u"i =O, 
•~= 
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Ul).lformemcntc em X E n~ o :S u < 1 e v E IR. 

Prova do Letnn. II.l: Dado e > O, existe u0 > O tal que 

I =e( x-'-::-, u ''-'-'-" J ( ) J -O' X < é 1 u" 
para todo u 2: Ua, X E n, v E IH. 

D 

Este próximo resultado diz respeito a estim_ativa na fwnteira do gradiente das soluções 

de equações elíticas de segunda ordem. 

O que farernos agora é construir uma "barreira" para soluções de uma classe de 

equações elítícas de segunda ordem. Suponha que L é um operador linear eJítico como 

em (II.l) e que o domínio Q satisfaz a condição da esfera exterior em algum X 0 E 8fl, 

ou seja, existe uma bola aberta B tal que X a E an n ôB e n n B = 0. Considere rl a 

função distfincia d(x 1 ôB) definida em JRN \ B por d(x) = jx- yj- R, onde R e y são 

respectivamente o raio e o centro da bolà.. B. Fixe urna função tj; E C 2 [0, oo) tal que 1(/ >O 

e defina w = v>(d). Observe que IVwl =v/ e 

N N N 

Lw = ,P' L a;;(x )D;;d + ,P' L b;(x)D;d + ,P" L a;;(x )D;dD;d. 
i,j=l i=l i,J=1 

(1!.5) 
N-1 N 

Lw+f(x) :S R ,P'A+ I:b;(x)D 1w 
t=l 

tf;" N 
(V/)' + I: a;;(x)D;wD;w + f(x) 

i,j=l 
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onde f (~ uma. função de L00(f2). Observe que quando 1/1 1 = !V'wl > 1, 

N 
"" N-1 Lb,(x)D,w+f(x)+ ,P'A 
t=I R 

(IL6) 
N-1 

< lbii'Vwl + IIJIIL=(n) + R IVwiA 

com I'= (lbl + llfllr-=(0) + Nj{1 A) À-1 c lbl' = '[;[::1 b,(x)'. Combinando (IL5) e (IL6) 

obtemos 

( 
1/J" ) N 

Lw + f(x) S (V'')'+ v ~ Gij(x)D,wDjw. 
1,)~1 

Sejarn 'lj;(d) = ~lo,q(l -+ kd), k > O e Y uma .;izinhança de x 0 em fl da forma 

{x E n: d(x) <a}, a> O. Certamente que 1/1" + v('0')2 =O e para.!Vwj ~ 1, 

(!1.7) Lw + f(x) S O 

Se k e a sB.o escolhidos de forma que 

k 
.P' ( d) = ;:,(1 + kd) 

k >--->1 
- v(l + ka) - ' 

para O ::; d :s; a, 

teremos w satisfazendo (I I. 7) em Q n V. Agora seja u E C 2 (Q) tal que 

(ILS) Lu+f(x)=O em íl. 

Ora, L(w + SUPan u- u) :::;; o em n n T1 eu:::;; w-+ SUPro u sobre 80. n v. Tomando a 

e k tais que 1-+ ka = e"M, onde M 2:: 2sup 11 u, teremos 1P(a) =Me consequentcmente 

w + SllPan u > u em ô(n n V). Usando o princípio do máximo na região n n V, segue que 

u :s; w-+ supu em n n v. 
an 

A função w é conhedda como uma. função barreira supcríor para 1.t. Mostramos o seguinte 

lema: 
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Lema II.2: Suponha que u E C 2 (f2) satisfaz (IL8) em um domínio n que sat.isfaz a 

condiçã-O da esfera exterior em algum X o E an. Se f E L00(fl)l existe uma função barrcira 

w que satisfaz 

w =o sobre &B, IVwl :S c em n. = {x E n: dist(x, àB) s a} 

e 

u(x) :S w(x) +supu, para todo x E fla 
an 

onde a, C dependem apena.s de N,lluiiL~(n),llfiiL~(n),.\,A e do raio de B. 

O resultado acima é encontrado numa forma mais geral em [lSJ \Vnng e Deng. Nossa 

demonstração é inspirada na prova do teorenm 14.1 em [14-pag.337J. 

Prova do Teorem_a II.l: A demonstração é feita por contradição e usa um arg11mcnto 

do tipo "blow upn como (-';m Gidas e Spruck [11]. Suponha que existam sequências 'li+) vk 

em ·C2 (!1), com Uk 2: O, satisfazendo (II.l) e uma seqnência Xk em Q convergindo para 

Xo E n tal que uk(xk)---+ 00. Trataremos os dois casos distíntos: Xo E n ou Xo E ôft 

Caso 1: Xo E n. 

Seja d >O, 2d < dist(x,àfl) e defina 

d 
para lvl S-. 

tk 

tk e Àk são números reais positivos a serem escolhidos posteriormente. É fácil ver que 

(!I.9) 
d 

IYI < t.' 

onde Lkw(y) = L:i":,~, a.fi(y)D;jw(y) +L:~, b~(y)D,w(y), com 

a7j(Y) = aij(tkY + x,), b7(v) = t,b,(tky + xk), 

Ck(Y) = tP,.e(tky + x., u•(tky + xk), vk(tkY + xk)) e 

hk(Y) = fkÀkh(tky + Xk, Uk(ftY + Xk), lik(fkY + Xk)). 
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Vamos mo;,tra.r que (ILQ) convct·ge, em a1gum sentido) para a equação clítica não-linear 

(I.2). Tome fk,Àk tais que ..\kuk(:rk) = 1 c tZ>..k = Ãk- Portant-o Àk -4- O,tk ------1< O, O ::5: 

1i;; $ 1 em !vi ~ t: e Uk(O). = 1. Para cada R > O, as funções index-adas por k estão 

definidas em !YI s; 2R, desde que k seja suficientemente grande. Além disso, 

Pelo Lema II.l, 

(li. lO) )~t lfk(Y)- a(tky + x,)ih(y)"l =O, uniformemente em IYI S 2R, 

e portanto ek é uniformemente limitada. É consequencia do Lema A.2 do apêndice a 

seguinte desigualdade: 

(!!.11) 

onde C é uma constante que depende apenas de fl. Caso L seja o operador Laplacíano, 

'f= f= O e 1 ~ ,\a desigualdade (II.ll) ainda é verdadeira pelo Lema A.3 do apêndice, 

só que neste caso C depende também de 'Y· Combinando (II.ll) coni as hipóteses (II.2) e 

(1!.3), temos 

lh(x, u,(x), v,(x)l 5 â(.\;,:n + ,\kpq) + b, 

onde â e b siio constantes que independem de k. Portanto 

Ü;to é, hk -----} O uniformemente em IYI ::; 2R. Fixe r > N. Usando o Lema A.6 do apêndice, 

existe uma constante C > O, independente de k, satisfazendo 

onde B P denota a bola aberta com centro na origem e raio p. Conscquentemcntc 

I!UkJIW2,r(BR) são limitados unifomtcmcnte. Como W 2 ,r(Bn) .._. C1 ,r:x(BR) compaeta

mcntcl para algum O < a < 1, podemos extrair urna subsequência, representada pela 
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mesma notaçfío, convergindo em C 1 •{Jl(BnJ para algum u E C 1•n(lJu) c portanto (li. lO) 

implica que e,,,. converge uniformemente para a(x 0 )u" em I vi :S 2R. Observe que 

Novaniente, em virtude do Lema A.6 do apêndice, existe urna constante C independente 

de k, tal que 

lliik- iimllw'·•(B;l) O::C(IIiik- iim!IL•(Bn) + IICk- CmiiL•(Bn) + llhk- hmiiL•(Bn)+ 
' 

Como I!DijUk!JY(BR) é limitada, a última desigualdade implica que a sequência Uk converge 

em W 2·r(BR) eu. satisfaz em BR, 
' ' 

(Il.l2) 
N 

L aíj(Xo)DijU + o:(x 0 )u."' =O, u ~O, u(O) = l, 

i,j=1 

Por um mgumento de subsequência diagonal, uk possu.i uma subsequência que c01wcrge 

uniformemente em compactos do IR/", para alguma função C2(JRN) satisfazendo (IL12) 

em JRN. Finalmente, us<mdo ·uma conveniente mudança de coonlenadas, transformamos 

o operador elítico de segunda ordem em (IL12) no operador Laplaciano e dessa forn1.a 

chegaremos a uma contradição do Teorema Ll. 

Caso 2: X 0 E ôft 

Sem perder a generalidade, suponha que n c IRf. e que para algum d > O, 

contém o disco {(x',O): lx'- x~l < 2d}. Estamos utilizando aqui a mesma notação do 

capítulo I deste trabalho. Seja dk a última coordenada de xk, isto é, xk = (x~, dk). Vamos 

definir Ük em Dk = {y E JRN : IY! s; t: e YN > -~} como no primeiro caso (tk e 

,\k também são os mesmos). Como no caso 1, Uk satisfaz (IL9) em Dk. Afirmamos que 

a sc<:1uência 1!" é limitada inferiormente por urna constante positiva s. De fato, usando o 

Lema IL2, existe uma scquência de funções barreira Wk c constantes a > O) C > O que não 

dependem de k) tais que 

( ' d,) 
Wk y l-t; = Ü, 
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(IL13) D,,. ~ D, n (v E InN: lvl + IY + td I :S a) 
k 

Caso {~ -t 0 1 para todo k suficientemente grande, teremos O E Dk,a c dessa forma 

1 = uk(O) < Wk(O) + >.,. SUPan <p. Passando o limite nesta última desig>.u:lldadc chegare

mos a um absurdo e a afirmação está justificada. Qun.ndo 1--; não é limitrtda, usamos 

os argumentos do caso 1. Dessa forma, podemos supor que f: -t s > O. Usando o 

Lema A.6 do apêndice e argumentos análogos aos usados no caso 1 (passando para sub

sequência se necessário) 1i;. converge para uma função u, uniformemente em compactos de 

H$= {y E JRN: YN > -s}, onde u E Ç2(Hs) e satisfaz (II.12) em H 8 • Finalmente, ob

serve que u pode ser extcndida a uma função contínua em H 8 se anulando sobre YN = -s. 

Pelo Teorema L3, deveríamos ter u = v = O que é uma contradiçiio ao fato de u = 1 em. 

y =O. Vejamos, então a. continuidn.de deu em HB: (Por Il.l3) 

Passando o limite na desigualdade acima, obtemos 

u(y) < C(yN + s) para YN > -s +a, 

portanto u pode se1· exten.dido continuamente em YN = -se a demonstração fica concluída. 

Observação II.2: Usamos o Lema A.6 para uma família de operadores Lk. Este teorema 

afirma. que para um operador uniformemente elítico como em (II.l), a estimativa a priori 

obtida para as soluções ele Lw = f, depende somente dos argumentos: À, A, supn jbd c 

das constantes que aparecem na definição da continuidade uniforme de Uij sobre BR. Se 

aíj E C0 ,1 (H), por exemplo, a dependência Sf~ria de !laiJllco,l(fí)' Com um pouco de 

atenção, vê-se que· podemos tomar uma estimativa unifmmc para a família Lk. 

Em seguida, trataremos de obter estimativa a priori para outra classe de sistemas da 

Jonna (II.l), Sejam f c g funções de Carathéodory em n X Jfl+ X IR+ com as seguintes 
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propriedades: f pode ser escrito como soma de duas funções de Carathéodory {!_ e h tais 

que: 

(!1.14) Jh(x,u,v)I:Sa(v+v)'+b, paratodo (x,u.v)ES!xiR+xiR. 

I. R(x,u,v) ( ) 
nn =nx 

tJ-100 vu uniformemente em (x, u) E n X IR, 

onde o: é uma fun-ção positiva e contínua em r!j a e b são constates positivas e os expoentes 

p e a satisfazem: 1:$ p <a:.:; J:-2, caso N > 3 e 1:.:; p <a< oo quando N = 2; 

Da mesma forma g é uma soma m + n de funções de Carathéodory satisfazendo: 

(II.15) ln(x,u,v)l :S a(u +v)' +b, para todo (x,u.v) E n X IR+ X IR 

I. m(x,v,v) (3() 
llll = X 

tJ->oo urr 
uniformemente em (x, v) E n X IR. 

onde f3 {~uma função positiYa e contínua em D. 

O Resultado é o seg,llintc:· 

Teorema II.2: Assuma que (II.l4) e (II.l5) são cumprida.<;. Então, existe urna constante 

positiva C= C(L, n, f, g) tal que 

para todo par de funções não-negativas u, v E C 2 (Q) satisfazendo (II.l), com f= O 

Observação II.3: A condição 1 = O pode ser relaxada para 1 limitada. O fato é que 

neste caso o termo 7(x )v pode ser absorvido pela funçã-o n que apaxecc na hipótese (II.l5). 

Prova do Teorema II.2: Suponha que o Teorema IL2 é falso. Portanto existem funções 

não· negativas Vk, Vk E C'(l""í) satisfazendo (ll.l) e com lluk IIL~(n) + l!vki!L~(n) -> oo. Sem 

perder a generalidade vamos supor que existe uma sequência xk E n convergindo pnra 

algum x,., E f}, e 

(1!.16) 
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Corno na dcrw;mstraçào do Teorema II.1, vamos considerar dois casos: 

Caso 1: X o E n. 

Seja d >O, 2d < dist(x 01 8!l) e defina 

onde tk e Àk são núrneros positivos tais que ..\kuk(xk) = 1 e tL.\k = .\k. Portanto Àk -)o O, 

tk -4 01 O $ Uk, "f!k $ 1!1 TI).,(O) = 1 e quando 2R. $ t~ 

(IL17) { 
L>u:.!v) + e,(y) + h,(v) =o 
L,"ih(y) + m,(y) + n,(y) =O 

em 

em 

onde Lk é a mesma família de operadores em (IL9), 

c,(y) = >,'kC(t,y + x" >,k"'u,(y), >,;-'v,(y)), 

h,(y) = ),'{h(t,y + x,,À, 1u,(v),Ã"k1v,(y)), 

m 1 (v) = Ã'[m(t,v + x,,>,"k'u,(y),Ãi:'v,(y)) e 

Hk(Y) = À'[n(fk!/ + Xk, x;;'ii,(y), Àk1v,(y)). 

Usando o Lema II.l e as hipóteses (IL14) e (II.l5), temos 

lim IE,(y)- a(t,y + xk)v,(y)"l =O, e 
k-+oo 

lim lm1 (y) -· fJ{t 1 y + xk)ii,(y)"l =O, uniformemente em lvl :S 2R. ·-= 
Mais uma vez, usando (1!.14) e (II.15): 

para todo Jy! ::; 2R, portanto hk -4 O, nk ~ O uniformemente em IYI :S 2R. Usando 

os mesmos argumentos do Teorema II.2 e passando a uma subsequência conveniente, Uk 
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(~ ih convergem uniformemente em compactos do JRN para çcrtrts funç,õcs não-ncgath·as 

u, v E C2(JilN) satisfazendo 

(11.18) 

Pelo Teorema (!.4 ), u = v = O que é um absurdo. 

Caso 2: x, E 8fl 

Sem perder generalidade, suponha que ü C IRf: e que para algum d >O, ôJR.f._ n ôst 

contém o disco {(x')O): J:v1
- x~! < 2d}~ Seja dk a última coordenada de :ck c denote por 

Dk como na prova do teorema anterior o conjunto {y E JR.N : IY! s!f;, YN > -f:-}, onde 

t%Àk = ..\f e Àkuk(xk) = 1. Podemos supor, como anteriormente, que f:· converge pam 

algum s > O. Defina em Dk as funções Uk e 'ih corno no caso 1 da demonstração deste 

teórema. Claro que 1h e Vk satisfazem (IL17) em Dk. Argumentos análogos aos utilizados 

na prova do caso 2 do Teorema II.l, permitem obter soluções não-negativ-as v, v E C2 (Hs) 

de (11.18) em Hs, com u(O) = 1. Por outro lado, o Teorema I.3 afirma que u =v= O que 

é uma contradição. D 
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CAPÍTULO III 

Sistemas Elíticos Cooperativos Lineares 

Durante todo este capítulo f! C JRN será sempre um domínio limitado com fronteira 

regular e 1\-f(x) = (mij(x)) será uma matrix 2 x 2, com m 1j E vxl(ü). Dizemos que 

lvf(x) é uma matriz cooperativa, quando as entradas m 12 (x) e m21 (x) são não~negativas. 

Consider·e o scgu.inte sistema: 

(l!Ll) 
{ 

-L\-u = mn(x)u + mJZ(x)v + f(x) em n 
-L\_ v= mn(X)t\ + mn(x)v + g(x) em Ü 

u = v = O sobre ôfl 

Podemos reescrever o sístema (IILl) na forma matricial: 

-LI-U=lVI(x)U+F(x) em D, U=O sobre an 

com U = ( ~) 1 F(x) = ( ~{~j) e ~.ó.U denota a matriz coluna ( =~~). Dizemos que 

o sistema (III.l) é um sistema cooperativo quando a matriz Jtvf(x) é cooperativa, para todo 

X E n. o sistema (III.l) satisfaz um princípio de máximo quando u e v são não-negativas 

sempre que f e g também o sejam. Em [6], de Figueiredo e Mitidierí estabeleceram o 

seguinte resultado: 

Lema III.l: Suponha que (IILl) é um sistema cooperativo e as linhas de M satisfazem: 

(IIL2) 

onde). é estritamente menor que o primeiro autovalor )q de (-.6-jH;(n)). Então (III.l) 

satisfaz um prindpio do máximo. 

Agora1 vamos· dar uma con(lição na matríz A-1 que seja suficiente para se obter ex

istência de soluções para o sistema (III.l). Comecemos com algumas considerações pre-

liminares. Seja B = (: ~) uma matriz real 2 X 2 e q(u, v) = au 2 + (b + c)uv + dv 2 a 
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forma qm:~drática (BU, U), com U:::::;:: ( ~) e(.,.) denotando o produto interno ca11ônico do 

JR2 . Observe que a forma q é exatamente a .forma quadrútíea associada a matriz simétrica 

B 1 
;;:;; (: ~) 1 onde 2e = b + c, O máximo valor que q assume no círculo unitário S 1 é o 

maior autov~dor de B 1 

(a+ d) + J(a- df + 4e2 

2 

Denotemos este 1mhimo valor por p.(B), isto é, 

Portanto, 

!•(B) = (a+ d) + J(a- d)2 + (b +c)' 
2 

(EU, U) ~ 11(B)(U, U), para todo U E JR2
• 

Observação III.l: O valor Jt(B) depende continuamente das entradas da matriz B. 

Observação III.2: Quando. os autov'Ulores p 1 e p2 de B sã.o reais e p. 1 < J.l2 então 

/LZ $ p.(B) e J.L2 = p(B) se e somente se B é simétrica. 

Denotemos Jl(A1(x)) por J-L(x). Suponha que a matriz M(x) satisfaz 

(IIL3) !'(x) ~ ~ < .l.,, q.s. em X E n 

Lema III.2: Assuma (III.3). Então: 

(i) Para cada f, g E LP(O), 2 ~ p < oo, existem soluções únicas u, v E WJ,P(Q:)n W 2 •P(0) 

do sistema (III.l). Mais ainda, existe uma constante positiva C, independente de 

u,v,j e g tal que 

(ii) Se j,g, míj E C 0,a(n) e f}; tem fronteira C2 •o:, pa1·a O< a< 1 então u, v E G'2•a(n) e 

existe uma constante positíva C que niio depende de /, g, u e v tal que 
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Observação III.3: A condição (111.3) é suficiente nia.c; nfl.o é: necessária. Em [OL Costa c 

Magalhães mostram a cxistêncja de soluções sem a condição (IIL3), no caso ern que A1 é 

U:ma matriz constante c m 12 + m 21 =O. Neste ca.so1 é suficiente assumir que nenhum dos 

autovalores de Af é um autovalor de ( ~6.; H~ (f!)). 

Observação III.4: No caso em que m 12 ;:;:::-O, o Lema III.2 é ainda verdadeiro mesmo que 

(IIL3) falhe. Basta assumir que mii :S .\ < À1 em O, i = 1,2. Neste caso m11 c m22 são 

os autovalores de Af. Urna condição suficiente melhor que a condição (III.3), pode ser a 

seguinte: os autovalores de A-1 são menores que .\. Quando m 12 = O e m;i :S 5., os lemas 

III.l e IIL2 são consequencias do correspondente resultado no caso escalar, Lema A.8 do 

apêndice. 

Prova do Lema III.2: Caso p = 2; Defina em H= H~('J) x H;(n) a forma bilínear 

B:Hxli-+lRpor 

e < ,
1

, > é o produto interno em If dado por JnC'Vu'V'tp + '\Jv'V'l/~). B não é uma forrna. 

bilinear simétrica, contudo é contínua e coerciva. De fato~ 

para todo U E H,< U, U >= IIUII2
, e daí a coercividade: 

B(U, U) 2 (1 - L )!IUII', para todo U E H. 

A contimlldade da forma B vem da desigualdade 

Queremos usar o ·teorema cle Lax-Milgram para obter a solução desejada. Com esta 

finalidade defina G : H -r IR o funcionallínear 

G(U)= fncu,P(x)), UEH, onde P(x)= (:/:?). 
27 



G é um funcional contínuo: 

G(U) :S llfllu(n)lluiiL'(O) + II9IIL'(nJIIviiL'(n) 

:S (ilfi!L'(n) + lhiiL'(OJ)(IIui!L'(n) + llvi!L'(n)) 

:o;2tA~ 1 CII/IIL'(f!) + II9IIL'(!l))IIUII, u E H. 

Pelo teorema de Lax-Milgrnm existe um único U E H tal que 

B(U,if!)= {(if!,F(x)), paratodo if!EH. ln 

Portanto U = (") satisfaz (III.l) no sentido fraco. Usando resultados de regularidade 
u . 

do tipo Agmon-Douglis-Nirenberg (Lema A.5), teremos u, v E Ji2 (n) n H;(-fl)) e 

(III.4) llullu'(n) :S C(llui!L'(n) + llviiL'(n) + llfiiL'(fl)) 

llvi!H'(n) :S C(llui!L'(n) + llviiL'(n) + II9IIL'(nJ) 

onde C depende de N , da matriz A1 e de 80.. Para finalizar o caso p = 2, mostremos que 

podemos encontrar uma constante positiva C= C(N, J.1, 8U) tal que 

(II1.5) 

Caso contrário, existem sequências u 11 , ~n E H}j(fl), fn, g 11 E L 2 (fl) satisfazendo (III.l) e 

l!u,IIH'(n) + l!v,I!H'(n) = 1, llf,IIL'(O)-> O, ll9ni!L'(n) ->O. Observe que 

onde Un = ( ::) e F11 (x) = (::~~~). Usando a imersão compacta de Sobolev H 2 (fl) L..cJ 

L 2 (!1), podemos supor que Un -)o U 0 , Vn -Jo V 0 em L 2 (fl) para alguns 11. 01 V 0 E Il2 (fl). As 

desigualdades (III.~) implicam que Une Vn são de sequências de Cauchy em H 2(rt) e que 

Uo ;;:;o; ( ::) E H satisfaz no sentido fraco 

-!;U, = M(x)U, em 0, e i!u,I!JF(n) + jjv,lln'(<l) = 1. 
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Por outro lado, u unicidade do teorema de Lax-Milgram impl_ica que U 0 = v 0 =O. 

Caso p > 2: Se j, g E LP(íl), então J, g E L 2 (f2). Usando o caso p - 2, existem 

u, v E H 2(f2) n H~(rt) satisfazendo ·(III.1) no sentido forte. Ponha 

f,(x) = m11 (x )u + m12(x )v+ f(x) e g,(x) = m 21 (x)u + m 22 (x )v+ g(x ). 

Dessa forma 

-é:.u = f,(:r), -D.v = g,(x) em n, u =v= o sobre 8Q. 

Fixe i E IN tal que N~_'.i :::.; 2 e seja.pi dado por ), = ! - j..f. Portanto ~ :::; 2 e 

teremos a imersão de Sobolev 1.Y2·P•(íl) "4 Lq(f2), para todo q 2: Pi· Mostremos que 

u, v E H12,r(n), r = min{p,pi} e assim ficaremos com este caso concluído, pois quando 

r= Pi, temos fo,9o E LP(S1) e usando resultados de regularidade (Lema A.7 do apêndice.), 

u, v E 1V2·P(f1) n VVJ·P(f"t). Com efeito, H 2(f1) "4 LP~(Q), para P\ = ! - 'fv e assim j 0 ,g0 

estão em LPt(ft) e conscquentcmentc u, v E lVJ'P 1 (0.) n 1V2
.1' 1 (H). Se J:: = N;-4 :::.; 2 (caso 

N ::;: 4) ou simplesmente se p::; P1 1 teremos / 0 , g0 E LP(w ). Caso contrário, temos a imersão 

wz,pl "4 LP1(Q) ])ara ..L = ..L- .z_ - l- ..i. c assim f g E LP2(Q) eu v E Hf 2 ,P~(n) 
l P2 Pl N - 2 N LO 01 o ' . 

Se p < p 2 ou ~ -:::; 2, teremos ] 0 , g0 E L~(w ). Caso contrário, continuaremos passo a passo 

no. mesmo caminho, um número finito máximo i de vezes, até colocar u, v em Hí2 ,P' (Q) ou 

parar antes mesmo se p $ Pí· A estimativa a priori para este caso é obtida como no caso 

p = 2 e é consequencia da unicidade das soluções e da imersão compacta de W 2·P(fl) em 

L'(Q). A parte (i) do Lema Ill.2 está provada. 

Suponha que j,g,mii E co,n(D.), i,j = 1,2 e que a fronteira de n seja de classe 

C2,n. Vamos usar a parte (i) para p > N. Neste caso W 2·P(D.) ~ C 1 •~'(fl) para algum 

O < f3 < 1. Dessa forma, pela parte (i), existem funções u, v E TY 2 ,P(Q) satisfazendo 

(IILl). Neste caso, fo,9o E co,n(n). Usando resultados de regularidadadc de Schauder· 

(Lema A.4 do apêndice), u e v estão em C 2•a(n). Para a estimativa a priori procede-se 

exatamente como na parte (i). o 
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Vamos fin_alizar este capítulo com um lema que nos será útil posteriormente. Faxcmos 

uma versão matricial do seguinte fato conhecido: "A única função não~ncgativa u E H~ (fl) 

satisfazendo --6u :S; 'Y(x)u no sentido fracot com 1 :S J: < .\1 , q.s. em f!, é a função nula 

u ~ O". Daqui por diante usaremos a seguinte notação U 2: O, (!uando U = ( ~), com u 

e v não-negativas eU> V, quando U- V 2: O. 

Lema III.3: SU:ponha que M satisfaz (III.3) c que U ~ O satisfaz 

-!!.U :S M(x )U em n, U E H. 

Então U =O. 

Prova do Lem_a III.3: Como U 2::. O, 

Integrando em f!) teremos 

>., r (u' +v') :S r (IVul' + IVvl'l :S ~ f (v'+~'). Jn Jn Jn 

e portanto u = v = O. 
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CAPÍTULO IV 

Existência de Soluções Positivas para Sistemas Cooperativos Não Lineares 

Neste capítulo vamos utilizar teoria do grau para estabelecer a existência de soluções 

positivas de certas classes de sistemas elíticos que veremos abaixo. No que segue, n c JRN 

é um donúnio limitado com fronteira C2 •aj para cada X E n,.A1(x) = (mtj(x)) é uma 

matriz 2 x 2 cooperativa com Tnij E C 0 •a:(n). Os sistemas objetos de nosso estudo sã.o da 

forma 

(IV.l) 
{ 

-6.u = m11 (x)u + m 12 (x)v + f(x, u, v) 

-6.v = m2J (x )u + rn 22(x )v+ g(x, u, v) 

u=v=O sobre ôD 

em n 
em n 

onçle f
1
g são funções localmente Lipschitzianas cumprindo as seguintes propriedades: 

(!V.2) 
f( x u v) 

lim ' ' 
(u,v)->(0,0) ..;:;;2 + vZ 

=O, uniformemente em x E n; 

(IV.3) 1
. g(x,u,v) 
]fi ' 

(u,v)-+(0,0) -../u2 + v2 
uniformemente em X E il. 

Podemos observar o sistema (IV.1) do seguinte ponto de viSta: Sejam F, G E C 1(r!xJRxJR) 

tais que F(x,O,O) = G(x,O,O) :-O. Escrevendo o desenvolvimento de Taylor de F e G 

teremos para cada X E n. 

àG àG 
G(x,u,v) = -;::;--{x,u,v)u + ~(x,u,v)v + p(x,u,v), 

uu uv . 

onde r e p são as funções resto satisfazendo para cada x E n 

(IV A) 1. p(x,u,v) =Ü 
]fi 

(u,v)-(0,0) .)u2 + v2 
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Dessa forma, {? sistema 

- D.u. = F(x, u, v), -~v= G(x, u, v) em O, 

com u = v = o sobre an 

é da mesma classe de sistemas (IV.l) desde que os limites (IVA) sejam uniforrpcs em X E n. 

Teorema IV.l: Assuma queM é uma matriz cooperativa satisfazendo (IIL2), (III.3) e 

que f e g sejam funções não-negativas satisfazendo (1!.2), (11.3), (IV.2), (IV.3) e 

(IV.5) j(x, u, v) ~ tW ~.C a, para todos (x, u, v) E fl X IR+ X lR-t-, 

onde p,C são constantes positivas e J1 2: 2.\1 . Então o sistema (IV.l) possui pelo menos 

uma solução positiva U = ( ~) , u, v E C2,a(n). 

A prova deste resultado é umn, aplicação imediata do seguinte resultado: 

Proposição IV.l: Seja C um cone em um espaço de Banach X e F : C ........; C uma 

aplicação compacta corn F( O) =O. Assuma que existam ta > O, O < r < R tais que: 

(i) x I tF(x), se lxl =r, x E C, O~ t ~ 1; e 
(ii) Existe uma aplicaçào compacta 

W : C X IR-t- -~ C satisfazendo : 

'lí(x,O) = F(x), em lxl ~ R,x E C; 

'lí(x, t) I x, para todo lxl ~ R, x E C, t 2 t,; e 

'lí(x,t) cf.o x, se lxl = R,x E C e t 2 O. 

Então F possui pelo menos um ponto fixo x E C com r < !xl < R. 

Para a demonstração desta proposição citamos [2],[4] e [lG]. 

Prova do 'l"eorema IV.l Vamos considerar o espaço de Banach 

X= {U = ( ~) : u,v E C'(fl), u =v= O sobre ofl), 
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munido com ~t norma do supremo !Ulo = !Ju!!LOC!(O} +UviiL"""(U)· Pelo Lema III.2 c a hipótese 

(Ill.3), podemos definir a aplicação S: C'(íl)xC'(Sl) ~X dada por S ( ~) = U = ( ~), 

onde U é a única soluçiío de 

(IV.6) -b.U = M(x)U + ( ~~~l) em !1, U =O sobre 8!1. 

Com efeito, r.p 1 1/J E LP(fl) para todo p c em particular para p > N. O Lema III.2 implica 

que existem u, v E W 2·P(SJ) n W~·'(íl) satisfazendo (IV.6). Ora, TV2·P(Sl) '--> C 1·P(n) para 

algum O < (3 < 1. Isto implica que U = ( ~) E X c que S é uma aplicação compacta. 

Denote por C o cone positivo de X, C= {U E X : U > OL e defina F: C--+- C por 

F(U) = S (.f((.,u,v)))· O Lema III.l c a hipótese (IIL2) implicam que F( C) C C. Agora 
g .,u,v 

vamos verificar que F cumpre as hipóteses da proposiçào (IV.l). As propriedades (IV.l) 

e (IV.3) implicam que paxa cada t: > 01 existe T > O tal que 

(IV.7) 

Suponha que U = tF(U) para. algum U E C, !Ulo :=; r c O :s;: t ::; 1. Por n1.eio de (IV.7), 

obtemos a desigualdade matricial 

-b.U :C:: [M(x) + e:J]U em !1, 

onde J é a matriz (i i). Tomee suficientemente pequeno parao qual JL(M(x)+EJ) S ~. 

X E n q.s .. Aplicando o Lema IIL3 na desigualdade matricial acima, teremos u =:;: o e 

portanto 1 F satisfaz a primeira hipótese da proposição acima para o número r escolhido 

ac1ma. Em seguida defina W : U X 1l4 --+- C por 

w(U,t)=s(f(.,u+t,v)), U= (uv) EX. gL U 1 V) 

\li(U,O) = P(U) 1 por definição. Verifiquemos que W satisfaz (ii) da Proposição (IV.l). 

Admita que W(U, t) = U para algum U E C. Denote por tp 1 uma autofunção positiva 
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associadtt ao primeiro autovalor .\1 de ( -.Ó.j H!(ft). A condição (IV.5) implica que 

)qln wp1 =L mu(x}utpl + 1 m12(x)v<p 1 + Lf(x,u+t,v)~..p 1 

2: I (mu(x) + !•)u<pr + (!d- C,) I <pt, k ~) 

pelo fato de m 12(x)ur;'1 ser sempre não-negativa. Agora veja que m11 (x) é o vnlor que a 

forma quadrática associada a matriz Nf(x) assume no vetor canônico e1 = (1, 0), portanto 

m 11 (x) é menor que .\. Como J.l .2: 2.À 1 temos Jl > .À 1 - m 11 (x) e a desigualdade acima 

implica que t S:: C,f I"· Portanto 'l'(U, t) cf U para todo U E C, desde que t 2: t, = C,/it. 
Finalmente, observando em (IL2) que 

1. f(x,u+t,v) () 
nn =ax, 

uc-->oo urr 
uniformemente em (x, v) E n X IR--h 

pode ser dado uniformemente em O< t < t 0 (veja observação II.l), e aplícando o Teorema 

II.l ao sistema W(U,t) = U, podemos obter uma constante R> O tal que W(U,t) f U, 

para todo O< t <to (e portanto, para todo t 2: O), quando JUI 2: R. Det~sa form<t 1 existe 

U E C tal que F(U) = U e r '5: !UI '5: R, ou seja, U é solução não trivial de (IV.l). A 

razão deu e v estarem em C 2 ,(X(S1) deve-se ao fato das aplicações 

x H f(x,u(x),v(x)), x H g(x,u(x),v(x)) 

sereJn de classe C'·"(!"l) (Lembr<7SC que F(C) c C 1•fi(!1) X C 1•P(fl) e que f e g são 

localmente Lipschitzianas ). o 

Observação IV .1: A condição (IV.5) pode ser relaxada quando f só depende da variável 

u. 

Agora vamos considerar outra classe de sistemas (IV.l). Assuma que f e g satlsfazem 

(!!.14), (11.15), (IV.2), (IV.3). Consequentcmente, para todo I' > 0: 

(IV.8) [f(x,u,v)+g(x,u,v)]2!•(u+v)-C., paratodos (x,u,v)E!"lxJR+xJR+, 
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Aqui escolheremos Jl > 2)q. Demonstnu-cmos um resultado semelhante ao Teorema IV.l 

e a prova é qunsc a mesma a menos das seguintes considerações: 

Considere X, C, Se F definidos como na prova do Teorema IV.l. Vamos definir'[! do 

seguinte modo 

il'(Ut)=s(f(.,u+t,v+t)) U= (uv) EX. 
1 g(.,u+t,v+t) ' 

O que vai modificar da prova do teorema anterior é observação: Se para alguns U E C, t 2: O 

tivermos il'(U, t) ~ U. Então (JV.S) implica que 

>., k (u + v)<pr = k (mn(x) + m21(x))u<p1 + k (m,(x) + m22 (x))v<p1+ 

k (f(x, u + t, v+ t) + 9(1•, u + t, v+ t))\, 1 

?.(fl-~) f(u+v)<p 1 +(pt-C,) f"'" .In Jn 

pois n112 t1)01, m 21 ur.;:>1 sito não-ncgativa.s e mí;(x) :S.\, i:;:;:; 1, 2 (mii(x) é o valor que a formB, 

quadrática associada à matriz .A1(x) asstulle no vetor canônico e1). Portanto t s; Co/1-t e 

consequentementc, procedendo como anteriormente teremos provado o: 

Teorema IV.2: Suponha que 11-1 é uma matriz cooperativa satisfazendo (III.2), (III.3) 

e que f e g são funçõe...~ não-negativas cumprindo as propriedades (IL14) 1 (II.15) 1 (IV.2) 

e (IV.3). Então. o sistema (IV.l) possui pelo menos uma solução não trivial positiva 

U = ( ~) , u, v E C2•"(l1). 

Para fina1izar 1 faremos um breve comentáóo de outra aplicação da nossa estimativa 

no caso não-cooperativo 

{ 
-ó.u = f(x 1 u 1 v)- v, em n 

(IV,9) -ó.v = 8u -~vj em n 
u =v= o, sobre ôll COJU "f,8>0 e 48 :S "''. 
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Como referências de resultados com_ respeito à dasse de sistemas (IV.9), poderemos 

citar: [5], [8]. 

Teoretna IV .3: Suponha que f é uma funçiio não-ncgntiva localmente Lipschitziana 

satisfazendo (11.2), com p < cr, (IV.5) e 

(IV.lO) 
. f(x,u,v) • S 

hm sup < À1 = À1 + , , 
U->0 U "( + AJ 

uniformemente em v ~ O, x E n. Então (IV.9) possui pelo menos uma solução positiva 

não-trivial. 

À1 é o primeiro autovalor de -ô+ó( -6.+1)-1 com condições de fronteira de Dirichlct 

(Veja [5]). A prova deste teorema é uma simples aplicaçào da Proposição IV.l, depois de 

observados os seguintes pontos: 

Se B denota o operador S( -6. + /)- 1 com condições de Dirichlct e 

X= {u E C'(ll): u =O sobre 811}, 

então o sistema (IV.9) é equivalente à equação integro-diferencial 

-.ó.u + Bu = f(x, u, Bu) com x E X. 

Em [5], de Figueiredo e Mitidíeri mostraram que a aplicação S: C"(D.) -t X, dada por 

S(h) = u ~ -6.u + Bu = h em D., é linear compacta e positiva, isto é, h 2 O 

implica que S(h) 2 O. Defina F(u) por S(f(.,u,Bu)) e veja que (IV.9) pode ser reescrito 

na forma u = F(u), u E C, o cone positivo de X. Como na demonstração do Teorema 

IV.l, as hipóteses (II.2)) (IV.5) e (IV.lO) implicam que F satisfaz as condições (i) c (ii) da 

Proposição IV, 1. 
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APÊNDICE 

Neste apêndice listaremos alguns resultados básicos da teoria de equações elíticas de 

segunda ordem e que na maioria dos casos estão demonstrados em Gilba.rg-Tudingcr [14]. 

Portanto, procuramos seguir a ordem en1 que estes aparecem nesta referência. 

Durante todo este apêndice f2 denotará um aberto limitado do RN i L será um operador 

uniformemente elítico 
N N 

Lu= 2: a;;,(x)D;;u+ l:b;(x)D;u 
i.j=t 

N 

,\1(12 :S L a;J(x)Ç;Çj < AIÇI 2
, para todo Ç E JRN 

i,j=l 

onde À e A são constantes positivas. 

Começaremos com uma vcrsa,o do lema de Hopf. Seja c uma função mensurável e 

limitada. 

L~n1a A.l: Suponha que u E C 2 (S1), Lu+ c(x)u >O em D. Seja X 0 E Dü tal que: 

(i) u. é contínua em X 0 ) 

(ii) u(x) < u(x.), para todo X E n; 
(i3i.) ôfl satisfaz a eondiçáo da esfera exterior em X 0 • 

Então) se existe a derivada normal exterior de u em x 0 e c ~ O teremos 

Mais geralmente, mesmo que a derivada normal exterior não exista, teremos 

1
. • f u(x)- u(x.) O 
1m1n I I > , x-.x, X- X 0 
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onde o limite é tomado dentre os elementos x E n tais que o. angulo entre o vetor X o- x 

e a normal exterior em x 0 é menor que ~- S para algum S > O. Qun.ndo u.(x0 ) = O o 

resultado ainda é válido, independendo do sinal de c. 

Prova: Veja o Lema 3.4 em [14-pag.34]. 

O pro:;.._'lmo resultado diz respeito a limitação a priori de soluções de equações nao 

homogêneas na forma 

(A.l) Lu+c(x)u=f 

onde c é uma função não-positiva.. 

Lema A.2: Suponha que u E C"(fl) n C 2(fl) satisfaz (A.l). Entã.o 

c 
sup lu I :S sup lu I+' sup lfl 
n an A n 

onde C é mna çonstante positiva que depende somente do diâmetro de O e de !bl = L:i lbil 2
. 

Se em vez da igualdade tivermos Lu + c('x )u ~ f então 

supu :S supu++~ suplrl 
n an A n 

Prova: Veja o Teorem.a 3.7 em [14-pag 36]. 

Faremos agora uma concessao no sinal de c. Para simpli:6.car a demonstração do 

próximo resultado vamos nos ater I:"LO caso L = b... 

Lema A.3: Suponha que c(x) ::;; X, q.s. em n, com . .\< )._1· Então existe uma constante 

positiva c= ccn; c) tal que 

·para todo u E C 2 (fl) n C"(il) satisfazendo L>u + c(x)u =f em il com u =O sobre Dü. 
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Prova do Len'la A.3: Fixe um domínio !1' C JRY tal que !L C !11 e o primeiro autovalor 

.\1 de (-Ã;H!(ft1
)) está no intervalo~ ~ ..\ < À1• Seja 'Po uma autofunção positiva 

associada ao autovalor ~ 1 . É fácil verificar que w = ;~~ E C 2(ü) e satisfaz 

(A.2) 

e w =O sobre ôü. Usando o lema anterior e lembrando que t.p 0 é positiva no compacto D: 

a demonstração fica concluída. o 

Passamos, agora1 a considerar o problema de obter soluções clá::;sicas para (A.l). 

Lema A.4: Suponha que a fronteira ôü é de classe C 2 ,o:, para algum O < a < L Se os 

coeficientes de L e as funções f e c estão em cD,o(Q) e além disso c 5o em n, então, para 

cada 'P E C 2 ,a(n) o problema de Dirichlet 

Lu+ c(x.)u =f em n, u = 'P sobre an, 

possui uma única solução em C 2 '""(D:). 

Prova: Veja o Teorema 6.14 em {14-pag.l07]. 

Em seguida, enunciaremos um resultado de regularidade global para soluções fracas 

de eqtmções elítiws de segunda ordem. 

Lema A.5: Suponha que an é de classe C 2 e u E H 2 (D:) é uma solução fraca de 

-l'.u = f(x) em n u- 'P E H;(n) 

com f E L2(Q), 'P E H'(Q). Então u E H'(íl) e 

onde C= C(N, an) 
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Prova: Veja os Teoremas 8.8 e 8.12 em [14-pag 18G]. 

Os dois resultados seguintes dizem respeito a soluções no sentido fodc de equações 

elítica.s de segunda ordem. 

Lema A.6: Suponha que u E H11
2o-':(n) n LP(fl), 1 < p < oo, é uma solução forte da 

equação Lu =f em n, com f E LP(fl). Então para qualquer subdomínio .O:' c .o:, 

onde C depende de N,p,~\A,D/,fl e da.<> constantes que aparecem na definição de con

tinuidade uniforme de aij sobl·e n'. 

Prova: Veja o Teorema 9.11 em (14-pag.235]. 

Lema A.7: Suponha que éJD. seja de classe C 1
'
1 e que c :s:; O. Então se f E V'(fl)~ 

1 < p < oo, o problema de Dirichlet Lu+ c(x)u =f em .0:, u =O sobre 80 possui uma 

única solução u E W 2•P(fl) n Wl•'(fl). Mais runda, 

onde C depende da mesma forma da constante do Lema A.6. 

Prova: Veja os Teoremas 9.13 e 9.15 em [14-pp.239]. 

Para finalizar considere mais uma vez w, D', 5. 1 definidos na prova do Lema A.3. Apli

cando os resultados acima citados na equação (A.2), demonstra-se sem maiores dificuldades 

o lema aba:ixo; 

Lema A.S: Suponha que c :S: X, c E L 00 (0) e X< ..\1 . Então: 

(i) (Estimativa a priori) Existe uma constante positiva C dependendo de D, c, tal que 

llullw'''(n) :S Cllfllu(n) 
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para todos u E W2 •'(0) c f E L'(O) satisfazendo 

(A.3) .6.u + c(x)u =f em n, u =o sobre âfl; 

(ii) (Existência e unicidade) Para cada f E V(0) 1 existe um único tt E lV2·P(D.)n ~YJ"•P(Q) 

solução de (A.3); 

(iii) (Princípio do máximo) Se u E C 2 (f!) n C 0 (.f!) satisfaz (A.3), com f < O, então tt 2: O. 
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