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Resumo

Sistemas fuzzy tém-se mostrado de grande aplicabilidade e capacidade de modelar
problemas do mundo real. Mesmo fenémenos que admitem funcdes para sua modelagem
matematica podemos recorrer a sistemas fuzzy lingiiisticas com certas propriedades. Os
sistemas fuzzyv de interesse neste trabalho sfo aguelas que, em certo sentido, aproximam

funcdes definidas em espacos métricos.



Abstract

Fuzzy system has shown a great applicability and capacity of modeling problems of
real world. The same phenomenon that allows function for its model mathematics can
appeal the fuzzy system linguistics with right propertv. The fuzzy system of interest in
this work are the ones which, in the right meaning, bring closer function defined in space

metric.
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Introducao

Conceitos subjetivos sempre foram utilizados em nosso cotidiano. Apesar de suas
incertezas, eles sao transmitidos e perfeitamente compreendidos lingliisticamente entre
interlocutores. B natural, por exemplo, a utilizagao dos termos Jodo € alto, Pedro € velho
e etc. Apesar destes termos serem muite utilizados, tém permanecido fora da formalidade
matematica tradicional.

Nos fixando apenas no exemplo das pessoas altas; uma proposta para formalizar
matematicamente tal conjunto poderia ter pelo menos duas abordagens. A primeira,
mais cléssica, distinguindo a partir de que valor (altura) um individuo é considerado alto,
por exemplo, ser alto é ter mais de 1, 80m, observemos entdo que uma pessoa com 1, 79m
nao é considerada alta. Neste caso, o conjunto estd bem definido. A segunda, menos
convencional, é dada de maneira que todos os individuos sao considerados altos com mais
ou menos intensidade, ou seja, existem elementos que pertenceriam mais a classe dos altos
que outros. Isto significa que quanto menor for a altura do individuo, menor serd seu grau
de pertinéncia a esta classe. Podemos dizer entao que todos os individuos pertencem a
classe das pessoas altas, com mais ou menos intensidade. B a segunda abordagem que

utilizaremos neste texto.

Foram através de desafios como este, onde a propriedade que define o conjunto é
subjetiva, que surgiu a Teoria Fuzzy, que tem crescido consideravelmente em nossos dias,
tanto do ponto de vista tedrico como nas aplicactes em diversas dreas de estudo, sobretudo
em tecnologia.

O marco inicial da teoria fuzzy foi o artigo Fuzzy Sets publicado em 1965, pelo ma-
tematico de origem iraniana Lotfi Asker Zadeh, professor no departamento de engenharia
elétrica e ciéncias da computacio da universidade da Califérnia, em Berkeley [19], com a

principal inten¢ado de dar um tratamento matemético a certos termos lingiiisticos subjeti-
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vos. Esse seria um primeiro passo no sentido de se programar e armazenar conceltos vagos
em computadores, tornando possivel a producio de cdlculos com informacgoes imprecisas,
a exemplo do que faz o ser humano.

Quando queremos explicar ou entender certos problemas reais, na maioria das vezes
nio utilizamos uma matematica formal, e sim regras lingiifsticas, e gquase sempre essas
regras sdo da forma “Se...entdo...”. Por exemplo, sabemos que podemos comparar a cor
do tomate com ¢ quanto ele estd maduro, podemos explicar isto usando o termo “Se ¢
tomate estd vermelho, entdo ele estd madurs”, e ndo precisamos necessariamente de uma
tabela numerando as tonalidades de vermelho para explicar o quanto um tomate estd
maduro. Tendo em maos a teoria de conjuntos fuzzy, é possivel fazermos uma modela-
gem matemdtica dessas regras, construindo assim um sistema fuzzy baseado em regras
lingiisticas.

Eim nosso trabalho, o objetivo fundamental é estudar as propriedades de sistemas fu-
zzy, baseados em regra lingiisticas, aproximarem funcdes. Sendo assim, se a modelagem
ideal de um problema real for dada por uma fungdo a qual ndo conseguimos obter uma
expressdo para ela, podemos recorrer a um sistema fuzzy lingiiistico com certas proprie-
dades, de maneira que estes sistemas se aproximem da funcéo tedérica, conseguindo desta
forma uma modelagem mais proxima da realidade.

O primeiro capitulo de nosso trabalho é dedicado justamente a um estudo detalhado
das principais ferramentas de andlise da teoria fuzzy, tais como conjuntos fuzzy, extensao
de Zadeh, numeros fuzzy e outros. Além disso, tratamos de alguns conceitos mais pro-
priamente ditos da légica fuzzy, como t-normas e t-conormas, assuntos estes usados na
modelagem de termos linglisticos.

O capitulo 2, tem embasamento tedrico, principalmente nos livros de Kosko [10] e
Nguven [13] onde sfo dados, respectivamente, tratamentos tedricos aos sistemas fuzzy
baseados em regras lingiiisticas de uma forma natural. E um tratamento matematico
de sistemas fuzzy, dando uma modelagem matemadtica para estes sistemas de uma forma
geral, utilizando como ferramentas a teoria vista no primeiro capitulo.

No capitulo 3, fazemos um estudo da propriedade de um sistema, baseado em regras
lingiifsticas aproximar de uma funcio real. Este estudo foi baseado na teoria cldssica
de aproximacio, mais especificamente, utilizando como suporte o teorema de Stone-
Weierstrass.

No tltimo capitulo, nos preocupamos em apresentar mais alguns resultados ligados



a teoria de aproximacao envolvendo teoria fuzzy, que sdo apresentadas em duas secdes:

e a secio 4.1 é baseada no artigo de Hillermeier {8], onde apresentamos um resulta-
do que nos permite, através de sistemas fuzzy, com certa propriedades especificas,

aproximar fungdes fuzzy.

e na secio 4.2 fazemos um estudo de dois métodos de aproximacac universal de con-
junto fuzzy, utilizando o principio de extensao de Zadeh, obtidos respectivamente
do artigo de Buckley & Feuring [4], e do artigo de Romén-Flores, Barros & Bassa-
nezi [3]. Apesar desses métodos nao utilizarem sistemas fuzzy baseados em regras
lingiiistica para aproximac&o, s&o métodos muito utilizados quando temos em maos

as funcdes que modelam os fendmenos em estudo.



Capitulo 1
Conceitos Fuzzy

A nocdo de conjunto fuzzy, dada por Zadeh [19] em 1965, estende aguela de conjunto
classico no sentido que a relacdo de pertinéncia de um elemento a um conjunto deixa de
ser uma relacdo dicoidmica, isto €, para um subconjunto A de um conjunto universo X e
um elemento © € X, temos apenas as possibilidades de £ € A ou * € A. Por exemplo,
sabemos que o numero 3 pertence ac conjunto dos nimeros impares e que o numero 4
nao pertence a este mesmo conjunto. No entanto, podemos discordar quanto ao fato de o
numero 10 pertence ou nao ao conjunto dos nimeros naturais “pequenos”. Neste caso a
resposta nao € objetiva. Pertencer ou ndo poderd depender do tipo de problema em méos.
Este exemplo ¢ apenas uma das inlimeras situacoes em que o significado de pertinéncia
nao estd definido e, nestes casos, nao sabemos dizer se o elemento pertence ou n&o a um
dado conjunto.

A idéia de Zadeh foi flexibilizar a pertinéncia de elementos aos conjuntos criando a
nocao de grau de pertinéncia. Um elemento poderia pertencer parcialmente a um dado
conjunto. Voltando ao caso do conjunto dos nameros naturais “pequenos”, podemos dizer
que o nimero 1 teria um grau de pertinéncia maior que o grau de pertinéncia do ndmero
10 em relacdo a este conjunto. Para modelar matematicamente este “conjunto”, Zadeh

propds o conceito de conjunto fuzzy.

1.1 Conjuntos Fuzzy

Para obter a formalizacdo matematica de um conjunto fuzzy, nos baseamos ro fato de

que todo subconjunto classico A de um conjunto universo X # ¢ pode ser caracterizado
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por uma funcao denominada funcac caracteristica do conjunto A, definida por

1 sexe A;
0 sez g A

Podemos notar que o objetivo da funglo caracteristica de um subconjunto 4 C X é
indicar se um elemento 1 € X pertence ou ndo a A, dependendo de sua imagem em {0,1}.
Assim. a funcao caracteristica descreve completamente o conjunte 4, i4 que indica quais
elementos do conjunto X séo elementos de A.

Baseando-se em uma “generalizacao” da funcao caracteristica de um conjunto, defi-
nimos um conjunto fuzzy.

Desta forma, cada subconjunto A de X tem sua fungio caracteristica. Malis ainda,
prova-se que a cada funcio X - X ~» {0.1} existe um Unico conjunto 4 < X tal gue
X=X,

Definigao 1.1.1 Um subconjunto fuzzy A do conjunto universo X ¢ caracterizado por

wma fungo pa : X — {0,1], chamada fungdo de pertinéncia do conjunto fuzzy A.

O valor pa(z) € [0,1] indica o grau com que o elemento z de X pertence ao conjunto
fuzzy A, com pa(z) = 0e pa(z) = 1 indicando, respectivamente, a ndo pertinéncia e a
periinéncia completa de z ao conjunto fuzzy A. Observamos que a defini¢ao de conjunto
fuzzy foi obtida simplesmente ampliando-se o contra-dominio da funcao caracteristica,
isto é, do conjunto {0, 1}, para o intervalo [0, 1]. Assim podemos notar que todo conjunto
classico é um caso particular de conjunto fuzzy, onde a funcao pertinéncia que o caracte-

riza é sua funcao caracteristica.

Observacoes:

1. Com o intuito de simplificar o texto, iremos referir a subconjunto fuzzy apenas por

conjunto fuzzy.

2. Quando quisermos nos referir a um conjunto cldssico A, iremos apenas dizer conjunto
A, sem usar a palavra “classico”. Porém se A for um conjunto fuzzy, usaremos a

palavra fuzzy para diferencid-lo do conjunto classico.

3. Vimos que fixado o conjunto X, a funcao pa caracteriza completamente o conjunto

fuzzy A. Por esse motivo, muitas vezes iremos nos referir ao conjunto fuzzy A
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citando apenas a fun¢do gue o caracteriza 4. Omitiremos também em alguns casos

o indice A na notagdo p., isto é, 4 serd denotada apenas por .
Exemplo 1.1.1 Consideremos ¢ subconjunto fuzzy P dos numeros naturais “pequenos”:
P = {n e Nyn € pegueno}

O numero 1 pertence a esse conjunto? E o numero 997 Dentro do espirito da teoria
fuzzy, poderiamos dizer que ambos pertencem a P porém com diferentes grous de per-
tinéncia, de acordo com a propriedade que o caracteriza. Ou seja, o funcdo de pertinéncia
de P deve ser “construida” de forma coerente com o termo “pegueno” que caracteriza seus
elementos no conjunio universe dos numeros noturais. Uma possibilidade pare ¢ funcdo

pertinéncia de P €
1

n-+1

Neste caso podemos dizer gue o ndmero 1 pertence a P com grau de pertinéncia up{l) =

0,5, enquanto 99 pertence a P com grau de pertinéncia pp{99) = 0,01.

0L L. Trraan

Figura 1.1: Conjunto fuzzy dos ntimeros naturais “pequenos”.

Notemos que o escolha da funcao pp neste caso for escolhide de maneira totalmente
arbitrdria, levando em conta apenas o significado da palavra “pequeno”. Portanto existe
infinitas maneiras de modelar matematicamente o conceito de “ndmero natural pequeno”.

Uma outra maneira possivel é
pp(n) =e
Claro que a escolha de qual das funcdes deve ser adotada para representar o conjunto

fuzzy em questdo depende de fatores que estao relacionados com o contexto do problema a

ser estudado. Do ponto de vista apenas da teoria fuzzy, qualquer uma das duas fungdes de
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pertinéncia acima podem ser representantes do nosso conjunto fuzzy P. Porém, o que deve
ser notado € que cada uma destas fancdes produzem conjuntos fuzzy distintos. Finalmente,
estd implicito que dois conjuntos fuzzy A e B sio iguals quando pa{z) = pglz), para
todo z € X.

Exemplo 1.1.2 Um conjunio fuzzy A € dito em forma de sino ou Gaussiane se suq

r ~

fungdo de pertinéncia € da forma

M(mwajz

palz)=e

para qualquer ¢ e b reais.

i iy

Figura 1.2: Conjunto fuzzy em forma de Sino ou Gaussiana

1.2 Operacoes entre Conjuntos Fuzzy

Sejam A e B subconjuntos cldssicos de X representados pelas funcoes caracteristicas

X4 e Xp, respectivamente. Os conjuntos

AUB=Az;, r€ Aouzx € B},
ANB={z; z€ Aex & B}

Al={zel, & A}
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tém respectivamente as funcdes caracteristicas,

X%_;B (:f} o max{‘;{ét XB}:

Karplz) = min{ X4, Ap},

XAI(f) =1- XA.

Pensando novamente em conjuntos fuzzy como sendo uma extensao de fungdes ca-

racteristicas, podemos definir unido, intersecgio e complementar de conjuntos fuzzy.

Observacao: Seja z; € R, para todo ¢ = 1,2,...,n. No decorrer desse texto
TV TV . N Ty @ Ty AT AL AT, denotardc mar{zy, To, ... s Tnt € MIN{T1, T2, ... Tnt,
respectivamente.

Definicao 1.2.1 Sejam A e B conjuntos fuzzy. As funcées pertinéncias que representam

0§ conjuntos fuzzy unido, interseccdo e complementar de comjuntos fuzzy sdo dadas por,
pravs(t) = max{pa(z), ps(z)} = palz) Vv palz),

tane(z) = min{pa(2), pp(z)} = palz) A pslz),
par(z) =1—palz),
respectivamente.

Existem conjuntos fuzzy com propriedades especiais que serdo de muito uso no decor-
rer do texto, assim denotaremos estes conjuntos com nomes especiais, como por exemplo,

conjunto fuzzy normal e semi-continuo superior.
Definicao 1.2.2 Um conjunto fuzzy A é normal se ua(z) = 1 pare algum z € X.

Definicdo 1.2.3 Um conjunto fuzzy A € semi-continuo superiormente se sua func¢do

pertinéncia pg € uma funcdo semi-continua SUPeTor.
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1.3 Niveis de um Conjunto Fuzzy

O conceito de nivel de um conjunto fuzzy é de fundamental importéncia na teoria de
conjuntos fuzzy.
Definicdo 1.3.1 Sejam A um conjunto fuzzy e o € [0,1]. Definimos como o-nivel de A
o congunto
(A% = {z € X;ualz) 2 o} (a > 0)

[A] = {z € X;pa{z) >0} (suporte de A)

No decorrer do texto, denotaremos por F{.X) ¢ conjunto de todos conjuntos fuzzy
de X.

Ternos ainda que se A € um conjunto fuzzy entdo [4] : [0,1] — P(X), dada por
[Al{a) = [A]” é uma multifuncio, isto é, uma funcdo que associa elemento a conjunto.
Este é um fato que colaborou muito para o desenvolvimento da teoria fuzzy, pois muitos
resultados existentes hoje nessa teoria, foram retirados da teoria de multifuncdes.

Uma forma equivalente de representar o conjunto suporte de um conjunto fuzzy é

dada pela seguinte proposicao.
Proposicdo 1.3.1 Seja A € F(X), entdo

(4= | (A

Bl
Demonstragdo: Dado z € [A]° existe {@y bnen C {2 € X; palz) > 0} tal que lim z,, =
N0

z. Como palz,) > 0, para todo n € N, temos que

{xn}nGNg U [A]a:

o<a<l

entao

Por outro lado, se
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entéo existe

{xn}nEN g LJ gfﬂa7

Bl
tal que lim z, = z. Assim para cada n € N temos que palz,) > 0, que implica em z
72— 00
pertencer a [A]%. 0

Proposicao 1.3.2 Sejam A ¢ B € F(X), entdo:
1. A= B se, e somente se, [A]* = [B]*, Vo € [0, 1].

2. [A)? C {A]* C A" para todo 0 < o < 8.

3. [A]* # ¢ pare todo o € [0,1] se, e somente se, A € um conjunto fuzzy normal.
4. A relacao
AC B e palr) < puplz),Vre X « [A® C[B]*,Va e [0,1]
¢ uma ordem parcial sobre F(X)

Demonstragao:

{1) Suponha que A = B, entdo para todo z € X temos que puas{z) = pp(x). Assim, se
z € [A]* temos que uplz) = palz) > o, logo x € [B]®. E se z € [B]* analogamente
temos que z € [A]*

Por outro lado, dado z € X temos que ua(z) € [0,1] entdo z € [A]J*), o que
implica pela hipGtese da proposicio que z € [B]#*4©) logo up(z) > waf{z). Supo-
nha que pgl{z) # palz) temos entdo que up(z) > palz), ou seja, existe & > 0 tal
que pg(z) = palz) + 6, assim z € [B#4E* implicando em 1 € [A)#4@+7 entdo
palz) = palz) +98 > palz) o que é um absurdo. Portanto ugp(z) = palz), ou seja,

A=B.

(2) Se x € [A]? temos que palz) > F > @, logo © € [A]* satisfazendo a primeira in-
clusfo. Para « = 0 a segunda inclusdo é imediata. Suponha entdo que « > 0. assim se

x € [A]® ocorre que pa(x) > e > 0, portanto z € [A]°, concluindo a demonstragio.

(3) Suponha que [A]* # ¢, para todo « € [0,1], logo existe z € [A]', ou seja, palz) = 1.

Portanto 4 ¢ um conjunto fuzzy normal.



Niveis de um Conjuntc Fuzzy 13

Por outro lado se A é um conjunto fuzzy normal, existe z € X tal que pa(z) = 1,

logo pa{z) > o, para todo o € {0, 1]. Conseqgiientemente [A]® # ¢ para todo o € [0, 1].

(4} Seja pal{zr) < pplz), para todo z € X. Dado z € [A]%para algum o € [0,1] te-
mos que pplz) = palz) > o, entdo z € [ B

Seja [A]* C [B]®, Yo € [0, 1]. Suponha que existe z € X tal que pa{x) > uplz), desse
modo = € [A]*4) mas z € [B)*4® o que é um absurde. Portanto ua(z) < ug(z) vz €
X. C

Uma pergunta interessante é: “Dada uma familia {N,},ci0,1; de subconjuntos nio

vazios de X, existe um conjunto fuzzy A : X — [0, 1] tal que [A]* = N,, para todo o?”
A resposta a essa pergunta € 0 Teorema de Representacio de Negoita/Ralescu,
cuja versdo geral € a seguinte:

Teorema 1.3.3 (Negoila & Ralescu [11]) Sejam X um conjunto € {Ny}oep,) uma famdia

de subconguntos de X tais que:
1, 1‘?\;’0 = )(

2. a< 8= NgC N,

o

S o << ..., lim apmaij\’asz\f"%
D=0 :
p2

Entdo o conjunto fuzzy A: X — [0,1] definido por
palz) =sup{a € [0,1;z € N,}
tem a propriedade que [A|* = N, para todo o € [0,1].

Definiremos a seguir tipos especiais de conjuntos fuzzy que serdo de grande im-

portancia para nossas conclusoes.

Definicao 1.3.2 Um conjunto fuzzy A € dito fuzzy-convexo se o conjunio [A]* € con-

vero para tode ¢ € [0, 1].

Definicdo 1.3.3 Um conjunto fuzzy A é dito suporte compacto se o conjunto [A]° €

um conjunto compacto.
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1.4 Principio de Extensao de Zadeh

Nessa se¢ao estudaremos um principio que permite assoctar conjuntos fuzzy de um
dominio em conjuntos fuzzy de outro dominio a partir de uma funcio clissica. Este
principio surge da necessidade de aplicarmos uma fungao cldssica a argumentos imprecisos.
Isto € se tomarmos uma funcéo f : X — Y e precisamos aplicar esta fun¢io a argumentos

fuzzyv. Para isso precisamos recorrer a uma extensado de [ que tem a forma

FiFIX) = F(Y),

e serd denotada como sendo a extensdo de Zadeh da funcéo f.

Para introduzir este principio, discutiremos um caso especial muito utilizado na teoria
classica. Dada a funcéo f: X — Y e o subconjunto cidssico 4 de X, temos que f{4) =
{y; 73 (y) M A # ¢} é um subconjunto de Y. Representando este conjunto através de sua
func¢io caracteristica

1 sey€ f(A)

Xf(Aj(y) =
0 sey g flA),

Vernos que

sup Xa(r) se J7y) # 6

0 se f7H{y) = ¢,
para cada y € Y.
De fato, dado y € Y, suponhamos primeiro que f~!(y} # ¢, entdo temos dois casos a
considerar:
(i) Se f~Hy) M A ¢ entdo y € f(A) e assim Ay 4)(y) = 1 e neste caso existe z € A tal
que flz)=y.logo sup Xa{r) = 1. Portanto

Tef " Hy)

sup Xa(7) = Xpay(y).
TEF{y)

(i) Se f7Hy) N A = ¢ entdo Xy ay({y) = 0. Temos ainda que f(z) # y paratodoz € A
implicando  sup AX4{r) = 0. Assim
refi(y)

sup a7} = Xpa)(y)-
TEF Ny
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Suponhamos agora que f7H(y) = ¢, entdo y & f{A) implicando Xy 4{y) = 0.

Podemos generalizar esta técnica para conjuntos fuzzy, tornando assim o caso acima

um caso particular, portanto definiremos o principic de extensio de Zadeh.

Definicdo 1.4.1 A extensao de Zadeh da funcdo f : X - Y aplicada em um conjunio

fuzzy A € a funcéo i, cuja fungdo de pertinéncia de f(piA) é

; . sup palt) se f7Hy) # 0,
(Flua))y) = § e/

0 se f7Hy) = 0.
parg cada y € Y.

Exemplo 1.4.1 Segue imediatamente da definigdo gue se f{z) = ¢, constante real, entéo

f{p,} = X, para todo conjunto fuzzy u: R — [0,1] normal.

Proposicac 1.4.2 Sejam f X =Y e f sua extensdo de Zadeh. Entdo

-~

H&Xey) = Xipay
para todo x € X.

Demonstracao: Pela definicao 1.4.1

; sup Xy (7) se fHy) # 0,
(f (X)) (y) = 7~ w)

0 se f7y) = 0.
1 sex € f~Hy)
0 sexd fy)

1 sey = fla),
0 sey# flz).
= X2 (y)
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Se f é bijetora, entio (f(1))(y) = (/" (y)) e assim podemos construir o grafico do
conjunto fuzzy f(u) (figura 1.3).

Figura 1.3: Grafico de f{u)

A seguir veremos alguns resultados de extensio de Zadeh que nos ajudario a concluir

resultados futuros.

Teorema 1.4.3 Sejam X e Y conjuntos ndo vazios e f : X — Y uma fungdo sobrejetora.
Entdo p atinge sew mdzimo em f~*(y) para todoy € Y se, e somente se, [f(1)]* = f([u]*)
para todo p: X = [0,1] e € [0, 1].

Demonstracio: Se y € [f(1)]%, entdo
(Flu)y) > o, ouseja, sup p(7) > c.

el y)

Como, por hipbtese, existe z € f~{y) tal que u(z) = sup ul(7) > o, segue que
TEf )

ye flu).
Agora, se y € f{{ul®), existe y = f(z). Dai

(flu) ) = ,ffff?( )u(?) > plz) >«

isto é y € [F(w)]*
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Por outro lado, dado y € ¥, suponha que sup u(r) = s, ou seja, (f(u))(z) = s,
refiy)
daf

s € [F Wl = Flul*).

Isto é, existe x com ulx) > s tal que f(z) = y. Mas, pela definicdo de s, tem-se u(z) = s.

L

Observagdo: Pela demonstracio acima fica claro que a inclusdo, £([1]®) < [f(1)]%,

sempre 0COorTerd.

O teorema seguinte foi inicialmente demonstrado por Nguyven [12] para o caso em
que f : R xR — R e por Cabrelli e al. [5] para o casc de um sistema de conjunto
fuzzy interados, no estudo de construcéo de imagens. Mais recentemente por Barros 1]
no estudo de sistemas dinamicos discretos.

Com a finalidade de se obter novas propriedades nas familias dos conjuntos fuzzy,

denotaremos ¢ seguinte conjunto:
FulX)={p: X —=1[0.1}; []* é compacto e nio vazio para todo o € [0,1]}.

Teorema 1.4.4 Se f: R* — R" ¢ continua, entio a extensio de Zadeh f : Fr(R*) —
Fr(R™) estd bem definida e,

L] = F(u®)
para todo o € 10, 1].

Observacio: Lembremos que para se provar que f{(u) € Fx(R"), basta verificar que
os conjuntos [f()]® sio nio vazios e compactos para todo 0 < o < 1. Assim, provaremos
apenas que [f{1)] = F([u]%), j& que f{[]*) é ndo vazio e compacto pela continuidade de
f, uma vez que p € Fr(R*).

Observemos também que sendo f continua, f~*(y) é fechado e tem-se [p]® N f~(y)

compacto por ser um conjunto fechado dentro do compacto [p]°.

Demonstragado: Dividiremos a demonstracio em dois casos o > 0 e o = 0.

i. Para o > 0.
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Sejay € [f{1)]%, entdo (f{u))(y) > e assim, £~} (y) # ¢, bem com [p]’Nf~ (y) # §

Fla))ly) = sap wlr)=  sup  pi{r)=ulz}>a
ref-iy) relulorf -t (y)

para algum z € [N f7 y), uma vez que u € semicontinua superiormente e [p" N f~{y)
J- Lﬁgo flo)y =y eplz) > o, isto &, z € f{[u%).

¢ compacto (Ver Rudin [1;] pag. 195
Por cutro lado ja vimos f{[u]*) C ( , Sempre oCorrera.

ir. Para o = 0, tem-se
= {y: (F()(y) > 0} = fyiuly) > 0} = f(B

Sey € A, entao

sup u{r) > 0,
Tef 7 y)

daf existe x com fl{z) =y e pu(z) > 0, isto é, y € f(B).
Sey € f(B), entdo existe x € B com y = f(z), logo

sup p(7) = plz) > 0
Tef 7 y)

isto é, ¥ € A.
Agora,

por [ ser continua, e
A=7F(B) c /(B) = f(B)

pela compacidade de B e a continuidade de f.

Portanto
F))® = £,
O
Note que a familia {f{{z]*),0 < o < 1} define um dnico conjuntoe fuzzy, jé que hd

uma correspondéncia biunivoca entre um conjunto fuzzy e a familia {[p]*,0 < o < 1}

Uma conseqgiiéncia imediata do teoremna acima € o seguinte:
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Coroldrio 1.4.5 Se f ¢ continua, entio f é mondtona no seguinte seniido
flu) < fw) se p<v,
onde p < v significa ulz) < v{x) pare todo x € R™.

Demonstracio: Basta provar que [f(u)l® € f({1]®) para todo o € [0, 1).

Mas, como

r

tem-se o resultado desejado.

1.5 Niimeros Fuzzy

Assim como no caso cldssico, aqui também temos o objetivo de fazermos “contas”.
A diferenca é que aqui pretendemos calcular quantidades imprecisas. Por exemplo, todos
nés somos unanimes em dizer que o dobro de uma quantidade “em torno de 57 resulia
em outra “em torno de 107. Para isto, “criaremos” objetos que generalizam os numeros
reais. Tais objetos serdo chamados de numeros fuzzy.

O conceito de ndmero fuzzy vem do fato de muitos fendmenos nio poderem ser carac-
terizados por numeros precisos. de um modo geral podemos dizer que, em um problema
concreto, muitos nimeros que & aparecem so idealizagtes de informacdes imprecisas en-
volvendo valores numéricos. Por exemplo, quando medimos a altura de um individuo, o
que obtemos é um valor numérico carregade de imprecisdes. Tais imprecisdes podem ter
sido causadas pelos instrumentos de medidas, pelos individuos que estao medindo, pelo
individuo que esta sendo medido e etc. Finalmente optamos por um valor preciso (um
nimero real) a para indicarmos a altura. No entanto, seria mais prudente dizermos que a
altura é “em torno de a”. Neste caso, matematicamente, indicamos a expresséo “em torno
de ¢” por um conjunto fuzzy A cujo dominio é o conjunto dos nimeros reais. Também
é razodvel esperar que pa(a) = 1. A escolha dos nimeros reais como dominio é porque,

teoricamente, 05 possiveis valores para a altura sio numeros reais.
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Definicdo 1.5.1 Um congunto fuzzy N € chamado nidmero fuzzy quando o conjunio
universo, onde N estd definide, € o conjunto dos numeros reais (un(z} - R — [0,1]) ¢

satisfaz 45 condigdes:

1. [N]* # @, Ya €10,1].
2. IN1® ¢ um intervalo fechado. Voo € [0, 11

3. O suporte de N, supp(N) = [N, € limitado.

Denotaremos por N(R) o conjunto dos nimeros fuzzy.

Observernos que, com a definicao 1.5.1, todo nimero real r é um caso particular de

ntmero fuzzy cuja fungdo de pertinéncia é sua funcio caracteristica:

I sex=r
Xy () =
0 sex#r.

Denotaremos aqui Ay (x) por 7.

Proposicio 1.5.1 N (R) C Fx(R).

Demonstracao: Se N € um numero fuzzy, entdo para todo o € [0,1] temos que
[N]* # ¢ e [N]* é um subconjunto fechado do conjunto compacto [N}° {(Prop. 1.3.2 -
Item 2). Portanto N € Fx(R).

O

Os ntmeros fuzzy mais comuns s&o os triangulares e os trapezoidais. A seguir daremos
as defini¢bes desses nimeros fuzzy.

Exemplo 1.5.2 Um numero fuzzy A € dito triangular se sua fungdo de pertinéncia € da

forma

0 ser <a
§ e sea<z b
palzr) = <
-
=oseb<z<e
0 sexr >c¢
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para o < b < ¢

Figura 1.4: Nimero fuzzy Triangular

O gréfico de um nimero fuzzy triangular tem a forma de um tridngulo, tendo como
base o intervalo [a, b e, como tinico vértice fora desta base, o ponto (b, 1}. Deste modo. os
nimeros reais a, b e ¢ definem o nimero fuzzy triangular 4, que serd denotado pela terna
ordenada {a;b; ¢).

Notemos que o conjunto fuzzy acima ndo é necessariamente simétrico j4 que ¢ — b
pode ser diferente de b — a. Porém, pu4(b) = 1, podemos dizer que o conjunto fuzzy A ¢
um modelo matematico razodvel para a expressao lingiiistica “perto de 0. O mesmo nio

podemos dizer da expressdo “em torno de b”, onde esperamos uma simetria.

Exemplo 1.5.3 Um nimero fuzzy A € dito trapezoidal se sua funcdo de pertinéncia € da

forma

0 sexr <a

=8 seqg<ax <bh
palz) =<1 seb<z<c
=d o o<z < d

0 sex >d

parg a < b < ¢ <d.
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Figura 1.5: Numero fuzzy Trapezoidal

1.5.1 Operacgoes Aritméticas com Niimeros Fuzzy

Agqui definiremnos apenas as operagdes de adicdo entre ntimeros fuzzy e multiplicagao
de ntmero real por numeros fuzzy. £ claro que se M, N sdo niimeros fuzzy (M, N €
N(R)}), nado podemos esperar que as operagfes aritméticas usuals entre funcdes sejam
adequadas sobre as funcgdes pertinéncias par e pn. Por exemplo, se somarmos ponto a

ponto como é usual entre fungdes, pode ocorrer que

(ias + 1) (5) = e () + pv (%) € 0, 1),

assim o conjunto N (R) ndo seria fechado em relagao a esta operagio.

A solucdo desse problema fol encontrada via extensdo de Zadeh (ver secao 1.5). Afim
de obter uma operacac entre ntumeros fuzzy, consideremos a funcao f: R x R — R dada
por flzy1,%2) = 1 -+ Ty, assim sua extensado de Zadeh induzird uma adicdo do seguinte

modo:

e e hete) s s 2
(f(;ufvfa ,UJJ\))(y) = Z1+Tamy

0 se fHy) = ¢

Analogamente, para definir uma multiplicacdo de escalar por um ntuumero fuzzy, con-
sideremos & funcdo g R — R onde g(z) = Az para algum A € R Como ¢ é bijetora
temos pelas propriedades da extensio de Zadeh que (§(un))(y) = ux(g7{y)), logo se
A # 0 temos que (§lun))(v) = pn(y/A). Agora, se A = 0 temos g(z) = 0 para todo
z € X, entdo pelo exemplo 1.4.1 obtemos (§(ux)){y) = X, = 0.

Portanto a partir do que fol visto acima podemos definir as operacoes de adigao e

multiplicagdo por escalar sobre o conjunto N (R).
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Definigdo 1.5.2 Sejam M e N dois ndmeros fuzzy, e A um ndmero real.

1. A soma dos nimeros fuzzy M e N € o namero fuzzy, M + N, cuje funcio de
pertinéncia €

paren{z) = sup {paly) A pniz)}

Y+zmE
2. A multiplicogdo de A pelo nidmero fuzzy N € numere fuzzy, AN, cuja funcdo de
pertinéncia €
unlzA ) se A#£0

!LAA-*{M”?) =5
0 se A= (.

Uma maneira alternativa, e mais pratica, de ser fazer estas operagdes é por meio dos

a-niveis dos conjuntos fuzzy envolvidos.
Teorema 1.5.4 Se M e N sdo dois numeros fuzzy e A um numero real, entdo para fodo
o € [0,1] tem-se

M+ N®= M2+ M°®={a+bae [M]*ebec [N}

ANT = MNP = {aja € [V]*)
Demonstragiao: Temos que N(R) C Fx(R) (Proposigdo 1.5.1), e que as fungdes
f: RxR —= R g: R - R
(1'1,.‘172) L S s ol r = A

sao continuas, assim pelo teorema 1.4.4 e utilizando o resultado demonstrado por Nguven,

provando inicialmente ¢ teorema 1.4.4 para o caso em que f: R x R — R, temos que

[f (v, par))® = Fllan]® [uas]®) € [9(n)® = gllun]®)
logo.
M+ N = [upren]®
= UE(I-LN PLM)EQ
= f(lun]®, [par]®)
= [un]® + [pea]”
= [N]* + [M]®
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ANT® = [
= [g{urg)l®
= g{lu~])
= Alun]®
= A[N]®

o
Por exemplo, da defini¢io 1.5.2, 2(4) = 8, e do teorema 1.5.4, [2(4)]* = {8} para
todo o € [0, 1],

Apresentaremos agora, alguns resultados que serao de grande importéncia para a

conclusao de resultados futuros desta dissertacéo.

Proposicao 1.5.5 Sejam N um ndmero fuzzy ¢ f: R — R uma funcdo continua, entiao
f(,uN), onde f ¢ ¢ extensdo de Zadeh da fungdo f, € um ndmero fuzzy. Temos ainda que

IN1® ¢ o intervalo fechado [ny, noj, onde

2

ny = min{f(z);z € [N]*}

o = max{f(z); z € [NJ%),
para cada o € [0, 1].

Demonstracao: Pelo teorema 1.4.4 temos que

)™ = F{lun]™).
Logo, pela defini¢do de niimero fuzzy e pela continuidade de f temos que

L)l # 8, Yo € [0,1]

[t

[flun)]® é um intervalo fechado [ny, no), Ya € [0,1].

[N

3. O suporte de (f{x)), supp(F () = [fx) P, & limitado.
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Portanto temos que a extensdo de Zadeh f(uy) é um ndmero fuzzy. Logo para

concluirmos a demonstracdo temos que provar que n; = min{f(z);z € [N|®} e ny =

H

max{ f{z);x € [N|*} para cada « € [0, 1]. Como as demonstragdes sio andlogas, faremos

i

apenas O Caso 7.
Como 7y € f(lpw]®) temos que existe z; € [un]® tal que f(z:) = ny, suponha-
mos que existe z; € [un|® tal que zo # 71 e que flus) = min{f(z);z € [ux]*}, entdo

ny = f{z1) > f{zq) € [n1,n2]. Absurdo, pois ny = min{a € [ny, n2|}. O

A secho seguinte estd mais voltada para a l6gica fuzzy propriamente dita. Esta é

uma parte que tem tido grande aplicacdes na inddstria [15].

1.6 Conectivos Logicos

Consideremos a seguinte informacdo, “Se um tomate é vermelho, ent&o ele estd madu-
ro”, como neste caso “vermelho” e “maduro” sio termos subjetivos, uma possivel mode-
lagem para esta informacao é utilizando conjuntos fuzzy. O que ocorre em nosso dia-a-dia
¢ que iremos nos deparar com informagoOes mais completas, por exemplo, depararemos
com informacoes da forma “Sex é A e vy é B, entdo z é C ou z é D”. Para traduzirmos
estas sentencas para uma linguagem matematica, precisamos modelar os conectivos “e” e
“ou” como também a condicdo “se...entdo”. Estes conectivos sao de dominio dependentes
- eles variam de area para drea. Portanto, existem varias maneiras de modelarmos estes
conectivos. Nesta secdo investigaremos maneiras para modelar estes conectivos usando
combinacGes conhecidas que jd estao na forma de conjuntos fuzzy. Desse modo estes
modelos podem ser visios como uma extensdo dos conectivos logicos usados na teoria

classica.

1.6.1 t-norma

Primeiramente consideremos o conectivo “e”. Sob o ponto de vista da teoria cléssica,
dizemos que “um nuamero natural n é par e maior que cinco” se ele pertencer ac conjunto
dos numeros naturais pares e ao conjuntc dos numeros maiores que cinco, ou melhor,
se 1 pertencer a intersecgdo destes conjuntos. Sendo assim uma maneira de modelar o
conectivo “¢” na teoria classica é utilizando intersecciio de conjuntos. Vimos na segao 1.3,

que a extensao de intersecgao de conjuntos para intersecgdo de conjuntos fuzzy € por meio



26 Conceitos Fuzzy
da aplicagio A : [0,1] x [0.1] — [0,1] onde z A y = min{z, v}, que satisfaz as seguintes

propriedades:

1
|

e 1Az =z VYrel01]
e T AY =y NI

e s A{yAz)=(2Ahy Az
eserv<wer<yentaoviz < wAuy.

Assim, uma operagao binéria

£ 10.1] % [0.1] = [0, 1]

satisfazendo as propriedades acima é um candidato & modelar o conectivo “¢’ no caso
fuzzy. Observemos que rAZ = x também ccorre, mas que ndo exigimos isto para modelar
este conectivo. Denotaremos por “norma triangular” ou simplesmente “t-norma” como
sendo a familia das possiveis operacoes que modelam o conectivo “¢”. Adotaremos como

notacio genérica para uma t-norma o simbolo A, e escreveremos z A ¥.

Definicdo 1.6.1 A operacdo bindria A: [0,1]x[0,1] — [0,1] € uma t-norma se satisfozer

0 seguinte:
1.1 A x =z [fronteira);

2 o y=y Az (comutativa);

)

cx Ay z)={z sy Lz (associativa);
4. sev<wexSyentdovAr <wdy (monotonicidade).

Observernos que por (1} e (4,0 A 2 <04 1= 0entdo0 A = 0 paratodox € [0, 1.

Exemplo 1.6.1 (Exemplos de t-normas)

T Ay sexVy=1
@ 7 Np Yy =
8] caso contrario

e z Ly =0V(z+y—1)
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LY
2—{z+y—ay)

& I Lo Y =

® I Lyy =Ty

LY

@:5&4 T e ——
Y Ty — gy

© T L5y LAY

Observemos gue apenas a t-norma Ag. deste exemplo. nao é continua.

1.6.2 t-conorma

Analogamente a construcdo de t-normas, uma modelagem para o termo “ou” na
teoria cldssica € através de unido de conjuntos, por exemplo, um numero natural n é
mailor que 10 ou menor que 5. se ele pertencer ao conjunto dos ntimeros naturais maiores
que 10 ou ao conjunto dos ndimeros naturals menores que 3, ou seja, n pertence a uniao
desses conjuntos. Novamente da secao 1.3, temos que a extensao de unido de conjuntos
para unido de conjuntos fuzzy é obtida pela aplicacdo da forma Vv : [0,1] x [0,1] — [0, 1]

onde 7 vV y = max{z, y}, que satisfaz as seguintes propriedades:

e OV =ur,

rNVy=yVv;
o TV (yVz)={(zVy Vz;
e sev<wexr<yentaorvVz<wVy.
Assim, urma operacgao binaria
v [0, 1] x [0,1] = [0,1]

satisfazendo as propriedades acima ¢ um candidato a modelar o conectivo “ou”’ nos casos
fuzzy. Denotaremos por “conorma triangular” ou simplesmente “t-conorma” como sendo
a familia destas operactes. Adotaremos como notacao genérica para uma t-conorma o

simbolo ¥, e escreveremos xVy.

Definicio 1.8.2 A operacdo bindria V : [0,1] x [0,1] — [0,1] € uma t-conorma se

satisfuzer o sequinie:
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1. 0Vx = x (fronteira);
2. xVy = yvVx [comutativa);
3. aV(yVz) = (xVYy)Vz {associativa);

sev <w ez <y entdovVr < wVy (monotonicidade).

E .

Observernos que por (1) e (4}, 1 = 1V0 < 1V, entdo 1Vz = 1 para todo z € [0, 1].

Exemplo 1.6.2 (Exemplos de t-conormas)

zVy sexhy=0
& I?@y -
1 caso contrario

o xVy = 1A {z+y)

e rVsy = VY

A modelagem fuzzy para o termo “Se...entdo” serd discutida no capitulo 2.

1.7 Relacoes Fuzzy

Estudos de associacdes, relacoes ou interacoes, entre os elementos de diversas classes,
¢ de grande interesse na andlise e compreensio de muitos fendmenos do mundo real.
Matematicamente, o conceito de relacao é formalizado a partir da teoria de conjuntos.
Uma relacdo cléssica descreve a interrelacdo entre dois ou mais objetos e, sendo um
conjunto, é representada por sua funcdo caracteristica. Uma relagdo de amizade entre
duas pessoas, por exemplo, designada como amiges considera que, nas relacoes humanas

ou alguém é seu amigo ou néo €, o que é uma simplificacdo da realidade. Por outro lado,
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uma relacao de amizade fuzzy entre duas pessoas pode considerar 0 grau de amizade entre
elas. Sendo assim, dois ou mais individuos podem se relacionar com diferentes graus de
amizade.

Podemos dizer entdo que a relacgdo sera fuzzy quando optarmos pela teoria dos con-
juntos fuzzy, e serd classica quando optarmos pela teoria de conjuntos clédssicos para con-
ceituar a relacdo em estudo. Qual dos modelos adotar, dentre estes dois, depende muito
do fendmeno estudado. Lembremos que a teoria fuzzy tem maior robustez no sentido que
ela incluil a teoria cldssica de conjuntos.

O concelto matematico de uma relagéo é formalizado utilizando-se do produto car-

tesiano classico entre conjuntos que serd dado a seguir

Definicao 1.7.1 Uma relagdo (cldssica) R, sobre Xy x Xy x ... x X, ¢ qualguer sub-
conjuntofcldssico) do produto cartesiano Xy x Xo x ... x X,. Se o produts cartesiano for

formado por apenas dois conjuntos, Xy X Xy, a relagdo € chamada bindria sobre Xy x Xs.

Como a relacaoc R ¢ um subconjunto do produte cartesiano, entdo ela pode ser re-

presentada por sua fungdo caracteristica Xg. Assim,

1 se{zy,29,... ,2,) €R
0 se(xy,20,...,%,) & R.

Xplzy. 2o, Ty} =

Definicao 1.7.2 Uma relagdo fuzzy R, sobre X, x Xo x ... x X, € qualquer subconjunto
fuzzy do produto cartesiano X x Xo x ... x X,,. Se o produto cartesiano for formado por

apenas dois conjuntos, X x X, a relacdo é chamada de fuzzy bindria sobre X; x X,.

Se a funcao de pertinéncia da relacao fuzzy R for também indicada por R, entdo o
numero R(zy, T2, ... ,2,) € [0,1] indica o grav com que os elementos z; que compdem a
n-upla {7y, Te, . .. ,Z,) estdo relacionados segundo a relagio R.

A principal vantagem na opcao pela relacao fuzzy, é que uma relacao cldssica indica
apenas se hd ou nao relacdo entre dois objetos, enquanto uma relagao fuzzy além de
indicar se existe ou nao relacao, indica também o grau desta relagao.

Uma relacao fuzzy sobre Xy x Xo x ... x X, que serd muito importante para a
conclusio dessa dissertacdo, é o produto cartesiano entre conjuntos fuzzy. Da teoria de
conjuntos classicos, temos que dados os conjuntos A e B, definimos produto cartesiano

entre estes conjuntos como sendo o conjunto

Ax B={{a,b);ac Aebe B},
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assim. a fung@o caracteristica que representa o produto cartesiano entre os conjuntos A e
B ¢é dada por

1 seacdebe B

0 seagAoubég B,

Xiawnla,b) =

ou simplesmente
Xaxpla, b) = Xala) h Ap(b),

Tratando novamente conjuntos fuzzy como sendo uma extensio de conjuntos cléssicos
a partir da ampliagdo do contra-dominic da funcdo caracteristica, poderfamos definir
produto cartesianc entre os conjuntos fuzzy A e B como sendo o conjunio representado
pela funcdo pertineéncia

paxsla,b) = pala) A ue(b).

Posto dessa maneira temos que o produto cartesiano classico é um caso particular de
produto cartesiano fuzzy, devido a fun¢do minimo ter a propriedade 0Az =0elAz =z,
para todo x € [0, 1]. Sendo assim, podemos generalizar estd definicio utilizando t-norma.

Logo a defini¢ao generica de produto cartesiano fuzzy ficard da seguinte maneira.

Definicao 1.7.3 O produfo cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy Ay, As, ..., A, de
X1, Xs, ..., Xy, respectivamente, € a relacdo fuzzy Ay x As X ... X A, representada pela

funcdo pertinéncia

ey s Anx.xdn (@15 025 - -5 Gn) = pay(@1) & pa,(a2) &0 8 pa(an).
para todo (31,621 Ce ,an) € Xﬂl,}(g, e ,MX’TL_

A nocéo e utilizacdo de produto cartesiano fuzzy ficard mais clara no préximo capitulo,
onde introduziremos o conceito de sistemas fuzzy, que sdo sistemas compostos de regras
da forma “Se...Entao”. E veremos que essas regras sao produtos cartesianos de conjuntos
fuzzy. Sendo assim, uma produtos cartesianos fuzzy serd uma possivel forma de modelar

o termo “Se...entao’”,



Capitulo 2

Sistemas Fuzzy

Como fazer uma maqguina inteligente? Esta foi 4 pergunta que mais colaborou para
o desenvolvimento da Teoria Fuzzy. Através da teoria fuzzy, mais precisamente, com a
teoria de sistemas fuzzy baseados em regras foi possivel obter uma resposta malis concreta

a esta pergunta (Kosko [10]).

A idéia € que sistemas fuzzy tem uma “geometria” simples: “Cobre” uma curva
teérica com “grinulos” {figura 2.1). No decorrer deste capitulo exploraremos a idéia de
sistemas fuzzy e daremos um tratamento matematico formal. Para termos uma simples
nocao, podemos pensar nisto do seguinte modo. Cada pedaco de conhecimento humano,
é uma regra da forma SE_ENTAO, que define um “granulo”. Um sistema fuzzy é uma
colecdo de regras fuzzy SE.. ENTAQ, ou seja, é um grupo de “granulos”. Todas as regras
definem “granulos” que tentam cobrir alguma curva que representa a informacéo correta,
precisa. Os “granulos” que cobrem melhor a curva, sdo as melhores regras do sistemas.
Mais informacoes significa mais regras. Mais regras significa mais “granulos” e assim uma
cobertura melhor. (Quanto mais incertas as regras, maior serdo os “granulos” e pior serd
a cobertura. Quanto mais precisas as regras, menores serdo os “granulos” e assim melhor

serd a cobertura. Mas se as regras sac totalmente precisas elas nfo sfo fuzzy e sim certas.

Comecaremos este capitulo com uma dnica regra e em seguida trabalharemos com

muitas regras juntas formando assim a base de regras de um sistema fuzzy.

31
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Figura 2.1:

2.1 Conhecimento como Regras

Como argumentaremos? Queremos jogar futebol no sabado ou domingo e n&o quere-
mos ser molhados guando jogarmos. As noticias dizem que hé uma boa chance de chover
no sabado mas sé uma leve chance de chover no domingo. Entdo podemos inferir que
deveriamos jogar futebol no domingo. Tomamos esta decisao a partir de um conjunto de

idéias e regras que associam idéias.

Em linguagens de computador é natural que as regras tenham a forma de declaragdes
Se-Entdo. Se chover, entao nos molhamos. Se nos molhamos, ndo podemos jogar futebol.
No sdbado a chance de chover é maior, assim ndo devemos jogar futebol no sabado. Se
nao podemos jogar futebol no sibado e a chance de chover no domingo é menor, entio
poderemos jogar futebol no domingo. Assim jogaremos futebol no domingo.

Conhecimento como regras fol introduzida por Aristoteles. Leibnitz sonhou com uma
l6gica simbdlica em que poderiamos colocar todas nossas regras em simbolos e através de
computadores alcangariamos verdades matematicas de fatos didrios. Hoje com este mes-
mo intuito cientistas de computador construiram o campo da “inteligéncia artificial” ou
AT (artificial intelligence), na convic¢io que conhecimento é regras e que podemos escre-
ver regras no idicma negro-e-branco de computadores e ldgica simbdlica. Os “sistemas
especiais AT" usam de 100 a 1.000 regras bivalentes. Os peritos AT dizem que nao veremos
inteligéncia “real” em sistemas Al até que eles usem 100.000 regras.

Queremos dizer “muito” com a regra “Se chover, seremos molhados”. Se chover
um pouco, seremos pouco molhados. Se chover muito, seremos muito molhados. O
substantivo chuva pode ser representado por conjuntos fuzzy. Quando nos referimos a
chuva podemos estar nos referindo a chuvisco, chuva média ou chuva forte. Ainda, pouce

e forte representam subconjuntos fuzzy de chuva. Toda a chuva cal pouco ou muito. Esse
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¢ um assunto de grau. Isto é o que os cientistas Al nado utilizaram.

O que é uma regra fuzzy? Regra fuzzy € como relacionamos os conjuntos fuzzy.
SE X é 4, ENTAO Y é B, onde A e B s&o conjuntes fuzzy. Se a chuva é forte, entio
nos molharemos muito. Se ¢ semaforo indicando vermelbo estiver muito préximo, entio
aclonamos fortemente o pedal do freio. Se uma ovelha é muito jovem, entfo ela é muito
mals preza para os lobos. Essas regras sdo obtidas através de um especialista do problema
em maocs ou simplesmente de nosso bom senso.

Quando Lofti Zadeh introduziu o conceiic de conjunto fuzzy em 1865, a visdo fuzzy
era sd bom senso, e isso nio persuade os cientistas. Um bom modo para fazer com
que se interessern pelo assunto é geometria, ou seja, mostrando regras fuzzy como sendo

“granulos”.

2.2 Regras como Granulos

Uma regra fuzzy define o que chamaremos de um “granulo” fuzzy. “Granulos”, ou
nuvens cinzas ou também ponto fuzzy sao idéias chaves para modelar conhecimento na
teoria fuzzy. Eles amarram o bom senso a geometria simples ¢ ajudam a transpor o
conhecimento de nossas cabecas para o papel ou em computadores. Um processo fuzzy é

dividido em quatro passos. assim descritos:

e Fuzzificagao: E o processo no qual os valores de entrada do sistema sio convertidos

para conjuntos fuzzy, com as respectivas faixas de valores onde estao definidos.

¢ Base de Regras: “Fornece” as relactes que, guardardo os conhecimentos dis-

poniveis das varidveis de entrada para compor a varidvel de saida.

e Inferéncia Fuzzy: E responsavel pela valoragiio das regras fuzzy e da forma como

elas sdo combinadas para produzir a salda.

e Defuzzificacdo: E o processo de conversao de um conjunto fuzzy de saida em um

numero real gue melhor o represente.

A seguir vamos construir um sistema fuzzy para ilustrar cada um destes passos.
Primeiro, escolhemos os substantivos ou “varigveis”. Chamemos estesde X e Y. X

¢ a entrada do sistema e Y € a saida, { Causa, efeito. Incentivo, agdo. Questdo, resposta).
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Digamos, por exempio, que queremos controlar um condicionador de ar. Nesse caso A
deve ser a temperatura em graus ¢ ¥ a mudanca na velocidade (acelerador) do motor do
condicionador de ar. Nosso intuito € controlar a temperatura ambiente por melo de um

dispositivo {acelerador) em um aparelho de ar condicionado.

H H il

-5 0% B°  10° 15° 20° 25° 30° 35° 40°

Figura 2.2: Temperatura

Segundo, escolha dos conjuntos fuzzy. Nés definimos os conjuntos fuzzy dos “subs-
tantivos” {ou varidveis lingiifstica) X e Y. Utilizaremos cinco conjuntos fuzzy para tempe-
ratura X: FRIA FRESCA, NEUTRA. MORNA e QUENTE. Usaremos estes conjuntos
fuzzy como sendo numeros fuzzy triangulares (ver exemplo 1.5.2 e figura 2.2). Poder{amos
usar outros tipos de conjuntos fuzzy, no lugar de triangulos, como nimeros fuzzy da forma
trapezoidals ou gaussianas. Também usaremos alguns conjuntos mais largos que outros,
¢ para os conjuntos FRIA e QUENTE usaremos “meios” tridngulos. Isto tudo € uma
questdo de bom senso (ou experiéncia de especialistas}. Os conjuntos mais largos sao de
menor importincia, eles dao controles mais risticos. Para um controle ser mais preciso,
precisamos de conjuntos fuzzy mais finos. Observemos que utilizando conjuntos fuzzy,
termnos a vantagem da temperatura poder estar em dois conjuntos distintos ao mesmo
tempo, desta maneira suavizamos a mudanca de temperatura, algo que ndo acontece em
condicionadores de ar que trabalbam com sistemas de controles bindrios, onde a mudanca

de temperatura ¢ brusca.
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Para a salda Y utilizaremos cinco conjuntos fuzzy: PARADA, LENTA, MEDIA,
RAPIDA ¢ MUITQ RAPIDA, indicando a velocidade do motor (figura 2.3). Trabalhare-
mos com a velocidade de motor em ntmeros de § a 100. Estes niimeros podem representar

a corrente elétrica do motor ou a rotacdo do motor.

t e

10 20 30 40 50 606 70 80 90 100

Figura 2.3: Velocidade do Motor

Terceiro, escolha das regras fuzzy. Este passo associa valores da velocidade do
motor com valores linglifsticos da temperatura. Temos que aplicar uma velocidade de
motor fixada a cada valor da temperatura. Comecemos com FRIA. Se a temperatura do
condicionador indica FRIA, significa que o ambiente ndo precisa do condicionador para
resfria-lo. Sendo assim queremos que 2 velocidade do motor seja PARADA. Assim temos
nossa primeira regra: Se X é FRIA, ENTAO Y é PARADA. O motor deveria acelerar um
pouce quando o condicionador de ar se pde em FRESCA: S5E X estd FRESCA, ENTAO

Y estd LENTA. Agindo do mesmo modo obtemos cinco regras:

Regra 1: Se a temperatura estd FRIA, a velocidade do motor € PARADA.

Regra 2: Se a temperatura estd FRESCA, a velocidade de motor é LENTA.
Regra 3: Se a temperatura € NEUTRA, a velocidade de motor é MEDIA.

Regra 4: Se a temperatura estd MORNA, a velocidade de motor é RAPIDA.
Regra 5: Se a temperatura estd QUENTE, a velocidade de motor é MUITO RAPIDA.
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Observemos que essas regras foram obtidas a partir de nosso bom senso. Elas sao
regras fuzzy porque as condigbes “FRIA” e/ou “RAPIDA” sio questdes de grau e assim
podem ser representados por conjuntos fuzzy. Nos modelamos conjuntos fuzzy por meio
de ntmeros. Isto amarra palavras 4 matematica. E onde ha matematica hd geometria.

Isso nos leva a dizer que regras fuzzy assemelham-se 2 “granulos”. Se os conjuntos s&o
MORNA e RAPIDA, aregra 4 diz: Se a temperatura estd MORNA, a velocidade de motor
¢ RAPIDA. Geometricamente essa regra pode ser vista como um “granulo” (veja figura
2.4). Em matematica chamamos este “granulo” de produto cartesiano de dois conjuntos
fuzzy. O que é o produto cartesianc de dois segmentos de reta? Uma drea ou retangulo,
neste caso 0§ conjuntos sac cléssicos e podem ser representados pelas suas funcgdes carac-
teristicas. No caso de conjuntos fuzzy utilizaremos produtos cartesianos fuzzy (ver se¢ido
1.7} para modelar as regras fuzzy, ou seja, toda regra fuzzy da forma: “Se X ¢ A, entbo
Y é B”. onde A e B sdo conjuntos fuzzy, é um conjunto fuzzy representado pela funcéo
pertinéncia dada pelo produto cartesiano fuzzy A x B. Para representar um produto
cartesiano fuzzy utilizaremos “granulos” de regras como sendo retédngulos. No exemplo
citado o primeiro segmento de reta € a base do tridngulo MORNA e o segundo segmento
de reta é a base do tridngulo RAPIDA. Isso é tudo que usaremos. No caso das regras
bivalentes utilizadas por cientistas Al, definem pontos, ou seja, definem “granulos” que

se reduziram a pontos.

Outra maneira muito usada para representar geometricamente uma regra fuzzy €
através do que chamaremos de nuvens. Uma nuvem é uma figura no plano em que os
pontos que tem maior grau de pertinéncia s&0 mals escuros que 0s pontos com menor grau

de pertinéncia.

Escrevemos o produto cartesiano de RAPIDA e MORNA como RAPIDO x MORNA,
da mesma maneira que escrevemos o produto cartesiano de dois conjuntos. O mesmo
para as outras quatro regras. Entfo temos a REGRA 1 como sendo PARADA x FRIA,
REGRA 2 como LENTA x FRESCA, REGRA 3 como MEDIA x NEUTRA, REGRA 5
como MUITO RAPIDA x QUENTE.

Observe que comecamos com palavras ou idéias e terminamos com geometria. Isso
significa, que noés podemos usar ou podemos ver o sistema fuzzy inteiro como sendo
cinco “granulos” que se sobrepdem (figura 10.5). Queremos ressaltar ainda que quanto
menos incertas forem as palavras que formam as regras, menores serdo as bases dos

triangulos que as representam como conjuntos fuzzy e conseglientemente, menores sSerao
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Figura 2.4: “Gréanulo Fuzzy”

0s “granulos” que representam cada regra, ou seja, hd intuitivamente uma idéia de que
as regras se aproximam de fungbes numa interacdao ideal de informactes. Este é nosso

principal assunto neste trabalho de teoria de Aproximacio.

2.3 Regras como Linguagem Matematica

Nessa segao daremos forma matematicas &s regras que compdem um sistema fuzzy,
utilizando os conceitos dados no capitulo 1.

Consideremos um sistema fuzzy onde uma entrada z == {21, 24,... ,2,) € X" produz
uma salda y € Y. Suponhamos qgue a relacdo v = f(x) ndo é conhecida, mas o que

associa uma entrada a sua saida pode ser representada por uma colegio de regras fuzzy,

UNICAMP
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ou melhor, por regras lingiiisticas da forma

Ry “Sexi éd Ayye.. .. ex, é A, enthoy é By”
Ro: “Sexy e Ase . i ex, é Appentaoy é By
R "SexrpéAdye...ex,é A, entdoy ¢ B.”

onde og A's e B's 380 subconjuntos fuzzy de X e Y, respectivamente. Estas regras formam
o que chamamos de base de regras fuzzy.

Analisaremos a regra fuzzy:
i “Sexy e Ay e... exy, € A,y entao y 6 58,7,

separadamente.

Observemos que o termo "z € Ag;” significa 0 quanto z; pertence ao conjunto fuzzy
Api, que é dado por pa, (zx). Agora modelando o termo “e” com t-norma temos que
“r é Ay el em, € Ay é traduzido matematicamente por pa, (1) A .. A pa(z,).
Assim pela definicdo 1.7.3 podemos dizer que a frase “z; é Ay e ... e 2, € A" €
modelada pelo produto cartesiano dos conjuntos fuzzy Ay, ..., An, que denotamos por
A; = Ay x ... x Ay, aplicado no elemento z = (z1,...,2,). Entdo a regra R; pode ser

escrita da seguinte forma:
R “Sex é A, entdo y é B,”

que pela seclo anterior, significa o produto cartesiano fuzzy (4; x B;), ou seja, um
“granulo”. Portanto, como a entrada z = (z3,...,%z,) € X" é dada, cada regra fuz-

zv da base de regras pode ser escrita como um conjunto fuzzy com funcao de pertinéncia

pr(y) = pay(z) Ao B pay(Th) & ps(y) (2.1)

aplicada em y € Y.

Analisaremos agora o sistema fuzzy como um todo. Dado z = (z1,...,2,) € X"
temos que z satisfaz & regra R, ou & regra H,; ou & regra Ki., assimn por diante, ou
nio satisfaz nenhuma regra. Para mostrar que a afirmacdo “z nao satisfaz nenhuma
regra” nada acrescenta na modelagem matematica de um sistema fuzzy, analisaremos um

caso mais simples.
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Suponhamos que a regra “Se x é A entdo y é B” significa realmente “Se z é A entio
y € B, ou, se x ndo ¢ A entdo y é indefinido”. Usando t-conorma para escrever o termo

“ou”, esta regra pode ser representada pela relacio fuzzy
(Ax BYyv(A x &)

onde ¢ denota “indefinido”, isto é. uus{y) = 0 para todo y € Y. Portanto a funcéo

pertinéncia gue representa esta relagdo fuzzy é
(palz) & pp)VIA — palz) & pely)) = (palz) & wp(y)) V(1 — palz)) & 0)

(alz) & pe(y))vo
{palz) & ue(y)),

Il

que € a mesma funcdo pertinéncia que representa o conjunto fuzzy da regra “Se r é A
entdo y € B”. Voltando ao caso do sistema fuzzy temos que considerar apenas os €asos em
que z satisfaz as regras fi;, portanto um sistema fuzzy com £ regras é o conjunto fuzzy §

representado pela fungdo pertinéncia
ps(y) = pr (U} Vir, (¥)V ... Vg, (¥),
para cada y € Y. De 2.1 usaremos aqui a seguinte definicao formal de sistema fuzzy.

Definicao 2.3.1 Umsistema fuzzy comr regras € o conjunto fuzzy S de Y representado

pela fungdo pertinéncia
ps(y) = Vigerlba (@) & o & pay () & e, (Y], (2.2)
pare cada y € Y.

Sendo assim, a funcdo 2.2 indica com que grau cada y € YV pertence ao sistema fuzzy
S, dependendo da entrada z = (z;,... ,z,) € X™.

Exemplo 2.3.1 Dada o entrade z = {z1,... ,2,) € X" e sefjama Ab=aAbeaVb=

a Vb, entdo
ps(y) = Vicicr g (@) A A pag (@) A g, (y)]-

A escolha de A e ¥ pode depender do problema em maos, ou pode ser justificado por

algum critério de analise.
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Vimos acima que cada entrada z € X" gera um conjunto fuzzy ps € F(Y') que
representa o sistema fuzzy S. Assim, denotaremos como fungao fuzzy a fungao &
X — F(Y).

As regras B, acima sio resultados de modelos lingilisticos representados por conjuntos
fuzzy. Isto é feito para escolhermos fungdes pertinéncia que melhor refletem as seménticas
lingiifsticas representadas. Ajustes dos parametros destas fungdes pertinéncia pode ser
necessaric para obter uma fiel representagio das regras lingiisticas.

Para melhorar o ponto de vista tedrico, analisaremos o problema em que uma entrada
x = (z;,%2,...,%,) produz uma Unica saida, e assumiremos neste caso, um conjunto de

regras com especificas funcdes pertinéncia e conectivos logicos.

Exemplo 2.3.2 Suponha que as regras acima s4G0 mais Precisas no Sentido gue 08 con-

juntos fuzzy B;'s sdo cldssicos unitdrios, isto ¢,
R;: “Sexy é Ay, .. o é Ay entdoy=1y".1=12,...,k

Neste caso, B; = {u;}, e

1 sey=1y
MHB; (y) =
0 sey# .
Consequentemente, se y # y; para todo i =1,2,... ,k,

= g () A A g, (Th) AD
<lAa...A1A0=0

e disso
ps(y) =04 ...500=0.
Se y = y;, para algum j = {1,2,. ..k},
fag (1) & oo b pa (@) 8T = pa (@1) &8 pa (),
entao,

us(y) = ps(y;)
=0V.. VOV (g4 (z1) &0 0 pa,(2,))V0V ... V0

= pa (@1) & 4 pa (20)



Métodos de Defuzzificagao 41

Observemos no exemplo acima que para y; o sistema € representado por um conjunto
fuzzy. O gue ocorre é gue estamos procurandc um nimerc para ser a saida do sistema,
pois dessa forma, seria mais facil de conseguirmos resultados reais através de mdaquinas.

Podemos interpretar ps{y,) como sendo o “peso” de y; no sistema, ento um nimero

aceitdvel para ser a saida desse sistema € a média ponderada
T
> sy
1=l
=
> us(v:)
w1

Este é um dos métodos de defuzzificacdo de um conjunto fuzzy., Na proxima secio

*

Y

veremos alguns desses métodos.

2.4 Meétodos de Defuzzificacao

A defuzzificagdo é um procedimento que nos permite interpretar a saida de um mo-
delo linglistico fuzzy de forma quantitativa, ou seja, ele nos fornece um valor numérico
representativo que captura o significado essencial de um conjunto fuzzy. Existem muitas

técnicas de defuzzificacio e entre as mais usadas estio:
o Média dos Maximos;

e Centro de Area.

2.4.1 Meédia dos Maximos

O método de defuzzificacdo da Média dos Maximos (MM) fornece a média de todos
os valores de saida que tenham os maiores graus de pertinéncia. Suponhamos que “y é
A" é uma conclusdo fuzzy que deve ser defuzzificada. O método de defuzzificacio MM

pode ser expresso da seguinte forma

= ZJ:EP‘YS
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onde P € o conjunto de todos os valores de saida com méximos grau de pertinéncia em

A, ou seja,

P = {z; ua(z) = sup ualv)}

E)
e m{P) é uma medida do conjunto P. Note que, se P é um intervalo, entdo, a técnica

MM de defuzzificacdo fornece o ponto médio desse intervalo.

A principal limitacdo do método de defuzzificagio MM € que nac considera a forma
do conjunto fuzzy. Sendo assim, dois conjuntos fuzzy que apresentam diferentes formas,
porém o mesmo conjunto de valores com grau de pertinéncia maximo, quando defuzzifi-

cados com esta técnica, fornecerd o mesmo valor cldssico, o que é contra-intuitivo.

2.4.2 Centro de Area

O método do Centro de Area (CA) é a técnica de defuzzificacio mais comumen-
te usada. Ele também € citado na literatura como método do Centro de Gravidade ou
Centréide. Diferentemente do MM, a técnica do Centro de Area para calcular o valor
numeérico representativo considera todo o conjunto fuzzy de saida do sistema. O procedi-
mento é similar ao usado para calcular o centro de gravidade em fisica, se consideramos &
funcao pertinéncia p4(2) como a densidade de massa de z. Por outro lado, o método do
Centro de Area pode ser compreendido com uma média ponderada, onde pa{z) funciona
como o peso do valor z, este fol 0 método usado para defuzzificar o sistema do exemnplo

2.3.2. Se z é discreto. entdo a defuzzificacdo do conjunto fuzzv A é dada por:

o D Halz)z

YT el

Da mesma forma, se x é continuo, entio,
. [ palz)zde

T Taa@de

A principal desvantagemn desse método é seu custo computacional, principalmente no
caso em que x € continuo.

Portanto, vimos neste capitulo que para uma entrada x € B™ um sistema fuzzy dado
pelos quatro passos: fuzzificagao, base de regras, inferéncia fuzzy e defuzzificacio; ird
produzir uma saida y € R". Desta forma o sistema fuzzy define uma funcdo gue a cada
r & R™ associa umn y € R”.

Nos capitulos seguintes estudaremos as propriedades de que tais sistemas fuzzy tém

de aproximarem fungoes.
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Para modelarmos fendmenos da natureza, o ideal é gue tenhamos uma funcgio que
o represente bem. Porém, na maioria das vezes nflo encontramos uma funcéo ideal que
o modele ou esta funcao na maioria das vezes é de grande complexidade, dificultando
a obtencao de informacgdes. Por outro lado, sistemas fuzzy baseados em regras podem
modelar bem fendmenos a partir de regras lingiiisticas, tornando o modelo mais préximo

da realidade.

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados nos baseando no fato de que sistema
fuzzy baseado em conjunto de regras lingiiistica “cobrem”a curva que sera candidata a
ser a fun¢ao que modela o problema em maios. Assim sistemas fuzzy serdo vistos como
aproximadores de funcdes, ou seja, sistemas fuzzy podem aproximar func¢des. Para isso
nos basearemos na teoria classica de aproximacio.

Como vimos no capitule anterior, um sistema fuzzy define uma aplicagio de R” em
& construida de algum modo especial, a partir de um conjunto de regras da forma “Se
z; € Ayentaoy € By, i=1,... ,nej=1,...,7", onde as varidveis z; e y sdo valores
em R e 0s A;; e B; sao conjuntos fuzzy. Sendo assim, daremos énfase neste capitulo a

estes sistemas fuzzy e na investigagoes de seu poder de aproximar fungoes.

3.1 Teorema de Stone-Weierstrass

Dado X um espaco métrico, no decorrer dessa secio C{X) denotard o conjunto de

todas as fungdes [ X - R continuas.
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Teorema 3.1.1 {Welerstrass) Se [ € C([a.b]), entdo existe wma seqiéncia de po-
lindémios p, convergindo uniformemente para [ em [, b].

Esta € a forma em que o tecrema fol originariamente apresentade por Welerstrass.

A demonstracdo pode ser encontrada em [18).

Na demonstracdo do teorema 3.1.5 nao necessitamos do teorema 3.1.1 em sua pleni-

tude, mas apenas do seguinte caso especial, gue enunciamos como um corclario.

Corolédrio 3.1.2 Paora cade intervalo [—a, a|, eriste uma segiéncia de polindmios reais

Dy, lais gue
Pa(0) =0 e lim py(z) = lz|
Thom O
sendo a convergéncia uniforme em [—a.a).

Demonstragao: Pelo teorema 3.1.1, existe uma seqiiéncia {p} } de polindmios reais que
converge para |z} uniformemente em [—qg.al. Em particular, p}(0) — 0, uniformemente,

quando n — co. Portanto se tomarmos os polinémios

pa(z) = P (x) = p3(0)

temos a convergéncia uniforme como desejado. 0

Vamos a seguir destacar as propriedades dos polindmios das quais decorre o teorema

de Stone-Weierstrass.

Definicao 3.1.1 Seja H C C(X). Dizemos que
1. H ¢ uma subalgebra de C(X) se paraa € R e f,ge H temosaf,f+ge fge H.

2. H ndo se anula em nenhum ponto de X se para cada z € X existir h € H tal que

hz) + 0.

3. H szepara pontos em X se a cada par de pontos distintos x1 e z9 € X existir uma
h e H tal que h{z,} # hizs).

Quando ¢ valida a propriedade “se f, € H (n = 1,2,...) e f, — f uniformemente

em X, entdo [ € H” dizemos que H é uniformemente fechado. Se H é o conjunto de
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todas as fungbes que sdo limites de segiiéncias uniformemente convergentes de H, entdo
H é chamado aderéncia uniforme ou fecho de H. Se H = C(X) dizemos que H 6
densc em C{X).

Por exemplo, o conjunto de todos os polinémios é uma subalgebra de C{X), e 0 teo-
rema de Stone-Weierstrass pode ser enunciado dizendo-se que o conjunto dos polinomios

em [a,b] é denso no conjunto das funcdes continuas em [a.b].

Teorema 3.1.3 Sejo H a aderéncia uniforme de uma subalgebra H de funcdes limitadas.

EntGo H ¢ uma subalgebra uniformemente fechada.

Demonstracio: Se [ € He g & “sz, existem seqiiéncias uniformemente convergentes
{fatedgnt € C{K)taisque f, = f, g, — gcom f, e gn € H. Como se trata de funcdes

limitadas, ¢ facil mostrar que
fotgn—= frg, fagn— fg,  cfa - cf
em que ¢ é qualquer constante, sendo a convergéncia uniforme em cada caso.
Logo f+g€ H, fge H, cf € H, de modo que H 6 uma subalgebra.
Seja {f»} uma seqgiiéncia uniformemente convergente de elementos de H. Existem
fungdes {g,} € H tais que
1
sup | fn(z) = gnlz)| < .
e K n
Se f, — [ uniformemente é claro que temos também g, ~+ f uniformemente, de modo

gue f € H e H é uniformemente fechada. ]

Teorema 3.1.4 Suponhamos H uma dlgebra de funcdes em um conjunte X gue separa
pontos em X e que ndo se anula em nenhum ponto de X. Sejam x4, xo pontos distintos

de X e ¢y, ¢z constantes reais. Entdo, H contém uma funcdo f tal que

fz) = ¢, f(z2) = ca.
Demonstragao: Pela hipdtese temos que H contém funcdes g e h tais que g(z1) # g(zs)
e hix)) # 0. Seja
U= g+ Ah,
em que A é uma constante escolhida do seguinte modo: Se g(z1) # 0, A = 0; se g(z;) =0
e A # 0 tal que
Alhlzy) — hlz2)] # g(z2).
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Logo uw € H e nossa escolha de A mostra que ulzy) # u{zs), wlz) # 0. Se

o = u?{3y) — ulz)ulzs),

segue-se que o # 07 e se
Ji = o u? — u(z2)ul,
entao fl « H, fl(-rl} =1, f}(ﬁjf_}} = {.
Analogamente, existe fo € H com fo(x) = 0, faze) = 1. A fungdo f =1 fi + o f

tem as propriedades desejadas. r

Temos, agora, todos os elementos necessarios para a generalizacio de Stone do

teorema de Welerstrass:

Teorema 3.1.5 {Stone-Weierstrass) Sejam K um subconjunte compacto de X ¢ H

uma subalgebra de C{X ). Se H separa pontos em X e ndo se anula em nenhum ponto de
K, entdo H = C(K).

Dividiremos a demonstragao em quatro etapas.

Etapa 1. Se f € H, entdo |fl € H.

Demonstragao: Seja

a = sup | () (3.2)
zeK
Dado & > 0, pelo coroldrio 3.1.2 existem nimeros reais ¢, ... , ¢, tals que
T
D e —lyll<e (~a<y<a) (3.2)
=1

Como H é uma subalgebra, a funcio

g=> af
i=1

pertence a /. Por 3.1 e 3.2, temos

[ glz) - [f(z)ii<e (z€K)
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o
g

Sendo H uniformemente fechada. segue-se que |fi € H.

Etapa 2. Se f € H e g€ H, entdo maz(f,g) € Hemin(f g) € H.
Por maz(f, g}, designamos a fungao h definida por
flz) se flz) = glz),
o(z) se fla) < glx).

e a funcdo min{f, g) é definida analogamente.

Demonstracio: A etapa 2 resulta da etapa 1 e das identidades

. f+g |f—g
max(f,g) = ; -+ 5
o f+ - g

Este resultado pode, evidentemente, ser estendido a gualguer conjunto de fungdes:
Se fi,---, fo € H, entio maz{fi, ..., fn) € H e min(fi,-.. , fn) € H.

Etapa 3. Dados uma funcao real f, continua em K, um pontoz € K ez > (,
existe, uma funcdo tal que g.(z) = f{z) e

g:(t) > f(t) =2 (teK). (3.3)

Demonstracdo: Como H C H e H satisfaz as hipéteses do teorema 3.1.4, também H

as satisfaz. Portanto, para todo y € K, podemos determinar uma funcdo A, € H tal que

hylz) = f(z),  hao(y) = fly) (3.4)

Pela continuidade de A, existe um conjunto aberto J,, contendo y, tal que

hy(t) > fty—e  (t € Jy). (3.5
Como K € compacto, existe um conjunto finito de pontos yi, ... .y, tais que
KcCJd,n...nd,,. (3.6}

Pela etapa 2, ¢ € H e as relacdes 3.4 a 3.6 mostram que g, tem as demais proprie-

dades desejadas.
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Etapa 4. Dados uma funcao real f, continua em K, e £ > 0, existe uma funcio

h € H tal que
h(z) - flz)l <c  (z€K). (3.7)

Como H é uniformemente fechada, esta afirmacao é equivalente & concluséo do teo-
rema.
Demonstracao: Consideremos, para cada z € K, as fungbes g, introduzidas na etapa

3. Pela continuidade de g,. existem conjuntos abertos V., contendo z, tais gue

g:(t) < f(t)+=2 ([t € K). (3.8)
Como K ¢ compacto, existe um conjunto finito de pontos zy, ... , T, tais que
KcV,n...nV,, (3.9}

Seja
ho=min{gz, Gz, )-

Pela etapa 2, h € H e de 3.3 resulta

h(t) > f(t)—¢ {te K), (3.10)

enquanto de 3.8 e 3.9 resulta
h{t) > fty+e  (t€ K. (3.11)
Finalmente, 3.7 decorre de 3.10 e 3.11. ™

3.2 Capacidade de Aproximacao

Nesta secao apresentaremos resultados que permitem estudar a aproximacgdes de
funcoes reals continuas por sistemas fuzzy, utilizando como ferramenta base o teorema
de Stone-Weierstrass.

Vimos anteriormente que um sistema fuzzy define uma aplicacdo de B* em R. Para

rever isto, considere a base de regras:
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Ry: "Sexi é Ay e.. .. ex, é A, entdoy é B,
Ry “SexiéAdise. ... ex, é A entioy é By’
Ry “Sexy é A, e ... ex, ¢ Ay, entdo y é B,7,

onde as varidveis 1; e y sdo valores em R e os A4;; e B; sao conjuntos fuzzy escolhidos
de forma especial. Assim escolhendo uma t-norma A para o conective logico “e” e uma

t-conorma V para “ou”, obtermos a funcic pertinéncia

ps(y) = Vicjertay, (20)V 0 Vpa (20) Vs, (1))

que representa a saida fuzzy do sistema, e para obtermos uma saida precisamos escolher
um processo de defuzzificaclo coerente, por exemplo, para este sistemna podemos utilizar
a método do Centro de Area (CA)

(f"la ps(y)dy)

Portanto a aplicacdo z — y* = f*(z) depende

y = f(2)

e dos conjuntos fuzzy Ay e Iy,
» da t-norma A e da t-conorma V e
e do “processo de defuzzificagao” ug — y*.

Sendo assim denotaremos por M uma classe das funcdes pertinéncia, por £ uma clas-
se de conectivos logicos fuzzy, e por T um processo de defuzzificacdo. A terna (M, L, D)
refere-se a uma metodologia que especifica a aplicacic entrada-salda y* = f*(z). A
funcdo f* também depende do niimero de regras 7, e esta dependéncia serd indicada pela
notagdo f.

Baseando-nos no teorema de Stone-Weierstrass e em condicdes adequadas para (M, L,
D), mostraremos que a classe de fun¢des {fF,r > 1}, com a norma do sup, é densa no
espaco das fungdes continuas C(K'), onde K ¢é um subconjunto compacio de R”.

Seja F a classe das fungdes [ : R® — R da forma

D=t ¥y & (pay () & 4 pa,, (20)
2 gmilbay (31) & A pa (20)

) =
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onde z = (z1,....2x) € R”, y; € R, A € uma t-norma continua e 4;; sao conjuntos fuzzy

tipo Gaussiana. Isto é,

¢ 2
w{E o)

( }
PO B I / { i
zu-—%j \4) = Gy & = . \312)

Denotaremos por Flz os elementos de F restritos a K.
Lema 2.2.1 Sejam {¢;}7, e {b;}7, conguntos de nimeros reais positivos finitos. Entdo
(Nafai ) (7405 1) = (naln{asbs }))-

Demonstracdo: Dadot € {1.... m} fixo temos que A;{a;:b;} = @by, , logo abe, < ab;
para todo 7 € {1,...,n}. Suponha que by, # by, onde by, = A;{5}, dal by, > by, e
a;br, > by, © que é um absurdo.

Seja {(A(~j{a:b;it)) = Adabe ) = a,by,. Suponha agora que g, # a4 onde
g, = AilQi}, eNTA0 g > Gg, € Gg bk, > Ggbr, © que é um absurdo. Portanto, aq,be, =
(Ai{a D (A8 O

Teorema 3.2.2 Sejaa Ab=aboua i b=anb Para qualguer subconjunto compacto

K Cc R, Flg é denso em C(K ) na norma do sup.

Demonstracao: Demonstraremos o teorema para o casc a A b. E suficiente verificar
as hipéteses do teorema de Stone-Weierstrass. Primeiro, mostraremos que Fix é uma
subalgebra, isto é, se ", g" € Flg e o € R, entao f* + ¢”, f*¢9* e af” estdo em Flx. Isto
segue-se usando o lema 3.2.1, e que produto de Gaussianas é Gaussiana.

Para mostrar que [Flx ndo se anula em nenhum ponto, basta escolhermos y; > 0 para
todo j. Como p;{x;) > 0 para todo i e j, temos assim que f*(z) > 0.

Agora mostraremos que F|x separa pontos em K. Sejam u,v € K com u # v, entdo

para f* definido por

. Aefe s’y
fHz) = _i(mmﬁ;.\z YIS
P e W |

fr(u) # f*(v). Estes trés passos, garantem que Fl ¢ é denso em C(K). Assim se g € C(K)

e c > 0, entdo existe f* € Flx tal que || f* —g i< =, onde || ¢ |= Vzex|g{z)]. ]
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Logo para &,V € L,
psly) = Vigjarlpa (@) & pay (@) b6 pa, (33) & ps ()]

Provaremos que g(x) = D{ug) aproxima f com a precis@o desejada. Para isso basta
provar as propriedades de D, ou seja, que pg nio é identicamente nula e que pug(y) = 0

quando y & (f(z) — e, f(z) + ). Para z € K, existe 27 tal que
Vi{le — 2P i =12, 0} <8(e)

Assium

poils para todo 1 temos que
SN ¢
i
5
Tomando v = f{zV9), temos que s, (y) = £p{0) > 0. Pelas propriedades de t-normas e
t-conormas, segue-se que ps(y) > 0.
Ainda, seja y & (f{z) — 2, f{x) + #). Pelas propriedades de t-normas, mostrar que

ps{y) = 0 é suficiente mostrar que para j = 1,2,... .7,

p; = [pa () A pay,(z) & o & pa, (7)) & pp(y)] = 0.

Sendo 4 uma t-norma, p; = 0 se algum dos nimeros pa, (1), ug, (y) € 0. Se todos sao

positivos, entdo | f(z) — f(z19)] < £/2 pela uniformidade continua de f em K. Por outro

lado, pela hipétese, |y — f(z)] > £, e
————— -~1,1)

Conseqilentemente

)
e, 1) = o =) =0

-

Vimos acima que existem vérias classes de sistemas fuzzy que podem aproximar
funcdes continuas definidas em subconjuntos compactos de espacos euclidianos de di-
mensao finita. Sistemas fuzzy propriamente sfo de dimensfo finita no sentido que o
niimero de variaveis entradas é finito. Contudo, eles podem ser usados para aproximar

funcoes continuas em espagos de dimensdo infinita.
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Pelo resultado anterior temos que toda funcdo continua definida em A pode ser
aproximada por fun¢oes de Fyg, funcbes estas que sao conjuntos fuzzy que representam
sistemas fﬁizy com propriedades especificas, por exempio, 08 conjuntos fuzzy tém que ter
forma (Gaussiana (3.12}.

Discutimos anteriormente que a classe IF de fungdes continuas depende da metodologia
(M, L. D) escolhida. Consideremos agora a classe F(M, L. D). onde M consiste das p
tais que i = polaz -+ &) para algum ¢. b € R, a # 0 e uo(z) continua, positiva em algum
intervalo 7 € R, e nula para x & /. £ consiste das t-normas e t-conormas continuas e
D é um processo de defuzzificagio que transformsa cada conjunto fuzzy de saida y em
um nimero real de maneira que se p{z) = 0 para » ¢ (o, 3), entdo D(u) € [o, 8], Por
exemplo, .
oy = sl

fw; wlzidz
que é um processo de defuzzificacao.

Denotaremos por F{M., £.D)ix os elementos de F(M, £, D) restritos a K.

Teorema 3.2.3 Fara wma metodologia (M, L, D) satisfazendo as condi¢ées acima, em

qualquer compacto K de R, F(M, L. D)|x € denso em C(K) com a norma do sup.

Demonstragio: Dados f € C(K} e £ > 0 temos que f é uniformemente continua no

compacto K, entdo existe §(¢) tal que quando
V{lz; —ylii=1,2,... ,n} < é(g)

temos que | f{z) — fly)] < /2. Como K é compacto, existe uma cobertura de r bolas
abertas de raio §{g)/2 com a j-6sima centralizada em 20, Consideremos a colecio de r
regras da forma “Se x; € Ay e 10 € Agy e ... ez, é Ay entdo y é B;”, onde as fungdes
pertinéncia sao escolhidas como a seguir. Seja yy uma funcdo continua e positiva no
intervalo (o, 3} e 0 fora deste intervalo. Entao a funcéo
f-a  B+o
5 it )

pertence a M, é positiva em (—1,1) e nula em ¢ ¢ (—1,1). Tomemos

tio(t) = pof

t — ZZ_(J‘}
5 )

- )
s, 1) = pin( 12

HAy (t) = ol

)
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Teorema 3.2.4 Sejo F' um subconjunto compacto de C{U}, onde U € um espago métrico
compacto. Seja J: F — R continua. FEntdo para cada £ > 0, existe uma fungdo continua
7 de F para o espaco euclidiano de dimensdo finita RY, para todo g, e uma fungdo continua

J. definida ne subconjunto compacto w(F) tal que pora cada f € F,

()~ m Dl s

Antes da demonstracao € importante observarmos que o problema de aproximar J
por um sistema fuzzy ¢ reduzido ac de aproximar J, por um sistema fuzzy, onde J; é uma
funcao continua com um ndmero finito de varidvels. Se um sistema fuzzy ¢ aproxima J,
para um & > 0 dado, entdo G também aproxima J.

De fato,

T =g < We(m(F)) = alm (F)] + 1) = Jelw ()]

Demonstragdo: Como F é compacto, J é uniformemente continua em F, entdo dado
> (0 existe d(g) > 0 tal que se ||f — gl < 8(g) entdo ||J(f) - J(g)|| € . Seja G

&

um conjunto finito de pontos de £ tal que para todo f € F existe um g € G com
i — gl < &(¢)/3. Sendo F' um subconjunto compacto de C(U), F forma uma familia
de funcdes equicontinuas, entdo existe S(g) > 0 tal que se jju — v| < 5{e) temos que
HF(uw) = f(v)|l < d(e)/4paracada f € F. Escolhemos um conjunto finito {vy, ve, ... ,1,} =
V < U tal que para cada u € U, existe v € V onde [ju — v]} < 5(e).

Definimos 7 : F' ~ R? por m{f) = (f(v1), f(v),..., f(v,)). Obviamente

Im(f) =7l = \ {IFw) ~ g(w)]}
1<i<q
assim 7 ¢ continua e consegiientemente «(F) é compacto.
Definimos J, : 7{£) — R por

() = =gl e

onde para cada g € G,

=\/10. %8 —jir () - =01}
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¢ uma funcio continua de w(f). Para cada f € F, existe g € G tal que
(7 (f) —mlgll S HIF =gl <6(2)/3 < dle)/2

Logo 5 ~a,lf) > 0. Desta maneira J. estd bem definida e é continua em = (F).

Agora,
W) = Tl <\ W = T(9)

oEH
Onde, H = {g € G || #{f) ~ m(g) |< é()/2}. Como para cada u € U, existe v € V' tal

que | v —v |[< 8(g), assim

[fu) = g(w)| < 1f(u) = fo)| +[f (v} ~ g(v)] +g(v) — g(u)]

Como

=gl =\{Fw - g(wi}
&

<o(e)/2+ | m(f) —=lg) |

Entdo, quando || m{f)—7{g) < 8()/2, temos || f—g |I< 8(e). Portanto |J(f)—~J(g)| < =,

implica que para cada f € F, temos

) = Jem(f)l < e

M

E importante ressaltar, que os resultados de aproximacio de sistemas fuzzy desta
secdo, demonstram que uma funcdo continua f, pode ser aproximada por fungdes, mo-
deladas por conjuntos fuzzy, que representam um sistema de regras lingiiisticas. Desta
forma, podemos aproximar um modelo matematico de um fendmeno de uma forma mais

real.



Capitulo 4

Aproximacao Universal de Funcoes

Fuzzy

Neste Capitulo veremos dois resultados de aproximacdo universal para fungdes fu-
zzy, que diferem do capitulo anterior no sentido que aqui teremos uma aproximacaoc de
funcao fuzzy a partir de sistemas fuzzy. Casos vistos anteriormente, utilizamos sistemas
fuzzy para aproximar uma funcio real. Dividiremos este capitulo em duas se¢des, onde
na primeira trabalharemos com aproximacao de funcoes fuzzy, nos baseando ainda em
sistemas fuzzy que satisfazern urna propriedade especifica. Na segunda secdo trataremos
de aproximacdo de functes fuzzy utilizando o principio de extensdo de Zadeh (ver secio

1.4}, e neste caso nao estamos interessados em base de regras, ou seja, em sistemas fuzzy.

4.1 Aproximacao de Funcoes Fuzzy por Sistemas Fu-
ZZY

Vimos anteriormente que inferéncia fuzzy é usada para transformar um conjunto de
regras em uma fung¢do matemaética js que serve como uma aproximacao da funcio ideal
mas desconhecida f, que modela um determinado fenémeno. No capitulo 2 vimos sistemas
fuzzy podem ser usados para gerar funcoes reais f : X -+ ¥ de um espaco entrada X C R™
para um espago saida ¥ C R” satisfazendo quatro passos: (1) Fuzzificacio dos valores de
entrada, (2) construgao da Base de Regras, (3) inferéncia fuzzy e (4) defuzzificacio dos

valores de saida.

(3
(W3]
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Aqui abriremos mio do processo de defuzzificagio para gerar funcgdes &G @ X — F(V).
Estamos interessados apenas no seguinte mecanismo: Primeiro, o sistema fuzzy gera uma
funcio fuzzy G : X — F(Y), de maneira que cada z € X dado, G{x) = us € uma funcio
de pertinéncia definida em ¥ ¢ a saida fuzzy do sistema fuzzy. em seguida, através de
fungoes fuzzy G aproximaremos uma funcio fuzzy F' que modela o fendmeno estudado.
Observemos que [ associa valores crisp a um conjunto fuzzy, e ndo é uma funcio real.
Portanto se queremes um numero real como saida, precisamos defuzzificar o conjunto
fuzzy, imagem de F, por algum processo de defuzzificacio adequado.

Consideremos um sistema fuzzy S com r regras da forma

Ry: "Sex é Ay entdo y é By”
Fy: “Se z é A entéo y é By .
(4.1)

R,.. “Se x é A, entdo y é B,”.
onde 4; e B;, para i € {1,.2.... ,r}, sho conjuntos fuzzy de R™ e R", respectivamente.
Admitiremos agora algumas propriedades e notactes que serdo especificas para esta

SeCao.

Notacgao: " é a familia dos conjuntos fuzzy A € F(R™) que sfo normais, semi-

continuos superiormente (scs), fuzzy-convexos e suportes compactos {ver Capitulo 1).
Admitiremos ainda que:

B vie{l,2,... 1}

Vee X CR" 3j€{1,2,... r}tal que pa,(z) > 0. (4.2

Definicdo 4.1.1 (Conjunto Fuzzy Bisico (CFB)) Dado um sistema fuzzy S, como
em 4.1, as v fungdes bdsicas fuzzy bj(j = 1,... ,r) sdo definidas por b; : X — [0,1], onde

HA; (z)

bile) = Zgzl pa,(z)
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Por 4.2 temos que > ., ua,{z) > 0 tornando os CFB’s bem definidos. Evidentemen-
te, .. b{z) =1 paratodoz € X.

Definiremos a salda ps = G(z), do sistema fuzzy S(4.1), por G : X — F(Y). onde &

funcdo de pertinéncia em x €
Glz)(y) = usly) = > bila)ps, (1)

Observemos que para cada entrada z € X temos uma funcido pertinéncia pg em
Y. Com o intuito de simplificar o texto e incluir a dependéncia da varidvel z em pug
denotaremos esta funcao pertinéncia por pgr). Temos dessa maneira que pgy € um

conjunto fuzzy em Y. tal que

s (y) = Z bi(z)up (1),
i=1

para cada y € Y.

A propriedade abaixo é de grande importéncia para os resultados neste capitulo.

4.1.1 Propriedade p(c,d) de Aproximacao Universal

Definicao 4.1.2 (propriedade p(c,9d)) Sejam £,6 > 0 e d(.,.) una métrica em X. Um

sistema fuzzy S com as descrigfes 4.1 possui ¢ propriedade p{e, &) se satisfizer o sequinte:

vie{l,...,r}3z € [4)%6(z) < ¢, gdo d{z,z) > 4. (4.3}

Para z € X e ¢ > 0, definimos 1(z,2) = {i € {1,...,rhb{z) > e} e Lz, e) =
{1 rp~ Tilz.e).

A grosso modo, a propriedade acima impde que a influéncia de cada regra no sistema
fuzzy S venha a ser pequena no exterior de uma certa regiao.

Observernos que Li{z,c) # ¢, para ¢ < 1/7.

De fato, para cada z € X seja

fra () = max(pg, (),

g<er

onde ¢ € {1,... .7}, logo,

rppa ) =Y palz) >0
fazl
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A definicBo da propriedade p(z,4) é baseada nas CFB’s b;. Na proposigio a seguir

veremos para quais condigbes das fungbes pertinéncia 114, a propriedade p{z, §) é satisfeita.
Proposicao 4.1.1 Sejo S um sistema fuzzy com a sequinte propriedode:
vie{1,...,r}3z € (4% ua, (z) < Xe, qdo d(z, z) > 6.
onde
A= Inf (max pa(z)). (4.4)
FEntdo S satisfaz a propriedade p(e,§).

Demonstragao: Pela hipdtese temos,

_ _ pa,{x) As
(@) szl pa,(z) = Zizl ta,(x)

para todo z tal que d{z,z;) > 8. Por definicdo

< Ay} = 1.
A_ggiagw.&(w)) pa.(z)

para algum ¢ € {1,.... r}, logo

Ag < palx)e
Z;:l Hay (x) - Zyi;:l Hag (I)

< E.

Portanto, b;(z) < O

oy

Agora denotaremos S, como sendo uma seqiiéncia de sistemas fuzzy com r regras. E

seja e, a funcdo definida por

g Ry - [0,1]

§ +—  max { sup &(z)}
’L'E{l,..‘,ff'} {E{x,zi)ZEF
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onde z € [A;]%.

Na prova do teorema 4.1.4 abaixo, nos defrontaremos com o seguinte problema: Para
=.§ > 0 podemos encontrar um sistema fuzzy S satisfazendo a propriedade p(z/r. d),
com 7 o numero de regras em 57 Esta questdo é equivalente a alegar que existe uma
seqiiéncia de sistemas S, em um compacto X C R™ com }5‘& re.{6) = 0. para ¢ > 0 fixo.
Equivaléncia gue serd mostrada na proposicio seguinte.

Proposicao 4.1.2 Se lim re.(6) = 0, para 6§ > 0 firo, entdo dado £ > 0, o sistema fuzzy

T 20

S, satisfaz a propriedade p(s/r,8).

Demonstragao: FPela hipétese temos que, dado £ > 0 existe ry € N tal que re, (8) < £,

para todo v > 79. LOgo

consequentemente,
e(0) = max | sup b(z)} <e/fr,
g4l i d{l‘%zi)zé
onde z; € [4;]" e r > ry. Entdo, para todo ¢ € {1.... .7} temos que §{z) < e.(d) < =/r,

para d(z,z;} > 6 e 7 > ry. Portanto S, satisfaz a propriedade p{z/r,8).
D
Observacao: Denotaremos | | : R — Z como sendo a fungio maior inteiro, ou seja,

dado z € R temos que [z] = min{y € Z;y > z}

Lema 4.1.3 Sejam 6 > 0,X C R™ com X C [z, 211] X ... X [Zpmos Ta |- Eziste uma

seqtiéncia de sistemas fuzzy S, com dominio X tais que lim re.(§) = 0, sendo r o nimero
T OC

de regras em S;.

Demonstragao: (Queremos demonstrar este lema construindo uma sequéncia de siste-

mas fuzzy 5, com a propriedade desejada. Seja ¢ > 0 fixo. Para A > 0 definimos

By = Er(l"zc};iko)é e dp = (CCM};%G) < A,
para k € {1,....m}.

Seja J = {7 = (J1.-- sdmi0 £ 51 € by ,0 £ G < hptoe z = (29 +
Frdy, . o Eme + Jmdm) para 1 < k < m,0 < ji < hg. Considere os conjuntos fuzzy
A, definidos por

pa () = expl —41n(2)|z — za‘lz)l (4.5)

mA
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Agora, tomemos & de maneira que dependa do nimero de regras r de S,, ou seja,

A é um mimero real positivo tal que » = hihg .. Ay,

usaremos o fato que para cada = € X podemos encontrar j € 7 tal que |z — z;* <

Tomande A > 1/2 temos,

— ML
T ) — s expl-a(1/AT),

1 41n(2)42
onde ¢] = ———.

i
De fato, poils
() sup  pa,{7)
sup bi(z) = sup m#% o= II—Z“>fn
Tz 8 Tziind
Z fia, (z) TEIZS—;}O Z pa{z)
j=1 T g1
M
temos por 4.4 que A < ggiag ta,(z) < ;#AJ (z). logo
J:
2> 1> L
252 : —
n .
wizi|25 ; bea, (:3)

entao, por 4.7 e por 4.8 temos que

sup bi{xz) <2 sup pa(z),

-z =6 jr—z;izd

sendo assim.

e(d) <2 sup pua ().

jr—2;|>d

sup pa,(z) ocorre quando |z — z;| = & temos,
2|26

Como,

—41n{2)4?
5 ; = 2 exp{ ~————s—].
|:cwg§Zt§ s () exp( mA? )

Portanto de 4.9 e 4.10 concluimos a inequacédo 4.6.

Alnda,
e (:Eml - Img)
;{}”\m

- T(A) < (fﬂu .“ Elo)

= oo(1/A)™,

Para a construcio do sistema,

A

;

|

2

4.6)

(4.8)

(4.10)

(4.11)
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s { . Ay
onde co = (T17 — Z10) -+ - (Zm1 — Zmo)-

Por 4.6 e 4.11 temos que

ea(1/AY™

0 <re(d) <
Srele) = 2expley(1/A)%)

G
Usando o fato gue lim e
w=o0 exp(z’)
lim re, {8) = 0. 7

T O

= { para qualquer ¢, b € N, podemos concluir que

E importante observarmos na demonstracio do lema acima que as funcoes de per-
tinéncia que representam os conjuntos fuzzy A; que compdem o sistema fuzzy S, sdo da
forma Gaussiana 4.5.

No resultado principal dessa se¢ic utilizaremos como distancia, entre conjuntos fuzzy,

a métrica
D(A, B) = sup h([A]*[B]%), {4.12)
definida em F{X}, onde i é a métrica de Hausdorff que é dada por
h{A, B) = max{p{4, B}, p(B, A) },

sendo p(A4, B)wsup[mf a—>bllel |l éanormaem X.

Definiremos acfora para cada A € ¢™ a funcao,

Su.t 0,1lx S =+ R
(v, ) —  max{{y,z);z € [A]*},

onde (.,.) é o produto interno e §™ = {r € R*;|z| = 1} a esfera unitdria em R*. E
demonstrado em [6] que a aplicagdo 7{A4) = §,, é um homeomorfismo linear de €™ no
espaco de Banach

H = Loo(S™. BV([0,1])) N Loo([0, 1], C(S™)),
cOm & norma

1Sual = sup V(5,,(,y)) + sup sup [S,, (o ¥,
yeS™ ac[0,1] yES™

onde V(.} ¢ a variacdo total e BV([0,1]) é o espago das funcbes limitadas em [0,1], e
Loo(U, V) é o espago das funcdes limitadas do espaco compacto U no espago normado V

com a norma | f| = supyer | Flz)v
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Usaremos no teorems, seguinte o fato de que continuidade de G{z) = pg(,) € equiva-
lente a continuidade de Sg(.y [7].
Antes de enunciar o principal resultado desta segfo, vamos lembrar que a cada sistema
S,, com r regras, existe uma aplicacio (., de modo que G, () é a sailda fuzzy do sistema

S, para a entrada z, sem defuzzificacio.

Teorema 4.1.4 Sejam X C R™ compacto e F' : X — &% wma fungdo fuzzy continua.
Entdo, existe uma sequéncia de sistemas fuzzy S, associados as funcgdes fuzzy G, que

satisfazem

im G, =F

0

uniformemente em X . Isto é. D{G,{z}, F(2)) — 0 uniformemente em X guando n — oo,

Demonstragao: Consideremos o conjunto dos valores z1,... , 2, e seja ug, = F(z)(i =
1,...,7r) em um sistema fuzzy 5. Para a correspondente funcéo fuzzy G, temos em [1]
que

Sy = D bila)Sys,-
=]

Provar este teorema € provar que existe uma sequéncia de sistema fuzzy S, com fungdes

associadas G, tais que Sg, () — Sp(y) uniformemente em X.

Como 3.7 bi{z) =1 e (o + 8)pa = apa + Bua para todo A € &, segue-se que
Flz)=> b(z)F(z)
i=1

Sendo Sy continua no compacto X temos que

Ve > 0,36 > 0 tal que |21 — 72| £ = [Spey — Sz € ¢ (4.13)

{z2

e existe M > 0 tal que [Sp(y] < M para todo z € X.
Consideremos agora a funcao fuzzy & associada a um sistema fuzzy S com r regras,
que satisfaz a propriedade p(e;,8), onde g1 = &/(4drM). A existéncia do sistema acima é

garantida pelo lema 4.1.3.
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Assim,

)
Sate) = Set) = | 2 0l 2)Sup ) — Srt]
=1

T T

= ézbi{x>sF{25) - Z bi{2) Sp(a)]

= Z bi(2)1Spe — Sewl+ > bil@)|SFey — Sew)!

el {z.21) icla(z,e1)

<ef2-+2rMe, =¢.

Assim, £ € coniinua no compacto X, entdo £ & uniformemente continua em X, logo

SGiz) — Sr(e) uniformemente em X,

|
;

)
[

A grosso modo, ¢ resultado acima concretiza o que foi visto no capitulo 2, ou seja,
concretiza matematicamente a idéia de que aproximacao de sistemas fuzzy baseados em
regras lingiiisticas é a tentativa de cobrir uma curva, da melhor forma possivel, utilizando
“oranulos”. Assim, quanto mais granulos tivermos e menores eles forem, melhor serd a
coberiura. E € isto que diz o resultado acima, quanto menor for a base dos conjuntos
fuzzy de forma Gaussiana que modelam o fendmeno estudado e mais regras tivermos para

explicar este fendmeno, mais precisa serd a aproximacio.

4.2 Aproximacao Universal de Funcoes Fuzzy via Ex-

tensao de Zadeh

Nesta secao discutiremos um método de aproximacao universal de funcoes fuzzy uti-
lizando o principio de extensdo de Zadeh. E importante ressaltar que neste caso ndo
utilizaremos sistemas fuzzy como aproximadores, pois a func¢io f que modela o fendmeno

j4 é dada.
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4.2.1 Aproximacao Universal de Funcoes Fuzzy via Extensao de

Zadeh em Conjuntos Densos

Sejam Cla, b o conjunto de todas as funcdes continuas f : [a,b] — R e Hla, b
um subconjunto denso de Cla, b]. Vimos anteriormente (sego 3.1) que Hlz,b] é um
aproximador universal de Cla,b: Dado f € Cla,b] e £ > 0, entdo existe g € Hia, b tal
que flz) — g{z)| < £, para todo z € {a.bl.

Seja A.la, bl o conjunto de todas aplicagoes f de niimeros fuzzy de (2, b em nlimeros
fuzzy, onde f é a extensdo de Zadeh de f € C (@, b], e seja H \a, bl 0 conjunte das extensdes
de Zadeh de todas as funcdes g € Hla,bl. Mostraremos nessa secio que f/;’{a, b é um
aproximador universal de A.[a, 0], ou seja. H{a.b] ¢ denso em A,fa,b]. Assim, se existir

um nimero de subconjuntos denso de Cla, b}, teremos um nimero de aproximadores
universais de fun¢des continuas fuzzy (todas em A.fa,b]).

utilizaremos a métrica dada em 4.12.

Como os niveis dos nimeros fuzzy M e N sempre s&o intervalos fechados e utilizando

a métrica dada em 4.12, temos gue
D(M,N) = supmax{|mi{a) — n;(a}], |ma(a) — nz(a)i}, (4.14)

onde [M1® = [my(a), ma{a)] e [N]* = [n)(e), na(e)] para todo a € [0,1].
Para encontra um aproximador universal de Aje, b], devemos encontrar um conjunto
7 de fungdes g : Fla, bl — F (ndo necessariamente continua) tal que se h € Ala, bl e e > 0

entdo existe g € 7 onde

D(h(4), 9(A4)) <,

para todo 4 € Fla,b].

Agora, enunciaremos o resultado principal desta secdo.

Teorema 4.2.1 Hla,b] € um aprozimador universal de A.la,b).

Demonstracdo: Antes, vamos observar que se f € Cla,b] e f é sua extensdo de Zadeh
(f € Aca,b]), dado A € Fla,b] definimos f(A) = pp. pela proposicio 1.5.5, temos que

[B]® = [bi{a}, ba(a)], onde

bi{e) = min{ f(z);z € [4]%}
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by(a) = max{f(z);z € [AI®}.
Dado £ > 0, existe g € Hia, b tal que
\flz) —glzil<e, (4.15)

para todo = € [a,b). Denotaremos por § € Hia, b] a extensao de Zadeh de ¢. Se ¢{A) = ¢,

entdo novamente pela proposicdo 1.5.5, temos que [C1% = [¢1{@), co{w)]. onde
¢1{e) = min{g(z);z € [A]"}
cz(a) = max{glz);z € [A]*}.

Queremos mostrar que |¢(a) — (e} <& e |eo{a) — bo{a)| < 2, para todo o, pois
pela equacio 4.14 teremos o resultado desejado. Como as argumentos usados nas provas
sao similares, provaremos apenas que i¢; (o) — b;(a)| < £, para todo a.

Sejam A € Fla, bl e € [0,1]. Sejam 3, v € [A]* tais que by (a) = f(8) e c1(r) = g().
Suponha que ¢ (o) < bi{a) — ¢, entdo (por 4.15)

F(v) <g(v)+e=cla)+=s < bhila)= f(8).
Absurdo, pois f(5) = min{f(z);z € [A]*}. Portanto,
ci{a) > bi(a) —¢. (4.16)
Por outro lado, suponha que ¢ (@) > b{a) + 2, entdo {por 4.15)
g(8) < f(B) + & = bi{a) + = < ala) = g(v).
Absurdo novamente, pois g(v) = min{g(z); x € [4]*}. Portanto,
cr{o) < bia) +e. (4.17)

Conseqiientemente, de 4.16 e 4.17 temos que |¢;{«) — bi(a)| < &, para todo o, [

Corolério 4.2.2 O conjunto das extensées de Zadeh Pyla, b das funcées polinomiais

1

Prlz) = apz™ + ap 12"+ L a4z + ag,

definidas em [a,b] € um aprozimador universal de A.la,b].
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4.2.2 Aproximacao Universal de Funcoes Fuzzy via Extensao de

Zadeh em uma Vizinhanca Compacta

Nesta secao discutiremos mails um método de aproximacao universal de funcdes fu-
zzv utilizando o principio de extensac de Zadeh. ) importante ressaltar novamente que
este método nao envolve sistemas fuzzy baseados em regras linglifsticas, pois neste caso
assumiremos que temos em maos a funcao que modela o fendmeno em estudo.

Este método foi baseando no resultado de teoria de aproximacéao classica de funcgoes,
em que uma funcdo continua f : R® — K", pode ser aproximada em uma vizinhanga
por uma funcdo g{z) = azr + b onde ¢,b € R. Assim, podemos obter resultados préximo
do desejado manuseando uma funcio teoricamente mais simples. Desta forma, Romén-
Flores, Barros & Bassanezi [3] demonstraram um resultado no mesmo sentide envolvendo
o principio da extensao de Zadeh. Portanto, antes de estendermos uma funcio e depois a
aproximar, podemos a aproximar e entao estendermos via Dxtensao de Zadeh.

Agora, apresentaremos resuliados e notagBes que serdo muito importantes para de-
monstrar o resultado principal desta secio.

Denotaremos por K({R") a familia dos subconjuntos ndo-vazios compactos de R*. O

préximo lema € um resultado de andlise bem conhecido [3].

Lema 4.2.3 Sejem f:R" — R* continua e X € K(R"). Entdo o aplicagdo

fiK(X) = KR

onde f{A) = f{A) = {f(a};a € A}, é uniformemente continua na métrica de Hausdorff.

Teorema 4.2.4 Sejom f.g : R — R* com [ continua. e g verificando a equacdo
G(w)]® = gl[u]®), zo € R, e suponha gque || f — g ||< €(métrica uniforme) em al-
gum compacto X, com zy € Int(X).
Entdo. existe uma vizinhanga compacta V = V{(zg) € X tal que Dc,o(f, G) < 3¢ em
Fr(V) = {p € Fx(R):[uP C V}, onde
Doo(f.9) = sup D(f(u), 5(n)-

LEFRV)

Demonstragio: Seja ¢ > 0. Se f é continua entdo [f(10)]* = f({u]®)(teorema 1.44) e

f é uniformemente continua em K (X ){lema 4.2.3). Logo, existe § > 0 tal que

h(f(A), f(B)) <« (4.18)
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para 4, B € K(X}, quando h{4, B) < 4.
Seja v um numero real positive tal que r < /2 e 2y € Blug,7) C X.
Se V= Blzg.r)ep € Fr{V) entéo

Dflw). 5w =

<

<

sup ([ ()]* [6(0)1%)

a£i0,1]

sup A{F(]%), 9([u]®)

ag0,3]

sup A(f([]%), F([1)%) + sup A(F([uI®), ¢(lul™))

o£[0,1] a1}

e+ sup A{f([p]"), g([1]*)-

ae[0,1}

Apora, seja & € [0, 1] e suponha que A{f([u]%), g{([u]®)) > 2¢.

Entéo, sem perda de generalidade, podemos afirmar que existe z € F{[ul®) e w

gi{u]®) tal que ||z — wi} > 2e.

Porém, z = f(a) para algum ¢ € [u]° C V., e w = ¢{b) para algum b € [u* C [u

-
oy

-

Assim, a.b € V = B{zg,v) C X, entdo jja — b|| = A{{a}, {b}) < &, e por 4.18 temos

que | fa) — f(b)I} = h(f{a},

Por cutro lado, temos pela hipdtese que || f(6) — ¢(b}] < IIf — ¢lloc <2 em X.

Conseqlientemente,

28 €

H{o}) <e.

[f(a) = £(0)| + 11 £(B) — g(B)]] < 2¢.

: £.9) < 3¢

O que é um absurdo. Portanto, h{f([1]"), g([u]®)) < 2¢, ou seja, Dy
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