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Abstract

The topic we develop in this monograph pertains to the general area of discrete dyna-
mical systems and our goal is to study the discrete Conley index, a homotopic invariant of
the dynamics. This index has been developed mainly within the past 15 years, inspired on
the continuous case. Our approach is to develop the index as in Franks and Richeson [FrRi].

We introduce the concepts of maximal invariant sets, isolated invariant sets S of a
continuous function, filtration pairs for S, among others.

In order to define the index we use the relation of shift equivalence, an important
equivalence relation. We show that the shift equivalence class of the pointed space map is
an invariant of the choice of a filtration pair.

We present some examples for real valued functions, including ones with chaotic beha-
viour as the one-dimensional horseshoe.

We present a short summary of prior developments of the index using category theory
due to Szymczak [Sz] and a cohomological version due to Mrozek [Mr] in order to contrast
with the theory of the discrete Conley index presented by Franks and Richeson. We show

that the definitions of the index due to Franks-Richeson and Szymczak are equivalent.
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Resumo

Este trabalho inseride na drea de sistemas dindmicos discretos, objetiva o estudo de
um invariante homotdpico, o indice de Conley discreto. Este indice tem sido desenvolvido
primordialmente nos dltimos quinze anos, inspirado no indice para o caso continuo. Nosso
enfoque é tratd-lo via a abordagem de Franks e Richeson.

Com este prop6sito, introduzimos os conceitos de conjunto invariante maximal, conjunto
invariante isolado S de uma aplicacéio continua e par filtracio para S, entre outros.

Na definicdo do indice, utilizamos uma importante relacdo de equivaléncia, chamada
shift equivaléncia. Mostramos que a classe de shift equivaléncia das aplicagdes espaco pon-
tuado é um invariante de S, pois independe da escoltha do par filtracéo.

Apresentamos alguns exemplos para func¢des reais, inclusive com comportamento cadtico
como a ferradura de Smale unidimensional.

A fim de contrastar a teoria do indice de Conley no caso discreto desenvolvida por
Franks e Richeson, apresentamos de forma sucinta outras duas abordagens: a que utiliza
a teoria de categoria de Szymczak e a versdo cohomologica, devido a Mrozek. Mostramos

entdo que as definicGes do indice de Franks-Richeson e Szymcezak sdo equivalentes.
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Introducao

A teoria do indice de Conley teve inicic com o trabalho de Conley e Easton [CoEa),
que almejavam encontrar solugbes de problemas de equagtes diferenciais, particularmente
daquelas advindas da mecénica celeste, buscando identificar blocos isolantes e conjuntos
isolados invariantes. Primeiramente a teoria foi formulada para fluxos, embora varios passos
do caso continuo possam ser estendidos para o caso discreto sem matores dificuldades. Porém,
a falta de homotopia ao longo das trajetdrias no caso discreto inviabiliza uma generalizacao
direta.

No final da década de oitenta, Robbin e Salamon apresentaram através da shape teoria,
o shape indice como definicdo do indice de Conley no caso discreto. Este indice é o shape
da compactificacao a um ponto da variedade instavel do conjunto invariante isolado. Essa
construcio ¢ interessante, pois relaciona o indice de Conley com a topologia da variedade
instdvel de um conjunto invariante isolado. Mas por outro lado, o shape indice nido é visto
como uma ferramenta conveniente para aplicagtes devido ao fato de utilizar limites inversos

na construgdo do indice. Neste trabalho ndo apresentaremos esta abordagem, porém para
maiores detalhes ver [RoSaj.

No inicio da década de noventa, Mrozek considerou nao somente o par indice, mas
também uma aplicacdo indice associada e o funtor de Leray, da categoria dos modulos gra-
duados equipados com um endomorfismo de grau zero, para obter uma versao cohomolédgica
(homoldgica) do indice.

Szvmczak em {Sz] generaliza tanto o shape indice definido por Robbin e Salamon [RoSa]
como o indice cohomolégico definido em [Mr], utilizando a teoria de categorias para definir

!

de forma funtorial o indice homotépico de Conley.

viil



Introducdo {x

Nao resta divida que, com esta abordagem de Szymczak [Sz| a teoria se imbuiu de um al-
gebrismo que Franks e Richeson [FrRi} mostraram ser substituivel por conceitos matematicos
mais intuitivos e elementares. O enfoque principal do presente trabalho € apresentar a teoria
desenvolvida por eles.

O irabalho se divide em quatro capitulos. Apresentamos no capitulo 1 algumas de-
finicoes basicas como também exemplos de comportamento cadtico, a ferradura de Sma-
le e a solendide. No capitulo 2, definimos conjunto invariante isolado S para uma apli-
cacdo continua em um espaco métrico localmente compacto, e pares filiracdo para S, objeto
candnico para o estudo da teoria do indice de Conley. Mostramos gque dado um conjuntc
invariante isolade § existe um par filtracio para S e associamos ao par P = (N, L), uma
aplicacdo fp : Np —— N, onde Ny é o espago pontuado N/L. No capitulo 3, definimos
uma importante relacdo de equivaléncia para sistemas dindmicos continuos, relacionada a
conjugacdo topoldgica e denominada shift equivaléncia. Mostramos que a classe de shift
equivaléncia das aplicagfes espago pontuado independe da escolha do par filtragdo. De posse
desse invariante, definimos o indice homotépico de Conley. No dltimo capitulo apresentamos
de forma sucinta as abordagens acima citadas de Mrozek e Szymczak mostrando a equi-
valéncia entre as defini¢cdes do indice homotépico de Conley dada por Franks e Richeson e a

dada por Szymczak.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definicoes ¢ Propriedades

Sejam M uma variedade compacta diferencidvel ¢ f : M — M um difeomorfismo.
Queremos estudar a estrutura dinémica das drbitas de f, onde uma drbita de um ponto z
é o conjunto {f™{z}in € Z}. As Srbitas que inicialmente serdo de interesse, sdo aquelas
que possuem um comportamento recorrente. O comportamento assintético de f descreve as
4rbitas dos elementos de M. Logo podemos ter pontos cujo comportamento é simples, como
as orbitas periddicas e outras com comportamento mais complexo.

Lembramos que, z € M é win ponto firo de f se f(z} = z e, é periddico se ¢ um
ponto fixo para alguma iterada de f, isto é, existe um inteiro estritamente positivo n tal
que f*{z} = r. Se n é o menor inteiro positivo tal que f™{z) = z, n é dito o perfodo de
z. Denotamos o conjunto dos pontos perigdicos de f por Per(f). A Orbita de um ponto
periédico possui um comportamento recorrente mais simples que as demais. Porém existem
pontos que nao sao periodicos, mas suas érbitas retornam préximas ao ponto inicial. Tais

46rhitas também tem comportamento recorrente.

Definicao 1.1.1. Seja X munido de uma métrica d. Dados f : X — X e um ntmero real
e >0, aseqiénclay = {z; |p<i < g,onde —occ <p<g—2<oc}éumae—pseudo-orbita
para f se d(f(z;), Ts1) < eparap < i<g-—1,

Uma e—pseudo-orbita v é e~pseudo periddicase existe n, 0 < n < ¢g—p—2, tal que z; = T54p

para todo i, COm T; € Tj, em .
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Dizemos que um ponto z € X é e—pseudo periddico se ele é o primeirc termo de uma

¢—pseudo-6rbita pseudo periddica finita.

Definicdo 1.1.2. Sejam X um espago métricoe f : X — X. Um ponto 2 € X ¢ recorrente

por cadeia se € eé~pseudo periddico para todo € > 0.

Denotamos por R(f) ou simplesmente R o conjunto dos pontos recorrentes por cadeia.
Dizemos que B C M é um conjunto positivamente invariante se B é nao vazio, fechado

e f{B) ¢ B. Se f(B) = B, entdo B ¢ dito invariante. Daremos agora alguns exemplos de

conjuntos invariantes.

1.2 Tipos de Conjuntos Invariantes

Definicac 1.2.1. Sejam X um espaco topoldgico e f: X — X uma aplicagdo continua.
Um ponto x ¢ dito errante se possul uma vizinhanga U tal que f*(U)NU = @, Vk € Z. Se
para toda vizinhanga V' de z, existe um positivo % tal que f*(V) NV # @, entdo z é dito

ndo errante.

Denotamos por 2(f) o conjunto dos pontos ndo errantes. (Por simplicidade Q.)

O conjunto Q é fechado e f(2} € Q. Logo, se f for um homeomorfismo temos f{Q) = Q
e um ponto é nioc errante para f se, e somente se, é nio errante para f~'.

Como cada ponto periddico de f € nao errante, temos Per(f) C Q(f). Dai, Per(f) C

Q(f) = Q(f)

Definicao 1.2.2. Sejam f : X —— X uma aplicacio continua e z € X. O conjunto
w—limite de z, ws(x), é definido por:

wi(z) ={y € X : Juma seqiiéncia n; — +ootal que f™(x) —> y}.
Se f for um homeomorfismo, definimos o conjunto a—Ilimite de z por:

as(zr) ={y € X : Juma seqiiéncia n; — —oo tal que f™(x) — y}.

Definimos ainda:

Lof) = Juwilz) . L(f)=Jeslz) e L) = L)Y L(f).

zeX TEX

Observacio 1.2.3. L(f) estd contido em Q(f).
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O conjunto R{f) é também um tipo de conjunto invariante. Se X for um espa¢o métrico
e f: X — X uma aplicagdo continua, temos que Q(f) estd contido em R(f). Portanto,
Per(f) C L{f) < Q{f) CR(f).

O exemplo a seguir é um dos primeiros exemplos de dindmica nfo trivial, dado por

Smale na década de sessenta.
Exemplo 1.2.4. Ferradura de Smale

Seja a regidao D, formada por um quadrado @ de lado um e dois semi circulos de raio
unitario Dy, D, dispostos em lados opostos de (7. Vamos agora construir a fungao ferradura
F. Definamos £ : D — D tal que, F contrai ¢} horizontalmente por um fator § < % e
expande () verticalmente por um fator % =y, levando @ dentro de D, de maneira que F(Q)
se assemelhe a uma ferradura. Os dois semi circulos sdo contraidos e aplicados dentro de

D,. Ver figura (1.1).

Figura 1.1: Construgiio da Ferradura de Smale

Como Fip, é uma contracdo, temos que existe unico ponto fixo p € D; tal que para
todo z € Dy temos F"(z) — p quando n — oc. J4 que F(Dy) C Dy, segue também que
F*(z) — p, para todo x € D,. Agora, se x € () mas F"(z) ¢ () para algum n € N, entlo
FR(I) = (D} UDQ) e d&i 112’1’1 Fn(x) =,

n—>0C

Observe que F'(DD) € D e que F ¢ injetora, mas nao é sobrejetora. Logo F~! nio
esta globalmente definida. No entanto, F' leva dois retdngulos horizontais Hy e Hy em (),
linearmente em dols retingulos verticais V5 e V] respectivamente.

Nosso objetivo agora é encontrar o conjunto dos pontos tais que suas érbitas permane-
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cem em (2, isto é,
02w
A={1F"(Q).
-G

Vamos construir este conjunto indutivamente. Faremos tal construcio em duas etapas, uma
correspondente as positivas iteracdes de F e a outra correspondente as iteragdes negativas,

obtendo dois conjuntos cuja intersec¢fo é A. Vamos considerar S = {0,1} um conjunto de

indices e 5; um dos elementos de S, isto é, 5; € S,1=0,£1, =2

Observacao 1.2.5. Se V' é um retangulo vertical, entdo f(V) M Q consiste de exatamente
dois retdngulos verticals, um em V; e outro ere Vi, com sua largura sendo igual a § vezes a
Jargura de V. Analogamente suponha A um retingulo horizontal, entdo F~1(V)NQ consiste
de exatamente dois retangulos horizontais, um em Hy e outro em H; com largura igual a ;11

vezes a largura de H.

Figura 1.2: f(V) N @ consiste de dois retingulos verticais.

Pela definicao de F' temos que @ M F(Q) consiste de dois retangulos verticais V; e V7,

que denotamos por

QNF@)= | J Vi, ={peVi, 5,8} (1.1)

5.1E€8
onde V;_, é um retdngulo de largura 4.
Analisemos agora @ N F(Q) N F2(Q).
Temos QN F(QINFHQ) = QNF(QN F(Q)). Como QN F(Q) consiste de dois retangulos

verticais que interceptam Hy e H; e suas respectivas fronteiras, temos pela observagdo (1.2.3)
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que Q N F(Q) N F*Q) corresponde a quatro retangulos verticais, dois em V4 e dois em V7,

cada com largura ¢2. Escrevemos entdo,

QNF(@Q)nFHQ)

QNFQNF@))=QNF({J Vii,)

3._2€5

= J@nr.,),

s5_2E8

onde utilizamos a equacdo (1.1) fazendo uma troca de ndices.

Como F(V,_, N Q) C (VU Vi), temos

@QNFVL) = |J Ve, nFViL) = {J Vicsa

S8 $..;E8 S8
i=12 i=1.2
Logo,
QNFQNFQ) = | Visiso=1p€Q:peVi,, FYp) € Viyy 5 € S}
S_ES
71,2

Para o k—ésimo passo temos QN F(Q)N...NF*Q)

_ U Vi, "F(Ve, .. ) = U Veioss

s.;68 5.; 68
i=1,....k 1=1....,k

= {peQ: F " p) eV s €S i=1,... k%

—i)

e consistindo de 2% retangulos verticais, cada de comprimento &*.

Cada retdngulo vertical, podemos rotular por uma seqiiéncia de 0 e 1’ de comprimento
k. Existem 2* possibilidades distintas de seqiiéncias de 0/, e 1/, tendo comprimento k, possiveis
de ser realizada em nosso processo. Logo este rétulo é tnico a cada passo.

Fazendo £ — oc, obtemos entdo um conjunto que consiste de um ndmero infinito de

retangulos verticais, onde cada um desses retdngulos tem largura zero, ja que lim oF = 0.
k—oc

Assim
Q) = | FVo)nVid= | Vs
n=0 s_ES §—ES

i=1,2,... i=21,2,..,

= {pe@Q:F " p eV, ,,s;€8i=12..}
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consiste de um nidmero infinito de linhas verticais e cada linha pode ser rotulada por uma
linica segiiéncia infinita de 0] e 1.
n=0
Com argumentos andlogos, mostra-se que ﬂ F*(@) é um conjunto infinitc de linhas

— X
horizontals, onde cada linha € rotulada por uma tnica seqiiéncia infinita de 0] e 1, como

segue
n=0
F@ = |J (F'Hys)nHy) = | Heos,.
e iS5 5:€5
=01, i=01,...
= {peQ:Fip)e H,,s€5i=0.1,...}.
Assim,
A= FHQ) = ([ Fr) ([} FQ)
e —00 n=0

o0
consiste de um conjunto de pontos, ja que cada linha vertical em ﬂF "(Q) intercepta cada

n=0
ft==0
linha horizontal em ﬂF"(D) em apenas um ponto. Portanto cada ponto p € A pode
-0

ser identificado unicamente por uma sequéncia bi-infinita de 0] e 1., que é obtida pelas
seqiléncias associadas as respectivas linhas verticais e horizontais que definem p.

Como

Vicios—on. = €@ F 5 p)eV,_,i=12,...}
= {peQ:Fip eH, ,i=12..},

pois F(Hs, )=V, e Hyy .. ={p € Q: Fi(p) € H,,,i=1,...}, temos
Vievosop NHgy o = {p€D:Fi{p)e H,,i=0%1,%2,...}.

Conseqiientemente a seqiiéncia Unica de 0, e 1/, assoclada a p contém informacdes do com-
portamento assintético de F'. Em particular, o s;-ésimo elemento da segiiéncia associada a
p indica que F*(p) € H,,.

Definamos entao ¢ @1 A — ¥y tal que

(D(p) = ( .- 8.98.1.5p5152 ... ),
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onde ¥ denota o conjunto das segiiéncias bi-infinitas de zeros e uns, isto é:
Zg = {(8) = ( .. 898 1.80818% .. .)'Sj =0 ou 1}

Agora mMunimos X com a métrica

Definamos entao a aplicacdo o : Xs — 2o por

O'(. . 8.98 1-808189 ... ) = ( .8 _28_180.8182. .. )

A funcdo ¢ é chamada aplicacdo shift.

Em Do, com a métrica 4, a funcio o é continua e existe uma inversa o~ ! dada por
-1
07 (.. 508.1.508182...) = {...5.2.8.18)5152. .. },

que também € continua. Portanto um homeomorfismo.

Tomando p € A temos que ¢(p) = (... 5_28_1.508182...). Logo

BF(P)) = (- 525 150.5152...) = o (6(p)).

Ou seja, ¢.F = 0.@. Portanto F e o sfo topologicamente conjugadas®, tendo entdo a mesma

dindmica. Pode se ver em [Frl, que o tem as seguintes propriedades:
1. ¢ possui apenas dois pontos fixos, a saber (...00.00...}e {...11.11...).
2. O conjunto dos pontos periédicos de o séo densos em s,

3. Existe uma orbita ndo periédica densa em 2o,

Logo pela conjugagao topoldgica, essas mesmas propriedades sdo também vélidas para F

restrita a A.

Exemplo 1.2.6. Solendide.

*Seja X um espago métrico. Duas aplicagdes f,g : X —- X sfo ditas topologicamente conjugadas se

existe um homeomorfismo b M — M tal que ho f =g o h.
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A solendide é um exemplo de um atrator’ que estd contido em um toro sélide D = S x B2

C B®, onde S* € o circulo unitdrio e B? é o disco unitério no plano, ou seja,
B*= {(z,y) e B2 +¢* < 1}

O conjunto [ possui como fronteira o toro St x St
Definimos a solendide considerando a aplicacdo f que leva D em seu interior pela
férmula.,

(¥ 1 ; 1 270
f(&p)~—(29-,ﬁp+ 5€ )

onde. p € B? e €’ = (cos(2m6),sen(276)) € S*.

Figura 1.3: Construcéio da solendide

Globalmente, f pode ser interpretada como a aplicagao dupla f(f) = 26 na primeira
coordenada e uma forte contracio na segunda, com imagem um disco cujo centro depende
de #. A imagem deste disco é um décimo do tamanho do disco original. Logo f estica na
direcio—S? e contral na direcio—B?.

Temos entao que a imagem de D é outro toro sélido dentro de D, que déd duas voltas ao
redor de D. Aplicando f a f(D), temos que f2(D) é um toro de raio 1/100 na diregio—B?
que dd quatro voltas ac redor de [ e estd propriamente contido em f(D). Indutivamente,

f*(D) é um toro de raio 1/10™ que d& 2" voltas no interior de D e estd contido em f* (D).

Logo em cada corte transversal de D, temos f"(D) é uma colecio encaixante de 2"

discos. Como no exemplo (1.2.4), temos que a colecio de conjuntos f7(D) constitul um

conjunto de Cantor em cada corte transversal.

Um conjunto compacto A contido em um espago métrico X é dito um atrator para um difeomorfismo f
se existe uma vizinhanca V de A em € N tal que f(V)CV ed= m MV
n>0



Cap.1 Preliminares 9

Figura 1.4: Corte transversal de D.

O conjunto A = ﬂf "(D), sers denotado por solendide. Voltaremos a falar desse
n>0
exemplo no capitulo 3.

H4 muitas formas de se descrever estes conjuntos invariantes.
Queremos nos préximos capitulos apresentar um indice associado a conjuntos invarian-

{es.

v JCAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
avAC CIRCULANTE




Capitulo 2

Conjuntos Invariantes

2.1 Conjunto Invariante Isolado

Daremos neste capitulo entre outros resultados, as defini¢tes de conjunto invariante isolado,
par filtracdo e par indice, fundamentais para a teoria do indice de Conley discreto. Apre-
sentaremos em paralelo as abordagens de Mrozek e Mischaikow para contrastar com a de

Franks e Richeson.

Definicdo 2.1.1. SejJam {/ um subconjunto aberto de um espago métrico localmente com-
pacto X e f : U — X uma aplicagao continua. Para cada conjunto N C U definimos
o conjunto invariante de comprimento m, Inv™N = {z € N;3 um segmento de dérbita
{w,1™, C N, comzg=2ze f(z,) = T, paran = —m,... ,m — 1}. Analogamente defini-
mos o conjunto mezimal invariante, InuN = {z € N;3 uma irbita completa {z,}*,_ C N,
com xg = = € f(Z,) = Zn.1 para todo n € Z}, que é sempre um subconjunto de Inv™N

para todo m.

Exemplo 2.1.2. Considere a funcdo f : R — R tal que f{z) = ~2°, quetem =z = 1l e
z = -1 pontos peridédicos repulsores”, com periodo 2, e z = 0 ponto fixo atrator. Para o
intervalo fechado N = [-1,1], temos que Inv N = [-1,1]. De fato, por definicio temos

Inu N ¢ N. Por outro lado, se z € [—1,1] temos que, para n > 0, f*(z) = (-1)"z*" € N,
pois fi{z} — Osex € (=1,1)e f*{z) € {-1,1}sexz =1ouz = ~1. Como f~'(z) = —¥x,

*Seja p um ponto hiperbdlico periédico de periodo n, isto ¢, [(f7)'(p)] # 1. Dizemos que p é um ponto

periddico atrator se [(f7) ()| < 1. Caso |{f™)'(p)| > 1, p é dito repulsor.

10
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temos que f{(z) = (=1)"%/z, logo f~"(z) — 1 ou —1 para z € [~1,1], z # 0. Caso

ls
z=0, f(z) =0 paratodon € Z. Daiz € Inv N. Portanto Iny N = [—1,1]. Nem sempre

InvN = N, neste mesmo exemplo se tomarmos NV = {-1,1,0, é} temos fnvN = {—1,1, f}}

ue esta contido propr N i Pl 11 .
que esta c propriamente em N. Ou ainda, tomando NV = [—2, 2] obtemos InuN = {0}.

Temos direto da definicao que f{InvN) = InvN. No entanto, podemos ter f 1 (InvV) #
InuN. Para ver isto, considere f : R — R, dada por f(z) = 2% e tome N = [0,1]. Logo

InuN =[0,1], porém [~ {InuN) = [—1,1] # InuN.

Proposicdo 2.1.3. Se U ¢ um subconjunto aberto de um espaco métrico localmente com-

pacto X, f U — X € continua e N € um subconjunto compacto de U, entdo

o]
InuN = m Iny™N.

M
Demonstragao:
oC
i) IntN C n Inv™N

=0
De fato, se « € InuN temos que para todo m € N o segmento de drbita {z,}7, C N com

To =1L € Tpt1 = f(Z ran = — _ ’ .
0 € Tpal f(og) para n m,...,m— 1. Dai segue que x € Inv™N para todo
me N, ouselax € ﬂ Inv™N.

=0

i) InuN 2 n Inv™N.

m=0

o0
Seja z € ﬂ Inv™N, logo para todo m € N o segmento de 6rbita {z,}™, C N com z¢ = z
m=0
e Ty = flzn) paran = —m,...,m — 1. Definamos entdo,

X, = f~Yxz) NN, e recursivamente para k > 1, X = f~H{X;_1)NN. Assim temos,
Xp= f~*z)yn fAH(N)n...nfHN) AN,

ou seja. X = {z € N; f(z) € N, f2(zY e N,...,f¥Yz) € Ne fi(z) = z}.

Temos ainda que

1-X; é ndo vazio, k > 0. Pois, z € Inv*(N) e daf temos que z_, € N é tal que

Fr(z_p) = . Logo T € Xj, k > 0.



Conjunto Invariante Isolado 192

2-X, é compacto. De fato, como X é métrico cada ponto é um conjunto fechado em
X. Logo F {x) é também fechado, j4 que f é continua. Como intersegho de um conjunto
compacto com um fechado é compacto, temos entdo que Xy = f~'{z) NV é compacto. Por

inducdo, segue que X, k > 0 é compacto.

3/(X0) © X Pois, [(Xu) = F(F(Xew) V) € (X)) 1 FN))
(X1 FV)) € i

Definarmos entao ¥y = ﬂf”(Xn+k)_
n>1
Temos que [ é continua e X,.p € compacto, logo f{X,.x) é também compacto. Utili-

zando esses mesmos argumentos obtemos que f*(X,. k) € também compacto. Ja que X, .z

é nao vazio, segue que f*{X, ;) ¢ n80 vazio. Note ainda que

Fr Xnrren) = 2 (Xnrran)) C Y Xs),

pois f{Xk) C Xio1-
Assim, {f™(Xnsx)} é uma seqliéncia encaixante de subconjuntos compactos nio vazios
de X;. Logo Yi é um subconjunto nao vazio, compacto de X. Observe que f(Y3) = {z},

pois, ¥; € X1 = fHz)NN. Epara k& > 1

Y = () 7 (Xpek) = [ f(Xnsimt) = Yar,
n>1 n>2
Deste modo, todo ponto de Y,_; tem pré imagem em Y. Defina entfo x..; como um ponto de
V1. logo f(z-1) = z e para k > 1, defina z_; como um ponto em Y; tal que f(z.k) = Z_gs1.
Para k > 0 definimos z;, = f*(z). Entdo {x;}72 é uma drbita completa com 25 = z e
%0
flzy) = zp.1 para todo k € Z. Portanto x € InulN, ou seja, m Int™N C InuvN, d
m=0

Definicao 2.1.4. Dizemos que um conjunto compacto N é vizinhanca isolante se, InvN C
int(N). O conjunto N serd chamado de bloco isolante se f(N) NN N f~H{N) < int(N).
Um conjunto S é dito conjunte invariante isolado se existe uma vizinhanca isolante N com
S = InuN .
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Exemplo 2.1.5. Scja f : B2 — R? tal que flz,y) = (2y,z). Tomando N = [—1,1] x
(—2,2] temos que Inv N = {(0,0)} C int(N). Logo N é vizinhanca isolante para S =

{(0, 0)}. Portanto temos que S é um conjunte invariante isolado.

Observe que no exemplio (2.1.2) o conjunto /nv N ndoc estd contido no interior de N,

logo N n@o é vizinhanca isolante.

Exemplo 2.1.6. Uma érbita periddica v dentro da ferradura é um exemplo de um conjunto
invariante que nao é isolado. Pois como vimos anteriormente, existe uma érbita densa dentro

de A, a qual pode-se aproximar de -y quanto se queira. Logo -y ndo pode ser isolada.

Todo bloco isolante N é uma vizinhanca isolante para o conjunto § = I'nvN. De fato,
por definicio fnvN C N, dai InvN = f{InvN) C f(N). Também InvN C f=*(InvN) C
FHN) j& que InuN = f(InuN). Logo InuN C (fF(N) NN f7HN)) C int(N). A
reciproca ¢ falsal. Para ver isto, tome f e N como no exemplo (2.1.5). Como f7'(r,s) =

(s,%) é a inversa de f, temos que o ponto (1,0} pertence tanto a fronteira de N como a
(FINYNANN fTHN)). Dal (f(N)N N N f7HN)) € int(N), ou seja, N néo é bloco isolante.

AN)

S )

Figura 2.1: N é vizinhanca isolante, mas ndo é bloco isolante.

Definicao 2.1.7. Definimos o conjunto saida de N por N~ = {z € N : f(z) ndo pertence

ao int{N)}. Isto é, N7 € o conjunto dos pontos em /N cujas imagens estdo no complementar

do interior de V.

TEste contra exemplo foi adaptado do exemplo 1.17 em [Ri).
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2.2 Par Filtracao e Par Indice

Daremos agora a definicdo de filtragdo, que motivard a definicio de par filtracdo dada por
[FrRi], que tem a vantagem de ser um par topologico que tem propriedades de uma filtracao

e se comporta como um par indice.

Definicdc 2.2.1. Dado um homeomorfismo f de M, a filtraciio F ajustada & f é a seqiiéncia

encaixante
O=MycM C...C M, =M

de subvariedades com bordo, compactas, diferencidveis e codimensio zerc tais que f{M;) C

int(M;). Denotamos por F~! a filtragdo

O=M-MyCM-M_C..CM-My=M
que ¢ ajustada & f77.

Mostraremos também que a defini¢do de par indice [Mr] é mais geral que a de par
filtracao [FrRiE e apresentaremos alguns exemplos. No entanto, dado um conjunto invariante
isolado S, é sempre possivel construir um par filtracdo para S. Veremos também que ao

contrario de par indice, pares filtracOes sdo estdveis sob uma pequena pertubagio de f.

Definicdo 2.2.2. Um par (N, L) de subconjuntos compactos de X ¢ chamado par indice

para um conjunto invariante isolado S, se L C N e
1. (N'\ L) é uma vizinhanca isolante de S,
2. f(Lyn N C L (L é positivamente invariante),
3. fIN\ L) C N (¢ necessario passar por L para sair de V).

Veja a figura (2.2}, para uma idéia geométrica da definicéo.

No par (I) da figura (2.2), temos que a nao é possivel pelo item 2 da defini¢io (2.2.2) e
pelo item 3, b ndo € possivel.

Gostarfamos porém, de obter um par de espacos (V, L) que fosse parte de uma filtracéo,

ou seja. ter L C N compactos, § = Inv(N\ L), f(L) Cint(L) e f{N) Cint(N).
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7

‘ §->e
7
Pl
£

~

LA
Y

Figura 2.2: (II) é par indice.

Aqui, vale observar que se L é vizinhancade N~ em N e f(L) C int(L) entdo N™ = {J. De
fato, suponha por absurdo que exista « € N~, logo temos que f(z} € int(N}. Como L C N
segue que int(L) C int(N). Assim temos, z € L com f(z) € int(N), dal f(z) € int(L).
Absurdo, pois f(L) C int(L). Analogamente se f{N) C int(N), temos também N~ = Q.
Mas essas propriedades sdo muito fortes.

Considere um par de conjuntos compactos {N, L) com as propriedades de uma filtragéo,
isto 6, fIN) € N e f(L) € L. Observe que a condicdo f(L) C int(L} implica que
flLyn (N'\ L) = @, sendo a reciproca valida se acrescentarmos f(N) C int(N) 3 hipétese
flLn (N'\ L) = ©. pois podemos ter f{L)N(N\L)= 0, mas f(zo) € L com z; € L.

L .>efip)

rg
A

ML *p

Figura 2.3: z¢ € L com f(zo) € L.

Note também que a condicio f(N) C int(N) implica f(N\ L) C int(N) que por
sua vez equivalente a pedir que L seja uma vizinhanca de N~ em N. Caso tenhamos
FINNL) ¢ int(N) junto com f(L) C int(L) entdo f{N) C int(N). E também valido que
se N-= Qe FL)N{(N\L)=0, entdo f(L) C int(L).

Motivados pelo exposto acima definimos.

Definicao 2.2.3. Seja S um conjunto invariante isolado e suponha L ¢ N um par de
compactos no interior do dominio de f, sendo NV e L os fechos de seus respectivos interiores.

O par (N, L) é chamado par filtra¢do para S, se

1. (N'\ L) é uma vizinhanca isolante de S,
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9. L é uma vizinhanca de N~ em NV,

3. FILYN(NV N L) = O (podemos notar entdo que uma vez em L nfo se volta para N\ L

por f, mas pode-se voltar por alguma iterada da aplicaclio continua f, ou seja, por
fE k=1

) i)
N Lk |N““ N NT
@ ~ .l 1‘“-.\. |
{fa & :' A. \e
el 4 M
1] ~g ® &
=L e

Figura 2.4: (I1) ¢ par filtragio

Geometricamente temos na figura (2.4) que (a) e (¢} ndo podem ocorrer, pois N~ é
conjunto de saida e (b) ndo pode ocorrer pela condigdo 3 da definicao (2.2.3).

Veremos a seguir um exemplo em que o par (N, L) forma um par indice, mas ndo um

par filtracao.

Exemplo 2.2.4. Seja f : R — R, dada por f(z) = z+1. Tomando entdo N = [0, 2]U[1, 2]
e L =L, %E temos que o par {N, L) é um par indice para S = Im;(m)

De fato, Ino(N\ L) = © C int(N \ L). Como f(L) = [2,3] temos que f(L)N N = Q.
Ainda FIN\L) = F(0.3) = [LY = Lc N

Logo as condiges 1,2 e 3 da definicao (2.2.2) sdo satisfeitas, e portanto temos um par indice.

Agora, como

FONNID = £(0.2) =112 e ry=p.2
segue que
N7 = {o € N f() & ant(N) = ((0,5) U (L 2)} = {0,211 2]

Logo L é subconjunto préprio de N7, ndo podendo entdo ser vizinhanca do mesmo em N,
ou seja, nao satisfaz a condi¢do 2 da defini¢do (2.2.3). Portanto néo é par filtracdo para S.

Mas se tomarmos, ¢ > 0 suficientemente pequeno e o conjunto L, = ([0, €]

Ut —e iU
[1,2]), temos que (N, L.} é um par filtracdo para S = . De fato, nesse caso N~ C W =
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(10,e) U{} —e 3] UL ]} C L., onde W é aberto em N, pois W pode ser escrito como
W=({~ee)Ut—ei+aU(l—e 2+e)n(0,]uL,2]). Logo L, é vizinhanga de N~
em IN. Claramente os outros dois itens sao satisfeitos.

O préximo resultado mostrard que todo par filtragao é um par indice.

Proposicao 2.2.5. Sejam N e L conjuntos compactos contides no interior do dominio de

f.com L < N. Se (N, L) éum par filtracio entdo é também par indice.

Demonstracdo: Temos que o item 1 é o mesmo para ambos. Pelo item 3 de (2.2.3) temos
que FIL) N (NN L) =0, logo se existir z € (f(1)N N) necessariamente tem que estar em L.
Assim f(L) NN C L, satisfazendo ao item 2 de (2.2.2). Como L ¢ vizinhanga de N7 em N,
segue que N~ C L. Sejaentdoz € N\ L, logoz ¢ L D N™. Dai z ¢ N™ implicando que
flx) € int{N) C N para todo 2 € N \ L e dal temos f(N\ L} C N, satisfazendo o item 3
de {2.2.2}.

Observagdo 2.2.6. Para um par filtracio (N, L) temos que se N~ = J, entdo f(L) C
int(L). De fato, suponha N~ = @ e que exista z € L tal que f{z) ¢ int{L). Jd que N™ =
@, temos f(z) € int(N). Dai f(z) € int(N) \ int(L). Absurdo, pois f(L)N{N\L)= 0.

A observacao que daremos agora serd utilizada no préximo capitulo. Recordamos que

dada uma aplicacdo continua f: X — X, definimos o conjunto w - limite de € X por
we(zy ={y € X : Juma seqiiéneia n; — +oc tal que f™(z) — y}.

Observacdo 2.2.7. Se P = (N, L) é um par filtracio para o conjunto isolado S ez € N
satisfaz f(z) € N\ L para todo n > 0. Entdo ws(z) C S.

Buscaremos agora provar a existéncia de blocos isolantes, mostrando também que dado
um bloco isolante para um conjunto isolado S, podemos construir um par filtracao, logo
estaremos provandoa existéncia de pares filtracdes dentro de cada vizinhanca de S. A seguir

daremos alguns exemplos onde utilizaremos estas idéias.

Definicdo 2.2.8. Para cada vizinhancga NV de um conjunto invariante isolado S e cada € > 0,

definimos a ¢-cadeia de vizinhancas de S relativo a N, como

CAN,S) = {z € N;3 uma e-cadeia {z,}*, C N com 2o =z e 24,71 € S},
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onde recordamos que uma ¢-cadeia € uma seqiiéncia {z,}7 tal que

d{f(zn),Zne1) < eparatodon=g¢,...,p~ L

Observacao 2.2.9. Paracadan € {—k,... &k} temos z, € C (N, 5).

De fato, definindo y; = x4, observamos que
Yo = Tny Yein+h) ™ Tpo(nsk) = T € S e Yk = Tontk

Como 7 € S, existe {zn} % C N tal que z5 = T, e também 2,1 = f{zn). Tomando

entio To = 2, 1= {0,...,2n} temos Y, €5 e
d{f(y;).v541) <€ para jE€{~{n+k),...,(n+k)—1},
pois, para j € {—(n+k).... |k ~n — 1} tem-se

d{f(y:), Yir1) = Alf (Tnag), Tnajr1) <€

eparajg{k—«n,...,(n-ﬁ—k}-—l} tem-se

d(f(y]),yj‘-—l) = d(f(xn+j),$n+j+1) = d(f(zi).,_yz-_;__l) =0< £,
iefo,... .2n—1}

De posse desta defini¢do, podemos agora mostrar que para €'s adequados, temos que

C (N, 5) formam uma base de vizinhancas para S.

Proposicio 2.2.10. Seja § wm conjunto inveriante isolado com wvizinhanca isolante N.

Para cada vizinhanca V de § em N, existe ume > 0 com C(N,S) C V.

Demonstragdo:  Podemos supor V' aberto. Pela proposicio (2.1.3) existe m > 0 tal que
Inv™N ¢ V. Logo ¢ suficiente mostrar que para algum ¢ > 0, C(N. S) C Inv™N.
Suponha por absurdo que isso ndo acontece, daf para todo € > 0, existe z(e) € (C(N, SI\V),
isto é. existe uma e-cadeia {:cn(e)}f*ks C N com z(e) = zo(€) e z_4,, Tp, € S. Truncando essa
e-cadeia quando k. > m, ou a estendendo para um segmento de érbita se k. < m, lembrando
que z;, € S e dai em diante d(f(zx, ), zr.,) = 0, obtemos para cada ¢ > 0 uma e-cadeia
{z,(e)1™, C N, com zp(e) € V.

Fazendo ¢ — 0 quando i — oo, podemos assumir que cada uma das seqiiéncias {z;{e;)}.
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—-m < j < m, tem um limite em /N, digamos z;. Pois para cada j = —-m,... ) m
e para cada 7 € N, temos {Z’j(f’a)} € N e N é compacto. Pela definicdo de e-cadeia,
d(f(xj(Ei)),xj+1(€i)) < & , logo f{z;{(e)) — z;41 quando ¢ — 0. Temos também que
flzile)) — flz;) ja que f é continua. Daif pela unicidade do limite, f(z;) = z;41 para
—m<j<m

Ou seja, To(€) € Inv™N C V. Absurdo, pois z9{¢) € (N \ V). Portanto, para algum € > 0,
C(N,S) C Inv™N. ]

Teorema 2.2.11. (Teorema da existéncia de blocos isolantes) Toda vizinhan¢a de um con-
junto invariante isolado S contém um bloco isolante. Em particular, se N ¢ umao vizinhanga

isolante para S, entlo para todo € > O suficientemente pequeno, C.(N, 5) € um bloco isolante.

Demonstracio:
Seja B = m Suponha que B nio seja um bloco isolante de S, isto é, f~1(B) N
Bn f(B) & int(B). Logo existe um ponto z tal que z, f(z) e f*(z) estéo em B, mas
flz) € int(B). Como f é continua, sabemos que existe 6 > 0 tal que se d(zr,y) < ¢
entdo d(f(z). f{y)) < e J& que x pertence ao fecho de C.(N, S}, temos que existe b &
C.(N,8) tal que d(z,b) < 4. Dai existe uma seqiéncia {b,}%, C N tal que by = b, b_y, b; €
Se d(f( n)sbns1) < € paran = —k,... .k — 1. Analogamente para f%(z) € B, existe d €
C.(N, S) tal que d(f*(z),d) < e e {dp}", C N, comdo =d,d_,,d € S e d(f(dy),dns1) <

para n = —r,...,7 — 1. Tomando entdo s = maz{k, s} temos que a seqiiéncia
bms: s :bO;f(:U)}d(}: cer ,ds

é uma e-cadeia de S, contendo f(x). Assim temos f(z) € C.(N,S) = int(B). Absurdo! O

O préximo teorema, nos garante a existéncia de par filtracdo para o conjunto invariante

isolado S = In’u(?\ \ L), onde N é um bloco isolante.

Teorema 2.2.12. Sejam N um bloco isolante e L qualquer vizinhanca compacta suficiente-
mente pequenc de N~ em N. Entdo o par {(N,L) é um par filtragdo para S = Inv(N \ L).
Temos ainda que o conjunto Inv(N \ L, f) é estdvel sob pertuba¢ies C® de f. Ou se-

ja, eriste uma vizinhanca de f na topologia C? tal gue , para cada f nesta mzinhanca,

5= Inv(N\ L:f) € um conjunto invariante isolado e (N, L) € um par filtragcdo para 5.
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Demonstracao: Para verificar a condigde 1 da defini¢do (2.2.3), é suficiente mostrar que
S ¢ (N\L). Como N ébloco isolante, é também vizinhanga isolante, logo S = Iny (N\ L) C
int{N). Agora, por definigio f(/N7) est4 no complementar do interior de IV, dal SN f(N7) =
. Sendo L uma vizinhanca suficientemente pequena de N7, temos SN f(L) = &. Suponha
que exista z em SN L, logo f(z) € f(L)e f(z) € f(S) =S daf f(z) € (f(L) N 5). Como
SN f(Ly= D, segue que SN L =, e portanto S C (N \ L),

A propriedade 2 ¢ satisfeita pela hipdtese do teorema.

Para verificar a condicdo 3, isto é, (f(L) N (N \ L}) = @, note primeiro que

NAN™ C (N O am(N) © (NN fHNY),

pois Fint(N)) < fHN). Dal (N \ N—) ¢ (N0 f7}(N)). Note também que f(N7) C
(FIN) N (int(N))9) jd que N™ C N e f(N7) C (int(N))°. Assim temos

FINTINNANT) € (F(N) N (@nt(N))n N 0 f7HN) = O,

pois N é bloco isolante. Portanto f(/N7) e (N'\ N-) sdo disjuntos. Entdo para uma vizi-
nhanca suficientemente pequena L de N~ em N, temos f(L) e (N'\ L) disjuntos, ou seja, a
condicdo 3 é satisfeita.

Verificaremos agora que (N, L) é um par filtracdo para aplicacdes C¥ préximas de f. Pa-
ra isto, note que N é um bloco isolante para aplicacdes proximas de f. De fato, caso
contrdrio existiria uma seqiiéncia {f,} convergindo & f, e uma seqiiéncia {z,} tal que
z, € (fTUN) N0 fo(N) 1 {int(IV))€). Escolhendo uma subseqgiiéncia {z,} de {z,},
temos que In, — 2, com z € (fTH{IN)Y NN N f(N) N (int(N)}¢), que contradiz o fato de N
ser bloco isolante para f.

Anslogamente suponha &, € (N M1 (int{L))%), onde Ny = {z € N: f,(a) ¢ int(N)}, entdo
uma subseqiiéncia de {z, } pode convergir para um ponto z € (N~ {int(L)}°), contrariando
a hipétese de L ser vizinhanca de N~ em N. Portanto (IV,L) é um par filtracdo para cada

aplicago suficientemente C° préxima de f. O

Observacao 2.2.13. Sejam S um conjunto invariante isolado e N uma vizinhanga isolan-

te, pelo teorema (2.2.11) existe um bloco isolante B C N, onde B = C,(N,5), € sufi-

cientemente pequenc. Temos Inv B C Inv N = § e como S C C(N,S) = B segue
gAY s -

que S = Inv § C Inv B. Portanto Inv B = S. Agora pelo teorema (2.2.12), se L ¢
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uma vizinhanca compacta suficientemente pequena de B™, temos que o par (B,L) é um
par fil_tf%éo para S, pois Inv(B\ L) = Inv B = 5. De fato, como B\ L C B,
Inv{i‘_\i} < Inv B = S. Por outro lado, § ¢ (B\L) dai, § C Inu(B\L). Assim
Inv(B\L)= 5.

temos

Logo por esta observagdao resulta que, dado um conjunto isolado S, podemos construir

um par filtragao.

Exemplo 2.2.14. Tomemos novamente a funcio do exemplo (2.1.2), f : R — R tal que
f(z) = —z°. Consideremos entdo a vizinhanca compacta Ny = ([-2, —3]U[, 2]) de Per(f) =

{~1,1}. Obtemos que

2

onde cada ponto desse conjunto tem a propriedade de na primeira iterada de f nfio pertencer

L Il /d}:'
s - n oL ot o

ao interior de [V),. Para melhor compreensao veja figura (2.5).

PP ¥
F il 3
t
1
T N
P AV B |
RIS :
+ D T
-2 % b — 1 z
) 1
¢ |
1
R
.2 i i
X 2 2 2
Ny : 3
Nz
N3 !

Figura 2.5 Ny é bloco isolante.

Como
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(PN NN FH ) = (=92, = {3V {4, V) € imil),

temos que /V; é bloco isolante. Pelo teorema (2.2.12) (N1, L1), onde L, é vizinhanca de N[
em Ny, é par filtracdo para S = Inu(V; \ Ly) = {-1,1}.

Agora, se tomarmos N, = [—2, 2], temos que N, contem tanto Per(f) como o ponto fixo
atrator 7 = 0, possuindo como conjunto de saida, Ny = ([~2, — /2] U[v/2,2]). Assim como
Ny, temos que Nz € bloco isolante. Entdo para ¢ > 0 suficientemente pequeno o par (N, Lg)
onde Ly = ([—2, —¥/2 + ] UI¥/2 — ¢, 2]), é um par filtracio para S = Inv(Na \ Ly} = [—1,1].

J4 para o bloco isolante N3 = [—=, L] que é vizinhanca de zero, temos Ny = @. Logo

tomando Ly = @, temos (N3, L) par filtragdo para S = Inv(Ns \ L3) = {0}

Exemplo 2.2.15. Consideraremos agora uma fungdo que possui um comportamento as-
sintético mais complexo, que é o caso unidimensional do exemplo (1.2.4). Seja f: X — X
tal que f(z) = 52(1 — z), onde X = R U {£o0}. O ponto zy = £ é ponto de méximo global
com f{zg) = 3. J4 os pontos —oc, 0 e p = £ sdo fixos por f. Como f'(0) =5 e f'(p) = =3,
temos 0 e p pontos fixos repulsores. Se z ¢ [0, 1}, entdo w(z) = {—oc}. Logo —o0 é um
ponto atrator. Denotamos por A o conjunto dos pontos tais que, f*(z) € [0,1] para todo
ne N Jique f*(x) — ~o0 se x & [0,1], temos que A C [0,1].

Considere agora N = [~ 2! que é uma vizinhanca compacta de A. O conjunto de saida

de N é entéao

-

onde fla) = f(d) = ~% e f(b) = f(c) = B. daf o = 3(1 ~ VITB), b = (1 - VOII),
c=1(1+v0.12) e d = 5(1-++1.08). Como

(I

115 . 1 11

N N M =177 —_— |
FN) NN € =52, 21N =5, 7]

A ([a, 5 U e, d)

e ([a, bl Ule,d]) C (=55, 8) = int(N), temos que N é bloco isolante. Veja figura (2.6).

Logo o par (N, Lo}, onde Ly = N7, é um par indice para S = Inu(N\ Ly) = A. Porém
ndo é wm par filtracdo, id que Ly ndo € uma vizinhanga de N~ em N. No entanto, se
tomarmos L = ([~ 81U, ¢]Uld X)), onde d=a-+e, b=b—¢, é=cteced=d—c¢,
que é vizinhanca de N7~ em N, temos pela proposi¢do(2.2.12) que para ¢ > 0 suficientemente

pequeno, o par (N, L) é um par filtracdo para § = Inv(N \ L) = A.
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Figura 2.6: N é bloco isolante.
Considere agora N’ = {[a,b] U [c, d]). Temos entéo,
f“l(i"\ff) = [a, 5} LJ é’yj(ﬂ J [7”: S,E ! [U,U] c ént(f\"")

onde flo) = f(v) =a, f(8) = flu) =b, f{v) = f(s) =ce f(§) = f{r) = d. Logo como
no caso anterior, N é bloco isolante para o conjunto isolado S = A. Assim se L' = ([a, &] U
3.8, b ule 7 UIE gD, d) onde f(a) = f(5) =&, f(B) = f(@) =0, f(7) = f(§) =¢
e f(0) = f(F) = d, é vizinhanca de (N)™ = (la,a] U [8, 7] U 6,6l Ule, 7] U s, u] U v, d]) em

N e entdo o par P’ = (N, L') é também um par filtracdo para S = A.

Definicio 2.2.16. Seja P = (N, L) um par filtracdo para f : U — X. Denotamos por Ny
o espaco quociente N/L onde o conjunto colapsado L é denotado por [L] e é tomado como
ponto base. Ou seja [L] denota a classe de equivaléncia dos pontos em L segundo a relagao

de equivaléncia: x ~ y se, e somente se, =y ou 7,y € L.

No caso em que L é vazio, temos que N/L é definido como a unido disjunta de N e o
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espaco de um s6 ponto (L] = Q.

Note que no exemplo (2.2.15) o espaco pontuado Ny é homotdpico a dois circulos que
se interceptam em um Unico ponto, enquanto o espago Nj, é homotdpico & quatro circulos
com um ponto de intercessdo. Como o conjunto invariante iselado S é o mesmo para ambos
os casos, notamos ent&o que o tipo de homotopia do espago pontuado depende da escolha do
par filtracao e portanto ndo € um invariante de S. Isto também é vélido se ao invés de par

filtracio tivermos par indice. Pode-se observar isso, no seguinte exemplo retirado de [MiMr].

Exemplo 2.2.17. Seja f : R — R, dada por f(z) = z + 1. Para todo n € N, tome
L, = lnn+2leN, = U{L ¢ = 1,2....n}. Temos que para cada n € N, o par
P, = (N, Ly) é um par indice para § = inv(N,\ L) = ©®. Porém o espago pontuado

N, \ L, é homotopico a n pontos, portanto dependente da escolha do par indice.

Observagao 2.2.18. Vale ressaltar aqui, que no caso continuc, o tipo de homotopia do
espaco quociente é um invariante hornotdpico, isto é, dados (N, L) e (N', L) pares indice
para um conjunto isolado invariante .5, entdo Ny, e N7, tem o mesmo tipo de homotopia. O
{ndice homotdpico de Conley para o caso continuo é entao definido como o tipo de homotopia

de N;. Porém para o caso discreto devemos ainda buscar um invariante.

Com o intuito de solucionar este problema, vamos primeiramente associar a um par

filtracdo P == (V, L} uma aplicagdo fp : N — Np, tal que

) L] sex €L
feliz)) =

[f(z)] caso contrério,

e com a propriedade [L] C int(f5 {([L])).
Assim como para par ifiltraciio . associamos a um par indice (N, L)}, uma aplicacdo

f!’\"‘,L . ;\'-L — .-‘NTL dada por

[F(@)] se flz) € N

(L] Cas0 COntrario

Ivi((z]) =

Teorema 2.2.19. As aplicacdes definidas geima sdo continuas.

UNIG;

Y
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Pelo exposto acima, vimos gue o tipo de homotopia do espaco pontuado Ny depende da
escolha do par filtragdo, logo a aplicacio espaco pontuado também depende desta. Vamos

agora calcular a aplicagéo espaco pontuado para dois diferentes pares filtracio do mesmo

conjunto invariante isolado S.

Exemplo 2.2.20. Considere a aplicacio do exemplo (2.2.15). Vimos que P = (N, L) é

-

par filtragdo para S = A, cujo espac¢o pontuado é um bouquet de dois circulos, que deno-
tamos por Np = ab Vv &d, onde @b = {{z] : = perence ao intervalo [a,0]} e & = {[y] :

y perence ao intervalo (¢, di} . Para o caleulo da aplicacio fp, observamos primeiro que
flle.b) = f(le.d)) = N e fp(lz]) = [(f{z)] para = € (N\ L). Logo, dado [y] € Ny \ {[Z]}
existem z; € [6,0] e 72 € [&,d] tais que fp([z:]) = fr([z2]) = [y]. Melhor dizendo, para
um ponto z em (fa, &) U [3,3%) U8, 8]), temos f(z) € L. Ou seja, fp(lz]) = [L]. Mas para

i

z € (& fB) temos flz) € (a, b). Dai, fp({z]) é um ponto diferente do ponto base em ab.
Agora para completar o intervalo [a, b], considere x € (7, 5) Entdo f(z) € (¢, a?) e assim

—

fe(lzi) é um ponﬁo diferente de (L] em ¢d. Portanto, fp(dg) = Np. Analogamente temos
também que fr(éd) éANL. Caso adotemos nma orientacdo, devido ao comportamento da
f, a orientacéo de fp(@b) sera contraria a de fp(gcf). Geometricamente observamos que fp
cobre duas vezes o espaco Np.

- 3

-
=1

Figura 2.7: fp cobre duas vezes Ny.

Vimos também em (2.2.15) que P’ = (N', L'} é outro par filtraco para S. Utilizando um
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mesmo raciocinio, vamos agora analisar fpr. Como f(la. 8]) = f([u,v]) = la.b] e f([v.d]) =
fllr,s]) = [c.d] temos também que dade um ponto ] € N, \ {IL']'} ele é imagem de dois
pontos em Ni, cujos representantes estdo um em [a, 5] e outro em [4, 7] ou um em [7,4] e
outro em |7, 8]. Logo fp tem um comportamento similar ao de fp, ou seja, fpr cobre duas

vezes o espago pontuado N7,.

Figura 2.8: fp cobre duas vezes N% ..

Com esses exemplos encerramos este capitulo, motivados a buscar um invariante onde

qualquer escolha de par de filtracdo dé equivalentes aplicacdes espago pontuado associadas.



Capitulo 3
Indice Homotépico de Conley

Vimos no final do capitulo anterior que diferentes pares filtracio para um conjunto isolado
S podem gerar espacos pontuados com tipo de homotopia diferentes. Neste capitulo de-
finiremos uma importante relacio de equivaléncia denominada shift equivaléncia que serd
utilizada mais adiante para obtermos classes de aplicagdes em espacos pontuados que inde-
pendam da escolha do par filtracdo. Veremos também a relacdo entre shift equivaléncia e
conjugacao topoldgica. Daremos também alguns exemplos com matrizes, onde apresentare-
mos a definicdo de fortemente shift equivalente. Na sessao final do capitulo definiremos o

indice homotoépico de Conley via [FrRi], listando algumas de suas propriedades.

3.1 Shift Equivaléncia

Para uma categoria K, sejam X, ¥ objetosde Ke f: X — X, ¢: Y — Y endomorfismos.
Dizemos que (X, f) e (Y. ¢) sdo shift equivalentes” se existem, m € Z7 e morfismos r : X ——

Yes: ¥ — X tais que os diagramas abaixc comutam, ros = g7 e sor = f7. O inteiro

*Chamamos a atencio do leitor ao fato de que a definicio classica de [Wil] nfo exige que f e g sejam

endomorfismos, apenas que f ¢ ¢ sejam continuas.

27
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m € chamado lag.

x I 5
r r l

| i
y-——9 .y

Notacdo:f ~. g

Shift equivaléncia é uma relacao de equivaléncia natural e importante para aplicacdes.

X ! X x 7 X
? } |
S\ Ly T s T

| | 5
I ¥ m

) y 3 Ve

Mostraremos aqul a transitividade. Sejam X, Y, Z elementos de K e f: X — X,

g:Y — Y, h:Z-— Ztaisque f ~, geg~, h Entdo existem r; : X — ¥,

81 1Y — X tals que

mof=gory, s og=fos, riosi=9" e sory=f".

Também, ro 1 Y — Z, 55 Z — Y tais que

rhog=hors,

sp0h=gos,, Tp0ss=~h" e sory=g"

Definindo entdc r =, 07; € 5 = 5; © 59, temos

rof=rorof=rjogory,=horsor,=hor

sch=s050h=s50goss=focs 08, =fos
! \_V_SZ et

ros=ry0T1 0805 =109 05y =R ory0s=h"oh" = AT,

SOT =805 0Te0r, =85, 0¢"cr; =8, 0r,0f" = flo ft= fm"
N i’ [ S— e

Portanto [ ~; h.

Exemplo 3.1.1. Vamos agora considerar a solendide do exemplo (1.2.6). Temos que InvD =
A Cint(D). Ou seja, D é vizinhanca isolante para A. Como f(D) C int(D}, o conjunto de
saida de D é vazio. Tomando entdo L = &, o par P = (D, L) é um par filtracao para A,
sendo o espago pontuado D/L igual a DU [+, A aplicacio induzida fp : Dy — Dy leva

entdo ponto base em ponto base e D em f(D) = D,

Analogamente temos [y também vizinhanca isolante para A, tendo @ como conjunto

de saida. Entdo P’ = (D, L} é outro par filtracdo para A cuja aplicacdo induzida fpr :
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Dy/L — Do/ L étal que fo([x]) = (%] e fp(Dy) = f{Dy) = Dy. Vamos mostrar que essas
duas aplicagdes sio shift equivalentes. Definindo r: D/L — D/ L tal que

T([*E) - [x] T(-D \ Dz) — DQ \\ D.; e T(Dg) = D4,
obtermnos

rofelll) = [x=feor()
rofp(D) = r(Dy)=Dq=fplDy) = fpror(D).

Tomamos s : Dy \ L — D\ L como sendo a inclusdo, logo temos

sofer([#]) = [x] = fpos(x])
so fe(Dy) 5{Dy) = Dy = fp(Da) = fp o s(Dy).

E ainda, 70 5((+]) = fp{[+]), s 0r(1<) = fr([<]). e

ros(Dy) = r(Dy) = Dy= fpi(Dy)
sor(D) = s(Dy) =Dy = fp(D).

Temos entdo 0s seguintes diagramas comutativos

|

T s 8 '

T 8 r
t

i

p/L D/L D117 D/L D/L /7 D/L
|
|
|

i
|
Dy/L e D,/L D,/L e D,/L Dy/L I Dy/L

ou seja, fp ~s fp-

Vejamos agora um exemplo para homeomorfismos reais.

Exemplo 3.1.2. Considere as fungbes
SR — R dada por f(z)=2z e

g: R — R dada por g{z} = 8z.
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Temos que A : R — R, tal que h(x) = z° é uma conjugagdo topolédgica para f e g.

Mostremos que [ e g sao shift equivalentes . Seja
r:R - R talque r=hof, ouseja r(zr)=8z"
Clomo 7 é composi¢do de fungdes continuas, também é continua. Considere agora
5: R — R dadapor s(z)= Yz =h""{z).

Assim temos

gor(z) =8(2z)* =r(2z) =ro flz), e fos(z)=2¥z=s0g(z).
ros(z) =8(¥x)? =8z =g(z) e sor(z) = V8z3 = 2z = f(a).
Portanto as condicOes para shift equivaléncia sdo satisfeitas. Nesse exemplo temos lag = 1

Este exemplo sugere a seguinte proposicio.

Proposicado 3.1.3. Suponha que f: X — X eg : Y — Y sejam homeomorfismos,

onde X, Y sao e Stri 7l 7] ' '
de X, do espagcos métricos. Entdo [ e g sdo shift equivalentes se, e somente se, $do

topologicamente conjugados.

Demonstracdo:

Suponha que [ ~; g, existem entaiom e Z*,r: X — Y es:Y —s X tais que
Tof:Q’OT, s«‘:g:fa_s7 roszgm e Sorﬂfm‘
Considere entao
h:X —Y talque h=rc fTM=g "or.

Como h é composta de funcges continuas, logo continua também. Da definicao de shift
equivaléncia, temos que h~1 = 5, ou seja, h 6 um homeomorfismo. Ainda, hof = rof ™o f =
rofof™m=gorocf7™ = goh. Portanto i é uma conjugacao topolégica entre fe g.

Reciprocamente, suponha fe g topologicamente conjugados e seja A a conjugagao topolégica.

Considere, 7: X —» Y talquer =hof=gohes:¥Y — X tal que s = h~%. Logo

gor=golhof)=(goh)of=rof
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fos=fohl=hlog=s0g

ainda, ros = (gohjoh™t=glesor=h"to(ho f) = fi.

Portanto [ ~; g, com lag = 1.

Agora veremos um exemplo com matrizes.

Exemplo 3.1.4. Considere as matrizes realis,

01 2 0
B V2
2 0 0 —v2

a axs
Agora se tomarmos R = 2 e S = ‘ Y temos que
b —b—? V2 —yV/2
a2 o« zv2Z —yv'2
RA = _BR o as- |"V2 ¥V2 — $B,
NI 2z 2y
e ainda
SE— az + by ax%—byxf e RS- Zax O
azV2 az + by 0 2by
Como )
/2% 0
sen for par
0 2%
an = 4 >
0 2n;l
. se n for impar
L 250
£
4
27 0
se n for par
0 2%
B??,

Il
e
a
i
o

se n for impar
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temos que, dado n € Z. podemos escolher ¢,b, z,y adequados para termos A e B shift

equivalentes, com lag n. Em particular, se tomarmos a = b =z = y = 2 temos

2 £/2 2 2
_— e puas
2 -2 22 -2v/2
ainda
A8 = 0 = B®
0 8

Logo as transformacdes lineares f : R? — R? tal que f(z,y) = (y,2z) e g : R* — R?
tal que g{z.y) = (v2z,v/2y), associadas a A e B respectivamente, sio shift equivalentes

com lag= 6. Onde 7 e s sdo as transformacdes associadas a R e S.

3.2 Matrizes Inteiras

Matrizes completamente diferentes podem dar origem a subshifts do tipo finito topologica-

mente conjugadas. Por exemplo as matrizes

A=(2) e B= !
11

A relacdo de equivaléncia em matrizes que correspondem a conjugacao topoldgica dos
subshifts foi descoberta por Williams [Wil] e denotada por fortemente shift equivaléncia.
Williams também definiu outra relago de equivaléncia, chamada de shift equivaléncia. Ele
introduziu este conceito com o objetivo de reduzir o estudo de fortemente shift equivalente a
uma relacio para a qual fosse possivel fazer as contas. Temos que fortemente shift equivalente
implica em shift equivaléncia. A reciproca ¢ verdadeira em Z. Williams em [Wi2] conjecturou
que shift equivaléncia implica fortemente shift equivaléncia em Z.. Porém, Kim e Roush

[KiRo] mostraram que a conjectura ¢ falsa pelo menos para matrizes redutiveis.

Definicao 3.2.1. Sejam duas matrizes quadradas A e B com entradas em Z7*. Dizemos
que A é shift equivalente’ ¢ B se existem duas matrizes retangulares R, S sob Z* e um inteiro

m tais gue RA = BR, SB= A5, SR= A™ ¢ RS = B™.

TObserve que nao se exige que A, B tenham det % 0
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Definicao 3.2.2. Duas matrizes quadradas A e B, com entradas em Z* sio ditas for-
temente shift eguivalentes se existe matrizes inteiras ndo negativas, ndo necessariamente
quadradas, B; e 8, 1 <4 <n, tais que A = RS, B=5R, e Riy1 541 = S;R; para
1<i<n.

Exemplo 3.2.3. Sejam

1 1 0
1 1
A= e B=10 0 1
10
1 10
L1 o 10
Se tomarmos R = ;O ) eS =110 11 temos que AR = RB, BS = 5A e ainda
1 0

SR =Be RS = A Logo A e B sao fortemente shift equivalentes, onde a seqiiéncia de

matrizes tem comprimento um.

Note também, que A e B sio matrizes shift equivalentes segundo a definicio de Williams
'Wil], mas como det(B) = 0 segue que a transformacio associada a B néo é um endomor-
fismo, logo ndo é um exemplo de shift equivaléncia se olharmos pela definicdo acima dada
por [FrRij.

Daremos agora ¢ contra exemplo apresentado por [KiRo! para a conjectura de [Wi2] citada

anteriormente.
Exemplo 3.2.4. Considere as matrizes

U 0 U 0
A - . B p—
I U UdU-I) U
Temos que B é ndo negativa e A e B sdo shift equivalentes, mas no entanto nao sao fortemente

shift equivalentes, onde

0 0 11 1000
o jJ1 o000 0100
g1 00 001290
0 010 0 0 0 1

A prova desse fato se encontra em [KiRo].
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A seguinte proposigdo mostra que a reciproca da conjectura é sempre verdadeira.

Proposi¢ac 3.2.5. Duas mairizes fortemente shift equivalentes A e B sdo shift equivalentes

(independente do anel dado).

Demonstragao:

Como A4 e B sao fortemente shift equivalentes, temos que existem matrizes inteiras nao ne-
gativas, ndo necessariamente quadradas, R, e S;, 1 <i < n, talsque A = RS, B=S,R,
e Rii1Sip1 = SiR; para 1< i< n. Observe que
A2 —_ R1 51R1 Sl = R1R25251
N

‘43 - R4 51R1 SlRl S]_ = Rle SQRQ SQSl —_ R1R2R3535251

An = R151R1 [P S}R}Sl —— R}stgRg .. SgRgSle
= RlRQRgSg e R3535251 = ...= R}_ .. RnSn - Sl.

Para as poténcias de B, temos

BQ = S’J’l R;;Sn Rn = S’ns ——IRIL——IRTL

BB = Sn Hn n fln =
S R Sn Rn Snsn——l Rn—ls =1 RnMZRn
= Snsn——lsn—-QRn——?Rn—}Rn

BY = SanSn S RnSan = SnS —an——ISn—l s Rnwlsn—wan—an
= Snsnwl nm2Rn-2 - Sn%2an»~QRn—an = ... = Sn s SIRI e Rn

Tomando entao

RZRERQRH e S:SﬂS’n_lSl
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temos RS = A™ e SH = B", e tammbém

.AR - R151R1R2 FOFEN er = R}_RQSQRQ N Rn
= ...=R,...R,_15, R,_1R,=R,...R,S,R,, = RB,

SA = SnSn—l--- S}Rlsi = Sn...R25251
= ... = Sﬂsn_IRn_l... 51 = SanSnSl = BS.

Portanto A e B sao shift equivalentes. 0

Encerramos aqui esta sessio sobre matrizes inteiras. E agora tendo a definicio de
shift equivaléncia, o objetivo da proxima sessdo é a definicdo do indice e algumas de suas

propriedades.

3.3 O Indice via Franks-Richeson

A fim de definir o indice de Conley, precisamos mostrar que para quaisquer dois pares filtragao
de um conjunto invariante isolado S5, as aplicagbes correspondentes nos espacos pontuados
sio shift equivalentes, isto serd feito no teorema(3.3.4). Em outras palavras, a classe de shift
equivaléncia das aplicacSes espaco pontuado é um invariante de S, pois independe da escolha
do par filtragio. Porém, essa invariincia é ainda restritiva, jd que shift equivaléncia néo é

um invariante homotdpico. Para ver isto, consideremos
f:R— R onde f(z)= 2z,
que vimos no exemplo(3.1.2) ser shift equivalente a
g:R— R dada por g(r)=8z.
Mas no entanto, temos que a aplicacio

r: R — R tal que ’r(:c):%x
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¢ homotopica a [, mas ndo shift equivalente a g.

Vamos considerar entdo a classe de homotopia das aplicagdes preservando ponto base
tendo fp como representante e denotada h,(S}. Dal consideraremos a relacdo de shift equi-

valéncia nessas classes h,(S) e assim obieremos um invariante homotdpico, que definiremos

em (3.3.5) como o indice homotépico de Conley.

Exemplo 3.3.1. Seja novamente a aplicagdo quadrética do exemplo (2.2.15), f : R — R
tal que flz) = 5z(l — z). Vimos que P = (N,L) e P’ = (N', L) formam pares filtracbes
para o conjunto invariante S = A e calculamos suas respectivas aplicagdes espago pontuado

no exemplo (2.2.20). Vamos agora mostrar que fp e fp sdo shift equivalentes. Para isso,

primeiramente definimos, r: N — N}, tal que
r([L]) = LT e r([z]) = p'(z) = {z] caso contrdrio

e s: N, — N onde,
s([L']) = [L] e s([z]') = p(f(z)) = [f(x)] caso contrario.
Temos entao,

(so fe)(ILT) = (L) =[L]= fe(IL]) = fr(s(ILT))
= (fpos)(ILT).

Para x tal que f{z) € L' temos,

(so fe)lz]) = s((f(@)]) = (@)= fe(f()])

Caso f(z) € L', basta observar que f(r) € L.
(rofe)(iL)) = r(L]) =L = fo(r(L)) = (fp o r)([L']).
Se [f(2)] # (L], temos

(rofeilz]) = r{fla)]) =f(@)] = folal)
= (Jpor)([z]).
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Caso contrario, temos z € L' e conseqilentemente o resultado segue. Temos diretamente da
definicio de r e sque sor = fp e ros = fp. Ou s¢ja, as aplicagdes r e s satisfazem as

condicdes de shift equivaléncia, apresentando lag = 1. Geometricamente podemos observar

- CXO

que a compOosigac s o r cobre duas vezes Ny,

O
o e, s,
O s 7 S
. : ——

Figura 3.1: sor cobre duas vezes Nz.

Observamos aqui que h,{S) ndo é um invariante de S, pois depende do espaco pontuado.
N&o podemos ter fp e fp homotdpicas, ja que estdo definidas em espagos diferentes, no

entanto sao shift equivalentes.

Consideramos agora N" = ({a, 8] U v, 8] U [r, s] U [u,v]}, que também é bloco isolante

e L" vizinhanca suficientemente pequena de (N”)™ tal que f(L") = L', obtemos outro par

filtracio para S = A que tem como espaco pontuade N7. um bouquet de oito circulos.

;
T b c d 1o

it
[ouy

! 8 A 3 ~ 3 Y

; T 5 U v
R - IRSR-—m— |- R —— |

Figura 3.2: Conjunto N".

Também como nos casos anteriores, fpv : N/, — N[, cobre duas vezes o espago

pontuado N7.. E mais, fpr é shift equivalente a fp, com lag 2. Para ver isso, basta tomar
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as aplicacdes, r : Ny — N7, tal que

(LM sex e {la, o) U B, v U4, 0]),

N

56}
[LM" sex € [c 7l U s, u] U v, d}),

ir, sl Ulu,v]).

(1
z]"  sez € (o,
(
(a

z]" seze€

s: N, —+ N tal que
s((L=1L]) e s{la]") =[f*z)]sex e N"\ L".

Seguindo o raciocinio utilizado nos casos anteriores obtemos entdo uma shift equivaléncia
entre fp e fp com lag = 2. Geometricamente temos que tanto r o s quanto s o r cobrem

quatro vezes seus respectivos espagos de definigéo.

Figura 3.3: ros= fi. esor = f}

Daremos agora dois lemas, que sao casos especiais de pares filtracao para S, cuja func¢éo

continua f possui a propriedade f(L) < int(L). Estes lemas serfo utilizados na demons-

tracio do teorema(3.3.4).

Lema 3.3.2. Suponha Py = (N.Lg) ¢ P = (NUL, L) pares de filtragées para S = Inv(N \ L),
e que Lo © L e f{Ly Cint(L). Entdo as aplicagbes induzidas, fp, € fp, nos correspondentes

espacos pontuados sGo shift equivalentes.
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Demonstragao:

Seja @ = N U L, logo P = (Q, L). Sabemos que f induz as seguintes aplicagdes associadas

aos pares Fy e P,

r Lo] L
fpo : f\'fLO — _"?\’ILG tal gue, fpo([x}a) _ [ Olo sex 0

[f(z)], «caso contrério

onde [z], = po(x) e po : N = Ni, é a aplicagio quociente,

L] el
fri QL —Qu tal que, fe(lz) =4 -~

f{z}] caso contririo

onde [z] = p(z) e p: @ — Q1 é a aplicacdo quociente.

(Queremos provar que fps e fp sdo shift equivalentes, isto é, existem 7 : Np, —> @1 e

s @ —» N, tals que

rofe =fpor, sofp=/fpos sor=fp e ros=fp

Defina entdo r : Ny, — Q dada por r{[{Lo],) = (L] e r{[z],) = p(z) = [z] para todo

ponto em Nz, \ {[Lo)y}, onde identificamos Ny, \ {[Lo],} com N \ Lg.
e r esta bem definida.
De fato, sejam [z}, . lyl, € Ny, tais que [z], = [y],. Logo z,y € Ly ou z = y.
Caso z,y € Lo C L, temos r{iz],) = r([y],} = [L].
Caso z = vy, temos p(x) = ply) e dai r([z],) = r{[y],)-

e T é continua.

Para elementos em Nz, \ {{L;],} temos que r é continua, pois p é continua. Agora, para

verificar a continuidade em {[Lg],. tomemos uma seqiiéncia em Np, \ {[Lo],} convergindo

para [Lg],, entdo {0y ([z.],)} estd eventualmente em V', vizinhanca de Ly em L. Daf temos

que para n maior que um certo ng > 0, x, € V C L. Portanto {p{(z,)} é uma seqiiéncia

eventualmente constante igual a (L1

e Temos também ro fp = fpor.
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De fato,
(fpor){Llel) = Fe(riLdy)) = fr([L]) =[L] =r([Lo],)
- T(fPQGLGEO)) - (Tofpa)([LU}a)'
Agora. se z € {({L\ Lo) N N) com f(x) € L, entdo
(fpor)zly) = fellz]) =L =r([Lol)
= r([f(@)]y) = {ro fp)(lz],)-
Sex € ((L \ L{}) n j?\‘?) mas, f(.’C) e L \ Lg, entdo
(Fporilzly) = fe(le) =[L] = [f(z)] = r([f(z)],)
= r{fp,([z],)) = (ro fr,)([z].)-

Se z € (N\ L), como Lg é vizinhanca de N~, temos f{x) € Ly ou f(z) € N\ L.
Considerando f{z} € Ly, temos,

(feor)llzl,) = fell=

D =@ =L =r(Lo) = r{{f()],)
= 7(fp,(]

z),)) = (ro fp,)izly)-

Caso, f(z) € N\ Lo, temos,

(feori(lzl) = frllz) = [f)] =r(f(=)],)
i )

Portanto, r estd bem definida.

Pela definicio (2.2.3) temos que Lg contém o conjunto de saida de N e SN L = @.

Assim se x € L NN, entdo = nao pertence ao conjunto

S=TInv(Q\ L) = Inv(N\ Lg) = ﬂfnv

Logo, existe n, > 0 tal que £ € Inv™ (N \ Lg). Ou seja, ndo existe um segmento de érbita

{2310 ¢ (N\ Lg), tal que, 70 = z e @44y = flay),t = {~Tz,... ,ne — 1}, Assim para
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algum [, fi(z) € (N\ Lg), implicando que, f(z) € Ly ou f'(z) € N, mas Lg é vizinhanca
de N~ em N, entdo temos que existe k < [ tal que f*(z) € Ly. Sejan = sup mn,. Para

] . ze(NNL)
z € {NNL) temos f (2) € Ly para algum k& < n. Defina entio

s Qr — Nig, onde s([L]) = [Lo], e s(iz]) = I8 ([2],) caso contrario.

Seja x € L, como f(L) C int(L), temos f(z) € int(L). Logo existe ¢ > 0 tal que
B{f{xz),e) Cint(L). Como f é continua existe o, > 0 tal que

f(B(z,02)) C B(f(x),¢) Cint(L).

Seja entaoc

K =[] Bz, ).

z&L
Logo V = K N ¢ uma vizinhanga de L em @, e ainda f(V) C (f(K) N f(Q)) C int{L).
Portanto existe uma vizinhanca V de L em @, tal que f(V) C int(L).

e & é continua.

Em @\ {{L]} temos que s é composta de fun¢des continuas, logo continua também.

Para verificar a continuidade em [L], seja V' uma vizinhanca de L em @ tal que f(V) C
int(L), logo cada ponto z € V, temos f*(z} € Ly para algum k£ < n. Assim para cada
ponto z € NNV, temos fﬁ@({z]e) = [Lg],. ou seja, s(x) ¢ constante e igual a [Lg], em uma

vizinhanca de [L] em Q. Portanto continua em [L].
e sofp=/fpos
De fato,
(sofe)([L]) = s([L]) =[Lo], = fr,(ILol) = fr,(s([L]))
= (fp, os){[L]).
Agora consideremos x € N\ L, com f(z) € L,
(sofe)(lz]) = s(f(@)]) = [Lofy = fp, ([f(2)],)
= fp,(fp,([z]s)) = fr,(f5 Uzl,)) = (fp, o s)([z])-
Caso z € N\ L, mas f(z) € L\ Ly, temos
(sofe)(z]) = s((f(@)]) = [Lo), = fp,([Lol,)
= fp,(f2 ([z].)) = fr,(fB,([z)) = (fr, o 5){[z]).
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Para finalizar, seja v € N\ L com f(z)e N\ L, entdo

(s o fr)(iz])

U@ = F3 (F @) = 78 (Fr, (2l) = F57((el,))
= Fr (5, ([2])) = £, (s(a]) = (fr, = 5)([3])-

® sor:fgog e também ro s = fI

E\TL QL *’?VLO QL
De fato,
(s07)([Laly) = s(Z)) = [Lly = 3 (L),

Para = € Nz, \ {[Lo]} temos

[LO]O = f}ge([x]a) se,z € L \ Ly
JE (=) se,z € N\ L.

Temos que [Lol, = f3 ([z].), pois existe & < n tal que f*(z) € Lo, dai [z *{[f*(z)],) =
G
2 (Lo),) = (Lol
Assim sor = [p .

Para verificarmos que r o s = f2, notemos primeiro que

(ros)([L)) = r([Lo]o) = [L] = fB([L])-

Agora para £ € N\ L, temos

(ro )] = rifp ol = r(ln)) = | 1 SR s S S o K

f™(z)] = fB(lz]} caso contririo.
Ou seja, para todo ponto de @, temos (r o s){[z]) = fA([z]).

Portanto, tendo provado todos os itens acima, temos fp ~; fpﬁ. [

Lema 3.3.3. Suponha P' = (N', L) e P = (N, L) pares de filtracdes para S, e que N\ L C
NNL e f(L) Cint(L). Entdo as aplicagies induzidas, fpr € fp, nos correspondentes espacos

pontuados sao shift equivalentes.
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Demonstragcde: Considere a aplicagdo continua r @ N — N} dada por
r({L]) =[L] e r{z]) =/ (z)=[z] caso contrario,

onde ¢ : N' — Ny é a aplicacdo quociente e como antes identificamos Np \ {{L]} com
N\ L. Temos fpor=ro fp
De fato,

(feror)([L]) = [p(L]) = [L) =r{{L]) = r(fp(L])

Para z] € N\ {[L]},

fpror)iz]) = fe(a]) =[f=)] =r{f=)])
= r(fp(a)) = (rofp)({x]).

Para a definir a aplicagao s, vamos primeiro mostrar que existe n > 0 tal que f*(N') C
int(N). De fato, como f{L} C int(L) e int(L) C int(N), temos f(L)} C int(N). Assim se
z & (LNN"), segue que f*{x) € int (V) para todo n > 0. Suponhamos agora r € (N'\ L) tal
que exista k, > 0 com f*=(z) € L, logo f*(z) € int(N) para todo n > k;. Caso z € (N'\ L)
com f*(z) € (N'\ L) para todo k > 0, temos por {2.2.7) que w(z) C S. Dal existe n, tal
que f¥=(z) € int(N). Tomando n = supk,, temos f*(N') C int(N).

TEN'
Definimos entéo s : Ny —> Ny por

s(L =L e s([z]) = p(f"(z)) = [f*(z)] caso contrario,

onde p: N — N é a aplicacio quociente e identificamos Nj \ {[L]} com N"\ L.

Temos s continua em N7 \ {[L]}, j& que ¢ composta de fungbes continuas ai. Verifiquemos
agora a continuidade em [L]'. Suponha que {{z,]'} seja uma seqiléncia em N convergindo
para [L]'. temos entdo que {s([z,]'}} é uma seqiiéncia eventualmente constante e igual a

L] € Np. Mostremos agora que s o fpr = fpos.

(sofe)(IL]) = s(L]') = [Lol = fr(iL]) = fr(s([L]))
= (fpos)(L]).
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Agora para T € N \ L, temos
(sofp)(lz]) = s(f(x)]) = [f"{f{z)})]
= @)
Por outro lado,
o) = el = A== D] e @) € Lk
()] = ()] Caso CONtrario.
Falta ainda mostrar que so7 = fg e ros= fj.
(ros)([Z)) =r(L]) =[L]' = fR([L])-
Agora para x € N/ \ L, temos
(ros)(fz]) = r({{fMo)]=[f"=)] = fp(=])
Para a composicao s o r obtemos,
{(sor)([L]) = s([L]) = [L] = fR([L]),
e para = € N\ {[L]}
(sor)(lz]) = s{{{z)]) = [f"(z)]
= fp(lz])
Portanto fp ~s fpr- O

Daremos agora © teorema que relaciona as aplicagoes espaco pontuade associadas a

pares filtragdes qualsquer para um conjunto invariante isolado.

Teorema 3.3.4. Suponha P' = (N',L") ¢ P = (N, L) pares de filtracées para S. Entéo as

aplicagdes induzidas, fp e fp, nos correspondentes espagos pontuados sdo shift equivalentes.

Demonstracao:

Como P’ = (N'.L") e P = (N, L) sfo pares de filtracdo para S, temos S ¢ int(N\ L) e

também S C int(N'\ L"), e dai

S (int(N\L)nint(N'\ L)y = V.
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Logo V' € vizinhanga de S em N e em N'. Pela proposi¢do (2.2.10) temos

Existe €; > 0 tal que C, (N, S) C V.
Existe €2 > 0 tal que C,(N',S) C V.
Logo, se € = min{el, e}
CN,S) C C,{N,S)CV cint(N'\ L).
Ce(N',S) C Co, (N, 8) CV Cint{N\L).
Assim, se x € C (N, S5), temos que © € N e existe uma e-cadeia {z, ﬁﬁ C Ncomuzg =1
e I, T_p €S,
Como C.(N,S) C int(N'\L') C N', segue que z € N'. J4 que cada elemento da ¢-
cadeia {z,}7F pertence a C.(N,S) (obs(2.2.9)}, temos ela também pertencente a N'. Logo
z € CAN'",S), ouseja C{N,S) C C(N',S). Com os mesmos argumentos podemos ver que
C(N',§) C Ce(N, 5).
Portanto para € suficientemente pequeno temos, C.(N', S) = C.(N,S) C V.
Seja B = m Veremos que se By é uma vizinhanca suficientemente pequena de B~
em B, entio Fy = (B, By) é um par filtracio com a propriedade que fp, € shift equivalente
tanto a fp quanto a fp. Provaremos a shift equivaléncia para fp. j4 que os argumentos sio
0s mesmos para ambos os casos.

Como identificamos Ny \ {{L1} com N\ L, podemos considerar B como um subconjunto
de Ny e a aplicagdo como sendo fp. Assim B~ = {z € C{N,S) tal que fp(z) ¢ int(B)}.
Da definicio de C.(N,.S), temos que z € B~ implica que ndo existe uma e-cadeia de fp(x)
para S. Logo pela observacao(2.2.7) o conjunto w(z) pode ser somente o ponto [L]. Disto
segue que existe um n > 0 tal que para cada z € B~ temos fE(z) = [L]. Se By é uma
vizinhanca suficientemente pequena de B~ em B, o mesmo acontece para os pontos de By.
Definimos K € N como (int(fp"([L])}}. Entdo fp(K) C int(K), pois, f5'([L]) ¢ uma

vizinhanca de [L} e para cada seqiiéncia convergindo para um ponto de fp{K) temos sua

imagem sob f;‘l convergindo para [L]. Assim cada tal seqiiéncia estd eventualmente em K.
Temos também que By C int{K).
Assim R = (N, K) e Q@ = (B U K, K) sio pares de filtracdo para S. Completamos

a prova mostrando que fp : Ny /K - Ny /K é shift equivalente a fp : Ny — N e
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fp, : By, —* Bp,. Pelolema(3.3.2) fp ¢ shift equivalente a fg e pelo lema(3.3.3) fq € shift
equivalente & fr. Assim fg € shift equivalente 3 I,

Para verificar que fr € shift equivalente & fp, notemos que se p: N — N € a aplicacdo
quociente entdo podemos identificar os espagos pontuados (e aplicagbes) dos pares de filtragao
(Np, K) e (N, p7H(K)). Pelolema(3.3.2) fp é shift equivalente a aplicacdo espaco pontuado

associada ao par (N, p7 (K)) que identificamos com fg. 0

-

Sejam X e Y espagos topoldgicos pontuados e [f] : X — X e [g] 1 ¥V —= ¥V
classes de homotopia preservando ponto base. Dizemos que (X,[f]) e (¥,[g]) sfo shift
equivalentes se existem aplicagdes de classe de homotopia [r] : X — Y e s]: ¥ — X tais

que [gor] = [rofl,[segi=[fos], [ros] =[g™ e[sor]=[f"] para algum m.

Definicdo 3.3.5. Sendo S um conjunto invariante isolado para uma aplicacdo continua,
definimos o indice homotdpico de Conley para S como a classe de shift equivaléncia de h,(S),

onde P = (N, L) é um par filtragio para S e o denotamos por h(S, f) ou simplesmente h(S).

Definido este invariante homotdpico, podemos aplicar funtores para obter novos inva-

riantes, como o indice homolégico, indice cohomolégico, ete.

Listamos agora, duas importantes propriedades do indice de Conley. A propriedade de
Wazewski e a propriedade de continuagao(homotopia).

Dizemos que h(S) = 0, se cada aplicacdo espa¢oc pontuado para S for shift equivalente

(na categoria de homotopia} & aplicac&o no espago pontuado constituido de apenas um ponto.

Exemplo 3.3.6. Considere f : R — R dada por f(z) = z + 1. Vimos no exemplo(2.2.4)
que N = [0,1/2]U[1,3/2] e Le = ([0,¢] U[1/2 — ¢ 1/2] U[1,3/2]),¢ > 0 suficientemente
pequeno, formam um par filtrago para S = @. Como fp : Ny — N é constante igual
a [L], temos h(S) = 0. Este exemplo apresentado aqui, é um caso particular da seguinte

proposicao.

Proposicao 3.3.7. O congunto & € um conjunto invariante isolado, onde h(&) = 0. Daf
seque que, se h{S) # 0 entdo S # O.
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Teorema 3.3.8. Suponha fi : X x [0,1] — X wuma homotopia continua e N uma vizi-
nhanca isolante para fo, com Sq = Inv(N, fo). Entdo existe um € > 0 tal que N € vizinhanga
isolante para fa, A < €. Assim , h(Sp, fo) = R{S\, 1), onde S, = Inv(N, fr) e A < e

Demonstragdo: Segue do teorema(2.2.12).

Como conseqgiiéncia desse teorema, temos que, dados uma variedade M e uma aplicacgao
continua f : M — M com vizinhanca isclante N e um conjunto invariante isolado 5 =
InuN entdo existe uma vizinhanca V' de f na topologia C% com a propriedade que N é
uma vizinhanca isolante para toda f e V. Conseqlientemente, h(S, f) = h(§ \ f) onde

S = Inv(N, f).

Exemplo 3.3.9. Considere f e P = (N, L) como no exemplo (4.1.4). Temos entdo que a

aplicagdo espaco pontuado fp: Ny — N € dada por

I _
Fell(zv) [L] se, (z,) € L

[

)ﬂ

p((2z, 5y)) caso contrario,

<]

N,

1

Figura 3.4: Espaco Pontuado Ny

72
i

Consideremos agora a classe das fungbes homotépicas a fp. Temos entdo que o indice

homotépico de Conley, A{S), é a classe de shift equivaldncia de h,(S) = [fp).

Exemplo 3.3.10. Para este exemplo, vamos considerar a ferradura de Smale apresentada
no capitulo 1. Seja N = [0,1] x [0,1] = Q. Vimos no capitule 1 que F~'(N) NN N F{N)
é formado por quatro quadrados no interior de IV, ou seja, N € bloco isolante. Logo, se
I é uma vizinhanca suficientemente pequena de N~ = @\ {V1 U V,) em N, temos pelo
teorema(2.2.12), que P = (N, L} é um par filtracdo para S = A,

A aplicagdo espaco pontuado associada a P, Fp: Ny — N, é dada por

L se .\,
ol =4 @y el

plF(z,y)) caso contrario.
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Figura 3.5: Espago Pontuado Ny para ferradura.

e seu comportamento é semelhante ao da fungdo dada no exemplo {2.2.15). Temos entdo
h,(S) a classe de homotopia de Fp, e portanto A(S) é a classe das fungdes shift equivalentes
a h,(S).

Os exemplos acima mostram a dificuldade do cdlculo do indice homotdpico mesmos nos
casos mais simples.
Para tanto, aplica-se funtores de homologia e cohomologia ao indice como veremos no

capitulo seguinte.



Capitulo 4

Outras Abordagens para a Definicao
do Indice

Neste capitulo vamos definir o indice homotépico de Conley baseado nos trabalhos de
A Szymezak, onde € utilizada a teoria de categorias. Veremos que dado um par filtracdo
para um conjunto isolado 5, temos A (S) equivalente a classe dos isomorfismos de (N, fp)
na categoria de Szymczak (Htop. ), ou seja, a definicio do indice homotdpico de Franks e
Richeson e a de Szymczac se equivalem. Veremos também a defini¢io do {ndice cohomolégico,

com base nos trabalhos de M.Mrozek, onde daremos exemplos do cdlculo do indice.

4.1 Indice Homotépico via Szymczak

Iniciamos esta sessdo com a definicdo da categoria de Szymezak, que serd utilizada para

a definicdo do indice.

Seja K uma categoria. Definimos a categoria dos objetos munidos com um morfismo

sobre K, denotado por K,,, como segue:
Ob(Kp) ={(X. f) : X € Ob(K) e f € Morg(X,X)}.
Agora para (X, f), (X', f'} € Ob(K,,) definimos

ﬁ’jOTKm((}(= f) (XI: f!)) = ‘Mr((X f)‘ (le f’))/ -~

49
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onde,

MUX, LX) ={{¢g.n) e Morg(X, X)X ZT :go f= ['og}.
e "~ & uma relacido de equivaléncia, assim definida, (g1, n;) ~ (g2, n2) s€, e somente se,
existe & € Z7 tal que o diagrama abaixo comute,

ny -k
.M ¥

X

J{f"?*‘“ lgz
X 5 X

Um morfismo em Morg, (X, f), (X', f')) tendo como representante (g,n), serd denotado

por [g, 7.

A composicao dos morfismos

lg.7] € Mok, (X, f). (X, f)) e [¢'.n] € Morg, (X', /), (X", ")

é definida por
[¢',n"T o [g.n] = [g 0 g,n' + n].
Temos ainda que os morfismos identidade pertencentes a Morg,, ((X, f), (X, f)) sdo da
forma Id(X,f} = [id}g O]

Chamaremos uma tal categoria K, = {Ob(K,,,), Mork, } de categoria de Szymczak.

Definicdo 4.1.1. Dizemos que (X, f) e (X', f'} em K, sdo isomorfos se existem morfismos

lgr, 7l s (XL ) — (X F) e [gaune] o (X7, f7) = (X, f) tais que

Igla nl] o [927712]5 = I(i(X’,f’)

(g2, 2] 0 (g1, m] = Tdix 5.

Seja Htop a categoria dos espacos topoldgicos pontuados, onde morfismos em Hiop
sio classes de homotopia preservando ponto base. Denotaremos a categoria de Szymeczak

associada a Htop por Htop,. As classes de isomorfismo em Htop,, definem o indice de

Conley, como veremos na defini¢do seguinte.

Definicdo 4.1.2. Seja S um conjunto invariante isclado para a aplicado continua f : X -

X. O indice homotopico de Conley de S, denotado por h{S, f, X), é definido como a classe
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dos objetos isormorfos a (N/L, [L]), [fn.1]) € Ob(Htopn). Szymczak provou em [Sz] que essa

classe independe da escolha do par indice (N, L), logo
h(s f: X) = [(-:\F/L! [LD ff\LJ

Veremos no proximo teorema que isomorfismos na categoria de Szymczak equivalem a

shift equivaléncia. Vale ressaltar que este teorema vale ndo apenas para Hitop,,, mas para

categorias de Szymczak em geral.

Teorema 4.1.3. Suponha que (X, f), (X', f) € Ob(K,,). Temos que (X, f) e (X', f') sdo

isomorfos se, e somente se, [ e f' sdo shift equivalentes.

Demonstragéo: Suponha que f e f’ sejam shift equivalentes, por defini¢io existerm m € Z™,

r: X — X'es: X — X tais que
rof=for sof=Ffof ros=fT"esor=(f)"

Temos que [r,m] € Morg, (X, f), (X', f1}) é um isomorfismo cujo isomorfismo inverso é
[5,0] € Morg, (X, f),{X", /)), pois, da comutatividade do diagrama

x Lo x

lm lz’d

X 2. X
segue que {5,0)o(r.m) = (sor,m) ~ {(idx,0). Similarmente, (ros,m) ~ (idx,,0}. Portanto
[r.m)] e [s, 0] sdo isomorfismos inversos.
Reciprocamente, suponha que (X, f} e (X', f’) sdo objetos isomorfos na categoria de Szymc-

zak, existem entéo [r.t] € Morg, (X, f), (X', f)) e [s,u] € Morg, (X', f'}, (X, f)) morfis-
mos inversos. Dal segue que

(sor,t+u) ~ (idx,0) e (ros,t+u) ~ (idy,0).

Temos entdo ro f = flor, fos = so f' e existem k., ky € Z* tais que os diagramas abaixo
comutam
ft+u+«kl (ff)t—:-u+k2

X
lf;“i lid J(f’)‘“? J'id

X sOT X X, TOS X,
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Sejam k == max{k:,ko}, m =t +u+k & =ser =roff Assim temos
T’Ofﬂf”OTf7 .S’IOf!:fOSI, T’OSIZ(f,)mGS;OT’:fm.

Portanto f e f's&o shift equivalentes. O

O teorema acima garante a equivaléncia entre a definicio do indice homotdpico de
Conley apresentada por Szymczak e a definicio dada no capitulo anterior por Franks e
Richeson. Em outras palavras, dado um par filtracdo (N, L) para um conjunto isolado S, a
classe dos isomorfismos (N, fp) na categoria de Szymczak, A(S, f, X), é o indice homotépico
de Conley A(S) definido por [FrRil.

O proximo exemplo ilustra o teorema (4.1.3).

Exemplo 4.1.4. Seja f : R* — R? dada por f{z,y) = (2z,y). Considere os conjuntos
compactos em B*, NV = [-2,2] x [-2,2] e L = [-2,~-1+ ¢ x [-2,2] U [l — ¢,2] x [-2,2].
Temos que o par (N, L) é um par filtragdo para S = (0,0). Tomando Q = [—1, 3] x [3,2],
obtemos que o par P’ = (N, L} onde N' = N UQ é outro par filtragio para S. Veja figura

Figura 4.1: Par Filtracdo P’ = (N', L).

A aplicacao induzida fpr é entdo dada por,

Jr(zl) = fellz]) sex €@
felel) = [fln)] szeq.
Considerando a inclusdo ¢ : N/L — N'/L, temos o diagrama comutativo
N/L 2y N/L
g ,%

N'JL -2 N'/L
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ou seja, ifp = fpoi. Logo para todo n € Z7, segue que [([i],n)]

(N/L,[fpl) e {N'/L,[fp]}. Considere agora h: N'/L — N/L, onde
lz]y = [z se 2€Q
h(lz]) = [fl(z)] se z€ Q.

segue dai que
hofellz]) = froh((z]) se z ¢ @,
hofrllzl) = h(f(@)) = f@), se zeQ,

Feob[z]) = fp([f(z)]) =[f*(=)], se z€Q.

Logo o seguinte diagrama ¢ homotopicamente comutativo

N'JL 2 N1/
» |
~-

N/L -2 N/L

¢ um morfismo enire

Portanto, para todo m € Z7, temos que [({#],m)] é um morfismo entre (N'/L,[fp]) €

(N/L.[f))

Queremos encontrar m,n € Z* tais que
[(Th )] o [(i], m)] = [({Td, ), 0]

(@ m)} o [([A]. n)] = [([Zdw, ], 0)].

Ou seja, encontrar valores para m, 7. k,j em Z7T. tals que os seguintes diagramas sejam

homotopicamente comutativos

L ¥ Ny L e A
é{fP)k Ehciﬂd l(fpf)j luh:w
N/L LN N/L N'/L LN /L

Basta tomarmos m = n = U e 7, k inteiros positivos quaisquer, para termos o desejado.
Portanto temos que (N/L, [fp)) e {(N'/L,[fp]) sdo isomorfos em Htop,,.

Pelo teorema (4.1.3), temos entdo que (N/L, fp]} e (N'/L,[fp]) sdo shift equivalentes
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com lag = m onde, m = max{k,j}, s=her=1if% Ousga,

[slolfer] = [fells
[Flolfel = liofFllfe] = (fprlolia fE] = [fololr]
" = (i fFL[h) = [#2]

[slolr] = [Al[iofB] = [f5].

4.2 Indice Cohomolégico de Mrozek

Iniciamos esta sessao com as definigtes de nucleo e imagem generalizados, que s&o ne-
cessérias para a defini¢do da reducéo de Leray. Em seguida definiremos o indice cohomolégico
e apresentaremos alguns exemplos.

Denotaremos por 3 a categoria dos endomorfismos, onde um objeto de & é um par (F, f)
sendo F um moédulo sobre um anel e f : FF — F um endomorfismo. Analogamente deno-
tamos por I a categoria dos isomorfismos.

Sabemos que se f : F' — F for uin isomorfismo, para todo n € N, f*(z} = 0 se, e somente
se, ¢ = 0. Mas se f for apenas um endomorfismo podemos ter f*(z) =0 com z # 0 para al-
gum n € N. Assim z € ker(f") para algum n. Analogamente, temos Im(f") = Im(f) = F
se f for um isomorfismo. J4 para monomorfismos, nem sempre esses conjuntos coincidem.

Com a idéia de generalizar a definicio de nicleo e de imagem temos a seguinte definicio

Definicao 4.2.1. Seja f : F — F um endomorfismo. O nicleo generalizado de f é dado
por
gker(f) == {z € F : f"(x) =0, para algum n € N}.

Suponha agora g : F' —+ F' um monomorfismo, definimos a imagem generalizada de g por
gim{g) ={z € F:3 {,}22, C F tal que g"(z,) = z para todo n € N}.
Como flgker(f)) C gker(f) temos induzido o monomorfismo

f'o F/gker(f) — F/gker(f) tal que f'([z]) = [f{z)].
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Facamos entdo LM(F, f) = (F/gker{f), f) € &.
Seja ¢ € um morfismo entre (E.e) e (F,f). Segue da definicho de morfismos que

olgker(e)) C gker(f). Logo podemos definir a aplicagio
¢ Efgker(e) — F/gker(f) tal que ¢{[z]) = [p(z)].
Assim temos o seguinte diagrama comutativo

E/gker(e) —— E/gker(e)

lw’ J';a’
F/gker(f) —— F/gker(f)
Facamos LM {¢) 1= ¢'. Logo temos que LM (i) é um monomorfismo entre LM (F, f)
e LM(E,e).

Agora para a imagem generalizada de um monomorfismo f. temos f(gim(f)) C gim{f).

Logo podemos considerar a aplicacéo

f"gim(f) — gim(f) dada por f"(z) = f(z).

Temos que f” € um monomorfismo sobrejetor, ou seja, um isomorfismo.
Facamos agora LI(F, f} = (gim{f), /") € S.
Consideremos @ um morfismo entre (E,e) ¢ (F, f), onde e, f sio monomorfismos. Como

temos @(gim(e))) € gim(f), podemos definir a aplicagao
¢ gim(e) — gim{f) tal que ¢"(z) = o(z).

E temos ainda o seguinte diagrama cormutativo

gim{e) LN gim(e)
|

At
L

i
!
‘ ! .
gem(f) —— gim(f)
Fazendo LI{¢) = ¢", temos que L1 () é um morfismo entre os objetos LI{F, f) e LI{E,¢)

pertencentes a 3.

Definicao 4.2.2. Dado (F, f) € &, definimos a reducdo de Leray como a composicdo LI o
LM(F, f), e denotada £(F, f). Se ¢ é um morfismo entre (E.e) e (F, [}, entio £(p) =
LI(LM ().



Indice Cohomoldgico de Mrozek 56

A seguinte proposicao nos diz gque £ restrita a 7 é simplesmente a identidade.

Proposicao 4.2.3. Sejam (E.e), (F. f) € B, com e, f isomorfismos. Entdo £(E.e) =
(E.e), £(F, f) = (F. [} e se ¢ é um morfismo entre (E,e) e (F, f), entdo £(¢) = .

Vamos agora definir o {ndice cohomeldgico de Conley.
Lema 4.2.4. Se (N, L) é um par indice para um conjunto isolado S, entdo
1. (NLy c (NUF(L). LU f(L)).

2. A inclusdo iy (N, L) — (N U f(L), LU f{L))induz um isomorfismo na cohomologia

de Alezander-Spainer.

Seja entdo a aplicacido
frop =10 (i) HY(N,L) — H'(N.L)

onde

FPoHY(NUF(L), LU f(L)) — H*(N, L)

é a induzida cohomoldgica da f. A aplicagdo f3 ; é chamada aplicagdo indice. Temos entao

que o par (H*(N, L), f% ;) pertence a 3.

Agora daremos um resultado importante que assegura que o indice cohomoldgico esta
bem definido.

Teorema 4.2.5. Suponha (N', L'} e (N, L) pares-indices para um conjunto isolado S. Entdo
L(HY(N.L), frp) e LIHY (N, L), fr: 1) sdo objetos isomorfos em L.

Pelo teorema acima, a reducdo de Leray da cohomologia de Alexander-Spainer de um

par indice para um conjunto isolado S, s6 depende do conjunto S. Logo podemos definir.

Definicdo 4.2.6. Dado um conjunto isolado S, definimos o indice cohomoldgico de Conley

como o par Con™(S) = £L{H*(N.L), f% ). onde (N, L) é um par indice para S.
O indice cohomolégico de Conley possui trés propriedades. Sao elas:

e (Propriedade de Wazewski) Se Con*(S) # 0, entéo S # 0.
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e (Propriedade de Aditividade) Seja § = S5; U S; um conjunto invariante isolado, onde
5;, 5, sao conjuntos Invariantes isolados disjuntos. Entfo Con*(S) = Con*(5;) x

Con™(52).

s {Propriedade de Homotopia} Sejam A C R um intervalo compactoe f: A x X — X

uma aplicagio continua tal que para cada A € A,
fo: X — X definida por fulz) = F(A z)

¢ uma aplicagdo continua e /N é uma vizinhanca isolante em relacio a f,. Entio
Con*(Inuv(N, f1)) ndo depende de A.

Daremos a seguir um exemplo do célculo do indice de Conley.

Seja zp € R um ponto fixo de um difeomorfismo [ de classe C*. Dizemos que x4 é um
ponto fizo hiperbdlico se D f(xq) é um isomorfismo hiperbdlico, isto é, se D f(zq) no possui
autovalor de norma 1. Denotando por & o nimero de de auto valores de D f{z¢) com médulo
maior que 1, e [ o numero de auto valores reais de D f () menores que -1, definimos o indice

de Morse do ponto hiperbélico z; como o par (k,1).

Exemplo 4.2.7. Seja x¢ um ponto fixo hiperbdlico de um difeomorfismo de classe C*, f :
R* — R* . Entdo {x¢} é um conjunto invariante isolado.e

Coni({ze}) = para 1 7 &

(@, (—1)d) parai==%

onde, (k,1) é o indice de Morse de .

De fato, assuma sem perda de generalidade que 7o = 0. Primeiramente consideraremos
o caso em que f é linear, isto é, f(z) = Az, onde A é uma matriz real n x n. Como 4 é
um isomorfismo hiperbélico, logo podemos decompor R* = {/ ¢ V' como soma direta de dois
subespagos U,V invariantes por A, onde os autovalores de AY = Aly e AV = Aly sfo os
autovalores de A com modulo menor que 1 e maior que 1 respectivamente. E ainda existe
uma norma |||l em R* tal que |AY]] < 1e |(4Y)"}]| < L, ou seja, A é uma contracio e AV
é uma expansio. Seque entdo que {0} é um conjunto invariante isolado.

Suponha que A possua n autovalores diferentes. Escolha uma base do R™ em que A

nesta base tenha forma bloco diagonal, com blocos unidimensionais [A;] correspondentes aos
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autovalores reais A; e blocos bidimensionais

Ty COS @y T80 &y
TyEEN @y T COB L,

correspondentes ao par de autovalores complexos rezp(—ig;) e rjexp(iv;).

Definamos a aplicagao & : R x [0, 1] tal que

R(u,t) = tu+ {1 — t)sgn(u)ezp(sgn(lul — 1)in2),

onde.
i1 seu>90
sgr{u) =
-1 seu<0.

Para t € [0, 1], seja A; uma matriz de mesma estrutura bloco diagonal que A, e cujos blocos

correspondentes aos autovalores reais e complexos tenham a forma,

A(Aj, - cos{tye;) sen(ty;)
( (:,ut}) e h( ;ﬂt) —sen(t@j) Cos(tg}j)

b

respectivamente.

Temos |h({u,t)] > 1 para todo ¢ € [0,1], se |u| > 0 e A{u,t)| < 1 para todo t € [0,1],
se lu) < 0. Logo, a origem é um conjunto invariante isolado associado a cada A;. Aplicando

entdo a propriedade de homotopia do indice de Conley obtemos
Con({0}, A1) = Con{{0}, Ao).

Notemos que 4 = A;, e para t = 0 segue que Ay assume a forma bloco diagonal com o valor

-2 aparecendo [ vezes e 2 aparecendo k — [ vezes, sendo as entradas nao nulas restantes iguais

a % [ m%. Sejam
N={lz,y) e R xR"": |lz] <2elly] <2}
L={zeN:2<]z <1}
B={zeV |z <1}

S={zeV:l|z) =1}
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E facil ver que (N, L) é um par indice para {0}. Considere entéo as aplicagdes
d:(B,S) —=+ (B,S) onde d(u,v) = {u, —v)

a:(B,5) — (N.L) onde a(z) = (,0}.
Logo o seguinte diagrama ¢ homotopicamente comutativo,

N/L P N/

! i
la j’a
B/S ~%s B/S

Dai . o diagrama em homologia

H(N/L) 52 g v

I
J’Q-e ‘éa,
H.(B/S) —%— H.(B/S)

é também comutativo e temos entdo ., e d, isomorfismos. Logo,

sei#k
(Q,(-1)kd) sei=k.

Cons({0}, f) = (H.(B/S),d.) =

Para obter o resultado no caso de uma aplicacfo linear com autovalores com muitiplicidade é
suficiente construir uma homotopia ligando a aplicacdo A com uma aplicagdo A’ que possui
pares de autovalores diferentes e entdo aplicar a propriedade de homotopia.
Consideremos agora o caso de uma aplica¢io f qualquer. O fato que também neste caso {0}
¢ um conjunto invariante isolado segue diretamente do caso linear e do teorema de Hartman-
Grobman ([PaMe]). Seja A = D(f(0)). Temos f(z) = Az + r(z), onde r(z) = 8{||z|]).

Para A € [0,1] defina a familia de aplicacdes

fiulz) = Az + dr(z).

Fixo A € {0,1], podemos aplicar o Hartiman-Grobman teorema e encontrar (A} > 0 tal
que B(6(\)) = {z € R* : |zl < &8())} é uma vizinhanca isolante para f,, isolando {0}.

Um argumento de compacidade mostra que existe § > 0 tal que B{d) é uma vizinhanca
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isolante associada a f, para cada A € [0,1]. Podemos fazer § suficientemente pequeno para
assegurar que Jnu(B(d}, f) = {0}. Como H{z,\) = f define uma homotopia entre Ae f e
pelo caso anterior sabemos calcular C'on({0}, A) temos que a tese segue agora da invariancia

homotépica do indice de Conley para o caso linear provado acima. O

Exemplo 4.2.8. Considere agora a aplicagio ferradura de Smale F' dada no capitulo 1.
Queremos determinar o indice cohomoldgico de Conley para Inv(N) = A, sendo N = Q. Se

tomarmos L = Q\ (HoU Hy), o par (IV,L) ¢ um par indice para F.

Figura 4.2: Par indice para a ferradura de Smale

Temos que
@xQ sei=1

0 caso contrario.

HYN,L) =

Logo para o célculo do indice de Conley, basta considerar ¢ = 1. Na figura (4.2}, a e 3

denotam representantes dos geradores de H;(N,L). Temos que a aplicacdo induzida po-

11
de ser representada pela matriz . Como (f3 (HY(N,L)))? ¢ a matriz nula, temos
11 '

gker(fi, (H'(N,L))) = H*(N, L). Assim

HYN, L)
gker(fx (H'(N, L))

1l

0.

Portanto a aplicagio induzida ao nivel 1 é também nula, ou seja, Con*(Inu(N)) é trivial.
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Zup, 2+,2eupipcl-hpux only), portrait, landscape, guallty<modes
arbbhE, =zyb#, sred, condensitysmodes, econod (H=on/off)
For P5 wnum#, wmstrestrings, ascil, psl, ps2
For PCL text, 1In6s, stye#, italic, condensed, condensedi
=, 10, 12, lpi# height#, weight#, medium, bold, ebold, type#




