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Abstract 

The to pie we develop in this monograph pertains to the general area of discrete dyna

mical systems and our goal is to study the discrete Conley index, a homotopic invariant of 

the dynamics. This index has been developed mainly within the past 15 years, inspired on 

the continuous case. Our approach is to develop the index as in Franks and Richeson [FrRi]. 

We introduce the concepts of maximal invariant sets, isolated invariant sets S of a 

continuous function, filtration pairs for S, among others. 

In order to define the index we use the relation of shift equivalence, an important 

equivalence relation. We show that the shift equivalence class of the pointed space map is 

an invariant of the choice of a filtration pair. 

We present some examples for real valued functions, including ones with chaotic beha

viour as the one-dimensional horseshoe. 

We present a short summary of prior developments of the index using category theory 

due to Szymczak [Sz] and a cohomological version due to Mrozek [Mr] in order to contrast 

with the theory of the discrete Conley index presented by Franks and Richeson. We show 

that the definitions of the index due to Franks-Richeson and Szymczak are equivalent. 
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Resumo 

Este trabalho inserido na área de sistemas dinâmicos discretos, objetiva o estudo de 

um invariante homotópico, o índice de Conley discreto. Este índice tem sido desenvolvido 

primordialmente nos últimos quinze anos, inspirado no índice para o caso contínuo. I\osso 

enfoque é tratá-lo via a abordagem de Franks e Richeson. 

Com este propósito, introduzimos os conceitos de conjunto invariante maximal, conjunto 

invariante isolado S de uma aplicação contínua e par filtração para S, entre outros. 

I\a definição do índice, utilizamos uma importante relação de equivalência, chamada 

shift equivalência. "viostramos que a classe de shift equivalência das aplicações espaço pon

tuado é um invariante de S, pois independe da escolha do par filtração. 

Apresentamos alguns exemplos para funções reais, inclusive com comportamento caótico 

como a ferradura de Smale unidimensional. 

A fim de contrastar a teoria do índice de Conley no caso discreto desenvolvida por 

Franks e Richeson, apresentamos de forma sucinta outras duas abordagens: a que utiliza 

a teoria de categoria de Szymczak e a versão cohomologica, devido a Mrozek. Mostramos 

então que as definições do índice de Franks-Richeson e Szymczak são equivalentes. 
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Introdução 

A teoria do índice de Conley teve início com o trabalho de Conley e Easton [CoEa], 

que almejavam encontrar soluções de problemas de equações diferenciais, particularmente 

daquelas advindas da mecânica celeste, buscando identificar blocos isolantes e conjuntos 

isolados invariantes. Primeiramente a teoria foi formulada para fluxos, embora vários passos 

do caso contínuo possam ser estendidos para o caso discreto sem maiores dificuldades. Porém, 

a falta de homotopia ao longo das trajetórias no caso discreto inviabiliza uma generalização 

direta. 

:'i" o final da década de oitenta, Robbin e Salamon apresentaram através da shape teoria, 

o shape índice como definição do índice de Conley no caso discreto. Este índice é o shape 

da compactificação a um ponto da variedade instável do conjunto invariante isolado. Essa 

construção é interessante, pois relaciona o índice de Conley com a topologia da variedade 

instável de um conjunto invariante isolado. :VIas por outro lado, o shape índice não é visto 

como uma ferramenta conveniente para aplicações devido ao fato de utilizar limites inversos 

na construção do índice. Neste trabalho não apresentaremos esta abordagem, porém para 

maiores detalhes ver [RoSa]. 

No inicio da década de noventa, :VIrozek considerou não somente o par índice, mas 

também uma aplicação índice associada e o funtor de Leray, da categoria dos módulos gra

duados equipados com um endomorfismo de grau zero, para obter uma versão cohomológica 

(homológica) do índice. 

Szymczak em [Sz] generaliza tanto o shape índice definido por Robbin e Salamon [RoSa] 

como o índice cohomológico definido em [Mr], utilizando a teoria de categorias para definir 

de forma funtorial o índice homotópico de Conley. 

\.Tlll 



Introdução ix 

'\ão resta dúvida que, com esta abordagem de Szymczak [Sz] a teoria se imbuiu de um al

gebrismo que Franks e Richeson [FrRi] mostraram ser substituível por conceitos matemáticos 

mais intuitivos e elementares. O enfoque principal do presente trabalho é apresentar a teoria 

desenvolvida por eles. 

O trabalho se divide em quatro capítulos. Apresentamos no capítulo 1 algumas de

finições básicas como também exemplos de comportamento caótico, a ferradura de Sma

le e a solenóide. '\o capítulo 2, definimos conjunto invariante isolado S para uma apli

cação contínua em um espaço métrico localmente compacto, e pares filtração para S, objeto 

canõnico para o estudo da teoria do índice de Conley. Mostramos que dado um conjunto 

invariante isoladoS existe um par filtração paraS e associamos ao par P = (N,L), uma 

aplicação fp : NL----+ NL, onde NL é o espaço pontuado N/ L. No capítulo 3, definimos 

uma importante relação de equivalência para sistemas dinãmicos contínuos, relacionada a 

conjugação topológica e denominada shift equivalência. Mostramos que a classe de shift 

equivalência das aplicações espaço pontuado in depende da escolha do par filtração. De posse 

desse invariante, definimos o índice homotópico de Conley. No último capítulo apresentamos 

de forma sucinta as abordagens acima citadas de Mrozek e Szymczak mostrando a equi

valência entre as definições do índice homotópico de Conley dada por Franks e Richeson e a 

dada por Szymczak. 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Definições e Propriedades 

Sejam JVf urna variedade compacta diferenciável e f : M ---7 1\1 um difeomorfismo. 

Queremos estudar a estrutura dinâmica das órbitas de f, onde urna órbita de um ponto x 

é o conjunto {r(x); n E Z}. As órbitas que inicialmente serão de interesse, são aquelas 

que possuem um comportamento recorrente. O comportamento assintótico de f descreve as 

órbitas dos elementos de M. Logo podemos ter pontos cujo comportamento é simples, corno 

as órbitas periódicas e outras com comportamento mais complexo. 

Lembramos que, x E M é um ponto fixo de f se f(x) = x e, é periódico se é um 

ponto fixo para alguma iterada de f, isto é, existe um inteiro estritamente positivo n tal 

que r(x) = X. Se n é o menor inteiro positivo tal que r(x) = X, n é dito o período de 

x. Denotamos o conjunto dos pontos periódicos de f por Per(!). A órbita de um ponto 

periódico possui um comportamento recorrente mais simples que as demais. Porém existem 

pontos que não são periódicos, mas suas órbitas retornam próximas ao ponto inicial. Tais 

órbitas também tem comportamento recorrente. 

Definição 1.1.1. Seja X munido de uma métrica d. Dados f : X ---7 X e um número real 

E > O, a seqüência 'Y = { xi I p < i < q, onde - oc :S p :S q- 2 :S oc} é uma E-pseudo-órbita 

para f se d(J(xi), xi+l) < E para p < i < q- 1. 

Uma E-pseudo-órbita 'Y é E-pseudo periódica se existe n, O< n < q- p- 2, tal que Xi = Xi+n 

para todo i, com Xi e Xi+n em T 

1 



Tipos de Conjuntos Invariantes 2 

Dizemos que um ponto x E X é e-pseudo periódico se ele é o primeiro termo de uma 

E-pseudo-órbita pseudo periódica finita. 

Definição 1.1.2. Sejam X um espaço métrico e f: X----+ X. Um ponto x E X é recorrente 

por cadeia se é E-pseudo periódico para todo E> O. 

Denotamos por R(j) ou simplesmente R o conjunto dos pontos recorrentes por cadeia. 

Dizemos que E C 1\!I é um conjunto positivamente invariante se E é não vazio, fechado 

e f(E) C E. Se f(E) =E, então E é dito invariante. Daremos agora alguns exemplos de 

conjuntos invariantes. 

1.2 Tipos de Conjuntos Invariantes 

Definição 1.2.1. Sejam X um espaço topológico e f : X ----+ X uma aplicação contínua. 

Cm ponto x é dito errante se possui uma vizinhança U tal que fk(U) nU= 0, Vk E Z. Se 

para toda vizinhança V de x, existe um positivo k tal que fk(V) n V f= 0, então x é dito 

não errante. 

Denotamos por D(J) o conjunto dos pontos não errantes. (Por simplicidade D.) 

O conjunto D é fechado e f(D) Ç D. Logo, se f for um homeomorfismo temos f(D) = D 

e um ponto é não errante para f se, e somente se, é não errante para f- 1 

Como cada ponto periódico de f é não errante, temos Per(!) c D(j). Daí, Per(!) C 

rl(j) = íl(J). 

Definição 1.2.2. Sejam f : X ----+ X uma aplicação contínua e x E X. O conjunto 

c.:-limite de x, ó.!J(x), é definido por: 

ó.!J(x) = {y E X: 3 uma seqüência ni----+ +ootal que ri(x)----+ y}. 

Se f for um homeomorfismo, definimos o conjunto o:- limite de x por: 

o:1(x) = {y E X : 3 uma seqüência ni----+ -oo tal que ri(x) ----+ y}. 

Definimos ainda: 

Observação 1.2.3. L(!) está contido em íl(j). 
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O conjunto R(!) é também um tipo de conjunto invariante. Se X for um espaço métrico 

e f : X --7 X uma aplicação contínua, temos que fl(f) está contido em R(f). Portanto, 

Per(!) c L (f) c fl(f) c R(f). 

O exemplo a seguir é um dos primeiros exemplos de dinâmica não trivial, dado por 

Smale na década de sessenta. 

Exemplo 1.2.4. Ferradura de Smale 

Seja a região D, formada por um quadrado Q de lado um e dois semi círculos de raio 

unitário D 1 , D 2 , dispostos em lados opostos de Q. Vamos agora construir a função ferradura 

F. Definamos F : D --+ D tal que, F contrai Q horizontalmente por um fator o < ~ e 

expande Q verticalmente por um fator}= /1, levando Q dentro de D, de maneira que F(Q) 

se assemelhe a uma ferradura. Os dois semi círculos são contraídos e aplicados dentro de 

D1 . Ver figura (1.1). 

F(Qi~i í::\. +: 
' : 

--'-F-

' - ; 

~---L.t.~----

Figura 1.1: Construção da Ferradura de Smale 

Como FiD, é uma contração, temos que existe único ponto fixo p E D1 tal que para 

todo .r E D1 temos Fn(x) -c> p quando n -c> oo. Já que F(D2 ) C D1 , segue também que 

Fn(x) -c> p, para todo x E D 2 . Agora, se x E Q mas Fn(x) rf. Q para algum n E N, então 

pn(x) E (D1 U D2) e daí lim pn(x) = p. 
n----too 

Observe que F(D) c D e que F é injetora, mas não é sobrejetora. Logo F-1 não 

esta globalmente definida. No entanto, F leva dois retângulos horizontais Ho e H1 em Q, 

linearmente em dois retângulos verticais V0 e V1 respectivamente. 

I\ osso objetivo agora é encontrar o conjunto dos pontos tais que suas órbitas permane-
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cem em Q, isto é, 

-co 

Vamos construir este conjunto indutivamente. Faremos tal construção em duas etapas, uma 

correspondente as positivas iterações de F e a outra correspondente as iterações negativas, 

obtendo dois conjuntos cuja intersecção é A. Vamos considerar S = {0, 1} um conjunto de 

índices e si um dos elementos de S, isto é, si E S, i= O, ±1, ±2, .... 

Observação 1.2.5. Se V é um retângulo vertical, então f(\l) n Q consiste de exatamente 

dois retângulos verticais, um em V0 e outro em V1 , com sua largura sendo igual a o vezes a 

largura de . Analogamente suponha H um retângulo horizontal, então F-1 (V) n Q consiste 

de exatamente dois retângulos horizontais, um em H0 e outro em H 1 com largura igual a t 
vezes a largura de H. 

F 

Figura 1.2: J(V) n Q consiste de dois retângulos verticais. 

Pela definição de F temos que Q n F( Q) consiste de dois retângulos verticais Vo e V1 , 

que denotamos por 

Q n F(Q) = U V,_, = {p E V~-" s_l E S}, (1.1) 
S-1 ES 

onde V~_, é um retângulo de largura (j. 

Analisemos agora Q n F(Q) n F 2 (Q). 

Temos Q n F(Q) .n F 2 (Q) = Q n F(Q n F(Q)). Como Q n F(Q) consiste de dois retângulos 

verticais que interceptam H o e H 1 e suas respectivas fronteiras, temos pela observação (1.2.5) 
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que Q n F(Q) n F 2 (Q) corresponde a quatro retângulos verticais, dois em V0 e dois em Vi, 

cada com largura 52 Escrevemos então, 

Q n F(Q) n F 2 (Q) = Q n F(Q n F(Q)) = Q n F( U V,_,) 
S-2ES 

U (Q n F(V,_,)), 
s-2ES 

onde utilizamos a equação (1.1) fazendo uma troca de índices. 

Como F(V,_, n Q) c (vá u vj), temos 

Logo, 

U (Q n F(V,_,)) - U (V,_, n F(V,_,)) = U v~_,,_,. 
S-iES 
i=1.2 

Q n F(Q) n F 2(Q) = u V,_ 1 ,_2 = {p E Q: p E V,_, r 1(p) E V,_, s_i E S}. 
S-iES 
i=1,2 

Para o k-ésimo passo temos Q n F(Q) n ... n Fk(Q) 

U (V,_, n F(V,_, ... ,_J) _ U V,_,···'-k 
s_;ES s_;ES 

i=l, ... ,k i=l, ... ,k 

{p E Q: F-i+ 1 (p) E V'-" s_i E S, i= 1. ... , k}. 

e consistindo de 2k retângulos verticais, cada de comprimento Jk 

Cada retângulo vertical, podemos rotular por uma seqüência de O~ e 1~ de comprimento 

k. Existem 2k possibilidades distintas de seqüências de O~ e 1~ tendo comprimento k, possíveis 

de ser realizada em nosso processo. Logo este rótulo é único a cada passo. 

Fazendo k --------+ oo, obtemos então um conjunto que consiste de um número infinito de 

retângulos verticais, onde cada um desses retângulos tem largura zero, já que lim i5k = O. 
k--'1-oc 

Assim 

nr(Q) u (F(V,_,· .. '-k···) n V,_,) = u V,+ .. '-k .. 

n=O s-;ES S-;ES 
i=l,2,.. i=l,2 .... 

- {p E Q: F-i+ 1 (p) E V,_, s_i E S, i= 1, 2, ... }. 
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consiste de um número infinito de linhas verticais e cada linha pode ser rotulada por uma 

única seqüência infinita de o: e 1:. 
n=O 

Com argumentos análogos, mostra-se que n Fn(Q) é um conjunto infinito de linhas 
-oc 

horizontais, onde cada linha é rotulada por uma única seqüência infinita de o: e 1:, como 

segue 

n=O 

u (F- 1(H,, ... Sk . ..) rl H,o) u H,O···'k·-
-00 SiES SiES 

i=O,l,... i=O,l, ... 

{p E Q: F 1(p) E H,,s; E S,i =O, 1, ... }. 

Assim, 
oc n=O oo 

A= n Fn(Q) = (n Fn(Q)) n (n Fn(Q)) 
-oo -00 n=O 

00 

consiste de um conjunto de pontos, já que cada linha vertical em nrn(Q) intercepta cada 
n=O 

n=O 

linha horizontal em nrn(D) em apenas um ponto. Portanto cada ponto p E A pode 
-oo 

ser identificado unicamente por uma seqüência bi-infinita de o: e 1:, que é obtida pelas 

seqüências associadas às respectivas linhas verticais e horizontais que definem p. 

Como 

{ Q . p-i+l( ) T/ · _ 1 ') } p E . p E > ,_,, z - , -, .. . 

- {p E Q: F-1(p) E H,_,, i= 1,2, ... }, 

pois F(H,J =V,, e H,0 ... sk .. = {p E Q: F 1(p) E H,,,i = 1, ... }, temos 

v~_, ·'-' . n H,O··'k· = {p E D: Fi(p) E H,,, i= O, ±1, ±2, ... }. 

Conseqüentemente a seqüência única de o: e 1:, associada a p contém informações do com

portamento assintótico de F. Em particular, o sk-ésimo elemento da seqüência associada a 

p indica que Fk (p) E H,k. 

Definamos então <jJ : A --7 2::2 tal que 

dJ(p) = (. · · s_zs_l.SoSJS2 ... ), 
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onde 2::2 denota o conjunto das seqüências bi-infinitas de zeros e uns, isto é: 

Agora munimos 2::2 com a métrica 

Definamos então a aplicação a : 2::2 ------+ 2::2 por 

A função a é chamada aplicação shift. 

Em 2::2 , com a métrica d, a função a é contínua e existe uma inversa a- 1 dada por 

que também é contínua. Portanto um homeomorfismo. 

Tomando p E A temos que r/J(p) = ( ... s_ 2s_ 1 .s0 s 1 s2 ..• ) . Logo 

Ou seja, rjJ,F = JorP· Portanto F e a são topologicamente conjugadas', tendo então a mesma 

dinâmica. Pode se ver em [Fr], que a tem as seguintes propriedades: 

1. a possui apenas dois pontos fixos, a saber ( ... 00.00 ... ) e( ... 11.11 ... ). 

2. O conjunto dos pontos periódicos de a são densos em 2::2 . 

3. Existe uma órbita não periódica densa em 2::2 . 

Logo pela conjugação topológica, essas mesmas propriedades são também válidas para F 

restrita a A. 

Exemplo 1.2.6. Solenóide. 

'Seja X um espaço métrico. Duas aplicações f, g : X -+ X são ditas topologicamente conjugadas se 

existe um homeomorfismo h : M -+ M tal que h o f = g o h. 
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A solenóide é um exemplo de um atrator! que está contido em um toro sólido D = S 1 xB2 

c JR.3, onde S 1 é o círculo unitário e B 2 é o disco unitário no plano, ou seja, 

O conjunto D possui como fronteira o toro S 1 x S 1 . 

Definimos a solenóide considerando a aplicação f que leva D em seu interior pela 

fórmula, 
1 1 2 ·o 

f(fJ,p) = (20, 10p+ 2e "'") 

onde, p E B 2 e e2
"i

0 = (cos(21rO), sen(21rO)) E S 1 

ftD! 

Figura 1.3: Construção da solenóide 

Globalmente, f pode ser interpretada como a aplicação dupla f(O) = 20 na primeira 

coordenada e uma forte contração na segunda, com imagem um disco cujo centro depende 

de e. A imagem deste disco é um décimo do tamanho do disco original. Logo f estica na 

direção- S 1 e contrai na direção-B 2
. 

Temos então que a imagem de D é outro toro sólido dentro de D, que dá duas voltas ao 

redor de D. Aplicando f a f(D), temos que P(D) é um toro de raio 1/100 na direção-B2 

que dá quatro voltas ao redor de D e está propriamente contido em f(D). Indutivamente, 

r(D) é um toro de raio 1/10n que dá 2n voltas no interior de De está contido em r- 1(D). 

Logo em cada corte transversal de D, temos r(D) é uma coleção encaixante de 2n 

discos. Como no exemplo (1.2.4), temos que a coleção de conjuntos r(D) constitui um 

conjunto de Cantor em cada corte transversal. 

"q]m conjunto compacto A contido em um espaço métrico X é dito um atrator para um difeomorfismo f 

se existe uma vizinhança F de A em E N tal que fmCV) c F e A= n fn(V). 
n2:0 
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J(DJ 

Figura 1.4: Corte transversal de D. 

O conjunto A = nr(D), será denotado por solenóide. Voltaremos a falar desse 
n2:0 

exemplo no capítulo 3. 

Há muitas formas de se descrever estes conjuntos invariantes. 

Queremos nos próximos capítulos apresentar um índice associado a conjuntos invarian-

tes. 



Capítulo 2 

Conjuntos Invariantes 

2.1 Conjunto Invariante Isolado 

Daremos neste capítulo entre outros resultados, as definições de conjunto invariante isolado, 

par filtração e par índice, fundamentais para a teoria do índice de Conley discreto. Apre

sentaremos em paralelo as abordagens de Mrozek e Mischaikow para contrastar com a de 

Franks e Richeson. 

Definição 2.1.1. Sejam U um subconjunto aberto de um espaço métrico localmente com

pacto X e f : U --+ X uma aplicação contínua. Para cada conjunto N C U definimos 

0 conju.nto invariante de comprimento m, InvmN = {x E N; :J um segmento de órbita 

{xn}":'m C N, com Xo = x e f(xn) = Xn+l para n = -m, ... , m- 1}. Analogamente defini

mos o conjunto maximal invariante, InvN = {x E N; :J uma órbita completa {xn}':"00 C N, 

com x0 = x e f(xn) = Xn+l para todo n E Z}, que é sempre um subconjunto de InvmN 

para todo m. 

Exemplo 2.1.2. Considere a função f : IR --+ IR tal que f(x) = -x3 , que tem x = 1 e 

x = -1 pontos periódicos repulsores*, com período 2, e x = O ponto fixo atrator. Para o 

intervalo fechado N = [ -1, 1], temos que I nv N = [ -1, 1]. De fato, por definição temos 

Inv N c N. Por outro lado, se x E [-1, 1] temos que, para n 2: O, r(x) = (-l)nx3" E .IV, 

pois r(x)--+ o se X E ( -1, 1) e r(x) E { -1, 1} se X= 1 ou X= -1. Como f- 1(x) =-,'fi, 

*Seja p um ponto hiperbólico periódico de período n, isto é, l(r)'(p)l lo 1. Dizemos que pé um ponto 

periódico atrator se !(r)'(p)l < 1. Caso l(tn)'(p)l > 1, pé dito repulsor. 

10 
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temos que f-n(x) = ( -l)n 3Vx, logo f-n(x) -----+ 1 ou -1 para x E [-1, 1], x -1 O. Caso 

x =O, f-n(x) =O, paratodon E :Z. Daíx E lnv N. PortantolnvN = [-1,1]. Nem sempre 

InvN = , neste mesmo exemplo se tomarmos N = { -1, 1, O, n, temos lnvN = { -1, 1, O} 

que está contido propriamente em N. Ou ainda, tomando N = [-~, ~j obtemos lnvN = {0}. 

Temos direto da definição que f(InvN) = lnvN. No entanto, podemos ter f- 1(lnvN) -1 
InvN. Para ver isto, considere f : IR:. -----+ JR, dada por f(x) = x2 e tome N = [O, 1]. Logo 

InvN =[O, 1], porém f- 1(InvN) = [-1, 1] -jlnvN. 

Proposição 2.1.3. Se U é um subconjunto aberto de um espaço métrico localmente com

pacto X .. f : /J --+X é contínua e N é um subconjunto compacto de U, então 

Demonstração: 
co 

i) lnvN Ç n lnvmlV-
m=o 

00 

InvN = n lnvmN. 
m=O 

De fato, se x E lnvN temos que para todo mE No segmento de órbita {xn}::.'m C N com 

x0 = x e Xn+l = f(xn) para n = -m, ... , m- 1. Daí segue que x E lnvmN para todo 
X 

mE N, ou seja x E n lnvml'-1. 
m=O 

co 

ii)lnvN 2 n lnvmN. 
m=O 

Seja X E n lnvmiV, logo para todo mE No segmento de órbita {xn}::.'m c N com Xo =X 
m=O 

e Xn+l = f(xn) para n = -m, ... , m- 1. Definamos então, 

X 1 = f- 1 (x) n N, e recursivamente para k > 1, Xk = f- 1 (Xk_I) n N. Assim temos, 

ou seja, Xk ={zEN; f(z) E N, F(z) E N, ... , Jk-1(z) E N e Jk(z) = x}. 

Temos ainda que 

1-Xk é não vaziO, k > O. Pois, x E lnvk(N) e daí temos que x_k E N é tal que 

Jk(x_k) = x. Logo X_k E xk, k >o. 
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2-Xk é compacto. De fato, como X é métrico cada ponto é um conjunto fechado em 

X. Logo f- 1 (x) é também fechado, já que f é contínua. Como interseção de um conjunto 

compacto com um fechado é compacto, temos então que X 1 = f- 1 (x) n N é compacto. Por 

indução, segue que Xk, k > O é compacto. 

3-f(Xk) c Xk-1· Pois, f(Xk) 

(Xk-l n f(N)) c Xk-l· 

Definamos então Yk = nr(xn+k)· 
n?:l 

Temos que f é contínua e Xn+k é compacto, logo f(Xn+k) é também compacto. Utili-

zando esses mesmos argumentos obtemos que fn(Xnc-k) é também compacto. Já que Xn-rk 

é não vazio, segue que r(xn+k) é não vazio. l\ote ainda que 

pois f(Xk) C Xk-1· 

Assim, {fn(Xn+k)} é uma seqüência encaixante de subconjuntos compactos não vazios 

de Xk· Logo Yk é um subconjunto não vazio, compacto de Xk· Observe que f(Y,) = {x}, 

pois, Y1 c X 1 = f- 1(x) n N. E para k > 1 

Deste modo, todo ponto de Yk- 1 tem pré imagem em Yk· Defina então x_ 1 como um ponto de 

Y1 , logo f(x_,) = x e para k > 1, defina X-k como um ponto em Yk tal que f(x-k) = X-Hl· 

Para k 2: O definimos xk = fk(x). Então {xk}:':~ é uma órbita completa com x 0 = x e 
00 

f(xk) = xk+l para todo k E Z. Portanto x E InvN, ou seja, n lnvm N Ç InvN. O 
m:::::O 

Definição 2.1.4. Dizemos que um conjunto compacto N é vizinhança isolante se, InvN C 

int(N). O conjunto N será chamado de bloco isolante se f(N) n N n f- 1 (N) C int(N). 

Cm conjunto Sé dito conjunto invariante isolado se existe uma vizinhança isolante N com 

S = InvN. 
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Exemplo 2.1.5. Seja f: 1R2 --+ lR2 tal que f(x,y) = (2y,x). Tomando N = [-1,1] x 

[ -2, 2] temos que In v N = { (0, O)} C int(N). Logo N é vizinhança isolante para S = 

{(0,0)}. Portanto temos que Sé um conjunto invariante isolado. 

Observe que no exemplo (2.1.2) o conjunto Inv N não está contido no interior de N, 

logo N não é vizinhança isolante. 

Exemplo 2.1.6. Uma órbita periódica r dentro da ferradura é um exemplo de um conjunto 

invariante que não é isolado. Pois como vimos anteriormente, existe uma órbita densa dentro 

de A, a qual pode-se aproximar de ~: quanto se queira. Logo r não pode ser isolada. 

Todo bloco isolante N é uma vizinhança isolante para o conjunto S = InvN. De fato, 

por definição InvN C N, daí InvN = f(InvN) C f(N). Também InvN C f- 1(InvN) C 

f- 1 (N) já que InvN = f(InvN). Logo InvN c (J(N) n N n f- 1 (JV)) c int(N). A 

recíproca é falsa!. Para ver isto, tome f e N como no exemplo (2.1.5). Como f- 1 (r, s) = 

(s, i) é a inversa de f, temos que o ponto (1, O) pertence tanto a fronteira de N como a 

(J(N) n N n f- 1 (JV)). Daí (J(N) n N n f- 1(JV)) rt int(N), ou seja, N não é bloco isolante. 

N 

f(N) I 
j (N I 
I 

Figura 2.1: N é vizinhança isolante, mas não é bloco isolante. 

Definição 2.1.7. Definimos o conjunto saída de N por JV- = {x E N: f(x) não pertence 

ao int(N)}. Isto é, N- é o conjunto dos pontos em N cujas imagens estão no complementar 

do interior de N. 

lEste contra exemplo foi adaptado do exemplo 1.17 em íRi]. 
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2.2 Par Filtração e Par Índice 

Daremos agora a definição de filtração, que motivará a definição de par filtração dada por 

[FrRi], que tem a vantagem de ser um par topológico que tem propriedades de uma filtração 

e se comporta como um par índice. 

Definição 2.2.1. Dado um homeomorfismo f de lvf, a filtração F ajustada à f é a seqüência 

encaixante 

0 = 1Vlo c 1VI1 c ... c 1\!h = M 

de subvariedades com bordo, compactas, diferenciáveis e codimensão zero tais que f(lvfi) C 

int(Jvfi)· Denotamos por F- 1 a filtração 

0 = 1\!I - Mk C jVJ - Mk-l c ... C M - Mo = 1\!I 

que é ajustada à f- 1
. 

Mostraremos também que a definição de par índice [Mr] é mais geral que a de par 

filtração [FrRi] e apresentaremos alguns exemplos. No entanto, dado um conjunto invariante 

isolado S, é sempre possível construir um par filtração para S. Veremos também que ao 

contrário de par índice, pares filtrações são estáveis sob uma pequena pertubação de f. 

Definição 2.2.2. Um par (N,L) de subconjuntos compactos de X é chamado par índice 

para um conjunto invariante isolado S, se L C N e 

1. (N \L) é uma vizinhança isolante de S, 

2. f(L) n N c L (L é positivamente invariante), 

3. f(N \L) C N (é necessário passar por L para sair de N). 

Veja a figura (2.2), para uma idéia geométrica da definição. 

No par (I) da figura (2.2), temos que a não é possível pelo item 2 da definição (2.2.2) e 

pelo item 3, b não é possível. 

Gostaríamos porém, de obter um par de espaços (N, L) que fosse parte de uma filtração, 

ou seja, ter L c N compactos, S = Inv(N \L), f(L) C int(L) e f(N) c int(N). 
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(f) (li) 

N .,..::.--" ' N 
' ' a • I • );... . ' /i ' ' ' ' 

I 
• I ' • 

b \ ' " A 
'o . -' IL 

._ 
L 

Figura 2.2: (II) é par índice. 

Aqui, vale observar que se L é vizinhança de N- em N e f(L) C int(L) então N- = 0. De 

fato, suponha por absurdo que exista x E N-, logo temos que f(x) f/. int(N). Como L c N 

segue que int(L) C int(N). Assim temos, x E L com f(x) f/. int(N), daí f(x) f/. int(L). 

Absurdo, pois f(L) c int(L). Analogamente se f(N) C int(N), temos também N- = 0. 

Mas essas propriedades são muito fortes. 

Considere um par de conjuntos compactos (N, L) com as propriedades de uma filtração, 

isto é, f(N) C N e f(L) C L. Observe que a condição f(L) C int(L) implica que 

.f(L) n (!V\ L) = 0, sendo a recíproca válida se acrescentarmos f(N) C int(N) à hipótese 

f(L) n (!V\ L) = 0, pois podemos ter f(L) n (N \L)= 0, mas f(xo) E éJL com xo E L. 

i L ,> 
I ' 
I ' ML ! •p 

/(p) 

Figura 2.3: xo E L com f(xo) E éJL. 

Note também que a condição f(N) c int(N) implica f(N \L) c int(N) que por 

sua vez equivalente a pedir que L seja uma vizinhança de N- em N. Caso tenhamos 

f(N \L) C int(N) junto com f(L) C int(L) então f(N) C int(N). É também válido que 

se N- = 0 e f(L) n (N \L) =0, então f(L) c int(L). 

Motivados pelo exposto acima definimos. 

Definição 2.2.3. Seja 5 um conjunto invariante isolado e suponha L C N um par de 

compactos no interior do domínio de f, sendo N e L os fechos de seus respectivos interiores. 

O par (N, L) é chamado par filtração para 5, se 

1. ( N \ L) é uma vizinhança isolante de S, 



Par Filtração e Par Índice 16 

2. L é uma vizinhança de N- em IV, 

3. f(L) n (JV \L) = 0 (podemos notar então que uma vez em L não se volta para N \L 

por f, mas pode-se voltar por alguma iterada da aplicação contínua f, ou seja, por 

r, k > 1). 

(f) (li) 

'r- L --i 

Figura 2.4: (II) é par filtração 

Geometricamente temos na figura (2.4) que (a) e (c) não podem ocorrer, pois N- é 

conjunto de saída e (b) não pode ocorrer pela condição 3 da definição (2.2.3). 

Veremos a seguir um exemplo em que o par (N, L) forma um par índice, mas não um 

par filtração. 

Exemplo 2.2.4. Seja f: JR--+ JR, dada por f(x) = x+l. Tomando então N = [0, ~]U[l, ~] 

e L= [1, *J temos que o par (N, L) é um par índice paraS= Inv(N \L). 

De fato, Inv(N \L) = 0 c int(N \L). Como f(L) = [2, ~] temos que f(L) n N = 0. 

Ainda f(N \L)= f([O, m = [1, ~] = L C N. 

Logo as condições 1,2 e 3 da definição (2.2.2) são satisfeitas, e portanto temos um par índice. 

Agora, como 

f(N \L) = f([O, ~]) = [1, ~] e f(L) = [2, ~] 

segue que 

s- = {x E N; f(x) é/. int(N) = ((0, ~) U (1, ~))} = {0, ~' [1, ~]}. 

Logo L é subconjunto próprio de JV-, não podendo então ser vizinhança do mesmo em N, 

ou seja, não satisfaz a condição 2 da definição (2.2.3). Portanto não é par filtração para S. 

'.VIas se tomarmos, E > O suficientemente pequeno e o conjunto L, = ([0, E] U [~ - E,~] U 

[1, ~]), temos que (N, L,) é um par filtração paraS= 0. De fato, nesse caso 1V- C W = 
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([0, E) u (~ - e,~] U [1, ~j) C L, onde W é aberto em N, pois W pode ser escrito como 

w· = ((-E,e) u (~-E,~+ E) u (1- e,~+ E)) n ([0, ~] u [q]). Logo L, é vizinhança de N

em JV. Claramente os outros dois ítens são satisfeitos. 

O próximo resultado mostrará que todo par filtração é um par índice. 

Proposição 2.2.5. Sejam N e L conjuntos compactos contidos no interior do domínio de 

f. com L c N. Se (N, L) é um par filtração então é também par índice. 

Demonstração: Temos que o item 1 é o mesmo para ambos. Pelo item 3 de (2.2.3) temos 

que f(L) n (N \L)= 0, logo se existir x E (!(L) n N) necessariamente tem que estar em L. 

Assim f(L) n N C L, satisfazendo ao item 2 de (2.2.2). Como L é vizinhança de N- em N, 

segue que N- c L. Seja então x E N \L, logo x "/. L :J N-. Daí x <1. N- implicando que 

f(x) E int(N) C N para todo x E N \L e daí temos f(N \L) C N, satisfazendo o item 3 

de (2.2.2). 

Observação 2.2.6. Para um par filtração (N,L) temos que se N- = 0, então f(L) c 
int(L). De fato, suponha N- = 0 e que exista x E L tal que f(x) "/. int(L). Já que N- = 

0, temos f(x) E int(N). Daí f(x) E int(N) \ int(L). Absurdo, pois f(L) n (N \L)= 0. 

A observação que daremos agora será utilizada no próximo capítulo. Recordamos que 

dada uma aplicação continua f: X --+X, definimos o conjunto w -limite de x E X por 

Wj(x) = {y E X: :l uma seqüência ni--+ +oc tal que ri(x) --+ y}. 

Observação 2.2. 7. Se P = (N, L) é um par filtração para o conjunto isolado S e x E N 

satisfaz r(x) E N \L para todo n > O. Então wt(x) c S. 

Buscaremos agora provar a existência de blocos isolantes, mostrando também que dado 

um bloco isolante para um conjunto isolado S, podemos construir um par filtração, logo 

estaremos provandoa existência de pares filtrações dentro de cada vizinhança de S. A seguir 

daremos alguns exemplos onde utilizaremos estas idéias. 

Definição 2.2.8. Para cada vizinhança N de um conjunto invariante isoladoS e cada e > O, 

definimos a e-cadeia de vizinhanças de S relativo a N, como 
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onde recordamos que uma e-cadeia é uma seqüência { Xn}g tal que 

d(J(xn),xn~d <eparatodon=q, ... ,p-1. 

Observação 2.2.9. Para cada n E { -k, ... , k} temos Xn E C, (I'.[, 5). 

De fato, definindo YJ = Xt+J observamos que 

Yo = Xn, Y-(n+k) = Xn-(n~k) = X_k E 5 e Yn+k = X2n+k· 

18 

Como xk E 5, existe {zm}:':~ C N tal que zo = xk, e também Zm+l = f(zm)· Tomando 

então Xk+i = Zi, i= {0, ... , 2n} temos Yn+k E 5 e 

d(f(yj),yj+l) <e para j E { (n + k), ... , (n + k)- 1}, 

pois, para j E {- ( n ..,.- k), ... , k - n - 1} tem-se 

e para j E { k - n, ... , ( n -'- k) - 1} tem-se 

i E {O, ... ,2n-1}. 

De posse desta definição, podemos agora mostrar que para e's adequados, temos que 

C,(N. 5) formam uma base de vizinhanças para 5. 

Proposição 2.2.10. Seja 5 um conjunto invariante isolado com vizinhança isolante N. 

Para cada vizinhança V de Sem N, existe um e> O com C,(N,S) C V. 

Demonstração: Podemos supor V aberto. Pela proposição (2.1.3) existe m > O tal que 

InvmN c V. Logo é suficiente mostrar que para algum e> O, C,(N, 5) C Jm;ffiN. 

Suponha por absurdo que isso não acontece, daí para todo e> O, existe x(e) E (C,(N, 5)\ V), 

isto é. existe uma e-cadeia {xn(e)}~·k, C N com x(e) = x0 (e) e x_k,, xk, E S. Truncando essa 

e-cadeia quando k, > m, ou a estendendo para um segmento de órbita se k, < m, lembrando 

que xk, E 5 e daí em diante d(f(xk,), xk,~J = O, obtemos para cada e > O uma e-cadeia 

{xn(e)}".'m C S, com xo(e) !/:V. 

Fazendo Ei --7 O quando i --7 oo, podemos assumir que cada uma das seqüências {x1(ei)}, 



Cap.2 Conjuntos Invariantes 19 

-m ::; j < rn, tem um limite em N, digamos x1. Pois para cada j = -m, ... , m 

e para cada i E N, temos { x1 (<"i)} E N e é compacto. Pela definição de e-cadeia, 

d(J(x1(Ei)), XJ+l (Ei)) < Ei , logo f(xj(Ei)) -+ XJ+l quando Ei -+ O. Temos também que 

f(x1(Ei)) -+ f(xJ) já que f é contínua. Daí pela unicidade do limite, f(x1) = Xj+l para 

-m::; j::; rn. 

Ou seja, x0(E) E InvmN C V. Absurdo, pois x0(E) E (N \V). Portanto, para algum E> O, 

C,(N,5)cinvmN. O 

Teorema 2.2.11. (Teorema da existência de blocos isolantes) Toda vizinhança de um con

junto invariante isolado 5 contém um bloco isolante. Em particular, se N é uma vizinhança 

isolante paraS, então para todo E> O suficientemente pequeno, C,(N, S) é um bloco isolante. 

Demonstração: 

Seja B = C,(N, S). Suponha que B não seja um bloco isolante de S, isto é, f- 1 (B) n 

B n f(B) t_ int(B). Logo existe um ponto x tal que x,.f(x) e F(x) estão em B, mas 

f(x) {c int(B). Como f é contínua, sabemos que existe 6 > O tal que se d(x, y) < 5 

então d(.f(x), f(y)) < E. Já que x pertence ao fecho de C,(N, S), temos que existe b E 

C,(N, S) tal que d(x, b) < 6. Daí existe uma seqüência {bn}~k C N tal que bo = b, b_k, bk E 

5 e d(.f(b,J, bn+J < E para n = -k, ... , k- 1. Analogamente para .[2(x) E B, existe dE 

C,(N,5) tal que d(.[2(x),d) <E e {dn}':_, C N, com do= d,d_,d, E 5 e d(.f(dn),dn+l) <E 

para n = -r, ... , r - 1. Tomando então s = max{ k, s} temos que a seqüência 

b-s, ... , bo, f(x), do, ... ; d, 

é uma E-cadeia de S, contendo f(x). Assim temos f(x) E C,(N, S) = int(B). Absurdo! O 

O próximo teorema, nos garante a existência de par filtração para o conjunto invariante 

isoladoS= Inv(N \L), onde N é um bloco isolante. 

Teorema 2.2.12. Sejam N um bloco isolante e L qualquer vizinhança compacta suficiente

mente pequena de N- em N. Então o par (N, L) é um par filtração paraS= Inv(N \L). 

Temos ainda que o conjunto Inv(N \L, f) é estável sob pertubações C 0 de f. Ou se

ja, existe uma vizinhança de f na topologia C0 tal que , para cada J nesta vizinhança, 

S = Inv(N \L, J) é um conjunto invariante isolado e (N, L) é um par filtração para S. 
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Demonstração: Para verificar a condição 1 da definição (2.2.3), é suficiente mostrar que 

S c ( N\ L). Como N é bloco isolante, é também vizinhança isolante, logo S = I nv ( N \ L) c 
int(N). Agora, por definição f(N-) está no complementar do interior de N, daí Snj(N-) = 
0. Sendo L uma vizinhança suficientemente pequena de N-, temos S n f (L) = 0. Suponha 

que exista x em S n L, logo j(x) E f(L) e f(x) E f(S) = S daí j(x) E (f(L) n S). Como 

S n j(L) = 0, segue que S n L= 0, e portanto S c (N \L). 

A propriedade 2 é satisfeita pela hipótese do teorema. 

Para verificar a condição 3, isto é, (f(L) n (N \L))= 0, note primeiro que 

pois f- 1 (int(N)) C f- 1 (N). Daí (N \ N-) c (N n j-1 (N)). Note também que j(N-) c 

(f(N) n (int(N)) 0
) já que N- c N e J(N-) c (int(N))c. Assim temos 

j(N-) n (N \ N ) c (f(N) n (int(N)) 0
) n N n j-1 (N) = 0, 

pois N é bloco isolante. Portanto f(N-) e (N \ N ) são disjuntos. Então para uma vizi

nhança suficientemente pequena L de N- em N, temos f(L) e (N \L) disjuntos, ou seja, a 

condição 3 é satisfeita. 

Verificaremos agora que (N, L) é um par filtração para aplicações C0 próximas de f. Pa

ra isto, note que N é um bloco isolante para aplicações próximas de f. De fato, caso 

contrário existiria uma seqüência {fn} convergindo à f, e uma seqüência {xn} tal que 

Xn E (f;; 1(N) n N n fn(N) n (int(N)) 0
). Escolhendo uma subseqüência {xnJ de {xn}, 

temos que Xnk-)- z, com z E u-1 (N) n N n j(N) n (int(N))<), que contradiz o fato de N 

ser bloco isolante para f. 
Analogamente suponha Xn E (}V;: n (int(L)) 0

), onde l'·i;: = {x E N; fn(x) 'f. int(N)}, então 

uma subseqüência de { Xn} pode convergir para um ponto z E (JV- n (int(L)) 0
), contrariando 

a hipótese de L ser vizinhança de N-em N. Portanto (N,L) é um par filtração para cada 

aplicação suficientemente C 0 próxima de f. D 

Observação 2.2.13. Sejam S um conjunto invariante isolado e N uma vizinhança isolan

te, pelo teorema (2.2.11) existe um bloco isolante E c N, onde E = c,o(N, S), Eo sufi

cientemente pequeno. Temos Inv E c Inv N = S e como S c C,0 (N, S) = E segue 

que S = Inv S C Inv E. Portanto Inv E = S. Agora pelo teorema (2.2.12), se L é 
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uma vizinhança compacta suficientemente pequena de B-, temos que o par (B,L) é um 

par filtração paraS, pois Inv(B \L) = Inv B = 
Inv(B \L) C Inv B = S. Por outro lado, S C 

lnv(B \L)= S. 

S. De fato, como B \L C B, temos 
---- ----

(B \L) daL S c Inv(B \L). Assim 

Logo por esta observação resulta que, dado um conjunto isoladoS, podemos construir 

um par filtração. 

Exemplo 2.2.14. Tomemos novamente a função do exemplo (2.L2), f : R---+ R tal que 

f(x) = -x3 . Consideremos então a vizinhança compacta N1 = ([-2, -~]U[~, 2]) de Per(!) = 

{-1,1}. Obtemos que 

-([ ') 3/n21 r vfl 1] ,,1 /Ill, f';;:; 1) 
J - --,-VL•U:- - .. --u:-. -Uv2.2J, ' ' ' 2' 2 '2' 2 l ' ' 

onde cada ponto desse conjunto tem a propriedade de na primeira iterada de f não pertencer 

ao interior de N 1 . Para melhor compreensão veja figura (2.5). 

2 

-2 X 

-2 

.l\l2 

Figura 2.5: N 1 é bloco isolante. 

Como 
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temos que N 1 é bloco isolante. Pelo teorema (2.2.12) (N1, LJ), onde L1 é vizinhança de N; 

em N 1, é par filtração paraS= Inv(N1 \LI) = { -1, 1 }. 

Agora, se tomarmos N2 = [-2, 2], temos que N 2 contem tanto Per(!) como o ponto fixo 

atrator x =O, possuindo como conjunto de saída, N:; = ([-2, -.;Y21 U [.;Y:Z, 2]). Assim como 

N1 , temos que N 2 é bloco isolante. Então para e> O suficientemente pequeno o par (N2 , Lz) 

onde L2 = ([ -2, -.;Y:Z +e lu [ .;Y2- e, 2]), é um par filtração paraS= Inv(N2 \ L2) = [ -1, 11. 

Já para o bloco isolante N 3 = [-~, ~~ que é vizinhança de zero, temos N:; = 0. Logo 

tomando L 3 = 0, temos (:V3, L 3 ) par filtração paraS= Inv(N3 \ L3 ) = { 0}. 

Exemplo 2.2.15. Consideraremos agora uma função que possui um comportamento as

sintótico mais complexo, que é o caso unidimensional do exemplo (1.2.4). Seja f: X--+ X 

tal que f(x) = 5x(l- x), onde X = lR U { +oo }. O ponto x 0 = ~ é ponto de máximo global 

com f(x 0 ) = ~- Já os pontos -oo, O e p = t são fixos por f. Como f'(O) = 5 e f'(p) = -3, 

temos O e p pontos fixos repulsores. Se x f; [O, 1], então w(x) = { -oo}. Logo -oo é um 

ponto atrator. Denotamos por A o conjunto dos pontos tais que, r(x) E [O, 11 para todo 

n E N. Já que r(x) --+ -00 se X tJ. [O, 1], temos que A c [0, 1]. 

C "d ~~ l 1l' ' .. h d A o . t d 'd ons1 ere agora 1' = lõ• 10 J que e uma v1zm ança compacta e "· conJun o e sa1 a 

de N é então 

,. (- 1 I = 1 [ n,) "'- = 1--.a U•b cU d.-• 10' "- '10J' 

onde f(a) = f(d) = - 1
1
0 e f(b) = f(c) = ;~,daí a= H1- Vf.õ8), b = W -lü.f2), 

c= W + .;o:I2) e d = W-'- vT.õS). Como 

f(N) n N n f- 1 (N) c .!:.!: ~In r _ _!:_ .!:.!:1 n (fa bl u rc d1) 
20' 4 l 10' 10 l ' ' l ' " 

e (ía, b] u [c, d]) C ( - 1
1
0 , i~)= int(N), temos que N é bloco isolante. Veja figura (2.6). 

Logo o par (I\', Lo), onde L 0 = N-, é um par índice paraS= Inv(N \ L0 ) =A. Porém 

não é um par filtração, já que L 0 não é uma vizinhança de N- em N. No entanto, se 

tomarmos L = ([- 1
1
0 , ã ] U [b, c I U [d, i6JJ, onde ã =a+ e, b = b e, c= c+ e e d =d-e, 

que é vizinhança de N- em N, temos pela proposição(2.2.12) que para e> O suficientemente 

pequeno, o par ( N, L) é um par filtração para S = I nv ( N \ L) = A. 
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I 
c r-- - --, 

-~-- L______ __1 __ 

l 1 i 

N 

-fã 
N' 

a b c 

Figura 2.6: N é bloco isolante. 

Considere agora N' = ([a,bj U [c, d]). Temos então, 

d 

ll 

" 

r 1(N') = [a, ;5] u [!,o] u [r, s] u [u, v] c int(N') 

23 

onde f(a) =f( v)= a, f(B) = f(u) = b, fb) = f(s) =c e f(o) = f(r) = d. Logo como 

no caso anterior, N' é bloco isolante para o conjunto isoladoS= i\.. Assim se L' = ([a, ã] U 

[8, 1] u [8, b] L [c, f] u [s, U] L [v, d]) onde f(ã) = f(v) = ã, !(8) = f(u) = b, !(1) = f(s) =c 

e f(S) = f(r) = d, é vizinhança de (N')- =([a, a] L [;J,~i] u [o,b] U [c, r] U [s,u] U [v,d]) em 

N e então o par P' = ( N', L') é também um par filtração para S = A. 

Definição 2.2.16. Seja P = (N, L) um par filtração para f: U--+ X. Denotamos por NL 

0 espaço quociente N I L onde o conjunto colapsado L é denotado por [L] e é tomado como 

ponto base. Ou seja [L] denota a classe de equivalência dos pontos em L segundo a relação 

de equivalência: x ~ y se, e somente se, x = y ou x, y E L. 

:\o caso em que L é vazio, temos que N I L é definido como a união disjunta de N e o 
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espaço de um só ponto [L] = 0. 

:\ote que no exemplo (2.2.15) o espaço pontuado NL é homotópico à dois círculos que 

se interceptam em um único ponto, enquanto o espaço N~. é homotópico à quatro círculos 

com um ponto de intercessão. Como o conjunto invariante isolado S é o mesmo para ambos 

os casos, notamos então que o tipo de homotopia do espaço pontuado depende da escolha do 

par filtração e portanto não é um invariante de S. Isto também é válido se ao invés de par 

filtração tivermos par índice. Pode-se observar isso, no seguinte exemplo retirado de [MiMr]. 

Exemplo 2.2.17. Seja f : lR-+ JR., dada por f(x) = x + 1. Para todo n E N, tome 

Ln [n,n +~]e Nn = U{L;: i = 1,2, ... ,n}. Temos que para cada n E N, o par 

Pn (Nn, Ln) é um par índice para S = inv(Nn \ Ln) = 0. Porém o espaço pontuado 

Nn \ Ln é homotópico à n pontos, portanto dependente da escolha do par índice. 

Observação 2.2.18. Vale ressaltar aqui, que no caso contínuo, o tipo de homotopia do 

espaço quociente é um invariante homotópico, isto é, dados ( N, L) e ( N', L') pares índice 

para um conjunto isolado invariante S, então NL e N~. tem o mesmo tipo de homotopia. O 

índice homotópico de Conley para o caso contínuo é então definido como o tipo de homotopia 

de NL· Porém para o caso discreto devemos ainda buscar um invariante. 

Com o intuito de solucionar este problema, vamos primeiramente associar a um par 

filtração P = (N, L) uma aplicação fp : NL-+ NL, tal que 

f (. ') {[L] 
p [XJ = 

[f(x)] 

se x E L 

caso contrário, 

e com a propriedade [L] C int(fp- 1 ([L])). 

Assim como para par filtração , associamos a um par índice (N, L), uma aplicação 

fN,L: J'iL -+ NL dada por 

f . ([ ') _ {[f(x)] 
N.L Xj -

[L] 

se f(x) E N 

caso contrário 

Teorema 2.2.19. As aplicações definidas acima são contínuas. 
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Pelo exposto acima, vimos que o tipo de homotopia do espaço pontuado 1'h depende da 

escolha do par filtração, logo a aplicação espaço pontuado também depende desta. Vamos 

agora calcular a aplicação espaço pontuado para dois diferentes pares filtração do mesmo 

conjunto invariante isolado S. 

Exemplo 2.2.20. Considere a aplicação do exemplo (2.2.15). Vimos que P = (IV, L) é 

par filtração para S = A, cujo espaço pontuado é um bouquet de dois círculos, que deno-
....... ....... - ....... 

tamos por ]'h = ãb V cri, Onde ãb = {[x] : X perence ao intervalo [ã, b]} e cri = {[y] : 
y perence ao intervalo [c, ri]} . Para o cálculo da aplicação fp, observamos primeiro que 

f([a, bj) = f([c, d]) =IV e fp([x]) = [(f(x)] para x E (IV\ L). Logo, dado [y] E IVL \{[L]} 

existem x1 E [ã, b] e x2 E [c, ri] tais que fp([x 1]) = fp([x2]) = [y]. Melhor dizendo, para 

um ponto x em ([a, ãj U [8, i'] U [5, b]), temos f(x) E L. Ou seja, jp([x]) = [L]. Mas para 

x E (ã, EJ temos f(x) E (ã, b). Daí, fp([x]) é um ponto diferente do ponto base em ãb. 

Agora para completar o intervalo [a, b], considere x E (i, 5). Então f(x) E (ê, ri) e assim 
~ ~ 

fp([x]) é um pon;_o diferente de [L] em cri. Portanto, fp(ãb) = IVL· Analogamente temos 

também que fp(êri) é IVL. Caso adotemos uma orientação, devido ao comportamento da - ~ 

f, a orientação de fp(ãb) será contrária a de fp(cd). Geometricamente observamos que fp 

cobre duas vezes o espaço 1'h. 

f F'~----- C><) ãb 

\ 
C> 

Figura 2.7: fp cobre duas vezes NL. 

Vimos também em (2.2.15) que P' =(IV', L') é outro par filtração para S. Utilizando um 
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mesmo raciocínio, vamos agora analisar fP'· Como f([a, B]) = f([u, v])= [a, b] e !([!, Jj) = 
f([r, sl) =[c, d] temos também que dado um ponto [y]' E N~, \{[L']'} ele é imagem de dois 

pontos em NL, cujos representantes estão um em [ã, 8] e outro em ~ü, v] ou um em [i', b] e 

outro em [f, s]. Logo fp tem um comportamento similar ao de fp, ou seja, fp cobre duas 

vezes o espaço pontuado N~,. 

Figura 2.8: fp cobre duas vezes N~,. 

Com esses exemplos encerramos este capítulo, motivados a buscar um invariante onde 

qualquer escolha de par de filtração dê equivalentes aplicações espaço pontuado associadas. 



Capítulo 3 

, 
Indice Homotópico de Conley 

Vimos no final do capítulo anterior que diferentes pares filtração para um conjunto isolado 

S podem gerar espaços pontuados com tipo de homotopia diferentes. Neste capítulo de

finiremos uma importante relação de equivalência denominada shift equivalência que será 

utilizada mais adiante para obtermos classes de aplicações em espaços pontuados que inde

pendam da escolha do par filtração. Veremos também a relação entre shift equivalência e 

conjugação topológica. Daremos também alguns exemplos com matrizes, onde apresentare

mos a definição de fortemente shift equivalente. Na sessão final do capítulo definiremos o 

índice homotópico de Conley via [F r Ri], listando algumas de suas propriedades. 

3.1 Shift Equivalência 

Para uma categoria K, sejam X, Y objetos de K e f : X ---+ X, g : Y ---+ Y endomorfismos. 

Dizemos que (X, f) e (Y, g) são shift equivalentes' se existem, m E z+ e morfismos r : X ---+ 

Y e s : Y ---+ X tais que os diagramas abaixo comutam, r o s = gm e s o r = fm. O inteiro 

'Chamamos a atenção do leitor ao fato de que a definição clássica de [Wil] não exige que f e g sejam 

endomorfismos) apenas que f e g sejam contínuas. 

27 



Shift Equivalência 28 

m é chamado lag. 

f ' fm 
X X X J X X X 

r r s s r /' 
y g y y g y y 

gm 
y 

:\otação:f ~, g 

Shift equivalência é urna relação de equivalência natural e importante para aplicações. 

:VIostrarernos aqui a transitividade. Sejam X, Y, Z elementos de K e f : X --+ X, 

g : --+ Y, h : Z --+ Z tais que f ~, g e g ~, h. Então existem r 1 : X --+ Y, 

s1 : Y --+ X tais que 

Também. r2 : Y--+ Z, s2 : Z--+ Y tais que 

Definindo então r = r2 o r 1 e s = s1 o s2 , ternos 

s o h = s1 o s2 o h = s1 o g os2 = f o s 1 o s2 = f o s 
'-v-' '-v-' ~ 

m hm hm hn hm+n r o s = r2 o r 1 o s 1 os2 = r2 o g os2 = o r 2 o s 2 = o = 1 

'-v--' '--.,.--"' ~ 

s o r = S1 o s2 o r2 or1 = s 1 o gn o r 1 = s1 o r 1 o in = im o in = Jm+n. 
'-v--' ~ '-v--' 

Portanto f~, h. 

Exemplo 3.1.1. Vamos agora considerar a solenóide do exemplo (1.2.6). Ternos que InvD = 

.\ c int(D). Ou seja, D é vizinhança isolante para A. Corno f(D) C int(D), o conjunto de 

saída de D é vazio. Tornando então L = 0, o par P = (D, L) é um par filtração para A, 

sendo o espaço pontuado D/ L igual a D U f*]. A aplicação induzida fp : DL --+ DL leva 

então ponto base em ponto base e D em f(D) = D2 . 

Analogamente ternos D 2 também vizinhança isolante para A, tendo 0 corno conjunto 

de saída. Então P' = (D2 , L) é outro par filtração para A cuja aplicação induzida fp• : 
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D21 L--+ D2l L é tal que fp ([*]) = [*] e !P'(D2) = f(D 2 ) = D4 . Vamos mostrar que essas 

duas aplicações são shift equivalentes. Definindo r : DI L --+ DI L tal que 

obtemos 

r o fp([*]) [*] = fP' o r([*]) 

r o fp(D) - r(D2) = D4 = fP'(D2 ) = fP' o r(D). 

Tomamos s : D2 \ L --+ D \ L como sendo a inclusão, logo temos 

s o !P·(I*J) - [*] = fp os([*]) 

s o !P• (D2) s(D4 ) = D4 = jp(D2) = fp o s(D2). 

E ainda, r os([*])= !P•([*]), s o r([*])= fp([*j), e 

r o s(D2 ) - r(D2 ) = D4 = jp. (D2 ) 

s o r(D) - s(D2 ) = D2 = fp(D). 

Temos então os seguintes diagramas comutativos 

fp 
D/L -'----- DIL 

fp 
D/L--DIL 

I l 
r r s s 

D2/L 

ou seja, fp ~, fp•. 

Vejamos agora um exemplo para homeomorfismos reais. 

Exemplo 3.1.2. Considere as funções 

f: lR--+ lR dada por f(x) = 2x e 

g: lR--+ lR dada por g(x) = 8x. 
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Temos que h : lR. --+ JR., tal que h(x) = x 3 é uma conjugação topológica para f e g. 

Mostremos que f e g são shift equivalentes . Seja 

r: lR.--+ lR. tal que r= h o f, ou seJa r(x) = 8xa 

Como r é composição de funções contínuas, também é contínua. Considere agora 

s: lR.--+ lR. dada por s(x) = ifX = h- 1 (x). 

Assim temos 

g o r(x) = 8(2x) 3 = r(2x) =r o f(x), e f o s(x) = 2if:Í = s o g(x). 

TO s(x) = 8(rx) 3 = 8x = g(x) e sor(x) = ~ = 2X = f(x). 

Portanto as condições para shift equivalência são satisfeitas. :'-lesse exemplo temos lag = 1. 

Este exemplo sugere a seguinte proposição. 

Proposição 3.1.3. Suponha que f : X --+ X e g : Y --+ Y sejam homeomorfismos, 

onde X. Y são espaços métTicos. Então f e g são shift equivalentes se, e somente se, são 

topologicamente conjugados. 

Demonstração: 

Suponha que f~, g, existem então mE z+, r: X--+ Y e s: Y--+ X tais que 

rof=gor, sog=fos, ros=gm e sor=fm. 

Considere então 

h: X --+ Y tal que h= r o f-m = g-m o r. 

Como h é composta de funções contínuas, logo contínua também. Da definição de shift 

equivalência, temos que h-1 = s, ou seja, h é um homeomorfismo. Ainda, hof = rof-mof = 

r o f o f-m =goro f-m = g o h. Portanto h é uma conjugação topológica entre f e g. 

Reciprocamente, suponha f e g topologicamente conjugados e seja h a conjugação topológica. 

Considere, r :X --+ Y tal que r= h o f g o h e s : Y--+ X tal que s = h-1 Logo 

g o r= g o (h o f) = (g o h) o f= r o f 
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f os= f o h- 1 = h-1 o g = s o g 

ainda, r o s = (g o h) o h - 1 = g1 e s o r = h - 1 o (h o f) = f 1. 

Portanto f ~s g, com lag = 1. 

Agora veremos um exemplo com matrizes. 

Exemplo 3.1.4. Considere as matrizes reais, 

(
y2 o ) e B-- o -J2 . 

(
a av'2) 

Agora se tomarmos R = ~ 
b -b-

2 

e S = ( x y ) temos que 
xJ2 -yJ2 

e ainda 

Como 

e 

RA = = BR e AS= 
( 

a-/2 a) (xJ2 
-b-/2 b 2x 

-yJ2) =SE, 
2y 

(
ax + by 

SR= 
ax-/2 

axV{- byv{) 
ax +by 

2?r o l 
o 2% 

O 2n021) 
2 
n;l 

( 2~ On) 
o 22 

(
2ax O ) e RS= . 
o 2by 

se n for par 

se n for impar 

se n for par 

(

2nzl J2 O. ) 

se n for 1m par 
O 2nz' .J2 

31 
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temos que, dado n E :Z+ podemos escolher a, b, x, y adequados para termos A e B shift 

equivalentes, com lag n. Em particular, se tomarmos a = b = x = y = 2 temos 

(
2 vl2) 

R= 2 -vf2 

ainda 

A6 = (~ ~) = B6 

Logo as transformações lineares f : R2 ---+ R2 tal que f ( x, y) = (y, 2x) e g : R2 ---+ R2 

tal que g(x, y) = ( vl2x, }2y), associadas a A e B respectivamente, são shift equivalentes 

com lag= 6. Onde r e s são as transformações associadas a R e S. 

3.2 Matrizes Inteiras 

?vlatrizes completamente diferentes podem dar origem a subshifts do tipo finito topologica

mente conjugadas. Por exemplo as matrizes 

A relação de equivalência em matrizes que correspondem a conjugação topológica dos 

subshifts foi descoberta por Williams [Wil] e denotada por fortemente shift equivalência. 

Williams também definiu outra relação de equivalência, chamada de shift equivalência. Ele 

introduziu este conceito com o objetivo de reduzir o estudo de fortemente shift equivalente a 

uma relação para a qual fosse possível fazer as contas. Temos que fortemente shift equivalente 

implica em shift equivalência. A recíproca é verdadeira em :Z. Williams em [Wi2] conjecturou 

que shift equivalência implica fortemente shift equivalência em :Z+. Porém, Kim e Roush 

[KiRo] mostraram que a conjectura é falsa pelo menos para matrizes redutíveis. 

Definição 3.2.1. Sejam duas matrizes quadradas A e B com entradas em :z+. Dizemos 

que A é shift equivalentei a B se existem duas matrizes retangulares R, S sob ;z+ e um inteiro 

m tais que RA = BR, SB =AS, SR = Am e RS =Em. 

t Observe que não se exige que A, B tenham det f O 
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Definição 3.2.2. Duas matrizes quadradas .4 e E, com entradas em z+ são ditas for

temente shift equivalentes se existe matrizes inteiras não negativas, não necessariamente 

quadradas, Ri e Si, 1 :Si :S n, tais que A= R 1S1 , E= SnRn e Ri+!Sí+! = S;lt; para 

1 ::; i < n. 

Exemplo 3.2.3. Sejam 

A~(::) en~(:: ;) 
Se tornarmos R = 

(0
1 01 01) e S ~ (i ;) ,.emoo qoe AR.~ RB, BS dA e illodq 

SR = E e RS = A. Logo A e E são fortemente shift equivalentes, onde a seqüência de 

matrizes tem comprimento um. 

l\ote também, que A e E são matrizes shift equivalentes segundo a definição de Williams 

[Wi1], mas corno det(E) =O segue que a transformação associada a E não é um endomor

fismo, logo não é um exemplo de shift equivalência se olharmos pela definição acima dada 

por [FrRi]. 

Daremos agora o contra exemplo apresentado por [KiRo] para a conjectura de [Wi2] citada 

anteriormente. 

Exemplo 3.2.4. Considere as matrizes 

(
u 

A= 
I ( 

u o) E= 
U20 (U- I) U . 

Temos que E é não negativa e A e E são shift equivalentes, mas no entanto não são fortemente 

shift equivalentes, onde 

o o 1 1 1 o o o 
1 o o o o 1 o o u ; = I= 
o 1 o o o o 1 o 
o o 1 o o o o 1 

A prova desse fato se encontra em [KiRo]. 
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A seguinte proposição mostra que a recíproca da conjectura é sempre verdadeira. 

Proposição 3.2.5. Duas matrizes fortemente shift equivalentes A e B são shíft equivalentes 

(independente do anel dado). 

Demonstração: 

Como A e E são fortemente shift equivalentes, temos que existem matrizes inteiras não ne

gativas, não necessariamente quadradas, R; e Si, 1 :<:: i :<:: n, tais que A= R1S1, B = SnRn 

e Ri+lSi+1 = S;R; para 1 :<:: i < n. Observe que 

A 2 = R1 S1R1 81 = R1RoSzS1 
~ . 

~=R:~R~~R~~=R 1 ~~~~~=R~~~~~~ 
~~ ~ 

An R1S1R1 ... S1R151 = R1R2S2R2 ... S2R2S2S1 

R1R2R3S3 ... R3S3S2S1 = ... = R1 ... RnSn ... 81. 

Para as potências de B, temos 

B 3 Sn RnSn RnSn Rn = SnSn-l Rn-lSn-1 Rn-lRn 
~~ '---v----' 

- SnSn-1Sn-2Rn-2Rn-1Rn 

Tomando então 



Cap.3 Índice Homotópico de Conley 35 

temos RS= An e SR = B", e também 

AR - R1S,R,R2 ... R,., = R1R2S2R2 ... Rn 

... = R1 ... R,.,_,Sn-lRn-,R,., = R1 ... RnSnRn = RB, 

SA SnSn-l ... S1R1S1 = Sn ... R2S2S1 

- . . . = SnSn-lRn-l ... S1 = SnRnSn . .. S1 - BS. 

Portanto A e B são shift equivalentes. D 

Encerramos aqm esta sessão sobre matrizes inteiras. E agora tendo a definição de 

shift equivalência, o objetivo da próxima sessão é a definição do índice e algumas de suas 

propriedades. 

, 
3.3 O Indice via Franks-Richeson 

A fim de definir o índice de Conley, precisamos mostrar que para quaisquer dois pares filtração 

de um conjunto invariante isolado S, as aplicações correspondentes nos espaços pontuados 

são shift equivalentes, isto será feito no teorema(3.3.4). Em outras palavras, a classe de shift 

equivalência das aplicações espaço pontuado é um invariante de S, pois independe da escolha 

do par filtração. Porém, essa invariância é ainda restritiva, já que shift equivalência nâo é 

um invariante homotópico. Para ver isto, consideremos 

f: IR ---7 IR onde f(x) = 2x, 

que vimos no exemplo(3.1.2) ser shift equivalente a 

g: IR ---7 IR dada por g(x) = 8x. 

:vias no entanto, temos que a aplicação 

1 
r: lR. ---7 lR. tal que r(x) = 2x 
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é homotópica a f, mas não shift equivalente a g. 

Vamos considerar então a classe de homotopia das aplicações preservando ponto base 

tendo fp como representante e denotada hv(S). Daí consideraremos a relação de shift equi

valência nessas classes hv(S) e assim obteremos um invariante homotópico, que definiremos 

em (3.3.5) como o índice homotópico de Conley. 

Exemplo 3.3.1. Seja novamente a aplicação quadrática do exemplo (2.2.15), f: JE.--+ JE. 

tal que f(x) = 5x(l- x). Vimos que P = (N, L) e P' = (N', L') formam pares filtrações 

para o conjunto invariante S = li. e calculamos suas respectivas aplicações espaço pontuado 

no exemplo (2.2.20). Vamos agora mostrar que fp e fP' são shift equivalentes. Para isso, 

primeiramente definimos, r : NL ~ N~, tal que 

Temos então, 

r([L]) = [L']' e r([x]) = p'(x) = [xj' caso contrário 

s([L']') =[L] e s([x]') = p(f(x)) = [f(x)] caso contrário. 

(s o fP')([L']') - s([L']') =[L]= fp([L]) = fp(s([L']')) 

(fp o s)([L']'). 

Para x tal que j(x) 9':. L' temos, 

(s o fP')([x]') s([f(x)]') = [f2 (x)] = fp([f(x)]) 

- (fp o s)([x]'). 

Caso f(x) E L', basta observar que J2(x) E L. 

(r o jp)([L]) = r([Lj) =[L']'= fp•(r([L])) = (!P' o r)([L'J'). 

Se [f(x)] i [L]. temos 

(r o fp)([x]) - r([f(x)]) = [f(x)]' = fP'([x]') 

- (fp• o r)([x]). 
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Caso contrário, temos x E L' e conseqüentemente o resultado segue. Temos diretamente da 

definição de r e s que s o r= fp e r os = !P'· Ou seja, as aplicações r e s satisfazem as 

condições de shift equivalência, apresentando lag = 1. Geometricamente podemos observar 

que a composição s o r cobre duas vezes I'h. 

r 

s --
Figura 3.1: s o r cobre duas vezes N L. 

Observamos aqui que hp(S) não é um invariante de S, pois depende do espaço pontuado. 
' 

Não podemos ter fp e fP' homotópicas, já que estão definidas em espaços diferentes, no 

entanto são shift equivalentes. 

Consideramos agora N" = ([a, P'] U [;, S] u [r, s] U [u, v]), que também é bloco isolante 

e L" vizinhança suficientemente pequena de (N")- tal que f(L") =L', obtemos outro par 

filtração para S = A que tem como espaço pontuado N'{, um bouquet de oito círculos. 

1 
_10 a b 

a a (3 b 

Q .B f' o - I I -I 

Figura 3.2: 

c 
11 

d 10 

c f s u vd 
l---111111111---1111111..-.=t 

f s ü 
I -I I 

Conjunto !v'". 

v -I 

Também como nos casos anteriores, fpn : N'{, ---+ N'{, cobre duas vezes o espaço 

pontuado Nf,. E mais, fpn é shift equivalente a fp, com lag 2. Para ver isso, basta tomar 
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as aplicações, r : l'h ---+ NZ, tal que 

[L"]" se x E ([a, a] U [8, 1] U [6, b]), 

r([L]) = [L"]" e r([x]) -
c ;fi 

[XJ se x E ([a, B] u [1, 6]), 

[L"]" se x E ([c, r] U [s, u] U [v, d]), 

[x]" se x E ([r,s] U [u,v]). 

e s : N'j./' ---+ 1'h tal que 

s([L"j = [L]) e s([x]") = [f2(x)] se x E N" \L". 

Seguindo o raciocínio utilizado nos casos anteriores obtemos então uma shift equivalência 

entre fp e fP' com lag = 2. Geometricamente temos que tanto r os quanto s o r cobrem 

quatro vezes seus respectivos espaços de definição. 

Figura 3.3: r os jf,, e s o r= JJ, 

Daremos agora dois lemas, que são casos especiais de pares filtração paraS, cuja função 

contínua f possui a propriedade f(L) C int(L). Estes lemas serão utilizados na demons

tração do teorema(3.3.4). 

Lema 3.3.2. Suponha P0 = (N, L 0 ) e P = (NUL, L) pares de filtrações paraS= Inv(N \L), 

e que Lo C L e f(L) C int(L). Então as aplicações induzidas, fp0 e fp, nos correspondentes 

espaços pontuados são shift equivalentes. 
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Demonstração: 

Seja Q =NU L, logo P = (Q, L). Sabemos que f induz as seguintes aplicações associadas 

aos pares Po e P, 

se x E L 0 

caso contrário 

onde [x] 0 = pa(x) e Po: N----+ l'ho é a aplicação quociente, 

{

rLl 
fp : QL ----+ QL tal que, fp([x]) = ' " 

[f(x)] 

se x E L 

caso contrário 

onde [x] = p(x) e p: Q----+ QL é a aplicação quociente. 

Queremos provar que fp
0 

e fp são shift equivalentes, isto é, existem r : NLo ----+ QL e 

s : QL ----+ NLo tais que 

r o fp
0 

= fp o r, s o fp = fp os, 
o 

- Jn s o r- P 
o 

- Jn e r os- P· 

Defina então r: NLo ----+ QL dada por r([L 0 ] 0 ) = [L] e r([x] 0 ) = p(x) = [x] para todo 

ponto em NLo \ {[Lo] 0 }, onde identificamos NLo \ {[L0]0 } com N \ L 0 . 

• r está bem definida. 

De fato, sejam [x] 0 , [y] 0 E NLo tais que [x] 0 = [y] 0 • Logo x, y E Lo ou x = y. 

Caso x, y E Lo C L, temos r([x] 0 ) = r([y] 0 ) =[L]. 

Caso x = y, temos p(x) = p(y) e daí r([x] 0 ) = r([y] 0 ). 

• r é contínua. 

Para elementos em NLo \ {[Lo] 0 } temos que r é contínua, pois pé contínua. Agora, para 

verificar a continuidade em [Lo] 0 , tomemos uma seqüência em 1'h0 \ {[L0 ] 0 } convergindo 

para [L0]
0

, então {p01 ([xn] 0 )} está eventualmente em V, vizinhança de L0 em L. Daí temos 

que para n maior que um certo n0 > O, Xn E V C L. Portanto {p(xn)} é uma seqüência 

eventualmente constante igual a [L]. 

" Temos também r o jp
0 

= fp o r. 
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De fato, 

(fp o r)([Lolo) fp(r([Lo] 0 )) = fp([L]) =[L]= r([Lo] 0 ) 

r(fp, ([Lo] 0 )) =(r 0 fp,)([Lo]ol· 

Agora, se x E ((L\ Lo) n N) com f(x) E L0 , então 

(fp o r)([x] 0 ) - fp([x]) =[L]= r([Lo] 0 ) 

r([f(x)] 0 ) =(r o !P
0
)([xlo). 

Se x E ((L\ Lo) n N) mas, f(x) E L\ L0 , então 

(fp o r)([x] 0 ) - fp([xj) =[L] = [f(x)j = r([f(x)] 0 ) 

r(fp
0

([x]o)) =(r 0 fp
0
)([xJol· 

Se x E (N \L), como L0 é vizinhança de N-, temos f(x) E Lo ou f(x) E N \ L0 . 

Considerando f(x) E Lo, temos, 

(fp o r)([x],) - fp([x]) = [f(x)] =[L]= r([Lo] 0 ) = r([f(x)] 0 ) 

r(fpo ([x] 0 )) =(r o fpJ([x],). 

Caso, f(x) E N \Lo, temos, 

(fp o r)([x] 0 ) - fp([x]) = [f(x)] = r([f(x)Jo) 

- r(fp
0 

([x] 0 )) =(r o fp
0
)([xlo). 

Portanto, r está bem definida. 
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Pela definição (2.2.3) temos que L 0 contém o conjunto de saída de N e S n L = 0. 

Assim se x E L n !V, então x não pertence ao conjunto 

00 

S = Inv(Q \L)= Inv(N \Lo)= n Invm(iV \ L0 ). 

m=O 

Logo, existe nx 2: O tal que x rf Invnx (N \ L0 ). Ou seja, não existe um segmento de órbita 

{x 1 }"':~~ C (N\Lo), tal que, Xo = x e Xt+l = f(x,),t = {-nx,··· ,nx -1}. Assim para 
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algum I, PCx) !f (N \Lo), implicando que, P(x) E Lo ou P(x) if N, mas Lo é vizinhança 

de _TI[- em N, então temos que existe k < l tal que Jk(x) E L 0 . Seja n = sup nx. Para 
xE(NnL) 

x E (N n L) temos Jk(x) E L0 para algum k < n. Defina então 

s : QL--+ NLoo onde s([L]) = [L0 ] 0 e s([x]) = ff;
0 

([x] 0 ) caso contrário. 

Seja x E L, como f(L) c int(L), temos f(x) E int(L). Logo existe E > O tal que 

B(f(x), E) C int(L). Como f é contínua existe i5x >O tal que 

f(B(x, i5x)) C B(f(x),E) C int(L). 

Seja então 

K = n B(xJJx). 
xEL 

Logo V = K n Q é uma vizinhança de L em Q, e ainda f(V) C (f(K) n f(Q)) C int(L). 

Portanto existe uma vizinhança V de L em Q, tal que f(V) C int(L). 

• s é contínua. 

Em QL \{[L]} temos que s é composta de funções contínuas, logo contínua também. 

Para verificar a continuidade em [L], seja V uma vizinhança de L em Q tal que f(V) C 

int(L), logo cada ponto z E V, temos fk(z) E Lo para algum k < n. Assim para cada 

ponto zEN n V, temos f?, ([z],) = [Lo]0 , ou seja, s(x) é constante e igual a [Lo] 0 em uma 

vizinhança de [L] em QL. Portanto contínua em [L]. 

• s o fp = fp, os 

De fato, 

(s o fp)([L]) s([L]) =[Lo],= fp
0
([Lo] 0 ) = fp

0
(s([L])) 

= (fp
0 

o s)([L]). 

Agora consideremos x E N \L, com f(x) E L 0 , 

(s o fp )([x]) s([f(x)J) = [Lo] 0 = ff;
0
([f(x)] 0 ) 

fp
0 
(fp

0 
([x],)) = fF

0 
Wo ([x] 0 )) = (fp

0 
o s)([x]). 

Caso x E N \L, mas f(x) E L\ Lo, temos 

(s o fp)([x]) s([f(x)]) = [Lo] 0 = fp
0 

([Lolo) 

fP
0 
(fp

0 
([x]o)) = fp

0 
(fp

0 
([x]o)) = (fp

0 
° s)([x]). 
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Para finalizar, seja x E N \L com f(x) E N \L, então 

(s o fp)([x]) s([f(x)]) = ffV[f(x)Jol = f?JfP
0

([xJo)) = f;;,+'([xJo)) 

fp
0
(Jp

0 
([x]o)) = fp

0
(s([x])) = (jp

0 
o s)([x]). 

" s o r =f? , e também r o s = fJ;. 
o 

De fato. 

(s o r)([Lo] 0 ) = s([L]) = [LoJo =no ([Lo] 0 ). 

Para x E NLo \{[Lo]} temos 

(s o r)([x]o) = s([x]) = {[Lo]o = f?o ([x]o) 

f'P
0 

([x]o) 

se,x E L\ Lo 

se,x E N \L. 
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Temos que [Lo] 0 = f? ([x],), pois existe k < n tal que fk(x) E L0 , daí f;;-k([fk(x)]
0

) = 
o o 

/f;-k([Lo] 0 ) = [Lolo· 
o 

Assim s o r = f'};
0 

• 

Para verificarmos que r os = f}';, notemos primeiro que 

(r o s)([L]) = r([Lo] 0 ) =[L]= ff;([L]). 

Agora para x E N \L, temos 

{[L] = fpn(íx]) se. fk(x) E Lo. k ::; n 
(r o s)([x]) = r(JF

0
[X] 0 ) = r([r(x)] 0 ) = .. · · · · 

~r(x)] = f?([x]) caso contrário. 

Ou seja, para todo ponto de QL, temos (r o s)([x]) = f'};([x]). 

Portanto, tendo provado todos os ítens acima, temos fp ~s fp
0

• D 

Lema 3.3.3. Suponha P' = (N', L) e P = (N, L) pares de filtrações paraS, e que N \L C 

N'\L e f(L) C int(L). Então as aplicações induzidas, fp• e fp, nos correspondentes espaços 

pontuados são shift equivalentes. 
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Demonstração: Considere a aplicação continua r : NL ---+ Ni dada por 

r([L]) = [L] e r([x]) = p'(x) = [x]' caso contrário, 

onde p' : N' ---'> Ni é a aplicação quociente e como antes identificamos 1'h \ {[L]} com 

N\L. Temos fP' or=rofp. 

De fato, 

(fp' o r)([L]) - fp-([L]') =[L]'= r([L]) = r(fp([L])) 

(r o fp)([L]). 

Para [x] E NL \{[L]}, 

(!F' o r)([x]) - fP'([x]') = [f(x)]' = r([f(x)]) 

r(fp([x])) = (rofp)([x]). 

Para a definir a aplicação s, vamos primeiro mostrar que existe n > O tal que fn(N') C 

int(N). De fato, como f(L) C int(L) e int(L) C int(N), temos f(L) c int(N). Assim se 

X E (LnN'), segue que r(x) E int(N) para todo n >o. Suponhamos agora X E (N'\L) tal 

que exista kx >O com fk"(x) E L, logo r(x) E int(N) para todo n > kx. Caso x E (N'\L) 

com Jk(x) E (N' \L) para todo k > O, temos por (2.2.7) que w(x) C S. Daí existe nx tal 

que fk"(x) E int(N). Tomando n = supkx, temos r(N') c int(N). 
xEN' 

Definimos então s : Ni ---+ I'h por 

s([L]') = [L] e s([x]') = p(r(x)) = [r(x)] caso contrário, 

onde p: N ---+ NL é a aplicação quociente e identificamos Ni \{[L]} com N' \L. 

Temos s contínua em Ni \{[L]}, já que é composta de funções contínuas aí. Verifiquemos 

agora a continuidade em [L]'. Suponha que {[xn]'} seja uma seqüência em Ni convergindo 

para [L]', temos então que { s([xn]')} é uma seqüência eventualmente constante e igual a 

[L} E NL- Mostremos agora que s o fp = fp os. 

(s o fp-)([L]') s([L]') =[Lo\= fp([L]) = fp(s([L]')) 

(fp o s)(íL]'). 
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Agora para x E N \L, temos 

Por outro lado, 

(s o fp~)([x]') - s([f(x)]') = [r(f(x))] 

- rr+l(x)]. 

(fp o s)([x]') = fp([r(x)]) = {fp([L]) =[L]= [r+
1
([x])] 

[f(r(x))] = [r+1 (x)] 

Falta ainda mostrar que s o r = f'j; e r os = fJ;,. 

(r o s)([LJ') = r([L]) =[L]'= f'J;([L]'). 

Agora para x E N' \L, temos 

se,fk(x) E L, k::; n 

caso contrário. 

(r o s)([x]') = r([r(x)] = [r(x)]' = f'J;,([x]'). 

Para a composição s o r obtemos, 

e para x E NL \{[L]} 

Portanto fp ~, fp;. 

(s o r)([L]) = s([L]') =[L]= JJ;([L]), 

(s o r)([x]) - s([(x)]') = [r(x)] 

- f'J;([x]). 
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c 

Daremos agora o teorema que relaciona as aplicações espaço pontuado associadas a 

pares filtrações quaisquer para um conjunto invariante isolado. 

Teorema 3.3.4. Suponha P' = (N', L') e P = (N, L) pares de filtrações para S. Então as 

aplicações induzidas, fp; e fp, nos correspondentes espaços pontuados são shift equivalentes. 

Demonstração: 

Como P' = (N', L') e P = (N, L) são pares de filtração paraS, temos S C int(N \L) e 

também S C int(N' \L'). e daí 

S c ( ínt( N \ L) n int( N' \ L')) = V. 
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Logo V é vizinhança de S em N e em N'. Pela proposição (2.2.10) temos 

Logo, se E= min{E1, E2} 

Existe E 1 > O tal que C,1 (1\', S) C 1/. 

Existe E2 > O tal que Cc,(N', S) C V. 

C,(N, S) c Cc, (N, S) c V c int(N' \L'). 

Cc(N', S) c C,,(JV', S) c V c int(N \L). 

45 

Assim, se x E C,(N,S), temos que x E N e existe uma E-cadeia {xn}:':% C N com x 0 = x 

e xk,X-kES. 

Como C,(N, S) C int(N' \L') C N', segue que x E N'. Já que cada elemento da E

cadeia {xn}:+:% pertence a C,(N, S) (obs(2.2.9)), temos ela também pertencente a N'- Logo 

x E C,(N', S), ou seja C,(N, S) c C,(N', S). Com os mesmos argumentos podemos ver que 

C,(N', S) c C,(N, S). 

Portanto para E suficientemente pequeno temos, C,(N', S) = C,(N, S) c V. 

Seja B = C,(N, S). Veremos que se B 0 é uma vizinhança suficientemente pequena de B

em B, então Po = (B, Bo) é um par filtração com a propriedade que fp
0 

é shift equivalente 

tanto a fp quanto a fp. Provaremos a shift equivalência para fp, já que os argumentos são 

os mesmos para ambos os casos. 

Como identificamos NL \{[L]} com N\L, podemos considerar B como um subconjunto 

de l'h e a aplicação como sendo fp. Assim B- = {x E C,(N, 5) tal que fp(x) 'f_ int(B)}. 

Da definição de C,(N, S), temos que x E B- implica que não existe uma E-cadeia de fp(x) 

para S. Logo pela observação(2.2.7) o conjunto w(x) pode ser somente o ponto [L]. Disto 

segue que existe um n > O tal que para cada x E B- temos f'j;(x) = [L]. Se B 0 é uma 

vizinhança suficientemente pequena de B- em B, o mesmo acontece para os pontos de B 0 . 

Definimos K C J'h como (int(fpn([LJ))). Então fp(K) C int(K), pois, f? 1 ([L]) é uma 

vizinhança de [L] e para cada seqüência convergindo para um ponto de fp(K) temos sua 

imagem sob f~- 1 convergindo para [L]. Assim cada tal seqüência está eventualmente em K. 

Temos também que B 0 C int(K). 

Assim R = (I'h, K) e Q = (B U K, K) são pares de filtração para S. Completamos 

a prova mostrando que .f R : :V L/ K --+ NL/ K é shift equivalente a .fp : NL ----+ I'h e 
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fp
0 

: B
30 

--> Bs0 . Pelo lema(3.3.2) fp
0 

é shift equivalente à !Q e pelo lema(3.3.3) !Q é shift 

equivalente à f R- Assim !R é shift equivalente à fp
0

• 

Para verificar que !R é shift equivalente à fp, notemos que se p : N ------+ NL é a aplicação 

quociente então podemos identificar os espaços pontuados (e aplicações) dos pares de filtração 

(NL, K) e (N, p- 1(K)). Pelo lema(3.3.2) fp é shift equivalente a aplicação espaço pontuado 

associada ao par (JYp- 1 (K)) que identificamos com fR· o 

Sejam X e Y espaços topológicos pontuados e [f] : X ------+ X e [g] : Y ------+ Y 

classes de homotopia preservando ponto base. Dizemos que (X, [f]) e (Y, [g]) são shift 

equivalentes se existem aplicações de classe de homotopia [r] : X ------+ Y e [s] : Y ------+ X tais 

que [g o r] = [r o f], [s o g] = [f os], [r os] = [gm] e [s o r] = [r] para algum m. 

Definição 3.3.5. Sendo S um conjunto invariante isolado para uma aplicação contínua, 

definimos o índice homotópico de Conley paraS como a classe de shift equivalência de hp(S), 

onde p = (N, L) é um par filtração paraS e o denotamos por h(S, f) ou simplesmente h(S). 

Definido este invariante homotópico, podemos aplicar funtores para obter novos inva

riantes. como o índice homológico, índice cohomológico, etc. 

Listamos agora, duas importantes propriedades do índice de Conley. A propriedade de 

\Vazewski e a propriedade de continuação(homotopia). 

Dizemos que h(S) = O, se cada aplicação espaço pontuado para S for shift equivalente 

(na categoria de homotopia) à aplicação no espaço pontuado constituído de apenas um ponto. 

Exemplo 3.3.6. Considere f :R--+ R dada por f(x) = x +L Vimos no exemplo(2.2.4) 

que N = [0, 1/2] U [1, 3/2] e L, = ([O, e] U [1/2 - e, 1/2] U [1, 3/2]), e > O suficientemente 

pequeno, formam um par filtração para S = 0. Como fp : NL ------+ NL é constante igual 

a [L], temos h(S) = O. Este exemplo apresentado aqui, é um caso particular da seguinte 

proposição. 

Proposição 3.3. 7. O conjunto 0 é um conjunto invariante isolado, onde h(O) = O. Daí 

segue que, se h(S) #O então S # 0. 
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Teorema 3.3.8. Suponha h : X x [0, 1] ----+ X uma homotopia contínua e N uma vizi

nhança isolante para j 0 , com So = Inv(N, f 0 ). Então existe um E> O tal que N é vizinhança 

isolante para h, À< E. Assim, h(S0 , fo) = h(S;_, h), onde S;_ = Inv(N, h) e À< E. 

Demonstração: Segue do teorema(2.2.12). 

Como conseqüência desse teorema, temos que, dados uma variedade 2\oi e uma aplicação 

contínua f : AI ----+ AI com vizinhança isolante N e um conjunto invariante isolado S = 

JnvN então existe uma vizinhança V de f na topologia C0 com a propriedade que N é 
- --

uma vizinhança isolante para toda f E V. Conseqüentemente, h(S, f) = h(S, f), onde 

S = Jnv(N, f). 

Exemplo 3.3.9. Considere f e P = (N,L) como no exemplo (4.1.4). Temos então que a 

aplicação espaço pontuado fp: NL ---+ l'h é dada por 

fp([(x, y)J) = ' 
se,(x,y)EL 

{

[Li 

p((2x, ~y)) caso contrário, 

[) 
Figura 3.4: Espaço Pontuado N L 

Consideremos agora a classe das funções homotópicas a fp. Temos então que o índice 

homotópico de Conley, h(S), é a classe de shift equivalência de hp(S) = [jp]. 

Exemplo 3.3.10. Para este exemplo, vamos considerar a ferradura de Smale apresentada 

no capítulo 1. Seja N = [0, 1] x [0, 1] = Q. Vimos no capítulo 1 que F- 1 (N) n N n F(N) 

é formado por quatro quadrados no interior de N, ou seja, N é bloco isolante. Logo, se 

L é uma vizinhança suficientemente pequena de N- = Q \ (V1 U V2 ) em N, temos pelo 

teorema(2.2.12), que P = (N, L) é um par filtração paraS= A. 

A aplicação espaço pontuado associada a P, Fp: NL----+ NL é dada por 

{

[L] 
Fp([(x, y)]) = 

p(F(x, y)) 

se (x,y) E L 

caso contrário. 
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I 

;, 

I 
l I 

Figura 3.5: Espaço Pontuado lh para ferradura. 

e seu comportamento é semelhante ao da função dada no exemplo (2,2.15). Ternos então 

hp(S) a classe de homotopia de Fp, e portanto h(S) é a classe das funções shift equivalentes 

a hp(S). 

Os exemplos acima mostram a dificuldade do cálculo do índice homotópico mesmos nos 

casos mais simples. 

Para tanto, aplica-se funtores de homologia e cohornologia ao índice corno veremos no 

capítulo seguinte, 



Capítulo 4 

Outras Abordagens para a Definição 
" do Indice 

Neste capítulo vamos definir o índice homotópico de Conley baseado nos trabalhos de 

A.Szymczak, onde é utilizada a teoria de categorias. Veremos que dado um par filtração 

para um conjunto isolado S, temos h(S) equivalente a classe dos isomorfismos de (l'h, fp) 

na categoria de Szymczak (Htop*)"', ou seja, a definição do índice homotópico de Franks e 

Richeson e a de Szymczac se equivalem. Veremos também a definição do índice cohomológico, 

com base nos trabalhos de :Vl.Mrozek, onde daremos exemplos do cálculo do índice. 

4.1 Índice Homotópico via Szymczak 

Iniciamos esta sessão com a definição da categoria de Szymczak, que será utilizada para 

a definição do índice. 

Seja K uma categoria. Definimos a categoria dos objetos munidos com um morfismo 

sobre K, denotado por Km, como segue: 

Ob(Km) := {(Xj): X E Ob(K) e f E MorK(X,X)}. 

Agora para (X, f), (X', f') E Ob(Krn) definimos 

iv1 orKm ((X, f), (X',!')) := M((X, f), (X',!'))/~ . 

49 
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onde, 

M((X, f), (X', f'))= { (g, n) E l\!IorK(X,X') X z+: g o f= f' o g}. 

e "~" é uma relação de equivalência, assim definida, (g1 , n 1 ) ~ (g2 , n2 ) se, e somente se, 

existe k E z+ tal que o diagrama abaixo comute, 

X 
Jn1+k 

-'-----7 X 

lr,+' 192 
X ~ X' 

T.;m morfismo em 1vf orKm ((X, f), (X', f')) tendo como representante (g, n), será denotado 

por [g, n]. 

A composição dos morfismos 

[g, n] E MorKm ((X, f), (X', f')) e [g', n'J E M orKm ((X',J'), (X", J")) 

é definida por 

[g', n'] o [g, n] := [g' o g, n' + n]. 

Temos ainda que os morfismos identidade pertencentes a MorKm ((X, f), (X, f)) são da 

forma Id(x,f) = [idx,O]. 

Chamaremos uma tal categoria Km = {Ob(Km),MorKm} de categoria de Szymczak. 

Definição 4.1.1. Dizemos que (X, f) e (X', f') em Km são isomorfos se existem morfismos 

[g1, nd : (X, f) --+(X', f') e [g2, n2] : (X' ,f') --+(X, f) tais que 

Seja Htop a categoria dos espaços topológicos pontuados, onde morfismos em Htop 

são classes de homotopia preservando ponto base. Denotaremos a categoria de Szymczak 

associada a Htop por HtoPm· As classes de isomorfismo em Htopm definem o índice de 

Conlev. como veremos na definição seguinte. 

Definição 4.1.2. SejaS um conjunto invariante isolado para a aplicação contínua f :X --+ 

X. O índice homotópico de Conley de S, denotado por h(S,f,X), é definido como a classe 
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dos objetos isomorfos a ((N/ L, [L]), [fN,L]) E Ob(Htopm)· Szymczak provou em [Sz] que essa 

classe independe da escolha do par índice ( N, L), logo 

h(S, f, X) = [(N/ L, [L]), fN,L]· 

Veremos no próximo teorema que isomorfismos na categoria de Szymczak equivalem a 

shift equivalência. Vale ressaltar que este teorema vale não apenas para Htopm, mas para 

categorias de Szymczak em geral. 

Teorema 4.1.3. Suponha que (X, f), (X', f') E Ob(Km). Temos que (X,J) e (X', f') são 

isomorfos se, e somente se, f e f' são shift equivalentes. 

Demonstração: Suponha que f e f' sejam shift equivalentes, por definição existem m E z:+, 
r : X ----+ X' e s : X' ----+ X tais que 

r o f= f' o r, s o f =f' o f, r os= fm e s o r= (J')m. 

Temos que [r,m] E 1\l[orKm((X,f), (X', f')) é um isomorfismo cujo isomorfismo inverso é 

[s, O] E 1\!I orKm ((X, f), (X' ,f')), pois, da comutatividade do diagrama 

x~x 

x~x 

segue que (s,O)o(r,m) = (sor,m) ~ (idx,O). Similarmente, (ros,m) ~ (idx·,O). Portanto 

[r, m] e [s, O] são isomorfismos inversos. 

Reciprocamente, suponha que (X, f) e (X', f') são objetos isomorfos na categoria de Szymc

zak, existem então [r,t] E MorKm((X,f),(X',f')) e [s,u] E MorKm((X',J'),(X,J)) morfis

mos inversos. Daí segue que 

(sor,t+u) ~ (idx,O) e (ros,t+u) ~ (idx·,O). 

Temos então r o f= f' o r, f os= s o f' e existem k1 , k2 E z:+ tais que os diagramas abaixo 

comutam 
X 

Jt+u+k1 

X X' 
(f')t+u+k2 

X' 

1 fkl lid 1 (f')kz 1 id 

X 
sor 

X X' 
r os 

X' ---+ ------+ 



Índice Homotópico via Szymczak 52 

Sejam k = max{k1, k2}, m = t + u + k, s' =se r'= r o fk Assim temos 

r' o f = f' o r', S
1 o f = f o s', r' o s' = (!') m e s' o r' = fm. 

Portanto f e f' são shift equivalentes. o 

O teorema acima garante a equivalência entre a definição do índice homotópico de 

Conley apresentada por Szymczak e a definição dada no capítulo anterior por Franks e 

Richeson. Em outras palavras, dado um par filtração (N,L) para um conjunto isoladoS, a 

classe dos isomorfismos (NL, fp) na categoria de Szymczak, h(S, f, X), é o índice homotópico 

de Conley h(S) definido por [FrRij. 

O próximo exemplo ilustra o teorema (4.1.3). 

Exemplo 4.1.4. Seja f : lR2 ---+ JE.2 dada por f(x, y) = (2x. ~y). Considere os conjuntos 

compactos em JE.2, N = [-2, 2] x [-2, 2] e L= [-2, 1 +E] x [-2, 2] U [1- E, 2] x [-2, 2]. 

Temos que o par (N, L) é um par filtração para S = (0, O). Tomando Q = [- ~. ~] x [3, ~], 

obtemos que o par P' = (N', L) onde N' =NU Q é outro par filtração para S. Veja figura 

Figura 4.1: Par Filtração P' = (N', L). 

A aplicação induzida fP' é então dada por, 

!P' ([x]) - fp([x]) se x f; Q 

fP'([x]) [f(x)] se x E Q. 

Considerando a inclusão i : N I L '--+ N' I L, temos o diagrama comutativo 

NIL ~ NIL 
I : i li ' + 

N'IL 
fpl 

----'---+ N'IL 
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ou seja, icfP = !F' oi. Logo para todo n E z+ segue que [([i], n)] é um morfismo entre 

(N/ L, [fp]) e (N' /L, [.fp,J). Considere agora h : N' I L-+ Nl L, onde 

segue daí que 

h([x]) 

h([x]) 

hofp' ([x]) 

hofP'([x]) -

[x] se x li Q 

- [f(x)] se x E Q. 

fpoh([x]) se x li Q, 

h([f(x)]) = [f(x)], se x E Q, 

fpoh([x]) - fp([f(x)]) = [f2 (x)], se x E Q. 

Logo o seguinte diagrama é homotopicamente comutativo 

N'IL 
fpl 

----'----+ N'IL 
I 

Ih Ih 
"' "'" 

N/L ~ NIL 

Portanto, para todo mE z+, temos que [([h],m)] é um morfismo entre (N'IL,[!P']) e 

(N/L, [fp]). 

Queremos encontrar m, n E z+ tais que 

[([h], m)] o [([i], n)J = [([J dN~], O)] 

[([i],m)) o [([h],n)J = [([JdNL],O)]. 

Ou seja, encontrar valores para m, n, k, j em z+, tais que os seguintes diagramas sejam 

homotopicamente comutativos 

JVI I L (fp' )m+n~j N' I L 

i . 
1 hoz=ld 
~ 

1 (fp')j lioh=ld 

NIL N/L N'IL 
ld 

--+ N'IL 

Basta tomarmos m = n = O e j, k inteiros positivos quaisquer, para termos o desejado. 

Portanto temos que (N I L, [fp]) e (N' I L, [fp']) são isomorfos em Htopm. 

Pelo teorema (4.1.3), temos então que (NIL, [.fp]) e (N'IL, [!P']) são shift equivalentes 
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com lag = rn onde, m = max{k,j}, s =h e r= iof'P· Ou seja, 

[s]o[fP'] 

[ l 'f 1 ÍJol PJ 

[r]a[s] 

r I r ] ls oLí 

-

-

-

[JP]o[s] 

[ioJ;;']o[fp] = [fp•]o[iof'P] = [fP']o[r] 

[ioJ;;']o[h] = [f;;;] 

'h' [. fm· lfm' [ Jo 7o P J =L P J· 

' 4.2 Indice Cohomológico de Mrozek 
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u 

Iniciamos esta sessão com as definições de núcleo e imagem generalizados, que são ne

cessárias para a definição da redução de Leray. Em seguida definiremos o índice cohomológico 

e apresentaremos alguns exemplos. 

Denotaremos por 'S a categoria dos endomorfismos, onde um objeto de 'S é um par (F, f) 

sendo F um módulo sobre um anel e f : F --+ F um endomorfismo. Analogamente deno

tamos por >SI a categoria dos isomorfismos. 

Sabemos que se f: F--+ F for um isomorfismo, para todo n E N, r(x) =O se, e somente 

se, X= o. Mas se f for apenas um endomorfismo podemos ter r(x) =o com X =F o para al

gum n E N. Assim x E ker(Jn) para algum n. Analogamente, temos Im(r) = Im(f) =F 

se f for um isomorfismo. Já para monomorfismos, nem sempre esses conjuntos coincidem. 

Com a idéia de generalizar a definição de núcleo e de imagem temos a seguinte definição 

Definição 4.2.1. Seja f : F --+ F um endomorfismo. O núcleo generalizado de f é dado 

por 

gker(f) := {x E F: r(x) =O, para algum n E N}. 

Suponha agora g : F --+ F um monomorfismo, definimos a imagem generalizada de g por 

gim(g) := {x E F: 3 {xn};:;"~o C F tal que gn(xn) = x para todo n E N}. 

Como f(gker(f)) Ç gker(f) temos induzido o monomorfismo 

f': F/gker(f)--+ F/gker(f) tal que J'([x]) = [f(x)]. 
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Façamos então LJvf(F,f) := (F/gker(f),f') E 'S. 

Seja c;; é um morfismo entre (E, e) e (F, f). Segue da definição de morfismos que 

cp(gker(e)) C gker(f). Logo podemos definir a aplicação 

:p': E/gker(e)---+ F/gker(f) tal que :p'([xJ) = [p(x)]. 

Assim temos o seguinte diagrama comutativo 

E/gker(e) e' 
---+ E/gker(e) 

I 10' 
..v 

1 10' 

F/gker(f) F/gker(f) 

Façamos Llv!(p) := p'. Logo temos que L1\II(p) é um monomorfismo entre LA!(F,f) 

e LJ\II(E,e). 

Agora para a imagem generalizada de um monomorfismo f, temos f(gim(f)) Ç gim(!). 

Logo podemos considerar a aplicação 

f": gim(!) ---+gim(!) dada por f"(x) = f(x). 

Temos que f" é um monomorfismo sobrejetor, ou seja, um isomorfismo. 

Façamos agora LI(F, f) := (gim(!), f") E 'S. 

Consideremos <p um morfismo entre (E, e) e (F, f), onde e, f são monomorfismos. Como 

temos p(gim( e))) Ç gim(!), podemos definir a aplicação 

:p": gim( e) ---+gim(!) tal que p"(x) = p(x). 

E temos ainda o seguinte diagrama comutativo 

gim( e) e" 
gim(e) ---+ 

I -r.~~ 
.j.y I r.r" 

I 

gim(!) f" 
---+ gim(!) 

Fazendo LI(p) := p", temos que LI(<p) é um morfismo entre os objetos LI(F,f) e LI(E,e) 

pertencentes a 'S. 

Definição 4.2.2. Dado (F, f) E :::5, definimos a redução de Leray como a composição LI o 

LAJ(Ff), e denotada J:(F,f). Se <pé um morfismo entre (E,e) e (F,f), então J:(p) = 

LI(Uvf(p)). 
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A seguinte proposição nos diz que f: restrita a 'SI é simplesmente a identidade. 

Proposição 4.2.3. Sejam (E, e), (F, f) E 'S, com e, f isomorfismos. Então f:(E, e) -

(E, e), J.:(F, f) =(F, f) e se cp é um morfismo entre (E, e) e (F,f), então f:(cp) = cp. 

Vamos agora definir o índice cohomológico de Conley. 

Lema 4.2.4. Se (N, L) é um par índice para um conjunto isoladoS, então 

1. (N.L) c (NUf(L),LUf(L)). 

2. A inclusão iN,L: (N, L) '--+(NU f(L), LU f(L))induz um isomorfismo na cohomologia 

de Alexander-Spainer. 

Seja então a aplicação 

n,,L =r 0 (iiv,L)-1 : H'(N,L)--+ H'(N,L) 

onde 

r : H'(N U f(L), Lu f(L))--+ H'(N, L) 

é a induzida cohomológica da f. A aplicação f,'V,L é chamada aplicação índice. Temos então 

que o par (H* (N, L)J'N,L) pertence a 'S. 

Agora daremos um resultado importante que assegura que o índice cohomológico está 

bem definido. 

Teorema 4.2.5. Suponha (N', L') e (N, L) pares-índices para um conjunto isolado S. Então 

J;(H*(N,L),fv,L) e f:(H'(N',L'),f.':.r·,u) são objetos isomorfos em f:. 

Pelo teorema acima, a redução de Leray da cohomologia de Alexander-Spainer de um 

par índice para um conjunto isoladoS, só depende do conjunto S. Logo podemos definir. 

Definição 4.2.6. Dado um conjunto isolado S, definimos o índice cohomológico de Conley 

como o par Con*(S) = f:(H'(N, L), f'N J, onde (N, L) é um par índice para S. 

O índice cohomológico de Conley possui três propriedades. São elas: 

• (Propriedade de Wazewski) Se Con*(S) ;i0, então S ;i0. 
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• (Propriedade de Aditividade) Seja 5 = 5 1 U 52 um conjunto invariante isolado, onde 

51 ,52 são conjuntos invariantes isolados disjuntos. Então Con*(5) = Con*(51 ) x 

Con*(52)· 

,. (Propriedade de Homotopia) Sejam A C lR!. um intervalo compacto e f: A x X --+X 

uma aplicação contínua tal que para cada À E A, 

h: X--+ X definida por h(x) = f(À,x) 

é uma aplicação contínua e lV é uma vizinhança isolante em relação a h,. Então 

Con*(Inv(N, f>J) não depende de À. 

Daremos a seguir um exemplo do cálculo do índice de Conley. 

Seja x 0 E JR um ponto fixo de um difeomorfismo f de classe C 1 Dizemos que x 0 é um 

ponto fixo hiperbólico se D f(xo) é um isomorfismo hiperbólico, isto é, se D f(x 0 ) não possui 

autovalor de norma 1. Denotando por k o número de de auto valores de D f(x 0 ) com módulo 

maior que 1, elo número de auto valores reais de D f(x 0 ) menores que -1, definimos o índice 

de Morse do ponto hiperbólico xo como o par (k, 1). 

Exemplo 4.2.7. Seja xo um ponto fixo hiperbólico de um difeomorfismo de classe C 1 , f: 

}Rn --+ l!l!.n . Então { x0 } é um conjunto invariante isolado e 

Coni({xo}) ={O 
(Q, (-1)1id) 

para í # k 

para í = k 

onde, ( k, l) é o índice de Morse de x 0 . 

De fato, assuma sem perda de generalidade que x 0 = O. Primeiramente consideraremos 

o caso em que f é linear, isto é, f(x) = Ax, onde A é uma matriz real n x n. Como A é 

um isomorfismo hiperbólico, logo podemos decompor l!l!.n = U Ell V como soma direta de dois 

subespaços U, V invariantes por A, onde os autovalores de Au = A lu e Av = A!v são os 

autovalores de A com módulo menor que 1 e maior que 1 respectivamente. E ainda existe 

uma norma 11-11 em JRn tal que IIAull < 1 e II(Av)-1 11 < 1, ou seja, Au é uma contração e Av 

é uma expansão. Seque então que {O} é um conjunto invariante isolado. 

Suponha que A possua n autovalores diferentes. Escolha uma base do JRn em que A 

nesta base tenha forma bloco diagonal, com blocos unidimensionais [Àj] correspondentes aos 
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autoYalores reais Àj e blocos bidirnensionais 

(

rj cos 'PJ TJ sen 'PJ) 
rJsencpJ rJcos:pJ 

correspondentes ao par de autovalores complexos rJexp( -i:p1) e r1exp( i:p1 ). 

Definamos a aplicação h : lR x [0, 1] tal que 

h(u, t) =tu+ (1- t)sgn(u)exp(sgn(lul- 1)1n2), 

onde, 

sgn(u)={ 
1 

-1 

seu> O 

seu< O. 
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Para t E [O, 1], seja A, urna matriz de mesma estrutura bloco diagonal que A, e cujos blocos 

correspondentes aos autoYalores reais e complexos tenham a forma, 

(h(Àj, t)) e 

respectivamente. 

Temos lh(u, t)l > 1 para todo t E [0, 1], se lu I >O e lh(u, t)i < 1 para todo tE [0, 1], 

se !u'' < O. Logo, a origem é um conjunto invariante isolado associado a cada A,. Aplicando 

então a propriedade de homotopia do índice de Conley obtemos 

Con( {0}, A1) = Con( {0}, Ao). 

I\oternos que A= A1 , e para t =O segue que Ao assume a forma bloco diagonal com o valor 

-2 aparecendo l Yezes e 2 aparecendo k -I vezes, sendo as entradas não nulas restantes iguais 

a ~e-~. Sejam 

N = {(x, y) E lRk x JRn-k: llxll :S 2 e IIYII :S 2} 

L = { z E N : 2 :S ilzil :S 1} 

B = {x E V: jlxll :S 1} 

S = {x E V: lixll = 1}. 
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É fácil ver que (N, L) é um par índice para {0}. Considere então as aplicações 

d: (B,S)-+ (B,S) onde d(u,v) = (u,-v) 

a: (B, S) -+ (N, L) onde a(x) = (x, 0). 

Logo o seguinte diagrama é homotopicamente comutativo, 

N/L 
fN.L 

N/L 
I i 

l" I" 
~ 

B/S B/S 

Daí , o diagrama em homologia 

H,(N/L) H,(N/L) 

1 a. 
I 
I a. 

-!-

H.(B/S) 
d. 

H,(B/S) --t 

é também comutativo e temos então a, e d, isomorfismos. Logo, 

Coni({O},J) = (H,(B/S),d,) ={O 
(Q, ( -1) 1id) 

se i -1 k 

se i= k. 

Para obter o resultado no caso de uma aplicação linear com autovalores com multiplicidade é 

suficiente construir uma homotopia ligando a aplicação A com uma aplicação A' que possui 

pares de autovalores diferentes e então aplicar a propriedade de homotopia. 

Consideremos agora o caso de uma aplicação f qualquer. O fato que também neste caso {O} 

é um conjunto invariante isolado segue diretamente do caso linear e do teorema de Hartman

Grobman ([PaMe]). Seja A= D(f(O)). Temos f(x) = Ax + r(x), onde r(x) = B(llxil). 
Para À E [O, 1] defina a família de aplicações 

i>,(x) = Ax + Àr(x). 

Fixo >. E [O, 1], podemos aplicar o Hartiman-Grobman teorema e encontrar o(>.) > O tal 

que B(o(>.)) = {x E E.n : llxl :::; o(-\)} é uma vizinhança isolante para f\, isolando {0}. 

Lm argumento de compacidade mostra que existe o > O tal que B(i5) é uma vizinhança 
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isolante associada a h para cada À E [0, 1 ]. Podemos fazer o suficientemente pequeno para 

assegurar que Inv(B(o), f)= {0}. Como H(x, .\)=h define uma homotopia entre A e f e 

pelo caso anterior sabemos calcular Con( {0}, A) temos que a tese segue agora da invariancia 

homotópica do índice de Conley para o caso linear provado acima. D 

Exemplo 4.2.8. Considere agora a aplicação ferradura de Smale F dada no capítulo 1. 

Queremos determinar o índice cohomológico de Conley para Inv(N) =A, sendo N = Q. Se 

tomarmos L= Q \(H oU H 1), o par (N, L) é um par índice para F. 

' ' ' • 
I 

" ' 
' 

1.1 
#I (_8): 

.·· 1. 

Ql F a) I 
· .. ·. t ], 

' I 

c:; -
' ' ' 

Figura 4.2: Par índice para a ferradura de Smale 

Temos que 

se i= 1 

caso contrário. 

Logo para o cálculo do índice de Conley, basta considerar i = 1. Na figura (4.2), a e !3 

denotam representantes dos geradores de H 1 ( N, L). Temos que a aplicação induzida po-

de ser representada pela matriz ( ~ ~) . Como (f;:,,dH1 (N, L))) 2 é a matriz nula, temos 

gker(ff,; L(H1 (N, L)))= H 1 (N, L). Assim 

H 1(N, L) 
---,--...--"'c..,.C,c-c'-...-_,..,.7 ~ o. 
gker(fJ.r,L Hl(N, L))) 

Portanto a aplicação induzida ao nível 1 é também nula, ou seja, Con*(Inv(N)) é trivial. 
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