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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo de modelos matemaéticos epidemiolégicos de-
terministicos da malaria. Em seguida propomos um modelo alternativo da maléria,
supostamente menos complexo com o intuito de utilizar modelos associados que con-
templam a subjetividade em seus elementos. Para o modelo alternativo deterministico
fizemos uma andlise qualitativa e simulagoes com dados reais dos casos confirmados de
maldria no Brasil, de modo particular na regiao Amazoénica onde se concentra cerca de
90% dos casos. Dado que os modelos cldssicos tém como caracteristica a precisao dos
dados e, muitas vezes, as solugoes classicas podem nao traduzir a realidade devido as
imprecisoes dos dados. Fizemos uma abordagem da teoria dos conjuntos fuzzy, apre-
sentando algumas de suas caracteristicas: valor esperado, base de regras para sistemas
p-fuzzy e o principio de extensao de Zadeh, com a finalidade de incluir subjetividade
no modelo alternativo proposto, o qual traduziria possivelmente uma situacao mais

préxima a realidade.

Palavras-chave: Epidemiologia, modelos deterministicos e alternativos, malaria, Légica

Fuzzy, subjetividade, sistema p-fuzzy
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Abstract

In this work we present a study of mathematic deterministic epidemiological models of
malaria. We then propose an alternative model of malaria, supposedly less complex,
with the intention of using associate models that contemplate the subjectivity in their
elements. For the alternative deterministic model we made a quantitative analysis and
simulations with real data of confirmed cases of malaria in Brazil, more specifically
in the Amazon region, where about 90 % of cases occur. The characteristic of classic
models is the precision of the data and, many times, classic solutions may not translate
the reality due to data imprecision. For that reason, we made an approach of the the-
ory of logic fuzzy, presenting some of its characteristics: expected value, base of rules
for p-fuzzy system and principle of extension of Zadeh, with the purpose of including
subjectivity in the proposed alternative model, which would possibly reflect a situation

closer to reality.

Key words: Epidemiology, deterministics alternative models, malaria, fuzzy logic and

subjectivity, p-fuzzy system.
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Capitulo 1
Introducao

A Maléria, que foi designada por italianos de “mal aire”, provavelmente, é uma
doenga de marcos histéricos em uma extensa parte da populagao humana. Apesar da
maldria ter sido descoberta, ou uma doenca semelhante a esta, hd mais de 4000 anos
a.C., ainda é um dos problemas mais graves de saiide ptblica no mundo.

No século V' a.C, Hipdcrates foi o primeiro médico que relacionou esta doenga as
estagoes do ano, ou a locais frequentados por doentes, descreveu o quadro clinico da
doenca e suas complicagoes. Depois dele, no século I1 d.C., diversos médicos gregos
e romanos deixaram varias referéncias sobre esta doenca que ocorria em epidemias
ciclicas na Grécia, Italia e diversas outras partes da Europa onde a doenca passou a ser
conhecida como “Febre Romana”[19, 21].

No ano 340 d.C. Ge Hong descobriu uma planta com propriedades anti-febril, de
nome @inghao. Mas somente em 1971, que os ingredientes ativos desta, conhecida como
artemisina, foram isolados pelos cientistas chineses, apresentando-se como um potente
e eficaz antimaldrico, especialmente em combinagao com outros medicamentos [19].

No século XV II, missionarios Jesuitas espanhéis aprenderam dos indigenas que a
casca de uma arvore era medicinal e tinha efeitos curativos contra esta doenca. Mais
tarde esta casca passou a ser conhecida como quinina antimaldrica [21].

No final do século X1X, através de pesquisas feitas pelos bacteriologistas e patolo-
gistas foram descobertas as causas de diversas doencas infecciosas e também seus res-
pectivos vetores que as transmitem, como o caso da malaria. Em 1880, o médico
francés Charles Louis Laveran, observou e descobriu parasitas da malaria no interior
dos glébulos vermelhos humanos. Em 1887, Ronald Ross tornou possivel a elucidacao
de modos de transmissao ao encontrar formas de parasitas da maldria no interior do

mosquito que havia se alimentado de um portador de sangue contaminado. Estas des-
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cobertas deram o Prémio Nobel a Ross em 1902 e a Alphonse em 1907 [21, 19].

Na metade do século X X, muitas pesquisas eram feitas para o controle da maléria,
especialmente no sentido de reduzir ou eliminar os criadouros do inseto transmissor.
Isto mostrou ser bastante eficiente em algumas situagoes e levou em 1957 a Organizagao
Mundial da Satde organizar uma campanha de Erradicacao da maldria [21].

Mas ainda no século XXI, a maldria é considerada uma das trés doengas infecciosas
mais perigosas, além da HIV/AIDS e da Tuberculose, sendo uma doenga propicia das
regides tropicais e subtropicais do planeta, com maior foco de transmissao na Africa
Sub-Sahariana, onde ocorrem 90% dos casos do mundo. A transmissao ocorre em mais
de 100 paises: da América do Norte (México), América Central (Reptiblica Dominicana
e Hait{), América do Sul (principalmente na Bacia Amazonica), Africa, Asia (subcon-
tinente Indiano, Sudeste Asidtico e Oriente Médio), Europa Ocidental e Oceania [25],
como podemos ver a Figura 1.1, ilustra as distribuicoes das zonas de risco pela doenga,
podemos observar que Africa é o continente onde concentra maior percentagem de

contaminacao a nivel do mundo.

Figura 1.1: Distribui¢ao das zonas de risco para a malaria no mundo.

Fonte: WHO, 1993

A cada ano ocorrem 300 a 500 milhoes de casos, com cerca de 1 a 3 milhoes de
6bitos, segundo a Organizagao Mundial da Saiude (OMS) [27]. E a principal parasitose
tropical e uma das mais frequentes causas de morte em criancas nesses paises (mata
um milhao de criangas com menos de 5 anos a cada ano). Segundo a (OMS), a malaria
mata uma crianga africana a cada 30 segundos, e muitas criangas que sobrevivem a

casos severos sofrem danos cerebrais graves e tém dificuldades de aprendizagem [27].
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No Brasil, apesar dos casos da malaria terem diminuido nos tltimos anos, a situacao
da regiao amazonica é ainda preocupante. Informagoes do Bom Dia Brasil, jornal da
Globo (10/11/2010), informa que na Africa a malaria ainda mata trés mil criangas por
dia e que, na regiao amazoénica os casos da malaria no primeiro semestre foram mais
de 120 mil e aumentaram em 50% no segundo semestre. Em 2009 nesta regiao foram
300 mil casos.

Em Mocambique, segundo o relatério do Ministério de Satide (MISAU) de Mogambi-
que, a malaria é endémica em todo o pais, a intensidade da transmissao varia de ano
para ano e de regiao para regiao, dependendo da precipitagao, altitude e temperaturas.
O Plasmodium falciparum é o parasita mais frequente, sendo responsavel por cerca de
90% de todas infecgbes maléricas, enquanto que o Plasmodium malariae e o Plasmodium
ovale sao responsaveis por 9.1% e 0.9% de todas infeccoes, respectivamente. Neste
pais a malaria ainda é um dos principais problemas de saide, sendo responsavel por
até 60% de doentes internados nas enfermarias de pediatria e sdo admitidos como
resultado da maldria severa. E também o maior problema que afeta mulheres gravidas
nas zonas rurais. Aproximadamente 34% das mulheres gravidas estd infectada pelo
parasita e a anemia, associada a malaria, é um grave problema. A escala exata de
perdas econdmicas atribuidas a malaria em Mocambique nao é bem conhecida, porém
¢é evidente que a malaria contribui para elevadas perdas economicas, altas taxas de
absenteismo escolar e uma fraca produtividade agricola, principal meio de subsisténcia
da maioria da populacao rural [23].

A malaria, por outro lado, também é uma doenca que tem preocupado nao so-
mente as autoridades da saide publica no mundo, mas também outras dreas, como
a matematica, em que modelos matematicos de transmissao da doencga tem sido de-
senvolvidos ao longo da histéria. Dados da literatura mostram que Ross em 1911 j&
estudava modelos de equagoes diferenciais para descrever mudanca em densidades de
humanos e mosquitos suscetiveis e infectados. Em 1923 Lotka também estudou mode-
los da doenca estendendo a andlise de Ross. Macdonald (1952, 1956, 1957) novamente
estendeu o modelo bésico de Ross e analisou varios fatores que contribuem para a trans-
missao da malaria. O modelo de Ross-Macdonald tornou-se importante pois afirmou
que a maldria pode persistir apenas se o nimero de mosquito é maior que um dado va-
lor limiar, que a prevaléncia da infeccdo em hospedeiros humanos e mosquitos depende
diretamente do nimero béasico de reproducao e a relagao € linear, e que o modelo tem
um equilibrio estavel, quando o nimero bésico de reproducao é maior que 1 [14]. Bailey
(1982) no seu livro intitulado The Biomathematics of Malaria apresentou os modelos

deterministicos e estocésticos para a malaria [13]. Em (2004) Smith e McKenzie a par-
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tir do modelo classico de Ross-Macdonald, redefiniram os parametros da transmissao
da maldaria [14].

Assim, a epidemiologia matemédtica fundamenta-se em hipdteses que quantificam al-
guns aspectos de fendmenos biolégicos da interacao hospedeiro-parasita. Aquela relaci-
onada a transmissao da infecgao tem dupla finalidade: descrever o fené6meno observado
e estudar os efeitos de um mecanismo de intervencao no sistema de hospe-deiro-parasita
[18]. Sendo assim, modelos matemadticos sao desenvolvidos fazendo-se hipdtese de quan-
tificacdo baseada nos conhecimentos biolégicos do fendémeno da interacdo hospedeiro-
parasita. Este aspecto revela que nao existe um modelo matematico que retrate fidedig-
namente a interacao hospedeiro-parasita; ao contrario, existe uma constante interacao
entre os avangos dos conhecimentos bioldgicos do virus e dos individuos e dos modelos
propostos. Por isso, os modelos matema&ticos estao em constante aprimoramento.

Portanto, seguindo o mesmo raciocinio dos autores anteriores, este trabalho tem
como objetivo analisar a dinamica da maldria e propor um modelo alternativo. Dife-
rentemente daqueles autores, trabalhamos com uma populagao (relativa a hospedeiros
humanos), ja que os modelos epidemiolégicos clssicos necessitam de dados confidveis
para se estimar os parametros. Tais dados sdao, muitas vezes, imprecisos ou parciais o
que dificulta o retrato da realidade epidemioldgica. Devido esta dificuldade, aplicamos
os conceitos da logica fuzzy, para tentar tornar o modelo mais préximo a realidade.

Nosso trabalho estd organizado em cinco capitulos. Depois da introducao, onde
apresentamos o fendmeno, no Capitulo II estudamos os modelos epidemioldgicos clédssicos,
pois estes constituem uma ferramenta bésica para os modelos fuzzy. Posteriormente,
fizemos um estudo e uma andlise da estabilidade dos pontos de equilibrio e do nimero
da reproducao basal para cada modelo apresentado. No terceiro capitulo fizemos uma
breve descricao da epidemiologia da doenca, apresentando e analisando os modelos de-
terministicos classicos da malaria. Estudamos a estabilidade dos pontos de equilibrio a
fim de analisar o comportamento futuro da doenca na populagao. Ainda neste capitulo
apresentamos um sistema de equagoes que constitue o nosso modelo alternativo pro-
posto no trabalho. No quarto capitulo apresentamos trés conceitos da logica fuzzy, para
os modelos clédssicos apresentados no capitulo dois: esperanca fuzzy, base de regras e
principio de extensdo de Zadeh. Ainda no quarto capitulo analisamos a dinamica da
maldria através dos modelos fuzzy baseando-nos no modelo alternativo proposto. E

por fim no capitulo V, apresentamos as conclusoes deste trabalho.



Capitulo 2

Modelos Epidemiolégicos

Classicos (Deterministicos)

A propagacao de doencas pode ser descrita através de modelos matematicos epi-
demioldgicos. Tais modelos, tém como finalidade descrever e analisar a propagacao de
doengas infecciosas dentro de uma determinada populagao.

Os modelos classicos que iremos apresentar baseiam-se na lei da acdo das massas
originada pelo estudo de cinética quimica. A lei da acao das massas postula que
a taxa de formacao dos compostos é proporcional as concentracoes dos reagentes. A
aceitacao desta lei é baseada no fato de que, cada particula dos reagentes movimenta-se
independentemente das demais, o que significa que a mistura é homogénea e portanto,
todas as particulas tém a mesma chance de encontro com as demais.

A transferéncia desta lei da Fisico-Quimica para modelos epidemioldgicos, foi utili-
zada inicialmente por Kermarck-Mackendric e por Lotka-Volterra em modelos do tipo
presa predador, no inicio do século X X.

Daremos a seguir um resumo dos modelos Epidemioldgicos Classicos: SI (sucetivel-
infectado), SIS (suscetivel-infectado-suscetivel) com e sem dinamica vital, SIR (sus-

cetivel-infectado-recuperado) e SIRS (suscetivel-infectado-recuperado-suscetivel).

2.1 Modelo SI [17]

O modelo classico mais simples que descreve a dinamica de doencas em uma po-
pulagao N é o modelo SI que consiste em analisar somente os individuos infectados,
uma vez que ele nao fornece a recuperacao dos infecciosos. Segundo este modelo, o

individuo que contrai a doenga nao volta a classe dos suscetiveis.
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Um exemplo de doenga que pode ser descrito por este modelo é a AIDS, pois quando
um individuo adquire o virus HIV, este nao volta a classe dos suscetiveis.

A seguir passamos a apresentar o esquema compartimental do modelo SI:

Figura 2.1: Esquema compartimental do modelo SI.

Sendo assim, o modelo SI é descrito pelas seguintes equacoes diferenciais:

ds

at - —ﬂSI,

oo (2.1)
% = BSI,

Com Iy dado e N = S+ I, onde S e I representam as proporgoes de individuos
suscetiveis e infectados respectivamente.

Se a populagao total N(t) = S(t) + I(t) é constante, % = 0, e se assumimos
que N(t) = 1, para todo t > 0, entdo, S e I s@o vistos como propor¢oes de individuos

suscetiveis e infecciosos respetivamente. Assim, podemos escrever:

S(t)=1—I(t), vt (2.2)

Substituindo a equagao (2.2) na segunda equagao do sistema (2.1), obtemos a den-

sidade de infectados através da seguinte equagao:

& =801-DI
Iy dado

(2.3)

onde 3 é a forca da infecgao. Para resolver a equagao (2.3) fazemos a separacao de

variaveis e obtemos a seguinte equagao:

dl

a-ni ="

E para resolver vamos usar fragoes parciais,

1 A +§_B+M—Bﬂ
Q-n1r 1-1 1  (1-DI




2.1 Modelo SI [17]

Resolvendo a equagao acima obtemos

B=1
A-B=0=>A=1

e assim,

1 1
‘/1_]dl+Iﬂei/ﬁﬁ:>4nﬂ—ly+mU):Bt+c:

Bt+c
i:ﬂt:>ize5t+0:>1: ¢

1-1 1-17 1+ ePtte’

Utilizando as condigoes iniciais I(0) = Iy e S(0) = Sy, obtemos

ec . Iy . Do
- 1+ ec =

1 ef = — = e =—
0 Ip—1 So
Portanto a solucao para a populacao de infectados I, é

I()eﬁt 1

I — —
So + Ipebt %e—ﬁt +1’

onde Sy e Iy sao proporgoes iniciais dos suscetiveis e infectados respectivamente,

(So =N — I).

(2.4)

Observe que quando t — oo, temos que I — 1 = N, ou seja todos vao ficar doentes.

A Figura 2.2 foi feita em comandos do software Matlab.

Figura 2.2: Solugao I = I(t), com S(0) =0.9, I(0) =0.1e 5 =0.5
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A Figura 2.2 mostra o comportameto grafico da populagao de individuos infectados,
onde podemos concluir que, todos os individuos contrairam a infec¢do, como foi previsto

no modelo.

2.2 Modelo SIS [17]

O modelo SIS é tipico das infeccoes que nao oferecem imunidade, ou seja, os in-
dividuos que se recuperam da doenca voltam a classe dos suscetiveis. Doencgas causadas
por agentes bacterianos como a meningite, doengas venéreas, tuberculose e também as
transmitidas por protozoarios, como é o caso da maldria, se adequam a este modelo.

O modelo SIS com dinamica vital é apresentado abaixo no esquema compartimental.

gbs

n\,

N

Figura 2.3: Diagrama compartimetal do modelo SIS com dinamica vital.

As equagoes que regem o modelo, sao equagoes diferenciais ordinarias nao lineares,

descritas por:

;l? = (b1 — p1)S + (b2 +v — B, (2.5)
= = (85 +aby — p2 =),

Com as condicoes iniciais S(0) > 0 e 1(0) > 0, sendo que:
e (3 é taxa de transmissao de infeccao,

® (i1 e i9 sao as taxas de mortalidade, a primeira considerada natural e a segunda

devido a doenca,

e by é taxa de procriagdo das maes suscetiveis. Os recém nascidos pertencerao a

classe dos suscetiveis,
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e by é a taxa de procriacao das maes infecciosas, sendo pbs e by as taxas de recém
nascidos que pertencerao a classe dos suscetiveis e infecciosos, respectivamente,

ondep+qg=1

e v ¢ a taxa de retorno dos infecciosos ao grupo dos suscetiveis.

2.2.1 Analise da estabilidade dos pontos de equilibrio

O sistema (2.5) fornece os seguintes pontos de equilibrio que sao dados por:

e (0,0), que implica na extin¢ao da populagao,

—qgb by — *
w2+ 7y QQeI*:(l p1)S

° (5*71*)7011(16 S*: B W

endémico.

, para bs # o € o equilibrio

O ponto de equilibrio endémico é biologicamente estavel se S* > 0 e I* > 0. Para
(b1 — p1)S™ <0

isso, deve-se ter g +v —gba >0 e
p2 — bo

2.2.2 O numero de reprodutividade basal R,

A quantidade limiar, também conhecida como nimero béasico de reproducao da
doenca, pode ser entendida como o numero de novos casos de infeccao quando sao
introduzidos individuos infectados numa populacao sadia.

O ntmero bésico de reproducao da doenca constitui um parametro muito impor-
tante em epidemiologia, pois é esse valor que determina se numa populacao havera
epidemia ou nao.

O nimero de infecgoes por unidade de tempo é dado por (S + gbz)I e portanto,
cada infeccioso gera 55 + gbs, por unidade de tempo.

Considerando no inicio que N(0) = N = S, onde a populacao é suscetivel a doenga,
tem-se:

BN + gby representa novas infecgoes por unidade de tempo.

(12 + )1 é a taxa de mortalidade e recuperacao. Assim o tempo médio de infecci-

osidade de cada infeccioso é dado por .
p2 + 7y

Entao, multiplicando o niimero médio de cada infeccioso BN +gby pelo tempo médio

da infecciosidade , obtém-se:

w2 + 7y
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BN +qbe
p2 1y
Portanto, se Ry > 1 haverd epidemia, se Ry < 1 a doenga sera extinta da populacao

Ry (2.6)

e se Ry = 1, tem-se uma endemia.

2.2.3 Modelo SIS sem dinamica vital [17]

As taxas de natalidade e mortalidade de uma determinada populacdo podem ser
descartadas, caso estas nao representam uma variacao significativa na populacao, deste
modo, podemos tornar o modelo mais simples.

O esquema compartimental do modelo sem dinamica vital é apresentado no dia-

grama a seguir.
B
—
-
¥

Figura 2.4: Diagrama compartimental do modelo SIS sem dinamica vital.

A formulagao do modelo é apresentada pelo seguinte sistema de equagoes diferen-

ciais:
45 = _BSI ++I, 2

com as condigdes iniciais, S(0) > 0 e I(0) > 0.

dN
Como a populacao total é constante N(t) = S(t) + I(t), pois e 0, podemos

escrever:

S(t) = N(t) — I(¢) (2.8)

subtituindo a express@o acima na segunda equagao do sistema (2.7), temos que

ar

o =B =DI AT (2.9)

Fazendo a separagao de varidveis
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dI
BIN =TT dt. (2.10)
Utilizando fragoes parciais temos:

1 B 1 B A +§_(ﬁN—'y)B+(A—ﬁB)I
BIN-IDI—-~I (BN—-y—=80I BN—-~y-B1 1 (BN —~ = BI)I
entao

(BN —-v)=1=B= B

A-BB=0= A= NB

com SN —~ # 0.
Substituindo A e B na (2.10) e resolvendo pelo método de separagao de varidveis,
obtemos:

B 1

N BN=7 41
/ﬁN—’yv—ﬁldl—F/ Ivdl = /dt
g ln(ﬁN—’Y—BI)+ 1
BN —~ —B ﬁN

1
BN—7<Z (ﬂN o BI>> - e

ln(ﬂN o BI) = PBNt+ BNc—~t—~c

ln (I) = t+ec

I = 5Ne(ﬁN—'7)t+BNC—’YC _ ,ye(ﬂN—’y)t-‘rﬁNC—’YC _ /Bl'e(ﬁN—'y)tJ,-ﬁNc_/yc
<1 + Be(ﬁN—'y)t—i-,BNc—'yc) I = IBNe(BN—'y)H—BNc—'yc o ,ye(,BN—’y)t-&—ﬁNc—yc

(/@’N _ 7)6(5N—7)t+,6’Nc—'yc
= 1+ Be(ﬁN—'y)t-‘rﬁNc—vc

onde ¢ ¢é constante de integracao.

Usando as condigoes iniciais 1(0) = Iy e S(0) = Sp, temos
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(8 = 7)eNoee

IO = 1 +BeﬁNoc—’yC
Iy + IpBePNo=ve —  (BNy — ~)eBNo=)e
(IoB — BN + ) ePNoe = [

(BNo=—me _ _ fo
IoB — BNo +7

BNy _ Lo
—SoB +
SoB —

Portanto a solucao dos infectados, I é dada por,

(/BNO — fy)e(ﬁNO_'Y)tlio

SoB—~
I(t) =
( ) 1 —i—ﬁe(ﬁNO*W)t Soéofv

I(t) . (,BNO — f}/)_[oe(BNO_’Y)t
" BSo — 7 + PlgeNo—t

Note que, quando t — oo temos que I — 51\7677 eSS — % isto significa que para t

(2.11)

suficientemente grande, existird um equilibrio estavel entre as populacoes de infectados

e suscetiveis, como podemos ver na Figura 2.5.

suscetiveis
infectados |

Figura 2.5: Solu¢ao numérica com N(0) = 10, [(0) = 1 e S(0) = 9 e os parametros
B=04e~vy=0S8.
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Temos assim, a situagao em equilibrio endémico para as duas populagoes.
Analise de estabilidade dos pontos de equilibrio

Os pontos de equilibro do sistema (2.7) sao dados fazendo:

dS

& =0= —BSI+7I=0 (2.12)
€

I

2 =0=BST—4I=0 (2.13)

Quando I = 0 satisfaz as equagoes (2.12) e (2.13) e considerando S + I = 1, temos
que um ponto de equilibrio é

Py =(1,0) (2.14)

Se I # 0 entdao —f3S + v = 0 para satifazer as equagoes (2.12) e (2.13). Entao o
segundo ponto de equilibrio é dado por

Py = (g 1- g) (2.15)

A matriz jacobiana do sistema (2.7) é dado por:

—BI —BS++~
BI  BS—~

Para o ponto de equilibrio (2.14), temos

det(J — A1) =0 = A2 — \(B — ) = 0, onde I; é a matriz identidade e portanto,
temos:

AM=0eX=0F—1.

I = A+ Be*! é a solucio deste sistema linear, onde A e B sio constantes. Para

JGE.T) = [

que a solugao seja estavel deve-se ter § —v < 0 = % > 1.

E para o ponto de equilibrio (2.15), temos
det(J—AL)=0= X2+ X(B—7)=0
Portanto

M=0eX=—(8-7).

Logo para que a solugao seja estavel deve-se ter 8 — v > 0 = % < 1.
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2.3 Modelo SIR [3]

O modelo SIR consiste de uma epidemia em que um individuo deve ser isolado,
podendo ser curado e tornar-se imune & doenca ou morrer.

A dindmica deste modelo consiste tanto em analisar os individuos infectados quanto
os que se recuperam da doenca. A seguir passamos a apresentar o diagrama deste

modelo.

H

L s a
[ it El e I
Ly l

Figura 2.6: Esquema compartimental do modelo SIR.

E

" M

O sistema de equacées diferenciais que descreve a dinamica de uma doenca do tipo
SIR ¢é dado por:

;l? = uN — BSI — pS,
% =BSI — (u+a)l, (2.16)
— =oal — uR,

Onde:
e [ taxa de transmissao da doenca;
e 1 taxa de mortalidade natural em cada um dos compartimentos;

e « é a taxa de remocao dos infecciosos para a classe dos isolados (recuperados ou

mortos);
Com as condigoes iniciais S(0) >0, [(0) >0e R(0) >0e N=S+1+ R = N(0)

é constante.

2.3.1 Analise da estabilidade dos pontos de equilibrio

Os pontos de equilibrio sdo dados por:

e (N(0),0,0), o ponto de equilibrio livre da doenga.
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N — S*
e (S*,I*, R*), o equilibrio endémico, onde S* = pto e l[* = u, e R* =
B p+ o
al*
o
[

O ponto (S*,I*, R*) é biologicamente estdvel se N(0) > 3

2.3.2 Numero de reproducgao basal do Modelo SIR

Usando os mesmos argumentos para o modelo SIS, o parametro Ry serd dado por:
N(0
R, — ONO)
et

M+ o N BN(0)
B pA o

E o equilibrio endémico sé existe se N(0) > >1= Ry >1.

2.3.3 Solugao Numérica

A seguir daremos os graficos das soluctes para as populacoes de Suscetiveis, in-
fectados e recuperados, S(t), I(t) e R(t), respetivamente. Considerando N(0) = 10,
S(0)=9,1(0) =1e R(0) =0, com parametros: « = 1.5, 5 =0.5e = 0.3.

suscetiveis
infectados |
recuperados

Figura 2.7: Solucao em equilibrio endémico: Ry = 2.5 > 1.

Observando o grafico da Figura 2.7, temos um equilibrio endémico da doenca.
E considerando N(0) = 10, S(0) = 7, I(0) = 3 e R(0) = 0 e com os parametros
a=12,6=02epu=1.5.
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T
suscetiveis

9r infectados |4

Figura 2.8: Solucao da populagao livre da doenca Ry = 0.74.

Na Figura 2.8, temos que a populagao encontra-se livre da doencga, quando Ry < 1.

2.4 Modelo SIRS [10]

De acordo com a secao anterior, este modelo permite que o individuo que se recu-
perou da doencga, perca a imunidade e faz com que este se torne novamente suscetivel.
Assume-se portanto, que isto ocorre numa taxa proporcional a populagao da classe R

em que:

e v ¢ a taxa de retorno de individuos recuperados para a classe dos suscetiveis,
e [ é taxa de transferéncia de suscetiveis para a classe dos infectados,

e « ¢ a taxa de remocao de individuos infecciosos para a classe dos recuperados.

Abaixo passamos a apresentar o esquema compartimental do modelo SIRS.

B o
5] — [ ——[¥]
o

Figura 2.9: Esquema compartimental do modelo SIRS.
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Sendo assim as equagoes sao descritas por:

43 = _BSI+9R,
- — BST —al, (2.17)
% =al — yR,

Aqui estamos supondo que N = S + I + R seja constante (sem dinamica vital).

2.4.1 Analise da estabilidade dos pontos de equilibrio

Do sistema (2.17) obtem-se os seguintes pontos de equilibrio:

e (N,0,0), o ponto de equilibrio livre da doenca, onde todos os individuos sao

suscetiveis e a doenca ¢é erradicada.

N_ * I*
o« (8.1 R), onde 57 = & = YN =5 e al”
B 7+ Y

O ponto (S*,I*, R*) é biologicamente vidvel e a doenca serd estabelecida na po-

pulacao se — > 1 pois, neste caso I* > 0 < N > 5%,
!

2.4.2 O numero basico de reproducao basal

Para este modelo SIRS, tem-se que a doenca ird estabelecer-se na populacao se

N
R0:75>1.
(0%

1
Uma vez que a taxa de remogao da classe dos infecciosos é a (por unidade de Z), 0

1
periodo de infecciosidade é —. Assim é é a fracao da populacao que entra em contato
e

o
com um individuo infectado no periodo de infecciosidade.

2.4.3 Solugao Numérica

Para analisar o comportamento da doenca na populacao, apresentaremos os graficos
das solugoes de S(t), I(t) e R(t), considerando: S(0) =9, I(0) =1 e R(0) =0.
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T
suscetiveis
infectados
recuperados

Figura 2.10: Solugao em equilibrio endémico

Coma=15 6=05ev=0.8
De modo analogo ao grafico da Figura 2.7, podemos observar na Figura 2.10, que

a doenca para este modelo também estabelece um equilibrio endémico.
Considerando S(0) =8, I(0) =2 e R(0) = 0, temos

T
suscetiveis
infectados |

o =) ~ ©
T T T

populagédo

IS
T

Figura 2.11: Solugao da populagao livre da doenga.

Com a=1.2, 8 =0.2 e v = 1.3, a populagdo encontra-se livre da doenca.
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2.5 Modelos com vetores[4]

Nesta Secao vamos apresentar modelos de doencas onde interagem duas populacoes,
hospedeiros humanos e vetores. Apresentaremos apenas alguns modelos de doencas que
nao sao transmitidas diretamente de hospedeiro a hospedeiro, mas por um vetor. Os
hospedeiros suscetiveis .S}, tornam-se hospedeiros infecciosos I, numa taxa Bp,Spl,
através de contato com vetores infecciosos I,,. De modo semelhante, vetores suscetiveis
S, tornam-se vetores infecciosos numa taxa 3,5, 1y, através do contato com hospedeiros
infectados.

Um modelo geral mais simples que descreve a dinamica de transmissao da doenga
por vetor, pode ser dado pelas seguintes equagoes, com as condicoes iniciais nao nega-
tivas.

W = BySply — (i + ) I,

ddltu = BuSulp — poly,
B =0y — Sy — BrSnly + vIn,

ddStv =1L, — NUSU — BuSulp.

(2.18)

Onde pp e p, representam taxas de hospedeiros e vetores removidos, 11 e II,
sao taxas de recrutamento e o parametro v é a taxa de recuperagao de hospedeiros.
Assume-se que os vetores permanecem infectados para o resto da sua vida.

Vamos a seguir apresentar e analisar com um pouco mais de detalhes um exemplo

de modelos de doengas que sao transmitidas por vetor.

2.5.1 A Dengue [11]

A dengue é uma doenca infecciosa, causada por quatro tipos de virus da familia
flavivirus denominados pelos ntimeros 1,2,3 e 4. Os vetores da dengue sao mosquitos
(fémeas) do género Aedes que se alimentam de sangue para satisfazer as suas necessida-
des protéicas. Estes tornam-se infectados apds picar individuos infecciosos que supomos
serem apenas humanos.

A dengue é uma doenca que pode ser classica ou hemorragica sendo esta iltima a
forma mais grave e que depende das caracteristcas da doenca. A infeccao causada pela
dengue provoca imunidade de longa duragao, por exemplo, individuos infectados pelos
virus do tipo 1 sdo imunes em relagao a este, contudo, podem se infectar por outros

tipos de virus.
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Formulacao do modelo

N - populagao total humana (constante);

S - individuos suscetiveis no instante t;

I - individuos infectados no instante t;

R - individuos recuperados no instante t;

n - populagao total de mosquitos (constante);
s - mosquitos suscetiveis no instante t;

1 - mosquitos infectados no instante t;

Neste modelo, R corresponde a classe de individuos imunes, sendo assim, nao seréd
considerado a classe r de mosquitos recuperados, pois, uma vez que o mosquito se
infecta, este nao volta a classe dos recuperados, permanecendo assim para o resto da

sua vida.

Sejam:

B - taxa com a qual surgem novas infecgoes na populagdo humana, através do
contacto com mosquitos infectados;

B’ - taxa com a qual surgem novas infeccoes na populacao de mosquitos, através do
contacto com humanos infectados;

~ - taxa com a qual os humanos se recuperam;

1 - taxa de natalidade e mortalidade na populagao humana;

i’ - taxa de natalidade e mortalidade na populacao de mosquitos;

a - a proporc¢ao de mosquitos que nascem sadios de mosquitos infectados.

A fim de manter constante as populagoes totais (N e n), vamos supor que as taxas
de natalidades e mortalidade sdo iguas nas duas populagoes.

Este modelo para a dengue foi baseado nos modelos para a maldaria, descritos por

Bailey que serao apresentados no capitulo trés

/

3 = _pSi

d = BSi—~I

=1 (2.19)
ds = —B'sI + ap'i

\% = —au+ ['sI

a qual fornece-nos o seguinte ponto de equilibrio nao trivial:
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P. = (5% 0,R*,n,0) com S*+ R*=N
Para analisar a estabilidade do ponto de equilibrio, fazemos a linearizacao do sistema

(2.19) considerando as trés equagoes,

s = _pSi
= BSi—I
% = —f'sl +ap'i

e aplicando o ponto P., obtemos:

0 0 BS*
Aelp.=| 0 -8 —pBS*
0 —f'n —ay

donde, da equagao caracteristica, det(A. — AI), obtemos os seguintes autovalores:
A1=0

Moy = —B—ap' £ [(B+ i) — 4(Bay’ — BBS™)]? /2

Como Bay’ — B5'S*n > 0 temos que Ay e A3 possuem a parte real negativa mas

dependem de S*. E como A\; = 0 teremos uma reta de equilibrio.
Analisando a condigao limiar da doenga.
Em t = 0, tem-se (Sp, Iy, 0) e (so,79) para as populagoes de humanos e mosquitos,

respetivamente. Para que haja a propagagao da doenca devemos ter no inicio, as taxas

de transmissao nas classes de infectados positivas nas duas populagoes:
,BSQiO > ’)/Io e ,BISQIO > a//io.
Considerando que Sy = N e sg & n, temos:

BNig > vIy e f'nly > ap'ip. Da qual obtemos:

/

Nn > CZLB’W (2.20)

que € o requerimento limiar da densidade inicial de individuos suscetiveis para que

possa ocorrer um surto epidémico.
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Através deste modelo podemos concluir que a satude publica deve assegurar que
!/

apy
Nn < ,
Bp’

Por fim, neste capitulo apresentamos as analises dos modelos epidemioldgicos classicos

para prevenir a ocorréncia de uma epidemia.

de doencgas que sao transmitidos de hospedeiro a hospedeiro, e apresentamos o modelo
geral de doengas que iterage duas populagoes, hospedeiros humanos e vetores. Com
esta analise podemos compreender o comportamento da dinamica de doencas em uma
populacao. Para complementar nosso trabalho, no préximo capitulo apresentaremos os

modelos deterministicos da malaria que nos permitira alcangar o nosso objetivo.



Capitulo 3

Modelos Epidemiolégicos da
Malaria

Neste Capitulo faremos uma breve descrigao da epidemiologia da doenca, apresen-
tando o ciclo de vida do parasita no mosquito e no homem, os modos de transmissao da
maldria, o periodo de transmissibilidade, o diagndstico, o tratamento e a prevencao. A
seguir apresentaremos e analisaremos quatro modelos deterministicos para a maléria,
sendo trés modelos estudados por Bailey (1982) [13] e um por Esteva et al (2009) [7].
Por fim proporemos um modelo que consideramos alternativo e supostamente mais

simples para fazer posteriormente um estudo utilizando a légica fuzzy.

3.1 Aspectos epidemiolégicos da doenca

A maldaria é uma doencga infecciosa causada por protozoario Plasmodium, transmi-
tido para humanos através da picada do mosquito fémea Anopheles. Quatro espécies de
parasitas Plasmodium falciparum, Plasmodium vivazx, Plamodium ovale e Plasmodium
malarie infectam humanos. Das quatro espécies o Plasmodium falsiparum é o mais
virulento e potencialmente letal para humanos [7].

A malaria tem uma variedade ampla de manifestacoes relacionadas basicamente com
a espécie infectante e com o estado imune de hospedeiro. Por esta razao as criancas
com menos de 5 anos, as mulheres gravidas e os viajantes de zonas nao endémicas sao
mais suscetivéis de apresentar as formas graves da maldria e suas complicacoes [12].

Quando tratada tarde demais, a maldria pode ser fatal, mas também pode ser
prevenida ou curada totalmente quando tratada adequadamente, sendo que a forma

mais grave é a malaria cerebral.

23
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Os orgaos mais afetados durante o processo da maldria sao o cérebro, o baco, o
figado, os rins, os pulmoes e a placenta. O periddo de incubagao varia entre 7 e 30 dias
segundo a espécie, sendo que, o Plasmodium falciparum em média varia de 7 a 14 dias,
de 8 a 14 dias o Plamodium vivax e de 7 a 30 dias o Plasmodium malarie e nao tendo
informagao sobre o plasmodium Ovale.

A forma mais grave da maldria é causada na maioria dos casos pelo Plasmodi-
um falciparum, caracterizada pelos seguites quadros clinicos: malaria cerebral, anemia
grave, choque, insuficiéncia renal ou hepética, encefalopatia aguda, edema pulmunar
que levam a 6ébito 10% dos casos.

Nas quatro espécieis de plasmodium que afetam o ser humano o ciclo de vida é
essencialmente o mesmo. Apresenta uma fase sexuada exdgena (esporogonia) com mul-
tiplicacao dos parasitas em certos mosquitos de género Anopheles e uma fase assexuada
enddgena (esquizogonia) com multiplicagdo no hospedeiro humano. Esta tdltima inclui
o ciclo que ocorre nas células do parénquima hepatico (esquizogonia tecidual) e o ciclo
que se desenvolve nos glébulos vermelhos (esquizogonia eritrocitica).

A seguir vamos descrever os ciclos de vida no parasita, tanto no mosquito quanto

no homem, o diagonéstico da doenca e a prevencao.

e Ciclo de vida do parasita no mosquito

Enquanto o anofelino macho se alimenta somente de néctar e seiva vegetal, as
fémeas necessitam de sangue em sua alimentacdo para amadurecimento dos seus
ovos e possibilitar a ovipagdo. Assim apds a fémea anofelina ingerir sangue de
um hospedeiro humano contendo as formas sexuadas do parasita (gametdcitos),
inicia-se a fase sexuada no interior do seu estomago com a fundacao e formagao
de um ovo ou zigoto. Posteriormente o zigoto migra através da camada Unica
de células de estomago do mosquito, posicionando-se entre esta e sua membrana
basal. Deste modo, por esporogonia resultam centenas de forma infectantes (es-
porozoitas) que migram para as glandulas salivares do inseto, as quais poderao

no momento da picada ser inoculados no ser humano [13].

e Ciclo de vida no homem

Ao picar um homem ou animal, os mosquito de modo geral injetam uma pequena
quantidade de saliva que serve praticamente como um coagulante. E nesta saliva
que, caso 0 mosquito esteja infectado pode se encontrar os esporozoitas. Apds a
inoculagao de formas infectantes, pela picada de mosquito contaminado, passa-se

um breve periodo, cerca de 30 minutos em que os esporozoitas circulam livres
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pelo sangue. Neste periodo curto alguns sao fagocitados, porém vérios deles po-
dem alcancar o figado e no interior das células hepaticas, os plasmoédios passam
por uma primeira divisdo assexuada (equizogonia tecidual). Decorrido alguns
dias, tendo sido produzido alguns milhares de novos parasitas, a célula do figado
rompe-se e os plasmoédios tém acesso ao sangue e invadem os glébulos vermelhos.
Novamente se multiplicam de forma assexuada (esquizogonia eritrocita em ciclos
varidveis de 24 a 72 horas), em que cada parasita produz de 8 a 32 novos exem-
plares em média e de acordo com a espécie envolvida. Depois de ciclos (trés ou
quatro) surge o sintomas da doenca, semelhantes nas 4 espécies: caracterizados
por febre, cenfaléia, calafrios, dor abdominal, letargia e anemia. Também pode
apresentar-se diarreia e sintomas respiratérios [13]. A Figura 3.1 a seguir ilustra
o ciclo de vida do parasita no homem e no mosquito.
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Figura 3.1: Ciclo de vida do parasita no mosquito e no homem.

Fonte: cdc [20]

e Modos de Transmissao da Malaria

Os esporozoitas, forma infetante do parasita sao inoculados no homem sadio
através da saliva da fémea anofelina infetante. Uma trasmissao natural é aquela
em que o plasmoddio chega ao ser humano por meio da picada anofelina infectada,

ou seja, portadora de formas infectantes (esporozoitas) na sua glandula salivar. E
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uma transicao induzida é como se denomina, qualquer outro modo de transmissao
que nao é a natural. Sao exemplos: transfusao de sangue; uso compartilhado de
agulhas e ou seringas contaminadas, malaria adquirida no momento de parto

(congénita), acidente de trabalho em pessoal de laboratério ou hospital.

e Periodo de Transmissibilidade

O homem infecta o mosquito enquanto houver gametdcitos no sangue. Quando
nao tratado o homem podera ser fonte de infeccao durante mais de 3 anos na
maléria por Plasmodium malarie, de 1 a 3 anos na maldaria por vivax e menos de

um ano por falciparum.

e Diagnoéstico e Tratamento

A ferramenta béasica para o diagndstico da maldria é o exame microscépico de

gota grossa e a extensao de uma amostra de sangue.

Existem outros métodos diagnésticos de laboratorio, como os testes de diagnéstico
rapido de maldria, baseada na detengao sorolégica de antigenos/anticorpos do pa-

rasita.

A malaria quando detectada precocemente é uma doenca de tratamento bastante
simples. Para cada espécie do plamddio é utilizado medicamentos ou associacao
de medicamentos especificos em dosagens adequadas a situagao particular de cada

doente.

Durante os iltimos 50 anos a base do tratamento da maldaria foi a cloroquina, um
medicamento eficaz, seguro, facil de tomar e barato. Porém, nas tultimas duas
décadas a resisténcia por parte do parasita aumentou de tal maneira que, nao
se recomenda como primeira linha de tratamento em praticamente nenhum pais
endémico. Apesar disso, continua sendo usado em alguns paises africanos devido

a falta de alternativas.

Uma das limitacoes importantes na luta contra enfermidade foi a investigagao

escassa no desenvolvimento de alternativas terapéuticas eficazes.

A Organizacao Mundial da Satide (OMS) recomenda atualmente para o trata-
mento da malédria nao complicada o uso universal de terapia combinada de anti-
maléricos, que dependem da disponibilidade. Para o tratamento de malaria grave
as recomendagoes atuais sao além das médias de suporte a quinina intravenosa

cuja eficdcia continua quase universal[12].
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e Prevencao

Para se obter algum grau de protecao contra a malédria, medidas de ordem pessoal
devem ser tomadas: utilizacdo de repelentes quimicos, mosquiteiros sobre as
camas ou redes de dormir, telas nas janelas, evitar pemanéncia ao ar livre nos
horarios em que os mosquitos se apresentam com maior quantidade, como o

amanhecer e o anoitecer.

,

A OMS recomenda a utilizacdo de “comprimidos” para evitar a malaria. E
preciso ter em conta que tais comprimidos sao os mesmos antimalaricos utilizados
para o tratamento da doenca aplicados em doses menores do que o tratamento e

normalmente em intervalos semanais [12].

3.2 Malaria na Regiao Amazonica

Nesta se¢ao vamos usar os dados da malaria no Brasil [24], em particular os da regiao
Amazonica. Nesta regiao a situacao tem sido preocupante, ndao sé para as autoridades
da saiude e do governo, como também para outras dreas envolvidas, pois é onde se
concentra cerca de 90% dos casos. A Tabelas 3.1 e 3.2 ilustram os casos de infectados
pela malaria no Basil de 1990 a 2009.
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3.2 Malaria na Regiao Amazonica

Tabela 3.1: Dados divulgados pelo ministério da satide de casos confirmados da

malaria no Brasil.
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A Tabela 3.2 apresenta os nimeros de infectados de casos confirmados da populagao
da regiao Amazonica, divulgados pelo Ministério de Satide do Brasil e atualizado em
2010.

Ano | Numero de infetados
1990 546.095
1991 533.302
1992 566.278
1993 479.133
1994 551.103
1995 561.025
1996 441.465
1997 403.108
1998 469.982
1999 635.646
2000 613.241
2001 388.303
2002 348.259
2003 408.765
2004 464.902
2005 606.067
2006 549.398
2007 457.434
2008 314.754
2009 304.233

Tabela 3.2: Nimero de casos confirmados da malaria na regiao Amazonica entre
os anos de 1990-2009.
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Figura 3.2: Populacao da regiao Amazonica infectada pelo virus da maléria.

A Figura 3.2 obtida pelos comandos do Software Excel, ilustra os casos confirmados

da malédria na Amazonia desde o ano de 1990 a 2009.

3.3 Modelos Deterministicos da Malaria

3.3.1 Modelo I [13]

Os modelos apresentados por Bailey consideram a existéncia de duas populagoes
homens e mosquitos interagindo homogeneamente. A primeira populagao representa

hospedeiros humanos, para o qual definem-se as seguintes variaveis de estado:

e N(t) é a populacao total de humanos no instante t,
e S(t) é a populagao de suscetiveis no instante t,
e I(t) é a populagao de infetados no instante t,

e R(t) é a populacdo de recuperados no instante t.

A segunda representa a populagdo de mosquitos e de modo andlogo definimos as

seguintes variaveis de estados:

e n(t) é a populagao total de mosquitos no instante t,

e s(t) é a populagao de suscetiveis no instante t,
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e i(t) é a populacao de infetados no instante t,

e 1(t) é a populacdo de recuperados no instante t.

Os humanos suscetiveis adquirem infeccao apenas de vetores infectados e vice-versa,
portanto, para as duas populacoes foram definidas 3 e 3 que representam taxas com a
qual surgem novos infectados respetivamente humanos e vetores. Sendo assim, supoe-se
que o numero com a qual surgem novos casos de infeccado que ocorrem na populagao
humana, num intervalo de tempo At, é $SiAt e analogamente o nimero de novas
infeccoes que ocorrem na populacao de vetores como sendo [3'sIAt.

Definiram-se v e 4/ como, taxas com a qual os infectados sao removidos, isto é, o
nimero de remogao num determinado intervalo de tempo é At para humanos e vetores
respetivamente.

Dadas as taxas de transicoes para a ocorréncia de novas infeccoes e removidos nas

duas populacgoes, a seguir apresentamos as equagcoes que descrevem o modelo:

@ = -psi,

ad =pBSi—~I

@ = (3.1)
ds ! ’
at = —/B sl

di = p'sI—+i

dr = .

Com as condigoes iniciais

S(0) = So,  s(0) = sg
I100) = Iy, i(0) =g (3.2)
R(0) = Ry, 7(0)=r0o

no estado inicial quando ¢ = 0, tem-se, (So, Ip,0) e (so, 0, 0).
Para que ocorra um surto epidémico é necessario que as taxas de transi¢oes nos

individuos nas duas populacoes no inicio sejam positivas, deve-se entao ter:

BSoio > vlo, B'solo > +'ip.

Se inicialmente ambos I e iy sao pequenos, tem-se Sg = N e sg = n
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BNig > vIp, ['nly > ~'ig

eliminando Iy, segue que

,-
. 7Y 0
BNig > 3n

e por cancelar ¢g, deve-se portanto ter a condicao

/
Nn>ﬂ

55 (3.3)
para que ocorra um surto epidémico.

A variacao dos individuos suscetiveis com relacdo aos mosquitos recuperados é dada
por:

a5 _ —pS
dr
O que nos da:
,y/
—InS=r+c
B
substituindo as condicoes iniciais (3.2), tem-se:
S —=pr
—In = 3.4
nSO v 34

ds
e de modo semelhate calculando —, obtém-se:

s —p'R

n— = : (3.5)
S0 Y
Supondo que todos os suscetiveis que eventualmente contraem a doenga sao removi-

dos, define-se a intensidade da epidemia it e it’ nas duas populacoes humanos e vetores,
que sao dadas por:

R
it=—>, it ==
N n

(3.6)
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Segue-se que as especificagdes das duas populagoes quando ¢t = oo sao (N —Nit, 0, Nit)
e (n — nit’,0,nit’), desde que se tomam Iy e ig neglicenciavelmente pequenos. Subs-

tituindo esses valores em (3.4) e (3.5), obtém-se:

Bl — In(1 — it)
B'Nit Y
—= =In(1—1t')

(3.7)

Expandindo as expressoes logaritmicas em (3.7), retendo os primeiros dois termos

da expansao do desenvolvimento de Taylor, tem-se:

—In(l —it) = (z’t—i—%itQ). (3.8)
“In(1 — it') :(w+%w% (3.9)

e multiplicando os lados correspondentes das duas equagoes de (3.7) e substituindo
(3.8) e (3.9), tem-se:

BB Nnitit' oo Lo, 1
Cancelando o fator itit’, obtém-se:
N 1 1 1
p—p’f — 1= (it + it + it + Siti'). (3.10)
7 _ )~ . ~
onde p = 3 ep= 3 e p e p’ sao duas taxas relativas de remocao.

E evidente que sendo it e it’ ambos positivas deve-se ter Nn > pp/, para que ocorra
um verdadeiro surto epidémico.

Se, através da acao da satde publica, consegue-se garantir Nn < pp’ evitar-se-4 um
surto epidémico. Portanto, reduzir a populagao do vetor n é sempre uma maneira para

prevenir a doenca.

3.3.2 Modelo II [13]

A fim de tornar o modelo um pouco mais realistico, Bailey interpretou todos os
mosquitos removidos como mortos, uma vez que a imunidade para infeccao por para-

sita nao parece ocorrer e o conceito de isolamento a principio nao é aplicavel. De modo
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semelhante, na populagao humana a mortalidade pode ser baixa, embora a morbidade
pode ser alta. Os individuos removidos podem assim consistir, em grande parte, daque-
les que foram recuperados e imunes. Contudo a imunidade pode ser baixa, na pratica,
para alguns individuos e para outros nao.

Sendo assim, Bailey assumiu portanto, que a especificagdo da populagao humana é
a mesma como antes e na populagao de mosquistos com um ciclo de vida relativamente
pequeno, incluindo caracteristicas demograficas. Mosquitos removidos envolvem apenas
mortos sem isolamento ou recupergao. Neste caso, a classe  do modelo (3.1) pode ser
ignorada e podemos colocar s +¢ = n. A fim de manter a populacao de mosquito
constante, pode-se também ter uma taxa de nascimento 7/ para equilibrar a taxa de
mortalidade. Poderia ser natural que todos os novos nascimentos de mosquitos fossem
inicialmente suscetiveis.

Os resultados das equagoes dinamicas apresentamos a seguir como sendo:

a5 = —BSi

= BSi— I

i =T (3.11)
ds = _B'sT ++'i

\% = [B'sI —+'i.

Como viu-se no modelo anterior, para que haja ocorréncia de um surto epidémico
deve-se ter Nn > pp/, isto segue imediatamente do fato que as equagoes do Modelo I,

sao precisamente as mesmas que as apresentadas no Modelo II.

3.3.3 Modelo III [13]

Por outro lado, com a finalidade de abrangir varias possibilidades alternativas,
Bailey fez a extensdao do modelo (3.11) para incluir na populagdo humana aspectos
demograficos de nascimento e morte, bem como a possibilidade de desenvolvimento de
imunidade em alguns individuos. Conservou suficientemente realistica a dindmica da
populacao do mosquito envolvendo apenas uma constante, taxa de mortalidade + para
ambos, suscetiveis e infectados equilibrados por uma razao semelhante de nascimento
produzindo apenas suscetiveis.

Assumiu-se que todos os trés grupos de humanos: suscetiveis, infectados e removidos
estao sujeitos a mesma taxa de mortalidade A, equilibrados pela taxa de nascimento

A, que produz apenas suscetiveis, considerando ainda que infectados e removidos sdo
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transferidos de volta para a classe dos suscetiveis, nas taxas p e v respetivamente.

Apresentamos as equagoes do seguinte modo:

9 = —pSi+ A+ +(A+v)R,

ad = BSi— (v + A+ p)l,

M _r(r4 R (3.12)
ds = _B'sI ++4,

\% = B'sI —+i.

Este sistema de equagodes permite portanto fazer uma variedade de suposicoes a
respeito da imunidade, colocando alguns parametros relevantes iguais a zero: v =y =
v =0.

Os estados de equilibrio do sistema (3.12) sao dados fazendo suas equagoes diferen-

ciais independentes iguais a zero,

BSi=A+u)l+ (A+v)R,
BSi=(y+ A+ u)l, (3.13)
B'sI =~'1.

e substituindo R=N —S -1 es=n—iem (3.16), tem-se:

BSi = A+ )(N = S) + (u— )],
BSi = (v + A+ p)l, (3.14)
B'sI = +'1.

onde as solugdes sao dadas por:

(AW AN A+ V) Y (v A+ )}

BB A+ )+ AV (v A+ )}
A+ ) {NnBB —v(v + A+ v)}

T B ATV (A ) (v F AT )
ERUS D) {NnBp" —~' (v + X +v)}
BINBA+v)+v (v +A+v)}

e adicionando a solugao nula S =1 =14 =0.

(3.15)

Para que exista um nivel endémico nao nulo I > 0, deve-se ter a condicao limiar da

doenca.

(v 4 A
v (v Jﬁrﬁ/ﬂt) (3.16)

Nn >
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Com o objetivo de analizar a estabilidade do estado endémico, assume-se a auséncia
de imunidade para hospedeiros humanos e fazendo N = 0 e ¥ = v = 0 no sistema (3.12),
temos duas equagoes independentes:

dI .
g BN = I)i — (A + p)I )
yr =p'(n—i)I —~"i

que fornece as seguintes solugoes de estado de equilibrio:

,_ NnBB — (A + )

BB+ At p) (3.18)
. Nnpp — ' (A + p)
= B ) (3.19)

Uma andlise cuidadosa do plano de fase (I,i), mostra que:

e Se Nn < /(A + u) a origem é assintoticamente estavel,

e se Nn > +/(A+p) a origem é instdvel mas o ponto de equilibrio é assintoticamente

estavel.

3.3.4 Modelo IV [7]

Este estudo apresenta um modelo deterministico para o monitoramento da dindmica
de transmissao da malaria na presenca de drogas antimaléricas. O principal objetivo é
monitorar o impacto epidemiolégico de drogas antimaléricas (em reducao da incidéncia
de doengas) numa dada populacdo e como este impacto é influenciado pela evolugao da

resisténcia.
Formulagao do modelo

O modelo subdivide as duas populacées em dois compartimentos mutuamente ex-

clusivos:

e Ny (t) nimero total de populacdo humana no tempo t,
e Sy (t) populagdo humana suscetivel no tempo t,
e Il taxa de aumento da populacao suscetivel,

e 4 taxa de mortalidade natural (removidos natural),
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e «, taxa da perda de infeccao aquirida,

e ap taxa de imunidade adquirida por individuos que se recuperaram da malaria,
e oy, taxa de recuperacao rapida por individuos tratados, o > 1,

e b taxa de picada de mosquito,

e 0RO, probabilidade de transmissao,

° IVUV(t) populagdo humana néo tratada no tempo t,

. IVTV(t) populacdo humana tratada no tempo t,

e [r(t) populagdo humana infectada com tensdo resistente no tempo t,

e Sy (t) populagao total de vetores no tempo t,

e II, taxa de nascimento de vetores suscetiveis (assume-se que todos os vetores

nascem suscetiveis, nao sendo permitido a transmissao vertical),
e Ly taxa de mortalidade natural ou removidos,

e O parametro de reducao de infecciosidade de humanos tratados em comparagao

com humanos infectados nao tratados,

e §y R taxa de mortalidade por doenca induzida,

O modelo consiste de seguinte sistema de equagoes diferenciais:

¢ dS Vi + 0rV;
T:I :HH—FOzwfI[/{,—}—UO{VVI%/—FO[RIR—ﬁMbWNiHRRSH—MHSH;
a1y W
d—‘;’ zﬁMbN—V;’ISH— (T + pwr + aw + ow) IS,
drt
?]?’ =71IY — (Y + pg + ocaw + E6w) Ik,
d \%
Tf = 5MbeRN—fISH + It — (pw + ar + 0r) IR, (3.20)
ds IV + 0,1k, + Ol
avy :HV—BVbW+ Ty + RRSV_,UVSVa
dt U T Ng
A% I+ 0r1
T,:V = By W W NHT W.Sv — (uy + Svw)Viv,
dVgr Orlr
—— = Byb Sy — 1) Vh.
W7 By Ny OV (v +0vr)VR

com Ny =Sy + 1Y, + I}, + Ip e Ny = Sy + Viy + Vg
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Considerando a seguinte regiao viavel:

Iy Iy
Q_{(SHalg/aI%/7IR7SVaVWaVR)GRZ-:NHSM}I_N;'-k[a /W_N‘t}
¢é positivamente invariante. Consequentemente, a dinamica do modelo podera ser
cosiderado em 2. Como Sy = Nj; — IV[{, - Ig/ —Ir e Sy = Ny, — Viy — Vg no estado

estavel, é suficiente estudar sistema limitado

ary W
e :,3M5NV*V (N#; — 1Y, — 1%, — Ip) — (7 + par + aw) 1Y,
H

It

?‘;V :T[W—(T/J+MH+UQW)II/TV7

d 1%

ch - ﬂMbeRN—E(N}‘; — Iy, — I}y, — Ig) + ¥If, — (um + ar)Ir, (3.21)
H

PAY IY 4+ 01k
H

dVg OrlIR

— = Bvbi*(N* — VW - VR) - /’LVVR'

[ dt Ny Y

O sistema (3.21) tem equilibrio livre da doenca dado por
eo = [(I4), (I5)* I, Vi, Vi = (0,0,0,0,0)]
A matriz F, ndo negativa, dos termos de infeccdo e a matriz ), ndo singular, de

termos de transicao sao dadas respectivamente por:

0 0 0 Bub 0
0 0 0 0 0
- 0 0 0 0  Bublg
| Gvbyy Bvbbr 0 0 0
N Nj
0 0 ﬁ‘]’\ffRN; 0 0
L H i
[ T +aw 0 0 0 0]
—T Y+ pug + oaw 0 0 0
Q= 0 —) pg+ar 0 0
0 0 0 py 0
I 0 0 0 0 py |

O numero efetivo de reproducao, associado com o equilibrio livre da doencga, deno-
tado por Reff = (FQ™1) que é o raio espectral (ou autovalor dominante). Os autovalo-

res da matriz FQ~! sio dados por

[ mb?By Bar(Kz + 0p7) [ mbRb* BBy
RW = e RR = —_—,
K1 Kopy Kspy
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Onde,
Ky =7+ pg +aw
Ky =v¢+puy +oaw

K3 = pg +ag
[§] N*
m= Y

Ny

segue entao que
Reff = mazx {Rw, Rg}

e temos o seguinte resultado:

Lema 3.3.1. O equilibrio livre da doenga, €y do modelo (3.21) é localmente assintoti-

camente estdvel se Reff <1 e instdvel se Reff > 1.

O lema 3.3.1 mostra que a maldria pode ser efetivamente controlada se as po-
pulagbes iniciais do modelo estao num equilibrio livre da doenga. Para assegurar a
eliminacao da doenca independentemente do tamanho inicial da populagao, uma prova

da estabilidade global para o equilibrio livre da doenca é necesséario.

Teorema 3.3.1. O equilibrio livre da doencga €y do modelo (3.21) € assintoticamente

globalmente estdvel em 1 quando Reff < 1.

A implicacao epidemiolégica do resultado acima é que a doenca sera eliminada da

comunidade se Reff < 1, sem considerar o niimero inicial de individuos infectados.

3.4 Modelos Alternativos

As equacoes que descrevem a dinamica dos modelos epidemioldgicos para maldria
apresentados na secao anterior, envolvem duas populacoes interagindo homogenea-
mente, humanos e mosquitos. Estes modelos podem ser dificeis de serem validados
devido a complexidade e dimensao dos sistemas de equacoes que descrevem os modelos
que dificultam o estudo, limitando-se a andlise qualitativa dos modelos. Como nosso
objetivo é tornar tais modelos menos complexos, procuraremos simplicar eliminando

as equacgoes que descrevem a dinamica da populacdao de mosquito, considerando que a

densidade de mosquitos infecciosos é diretamente proporcional a densidade de humanos

infecciosos. Apesar de trabalharmos com apenas uma populacao, este modelo nao se
tornou tao simples devido ao parametro 8 que tem um outro significado diferente dos
modelos apresentados por Bailey. E como maléria nao se transmite de pessoa a pes-
soa, mas através da picada do mosquito infectado, o parametro § inclui aqui toda a

dinamica da populacao de vetores.
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Modelo 1

Este modelo é do tipo SIRS, com imunidade de curta duragdo, uma vez que oS
recuperados voltam as classes dos suscetivéis e nao levamos em consideracdo nenhum
tipo de controle. A populacdo de humanos estd dividida em trés varidveis de estado:

suscetiveis, infectados e removidos,

e S(t) é a populacao de suscetivel no tempo t,
e [(t) é a populagao de infectados no tempo t,
e R(t) é a populacao de recuperados no tempo t,

e 3 é a taxa média com a qual surgem novos infectados no tempo t,(depende

essencialmente da densidade de mosquitos infectados)

~ ¢é taxa de remocao no tempo t,

p é a taxa dos que se tornam recuperados e que voltam para a classe dos suscetiveis

no tempo t,

4> = —BSI+pR,
A = BST — I, (3.22)
% =~I —pR.
onde,
N = S+I1+R (3.23)

3.4.1 Analise da estabilidade dos pontos de equilibrio

Seja

—BS1 +pR =0,
BSI —~I =0, (3.24)
I —pR =0.

I =pReR=11
b
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I(-8S+7)=0=1=0 ou S=-_

B
e "=0=R"=0=85"=N<«< P, =(N,0,0)
oI#OiI*:@eS*:%;
Considerando I'* + R* + S* = N, temos bl +R*+% =N=R" (p+1) =
Y Y
v R NB -~ 7<Nﬁ—’y> p<Nﬁ—’y>
Nt (ptqy) = =R =1 R
B ’y( v B B\ p+v B\ p+v

seja Py = (S*,I*, R).

Para a fazermos a andlise dos pontos de equilibrio, vamos considerar a matriz jaco-

biana do sistema (3.22), calculada no P:

-pIr~  —pBs* p
J=1| pIr (BS*—~) 0
0 Y —p

Os autovalores sao dados por det(J — AI) = 0, ou seja,

(=B =N)(BS* =y = N(=p =) +pyBI* = pB*I"s*
(=BI" =N (BS" =y =A)(-p—A) = pBI"BS”
a) Para Py = (N,0,0) = (=A\)(BN —v—=A)(-p—A) =0=
A =0, Ma=pN—-—5>0 e A3 =—p < 0 entao o ponto P, = (N,0,0) é

instavel.

b) Para I* #0 = A\ = —fBI* <0, X =0 pois S* =

entdao o ponto P, = (S*, I*, R*) é assintoticamente estavel.

A3 = —p <0

™R
o

Modelo 2

Para particularizar o nosso modelo, vamos considerar que, quando nao se tem muita
resisténcia numa determinada populacao, ou seja, em regioes onde a imunidade é exigua,
podemos considerar no modelo (3.22) que pI = pR, onde v = p+ ¢, isto quer dizer que,
a populagao possivelmente nao ficard imune durante muito tempo.

As equagoes que descrevem o modelo sao dadas por:
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42 = —BSI+pl,
d = BSI—~I, (3.25)
% =ql.

onde g é taxa com a qual os individuos recuperados adquirem a imunidade, 3, p, ¥

e q sao costantes positivas e v = p +gq.

3.4.2 Estudo qualitativo do Modelo 2

(a) Determinagao dos pontos de equilibrio

Os pontos de equilibrio sao obtidos quando todas variagoes sao identicamente nulas,

isto é,

I(-BS+p) =0
I(BST —~) =0 (3.26)
ql =0

Logo, os pontos de equilibrio de (3.25) sao todos os pontos da forma (S*,0, N —S5*).

A estabilidade de tais pontos dependem da condicao inicial.
(b) Niimero de reprodutividade basal da doenca R

d
Considerando o sistema (3.25) e fazendo d—gz > (, obtemos:
S>%esenoin1’cioN%S:

N N
5— =1, ou seja, Ry = ﬁ—
8l g

e Se Ry > 1, teremos uma endemia,

e Se Ry < 1, a doencga vai extinguir da populacao.

(c) Estudo do plano de fase

Do sistema (3.25), temos que
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as

E>O@—ﬁ51+pl>0<:>5’<%(:}ScrescenteseS<%

dl 5
a>O(:>(ﬁSI—fyI)>0<:>ﬁSI—’y>O,<:>S>B@IcrescenteseS>%
Obs: v >p

Se Sy > 7 e Ip > 0 a trajetoria converge para um ponto (S* 0, R*) que depende

da condigao inicial. No entanto, S*(Sy) < % e R* =N — Sx.

Podemos dizer que a semi-reta S > % é instavel e S < % é assintoticamente estavel.

1A

A N

v

T |
™=

Figura 3.3: Plano de fase para S e [

No plano de fase, consideramos

ar _ I(pS-v) _BS—-~v _ . a
das I(-pS+p) —pS+p —BS +p
com (I #0)
dl q
e
s~ T p-ps
dI 0= q <:>ﬁS—p=q<:>S:l

s~ "7 p—pS 3
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fd]:f<—1+ 1 )dS

p—BS

I:—S—%zn\p—ﬂSHk

Usando
Ip=N—-Sy=N—Sy= —Sg—%ln|p—ﬁ50| :>k:N—|—%ln|p—BSO|
onde obtemos,

q, |p—BSo
I=N-S+2Zin
B ‘p—BS

As is6clinas para a populagao de infectados I, sdo dadas quando % = 0, isto é:

—BS+p=0

onde temos S = % oul =0
. SRT ~ ~ dl
De modo anélogo as iséclinas para a populagao de S, sao dadas quando G =
onde obtemos:

BS —v=0

etemosSz%ouIzO

Figura 3.4: Campo de direcao e iséclinas: 5 = 0.047, p=0.40 e ¢ = 0.15

44

0,
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3.4.3 Simulagao Numérica do Modelo (3.25)

Considerando S(0) = 9, I(0) = 1 e R(0) = 0 para as populagoes de suscetiveis,
infectados e recuperados respetivamente, as solucoes graficas sao dadas pela Figura a
3.5:

suscetiveis
infectados |
removidos

8
g
E 5
g
ol
al
ol
.
o ‘
0 10 20 30 40 50
tempo
Figura 3.5: Simulacao: Equilibrio endémico, com os paramentos 5 = 0.033,

~v = 0.067, supondo p = 0.030 e ¢ = 0.036, Ry > 1

Como esperado, a doenca estabelece um equilibrio endémico na populagao.
E para termos uma populacao livre da doenca devemos diminuir o paramatro J3,
através da eliminacao dos vetores, considerando 8 = 0.0017, v = 0.067 e supondo que

p =0.051 e ¢ = 0.015. As populagoes iniciais consideradas sao S(0) =1 e I(0) = 3.
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suscetiveis

9r infectados |4

populagao
(4]

0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5
tempo
Figura 3.6: Simulagao: Populacdo livre da doenga, considerando S(0) = 7 e

1(0)=3, Ry < 1

3.4.4 Simulacao Com Dados Reais da Regiao Amazodnica

Para obtermos a solugdo numérica do modelo alternativo (3.25) com dados reais,
no caso da regiao Amazonica, é necessario determinarmos seus parametros (5 e ).

Em modelos mateméticos que descrevem doencas infecciosas, o parametro  (forca
de infecgao) é fundamental, pois expressa o risco de se ter mais individuos infectados.
Na pratica esta forca de infeccao é dificil de ser determinada, devido & imprecisao dos
dados. Um modo simplificado de interpretar a forga de infecgao foi proposto por Gay
(1996) que considera o nimero de casos em um intervalo de tempo pequeno [8] e que

vamos utilizar neste trabalho.

N°. de casos confirmados (u.t.) = forga de infecgdo (u.t.) x N°. de suscetiveis

(u.t.)

Onde obtemos:

1
8= N (3.27)
em que I é o numero de infectados, IV é ntimero total da populagdo suscetivel e 8 é a
forga de infeccao.
Sendo assim, a Tabela 3.3 mostra os dados da populagao total da regiao Amazonica

disponiveis nos anos de 1991, 1996 e 2000 estimada pelo IBGE [9] a partir do censo
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demografico, o nimero de casos novos da maldria (ver Tabela 3.2) nesses anos e a

estimativa do parametro S.

Ano | Populagao Total na Amazonia | Casos Novos 15}

1991 10084556 533302 0.0528
1996 11245093 441465 0.0393
2000 12900704 613241 0.0473

Tabela 3.3: Populacao da Amazonia, nimero de casos novos e 3.

Para estimarmos o parametro v foi necessario aplicar a técnica de analise de re-

gressao com o objetivo de verificar a existéncia de uma relagdo entre o ntmero de

infectados com o tempo. Calculamos v, através da reta de regressao linear, cuja ex-

pressao da reta é da forma y = ax + b, utilizando os niimeros de casos confirmados da

maldria na populagdo Amazonica. Assim obtivemos a Figura 3.7 e a equagao (3.28).

Casos confirmados da Malaria

Infectados
1 1 1 1

1

1

1

300000 350000 400000 450000 500000 550000 600000

1990 1995 2000

Anos

2005

Figura 3.7: Casos confirmados da populagao infectada e reta de regressao linear.

y = —0.0076x + 0.5616

(3.28)

A partir da equacao da reta de ajuste (3.28) usamos seu coeficiente angular, como

sendo a variacao da populacao de infectados no tempo t, ou seja,
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dl
-~ 3.29
ik (3:29)
onde a é o coeficente angular da reta, ou seja, a variacao da populacao de infectados
cujo valor é a = —0.0076.

Logo,
a=pBSI—~I (3.30)

em que a ¢ o coeficinte angular da reta de ajuste.

Podemos observar que a partir da equacao (3.30) temos condigoes para calcular o
parametro «y. Assim, para a solucdo numérica consideraremos o valor médio de 3, S a
média da populacao total da Amazonia e I a média dos casos novos (ver Tabela 3.3).

Com esses dados obtivemos a Figura 3.8.

T
suscetiveis

¥ infectados

10k removidos |

populacao
(2]

| n . L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80
tempo

Figura 3.8: Simulagdo: Considerando S(0)=11.410118, I1(0)=0.529336 e
parametros = 0.047, v = 0.55, supondo que p = 0.40, ¢ = 0.15 e Ry = 0.97.

Fazendo uma simulacao apenas com os dados dos individuos infectados podemos

visualizar melhor sua tendéncia de queda, como mostrado na Figura 3.9.
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Figura 3.9: Numero de infectados: considerando S(0) = 11.410118, I(0) =
0.529336 e R(0) = 0 e parametros 8 = 0.047, v = 0.55, supondo que p = 0.40,
¢=015¢ Ry = 0.97.

De modo anéalogo a Figura 3.28, plotamos a curva ajustada aos casos confirmados
da malaria desde 1990 a 2010 com a dinamica do modelo.

Casos de malaria: Dados Reais e pela Dinamica Sistema
0.7

* -+ Casos de Malaria
Ajuste do Modelo

0.65-

0.6r

0.55% X *

P. Infectados
o
(6}
T

0.45-

0.4t * *

0.35+ *
*.

*

1990 1995 2000 2005 2010

tempo (anos)

Figura 3.10: Numero de casos confirmados da maléria e o ajuste do modelo.

Pela Figura 3.10, podemos observar que prevé que o modelo (3.25) uma “média”

dos casos confirmados. Esta figura foi obtida através dos comandos software Matlab
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que a partir de um 8 = 0.047 calculado, obtivemos a curva ajustada, e os parametros
possivelmente ideais para a curva, 8 = 0.0496 e o valor de Ry = 1.0778.

Portanto, o modelo alternativo (3.25) simulado com os dados da regiao Amazonica,
pode ser aplicado com uma boa aproximacao para avaliar o comportamento da dindmica
da maldria. Sendo assim, para tornar o nosso estudo mais real optamos em fazer
modelos fuzzy para incluir imprecisoes e subjetividade no nosso modelo. Por isso,
no préximo capitulo apresentaremos o estudo fuzzy dos modelos cldssicos (vistos no

capitulo II) e dos modelos alternativos da maldria (vistos no capitulo III).



Capitulo 4
Modelos Epidemiolégicos Fuzzy

A caracteristica dos modelos deterministicos é a precisao das solugoes e, os parame-
tros envolvidos em tais modelos sao obtidos através da observagao dos dados que estao
sujeitos a imprecisoes. Ao estudar os modelos fuzzy, nosso objetivo, neste capitulo, é
incluir subjetividade nos modelos.

Nos modelos epidemiolégicos classicos apresentados no capitulo II consideram-se
que existe uma interacao homogénea entre os individuos infecciosos numa populacao,
isto é, consideram que todos individuos infectados tém a mesma chance de transmitir
a doenca.

Nos modelos que vamos apresentar neste capitulo, consideraremos que a transmissao
da doencga sera possivel caso exista uma carga viral maior que um dado limiar nos
individuos infectados. Sendo assim, a carga viral serd um fator influente na propagacao
da doenca. Portanto, os individuos com carga viral alta tem mais chance de transmitir
a doenga do que os individuos com carga viral baixa [2].

A medida da carga viral de um grupo é bastante subjetiva ou incompleta o que nos

leva a tentar uma modelagem menos rigorosa e mais flexivel.

4.1 Preliminares

Definigao 4.1.1. Seja Q um congunto (cldssico) universo. Um subconjunto fuzzy F de
Q é um congunto de pares ordenados F = {w, xr(w) : w € Q} onde xp : Q@ — [0,1] €
uma func¢do chamada grau de pertinéncia de w em F com os graus 1 e 0 representando

respetivamente, a pertinéncia completa e a ndao pertinéncia do elemento ao conjunto

fuzzy.

51
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Definicao 4.1.2. (a-nivel). Seja A um subconjunto fuzzy de U e « € [0,1]. O a-nivel

de A € o subconjunto cldssico de U defenido por

[A]* ={x €U :pa(z) > a} para0 <a <1

O suporte do subconjunto fuzzy A de U é dado por suppA = {x € U : p4 > 0}.
Assim temos que suppA = [A]“.

Definicao 4.1.3. o-dlgebra: Uma classe de subconjuntos 2, representada por A é
denomida o-dlgebra se satisfaz as sequintes propriedades:

(A1) Qe A

(A2) B € A, entao B° € A

(A3) Se B; € A,i >0, entao

00
UBiEA

Definigao 4.1.4. Medida fuzzy: Seja A uma o-dlgebra de Q # 0. Uma aplicagdio
w:A—10,1] € denominada uma medida fuzzy se

(i) n(0) =0 e p() =1

(ii) u(A) < u(B) sempre que A C B.

Chamaremos a terna (€2, A, 1) de espago de medida fuzzy.

Definigao 4.1.5. Uma distribuicio de possilidades sobre o conjunto  # () € uma

fungdo ¢ : Q — [0, 1] satisfazendo o(w) =1 para w € Q.
Para as defini¢oes a seguir considere a terna (€2, A, p):

Definigao 4.1.6. Um funcdo P definida em A € uma func¢do de probabilidade em )
se:

i) P(A)>0,VAe A

it) P(Q2) = 1.

iii) (o-aditividade). Se A1, As, ... € A sao disjuntos, entdo
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neN
Definicao 4.1.7. Uma fungao f: Q — [0,1] € dita mensurdvel se
{f>20}={zeQ: f(x>a)} € A para todo a € [0,1].

Defini¢ao 4.1.8. Uma fungdio f : Q — [0,1] € uma varidvel aletoria se f for men-

suravel.

Definigao 4.1.9. Seja f : Q — [0,1] uma fun¢ao mensurdvel. A integral fuzzy com

respeito a medida p € dado por:

/A fdp = supocasi minfo, ulf = a N A

tal que, A € A.
Vamos representar a integral fuzzy, [, fdu, por ¢, fdu.

Definigao 4.1.10. Uma varidvel inexata (v.i.) em Q é qualquer fun¢do mensurdvel
x:Q—[0,1].

Definicao 4.1.11. Esperanca fuzzy: o valor esperado fuzzy (FEV) ou esperanca fuzzy

de uma varidvel inexata, € definida por

FEV() =  xdi = sumeoc {owu{u € 9 () > a}).

Teorema 4.1.1. Sejam f : Q — [0,1] uma fungao (tipica de pertinéncia) e p uma
medida fuzzy sobre Q. Se a fungdo de H(a) = p{w € Q: f(w) > a} tem um ponto fixo

a, entao
$o fdp=a = H(a).

Definigao 4.1.12. Uma relagao fuzzy R sobre Uy x Us X ... x Uy, € qualquer subconjunto
fuzzy de Uy x Us X ... x Up,. Assim uma relacdo fuzzy € definida por uma funcao de

pertinéncia ¢ : Uy X Ug X ... x U, — [0, 1].

Definicao 4.1.13. O produto cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy Ai, As, ..., Ay
de Uy, Us, ..., U, respetivamente € a relacao fuzzy A1 X Ay X ... X Ay, cuja funcdo de

pertinéncia € dada por:



4.1 Preliminares 54

pA1 X Ag X ... X An(wl,.’L’Q, xn) = PA;(z1) AN P Ay(x2) VAN PAp(zn)

onde A representa o minimo.
Sistemas de Base de Regras Fuzzy

Um sistema baseado em regras fuzzy tem quatro componentes: Um processador de
entradas, uma base de regras, um método de inferéncia e um defuzzificador. A Figura

4.1 representa um contralodor fuzzy do tipo Mandani.

|-

Base de Método

regras de
fuzzy inferéncia

Defuzzificador
l Yo

Figura 4.1: Esquema de um sistema baseado em regras fuzzy.

O processador de entrada, conhecido como fuzzificador, que fuzzifica os dados de
entrada, ou seja, se x é entrada entao o fuzzificador associa a ela uma funcao de per-
tinéncia p,(a) € [0, 1]. E importante a ajuda de um especialista na construcio das
fungoes de pertinéncia.

A base de regras que é composto pelas proposicoes fuzzy que relacionam os termos

linguisticos das variaveis de entrada e cada proposicao é descrita na forma linguistica:
Se a estd em A; entao b esta em B;

onde A; e B; sao conjuntos fuzzy que representam termos linguisticos das varidveis de

entrada e saida respetivamente.
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O método de inferéncia traduz matematicamente cada proposigao fuzzy por meio de
técnicas logicas e descreve as relagoes entre as variaveis linguisticas . Aqui escolhem-
se os operadores matematicos que irao definir a relacao fuzzy que modela a base de
regras. O método de inferéncia a ser usado (neste trabalho) é o método de Mamdani
que considera cada regra fuzzy como relacao fuzzy.

E por fim o defuzzificador é um processo que permite pelo método de inferéncia
converter um conjunto fuzzy num niimero real que melhor representa a agdo tomada,
ou seja, a defuzzificacdo é um processo que escolhe um elemento que serd capaz de
representar o conjunto fuzzy.

O método de defuzzificacdo que vamos usar para a saida dos dados é o centro de
gravidade. Este método de defuzzificacao é semelhante a média ponderada da distri-
buigao dos dados, com diferenga que os pesos sao valores pc(z;) que indicam o grau de
compatibilidade do valor z; com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy C. Para um

dominio discreto tem-se:

n
Z zipo(2i)
i=0

GC)="“55— (4.1)
> nelz)
i=0
para um dominio continuo
Jz zpc(z)dz
GC)=—F—"" 4.2
(€) [ nc(o)dz (4.2)

onde R é a regiao de integracao.
Na Figura 4.2 temos um exemplo que mostra um controlador fuzzy onde considera-
se duas varidveis de entrada py (populacao) e Apy (variacdo da populacao) e uma

varidvel de saida C.
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Figura 4.2: Mecanismo do método de inferéncia de Mamdani.

Este método é baseado na regra de composi¢ao max-min do seguinte modo:

e Em cada R; da base de regras fuzzy, a condicao se x é A; entao ¢ modelada

pela aplicagdo A (minimo); adota a t-norma A (minimo) para o conetivo légico e

e Para o conectivo légico ou adota-se a t-conorma V (mdaximo) que conecta as

regras fuzzy das base de regras.

Sistema p-fuzzy

Um sistema p-fuzzy é um sistema discreto:

(4.3)

onde F': R — R" é a fungao F(z) = z + Az e Az é a saida defuzificada dada por um
controlador fuzzy.

A figura (4.3) mostra a arquitetura de um sistema p-fuzzy, onde dada a condigao
inicial zg € R"™ e Az € R", obtem-se através de um sistema baseado em regras fuzzy e

o modelo matematico é dado pela equagao:

Tpy1 = Tf + Axy,
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Figura 4.3: Arquitetura de um sistema p-fuzzy.

Principio de Extensao de Zadeh

O principio de extensao de Zadeh para uma funcao f : X — Z tem como objetivo
indicar de que maneira deve ser a imagem de um subconjunto A de X por meio de f.

E de se esperar que esta imagem seja um subconjunto fuzzy de Z.

Definigao 4.1.14. (Principio de Extensao de Zadeh). Seja a funcio f: X — Z e A
um subconjunto fuzzy de X. A extensdo de Zadeh de f € a fungdo f que, aplicada a A

fornece o subconjunto f(A) de Z, cuja funcdo de pertinéncia € dada por

(4.4)

) ) supgape)=zypa(z)  se {z: f(z) =2
Yi(2) = { 0 e T

Podemos obsevar que se f for uma funcao bijetora, entao

{z: fl2) =2} ={f(»)}

Observamos que se A é um subconjunto fuzzy de X, com fungao de pertinéncia ¢4,

se f é bijetora entao, a fungdo de pertinéncia de f (A) é dada por

(pf(A) (Z) = Sup{x:f(x)zz}()oA(x) = Sup{xéfflzz}(pA(x) = @A(f_l(z)) (45)
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Figura 4.4: Imagem de um subconjunto fuzzy obtido a partir do principio de

extensao para a funcao f.

Problemas de valor inicial fuzzy

A teoria de conjunto fuzzy possui ferramentas que modelam fenomenos que envol-
vem imprecisoes e subjetividades. Vamos nos basear nesta teoria para resolver sistema
de equacoes diferenciais em que os parametros ou a condicao inicial ou ambos sao
imprecisos.

Consideremos o sistema autéonomo:

& = fla(t)

2(0) = Fo.

(4.6)

onde a condigao inicial é imprecisa, &9 € F(R™). O sistema (4.6), pode ser resolvido
determinando primeiramente ¢;(xo) e depois aplicar o principio de extensao de Zadeh
e assim obtemos a solucao fuzzy, em outras palavras, primeiro encontramos a solucao
classica e em seguida fuzzificamos a solugao.

Seja:

& = fz(t))
x(0) = xo.

(4.7)

um sistema de equagoes autonomas.
Suponhamos que f : R™ — R" satisfaz algum critério que garanta a existéncia e
unicidade da solu¢ao. Portanto a solugao x(t) é unicamente determinada pela condigao

inicial e o tempo ¢ [6].
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Vamos representar a solugao por
th(ZEQ) : R+ x R™" — R"

ou seja, @o(z) = xo € ¢’ (x0) = f(pi(x0)); a solugdo (o) é denominada fluzo gerado
pelo campo vetorial f.
Admitindo que a condicao inicial seja incerta, ou seja, z(0) = &y € F(R), temos

assim o sistema fuzzy associado

& = (1))

2(0) = Zo.

(4.8)

onde a solugdo depende da condigao inicial fuzzy. A solu¢do fuzzy ou o fluzo fuzzy para
o sistema associado (4.8) desta maneira é definida como sendo a soluc@o obtida pelo

principio de extensao de Zadeh ao fluxo deterministico ¢;(z¢), da qual obtemos

gf?t(ii‘o) : R+ x R™ — R"™.

4.2 Modelo SI Fuzzy [1]

4.2.1 Solucao e Esperanca Fuzzy

A determinacao do valor 3, taxa responsavel para que haja transmissao de uma
doenca, é geralmente muito dificil de ser avaliada quando se tem para informacao
a evolucao da doencga. Neste pardgrafo vamos considerar o valor de [ subjetivo e
dependente da carga viral ao grupo analisado. Considerando o modelo fuzzy SI dado

pelas equagoes:

a5 — _BSI
I (4.9)
onde B = f(v) e v é a carga viral dos infectados.

Usando a hipdtese de que, o individuo infectado que possui carga viral alta tem
maior possibilidade de transmitir a doenca, vamos assumir que existe uma carga viral
minima v,,;, necessaria para que ocorra a transmissao. Consideraremos também que
a partir de uma certa carga viral vy, a possibilidade de transmissao é maxima. Con-
sideraremos ainda que a carga viral é limitada vy,q;. Como S é a taxa de transmissao,

B = B(v) é uma funcao nao decrescente de v, onde v é a carga viral.
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Seja B a seguinte funcdo S : [0, Vmaz] — [0, 1], onde

0 se v < Umin

V= Umin S€ Umin < U < vpp

v) = UM —VUmin 410
B( ) 1 se Uy < U < Upag ( )
0 se v > Umaz-

O parametro v, representa a suscetibilidade do grupo estudado, sendo assim,
quanto maior for v,,;, maior sera a resisténcia dos grupos suscetiveis. Enquanto que o
parametro vy representa a carga viral onde a possibilidade de transmissao é maxima,
B(v) = 1. Isto nao significa portanto, que de fato quando 5(v) = 1 a transmissao da
doenca possa ocorrer.

Como B(v) € [0,1] podemos interpretar 8 como a funcao de pertinéncia de algum

subconjunto fuzzy cujo dominio contém os valores para a carga viral.

Solugao Fuzzy

A solugao fuzzy é dada a partir da solugdo do modelo epidemilégico deterministico
dado pelo sistema (4.9), substituindo 5 por S(v), temos:

Bv)t
I(v,t) = Solieloeﬁ@ﬁ (4.11)
para cada v fixo.

Fixando ¢ > 0, temos que I(v,t) do problema (4.9) é a distribuicdo de possiveis
valores para o numero de infectados no intervalo [0, 1]. Assim I(v,t) € [0,1] que pode
se interpretada como funcao de pertinéncia do conjunto fuzzy T (t).

Outra forma de interpretar a solugao fuzzy da equacao (4.9) é por meio do principio
de extensao de Zadeh, ou seja, em cada instante a solucéo é dada por um conjunto fuzzy
em que cada elemento tem o mesmo grau de pertinéncia da solucao deterministica origi-
nal. Assim se $* é um elemento de B(v) = Bo (nimero fuzzy) com grau de pertinéncia

g € [0, 1] entao a solugao

. [oeﬂ*t
- So + IpeP"t

tem o mesmo grau de pertinéncia g no conjunto fuzzy das solugdes I(S(v),t).

(1) (4.12)
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Para estimar o nimero médio de individuos infectados, deve-se adotar um pro-
cedimento de defuzzificagdo, para isso, vamos considerar que a carga viral V' é uma
variavel linguistica e é classificada como sendo; fraca, média ou forte, onde cada uma
dessas classificacbes é um conjunto fuzzy que tem como pertinéncia a seguinte fungao

de distribuicao de possibilidade:

o=l

p(v) = o
0 sev ¢ [v—209,0+49].

se v € [v—09,0+ 0]

O parametro v é a carga viral média dos individuos infectados e & representa a
dispersao.
Quando a carga viral V for fraca, consideraremos 0 < 0 — 3 e 0+ 9§ < Umin, quando

for média vy <0 —0 e v+ 6 < vy e quando for forte vy < v —9 e U+ 0 < Upaz.

Esperanca Fuzzy

Em seguida calcularemos a esperanca fuzzy de individuos infectados corresponden-
tes a carga viral fraca, forte e média. Usando a definigdo (4.1.11) podemos escrever a
esperanga fuzzy de I(V,t) como sendo:

FEV(V,t) = supp<a<imin [a, H(«)]

onde H(a) = p{v:I(v,t) > a} é uma medida do conjunto cléssico a-nivel de
I(v,t).

Utilizando o teorema (4.1.1), temos que para cada ¢, a fungdo H(«), cujo ponto
fixo é o valor FEV [I(V,t)], é dado por

H(a) = u{v:[(v,t)Za}:fEI( t)]ap(v)dvzl—u{vzf(v,t)<a}.

Da desigualdade I(v,t) < «, obtem-se:

TpeB@)t aSy
e 1 — )Pt By 720
So+10e5(”)t<a:>( a)lpe <aSy=e <(1_a)10:>

1
t

B(v) < In (GO‘SCSNJ



4.2 Modelo SI Fuzzy [1] 62

Como Im(f) € [0, 1], temos que:

1 1
Se In ((0450> t <0, entao p {v : B(v) <ln (aSO> t } =0 e também

1-— OJ)I() (1 — a)Io
aSy < (1—a)lp = a(So+1y) < Iy, como Sy+1p =1ea >0, temos que 0 < o < I
1
aSO t - OéSo t
Se0<iIn|—— 1 ent : n{—— = : 0,B
el < n((l—a)fo) < enao,u{v Bv) < n<(1_a)10) } w{v:ve|0,Bl},
S 1
t
onde B = Upin + (Va1 — Umin)In <(1f0(3)10) e também temos

T
1 <ln<(aso) <e= (1-a)ly < aSy <e(l—-a)y = 1I) < ac<

1-— 04)[0
Tpef)t B
———————, note que vy < B < vyy.
Bv)t’
So + Ipe ; . . A
t t
Se In ((1(10)1) > 1 entao ,u{v :B(v) <ln <(1a0)1) } = 1 e também
L
temosqueaisoztetéazloie
(1—a)ly So + Tpet
Entao
1 se 0 <a <l
1 { €[0,B)} Ih<a< foe!
_ —pd{v:v se «
H(v) = # ’ 0 So + Io
0 he! o
se — < « .
So + Ipet —  —

para calcular a esperanca fuzzy, pode-se adotar a medida fuzzy

p(A) = ;/A/)(v)dv:/Ap(;)dv,

que é uma medida de probabilidade, pois

/U—HS @dv =1 (4.13)
o5 0

Vamos agora calcular a medida fuzzy para os trés casos da carga viral ora classifi-

cada:
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e 1° Caso: Carga viral fraca
1

Como B = Vpin + (V1 — Umin)In ((135310) t

logo

H(v) =

1 se0<a<l
0 selp<a<l.

e portanto

FEVI(V,0)] = Iy

Como podemos ver, o niimero de infectados permanece o mesmo valor da condigao
inicial em cada instante t. Este resulado nos leva a concluir que a doenca nao se
propagara, pois a suscetibilidade para um individuo adquirir a doenca é baixa.

e 2° Caso: Carga viral forte

Nesta situacao, temos B < vjs e assim pu{v € [0, B)}, desta forma, temos:

I t
1 Seogagﬁelt

H(?}): Ioet 0 o€
0 — < o<l

> So + Ipet =a=

Neste caso, obtemos a solucao classica 5 = 1.

e 3° Caso: Carga viral média
Neste caso temos que:
Se B< v —46,entao u{v € [0,B)} =0

Sev—9d < B <7, entao
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B
plve0B) = - / ooy

1 /B v—10
= = 1
5/@_6 + 5 dv
1 v\ g
- 5(” 25_5> o
1 B? ©B _ (v—0)2 o(v—9)
= 5[B+25_5_<”_5+ 2% 5 ﬂ
1 B+Bj_@_v2—2@5+52+6+52—56
9 20§ 20 §
_ 1 (20B+ B* = 20B — 260 + 26* — 0° 4 200 — §* + 20* — 206
0 26
1 (B*-20B+0° +20B — 200 + §°
9 20
1 ((B*-9)*+0(2B —20+9)
9 20
1 (/(B-0?* 2B-2
- (CRE B
1 ((B-9) 2
- (%52 +)

Se v < B < v+ 9, entao

1 1 (B v—17T
p{vel0,B)} = 2+5/y 1- 3 dv

1 1 B

= 2"‘5( )‘v
1 1 32 ’UB v 2

= 2*5[ (”zﬁaﬂ

_ 1+1<25B B2+2vB—25v+v —21;)
2§ 20
1 1 20 — 2B

o2 2( 5 >

Se 040 < B < vy entao p{v e [0,B)} =

portanto
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se 0 <a<I(v-—94,t)
-1 (B2 +1)2 se [(0—0,t) < o< I(v,t)
(B(;T’jtl)2 se [(0,t) < a < I(v+6,t)
se I(0+6,t) <a<1.

(4.14)

De acordo com a expressao (4.14), a fungao H(v) é continua e decrescente, pois
H(0) =1e H(1) = 0. Portanto, segundo o teorema (4.1.1), H tem um tnico ponto
fixo que coincide com FEV [I(V,t)]. Tendo os paramentros 0, Umin, var € U podemos

calcular esse valor.

Niumero Basico de Reprodugao Fuzzy

No capitulo II vimos que a maneira mais simples de obter o nimero béasico de
reproducao da doencga é a partir da expressao % > 0, que é a condicdo para que
o numero de infectados cresca numa populagao. Porém tratando-se de légica fuzzy,
uma condi¢ao para que nao ocorra a transmissao da doenca, é que nenhum individuo
infectado possua carga viral minima necessaria para a transmissao da doenca. Sendo
assim, para manter constante o nimero de individuos infectados e igual a Iy, deve-se
ter a condicao U490 < vy satisfeita. Entao o nimero bésico da reproducao da doenga

para o modelo SI é dado por

Rl = (4.15)

Umin

Reduzir o valor de R! , implica na nao propagacao da doencga: Portanto, se au-
mentarmos o valor de v,;, significa aumentar a resisténcia dos individuos suscetiveis,
em outras palavras, significa baixar a suscetibilidade que pode ser feita através de

vacinacao, saneamento bdsico, etc.

4.2.2 Modelo SI p-fuzzy [17]

A modelagem por sistema p-fuzzy tem como fundamento as bases de regras e os
termos linguisticos dos estados da varidveis, cujas defini¢gbes sao subjetivas.

Vamos nesta subsecao elaborar um conjunto baseado em regra fuzzy para a classe
dos infectados. Com o sistema p-fuzzy discreto podemos estimar as solugoes dos mode-
los epidemiolégicos classicos. Neste modelo cldssico SI, a entrada é o nimero de infec-
tados I e a saida é a variacao da populacao de infectados AI. A base de regras que

qualifica as variaveis linguisticas é dado por:
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B, MB, M, MA, AT e N que significam baixa, média baixa, média, média alta,

altissima e negativa, respectivamente:

Rq: se I é Baixa entao Al é Baixa Positiva;

Ry: se I é Média Baixa entao Al é Média Positiva;
Rj3: se I é Média entao Al é Alta Positiva;

Ry: se I é Média Alta entao AI é Média Positiva;
Rs5: se I é Alta entao Al Baixa Positiva;

Rg: se I é Altissima entdo Al é Baixa Negativa.

A seguir passamos a apresentar as funcoes de pertinéncia, com uma variavel de

entrada e uma variavel de saida:

B MB W MA A AT

Figura 4.5: Variavel de entrada: populacao de infectados.

Figura 4.6: Variavel de saida: variagao da populacao de infectados.

A Figura 4.7 ilustra a estimativa da solucao deterministica através do método p-

fuzzy e através do uso dos comandos Software Matlab.
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I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 4.7: Solucao do modelo SI obtida a partir de base de regra.

4.2.3 Modelo SI fuzzy: Extensao de Zadeh

O objetivo do principio de extensao de zadeh é ampliar as solugoes do modelo
classico. Vamos portanto considerar subjetividade na condicao inicial do PVI, para
isto, utilizaremos aquele método para resolvé-los.

De acordo com o que vimos nas preliminares vamos considerar o problema do valor
inicial fuzzy do modelo SI, supondo que a condigao inicial dos individuos infectados,

1(0) é fuzzy, que iremos representar por fo, entao o PVI fuzzy é dado por:

dr _ g(1 _
@ AL=DI (4.16)
Iy fuzzy.

onde Iy € F (R).

A seguir vamos construir a solu¢do do PVI dado pelo sistema (4.16), considerando
I fuzzy, ou seja, um numero triangular e através dos comandos do sofware Matlab. A
solucao 1y (Iy) é dada quando Iy = (0.1,0.2,0.3) e 8 = 0.5
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Figura 4.8: Solucao I do modelo SI via extensao de Zadeh.

Quando Iy € R a solugdo do modelo deterministico SI é

Ioeﬁt

) gy e

entao a solugao fuzzy ¢ de (4.16) é a extensao de zadeh da solugao deterministica Iy,

portanto (1) = I;(Ip), isto é, representamos a solucao fuzzy por:

_ Toeht

Y(lo) = S0+ Tocht (4.17)

Como I;(Iy) é continua para todo ¢t > 0 temos que

[(To)]" = [T(T0)]" = I ([To]*) = I ([To1, Tgo))

Portanto temos assim para cada t fixo um intervalo de valores representando limites
inferior e superior da quantidade de infectados e nao um ntmero real de infectados
quantificado, com efeito, temos que cada numero real deste intervalo, possui um grau

de confiabilidade através da fungéo de pertinéncia.

4.3 Modelo SIS fuzzy

Vamos nesta secao, considerar o estudo feito no capitulo II sobre o modelo SIS
sem dinamica vital. Assumiremos a funcao 3(v), que vimos na segao anterior e vamos

considerar que a taxa de recuperagao -y, serd também uma fungao que depende da carga
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viral existente no organismo do individuo infectado. Utilizaremos como hipétese o facto
que, quanto mais carga viral o individuo tiver, mais demorada serd a sua recuperagao.

Sendo assim, 7 : [0, Vmaz] — [0, 1] devera ser uma fungao descrescente, dada por:

y(v) = (o — 1 1 (4.18)

Umax

onde 7y é a menor taxa de recuperacao.
Do sistema (2.7) temos que S+1 = 1 e a solucao dos infectados é dada pela equacao

(2.11). Substituindo S e v por 5(v) e v(v) respetivamente na equagao (2.11), termos:

(B(v) — y(v)) TpeP@ =)t

0t = 350 = 00) + Blo) e B

(4.19)

De modo anélogo, substituindo as fungoes 5 e v no ponto de equilibrio dada em
(2.15), obtemos

r= (G- 10)

Quando % < 1 temos que o ponto ¢ biologicamente vidvel e assintoticamente

estdvel, isso ocorre quando y(v) < fB(v), onde obtemos:

O=Dv | o V= Umin
Umax UM — Umin

(’YO - 1)U(UM - vmin) + Umax(UM - vmin) < (U - Umin)vmax

((’70 - 1)(UM - Umin) - Umax)v < _Umax('UM - Umin) — UmazUmin

—VUmazUM

vo< ;
(vo — 1)(var — vmin) — vmax

Umax VM
vo< ="

Umaz + (1 - ’70)(UM - Umin)

onde vy < v < vy e v* é o valor da bifurcacao.

Valor Basico de Reprodugao da Doenga

O numero bésico de reproducao da doenca para o modelo SIS sem dinamica vital é

dado por:
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Usando 8 = (v) e v = v(v), obtemos: Ry = 58; Para fazer um controle da

doenga, devemos impor que maxRy(v) < 1, contudo, esta medida é extrema. Uma

melhor maneira de encontrar um valor médio talvés seria classificar a carga viral (V)
como fraca, média e alta e tendo a fungao de distribuicao de possibilidade (p) assumida

no modelo SI e vamos definir o niimero bésico da reproducao da doenca como:

1
R} = %FEV[VORO(U)].

Para calcular a esperanca fuzzy, ou seja, o valor FEV [ygRy(v)] necessitamos definir

primeiro uma medida fuzzy que serd uma medida de possibilidade

p(A) = supyeap(v), ACR

esta medida é cautelosa, pois, considera que a infecciosidade do grupo é dada pelo

individuo que pertence a maior classe de infesiosidade.

e 1° Carga viral baixa

A carga viral é baixa quando consideramos v + § < Vpin, como f(v) =0 Yo <

Umin, t€MOS que Rg . Isto é, quando a carga viral (V) for baixa, temos que RS < 1.

e 2° Carga viral média

A carga viral é média quando consideramos v, < v —0 e v+ 6 < vy, como B é
B

uma funcao crescente e v é decrescente, temos que a fungao Y075

todo v € [0 — 0,7 + 0].

é crescente para

Seja v’ a solucao da equacao 7 5 Ezg = «, logo
1 seogagyogﬁgg
B T+6
H(w)=1<{ pl) seyo ggvg <a<n 554316;
B+0)
0 8€ Y0 (559) <a<l.

Como a fungao H é continua e decrescente, temos que FEV [yyRo(v)] é igual ao
ponto fixo de H.

S e B®) _ FEV[ywRo(v)] _ B(U+9)
E fécil ver que Z75 < 7;()) . e
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e 3° Caso: Carga viral alta

A carga viral é alta quando consideramos vy; < v — 0. Como f(v) = 1 para todo

v > vy temos que '3 gz; = %, o calculo de FEV [y 5 EZ;] é feito da mesma forma

que no segundo caso e dele podemos concluir que,

1 1
— < Rf < —F=-
(@) "0 T (0 +9)

Como v(v) € [0,1] temos ﬁ > 1, portanto ird acontecer um epidemia.

4.3.1 Modelo SIS p-fuzzy [17]

Nesta subsecao, vamos usar a mesma metodologia usada no modelo SI para estimar
a solugao S e I do modelo SIS, tendo como varidveis de entrada S e I e de saida AS e
Al

As regras serao baseadas nas seguintes hipéteses:

1) A variacdo AI crescera proporcionalmente a populagao de suscetiveis, podendo
ser negativa para a quantidade pequena de suscetiveis ou para a quantidade grande de
infecciosos.

2) Consideraremos que a classe de suscetiveis nunca se extingue, para isso, vamos
determinar que quando a populagdode suscetiveis for muito baixa, a variagao AS serd
muito alta.

3) A variacao AS cresce proporcionalmente a quantidade de infeciosos, podendo
ser negativa para grande quantidade de S.

Vamos assim definir o seguinte sistema de base de regras:

Ry: se S é Alta e I é Baixa entao AS é Negativa Alta e Al
é Média Alta

Ry: se S é Média Alta e I é Média Baixa entao AS é Negativa
Média Alta e AT é Alta

R3: se S é Média™ e I é Média™ entao AS é Negativa Média
Baixa e Al é Média Baixa

Ry: se S é Média™ e I é Média™ entdao AS e AI é Negativo

As funcgoes de pertinéncia com duas varidveis de entradas e duas varidveis de saida

sao dadas nas Figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12 que passamos a apresentar:
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- M+ MB (LS A

il MB M- M+ MA

Figura 4.9: Variavel de entrada: popu-

lacao de suscetiveis.

e MA- MB- B- B+

D

Figura 4.11: Varidvel de saida: Va-

riagao da populacao de suscetiveis.

Figura 4.10: Variavel de entrada: po-

pulacao de infectados.

B- B+ WMB MA A
18

-0.1 0 0.1 0.2

Figura 4.12: Varidvel de saida: va-

riagao da populacao de infectados.

4.3.2 Modelo SIS fuzzy: Extensao de Zadeh

Considerando o modelo SIS com dinamica vital que estudamos no capitulo II vamos

supor que a condicao inicial Iy é incerta, sendo assim, o modelo SIS fuzzy é dado por

s
4
dt

= (b1 — p1)S + (pb2 + v — BS)1,

= (BS + gba — p2 — )1,

(4.20)

Com condicéo inicial S(0) = Sy € R e I(0) = Iy € F(R)
Para construir a solucdo fuzzy, consideraremos Iy = (1,7,13) e os parametros usados
sao: 8 =0.7,b1=3,5, b, 1 =1, po=2,v=2,p=03e q=0.7.
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Figura 4.13: Solugao S e I do modelo SIS via extensao de Zadeh.

4.4 Modelo SIR Fuzzy

4.4.1 Modelo SIR p-fuzzy [17]

Afim de estimarmos as solugoes S, I e R do modelo , sem dindmica vital, utilizaremos
a mesma metodologia das se¢Oes anteriores, as varidveis de entradas s@ao S e I e as
variaveis de saida sdo as suas respetivas variacoes, enquanto que R serd dado através
das solugoes de S e I, uma vez que R = N — (S + I).

As regras serao baseadas nas seguintes hipoteses:

1) Nesta caso como nao ha fluxo entrando na populagao S, temos que sua varia¢ao
sempre decrescerd em funcao de tempo e serd praticamente nula quando nao houver
mais individuos infeccioso.

2) Na populagao I existe fluxo entrando e saindo, assim a sua populacdo crescera
proporcionalmente a populagao de suscetiveis atingindo seu valor méaximo quando as
duas populacoes S e I forem aproximadamente iguais e decrescerd proporcionalmente
a quantidade dos recuperados.

Sendo assim, vamos definir as bases de regras para o modelo SIR:
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¢é Média Baixa

Média Alta e AT é Alta

Alta e Al é Baixa

Baixa e Al é Negativa Baixa

AT é Negativa Média Baixa

Ry: se S é Alta e I é Baixa entao AS é Negativa Alta e Al
Ry: se S é Média Alta e I é Média Baixa entao AS é Negativa
R3: se S é Média™ e I é Média™ entao AS é Negativa Média
Ry: se S é Média™ eI é Média™ entao AS é Negativa Média
R5: se S é Média Baixa e I é Média Baixa entdo AS é

Negativa Média Baixa e Al é Negativa Alta

Rg: se S é Baixa e I é Baixo entdao AS é Negativa Baixa e

As funcoes de pertinéncia para duas varidveis das populagoes de suscetiveis e infec-
tados sao ilustradas nas Figuras 4.14, 4.15, 4.16 e 4.17:

B MB - M+

B MB M- M+ WA A

7.
i} AI%
0 1 2

Figura 4.14: Variavel de entrada: po-

pulagao de suscetiveis.

Figura 4.16: Varidvel de entrada: va-

riagao da populacao de suscetiveis.

Figura 4.15: Variavel de entrada: po-

pulacao de infectados.

A MA- MB- B-

Figura 4.17: Variavel de entrada: va-

riagao da populacao de infectados.
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4.4.2 Modelo SIR fuzzy: Extensao de Zadeh

O modelo SIR com dinamica vital, onde a condicao inicial Iy é fuzzy formalmente

é dado por:

45 — bN — BSI — puS
d = BST — (u+ o) (4.21)
Cfi—}f =al — uR.

Com as condigdes iniciais S(0) = Sy € R, I(0) = Iy € F(R) ¢ R= Ry € R.

Da mesma forma como fizemos para o modelo classico, estamos interessados na

dinamica da doenca, portanto vamos considerar que b = i e o sistema é dado por:

45 — uN — BSI — uS
A — BST — (u+ )1 (4.22)
% =al — uR.

¢ as condicdes iniciais das por S(0) = Sy € R, I(0) = Iy € F(R) ¢ R= Ry € R.

A construcao da solucao S, I e R fuzzy sdo dadas considerando Iy = (1,2,3) e com

parametros 3 =0.5, u =03, a =1ey=0.5.

Figura 4.18: Solucao S, I e R via extensao de Zadeh.
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4.5 Modelo SIRS Fuzzy

4.5.1 Modelo SIRS p-fuzzy [17]

Vamos estimar as solucoes S, I e R do modelo SIRS tendo como varidveis de entrada
S e I e as suas varigdoes como variaveis de saida e a solugao para R serd da por R =
N — (S +1). A formulacdo da base de regras basea-se nas seguintes hipdteses:

1) Como neste modelo os individuos recuperados possuem uma imunidade tem-
poréria, a variacao AS serd inversamente proporcional a quantidade de individuos
recuperados e por sua vez depende da quantidade de infectados.

2) A variacao Al é inversamente proporcional a quantidade de individuos suscetiveis
atingindo seu valor maximo quando a quantidade de infeciosos e suscetiveis forem iguais
e decrescera proporcionalmente a quantidade de individuos recuperados.

Deste modo, o sistema de base de regras é dado por:

Ry: se S é Alta e I é Baixa entdao AS é Negativa Alta e Al
é Média™

Ry: se S é Média™ e I é Média~ entao AS é Negativa Média
e Al é Média™

R3: se S é Média e I é Média entdo AS é Negativa Baixa™
e Al é Baixa™

Ry: se S é Média™ e I é Média entao AS é Negativa Baixa™
e Al é Negativa Baixa™

Rs5: se S é Baixa e I é Média™ entdao AS é Negativa Baixa™
e Al é Negativa Baixa™

Rg: se S é Média™ e I é Baixo entao AS é Baixa menos Al
¢é Baixa™

R7: se S é Média e I é Baixo entdao AS é Baixa™ e Al é

Baixa™

As fungoes de pertinéncia para duas varidveis das populacoes de suscetiveis e infec-

tados podemos observar nas Figuras 4.19, 4.20, 4.21 e 4.22:
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Figura 4.19: Variavel de entrada: po- Figura 4.20: Varidvel de entrada: po-

pulagao de suscetiveis. pulacao de infectados.
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Ty |

Figura 4.21: Varidvel de saida: va- Figura 4.22: Varidvel de saida: va-

riacao da populacao de suscetiveis. riacao da populagao de infectados.

4.5.2 Modelo SIRS fuzzy: Extensao de Zadeh

Para fazer a extensao de Zadeh consideraremos o modelo SIRS com dinamica vital,

onde a condicao inicial Iy é um nimero fuzzy e de modo formal é dado por:

43 = bN +yR — BST — pS
% =BS5Sl —al —ul (4.23)
% =al — uR —~R.

¢ as condigdes iniciais dadas por S(0) = Sy € R, I(0) = Iy € F(R) e R = Ry € R.

E como o objetivo é fazer analise da dindmica da doenca, temos que b = p e obtemos

assim um novo sistema:

4% = uN + R — BSI — uS
% =pBSI —al —pul (4.24)
%za[—uR—’yR.

com condicdes iniciais dadas por S(0) = Sy € R, 1(0) = I, € FR)eR=RypeR
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As solugoes fuzzy para S, I e R sao dados a seguir considerando Iy = (1,2,3) com

os parameros 5 =0.5, a =1.5, u =03 e vy =0.5.

Figura 4.23: Solugao S, I e R do modelo SIRS via extensao de Zadeh.

4.6 Modelos Fuzzy da Malaria

Nesta secao vamos nos basear na teoria dos conjuntos fuzzy estudada nas segoes
anteriores para estudar os modelos fuzzy da maldria. Como os conceitos de suscetiveis,
infecciosos e removidos sao imprecisos, usaremos a ferramenta da légica fuzzy, e a partir
do modelo deterministico simplificado da maléria (3.25) proposto no capitulo III, vamos
torna-lo subjetivo devido as imprecisoes dos dados, usando duas modelagens fuzzy para
o modelo alternativo: Sistema p-fuzzy base de regras e principio de Extensao de Zadeh.

Na subsecao 4.6.1 analisamos as solugoes classicas através do sistema p-fuzzy e
bases de regras. Como os sistemas p-fuzzy incorporam informagoes subjetivas nas
variaveis e nas relacbes com as variaveis, torna-se uma ferramenta util para situacoes
cujo comportamente é pouco conhecido.

Na subsecao 4.6.2 analisamos o comportamento grafico da extensao de Zadeh através
do sistema dinamico fuzzy, baseado nos modelos deterministicos alternativos (3.22) e

(3.25) para a malaria.

4.6.1 Modelo Alternativo (3.25): sistema p-fuzzy

O sistema p-fuzzy é muito util para modelagem de fenémenos cujo comporta-

mento é parcialmente conhecido, pois informacoes subjetivas sao incorporadas tanto nas
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variaveis quanto nas variagOes e suas relacoes com as varidveis. O objetivo da mode-
lagem com base de regras, é obter o sistema dinamico p-fuzzy e estimar as solugoes
classicas. Baseando-nos no modelo alternativo proposto vamos estimar as solucoes
classicas através desta modelagem. Para o modelo p-fuzzy propomos as seguintes re-

gras fuzzy.

Ri-SeSéAeléBentao ASéNBe Al é PA
Ro-SeS¢éAeléBentao AS é¢ NMB e Al é PMA
R3-SeSéAeléBentio AS é NMA e Al é PA
Rs-Se Sé AeléBentao AS é NMB e A é PMA
Rs-Se S é MA el é MB entao AS é NMB e Al é PA
Rg-Se S 6 MA eI é MB entao AS é NMA e AT é6 PA
R7-Se S é MA el é MB entdo AS é¢ NMA e AI é¢ PMA
Rg-Se S é¢ MA eI é M- entao AS é NMA e Al é PMA
Rg- Se S é¢ M+ e 1 é M- entdao AS é NA e AT é NMA
Rio- Se S é M+ eI é MA entdao AS é NA e AT é PB
Ri1-Se S é M+ eI é M+ entao AS é NMA e AT é NMA
Rio- Se Sé M+ eI é M+ entao AS é NA e AT é NB
Ri3-Se Sé M-elé M- entao AS é NA e AT é NA
Ris- Se S é M- eI é M- entao AS é NMB e AT é NMA
Ri5-Se Sé M-elé M- entao AS é NMB e AI é NB
Rig- Se S é MB e I é M+ entao AS é NA e AT é NMB
Ri7-Se Sé MB el é M+ entao AS é NMB e Al é PMA
Rig-Se Sé MB el é MB entao AS é NMB e Al é PMA
Rig- Se Sé MB el é M- entao AS é NMB e AI é PA
Rop- Se SéMB el é MB entdao AS é NB e AT é NA
Ro1-SeSéBelé MB entao AS é PB e AI é PMA
Ros-Se SéBeléBentio AS é PBe AI é PB
Ros-Se SéBeléBentdo AS éPBe Al é PB
Roy-Se SéBeléBentdao AS é§ PMB e Al é PMA
Ros-Se SéBeléBentdao AS é¢ PBe AI é PB

Para obter o sistema p-fuzzy do modelo alternativo utilizaremos as seguintes varia-
veis linguisticas: populacao de suscetiveis e populacao de infectados para a varidvel de
entrada e variagao da populacao de suscetiveis e variagao da populacao de infectados
para a varidvel de safida. E para os termos linguisticos utilizaremos: A, MA, M™T,
M~, MB, B, NA, NMA, NB, e PB que significam Alta, Média Alta, Média™, Média~,
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Média Baixa, Baixa, Negativa Média, Negativa Média Alta, Negativa Alta e positiva

Baixa respetivamente, que determinam a subjetividade das varidveis de estados que

sao populacoes de suscetiveis e infectados assim como para as suas variacoes.

3 1
B MB M- MWe  MA A 4B MB M- M+ MA
‘ N /\ /\ A /

Figura 4.24: Variavel de entrada: Po-  Figura 4.25: Varidvel de entrada: Po-

pulagao dos suscetiveis. pulacao dos infectados.

NA NKA NWB  PB

1
NMB RB WA A
L L L L L
0 0.01 002 003 004 00

1 = 1 1
.03 -002 -0.01

Figura 4.26: Varidvel de saida: Va- Figura 4.27: Varidvel de saida: Va-

riagao da populacao dos suscetiveis. riacao da populagao dos infectados.

E com os comandos do software Matlab e bases de regras obtemos os seguintes

graficos da Figura 4.28 que sao aproximacgoes da solucao deterministica.
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Figura 4.28: Solugao obtida através de bases de regras.

E interessante ressaltar que com o sistema p-fuzzy podemos encontrar solugao equi-
valente a solucao deterministica sem fazer uso de calculos sofisticados. A Figura 4.30
ilustra a equivaléncia das solugoes obtidas de duas maneiras, através da solucoes deter-

ministica e do sistema p-fuzzy, respectivamente.
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Figura 4.30: Solugao: do sistema p-

Figura 4.29: Solugao deterministica.  fuzzy.

Os modelos p-fuzzy sao modelos grosseiros comparados aos modelos deterministicos
podendo ocorrer algumas distorgoes conforme a Figura 4.30. Tais distor¢des podem ser

eliminadas com um refinamento da base de regras.
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4.6.2 Modelo Alternativo fuzzy: Principio de extensao de
Zadeh

O método de extensao de Zadeh exige aplicacao do principio de extensao de Zadeh
nas solucoes deterministicas. Isto é, a partir da solucao deterministica, temos que,
para cada t fixo, pode ser vista como uma funcao da condicao inicial x( e aplica-se o
Principio de Extensao de Zadeh. Este método é aplicavel a sistemas fuzzy originado de
modelos deterministicos para os quais é conveniente considerar a condigao inicial e/ou
algum parametro fuzzy [2]. Nesta subsecao vamos estender as solugoes classicas para
as solucoes da teoria dos conjuntos fuzzy.

Dada a imprecisao da infecgao pelo virus da maldria no decorrer dos anos, vamos
considerar condicao inicial para as populacoes de suscetiveis, infectados e recuperados
como sendo um numero fuzzy. Para o nosso caso, vamos considerar o problema do
valor inicial fuzzy originado dos modelos alternativos deterministicos para a maldria

com condicao inicial fuzzy:

Modelo 1

43 =—BSI+pR,
d = BSI—~l, (4.25)

% =~ —pR.

com condicdes iniciais $(0) = Sy € F(R), I(0) = Iy € F(R) e R(0) = Ry € F(R).

Considerando as populacoes de suscetiveis, infectados e recuperados e os parametros
B = 0.047, v = 0.55, p = 0.40 e ¢ = 0.15, construimos a solucao fuzzy mostrada na
Figura 4.31.
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Figura 4.31: Solugao S, I e R do modelo (4.25) quando a condigbes iniciais sao
fuzzy:Sy = (90,102.1,114.1) I, = (5.3,7.7,10) e Ry = (0,2.5,5).

Modelo 2
45 = _BSI +pl,
b = BST — I, (4.26)
% =ql.

com S(0) = Sp, 1(0) = Iy e R(0) = Ry.
A fim de construir a solugao fuzzy dos infectados consideramos os parametros g =
0.047, p = 0.40 e ¢ = 0.15, quando a condicdo inicial Iy é fuzzy, I = (5,7.5,10).
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70

p. de infectados
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Figura 4.32: Solucao fuzzy, via o Figura 4.33: Solucao fuzzy, via o

principio de extensao de Zadeh. principio de extensao de Zadeh.
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Salientamos que, se considerarmos a solucao fuzzy a partir de valores onde I ja
atingiu seu valor maximo entao os graficos das Figuras 4.33 e 3.9 sdo bastante seme-
lhantes.

Com as duas caracteristicas fuzzy utilizadas (sistema p-fuzzy e principio de extensao
de Zadeh) foi possivel estimar e extender as solugoes deterministicas do modelo alter-
nativo. A solucao do sistema p-fuzzy do modelo alternativo nao ficou tao préxima da
solucao deterministica, pois necessitaria tomar intervalos de tempo cada vez menores.
Apesar deste inconveniente, a solugao a qual obtivemos nos mostra que hé possibilidade
de ter uma equivaléncia da solucao deterministica. Provavelmente, uma andlise das ba-
ses de regras por um especialista diminuiria as distorcoes obtidas na soluc¢ao. Com o
principio de extensao de Zadeh conseguimos ter um intervalo da solucao deterministica

do modelo alternativo, o que torna mais préximo a realidade.



Capitulo 5

Conclusoes

O objetivo do trabalho foi propor modelos alternativos para a malaria. Para

isso fizemos analise dos modelos epidemiolégicos classicos, modelos deterministicos da

maldria e uma breve apresentacao da epidemiologia da doenca. Através dessas andlise

conseguimos chegar aos modelos alternativos com as seguintes conclusoes:

com a andlise dos modelos deterministicos classicos e dos modelos basicos da
maléria apresentados por Bailey, conseguimos simplificar o modelo para a maléria,
suprimindo as equagoes da dinamica do mosquito e incluindo-a no parametro 8

para tornarmos as equacoes mais simples;

utilizando os dados dos casos confirmados da maldria na regido Amazonica (forne-
cidos pelo IBGE) foi possivel determinarmos os parametros /3 e -y, sendo o ultimo
obtido por uma regressao linear. Com isso, ajustamos a curva da dinamica aos

casos confirmados;

através do ajuste da curva da dinamica conseguimos achar o parametro 8 étimo

a curva, cujo valor foi de 0.496;

a partir da simulagao numérica notamos que para termos um equilibrio livre da

doenca, devemos reduzir o parametro [3;

devido a imprecisao dos dados e a dificuldade na determinacao dos parametros da
dinamica, recorremos a teoria da ldégica fuzzy a fim de modelar tais imprecisoes.
Com o sistema p-fuzzy chegamos a uma solucao préxima a deterministica, porém
com algumas distor¢oes. E com o principio de extensao de Zadeh foi possivel

extender a solucao deterministica do modelo alternativo.
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