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Resumo

Neste trabalho estudamos o movimento Browniano, sobre uma variedade Riemanni-
ana munida de métricas que variam com respeito ao tempo. Tratamos brevemente os
conceitos de semimartingale, equacgoes diferenciaveis estocdasticas e processos de difusao
sobre variedades diferenciaveis. Apresentamos a construcao classica do movimento Brow-
niano sobre uma variedade Riemanniana (M, g). Finalmente, munindo a variedade com
uma familia de métricas {g(t)}+cpo,r) que variam com respeito ao tempo, damos duas con-
strugoes do movimento Browniano sobre a variedade Riemanniana (M, g(t)), para cada
t € [0, 7] (denotamos a este processo como o g(t)-movimento Browniano). Consideramos
o fluxo de curvatura média sobre uma hipersuperficie compacta, e damos uma estimativa
para o tempo de explosao de um processo definido a partir do g(¢)-movimento Browniano.
Definimos o transporte paralelo amortiguado ao longo do ¢(¢)-movimento Browniano e

damos condigoes para que este seja de fato uma isometria.
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Abstract

We study the Brownian motion on a Riemannian manifold equipped with a family of
metrics that vary with respect to time. We treat briefly the concepts of semimartingale,
stochastic differential equations and diffusion processes on manifolds. We present the
classical construction of Brownian motion on an Riemannian manifold (M, g). Finally,
equipping the variety with a family of metrics {g(t) }+cjo,r) that vary with respect to time,
we give two constructions of Brownian motion on the Riemannian manifold (M, ¢(t)) for
each t € [0,7] (we denote this process as the g(¢)-Brownian motion). We consider the
mean curvature flow on a compact hypersurface, and give an estimate for the time of
explosion of the g(f)-Brownian motion. We define the Damped parallel transport along

of the g(t)-Brownian motion and we give conditions so that in fact is an isometry.
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Introducao

Neste trabalho, estamos interessados em estudar os processos estocasticos sobre uma
variedade Riemanniana M, munida de uma C'?-familia de métricas {g(t)}1ep,r;. Em
particular, nosso objetivo principal é o estudo do movimento Browniano sobre a variedade
Riemanniana (M, g(t)), para cada t € [0,7]. Chamamos a este processo como o ¢(t)-
movimento Browniano. No final do trabalho, damos duas construgoes do g(t)-movimento
Browniano.

A construcao e as propriedades do movimento Browniano no espaco euclidiano R™,
sao o ponto de partida fundamental para o desenvolvimento do cédlculo estocéstico em
R". Além disso, o movimento Browniano também fornece uma visao probabilistica nos
problemas que envolvem o operador Laplaciano Ag» em R", incluindo problemas de fron-
teira de Dirichlet. Entao, é natural esperar que o movimento Browniano exiba a mesma
importancia no contexto das variedades Riemannianas (M, ¢(t)), com seus operadores de
Beltrami A associados.

Este trabalho é formado por trés capitulos que sao descritos a seguir. No primeiro
capitulo, damos uma breve introducao a teoria do calculo estocastico sobre variedades
diferenciaveis, destacando a no¢ao do movimento Browniano no espago euclidiano, a for-
mula de It6 para a integral de Stratonovich e as equacoes diferenciaveis estocasticas sobre
variedades, que sao uma generalizagao natural das equagoes diferenciaveis estocasticas no
espaco euclidiano. Por 1ltimo, estudamos os processos de difusao sobre variedades. As
principais referencias para o conteido deste capitulo, sdo N. Tkeda e S. Watanabe [10],
E.P. Hsu [2], M. Emery [8] e K.D. Elworthy [5]. No segundo capitulo, apresentamos duas
construgdes do movimento Browniano sobre uma variedade Riemanniana (M, g) munida
de uma métrica fixa g. A primeira constru¢ao do movimento Browniano X; sobre (M, g),
consiste en definir seu levantamento horizontal U; e seu "anti-desenvolvimento”estocastico

Wy o que nos leva a construir uma equacao diferencial estocastica horizontal sobre o fi-



brado de bases ortonormais O(M) dada por;
dUt = Hl(Ut) o th

Resulta que X; serd um movimento Browniano sobre (M, g) se, e somente se seu anti-
desenvolvimento W; é movimento Browniano euclidiano. A segunda construgao sera
feita via um mergulho isométrico de M no espaco euclidiano R"”. Dizemos que, X,
¢ um movimento Browniano sobre (M, g) se ele é uma difusao gerada pelo operador
(1/2) ), P2 = (1/2)Ay;, onde P, denota a a-ésima projecio ortogonal do espaco
euclidiano R™ no subespaco T, M C R". Isto da uma relagao entre certos operadores
elipticos de segundo ordem e processos de Ito.

No capitulo trés encontra-se o objetivo principal deste trabalho, o estudo do g¢(t)-
movimento Browniano e uma aplicacao ao fluxo de curvatura média. Apresentamos a
nocao de transporte paralelo ao longo deste processo e estabelecemos uma generalizacao
do transporte paralelo amortiguado ao longo de um ¢(t)-movimento Browniano, nossa ref-
erencia é o trabalho de A.K. Coulibaly [1]. Por tltimo, consideramos o fluxo de curvatura
média denotada por M; = F(t, M) de uma hipersuperficie M = M. Caracterizamos dito
fluxo de curvatura média em termos do ¢(t)-movimento Browniano e damos uma esti-
macao do tempo de explosao deste processo em termos do diametro da hipersuperficie

inicial M.



Capitulo 1

Calculo Estocastico em Variedades

Diferenciaveis

Neste capitulo, damos uma introdugao a teoria do célculo estocéastico sobre variedades
diferenciaveis. Comecamos com uma breve revisao do célculo estocastico no contexto eu-
clidiano. Destacando a no¢ao do movimento Browniano, a férmula de It6 para a integral
de Stratonovich e as equagoes diferenciaveis estocdsticas (do tipo: Itd e Stratonovich) no
espago euclidiano R"™.

Depois, tratamos as equacoes diferenciaveis estocasticas sobre variedades, que serao
uma generalizacao natural das equagoes diferencidveis estocasticas no espago euclidiano.
Esta generalizagao sera obtida via mergulho da variedade no espaco euclidiano R™. As-
sim, mediante este mergulho podemos estender os campos de vetores (dados na equagao
diferencial estocéstica sobre a variedade) no espaco ambiente isto ¢, no espago euclidi-
ano R". Obtendo assim, uma equagao estendida no espaco euclidiano R", onde existe a
solucao e ¢ unica.

Por ltimo, damos os conceitos basicos de processo de difusao em variedades. Boas

referencias para este capitulo, principalmente para as demonstracoes omitidas ao longo
do mesmo, sio N. Tkeda e S. Watanabe [10], E.P. Hsu [2], M. Emery [8] e K.D. Elworthy

[5].
1.1 Movimento Browniano

Comegamos esta secao introduzindo algumas nogoes bésicas da teoria do célculo es-

tocdstico no espaco euclidiano. Para mais informacao, ver N. Tkeda e S. Watanabe [10],



Capitulo 1 e Cdlculo Estocdstico em Variedades Diferencidveis 4

M. Emery [8] e K.D. Elworthy [5].

Definicao 1.1. Um processo estocastico em R™ é uma familia de varidveis aleatorias
{Xi}eepo,m a valores em R™, definida sobre um espago de probabilidade (€2, §,P). Dizemos
que o processo estocdstico € continuo, se para cada w € Q o caminho X (-,w) : [0,T] — R"

€ continuo.

Uma filtracao {&t}te[o,T] é uma familia de sub c-algebras §; C § tais que §s C ¢
quando s < t. Um processo estocdstico X = {X;}icpm € dito adaptado em relagao
a filtracao {§:}cio,r) se para todo ¢t € [0,7] tem-se que a varidvel aleatéria X; é §-
mensuravel.

Denotamos por (£, §, {S:}teo,r1: P) 0 espago de probabilidade filtrado.

Definicao 1.2. Um processo estocdstico X = {Xt}te[oj] ¢ uma martingale relativa ao

espago de probabilidade filtrado (2, §, {St }ejo,r), P), se satisfaz as sequintes condigies:
(1) O processo X € adaptado,
(2) E(|X¢|) < o0, para todo t € [0,T],
(3) E(X;|§:) = Xi para todo s > t.

Outro conceito que serd muito utilizado neste trabalho é o conceito de martingale
local. Dizemos que um processo X é uma martingale local se existe uma sequéncia de
tempos de parada 7, 1 oo tal que, para todo n, X™ é uma martingale. Denotamos por
(Q,35.,P) o espago de probabilidade filtrado que satisfaz as condi¢oes usuais e sobre este

espaco damos a nocao de semimartingale.

Definicao 1.3. Um processo Y = {Yt}te[o,T] a valores em R™, é uma §.-semimartingale
(isto €, adaptado a filtragdo F) se admite uma descomposi¢ao do tipo Y = X +A. Onde,
X € uma §.-martingale local continua a valores em R™ e A é um processo §.-adaptado

de variagao finita tal que Ay = 0.

As semimartingales sao uma ferramenta muito util pois muitos processos que podem
ser definidos explicitamente sdo semimartingales (por exemplo, as difusdes que serdo
tratadas na tltima se¢ao deste capitulo). O espago de semimartingales é o melhor cendrio
para a realizacao do calculo estocastico. A partir de agora, enfocaremos nosso estudo ao

movimento Browniano que é um processo especial dentre os demais processos estocasticos.

Definicao 1.4. Um processo W a valores em R, é um movimento Browniano se:
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(1) Wy =0, para t =0.

(2) Para todo 0 < t; < ... < ty, as varidveis aleatorias Wy, — W,, | sao independentes

e normalmente distribuidas com:

E[Wtz - Wti—l] =0 € E[(Wtz - VVti_l)Q] - ti - ti—l-

Generalizando isto para o caso n dimensional, dizemos que um processo W = (W1, ..., W")
¢ um movimento Browniano em R”, se cada W' constitui um movimento Browniano em
R e as o-algebras geradas por cada W' sao independentes.

No seguinte teorema nos da uma caracterizacao do movimento Browniano em termos

de martingale e sua variacao quadratica.

Proposigao 1.5. {Caracterizagio de Levy}.
Seja X = (X1, ..., X™) um processo estocdstico a valores em R™, continuo e F-adaptado

com Xp—oy = 0. Entao sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

i) O processo X = (X1, ..., X™) é um movimento Browniano em R";

ii) O processo X € uma martingale local continuo com (X', X7) =6, ;t.

1.2 Equacoes Diferenciais Estocasticas sobre R"

Nesta secao tratamos as equacoes diferenciaveis estocasticas do tipo It6 sobre um
espago euclidiano com coeficientes localmente Lipschitz dados por semimartingales con-
tinuas. Damos alguns resultados tteis para nosso trabalho, muitos sem demostrar. As
demonstragoes omitidas podem ser vistas no libro de E.P. Hsu [2].

O objetivo desta secao, é estudar a existéncia e unicidade de solucoes para equacoes
diferencias estocasticas do tipo 1t6. Comecamos, formulando o tipo de equagoes sobre R™
que queremos resolver, onde entraram em jogo: uma matriz de coeficientes de difusao o

e uma semimartingale Z a valores em R”. Mais especificamente;

* A matriz de coeficientes de difusdo o = {o%} : R" — M(n,l) (onde M(n,[) denota
as matrices n X [ dimensionais em R) serd assumida localmente Lipschitz, isto é,

existem constantes R e C'(R) em R, onde C(R) depende de R, tais que
|o(z) = a(y)| < C(R)|x —yl,

para todo z,y € B(R), onde B(R) = {z € R" : |z| < R}. Dizemos que o ¢
globalmente Lipschitz se C'(R) pode ser escolhido independente de R.
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* O processo Z = {Z;,t > 0} é uma §.-semimartingale a valores em R!, definida sobre
o espago de probabilidade filtrado (€2, §.,P). Mas, Z é escrita por defini¢do como
uma suma Z = M + A, onde M é uma §,-martingale local e A é um §,-processo

adaptado de variagao limitada tal que Ay = 0.

Definicao 1.6. Seja 7 um §.-tempo de parada. Dadas, uma semimartingale Z a valores
em R!, uma varidvel aleatéria Fo-mensurdvel, Xo a valores em R' e uma funcdo o como a
descrita acima. Dizemos que uma semimartingale X = { X, t € [0,7)} resolve a sequinte

equacao diferencial estocdstica do tipo Ito;

{ dX, = o(X,)dZ, 11)

X{t:O} = Xo;

até o tempo de parada T, se
t
X = Xo —I—/ o(Xs)dZs;, 0<t<T. (1.2)
0

Denotamos a equagao (1.1) por EDE(e, Z, X).

Observamos que, se Z; = (W;, t) onde W; é o movimento Browniano euclidiano de
dimensao (I—1) e o = (01, b) com o1 : R" — M(n,l—1) e b: R" — R", entao a equagao

(1.1) toma uma forma mais familiar:

dXt =01 (Xt) th + b(Xt) dt

Observagao 1.7. Seja X ¢é um processo que resolve uma EDE(c, Z, Xo). FEntdo se

aplicamos a férmula de It6 para f € C*(R™) temos que:

F(X) = f (Xo)+ /axlf ol (X,) dZ2+ /(%z(‘?z]f $) 00 (Xo) 0 (X,) d (2%, 27),

Com efeito, observamos que por (1.2) temos que X} = o?, (X;) dZ} e pela férmula de

Ito, tem-se

f (X)) =f(Xo)+ / Opi f (X)) dX! + / OiOps [ (X,) d (dX7,dX7)
F(Xo) /8fo ol (X,)dZe + /axzaﬂf 3 oo (X) o (X,)d (2, 27),
— f (X0 + / 0, (X.) o (X.) dME + / 0, f (X)) % (X,) dAS
+ % / 00 f (Xo) ol (X,) 0% (X)) d (M*, M7) |
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onde a tltima igualdade provém do fato que Z, = M; + A; e (2, Z°) = (M*, M?), pois
o processo A tem variagao limitada.
Voltando a equagao diferencial estocdstica dada em (1.2), consideramos o caso sem

explosao.

Teorema 1.8. Suponhamos que o € globalmente Lipschitz e Xy € quadrado integrdvel,
entao a equacao diferencial estocdstica dada em (1.2) tem wuma inica solugio X =
{X;, t > 0}.

A partir deste teorema, temos que a solugao X estd bem definida para todo tempo,
pois temos assumido que a matriz de coeficientes o é globalmente Lipschitz, o qual
implica que a solugao pode crescer no maximo linearmente. Quando a matriz o é somente

localmente Lipschitz pode-se dar a possibilidade de explosao. Por exemplo:

d
%Xt — Xt2
Xp=oy = 1

tem como solugao X; = 1/1 — ¢, a qual explota no tempo t = 1.
Em vista de aplicacoes posteriores, tomamos um ponto de vista mais geral e definimos

o tempo de explosao de um caminho em um espago métrico localmente compacto M.

Definicao 1.9. Seja M um espaco métrico localmente compacto e M=MU {0} sua
compactificagao a um ponto. Um caminho x a valores em M com tempo de explosao
e =-e(x) >0 é uma aplicagdo continua x: [0,00) — M tal que x; € M para 0 <t <e e
xy = Oy para todo t > e, se e < 00.

Denotamos por W (M), o espago dos caminhos que tomam valores em M com tempo de

explosao e(x) e chamamos a ele como o espago de caminhos sobre M.

Agora, entalecemos alguns fatos basicos sobre os tempos de explosao. Ressaltamos
que uma exaustao de um espaco métrico localmente compacto M é uma sequéncia de

conjuntos abertos relativamente compactos {Ox} tais que Oy C Ont1 e M =UR_0n.

Proposigao 1.10. (1) Se {On} € uma exaustio e 1o, o primeiro tempo de saida de

On. Entao 170, 1 e quando N 1 oo.

(2) Suponha que d : M x M — R, € uma métrica em M com a propriedade que cada
conjunto fechado e limitado, é compacto. Fizxamos um ponto o em M. Seja Tg o
primeiro tempo de saida da bola B(R) = {x € M : d(x,0) < R}. Entio Tp T €
quando N 1 oo.
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Usaremos o item (2) da proposicao anterior nas duas situacgoes dadas a continuagao:
(1) M é variedade Riemanniana completa e d é uma fungao distancia Riemanniana; (i)
M é mergulhada como uma subvariedade fechada em outra variedade Riemanniana e d é
a métrica Riemanniana do espago ambiente. Seja B, = B;(W (M)) a o-algebra gerada
pelas aplicagoes coordenadas até o tempo ¢t. Entao temos um espago mensuravel filtrado
(W(M),*B.) onde o tempo de vida e : W (M) — (0, 00] é um B,-tempo de parada.

Sejam 7 um §,-tempo de parada e (€2, §., P) um espago de probabilidade filtrado. Um
processo continuo, definido num intervalo [0,7), é dito de uma §.-semimartingale até 7
se existe uma sequéncia de §,-tempos de parada 7, T 7 tal que para cada n o processo
parado X™ = { X, , t > 0} é uma semimartingale no sentido usual.

Assim, se consideramos uma matriz o com coeficientes localmente Lipschitz, a solucao
de EDE(0, Z, X)) é naturalmente uma semimartingale definida até um tempo de parada

7. Para ser mais precisos temos a seguinte definicao;

Definicao 1.11. Uma semimartingale X até um tempo de parada T é solugdo de EDE(o,
Z, Xo) se existe uma sequéncia de tempos de parada T, T T tal que para cada n o processo

parado X™ = { X, , t > 0} € uma semimartingale no sentido usual e satisfaz;
tATh
Xt/\’r" = X() ‘I‘/ g (XS) dZS, t Z O
0

A seguinte proposicao mostra que existe uma unica variavel aleatoria X tomando
valores no espago de caminhos W (R"), a qual é solugao da EDE(0, Z, X;) até seu tempo

de explosao e(X).
Proposicao 1.12. Suponhamos que sao satisfeitas as sequintes condi¢oes:

(i) A matriz de coeficientes de difusio o = {c’} : R® — M(n,l) € localmente Lips-

chitz;

(ii) O processo Z = {Z;,t > 0} definido sobre o espaco de probabilidade filtrado

(2,5, P), € uma §.-semimartingale tomando valores em R!;
(iii) A wvaridvel aleatoria X, é Fo-mensurdvel e toma valores em R™.

Entao, existe uma unica varidvel aleatoria X a valores em W(R™) que € solugcio de

EDE(o, Z, Xo) até seu tempo de explosio e(X).
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1.3 Formulacao de Stratonovich para uma Equacao

Diferencial Estocastica

Nesta secao primeiro fazemos a comparacao das equagoes diferenciais estocasticas do
tipo It6 com as do tipo de Stratonovich, esta comparagao é feita a fim de utilizar o
teorema de existéncia de solugoes para uma EDE(o, Z, X) do tipo Itd sobre o espaco
euclidiano, que foi tratada na secao anterior. A formulacao obtida para equacoes do tipo
Stratonovich ¢ a que melhor se adapte para aplicagoes geométricas, pois esse tipo de
equagoes se transformam naturalmente sobre difeomorfismos.

Como mencionamos acima, para todas as aplicacoes geométricas realizadas neste tra-
balho, formulamos as equacoes diferenciais estocasticas do tipo Stratonovich, pois a van-
tagem desta formulacao é que satisfaz o teorema fundamental do calculo. Assim o célculo
estocastico nesta formulacao se torna mais conveniente quando estudamos as equacoes
diferencias estocasticas sobre variedades.

Sejam V,,, com a = 1,...,1 campos de vetores diferenciaveis sobre R", onde cada um
deles pode ser considerado como uma fungao V,: R" — R™. Assim V = (V4,...,V]) é
uma fungao a valores em M(n,l,R) em R" e para Z e X, como antes, consideramos a

equacao diferencial estocéastica de Stratonovich;
¢
X =Xo+ / V(Xs) o dZ
0

onde a integral estocastica esta dada no sentido de Stratonovich, equivalentemente pode-

mos reescrever esta equagao da seguinte forma;

X, = X0+Z/ ) 0 dZ2

onde se enfatiza o fato que V' é um conjunto de [ campos vetoriais.

Proposicao 1.13. A formula de Ito para integrais de Stratonovich se describe da sequinte

forma: Se X € solucao da equacao,
dX; = Vo (Xy) odZY

Entao, para f € C*(R™) temos;
PO = £ X0+ [ 0f (X VI (X 028

— F(Xo) + / Vo (f) (X.) 0 dZ°,

0
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onde 0<t<e(X)eV,(f) denota a derivada na diregio V, da fun¢io f. A formula

de conversao da integral Ito-Stratonovich, € dada da sequinte maneira:
t 1 t
X, =X, +/0 Vo (X,)dZ2 + 5/0 Vi, Vo (X5)d(2%,2°) , 0<t<e(X).

Onde Vv, Vo denota a derivada covariante do campo de vetores Vo, na diregao do

campo de vetores V.

Assim, a partir desta formula de conversao da integral Ito-Stratonovich, podemos
definir a solugao de uma equacao diferencial estocastica de Stratonovich como segue na

seguinte definicao.

Definicao 1.14. Dados Z uma semimartingale com valores em R!, X, uma varidvel
aleatdria Fo-mensurdvel e um conjunto de campos vetoriais diferencidveis V- = (Vi,...,V}).
Dizemos que uma semimartingale X € solu¢ao de uma equagao diferencial estocastica de
Stratonovich, dada por:
{ dX, = Va(X,)odZe,
Xi—0y = Xo

até o tempo de parada T, se

t
Xt:XoJr/ Vo (X,)odZ®, 0<t<r.
0

1.4 Equacoes Diferenciais Estocasticas sobre variedades

diferenciaveis

Nesta secao, discutimos a nocao de semimartingales a valores em variedades diferen-

cidveis e, a existéncia e unicidade para EDE(o, Z, X)) sobre variedades.

Definigao 1.15. Sejam M wuma variedade diferencidvel, (€2, §.,P) um espaco de prob-
abilidade filtrado e T um §.-tempo de parada. Dizemos que um processo continuo X
tomando valores em M e definido sobre [0,7) é uma semimartingale a valores em M se

f(X) € uma semimartingale a valores em R, sobre [0,7) e para cada f € C*°(M).

Analogamente como no espaco euclidiano, uma equacao diferencial estocéstica de
Stratonovich sobre uma variedade diferenciavel é definida por [ campos vetoriais V4, ..., V]
sobre M, uma semimartingale Z a valores em R! e uma varidvel aleatéria X, € F

tomando valores em M e que serve como valor inicial da solugao. Assim ela é dada por:

dX, = Vo (X,) 0 dZ°
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Denotamos a esta equacao por EDE(V;, ..., V}; Z, Xj).

Definicao 1.16. Uma semimartingale X a valores em M, definida até um tempo de
parada T € uma solugao da equagio EDE(Vy, ..., Vi; Z, Xo) até T, se para todo f € C*°(M)
tem-se:

f(Xy) = f(Xo) —i—/o Vo(f(Xs))0dZZ, 0<t<T. (1.3)

Mais para frente vemos que, se M é mergulhada no espaco euclidiano R" e a equagao
dada em (1.3) se satisfaz para as fungoes coordenadas fi, ..., fi, entao teremos que (1.3)
se cumpre para qualquer funcao diferenciavel.

Como foi dito na introducao da secao anterior, uma vantagem da formulacao via
Stratonovich é que as equacoes diferenciaveis estocésticas de Stratonovich definidas sobre
a variedade M se transformam consistentemente por difeomorfismos entre variedades. Se
['(T'M) denota o espago de campos de vetores diferencidveis em uma variedade M (O
espago de segoes do fibrado tangente T'M). Um difeomorfismo ¢ : M — N entre duas
variedades induz uma aplicacdo ¢, : I'(TM) — T'(T'N) entre campos de vetores nas

variedades respectivas pela regra

(@0.V)f(y) =V(fod)(x), y=dox) [feC=(N).

Ou equivalentemente, se V' é um vetor tangente a uma curva C sobre a variedade M,

¢,V é o vetor tangente a curva ¢ o C sobre a variedade N.

Proposicao 1.17. Suponhamos que ¢ : M — N € um difeomorfismo entre as variedades
M e N, e X uma semimartingale a valores em M que € solucao de EDE(Vy, ..., Vi; Z, Xy).
Entao ¢(X) é uma solu¢ao de EDE(p Vi, ..., 0.Vi; Z, $(Xy)) sobre a variedade N.

Demonstra¢ao. Com efeito, como X é uma solugao da EDE(V1, ..., Vj; Z, Xj), entdo para
todo f € C*(M) tem-se:

£ X = F(Xo) + / Va(f (X.)) o dZ°.

Denotamos por Y = ¢(X) e seja p € C°(N). Se f = po¢p € C*°(M) e utilizando o fato
que Vo(p 0 ¢)(X,) = (6:Va)@(Ys) obtemos que;

oY) = p(o(Xy))
— o(6(X0)) + / Valio 0 9)(X,) 0 dZ°

— oY) + / (6.V.)e(Y2) 0 dZ2.

Por tanto, Y = ¢(X) é uma solucao de EDE(¢. Vi, ..., 0. Vi; Z, 6(Xo)) em N. ]
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O nosso objetivo é mostrar que a EDE(V, ..., V;; Z, Xj), tem uma tnica solucao até
seu tempo de explosao. A nossa estratégia serd reduzir esta equagao a uma equagao sobre
o espaco euclidiano, isto serd feito da mesma maneira como no teorema do mergulho de

Whitney, como enunciamos a continuacao.

Teorema 1.18. { Teorema do mergulho de Whitney}
Seja M € uma variedade diferencidavel. Entao existe um mergulho v: M — R™ para algum

n suficientemente grande, tal que a imagem i(M) € um subconjunto fechado de R™.

Assim, podemos ver a M como uma subvariedade fechada de R™ para n suficien-
temente grande e identificar M com sua imagem i(M). Logo, um ponto x € M tera
n-fungoes coordenadas fi(x) = ' os quais servem como conjunto natural de fungoes

teste para a formula de It6 em M.

Proposicao 1.19. Seja M uma subvariedade fechada de R™, f'.....f™ as funcoes co-
ordenadas e X um processo continuo a valores em M. Entao se verificam os sequintes

items:

(i) O processo X é uma semimartingale sobre M se, e somente se X é uma semi-
martingale a valores em R™ ou equivalentemente se, e somente se f'(X) é uma

semimartingale a valores em R, para cada i = 1,...,n.

(ii) O processo X € uma solugao de EDE(Vy, ..., Vi; Z, Xo) até um tempo de parada o

se, e somente se para cada t = 1,...,n tem-se que:
t
X)) = f1(Xo) +/ Vo (f1(Xy)) 0dZ?, 0<t<o. (1.4)
0

Demonstragao. (i) Suponha que o processo X é uma semimartingale a valores em M,
entdo por definicdo temos que para todo f € C®(M), f(X) é uma semimartingale a
valores em R. Mas cada f* para i = 1,...,n é uma funcao diferencidvel sobre M, entao
fH{(X) = X é uma semimartingale a valores em R. Por tanto, X é uma semimartingale
a valores em R".

Para a reciproca, suponha que o processo X mora em M e é uma semimartingale a
valores em R™. Seja f € C*°(M), como M é uma subvariedade fechada de R", entao
a funcao f pode ser estendida a uma funcao f € C*°(RY) com f = f em M. Assim
f(X) = f(X) ¢ uma semimartingale a valores em R, mas isto quer dizer que X é uma

semimartingale a valores em M.
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(ii) Para a volta, suponha que X é uma solucdo da EDE(V,...,V; Z, X) até um
tempo de parada o, entdo para cada f € C*°(M) se cumpre (1.3), em particular para
cada f* € C*°(M) temos,

X)) = fH(Xo) + /Ot Vo(f'(X,)0dZ®, 0<t<o. (1.5)

Agora para a ida, suponha que cada f* € C®°(M) comi = 1, ..., n, satisfaz a equagao (1.4).
Seja f € C=(M) e f € C(R") sua extensdo a R", entdo f(X,) = f(f1(X)), ..., f™(Xy))

e aplicando a férmula de 1t6 a este processo resulta que,

d{f (X))} = for (F1(X0), s [H(XD) 0 d { f1(X0)}
= fo (fUX0), o, [H(XL)) 0 V' (Xy) 0 dZy
={fos (X}, ., X)) Vo f' (X)) } 0 dZy
— Vif (X,) 0 dZ2.

Na ultima passagem acima utilizamos a regra da cadeia para diferenciacao de fungoes
compostas. Assim, da integral da ultima equacao obtemos que o processo X que toma

valores em M, é solugao da EDE(V1, ..., V}; Z, X)) até um tempo de parada o. O

Voltando as EDE(V4, ..., Vj; Z, Xj), fixamos um mergulho de M sobre R" e consider-
amos M como uma subvariedade fechada de R™. Cada campo de vetores V,, pode ser
visto como uma fungao diferenciavel em M com valores em R"™ e pode ser estendido a

um campo vetorial Va sobre R™. Assim, temos que a equagao dada por:
t
X =Xo+ / Vo (Xs) 0 dZ¢ (1.6)
0

estd no espaco euclidiano R”. Por tanto, tem uma tnica solucao X, até seu tempo de

explosao e(X).

Proposicao 1.20. Seja X a solugdo da equagao estendida dada em (1.6) até seu tempo
de explosao e(X) e Xg € M, entdo X; € M para 0 <t < e(X).

Para uma prova desta proposi¢ao, o leitor pode consultar o livro de E.P. Hsu [2].
Assim, a partir do Teorema 1.18, Proposicao 1.19, e a Proposicao 1.20 estamos na posicao

de provar o resultado principal desta secao.

Teorema 1.21. Se {Vi,...,V|} sdao campos de vetores sobre M, Z uma semimartingale
a valores em R!, e X, uma varidvel aleatoria Fo-mensurdvel que toma valores em M.

Entao, erxiste uma tnica solu¢ao da EDE(Vy,...,V;; Z, Xo) até um tempo de explosao
e(X).
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Demonstracao. Seja X a solucao da equagao estendida EDE(‘Z, e %; Z, Xy), entao pela
Proposigao 1.20, esta solugao esta em M até seu tempo de vida e satisfaz (1.6). Mas
(1.6) é uma reescrita de (1.4), entdo pela parte (ii) da Proposigao 1.19 temos que X é
solucdo da EDE(V, ..., Vi; Z, Xy). Seja Y uma outra solugdo até um tempo 7. Logo,
considerando a Y como uma semimartingale que toma valores em R" temos que ela é
solucao da equacao estendida EDE(‘Z, Vi Z, Xp) até 7. Por tanto, Y coincide com X
sobre [0, 7). O

1.5 Processos de difusao

Nesta secao apresentamos um breve estudo das difusoes, onde relacionamos a certos
operadores elipticos de segundo ordem com certas classes de semimartingales via equagoes
diferenciaveis estocasticas do tipo Itd. Sendo mais especificos, estudamos as semimartin-
gales geradas por operadores diferenciaveis, elipticos de segundo ordem. Notemos que,
o significado analitico de um processo de difusao pode-se obter de sua relagao com os
operadores elipticos de segundo ordem.

Seja L um operador diferenciavel, eliptico de segundo ordem sobre uma variedade
diferenciavel M. Logo, para w no espaco de caminhos de M (isto é, w € W(M)) e para

f € C*(M), temos o processo

MY (@), = f (wr) — (wo) — / Lf (ws) ds, (L.7)
onde t € [0, e(w)).

Definicao 1.22. (i) Um processo estocdstico §.-adaptado X : Q — W (M), definido
sobre um espago de probabilidade filtrado (), §., P) € dito um processo de di-
fusdo gerado pelo operador L (ou simplesmente uma L-difusio), se X € uma §.-

semimartingale a valores em M, até seu tempo de explosio e(X) e
t
MI(X), = £ (X)) — (Xo) — / Lf(X,)ds, 0<t<e(X),
0
¢ uma §.-martingale local para todo f € C(M)

(ii) Uma medida de probabilidade p sobre o espago padrdo filtrado (W (M), B(W(M)).)
¢ dita a medida de difusao gerada pelo operador L (ou simplesmente uma L-medida

de difusdo) se

Mf(w)t:f(wt)—(wo)—/o Lf(ws)ds, 0<t<e(w),
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¢ uma B(W (M)).-martingale local para cada f € C*(M), em relagio a medida .

Notemos que para um operador diferenciavel, eliptico de segundo ordem L, define
uma [L-difusao e uma L-medida de difusao. Se X é uma L-difusao, entao sua lei de
probabilidade ;X = P o X~ é uma L-medida de difusdo; reciprocamente, se denotamos
por u a L-medida de difusao no espago W (M) que é gerada pelo operador L, entao seus
correspondentes processos coordenados X (w); = w; sobre (W (M), B(W (M))., ) sdo
L-difusoes.

Em coordenadas locais sobre uma variedade M, o operador L tem a seguinte forma:

d d

1 y o 0 0
— ) ?
L= 5 E a”(x) i + El b'(x) - (1.8)

2,] 1=

onde a = {a¥}: U — L, (d) e b= {b'}: U — R? sdo funcdes diferencidveis. Denotamos
por L, (1) o espago de matrices simétricas, definidas positivas de ordem [ x1 e d = dim(M).
Restringindo nossa atengao para o caso M = R™ cuja base canonica é dada por {ey, ..., e, }

e supondo que X é solucao da equacao diferencial estocastica;
dX! = o) (X,)dB! + b'(X,)dt

onde B; = (B}, ..., B®) é um movimento Browniano n-dimensional. Aplicando a férmula

de Tt6 para f € C?(M) temos que:

1

/ O f (X,) 0} (X,)dBL = f (X0) = f (Xo) - 5 / ((aaT)”' 0,0, +biaﬂ) F(X,)ds
0 0

Observamos que nesta equacao integral de Ito, o lado direito é uma martingale pois

B{ = Byje; 6 um movimento Browniano. Entdo X é uma L-difusdo para o operador
1 < . noo
L= > (0:0")7 000 + Y b0,
0, i=1

O objetivo principal nesta se¢ao ¢ mostrar que: dado um operador diferencidvel elip-
tico de segundo ordem e uma distribuicao de probabilidade iy em M, existe uma tunica
L-medida de difusao cuja distribuicao inicial é dada por pg. Para mostrar isto, utilizamos
a mesma estratégia que usamos para tratar as equacoes diferenciaveis estocasticas sobre
uma variedade, isto é consideramos a M como uma subvariedade fechada de R™ e esten-
demos o operador L a um operador L sobre R"™ de modo que L = L em M. Assim,

para o operador L temos que a L-difusio X é construida via solucao de uma equacao
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diferencial estocastica sobre R", e verificamos que ela de fato mora em M e assim sera
uma L-difusao.

Primeiro, assumamos que M é uma subvariedade fechada de R™ (via mergulho isométrico
M — R™), e estendemos o operador L em M ao espago euclidiano R™ da seguinte maneira:

Sejam {z!,..., 2"} as fungoes coordenadas sobre R", entao definamos o operador;

L= % > a*%0.00.5 + azl b0, (1.9)

a,B=1
onde

a®f = a9 (0,:2%) (8961'26) e b = b (04i2),

sao funcoes diferenciaveis sobre M e {daﬁ} ¢ definida positiva.
Assim, obtemos o operador L que é uma extensao do operador L no sentido do seguinte

Lema.

Lema 1.23. Suponha que f € C*(M). Entao para qualquer fe C>®(R™) extensdo de f
de M a R"™, temos que ﬂf: L f sobre M.

Demonstracdo. Seja x = {x', ..., 2!} um sistema de coordenadas locais sobre M. Logo, as
fungoes coordenadas sobre M estao dadas por fi(x) = 2% e assim f(z) = f(f (x), ..., ["(2)).

Calculamos L f dado em (1.8), e aplicando a regra da cadeia obtemos que;

L f(z) = =a"(2)0,: 0y + b'(1)0,

— DN | =

ol A

= _a'ij(x)af"‘ (&vlfa) afﬂ (azf fﬁ) + bz(x)afa (8301.](‘0[)
=35 (aij(x) (a:clfa) (aaﬂfﬁ)) afo‘afﬁ + (bz(x) (axlfa)) af"‘
_ %wﬁafaafﬁ + 0

N — DN

Por tanto, L f coincide com L f em M. O]

O seguinte passo é construir uma L-difusao sobre R", via solu¢ao de uma equacao

diferencial estocastica da forma;

t~ 1 t~
thxo+/ a(XS)dWS+§/ b (X,) ds, (1.10)
0 0
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onde W é um movimento Browniano euclidiano n-dimensional e X, é uma variavel
aleatéria em R™ independente de W. Se X é uma solu¢do de equagao (1.10), entao
pela férmula de It6 temos que X é uma L-difusdo com L dado por (1.9). Se definimos
o = (@)"? (no sentido de matrices, pois @ é uma matriz definida positiva devido & elip-
ticidade do operador L). Mas isto quer dizer que ¢ : R” — M(n,R) é a tnica fungao
matricial, que é simétrica e definida positiva satisfazendo () = a. A modo de aplicar
a teoria estudada previamente, precisamos saber se ¢ é localmente Lipschitz o que sera

tratado na seguinte proposicao.

Proposicao 1.24. Seja a : R" — M(n,R) uma func¢io a valores matriciais, que é
simétrica e definida positiva com a € C*(R", M(n,R)). Entdo sua raiz quadrada o =

1/2

a'’*, € localmente Lipschitz.

Para uma prova desta proposicao, o leitor pode consultar o livro de E.P. Hsu [2].
Em virtude da Proposicao 1.24 de acima, podemos dar uma solucao X, da equacao
EDE(o, (B, t), Xo) para algum X, onde X serd uma L-difusdo, como se enuncia no

seguinte teorema.

Teorema 1.25. Seja L um operador eliptico diferencidvel de sequndo ordem sobre uma
variedade diferencidvel M e pg uma medida de probabilidade sobre M. Se o processo X

satisfaz a equacgao diferencial estocdstica,

t 1 t
Xt :X0+/ <5)1/2 (Xs> st+§/ b(Xs) dS, (111)
0 0

entao o processo X toma valores em M, e é uma L-difusao com distribuicao inicial pig.

Demonstracdo. Seja L a extensdo de L no espaco ambiente e a e b como na equagao
(1.9). Entdo, considerando & = @'/? a tinica matriz raiz quadrada definida positiva de a,
pelo Lema 1.24 temos que ¢ é localmente Lipschitz sobre R".

Seja B = (B!, ..., B") um movimento Browniano n-dimensional e uma varidvel aleatéria
Xo, a valores em M e independente de W cuja distribuicao é dada por pg. Temos que,
a solucdo X de (1.11) é uma L-difusdo. Daf se mostra que, a lei p¥ = Po X! de X
no espago W (R") estd no espago de caminhos W (M) e é uma L-medida de difusdo com
distribuicao inicial pg.

A prova de que a solucao X toma valores em M, é similar ao caso das equagoes
diferencidveis do tipo Stratonovich, pois para qualquer f(X), todas as derivadas de f na

férmula de It6 sao tomadas ao longo de M. Afirmamos que X é uma L- difusdo. Com
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efeito, temos que X é uma L-difusdo e para cada f € C™ tem-se

f(x;) = f(xo) + martingale local + /t L f(X,)ds, 0<t<e(X).
0

Seja f € C®°(M) e f sua extensdo a R™, entdo pelo Lema 1.23 e pelo fato que X toma

valores em M, temos que;
t
f(x) = f(xg) + martingale local —|—/ Lf(Xs)ds, 0<t<e(X).
0

Mas isto quer dizer que, X é uma L-difusdo entdao sua lei de distribuicao p* é uma

L-medida de difusdo com distribuicdo inicial dada por po = Po X, O]
Teorema 1.26. Uma L-medida de difusao com distribui¢ao inicial dada é unica.

Para uma prova desta proposigao, o leitor pode consultar o livro de E.P. Hsu [2].



Capitulo 2

Movimento Browniano em uma

Variedade Riemanniana (M, g)

Uma vez tratadas as semimartingales sobre variedades diferenciaveis, neste capitulo
estudamos o movimento Browniano o qual é um tipo especial de semimartingale. O ob-
jetivo principal sera dar condigoes suficientes e necessarias para que uma semimartingale
X a valores em uma variedade riemanniana (M, g), seja um movimento Browniano.

Comecamos introduzindo as nogoes de levantamento horizontal Uy, desenvolvimento
e anti-desenvolvimento estocdstico W, de uma semimartingale X; sobre (M, g). Logo,
a partir destas nocoes construimos a equacao diferencial estocastica horizontal do tipo
Stratonovich sobre o fibrado de bases F (M) dada por;

dUt = H’L(Ut) o} th

Assim, X; é um movimento Browniano sobre (M, g) se, e somente se seu anti-desenvolvi-
mento W; é movimento Browniano euclidiano. Outra maneira de construir o movimento

Browniano, ¢ ver ele como a solucao da equagao diferencial estocastica dada por:

dX, = Po(X,) 0 dW?
Xo e M,

onde P, denotard a a-ésima projecao ortogonal do espaco euclidiano R™ ao subespaco

T,.M C R" onde M é mergulhada isométricamente em R". A solucao é uma difusao,

gerada pelo operador %Zlazl P? = %AM,

19
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2.1 Fibrado de Bases e Conexoes

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao d. Para cada x em M, denotemos
por T, M ao espago tangente em z e por TM ao fibrado tangente. O espaco I'(T'M)
de secoes diferenciaveis do fibrado tangente T'M ¢é justamente o conjunto de campos de
vetores sobre M. Uma conexao sobre M, é uma aplicacao dada por:

V:INTM)xT'(TM) — T(TM)
(X,Y) = VxY
e que satisfaz as seguintes afirmacoes:
(1) VixigvZ = fVxZ +gVxZ,
(2) Vx<Y + Z) =VxY +VxZ7,

(3) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
para todo X,Y,Z € T(TM) e f,g € C®(M). Seja x = {z!, ..., 2%} uma carta local sobre

um aberto O de M, entdao o conjunto de campos de vetores {X; = %, Xy = %}
gera o espago tangente T, M. Os simbolos de Christoffel Ffj sao funcgoes sobre O definidos

univocamente pela seguinte relacao:
Vi, X; =T5 X

Seja M uma variedade munida de uma conexao V. Dizemos que um campo V é
paralelo ao longo de uma curva {z;} em M, se V;V = 0 em cada ponto da curva. Neste
caso se o campo V, esta dado em coordenadas locais por: V = v'X* entdo V serd
paralelo se, e somente se suas componentes v¢ satisfazem o seguinte sistema de equacoes

diferenciaveis ordinarias de primeiro ordem:
OF(t) + T (z)d?v'(t) =0 Vk=1,...d. (2.1)

Assim, em coordenadas locais, o transporte paralelo de V' ao longo da curva {z;} é
univocamente determinado por seu valor inicial em t = 0. Para cada x € M consideramos

o conjunto
F(M), = {u: R* = T, M, tal que u é isomorfismo},

onde d = dim M. Chamamos a este conjunto, como o espaco de todas as bases sobre
x. Logo, para {ey,...,eq} uma base canénica ortonormal de R? temos que {ue, ..., ueq}
constitui uma base do espaco tangente T, M. Logo, o fibrado de bases ¢é definido por:

F(M) = |J F(M),.

zeM
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Observamos que F (M), tem estrutura de variedade diferencidvel com dimensao d+d?,
e a projecao canonica
T FM) - M
u = 7(u)

com 7(u) = x para cada u € F(M), é uma aplicacdo diferenciavel.

Definigao 2.1. Uma curva {u;} em F(M) é dita horizontal se para cada e € R? o
campo de vetores {use} € o transporte paralelo de uma base ug € F(M) ao longo da
curva {m(uy)} em M. Um vetor tangente X € T, F(M) € dito horizontal se, ele € o

vetor tangente a uma curva horizontal.

Denotamos por H, F(M) o conjunto de vetores tangentes as curvas horizontais pas-
sando por um ponto fixo v € F(M). Este é um subespaco de dimensao d do espago
tangente T, F(M). Nos referimos a ele como o subespago horizontal de T, F(M) e a

partir de isto, obtemos a seguinte decomposicao:
T,F(M)=H,F(M)®V, F(M),

onde V,, F(M) é o subespago vertical, constituido pelos vetores verticais em u. Observe
que, um vetor X € T;, F (M) serd chamado vertical, se ele é tangente a fibra F(M)rq,). A
partir desta decomposigao, a projecao canonica induz um isomorfismo 7, : H, F(M) —
TrwM, onde para cada vetor X € T, M e cada base v em z, existe um tnico vetor
horizontal X*, denominado levantamento horizontal de X em u, tal que 7, (X*) = X.
Assim, se X é um campo de vetores sobre M, entdao X* serd um campo de vetores
horizontais sobre F(M). Seja u € F(M). Para cada e € R?, definimos o campo vetorial
H. em F(M), pela seguinte relacao

H.(u) = (ue)*

= "0 levantamento horizontal de ue € Tr,yM a u”

que constitui um campo de vetores horizontais sobre F(M).

Sejam {ey, ..., ¢4} uma base ortonormal unitaria de R?. Entao, sobre o fibrado de bases
F (M) definimos d campos de vetores horizontais, dados por H; = H,, onde i = 1, ..., d.
Eles sdo denominados campos horizontais fundamentais sobre F(M). Assim, para cada
u € F(M) obtemos que H;(u) é o tinico vetor horizontal em H, F(M) cuja projegao é

dada pelo i-ésimo vetor unitario ue; da base ortonormal {uey, ..., ueq}. Isto é,

H;(u) = (ue;)* € H, F(M),
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onde sua projegao, é dada por:
T (H;(u)) = ue;.

Dada uma carta local z = {2’} em uma vizinhanga O C M, temos que esta induz uma
outra carta local O = 7= (0) sobre F(M) como segue: Seja {X; = e Xa = 524}
uma base de T, M definida pela carta. Entao, para cada u € OcC F(M), ue; = eng,
para alguma matriz e = (¢/) € GL(d,R). Assim, resulta que (z,e) = (z¢,¢/) € R+
constitui uma carta local para 0. Portanto, em termos desta carta, para cada u € O

o subespago vertical V,, F(M) esta gerado por {X; = 1 < j,k < d} e o espago

Oe Ica
tangente T, F (M) é gerado por {X;, X;;, 1 < 4,57 < d}. " Desta maneira com a carta
(z,€) = {(z%,€])} de uma vizinhanca O de F(M) podemos dar uma expressao local do

campo vetorial horizontal fundamental sobre F(M).

Proposicao 2.2. Considerando a carta local sobre o fibrado de bases F(M) descrita

acima, em u = (z,e) = {(z',ef)} € F(M), obtemos que:

onde X; ——L eka:af
m

Demonstragio. Seja u € O C F(M), entio
Hi(u) = (ue;)”

¢é o levantamento horizontal de ue; € T, M, onde e; é a i-ésima coordenada de um vetor
unitério em R?. Consideramos a curva horizontal t — u; = (4, e(t)), com uy = u tal que
Tty = ue;. Assim, como 7, H;(u) = ue; = myy entao
Hz(u) =g = @3 X; + ¢* (0) X (2.3)
pois iy = (i, ¢(t)) e {X; = 25}, é base de T, M.
Observamos que o campo V( ) = ek ()X} é paralelo ao longo da curva X; = {z¢}
para cada m, entao por (2.1) satisfaz,
én(t) + T (z)df e, (1) = 0
Mas, para t = 0 tem-se
én(0) = —igel, (0)T (o) (2.4)
Por outro lado vemos que m(u;) = x4, entdo &o = m. () = ue;, x'é = eg. Substituindo

isto em (2.3) e (2.4) obtemos que
H()—e]X—e F()ka
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2.2 Levantamento horizontal e desenvolvimento es-

tocastico

Nesta secao, introduzimos as nogoes de levantamento horizontal, desenvolvimento e
anti-desenvolvimento estocastico, de modo que permitam identificar as curvas em R"
como curvas na variedade M e vice-versa. Comecamos fazendo isto, para uma curva
diferenciavel {z;} em M, para depois apresentar uma generalizagdo natural que nos
permita fazer o mesmo para semimartingales X; sobre M. Para mais detalhes sobre isto
ver, o livro de E.P. Hsu [2].

Seja F(M) o fibrado de bases de uma variedade M, equipada convenientemente com
a conexao Levi-Civita V, temos que uma curva diferenciavel {z;} em M, pode se levantar

para uma curva horizontal {u;} em F(M). Dada por
u: R — T, M
e como x; € T, M, entao ut_lx‘t € R4,

Definicao 2.3. Uma curva {w;} em R € o anti-desenvolvimento de uma curva {x;} em
M (ou da curva horizontal {u;} em F(M)) se

t
wy = / u, ldds. (2.5)
0
Assim, de (2.5) tem-se upy = ;. Entao
Hu’;t(ut) = (Utwt)*
= (@)"
— ’l:bt.

Portanto, o anti-desenvolvimento {w;} e o levantamento horizontal {u;} de {z;} sobre

M, estao ligados por uma equagao diferencial ordinaria sobre F (M), dada por:
Isto motiva a seguinte defini¢ao.

Definigao 2.4. Para uma curva diferencidvel {w;} em R%, a curva diferencidvel {u;}
definida por

y = Hi(ug)u;
¢ chamada o desenvolvimento de {w;} em F(M). Sua projegao w(u;) = x4 € chamada o

desenvolvimento da {w;} em M.
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Seja X uma semimartingale sobre M. O levantamento horizontal U de X é obtido
via solugao de uma equagao diferencial estocastica similar a equagao (2.6). Considerando

entao a equagao diferencial estocdstica sobre o fibrado de bases F (M)

d
dU, =Y " Hy(Uy) o dW} (2.7)

i=1
onde W = (W1, ..., W%) é uma semimartingale a valores em R?¢. Note que temos assumido
implicitamente que a variedade M estd equipada com uma conexao V, e {H;} sdo os

correspondentes campos horizontais fundamentais sobre F(M).

Definigao 2.5. Seja (€2, F+«,P) o espaco de probabilidade filtrado, para todo processo §.-

adaptado tem-se

(1) Uma semimartingale U, que toma valores em F(M), € dita horizontal se existe
uma semimartingale W a valores em R?, tal que (2.7) se cumpre. A tnica semi-
martingale W a valores em R?, é chamada o anti-desenvolvimento de U (ou de sua

projecio X = 7(U) na variedade M ).

(ii) Seja W uma semimartingale a valores em R e Uy uma varidvel aleatoria Fo-
mensurdvel, que toma valores em F(M). A solugio U da equagao diferencial es-
tocdstica (2.7) é chamada de desenvolvimento (estocdstico) de W em F(M). Sua

proje¢cio X = w(U) € chamada desenvolvimento (estocdstico) de W na variedade

M.

(i1i) Seja X uma semimartingale a valores em M. Uma semimartingale horizontal U que
toma valores em F (M) tal que sua proje¢ao m(U) = X € chamada de levantamento

horizontal (estocdstico) de X .

Dada X uma semimartingale em M, queremos provar a existéncia de um levantamento
horizontal via solucao de alguma equacao diferencial estocastica sobre o fibrado de bases
F(M) que seja dada pela semimartingale X. Para este propdsito, vamos assumir que
M é uma subvariedade de R™ e consideramos X = {X*} como uma semimartingale que
toma valores em R".

Para cada z € M, seja P(x): R" — T, M a projecao ortogonal de R™ sobre o sub-

espaco T, M C R"™. Entao, intuitivamente sobre R"™, devemos ter

t
X, = X, +/ P(X,) o dX,. (2.8)
0
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Observamos que se P,(x) = P(x)(&) é a projegao em T, M da a-ésima coordenada do

vetor unitario £, € R", entdo podemos reescrever (2.8) como
dX; = Py(Xy) o dX].

Seja P*(u) o levantamento horizontal de P,(m(u)) para u € F(M), entao obtemos n
campos de vetores horizontais. Consideramos a seguinte equacao diferencial estocastica
sobre F(M) dada por:
N
dU, =Y Pi(Uy) 0 dX7, (2.9)
a=1

que tem uma solucao para uma base U, dada.
Teorema 2.6. A solu¢cdo da equagio (2.9) € o levantamento horizontal de X a F(M).

Antes de provar este teorema, precisamos de analisar outros resultados que nos
servirao de muita ajuda.

Sejam f = {f*}: M — R" a fun¢do coordenada e seu levantamento f: F(M) — R
A projecao w: F(M) — M é considerada como uma funcao a valores em R" sobre F (M),

dada por

flw) = f(ru) =mu e M CR™
Lema 2.7. Seja fv: F(M) = R™ a fungao projecdao, entdo as sequintes identidades se
cumprem sobre F(M).

Bof(u) = Po(m(u)), (2.10)

> Pa(m(w) Hi f(u) = ue;. (2.11)

Demonstracao. Seja u € F(M), consideramos a curva {u;} com uy = u que é o levan-
tamento horizontal de uma curva {x;} em M, tal que P,(mu) = g, dai Pi(u) = .

o 50 =[] =[], =so=Retrt)

Para provar (2.11), do mesmo jeito consideramos {v;} com vy = u que é o levantamento

horizontal da curva {y;} em M com 7y = ue;. Entao,

mﬂmz[%ﬂmkﬂz{%ﬂmLﬂ:%zuw
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O que significa que H; f(u) € Trw)M, entdo P(n(u))H, f(u) = H; f(u). Assim,

> " Po(m(u))H; f*(u) = P(n(u)) Hif (u)
= H,f(u)

Portanto, as identidades dadas nas equagoes (2.10) e (2.11) sao satisfeitas sobre F(M).
[l

No seguinte lema provamos que cada semimartingale sobre uma subvariedade M
fechada de R™ é uma solugao de uma equacao diferencial estocastica do tipo Stratonovich
sobre M.

Lema 2.8. Seja M uma subvariedade fechada de R™. Para cada x € M, considere
P : R" — T,M a projecio ortogonal de R™ no espaco tangente T, M. Se X €é uma

semimartingale a valores em M, entao
t
X, =Xo+ / P,(X;)o0dX?. (2.12)
0
Demonstracao. Consideramos as aplicagoes dadas por;

Po(r) = P(2)60 e Qu(z) =& — P(7)&0,

onde {&,} é uma base canonica para R™. Assim a projecao ortogonal P,(z) é tangente a

M e Q,(z) é normal a M. Além disso P, + @, = &,. Denotamos por
t
Y, = X, +/ P.(X,) 0 dX©. (2.13)
0

Afirmamos que Y; € M. Com efeito, seja f uma funcao diferenciavel nao-negativa sobre

R™ que se anula sobre M. Aplicando a férmula de Ito, resulta:

f(Yy) = f(Xo) +/OtPaf (X,) 0 dX2.

Mas se © € M, entao P,(z) € T,M e P,f(x) = 0. Por tanto P,(X;) =0e f(Y;) =0, 0
que mostra que Y dado em (2.13) estd em M.

Seja h : R™ — M uma funcao, tal que para cada x € M faz corresponder um ponto
sobre M préximo a x. Como M é uma subvariedade fechada de R™, h é uma funcao

diferenciavel que estd bem definida sobre uma vizinhanga de M e é constante em cada
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segmento de linha perpendicular a M. Isto significa que Q,h(x) = 0 para cada x € M,
pois @, é normal a M. Assim, considerando &, como um campo de vetores sobre R"”

temos

P,h(zx) = P,h(z) + Qo h(z) =&, Vre M. (2.14)
Por tanto, para Y; € M obtemos
Y, =h(Y1)

t
:X0+/ Pk (X,) 0 dX®
0

=X éah Xs Od.Xsa
h(‘ct)

- Xt.
Observe que as ultimas igualdades provém da formula de It6 e do fato de que X; € M. 0O

Agora, estamos em condigoes de provar o Teorema 2.6 que é um dos teoremas mais

importantes desta secao.

Demonstragao. {Prova do Teorema 2.6}
Assumamos que M é uma subvariedade fechada de R". Pelo Lema 2.8, para uma semi-

martingale X; sobre M, temos que
t
X, = X +/ P,(X;)o0dXZ, (2.15)
0

pode ser considerado como uma equacao diferencial estocéstica sobre M.
Seja f: F(M) — M C R" como antes, se consideramos Y, = f(U,) = 7(U,), s6

bastard mostrar que X; = Y;. De fato, aplicando a férmula de 1t6 a f(U,) resulta que,
YtZY(H-/tPa*f(US)odX;’
0
v+ [ Pur ()0 dx:
0
= Yo—i-/tPa (X;)0dX?.
0

Observe que a segunda igualdade provém do Lema 2.7, de onde P f(u) = P, (7(u)) e
7 (U;) = X;. Assim, temos que Y; satisfaz a mesma equagao diferencial estocéstica que
X}, dada em (2.15), mas por unicidade das solugoes temos que X =Y = w(U). Portanto,

U é levantamento horizontal de X. OJ
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Uma consequéncia quase imediata deste teorema é mostrar que, para o levantamento
horizontal U de X, podemos escrever seu anti-desenvolvimento de uma tinica forma, como

na equacao (2.16) dada no teorema seguinte.

Teorema 2.9. Uma semimartingale horizontal U, sobre o fibrado de bases ortonormais

F(M), tem um unico anti-desenvolvimento W, dado por:
¢
W, = / U 'P, (X,)odX?, (2.16)
0

onde X; = (Uy).

Demonstra¢ao. Para mostrar que W é o tunico anti-desenvolvimento de U, devemos

mostrar que W é uma semimartingale a valores em R? dada por
dU; = H; (U;) o dW/}.

Com efeito, seja f: F(M) - M C R" a funcao projecao ortogonal considerada como
uma fungao a valores em R sobre F(M), dada por f (U,) = « (U;) = X,. Entéo, para f

tem-se

dX, = H,f (U;) o dW},
ou equivalentemente

dX = H,f* (Uy) o dW;.

Multiplicando ambos membros por U; ' P, (X;) € R? e usando a equacio (2.11) obtemos

que

U7 Py (X)) 0 dXE = U7 Py (X,) Hif (U) 0 dW
= U (Uye;) o dW
= €; dVVtz

Mas isto implica que:

t
Wt:/ U7'P, (X,)odX?.
0

Assim temos verificado a seguinte correspondéncia

WU X
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que é de muita utilidade, pois transforma um processo X a valores em M, a um processo
W que toma valores no espaco euclidiano onde é mais facil de trabalhar. Observamos
que este procedimento é valido para qualquer semimartingale a valores em M e depende

da conexao usada para definir o levantamento horizontal.

2.3 Integrais Estocasticas em Variedades

Como uma aplicacao dos conceitos de levantamento horizontal e anti-desenvolvimento
estocastico, a continuacao definiremos a integral estocastica sobre uma variedade Riema-

nniana M.

Definicao 2.10. Sejam 6 uma 1-forma sobre M e X wuma semimartingale a valores em
M. Seja U o levantamento horizontal de X no F(M) e W seu correspondente anti-
desenvolvimento(com respeito a qualquer conexao). Entao a integral (estocdstica) de 0
ao longo de X|0,t] € definida como

n t
/ 0= Z/ 0 (Use;) o dW.
X10,t] i—1 Y0

Se consideramos a variedade M como uma subvariedade de R", entao pelo Lema 2.8

cada semimartingale sobre M é solucao de uma equagcao diferencial estocastica dada por
t
X = Xo +/ P,(X;)o0dX?.
0

A partir disto, a definicao de integral estocastica é independente da escolha da conexao

para a variedade, pois a integral estocastica da 1-forma 6 também pode ser escrita por

n t
0= /9 P.) (X)odX".
/XM > [ o))

Se 0 é uma 1-forma exata, isto é 8 = df, e aplicando a férmula de It6 para uma funcao

diferenciavel f sobre M, tem-se

n

/X[o,tl I=2

a=1

:;/0 P.f (X)odX:

= f(Xe) — f(Xo).

/t df (P,) (X)odX!

0
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Agora, definimos a variacao quadratica de uma semimartingale com respeito a um
(0,2)-tensor. Um (0,2)-tensor h € T'(T*M ® T*M) é uma se¢ao do fibrado vetorial
T*M ® T*M, isto é, que é uma designagao diferenciavel de um tensor h, € Ty M & T M
para cada x € M. Sua escalarizacao ﬁ, é uma funcao a valores em R*" @ R%" no fibrado

de bases F(M). Assim,

h(u)(e, f) = h(ue, uf),
para cada e, f € R e u € F(M).

Definicao 2.11. Sejam h um (0, 2)-tensor sobre M e X uma semimartingale a valores
em M. Seja U o levantamento horizontal de X e W seu anti-desenvolvimento. Entdo a

h-variacao quadratica de X € dada por

t t_
/ h(dX,,dX,) = / h(dWs, dW),
0 0

ou mais precisamente,
t t
/ h(dX,, dX,) = / W(Uses, Use;) d(W, ), (2.17)
0 0

Observamos que, se a semimartingale X a valores em M, é solugao de uma EDE(V7, ...,

Vo, Z, Xo), entdo a equacao (2.17) pode-se reescrever como:

/t h(dX,,dX,) = /t h(Vy, V) (X)) d(Z*, ZP), (2.18)

Esta nova reescrita sera de muita utilidade para demonstragoes posteriores.

2.4 Operador laplaciano de Beltrami

A partir de agora, considere a M uma variedade Riemanniana equipada com uma
conexao de Levi-Cevita denotada por VM. Definimos sobre M o operador laplaciano
de Beltrami, como um operador eliptico de segundo ordem, que é uma generalizagao do
operador de Laplace usual no espago euclidiano. Lembremos que sobre o espaco euclidiano

tinhamos

Af = divgrad f.

Assim, para poder definir o operador laplaciano de Beltrami A,; sobre M, precisamos
primeiro definir o gradiente e a divergéncia sobre M. O gradiente grad f é o dual do

diferencial df, assim este é o iinico campo vetorial sobre M definido pela relagao:

glgrad f, X) =df (X) = Xf, VX el (T'M),
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onde g denota a métrica euclidiana. Em coordenadas locais, o gradiente é dado por:

4 Of 0

V=9 o0

A divergéncia div X de um campo vetorial X € X(M) é definido pela contragao de

um (1, 1)-tensor VX. Logo, em coordenadas locais div X é dado por

1 9(VGa
aiv x — L 2W/Ga)
VG ox
onde o campo X =Y, a'd/dz".
Assim combinando as expressoes locais do gradiente e divergéncia, obtemos que o

operador laplaciano de Beltrami A,; sobre M, é dado por

Ay = divgrad f
1 0 L Of
= —— G U—, .
VG 0x' (VGy O’ )
Por tanto, Ay, é um operador eliptico de segundo ordem nao-degenerado. Ainda

mais, da definicao de div X temos

d
divX =) g(VxX, X)), (2.19)

i=1

onde {X;}¢ , é uma base ortonormal de T, M. Entdo, para X = grad f vemos que o

operador div pode ser reescrito da seguinte maneira:
d
div.X =) g (Vx, grad f, X;)

i=1

d
- Z VXi g (grad f7 XZ) -8 (grad f7 szXl)
=1

d
=) V(X Xo).
=1

Como Ajs/2 é um operador eliptico de segundo ordem sobre M, pelo feito na ultima
segdo do Capitulo 1, qualquer processo de difusdo a valores em M gerado por Ay/2
¢ chamado de um movimento Browniano sobre M. Precisamos gerar um movimento
Browniano como uma solug¢ao de uma equacgao estocastica tipo It6. Vimos no primeiro

capitulo, que a solugao de uma equacao diferencial estocastica sobre M da forma:

dX, = Vo (X,) o W + Vo(X,)dt,
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onde W é um movimento Browniano euclidiano, é uma L-difusao gerada por um operador

eliptico de segundo ordem do tipo Hormander:
1!
L=2-)Y V24V,

Se conseguirmos escrever /\,; nesta forma, entao nosso movimento Browniano podera
ser gerado como uma solucao de uma equacao diferencial estocastica sobre uma variedade
M. Infelizmente em geral, nao existe uma maneira intrinseca de fazer isto sobre uma
variedade Riemanniana. Veremos depois que se M é mergulhada isometricamente no
espaco euclidiano R™ entao existe uma maneira de escrever /Ay, como uma soma de
quadrados naturalmente associados com o mergulho. Em geral, existe um levantamento
de Ajs ao fibrado de bases ortonormais O(M), onde este levantamento tera forma de
acima, isto é, sera escrito como uma suma dos quadrados dos d = dim M campos de
vetores intrinsecamente definidos sobre O(M).

Seja O(M) o fibrado de bases ortonormais sobre M e 7 : O(M) — M a projecao
ortogonal canonica em M. Lembremos que, o campo de vetores horizontais fundamen-
tais H; (com respeito a conexao de Levi-Cevita V) sdo os tnicos campos de vetores
horizontais sobre O(M) tais que 7, H;(u) = ue; onde {e;}¢, é uma base canonica de
R?. O laplaciano horizontal de Bochner é um operador eliptico de segundo ordem sobre
O(M) definido por:

d
Nopny = H?,
=1

e sua relagao com o operador laplaciano de Beltrami é dada pola proxima proposigao.

Proposicao 2.12. O laplaciano horizontal de Bochner Aoy € o levantamento hori-
zontal do operador laplaciano de Beltrami /\y; no fibrado de bases ortonormais O(M).
Mais precisamente, seja f € C®(M) e f: fom seu levantamento a O(M). Entdo para
qualquer u € O(M) tem-se

A f(z) = Aoan f(u),
onde v = 7(u).
Demonstragao. Notamos que para desenvolver o laplaciano sobre Aoy precisamos achar
os operadores grad e div sobre O(M). Para fazer isto, lembremos que a escalarizagao de
uma 1-forma # sobre M é dada por:
6 :0(M) — R?

u  — 0(u) = (0(uey), ..., 0(uey)).
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Assim 6 é chamado a escalarizacao de 6. Aplicando esta definicao a 1-forma df, temos

que sua escalarizacao é dada por:

df = (df (uey), ..., df (uey))
= ((uel)fa ceey (ued)f>

= (H1f, .., Haf),

onde {ey, ..., ¢4} é uma base canonica de R%. Entao a escalarizagao do grad f é dada pelo

vetor

grad [ = (H1 ], ... Haf).

Por outro lado, se u € O(M) e w(u) = x, entdo {uey, ..., ueq} é uma base ortonormal

de T M, pois u ¢é isometria. Agora calculemos o operador de divergéncia isto é;

d
divX = Zg (Vie, X, ue;)

i=1

d
= Z gRd (u_lvueiX, ei)
i=1

— ing (HZ)?(U), €i) )

onde X é a escalarizagao de X. Assim, se denotamos [H; X (u)]" como a i-ésima compo-

nente do campo vetorial horizontal H; X (u), temos

div X =Y [HX(u)]"

=1

Daqui,
Apg f(m(u)) = div(grad f(m(u)))

= Z[H,-g/r?a?ﬁ(uw

d
= Z Hszf(U)

= Ao f(u).

Portanto, O laplaciano horizontal de Bochner Aoy ¢ o levantamento horizontal do

operador laplaciano de Beltrami Ay no fibrado de bases ortonormais O(M). O
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Gostariamos de mostrar que o operador laplaciano de Beltrami A\ ,;, pode ser escrito
como a soma de d = dim (M) campos sobre T'M. Mas o laplaciano horizontal de Bochner
Aoy pode ser descrito desta maneira. Entao, pela relacao descrita na proposigao an-
terior, é possivel escrever Ay, como uma suma de quadrados, mas isto acontece se mer-
gulhamos M isométricamente, como uma subvariedade de algum espaco euclideano. O

teorema de mergulho de Nash assegura que tais mergulhos sempre existem.

Teorema 2.13. {Teorema de mergulho de Nash}
Toda variedade Riemanniana pode ser mergulhada isometricamente em algum espaco

euclidiano com a métrica padrao.

Suponhamos entao que M estd mergulhada isométricamente em R™ (isto é, que a
métrica em M induzida por R™ coincide com a métrica inicial de M). Seja {{,}!_, a
base canonica de R". Para cada z € M, consideramos P,(z) a projecao ortogonal de &,
a T, M. Assim P, é um campo de vetores sobre M. No préximo teorema, damos uma
caracterizacao do operador laplaciano de Beltrami sobre M em funcao deste campo de

vetores.

Teorema 2.14. Nas condi¢oes acima, temos

a=1

Demonstracao. Denotemos por V a derivada covariante em R". Definamos, para X,Y €
[(TM)

VxY = a projegao de VY a T.M,
E facil verificar que V é a conexao de Levi-Cevita sobre M. Seja f € C*(M) e como o

campo vetorial grad f é tangente a M, obtemos:

grad f =) " g(grad f, &) &
a=1

= Zg(grad f, Py) P,.
a=1

Logo, tomamos a divergéncia em ambos lados e utilizamos no lado direito a seguinte
formula:

div(hX) = Xh + hdiv X
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para h € C*(M) e X € I'(TM), temos

AMf = le{Zg (grad f> Pa) Pa}

a=1

= Pag(grad f, P.) + Y _ g(grad f, P.) div P,

a=1 a=1

_ i P.P.f + i P.(f) div P.
a=1 a=1

Para provar o teorema bastard mostrar que o ultimo termo se anula. De fato, lem-
bramos que para {X;} qualquer base ortonormal de T, M, temos a seguinte definigao de

divergéncia
d

divP, =Y g(Vx, P, Xi) .

a=1
Para simplificar o cdlculo, consideramos {z’} um sistema de coordenadas normais de M
em z, induzida pela aplicagdo exponencial e seja X; = 9/0z". Como Vx,X; se anula em
x o que significa que em R" a derivada covariante v x,X; ¢ perpendicular a M. Agora,

usando o fato que V é compatible com a métrica, temos:

n n

> (div PP, = Z {Zg (Vx,Pa, XZ-)} P,

a=1

{Z{Xg POHX) (POC?VXiXi)}}Pa
{ng Pa,X)}Pa
—z{ZXng € X }Pa

n

=3 (P ) (60 T

a=1 =1

=§nj{§djg(§a,vXX)}Pa

a=1 i=1

n d
= a projecao de {Z Zg <£a, 6X1~Xi> @} em T,M

a=1 i=1

n

= a projecao de {%XXZ} em T,M

=0.
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como queriamos mostrar. O

Por 1ltimo, faremos referéncia a seguinte identidade, que sera utiliza em demonstra-

¢oes posteriores.

Corolario 2.15. Com as mesmas notacoes acima resulta

Apf =Y V’f(Pa, Pa)
a=1

2.5 Construcao do Movimento Browniano sobre uma

Variedade Riemanniana

Nesta se¢ao, construimos o movimento Browniano sobre uma variedade Riemanniana
(M, g) munida con uma métrica fixa g. O movimento Browniano serd dado como um
processo de difusao gerado por un operador laplaciano de Beltrami Ay, /2. A partir das
propriedades do operador laplaciano de Beltrami, daremos duas construcoes do movi-
mento Browniano: A primeira, é via levantamento horizontal estocastico e a segunda via
mergulho isométrico de M no espaco euclidiano R™ considerando as projecoes ortogonais

P,(z) do espaco euclidiano no espago tangente T, M, para cada x € M.

2.5.1 Primeira construcao do Movimento Browniano

Seja M uma variedade Riemanniana equipada com uma conexao de Levi-Cevita VM
e Ay o operador laplaciano de Beltrami sobre M. Temos mostrado no capitulo 1, que
dada uma medida de probabilidade p sobre M, existe uma tinica Ay, /2-medida de difusao
IP,, sobre um espaco de medida filtrado (W (M), B.) (onde W (M) é o espago de caminhos
sobre M).

Lembramos que, um processo estocastico X a valores em M, é uma aplicacao men-
suravel X : Q@ — W(M) (ou que é o mesmo que X : Q x R" — M) definido para
algum espago mensurdvel (€2, F). Assim, o movimento Browniano sobre M é um pro-
cesso estocastico X a valores em M, cuja lei de probabilidade coincide com a medida de
Wiener sobre um espago de caminhos W (/) (isto €, coincide com P, uma A, /2-medida
de difusao sobre W (M)). Na seguinte proposicao damos equivaléncias importantes das

defini¢oes do movimento Browniano sobre M.
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Proposicao 2.16. Seja X : Q — W(M) uma aplicagao mensurdvel definida sobre um
espaco de probabilidade (2, F,P). Seja p =P o X;' sua distribuicdo inicial. Entdo as
sequintes afirmacoes sao equivalentes
(1) O processo estocdstico X € um Apr/2-processo de difusio (a solu¢iao do problema
da martingale para o operador Ay /2 com respeito a sua filtracio T ) i.e.,

MI(X) 2 F (X)) — (Xo) — %/0 Awf(Xs)ds, 0<t<e(X),

¢ uma FX -martingale local, para todo f € C(M)

(2) A lei PX =Po X1¢ uma medida de Wiener sobre (W (M), B(W(M))) i.e., PX =
P

-
(3) O processo X € uma T -semimartingale sobre M cujo anti-desenvolvimento é um

movimento Browniano euclidiano padrao.

Um processo X a valores em M, que satisfaz qualquer das condi¢oes acima é chamado

de um movimento Browniano sobre a variedade Riemanniana M .

Demonstragao. A equivaléncia entre (1) e (2) foi discutida no capitulo 1. Em seguida,

demonstraremos a equivaléncia entre (1) e (3).
(1) = (3). Assumamos que X é uma F--semimartingale sobre M. Seja U o levan-

tamento horizontal de X e W seu correspondente anti-desenvolvimento. Entao,
dUt = Hz(Ut) o th

Assim W; é um movimento Browniano euclidiano padrao. Agora seja f € C®(M) e

f = fom seu levantamento sobre O(M). Aplicando a férmula de Ito para f(U;), obtemos

FU,) = F(Uy) + /aUs ) o dW,
m(U)) /H ) o dW,
F(X) + /H U)W, + = /VHH (FU AW, W),
f(Xo) /H U)dW, + = /HH (H(U)AW? W),

Como W é um movimento Browniano euclidiano entao (W* W7), = §,;t e pela Proposicao

2.12, tem-se

ZHEJ?(U) = AO(M)J?(U) = Ay f(x),
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onde x = m(u). Assim

/0 HA(F) (U)W, = F(X) — F(Xo) ~ 5 / Anrf(X,)ds
:Mf(X)t,

que é de fato uma martingale local.

(3) = (1). Seja X FX-semimartingale sobre M, tal que o processo:
1 t
M (X = £ (X) = F(X0) = 5 [ Auf (X)ds, 0<t<e(X),
0

é uma FX-martingale local, para todo f € C*°(M). Suponhamos que M esta mergulhada
isometricamente em R". Consideremos f%(x) = 2%, « =1,...,n fungdes coordenadas e
fa = f® o7 seus correspondentes levantamentos a O(M). Aplicamos as hipdteses para

cada f* entao

a 1 [
MO0 = Xp = X5 = 5 [ Bt ). (220)
0

¢ uma martingale local. Por outro lado, para U o levantamento horizontal de X e W seu

correspondente anti-desenvolvimento, tinhamos
AUy = H;(Uy;) o dW.
Daqui pela férmula de 1t6 para cada fa(Ut), temos
P00 = 10 + [ I+ [ w2
onde H;H,;(f*)(u) = V2f*(ue;, ue;). Afirmamos que
/t V2f(dX,,dX,) = /t A fo(X,)ds. (2.22)
0 0
Com efeito, para f,g € C*°(M) definamos,
L(f,9) = L(f9) — fL(g) — gL(f)-
Logo, como X é uma A,;/2-difusdo, para o operador I' definido acima tem-se
d(X, X%, = d(MT", M%), = T(f2, f9)dt, (2.23)
mas para o operador I' = Aj; obtemos

An(f,9) = Am(fg) — fAM(9) — gAM(S)
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logo
F(favfﬁ) = <vf04,vfﬁ> = <Pa7Pﬁ>>

e pelo Corolario 2.15 segue que

Z V2 f(Pa, Py)(Pa, Pg) = >V’ f(Pa, P,)
a,B=1 =
=Auf.

Assim, substituindo todo isto em um lado de (2.22), obtemos

t t
/VQf‘”‘(dXs,dXs):/ V2f*(P., Pg){Pa, Ps)ds
0 0

_ /Ot Anrf*(X,)ds

o que demonstra a afirmacao. Logo, comparando as equagoes (2.20) e

seguinte igualdade

M (X t_/ H(f)(Uy)dW?.

(2.24)

(2.21) obtemos a

(2.25)

Para mostrar que W é um movimento Browniano, usamos o critério de Levi. Seja {{,}

uma base canonica de R", entao para esta base vemos que
H;(f)(u) = (€a, ues).
a partir deste fato, a equagao (2.25) pode ser reescrita como
dM**(X), = (&, Ure)dW
e multiplicando ambos lados por (£, Use;), resulta

AW} = (&, Upe;)dM'" (X);.

Logo, das equagoes (2.23) e (2.24) a variagdo quadrética de M/ é dada por

(M, MY, = d(X*, XP),
— (P, Ps) dt

Assim,

AW, WY)e = ((€a, Urer) AMT" (X)), (€a, Usej)dM 7™ (X))
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n

= > (6 Ure) (€ Uneg) (AM" (X, AP (X))
a,f=1

= D (6o Uses) (Ga Uses) (Pa, Po)elt

a,B=1
= <Ut6i, Ut€j>dt

Portanto, a variagao quadratica de W é dada por
(Wi, W) = dist,

e pelo teorema de caracterizacao de Levi, W é um movimento Browniano euclidiano. [J

2.5.2 Segunda construcao do movimento Browniano

Seja M uma subvariedade do espago euclidiano R™, munida de uma métrica fixa g. O
movimento Browniano sobre M pode ser obtido via solucao de uma equacao diferencial
estocastica em M. Pelo Teorema 2.14 o operador laplaciano de Beltrami Aj; pode ser

escrito como uma soma de quadrados

a=1

onde, para {{,} uma base ortonormal de R™ e cada x € M, P,(x) é a projegao ortogonal
de &, no T, M. Cada P, é um campo vetorial sobre M. Consideramos a seguinte equagao
diferencial estocastica sobre M, dado por um movimento Browniano euclideano W de

dimensao n.

dX, = Py(X;)o0dW®,
{ ! (Xe) o (2.26)

XO = xzeM
que é uma equacao diferenciavel estocdstica sobre M, pois P, sao campos de vetores
sobre M. Ainda mais, a solugao X; é um processo de difusao gerado por (1/2) 3" | P? =

(1/2)Ay;. Pela féormula de 1t6, para f € C°(M) qualquer, obtemos que

1 t
(X)) = f(Xo) + M + 5/ Apnf(Xs)ds, 0<t<e,
0
onde o processo:
t
M = / P.f(X,) - dw®
0

¢ uma martingale local, e pela Proposigao 2.16 a solucao X; da equacdo (2.26), constitui

um movimento Browniano sobre M.
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Exemplo 2.17. Assim, para M = S% a esfera d-dimensional mergulhada em R dada

por:
St={z e R™Y |zl =1}

Sequiremos a construgao de acima para o movimento Browniano By, sobre (S™, g). Sejam
£ € R ¢ x € S¢ arbitrdrios temos que a projecdo ortogonal de & no espaco tangente
T,S%, estd dada por

Pr)l=§—g(§ 7).

Logo a matriz de P(x) estard dada por
(P(z))i; = g (P(2)&, &)
=g (52 — g (517 I) x, 5])
=g (fza 5]) — 8 (517 .Z') g (l’, 5])

= 0y — wizy,

onde {&YI! ¢ base candnica de R™'. Assim substituindo isto na equacdo (2.26) resulta

que a solucao By da equacgao

S e e
Xies?

equivalentemente
. . t . . .
0

constitui wm movimento Browniano sobre S®.



Capitulo 3

Movimento Browniano em
Variedades Riemannianas (M, g(t))
com respeito a métricas que

dependem do tempo

No capitulo anterior, apresentamos duas construcoes do movimento Browniano sobre
uma variedade Riemanniana (M, g), com respeito a uma métrica fixa g. A primeira foi via
levantamento horizontal de uma semimartingale que toma valores em M, no fibrado de
bases ortonormais O(M) e a segunda foi via mergulho isométrico de M no espaco euclid-
iano R, Neste capitulo, consideramos sobre M uma familia de métricas {g(¢) }+ejo1) que
dependem diferencidavelmente do tempo e apresentaremos duas construcoes do movimento
Browniano sobre a variedade Riemanniana (M, g(t)), para cada ¢t € [0,7] . Chamamos a
este processo de g(t)-movimento Browniano. Em seguida, damos alguns exemplos deste
processo sobre algumas variedades Riemannianas conhecidas (como: a Esfera e o Cilin-
dro) com métricas variando no tempo.

Também, definimos o transporte paralelo amortiguado ao longo do ¢(t)-movimento
Browniano e damos condicoes para que este seja de fato uma isometria. Em geral, parte
destas discussoes serao feitas em base aos trabalhos de M. Arnaudon, K.A. Coulibaly and
A. Thalmaier [7] ¢ A.K. Coulibaly [1].

Na tltima secdo, mergulhando isométricamente M em R""! consideramos ao fluxo
de curvatura média M; = F(t, M) da hipersuperficie M = M. Para ver mais detalhes

sobre isto, ver k. Ecker [6] e G. Huisken [3]. Dotamos a M da familia de métricas dadas

42
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pelo Pull-Back de F(t,-) da métrica induzida sobre M; e caracterizamos a dito fluxo
de curvatura média em termos do ¢(t)-movimento Browniano. Por tltimo, damos uma

estimacao do tempo de explosao em termos do diametro da hipersuperficie inicial M.

3.1 O ¢(t)-movimento Browniano

Nesta secao, apresentamos duas constru¢oes do movimento Browniano sobre uma
variedade Riemanniana, onde a variedade sera munida de uma familia de métricas que
dependem do tempo.

Seja M uma variedade Riemanniana compacta, conexa e de dimensao n. Seja {g(t) }+epo,n]
em C12, uma familia de métricas Riemannianas sobre M. Associados a esta familia
{9(t)}iepor) de métricas temos uma familia de conexdes de Levi-Civita VI®) e uma
familia de operadores laplaciano de Beltrami Ayy). Assim, o movimento Browniano

sobre (M, g(t)), pode ser definido com respeito a cada métrica g(t) da seguinte maneira.

Definicao 3.1. Fizemos por, (,{§:}i>0,8,P) um espaco de probabilidade filtrado e
{g(t) e, wma CY2-familia de métricas Riemannianas sobre M. Um processo X, que
toma valores em M € chamado de um g(t)-movimento Browniano sobre M, com valor
inicial x € M se para cada f € C®°(M), tem-se que o processo
1 t
MI(X); = f(Xi(2)) = f(z) — 5/ Ag(s) f(Xs(x))ds
0

¢ uma martingale local.

3.1.1 Construgao do g(t)-movimento Browniano via levantamento

horizontal

Seguindo o procedimento que fizemos para o caso de uma métrica fixa, passamos
a definir os campos horizontais sobre F(M). Seja {eq,...,e,} uma base ortonormal do

espaco euclidiano R™, para cada u € F(M) definamos:
Li(t,u) = (ue;)* = b9 (ue;)

isto é, Li(t,u) é6 o V9®-levantamento horizontal de ue; € Tr,yM a u € F(M). Obser-
vamos que, para cada u € F(M), estes n campos horizontais fundamentais sobre F (M),
geram o espago de campos horizontais H, F(M). Seja E, s a base canonica de M(n,R)

[§]

lu: GL(n,R) — F(M)
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¢ a multiplicacdo a esquerda definida por [,(¢9) = ¢ - u. Denotemos por V, 3, a base

canonica dos campos verticais sobre F (M) definida por
Va,g(u) = Dlu(Eaﬂ).

Para cadat € [0, T], denotemos por O(M ), = (O, g(t)) o g(t)-fibrado de bases ortonor-

mais. Podemos restringir nosso estudo sobre este espago, do seguinte modo.
Proposi¢ao 3.2. Sejam {g(t) }1ep,r) uma C*-familia de métricas sobre M, e uma matriz

A [0,T|x F(M) — M(n,R)
¢, U) = (Aap(t,U))
que € localmente Lipschitz em U uniformemente em todo compacto de t. Consideremos

a equagao diferencial estocdstica do tipo Stratonovich em F (M), dada por:

AU, = 3" Li(t,U) 0 dW' + Y Aqs(t, Un)Va s (Un)dt o)
=1 o, :

Up € F(M), tal que Uye€ O(M)y
Entao, existe uma inica escolha para A, tal que U, € O(M),. Além disso,
ALU) = —50,G(1,D),
onde (0,G(t,U));; = 01 g(t,z) (Ue;, Ue;).

Demonstragao. Fixemos {g(t)}iepor] a CH*-familia de métricas Riemannianas sobre a
variedade M e {eq, ..., e, } uma base ortonormal do espago euclidiano R™. Para a familia de
isomorfismos {U }+co,r) temos que {Usey, ..., Ue, } constitui uma base do espaco tangente

TrwyM. Observamos que, se
g(t,m(u)) (Usei, Urej) = cte (3.2)

para cada t € [0,7], e em particular para t = 0, tem-se que g(t, m(u)) (Upe;, Upe;) = 0.
Dai Uy € O(M); para cada t. Assim, basta mostrar a equacao (3.2). Com efeito,

aplicando a férmula de It6 a fungao

f(t’ u) = g(tv u) (uei’ uej)

e considerando a equagao (3.1), temos

df(ta Ut) = atf(ta Ut>dt + i Ll(ta Ut)f(ta Ut) o dI/VtZ + Z Aa,,ﬁ(t> Ut>va,B(Ut)f(t7 Ut)dt

i=1 B

1 n
+ §;Lf(t, U f(t, Up)dt (3.3)
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Mas, para cada:=1,....,n

Lif(tw Ut) = 5 f(taus)

s=t

st g(t7 W(us)) (useia usej)
= g(t%) (Vgit)usei,usej) - + g(t,xs) (usei,vgf)useﬂ-)

= g(t, zy) (Vggt)utei,utej> + g(t, zy) (utei, Vgit)utej>

s=t

a ultima igualdade provem do fato que o campo de vetores {u,e} é o paralelo ao longo da
curva {z; = m(u;)}. Denotamos a derivada 0; f (¢, u) avaliada em ¢, por 0; g(t, x) (use;, use;)

e substituindo L;f = 0 na equacao (3.3) obtemos que
df(t, Ut) = 81 g(t, J]) (Utei, Utej)dt + Z Aaﬂ(t, Ut)vaﬂ(Ut)f(t, Ut)dt (34)

Mas, observamos que por definicao o campo ’
Vi f(t,U) = % _alt0) (UUd + sEags)e, UTd + 5Ea)e;)
=g(t,z) (UE,gei, Ue;) +g(t,x) (Ue;, UE, ge;)
=g(t,z) (Udinep, Ue;) +g(t,x) (Ue;, Udjaep)

=0iag(t,z) (Ues,Uej) 4+ 0;08(t,x) (Ue;, Eeg)
=00 (G(t,U)) 5, + 00 (G, U)),; 5- (3.5)
Para simplificar a notagao, na equacao (3.5) consideramos
(G(t,U))ij = g(t, x) (Ues, Ue;)
O (G(t,Ur))i; = 01 g(t, ) (Uses, Use;)
Substituindo isto em (3.4) temos

df (t,Uy) = 01 g(t, x) (Uses, Use;)dt + Z Aap(t, Up)dia (G(E, Ut))ﬂyj dt
o.p

+ Y Aap(t,U)dsa (G, Uh)), 4
o,

= |Gt U0)s + D Apalt, U (G(t,Un))s,
f=1

+ i Agi(t, UG, Ui | dt
B=1
= [(O1G(t, Uh))ij + (G(t, U) AL, Uy))ij + (G(E, Up) A(L, Uy)) o] di
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Mas, para que df (¢t,U;) = dg(t,m(u)) (Ure;, Ure;) = 0, para todo t € [0,T], debemos ter
(G, U)A(L, Ur))ij + (G(E, U AL, Ur)) ji = —(01G (X, Ur) )4 (3.6)
Observemos que a partir da equagao (3.6), tem-se que se
A U) = —%Gl(t, U) onG(t, U)

entao dg(t, m(u)) (Use;, Ure;) = 0. Portanto, para esta escolha de A tem-se que G(t,U,) =
Id de onde U; € O(M),;. Ainda mais, se U, satisfaz

dU, = Z Li(t,U;) o dW' — 3 § (GTHt,U) G, U)) a5 Vas(U)d,
i=1 a,B

onde Uy € O(M) =0y, entao G(t,U;) = Id. Portanto G~*(¢,U;) = Id e assim
1
A(ta U) - _5 alG(t7 U)7

onde (01G(t,U))ap = 018(t,x) (Uea,Uep). Logo, pelo teorema de existéncia e unicidade

de solucoes concluimos a demonstragao da proposicao. O]

Assim, temos o processo U; € O(M); como solu¢do de uma equagao diferencial es-
tocastica e ainda mais, tal U; é isometria. Em base a este processo definiremos o g(t)-
movimento Browniano X;(z) e o g(t)-transporte paralelo. Mas para isto precisaremos de

uma generalizacao da seguinte proposi¢ao:

Proposigao 3.3. Seja X € I'(T'M) e 0 € I'(T*M) entdo a escalariraza¢io da derivada

covariante V x60 € dada por:
Vb= X*§

onde X* € o levantamento horizontal de X .

Demonstracao. Sem perda de generalidade consideremos # = Y um campo vetorial.
Sejam {z; = x(t)} uma curva diferencidvel em M, tal que #(0) = X e {u; = u(t)} o
levantamento horizontal da curva {z;}, comegando em wuy. Consideramos o transporte

paralelo ao longo da curva {z;} dado por:
//07,5 = utualz T:(:(O) — Tx(t)M

onde u;: R — Ty M é uma base em F(M).
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Observamos que, a derivada covariante do campo Y ao longo do campo X é dado por

(VY) = S (//o0) Y (@) (3.7

onde a derivada é avaliada em ¢ = 0. De fato, observamos que o transporte paralelo
//o+ = upuy é uma isometria linear.
Sejam Wy, Vo € TyoyM com V() = //ot(Vo) e W(t) = //o:(Wy) seus respectivos

transportes paralelos ao longo da curva {z(t)}. Entao

e, W) =g (20, w0) +& (V. Zwe)
= 0.
Mas, para t = 0 temos que g (V(0), W(0)) = g (Vo, Wy). Assim
8(//04(Vo), //04(Wo)) = g (Vo, Wo)
Para W € T, M arbitrario, temos ||//o(W)| = [[W]| o que significa que //o; é

injetiva e como dim Ty M = dim T, M, entao //o; € bijetiva. Pela definicao de campo
paralelo vemos claramente que //o; é uma aplicacdo linear. Assim, //¢; é uma bijegao
linear entre espagos vetoriais que preserva produto interno, por tanto //o; ¢ uma isometria
linear.

Agora mostremos (3.7), para isto consideremos {e;(0), ..., 4(0) } uma base ortonormal
de Th)M, com d = dimT,o)M. Entdo {ei(t) = ue1(0),...,eq(t) = we,(0)} constitui

uma base ortonormal de T, M. Assim

d

Y(a(t) =) alt)elt)

i=1

onde {a;(t)}_, sdo as coordenadas do campo Y (x(t)) na base {e;(t)}_,. Logo, tomando
a diferenciacao covariante de ambos lados na equagao anterior, ao longo do campo X e

usando o fato que {e;(t)}%_; é paralelo ao longo da curva z(t), temos

VY = ;(0)e;(0). (3.8)
Por outro lado,

(/o) Y (@(t) = Y a'(O)(/ /o) (ei(t) = D ai(t)e:(0),
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e derivando esta equacao com respeito a ¢, tem-se

S @ 0) = Y ai0)ei0)

de onde, por comparagao com a equagao (3.8), obtemos

do) v
VY = 2000 Y (@(t)

como queriamos. Logo, pela definicao de levantamento horizontal de X, temos que

X* = 1. Assim, a partir de

Y(u(t) =u, Y (x(t) = ug ' (/ /o) Y ((t))

tem-se

Assim, a proposicao fica demonstrada. O
Para fazer uma generalizacao deste resultado a nosso contexto, denotamos por:

Fo: FM — R4
u o Fi(u) = Or)(ue;)

a escalarizacdo de @ € T'(T*M), onde {e;}7, é uma base canonica de R%. Assim, pela
proposigao anterior temos que, para todo A € ['(T'M) a escalarizacao da derivada covari-
ante de 6 ao longo de A, é dada pelo levantamento horizontal de A e da escalarizagao de
0, isto é,

(Vab)xw)(Ues) = h(Ar)) Fj.

Fazendo variar a métrica, obtemos que V9® e h9) dependem do tempo. Assim, para

0 = df e todo u € F M, a equacao anterior toma a seguinte forma:

(vg@df) o, V)= B (Axwn) Fiy.
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Observemos que para f € C*(M),

Lit)(f om)(U) = d(f o 1) Li(t, U)
= (df)xy(Uei)
= Fy(U)
Usando isto, vemos que
LD L(0(f o M)(U) = Li(t) [L(0)(f o )(U)]
= Li(t) [Fg (U) ]
= p9¥) (Ue;) chlf
~ (viar) wey
= VIOdf (Uey, Ue;)

Pelo feito acima, estamos nas condigoes de demonstrar a seguinte proposicao, onde se

apresenta a constru¢ao do g(t)-movimento Browniano via os campos horizontais L;(t, ).

Proposicao 3.4. Suponhamos que U, satisfaz, a equacao diferencial estocdstica do tipo

Stratonovich em F(M), dada por:

1
AU, =Y " Li(t,Uy) 0 dW' — 5 > G (t,Ur)aVas(Ur)dt o)
i=1 ap _

Up € F(M) tal que Uy € (Ox(M),g(O)).

Entao, o processo X; = w(U;) com valor inicial x, é um g(t)-movimento Browniano sobre

Demonstragao. Pela Definigao 3.1, o processo X; serd um ¢(t)-movimento Browniano se,

para todo f € C°°(M) o processo

1

MIX)0 = 105) = 1) = 5 [ By FX.)d (3.10)

¢ uma martingale local. Observemos que a equacao (3.10) equivale a

A (X)) = d(F(X0) 3 By f (X, )t

isto é, d(f(X;)) ¢ igual $Ayq f(X;)dt a menos de uma martingale local. Mostremos isto,

seja. f € C°(M) e f = f o seu levantamento a O(M), aplicando a férmula de Ito a
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f(U) obtemos

T+ 1S LOLO( 0 7)) g (W, aw),

n

LS VO df (Uies, Uses) dt,

i=1
onde a iltima equacgao, denota igualdade a menos de martingale local. Logo, como
U € O(M); entao

AF0) ™ 8yl o Ut 4 1,0 (X

como queriamos mostrar. O

Definimos o g(t)-transporte paralelo ao longo do ¢(t)-movimento Browniano, por
//o: = Us o Uy * onde Uy é solugao da equacgao (3.9). Dizemos que ele é transporte par-
alelo, pois é uma extensao natural do transporte paralelo usual no caso de uma métrica

constante. Da demostragao da Proposicao 3.3, o g(t)-transporte paralelo

[ /o4 Txoy(M; g(0)) = Tx, (M, g(t))

¢ uma isometria linear.
Consideramos uma base ortonormal {vy,...,v,} de Tx,(M, g(0)). Para um g(t)-

movimento Browniano como na Proposicao 3.4, temos
dX; = //o4vi0 dW; (3.11)
Assim, a férmula de It6 dada por
(X0 = 8t 20) (V9OF, /o) AW+ 3 Ay FX) dh. (312

para f € C*(M).

3.1.2 Construgao do ¢(t)-movimento Browniano via mergulho
isométrico

Fixamos {g, = ¢(t) }+ejo,r] uma C*-familia de métricas Riemannianas sobre M. Con-

sideramos a variedade produto N = M x [0, T], e munindo a esta variedade com a métrica
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produto dada por

g.: T(Mx|[0,T])xT(Mx1[0,T]) — R
((u, ady), (v, bdy)) = g (u,v) +ab
onde a e b sao constantes positivas em R. Observamos que de fato, g, define uma métrica
em N = M x [0,71], isto é que g, é uma forma bilinear, simétrica e definida positiva, pois

g, 0 é uma métrica para todo t € [0,T]. Seja
I: (N7 g*) — (Rn+l>gcén)
o mergulho isométrico, onde

&can ((d[)(x,t)(ua ady), (d[)(l‘,t) (v, bat)) () — &% ((u,ady), (v, bat))(z,t)
= g;(u,v) + abg (9, 0)
= g,(u,v) + ab.

Assim, a métrica g, em N = M x [0,7], é tomada de modo que N = M x [0,7] seja
mergulhada isométricamente como uma subvariedade de R™*!. Denotemos por N = I (N)

e M, = I(M,t) para cada t € [0,T]. Logo a aplicacao,

-[t M — Mt g Rn+1
x — Li(z)=1(z,1)

¢ um difeomorfismo sobre sua imagem M; = I(M,t). Para cada p = I(x,t) € M, C N,
denotemos por 13& (p) a projegao ortogonal do espago euclidiano R™"*! no espago tangente
Tp]v e por

Pi(p) = Py (E(M) :
a projecao ortogonal sobre o espago tangente T,(M;). Assim, temos os campos P sobre

Ne consideramos a equacao diferencial estocastica sobre N dada por:

n+1
dX, = S PHX,) 0 dW,
' azl a(X1) (3.13)
Xo € My

onde, W é o movimento Browniano euclidiano n 4+ 1-dimensional. Observe que a solucao

X; da equagao (3.13) estd em M, para cada t. Para cada p € M;, assuma que

n+1

D BAfo L) = (Ag f) o I (p), (3.14)

a=1
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se cumpre, para cada f € C°°(M). Definimos ¢ : N — M por ¢(p) = Py o I (p) para
todo p € N = I(N). Ainda mais, observamos que para todo p = I(x,t) € M, tem-se

fol (p) = f(z) = fowpp) (3.15)

para cada f € C*(M). Logo o processo Y; = ¢(X;) constitui um movimento Browniano

sobre (M,g,). De fato, seja f € C*°(M) e utilizando as equagoes (3.14) e (3.15) temos

n+1
d(fop(Xe)) =Y Pi(fo)(Xs)odW™

a=1
M 1 n+1
SRS o ) (X dt
a=1
n+1

S PLP(f o (X de

a=1
1 _
WA ) o I (X dt

d

[

S (g f) 0 p(X,) dt.

Portanto |
M
() E S0, F ()

o que significa, que o processo Y; é um movimento Browniano sobre (M, g,).

Teorema 3.5. A sequinte identidade

n+1

Z(Pﬁ)Q(f ol; ") = (Mg f) o I},

a=1

vale para cada f € C*(M) e I, como acima.

Demonstragao. Seja f € C°(M) e {eq,...,e,+1} uma base ortonormal do espaco eucli-
diano R™. Observe que, I; é uma isometria para cada ¢t € [0,7], pois I é isometria.
Assim, denotando por f; = f o I; ' temos que o campo grad, f; esta no espaco tangente

de M;, entao ele é dado por;

n+1

grad, f; = ZanH (graanH Je, P <ﬁa(p)>> €a

a=1
n+1

= ggner (gradgess fi, PL) Pi.

a=1
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Em seguida, tomando divergéncia a ambos lados, temos que
Ay fr = divy(grad, fi)

n+1
= din {Z ZRrn+1 (graan+1 ft, P(i) P(i}

a=1
n+1
— Z [Pl grni1 (gradgain fr, PL) + ggetr (gradges: fi, Pr) divy PL]
a=1
n+1 n+1

=Y PP+ PL(f) dive P
a=1 a=1

Para cada p € M;, consideramos uma carta local {p = {z'}}, tal que {X; =
0/0x!, ..., Xq = 0/0z%} constitui uma base ortonormal de T,M;. Como vf;((j)xj (onde,
ng(f)Xj denota a projecao de %Xin a T, M,;, para V conexao em R"™!) se anula em p o
que significa que em R™"! a derivada covariante v x,Xj, ¢ perpendicular a M;. Usando
o fato que V9® é compativel com a métrica, tem-se que

>}Pz

n+1

Z(let PP =

a=1

I
S 9 3 9
+ ||M+ HM+
== =
/_/H
93
/N
<l
lQ

3 Q
+ 1l
— =

Il
(]

I

]
— — " —/—
. . .M& . N

[

o

)

<

H\',/_/
Al

d
ZXZ Zrn+1 60“ } P

a=1 i=1
n+1 d _
-5 {3 (T ) s (0 T) 2
a=1 =1
n+1 d
= {Zgw (evale)}
a=1 =1

n+l1 d
= a projecao de { ZanH <ea, VXZ.Xi) ea} em T, M,

?Xin} em T, M,

=0.

Como queriamos provar. O
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3.2 Exemplos do ¢(f)-movimento Browniano

Nesta secao, apresentaremos alguns exemplos das construgdes do ¢(t)-movimento

Browniano sobre algumas variedades conhecidas como a esfera e o cilindro.

3.2.1 O g(t)-movimento Browniano sobre a esfera

Seja S" = {x € R"™ |z|? = 1} a esfera de dimensao n. Equipamos a S" com uma
familia de métricas {g(t) = (1+1)? gean Hefo,1], Onde geqy ¢ a métrica no espago euclidiano.
Queremos construir o g(¢)-movimento Browniano sobre (S™);, para cada t € [0,7T]. Para

isto, sobre S™ x [0, 7] consideramos a métrica
g, = (1 +1)%ges, +ab,
para algumas constantes a e b em R, de modo que
p: S"x[0,T] — Rt
(x,t) = fH)r=(1+1t)-x

¢ isometria. De fato, para (z,t) € S™ x [0,T] sejam u,v € T4 (S™ x [0,T7]), de modo
que (X(s),a(s)) e (Y(s),B(s)) sejam curvas em S™ x [0,T7], tais que

onde X (0) =Y (0) = z. Assim,

Da mesma forma, para v = (Y(0), 5(0)) temos que dp - v = (1 + 5(0)) - Y(0) + 5(0)z.
Entao,
Bean(dp - 4, dp - 0) = gean (14 (0)) - X(0) + @(0)z, (1 + 5(0)) - Y(0) + 5(0)z)
= @(0) - 5(0) ean(,7) + (14 1) 8an (X(0), Y (0))
= (14 1) 863 (X(0), Y(0)) + &(0) - 5(0)
= 8.((X(0)), (4(0)), (Y(0)), (5(0)))
= 8.(u,0).
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Por tanto, S™ x [0,7] é mergulhado isometricamente em R"™! via a isometria (.
Logo, para cada (z,t) € S™ x [0,T] definimos a projegao ortogonal de R™™ ao espaco
tangente T(, 4 (S™ x [0,7T]) como sendo;

—~

Pw(l& t) = HTW)(Snx[o,T])(P, t) €;

Daqui, para cada t € [0, T], definamos a projegao ortogonal do espago euclidiano R™*!

no espago tangente 7,(S™); da seguinte forma
P(z) w= Pl(P (x,1))
:w_gt<w7x) Y
=w— (1 + t)2 gcén(wv .CL’) R

onde Pi(7) -w =w, se w € T,(S"); e Pi(x) -w =0 se w € {T,(S"):}*.

Assim para {e,} uma base canonica de R"™! e cada x € (S™);, a matriz de P(x) é

dada por:
8(Py - eares) = (1 +1)° gan(Ps - arep)
= (141)" gean(ea = (1 +1) gean(€a, 7) - 7, €5)
= (14+1)? geanl€ar e8) — (1 + )" gean(€a, @) Gean(®, €5)
=(14+t)?80s — (1 +1)'w0 - 28

Por tanto, o ¢g(t)-movimento Browniano sobre (S™),, esta dado pela solugao da equagao
t
X = X5 [ (U 90— (1 91X XE) 0 W,
0

com Xg € (S™);.

3.2.2 O g(t)-movimento Browniano sobre o cilindro

Consideramos o cilindro de dimensao n, dado por
" = {3;‘:(]}1,.. .,,Un+1 ERn+1 Z{E —1}

Equipamos a C" com uma familia de métricas {g(t) = (1 +t)* gz, +vW} o 1) Para
alguns v e w em R. O nosso objetivo é construir o g(t)-movimento Browniano sobre

(C™);, para cada t € [0,T]. Para isto, sobre C" x [0, T] consideramos a métrica

g*(<777 UnJrl)a aat)a ((wa wn+1)7 bat)) = (t + 1)2 gcfm(U7 117) + Upt1 - Wpy1 + ab:
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para v = (¥, Up41), w = (W, w,11) em T,C" e algumas constantes a e b em R, de modo

que
p: C'"x[0,T] < Rt
((f> $n+l)>t) = f(t)(fﬂ anrl) = ((1 +t)'fa xn+1)
¢ isometria. De fato, para (x,t) € C" x [0,T] com x = (Z, xp41), sejam u, v € T, 4(C" x

[0,7]) de modo que ((X(s), Xns1(s)),(s)) e (Y(s),Yns1(s)),8(s)) sejam curvas em
C" x [0, T}, tais que

(0), Y11(0)), 5(0))

=i

w=((X(0), X011(0)),6(0)) e v=((

onde (X(0), X,41(0)) = (£, 2,11) = (V(0), Yur1(0)).

Assim,

— —

— (X(0) + a(0) X(0) + a(0) X(0), X, 1(0))
= &(0)(Z,0) + (1 +) X(0), Xp11(0)).

Da mesma forma, para v = ((?(O),Ynﬂ(O)),B(O)) temos que dip - v = B(0)(Z,0) +
((141)Y(0), Y,41(0)). De onde,

e 1, 0) = g (G(0)(,0) + (1 + ) X(0), X,14(0)), B(O)(7,0)

—

(1 1) Y (0), Yara (0)))
= 4(0) - B(0) gesn( B) + (1 +1)? gean (X(0), Y(0))
+ X541(0) - Yr1(0)
= (14 1) gen (X(0),Y(0)) + Xps1(0) - Y1(0) + 6(0) - 5(0)

— g ((X(0), X0:1(0)),4(0)), (Y(0),Y2s1(0)), 5(0))
= g.(u,v).
Por tanto, C" x [0, 7] esta mergulhado isométricamente em R"™, via a isometria (.
Logo, para cada (z,t) € C" x [0,T] definimos a projecao ortogonal de R"*! no espaco

tangente T, ) (C™ x [0,7]) como sendo;

—~

Pw(flf> 75) = HT(w,t)(C"x[O,T})(pa 75) €
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Assim, para cada t € [0, T], definamos a projegao ortogonal do espago euclidiano R™*!

no espago tangente 7, (C"); da seguinte forma

P(z)-w=P, (?Z@:,t))

—w— gt(w’x) .
gt(l’,l')

g ((57 wn-i-l)’ (fa $n+1))

= (ﬁ7wn+1> - — — . (fa fL‘n+1>
gt ((CL’, xn—&-l)v (ZL’, xn—l—l))
— (a—)» w ) . (1 + t)2 Ecan (Ujaf) +wn+1$n+1 ) (f " )
T 4 1P g (87) 42y,
— (1 + t)2 gcén (E,f +wn 1Tn+1 N
= (J,Wnt1) — ( ) e (7, Tpy1)

(L+1)2+ 27,4
= ((B-w), (P @)

De onde, temos que Pi(7) - w = w, se w € T,(C"); e Pi(x) -w =0, se w € {T,,(C")¢}*+.
Assim para {e,} uma base canonica de R"™! e cada = € (C");, a matriz de P;(z), é dada

por:
B(Pi - careg) = & (P ea). (P ca)ur). (T (ea)ara))
= (1+1)* gean ( P, -e,), 5ﬂ) + (P, - ea)n+1(€s)nt1

14+ 1)? gusy (€as T) + (€a)ni1n
=<1+t>2gcén<(ea—( ) Boin (£0,7) # [co)os “-f)@)
1

(P eq)
<_.

(14182 +a2,,
( + t)2 gcén (é:)” f) + (ea)n-i-lxn—&-l )
(1462422,
(1+1t)*
(1462 +a22,,

+ <(€a)n+1 - $n+1> (€8)nt1

- (1 +t>2 gcén<€aagﬁ) - gcén(gavf) gcén(fa gﬁ)
(1+t)* o
(11?2 4 a2 (€a)nt1%n11 8ean (T €8) + (€a)nt1(€p)ni1
n+1
(1+t)* o
B €8)n+1Tn can\€ar
(1+t)2+xi+1(@) 11Zn41 8ean (€as T)
(1+1)
TR, ekt
1+t

Tl
(1+t)2+$31+1< ’

= (1 +)* 00 + (€a)ns1(€s)nt1 —

- (ea)n-i-lxn-&-lfﬁ - (eﬁ)n—&-lxn—l—lfa - (ea)n+1<eﬁ)n+lxi+1>'
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Por tanto, o ¢(t)-movimento Browniano sobre (C");, ¢ dado pela solu¢ao da equagao

x40 = X0+ [ (0497000 + orer(eahons —

(Kal)Xs(5) = (cadnsr Xnr1()Ka(5) = (€4)ns1 Xt () Ka(s)

(Cahuen)osi X2 (5)) ) 0 (),

com X (0) € (C™),.

3.3 Transporte Paralelo Amortiguado

Nesta secao estudamos a equacao do calor por médio do fluxo de Ricci. Definimos
o transporte paralelo amortiguado (ou transporte de Dohrn-Guerra). Observamos que
através do fluxo de Ricci, a deformacao da geometria por médio do fluxo de Ricci com-
pensa a deformacao do transporte paralelo amortiguado. Mostramos a isometria do
transporte paralelo amortiguado, que resulta ser uma vantagem para o calculo estocas-
tico.

Para g(t)o,7,; uma C'? familia de métricas sobre M, consideramos a equacao do calor

(3.16)

{ atf(t7x) - %Ag(t)f(xﬂ t)
f(0,2) = fo(x)

onde fy é uma fungao em M. Suponhamos que a solucao de (3.16) exista até seu tempo
de explosdao T,. Para T < T,, sejam X! o g(T — t)-movimento Browniano com valor

inicial z € M e //{, o transporte paralelo associado.
Definicao 3.6. Definimos o transporte paralelo amortiguado como a solucao de
_ 1 1 _
d(//5.) 7 (Wo) = =5 (/[6,) ™ (Ricor—ay = 0ilg(T — 1)) /01 (W, )dt

com
Wi, ToM — Txr M, Wi, = Idr,y.

Teorema 3.7. Para cada solugdo f(t,-) de (3.16), e para cada v € T, M o processo
df (T = t,) xr (Wg )

¢ uma martingale local.



Capitulo 3 ¢ Movimento Browniano em Variedades Riemannianas (M,g(t)) com
respeito a métricas que dependem do tempo 59

Demonstragao. Lembremos que o transporte paralelo / /OT,t = Ul o Uy 1 ao longo do

g(T — t)-movimento Browniano X/, provem da equacao

{dvfzz;;u —t,U) 0 dWi =152 s O1G(T — t,U])a sV s (UF)dt

T (3.17)
Uy € (O(M), g(T)).
Para f € C*°(M), a escalarizagao da 1-forma df sobre M esta dada por

df : F(M) — R"
U — (df(Uey), ..., df (Uey)).

Dai, obtemos a seguinte féormula em R”
dyr f(T = 1,)(Wh ) = g (dF(T = 1.U]), (U)W ),
para cada v € T,,M. Denotemos por

eve, : F(M) — TM
U — Ue;.

Lembremos que U, solugao da equagao (3.17), é uma difusido associada ao gerador

SA7 = 509(T = O)eve()oeve (Vg

onde Ar_; é o operador laplaciano de Beltrami em M, associado a métrica g(T' — t).

Logo, no sentido de It6 temos

@ |dyr ST = 1,-)(WE )|

(T — 4, UD), (UF) W)
- g< [df( ¢ UT)} ,(Uf)‘lwatv) +g @“(T—t ul),d [(UtT)‘IWoT,t])
dﬁg( () (= 00O+ |58t (T =)
30T = O)(ev. (), 0v, DV QT = 09| OF )it 0F) W)
+g(df<T—t, UT).d(/ 5,0 U)W o)
W (= (G0 (= oD+ [ 3a WG 1
= GPUBT ~ e () v Dy O = 1) (U, (U)W o)

+ & (dF(T = . UD). (U d(/ 5) " W)

I
QL
o
/N
oY
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W () (= e WEnar 4 | Al (T 1)
— SOUBT = O)(ev. (v (VT —1,9)] Wi, (U)W o)
g (0 = .U W) = G080 (Ricyr-y — Aa(T = )17 (WE i) | o

(3.18)
Nesta igualdade fazemos os cdlculos de cada termo por separado. Usando a formula
AMdf = Adf

dada em E. P. Hsu [2], pdgina 193. Observamos que

1 _
i (Al o7 O (W) W)
1 T T~y T
- 58 (Bgndf (T = ,)(U]) (U)W 0) di
= §A9(T_t)df(T —t,-)(W{ v)dt.
Por definicao dos campos verticais,

Vdf (U) u(Id + tE;))

= i

- ELZOW (u(Id + tEyj)er), ... df (u(Id + tEy))ey,))

= (df(u(Sl,iej), ceey df(uéme]))

= (0, ...,0,df (ue;),0, ...,0) na i — ésima posicao

= df (ue;)e;.

Assim
Z 0u(g(T — 1)) (eve, (), eve, () Vi (Vdf (T — t,)(U])

= Z@t Ulei, Ule;)df (Ule;)e;

{gT . (VT PR(T Z@t el,U e])UtTej)}

= {ar@ - too(r - t)))ﬂ*t(U?e»}

n

i=1
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Substituindo todo isto em (3.18), resulta

d [dXtT(x)f(T — 1, ')(WoT,tU)]

d 1
B (T — 1) (WE )t + 5 Agrndf (T — .} (WG o)t

—se({arr — ot — oy owTea) ) W) d
e (dNJf(T —t,UT), (UF) 7/ /5) ™ (Ricyr—o) — Dulg(T — )/ #T (W o dt) .

(3.19)

Logo, como Ul ¢ uma ¢(T — t)-isometria,
n

e ({arr = oo - oyprrowren}” i wio)

)
=1

~ (Z 0 (o(T = ) (U e, 92T F(T = 1. )es, <Uf>1WoT,t”>

e (Z at(g(T - t))(UtTeh VQ(T_t)f(T — 1, ))UtTeﬂ Watv>
=871 (at<g(T - t))#g(Tit) (Watv)v Vg(Tit)f(T - t? )) :
Substituindo a equagao anterior em (3.19), temos

d|dr ST =1, (Wi )]

d 1
dM — o df (T, YW v)dt + 5800 df (T =, ) (W, 0)dt

= Sty (OUlg(r = )P (WE ), 9900 £(T — 1, )t

1/~ 1p -
— 58 (dF(T = 1.U7), (U]) ™ (Ricyr) 7= (W] 0) ) dt

& (AT — L UT). (UF) 9y (T — )W) )t

T3

Mas, como
VI (T —t, ) = (df(T — £, UL (UT)).

Entao
d 1
d|dyr f(T —t. ) (Wi ) | S = df (T — 1, (W 0)dt + 5 8g(rndf (T — t,) (W 0)dt

1 . _
- 5df(T — t, ) (Ricy(p_gy) T (W] v)dt.
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Agora, lembramos que f é solucao de

Portanto 5 |

Logo, utilizamos o laplaciano de Hodge-de Rham gy = —(ddg(r—s) + g(r—1)d), 0 qual
comuta com o diferencial de Rham. Pela férmula de Weitzenbock (ver Jiirgen Jost, [4]),

que afirma que para uma 1-forma 6 tem-se

Hor-n0 = Bgr-n0 — Ricyr—n0-

Assim
dAg(T—t)f(T - t? ) dDg(T—t)f(T - ta )
— Dg(T—t)df(T - t, )
= Ag(T,t)df(T —t,-) — Rng(T,t)df(T —t,)
Finalmente,

d|dxr ) f(T —t,-)(Wg,v)
o —%dAg(Tt) F(T —t,-) (W v)dt
+ 5 8urdf (T = ) (W)t = 57 (T = ) (Ricyr—) P17~ (W3 o)
g df (T — 1) = Ay f(T — 1, |(WE )i
_ %df(T b ) (Ricyro )T (WE U dt
e %Ricg(Tt)df(T —t,-)(WELw)dt — %(Ricg(Tt))#g(Tt)df(T —t,-)(WE,w)dt
dM 0,
pois, pela dualidade da 1-forma 6 e para v € T'M, tem-se
Ric(0)(v) = Ric(6%,v),

onde (0%, v) = 0(v). O
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Consideramos o caso quando a familia de métricas {g(t) }+cjo,r, evoluciona no contexto

do fluxo de Ricci forward. Isto é,

d

%gi,j (t) = —R,iCi,j (t) .

Todo o feito acima, motiva o seguinte teorema cuja demonstragao é evidente.

Teorema 3.8. Nas condicoes acima, 0s sequintes itens sao equivalentes
(i) A familia de métricas {g(t) }1eo,r), evoluciona no contexto do fluzo de Ricci forward,
(ii) Para cada T < T, a igualdade //{, = W{, se cumpre.

Em qualquer dos casos o transporte paralelo amortiguado é uma isometria ao longo do

g(T — t)-movimento Browniano.

3.4 Aplicacgoes ao Fluxo de Curvatura Média

Nesta secao, a nossa discussao sobre a existéncia e outros resultados relacionados ao
fluxo de curvatura média sao baseados nos trabalhos de k. Ecker [6] e G. Huisken [3].
Seja M uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo e de dimensao n. Paran > 2,
consideramos a M mergulhada isométricamente em R"*! e denotamos a este mergulho
por:

Fy: M — R",

Consideramos a familia de mergulhos F; = F(-,t) : M — R"™' com M, = F(t, M).

O fluxo de curvatura média é definido por:

{%F(t,x) = —H,(t,2)i(t, z)

3.20
F(0,z) = Fy(x). (3.20)

onde v(t, ) é um campo normal unitario no ponto F'(¢,z) em M, e H,(t,z) é a curvatura
média no F(t,x) sobre M; na dire¢cdo do campo v(t,z), isto é H,(z) = trago (S,(x))
onde S, é a segunda forma fundamental definida em M.P. Do Carmo [9]. Logo, a solucao
da equagao (3.20) é dada por M; = F(t, M), onde identificamos a M com M, e Fy com
Id. Trabalhamos com a solucao diferenciavel desta equacao, antes do tempo de explosao.
Seja A; o operador laplaciano de Beltrami sobre a variedade M;, a fim de caracterizar
ao fluxo de curvatura média em termos do ¢(t)-movimento Browniano, no seguinte lema

damos uma outra caracterizacao da equacao (3.20) em termos deste operador.
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Lema 3.9. Seja (M,q) uma variedade riemanniana mergulhada isométricamente em

R™1. Denotemos por v a isometria:
v (M, g) — R
Entao, para cada x € M se cumpre
Api(x) = —H,(x)d(z), (3.21)
Onde Ayy € operador laplaciano de Beltrami associado a la métrica g.

Demonstracao. Pelo nivelamento da variedade objetivo, nos temos

At ()
Au(z) = :
AP ()
e Ad(z) = >y d‘tlg Y (;(t)), onde v;(t) é uma geodésica em M tal que v;(0) = = e

4:(0) = A; e A; é uma base ortonormal de T, M. Pela definicao de uma geodésica obtemos

que
Av(z) LT,y (e(M)),

de onde {#(x)} gera ao espago (T,(x)c(M)*t. Assim existe uma fungao 3 tal que §,(z) =

B(z)d(x). Calculamos 8 como segue
B(1) = gean(Au(2) , 0)

= Z Jean ( .

- ;gcan(vﬁ;(ty(w(t))\t0, ()

n

— Z {L('Y;’(t)gcén (L(%‘.(t)) , U(x))

= gean (0 (8)), V7., 7(2))

(vt

o)

:é_gcén(( z( ) VRn t)q( )) =0)

n

= > = {gean (0 (VE - F@NT) + gean (10(0)), (T2, 5@ )

i=1

t=0
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— Zn: —Jean <L(%‘.(t)) ) (V]F(:;(t))g(x)f)

=0
=3 s (6100 Seeai®))),
= :trace (Sy(x)).

onde g_;, denota a métrica em R™ "1, O

Para cada t € [0, 7], consideramos a imersao
F(t,): M — R™"!

Denotamos por F* g, a métrica pullback de g.,, por F(t,-), que para cada p € M é
dada por

(F™ 8ean) (1, ) (X, V) = gean (b, F(p))(dFp(Xp), dF,(Yy)),

para todo X,Y € X(M). Observe que F'* g, ¢é claramente uma métrica sobre M.
Consideramos a familia de métricas {g(t) = F'(t,)* ean }rejo,r] SObre M, e usando o
Lema 3.9 damos outra interpretacao da equacao (3.20) em termos do g(t)-laplaciano A

sobre M, como segue:

{ OF (t, ) = Dy (1, @) (3.22)

F(0,2) = Fo(x)

onde Ay denota o operador laplaciano de Beltrami associado a métrica g(t).
Denotamos por T, o tempo de explosao do fluxo de curvatura média. Sejam T < T,
{9(t) }1eo,r) uma C'2-familia de métricas definidas como acima e W = (W*,...,W") o
movimento Browniano a valores em R? Nestas condicoes, denotamos por X; o g(t)-
movimento Browniano (como na Definigao 3.1), que toma valores em M e inicializado no
x € M. Na proposicao seguinte damos uma caracterizagao do fluxo de curvatura média,

a partir deste g(¢)-movimento Browniano. Mas, antes precisamos do seguinte lema:

Lema 3.10. sejam A, e Aj os operadores laplaciano de Beltrami com respeito das métri-

cas g e g respectivamente. Se g = cg, entao

Ag = CA@.
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Demonstmg(io Com efeito, seja {X1,..., X,,} uma base ortonormal de T,(M, g), entao

{1 = Y, = X”} constitui uma base ortonormal de T, (M, g), pois

N
IV Y5) = o1, Y))

X

e Ve

~ 9(X, X))

:<

)

%

o

Para f € C*°(M), temos
Ay f = trago(Hess); f

= ZHessgf 5 Y5)

n

=Y (Y2f = VyYif)

i=1
1=, oo

=2 Z(Xz [ = VxXif)

i=1

1

=-A,f.
c ! /

A 1ltima igualdade provem do fato que:

6YiYif = ff,Yk

= FZ‘XIC
— Vx, X,
onde
T 1“1 ~
ij = 59 (8kgjm + 8]gmk amgjk)
]' im
=59 (OrGjm + 0jGmk — OmYjk)

]

Proposicao 3.11. Seja M uma variedade n-dimensional mergulhada isometricamente

em R" 1. Consideremos a aplicacdo

F:[0,T] x M — R



Capitulo 3 ¢ Movimento Browniano em Variedades Riemannianas (M,g(t)) com
respeito a métricas que dependem do tempo 67

de modo que os F'(t,-) sejam difeomorfismos, e a familia de métricas {g(t)}iecpom sobre

M, sejam o pullback por F(t,-) de métricas induzidas sobre My = F(t,M). Entao os

sequintes itens sao equivalentes
(i) F(t,-) € a solugcao do fluro de curvatura média.

(ii) Sejam xo € M eT € [0,T.[. Se

1

@T(t) = 5 gr—t

para todo t € [0,T], e X é um g* (t)-movimento Browniano com valor inicial x,

entao o0 processo
Y;T:F(T_t?XtT)

¢ um martingale local a valores em R,
Demonstragdo. (i) = (ii) Seja a familia de isometrias {F'(t, ) }:c(0,7], dadas por
F(t,-): (M, g) < R,

que verificam (3.22). Suponhamos que X/ é um g7 (#)-movimento Browniano, com xq €

M eT €[0,T.]. Aplicamos a férmula de Itd para
(Y, =F(T —t,X]),

e utilizando a equagao (3.12) e o Lema 3.10 temos

A o ‘
A7) = =5 FU(T = 6, X])dt + dFy (X))
0 . ‘ '
= _EFZ(T —t, XtT)dt + §T(t, xo)(vg(t)F%_t’ //O,tvi)dWZ
1

+ iAﬁT(t)FJi“ft(XtT)dt

o 1 -
M — o P~ t, X{)dt + 5 Agr Fr_y (X[ )t

d [0 F(T —t, X]) + Ag(T—t)FTiLt(XE)]dt

ISH
|

0,

onde a tltima igualdade provém do fato que F'(¢, -) é solugao do fluxo de curvatura média.
Portanto, Y, é uma martingale local.
(ii) = (i) Como (V;')? é uma martingale local a valores em R em quasi todo ponto,
para todo t € [0,T] temos
0

—o T = 6, X )dt + Dgry Fr_y(X,)dt = 0.
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Assim para cada s € [0,7], integrando a equagao anterior obtemos que
| G @ =t XD+ Ay P (XDt} =0
e pela continuidade do ¢7 (t)-movimento Browniano,
—O0,F (T, 20) + Ay Fir(20) = 0.

Portanto, F'(t,-) satisfaz a equagao (3.20) como queriamos. ]

Em seguida, usando o fluxo de curvatura média, apresentamos alguns exemplos de

construgoes do ¢(t)-movimento Browniano sobre (S™); e (C™);.

Exemplo 3.12. Para o caso n =2, consideramos a parametriza¢io de (S™); dada por
X(u,v) = (r(t) sinv cosu, r(t) sin v sinu, r(t) cos v),
onde, suas primeiras e sequndas derivadas $ao

X, = (—r(t)sinvsinu, r(t) sinv cosu, 0),

(t
X, = (r(t) cosvcos u, r(t) cosvsinu, —r(t) sinv),
Xuyu = (—7(t) sinv cosu, —r(t) sinvsinu, 0),

(
Xypp = (—=7r(t) sinw cosu, —r(t) sinv sin u, —r(t) cos v),

Assim, o vetor normal é dado por

. . . X
N = (—sinvcosu, —sinvsinu, — cosv) = ———

r(t)

Entao, os coeficientes da primeira e sequnda forma fundamental sdao

E = g(X,, X,) =r(t)*sin’v, F=g(X,X,) =0, G =g(X,, X,) =r(t)?
e = g(Xuu, N) = —r(t)sin®v,  f=g(Xu,N)=0  g=g(Xp, N)=r(t).

O vetor de curvatura média é

, 1eG — gF X
H=HN=—-——F+——N=— .
2 EG r(t)?

Para t € [0,T], consideramos uma familia de mergulhos

0:5?%x[0,T] — R3
(z,t) — oz, t) = r(t).
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Definimos o fluxo de curvatura média por

at(p:ﬁ:—

r(t)
como (3.20). Por outro lado, temos que Opp = 7(t) X, e por comparacao tem-se que

) 1
7ﬁ<t) = _T(t)2’

cuja solugao, para r(0) = p, € dada por
r(t) = (p° — 3t)1/3.
Assim sobre S% x [0,T], consideramos a métrica
8.((u,ady), (v,00,)) = 1(t)* g egn(u, v) + 7(t)%ab
= (p* = 3)*"° gan(u,v) + (p* — 3t)"ab,

onde o mergulho p(x,t) = r(t)z é uma isometria. Logo, para cada t € [0,T], definamos
a projegdo ortogonal de R3 ao espaco tangente T,(S?); da sequinte forma
Pyz) w=w-g(w,z)
=W = (p3 - Bt)2/3 gcdn(w7 IE) e
onde Py(z) - w =w, se w € Ty(S?); e Py(z) - w =0 sew € {T,(S?);}*. Agora para {e,}
uma base canonica de R® e cada x € (S?);, a matriz de P,(z), € dada por:

3 _ 34)2/3

8P - earep) = ( )7 8ean( P - €as€p)

= (p* = 3t)*° ganlea — (0° = 31)"° gegn(ea, @) - T, €5)

= (0" = 30" guanlear e3) — (0° = 3" 8 an(€ar T) Beanl, €5)
= (p® —3t)?35 ap — (p° — 3t)Y 3¢, - Tg.

Portanto, o g(t)-movimento Browniano sobre (S?), € a solugdo da equagdo
t

Xp = X5 [ (00 = 39700 — (= 35) X2 ) 0 W,
0

com Xy € (S?),.

A seguir, consideramos o caso do cilindro (C");.
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Exemplo 3.13. Para o caso n = 2, consideramos a parametriza¢ao de (C™),

X(u,v) = (r(t) cosu, r(t) sinu,v)

Vemos que

u

X, =(0,0,1),

(—r(t)sinu, r(t) cosu,0),

Xuw = (=7 (t) cosu, —r(t) sinu, 0),

X = (0,0,0)
Assim, o vetor normal é dado por
N = (cosu,sinu,0)
Portanto,

E=g(X,,X,) =r(t)? F=g(X,X,) =0,
€= g(Xum N) = —’l”(t), f=g 0

Logo, o vetor de curvatura média resulta

= ————(cosu,sinu,0)

27r(t)

G=g(X,,X,) = r(t)2
g =g(Xy,N)=0.

Para cada t € [0,T), consideramos uma familia de mergulhos

wi(u,v) = (r(t) cosu, r(t) sinu, v).

Definimos o fluxo de curvatura média por

—

Op = H=———(cosu,sinu,0)

2r(t)

Por outro lado, observamos que Oyp = (7(t) cosu, 7(t) sinu, 0), e por comparagio temos

cuja solugao, para v(0) = p, € dada por

r(t) = (0 =)'
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Assim sobre C* x [0,T], consideramos a métrica

g*((?77 03)7 aat)? ((ZU, w3)’ bat)) = T(t)2 gcdn(ﬁv U_j) + vz - w3 + %(t)Qab

1
- (p2 - t) gcdn(177 U_j) + Vs - w3 + Zl(pZ - t>_la’b7

para v = (U,v3), w = (W,w3) em T,C? e algumas constantes a ¢ b em R, de modo
que o mergulho ¢((Z,x3),t) = (r(t)¥,x3) € uma isometria. Logo, para cada t € [0,T],

definamos a proje¢io ortogonal de R® ao espago tangente T,(C?); da sequinte forma

P(r) w=w-— ACHDN x
gt($7x)
- (/)2 B t) 8ean (‘375 + W33 -
= (w7w3) - (pg _ t() + ;2% ’ (fﬂ,l’g)

= ((B-w) (B-w))

onde Py(z) - w =w, se w € T,(C?); e Pi(x) - w =0 sew € {T,(C?),}+. Assim para uma

base canonica {e,} de R? e cada x € (C?);, a matriz de P,(x), € dada por:

8Py Cares) = (07 1) Bean (P €a): €3) + (P~ calalen)s
(p* — 1) (4 .

:(/)2_75)5a, + (en)s(eg)s — —————— (T T
R R A

~ (Ca)a s — (ea)a waTa — (ca)a(ea)a3).

Portanto, o g(t)-movimento Browniano sobre (C?);, € a solugdo da equagdo

X(t) = X*(0) +/0 <(102 — 5) bap 1 (€a)s(es)s — (02 Eps)_:;(??(s)

(Ra(3)%s(5) = (ea)s Xa(5)Xs(s) — (5)s Xs(s) Xals)

- (ealea X3(9) ) o (),

com X (0) € (C™),.

Damos uma estimagao do tempo de explosao do processo Y,I. Mas para isto, pre-

cisamos do seguinte resultado.

Proposigao 3.14. Seja Y,'' como acima, entio a covariag¢io quadrdtica de YT para o

produto escalar usual em R, esta dada por

g(dY,".dY,") = 20l (1)t
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Demonstracao. Consideramos o transporte paralelo

[fog: (TxM,8(0)) — (Tx,M,§(t))

ao longo do processo X/, o qual pela Proposicao 3.3 é uma isometria linear. Sejam
{e1,...,e,} uma base ortonormal de Ty, (M,g(0) e W = (W' ...,T¥/") um movimento
Browniano a valores em R”, tais que as equagoes (3.11) e (3.12) se cumprem para cada

Fr_(-) € C*(M, g(t)), isto ¢, que para a equagao diferencial estocdstica
dX| =/ /o4 edW},
tem-se

dFr_(XT) = &(t, Xo) (v@“)FT_t, /T tei> AW’

1
+ iAg(t)FT—t(XtT>dt,

Utilizando o fato que Fr_4(+) é isometria temos que
g(av;",av;") = g (dFo(X]), dPr_(X]))
— gy (A(X]),d(X])),

= 25, (d(X7), d(x]))

=25, (3 1/ ed WS /L i)
i=1 J=1

=23 & (/e /e )at
=1

onde a pentltima igualdade provem da isometria do transporte paralelo //{,. O

Corolario 3.15. Sejam M wuma variedade compacta de dimensao n e T, o tempo de
explosao do fluxo de curvatura média, entao

< diam(MO)Q.

T, <
2n
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Demonstracao. Lembramos que o fluxo de curvatura média fica em uma regiao compacta,
contido na menor bola que contém M, este resultado é claro quando comecamos em uma
variedade estritamente convexa (mais detalhes sobre isto podem ser encontrados em K.

Ecker [6]). Assim,
IVl < diam(My),
paratodo T € [0,T.]. Observemos que Y, ¢ de fato uma martingale. Agora, consideramos

a funcao

fy) =yl

que toma valores em R™"!. Aplicando a férmula de Ito a f e pela Proposicao 3.14,

obtemos que

n+1

HKU—fMﬂ+§:AéMO®w¥W

n+1

1 r o
+§Z/O 00,1 (Y1) dg (Y7, dY?)
i,J

. 1 n+1 T .

ij 0

&
Il

n+1

T

Z’hj

d.

[

&
Il

f(YS) +2nT.

Entao
E|IV5"12] + 20T = B[V, |?]| < diam(My)?,
Portanto , )
T < diam(My) 7
- 2n

como queriamos. O]
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