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Mestrado em Matemática - Campinas - SP

Orientador: Prof. Dr. Diego Sebastian Ledesma

Este trabalho contou com apoio financeiro da CAPES.







iii



Agradecimentos

Em primeiro lugar agradeço a Deus por me amparar nos momentos dif́ıceis, me dar

força interior para superar as dificuldades, mostrar o caminho nas horas incertas e me

suprir em todas as minhas necessidades.
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vida e, a meus irmãos, Carlos e Maria, que

me incentivaram a ser melhor cada dia.

v



Resumo

Neste trabalho estudamos o movimento Browniano, sobre uma variedade Riemanni-

ana munida de métricas que variam com respeito ao tempo. Tratamos brevemente os

conceitos de semimartingale, equações diferenciáveis estocásticas e processos de difusão

sobre variedades diferenciáveis. Apresentamos a construção clássica do movimento Brow-

niano sobre uma variedade Riemanniana (M, g). Finalmente, munindo à variedade com

uma famı́lia de métricas {g(t)}t∈[0,T ] que variam com respeito ao tempo, damos duas con-

struções do movimento Browniano sobre a variedade Riemanniana (M, g(t)), para cada

t ∈ [0, T ] (denotamos a este processo como o g(t)-movimento Browniano). Consideramos

o fluxo de curvatura média sobre uma hipersuperficie compacta, e damos uma estimativa

para o tempo de explosão de um processo definido a partir do g(t)-movimento Browniano.

Definimos o transporte paralelo amortiguado ao longo do g(t)-movimento Browniano e

damos condições para que este seja de fato uma isometria.
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Abstract

We study the Brownian motion on a Riemannian manifold equipped with a family of

metrics that vary with respect to time. We treat briefly the concepts of semimartingale,

stochastic differential equations and diffusion processes on manifolds. We present the

classical construction of Brownian motion on an Riemannian manifold (M, g). Finally,

equipping the variety with a family of metrics {g(t)}t∈[0,T ] that vary with respect to time,

we give two constructions of Brownian motion on the Riemannian manifold (M, g(t)) for

each t ∈ [0, T ] (we denote this process as the g(t)-Brownian motion). We consider the

mean curvature flow on a compact hypersurface, and give an estimate for the time of

explosion of the g(t)-Brownian motion. We define the Damped parallel transport along

of the g(t)-Brownian motion and we give conditions so that in fact is an isometry.
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Introdução

Neste trabalho, estamos interessados em estudar os processos estocásticos sobre uma

variedade Riemanniana M , munida de uma C1,2-famı́lia de métricas {g(t)}t∈[0,T ]. Em

particular, nosso objetivo principal é o estudo do movimento Browniano sobre a variedade

Riemanniana (M, g(t)), para cada t ∈ [0, T ]. Chamamos a este processo como o g(t)-

movimento Browniano. No final do trabalho, damos duas construções do g(t)-movimento

Browniano.

A construção e as propriedades do movimento Browniano no espaço euclidiano Rn,

são o ponto de partida fundamental para o desenvolvimento do cálculo estocástico em

Rn. Além disso, o movimento Browniano também fornece uma visão probabiĺıstica nos

problemas que envolvem o operador Laplaciano ∆Rn em Rn, incluindo problemas de fron-

teira de Dirichlet. Então, é natural esperar que o movimento Browniano exiba a mesma

importância no contexto das variedades Riemannianas (M, g(t)), com seus operadores de

Beltrami ∆g(t) associados.

Este trabalho é formado por três caṕıtulos que são descritos a seguir. No primeiro

caṕıtulo, damos uma breve introdução à teoria do cálculo estocástico sobre variedades

diferenciáveis, destacando a noção do movimento Browniano no espaço euclidiano, a fór-

mula de Itô para a integral de Stratonovich e às equações diferenciáveis estocásticas sobre

variedades, que são uma generalização natural das equações diferenciáveis estocásticas no

espaço euclidiano. Por último, estudamos os processos de difusão sobre variedades. As

principais referencias para o conteúdo deste caṕıtulo, são N. Ikeda e S. Watanabe [10],

E.P. Hsu [2], M. Émery [8] e K.D. Elworthy [5]. No segundo caṕıtulo, apresentamos duas

construções do movimento Browniano sobre uma variedade Riemanniana (M, g) munida

de uma métrica fixa g. A primeira construção do movimento Browniano Xt sobre (M, g),

consiste en definir seu levantamento horizontal Ut e seu ”anti-desenvolvimento”estocástico

Wt o que nos leva a construir uma equação diferencial estocástica horizontal sobre o fi-
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brado de bases ortonormais O(M) dada por;

dUt = Hi(Ut) ◦ dWt.

Resulta que Xt será um movimento Browniano sobre (M, g) se, e somente se seu anti-

desenvolvimento Wt é movimento Browniano euclidiano. A segunda construção será

feita via um mergulho isométrico de M no espaço euclidiano Rn. Dizemos que, Xt

é um movimento Browniano sobre (M, g) se ele é uma difusão gerada pelo operador

(1/2)
∑l

α=1 P
2
α = (1/2)∆M , onde Pα denota a α-ésima projeção ortogonal do espaço

euclidiano Rn no subespaço TxM ⊆ Rn. Isto da uma relação entre certos operadores

eĺıpticos de segundo ordem e processos de Itô.

No caṕıtulo três encontra-se o objetivo principal deste trabalho, o estudo do g(t)-

movimento Browniano e uma aplicação ao fluxo de curvatura média. Apresentamos a

noção de transporte paralelo ao longo deste processo e estabelecemos uma generalização

do transporte paralelo amortiguado ao longo de um g(t)-movimento Browniano, nossa ref-

erencia é o trabalho de A.K. Coulibaly [1]. Por último, consideramos o fluxo de curvatura

média denotada por Mt = F (t,M) de uma hipersuperficie M = M0. Caracterizamos dito

fluxo de curvatura média em termos do g(t)-movimento Browniano e damos uma esti-

mação do tempo de explosão deste processo em termos do diâmetro da hipersuperficie

inicial M0.



Caṕıtulo 1

Cálculo Estocástico em Variedades

Diferenciáveis

Neste caṕıtulo, damos uma introdução à teoria do cálculo estocástico sobre variedades

diferenciáveis. Começamos com uma breve revisão do cálculo estocástico no contexto eu-

clidiano. Destacando a noção do movimento Browniano, a fórmula de Itô para a integral

de Stratonovich e as equações diferenciáveis estocásticas (do tipo: Itô e Stratonovich) no

espaço euclidiano Rn.

Depois, tratamos às equações diferenciáveis estocásticas sobre variedades, que serão

uma generalização natural das equações diferenciáveis estocásticas no espaço euclidiano.

Esta generalização será obtida via mergulho da variedade no espaço euclidiano Rn. As-

sim, mediante este mergulho podemos estender os campos de vetores (dados na equação

diferencial estocástica sobre a variedade) no espaço ambiente isto é, no espaço euclidi-

ano Rn. Obtendo assim, uma equação estendida no espaço euclidiano Rn, onde existe a

solução e é única.

Por último, damos os conceitos básicos de processo de difusão em variedades. Boas

referencias para este caṕıtulo, principalmente para as demonstrações omitidas ao longo

do mesmo, são N. Ikeda e S. Watanabe [10], E.P. Hsu [2], M. Émery [8] e K.D. Elworthy

[5].

1.1 Movimento Browniano

Começamos esta seção introduzindo algumas noções básicas da teoria do cálculo es-

tocástico no espaço euclidiano. Para mais informação, ver N. Ikeda e S. Watanabe [10],

3
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M. Émery [8] e K.D. Elworthy [5].

Definição 1.1. Um processo estocástico em Rn é uma famı́lia de variáveis aleatórias

{Xt}t∈[0,T ] a valores em Rn, definida sobre um espaço de probabilidade (Ω,F,P). Dizemos

que o processo estocástico é cont́ınuo, se para cada ω ∈ Ω o caminho X(·, ω) : [0, T ] → Rn

é cont́ınuo.

Uma filtração {Ft}t∈[0,T ] é uma famı́lia de sub σ-algebras Ft ⊂ F tais que Fs ⊂ Ft

quando s < t. Um processo estocástico X = {Xt}t∈[0,T ] é dito adaptado em relação

à filtração {Ft}t∈[0,T ] se para todo t ∈ [0, T ] tem-se que a variável aleatória Xt é Ft-

mensurável.

Denotamos por (Ω,F, {Ft}t∈[0,T ],P) o espaço de probabilidade filtrado.

Definição 1.2. Um processo estocástico X = {Xt}t∈[0,T ] é uma martingale relativa ao

espaço de probabilidade filtrado (Ω,F, {Ft}t∈[0,T ],P), se satisfaz as seguintes condições:

(1) O processo X é adaptado,

(2) E(|Xt|) < ∞, para todo t ∈ [0, T ],

(3) E(Xs|Ft) = Xt para todo s ≥ t.

Outro conceito que será muito utilizado neste trabalho é o conceito de martingale

local. Dizemos que um processo X é uma martingale local se existe uma sequência de

tempos de parada τn ↑ ∞ tal que, para todo n, Xτn é uma martingale. Denotamos por

(Ω,F∗,P) o espaço de probabilidade filtrado que satisfaz as condições usuais e sobre este

espaço damos a noção de semimartingale.

Definição 1.3. Um processo Y = {Yt}t∈[0,T ] a valores em Rn, é uma F∗-semimartingale

(isto é, adaptado à filtração F∗) se admite uma descomposição do tipo Y = X+A. Onde,

X é uma F∗-martingale local continua a valores em Rn e A é um processo F∗-adaptado

de variação finita tal que A0 = 0.

As semimartingales são uma ferramenta muito útil pois muitos processos que podem

ser definidos explicitamente são semimartingales (por exemplo, as difusões que serão

tratadas na última seção deste caṕıtulo). O espaço de semimartingales é o melhor cenário

para a realização do cálculo estocástico. A partir de agora, enfocaremos nosso estudo ao

movimento Browniano que é um processo especial dentre os demais processos estocásticos.

Definição 1.4. Um processo W a valores em R, é um movimento Browniano se:
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(1) Wt = 0, para t = 0.

(2) Para todo 0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tk, as variáveis aleatórias Wti −Wti−1
são independentes

e normalmente distribúıdas com:

E[Wti −Wti−1
] = 0 e E[(Wti −Wti−1

)2] = ti − ti−1.

Generalizando isto para o caso n dimensional, dizemos que um processoW = (W 1, ...,W n)

é um movimento Browniano em Rn, se cada W i constitui um movimento Browniano em

R e as σ-algebras geradas por cada W i são independentes.

No seguinte teorema nos da uma caracterização do movimento Browniano em termos

de martingale e sua variação quadrática.

Proposição 1.5. {Caracterização de Levy}.
Seja X = (X1, ..., Xn) um processo estocástico a valores em Rn, cont́ınuo e Ft-adaptado

com X{t=0} = 0. Então são equivalentes as seguintes afirmações:

i) O processo X = (X1, ..., Xn) é um movimento Browniano em Rn;

ii) O processo X é uma martingale local cont́ınuo com 〈X i, Xj〉 = δi,jt.

1.2 Equações Diferenciais Estocásticas sobre Rn

Nesta seção tratamos as equações diferenciáveis estocásticas do tipo Itô sobre um

espaço euclidiano com coeficientes localmente Lipschitz dados por semimartingales con-

tinuas. Damos alguns resultados úteis para nosso trabalho, muitos sem demostrar. As

demonstrações omitidas podem ser vistas no libro de E.P. Hsu [2].

O objetivo desta seção, é estudar a existência e unicidade de soluções para equações

diferencias estocásticas do tipo Itô. Começamos, formulando o tipo de equações sobre Rn

que queremos resolver, onde entraram em jogo: uma matriz de coeficientes de difusão σ

e uma semimartingale Z a valores em Rn. Mais especificamente;

* A matriz de coeficientes de difusão σ = {σi
α} : Rn → M(n, l) (onde M(n, l) denota

as matrices n × l dimensionais em R) será assumida localmente Lipschitz, isto é,

existem constantes R e C(R) em R, onde C(R) depende de R, tais que

|σ(x)− σ(y)| ≤ C(R)|x− y|,

para todo x, y ∈ B(R), onde B(R) = {x ∈ Rn : |x| ≤ R}. Dizemos que σ é

globalmente Lipschitz se C(R) pode ser escolhido independente de R.
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* O processo Z = {Zt, t ≥ 0} é uma F∗-semimartingale a valores em Rl, definida sobre

o espaço de probabilidade filtrado (Ω,F∗,P). Mas, Z é escrita por definição como

uma suma Z = M + A, onde M é uma F∗-martingale local e A é um F∗-processo

adaptado de variação limitada tal que A0 = 0.

Definição 1.6. Seja τ um F∗-tempo de parada. Dadas, uma semimartingale Z a valores

em Rl, uma variável aleatória F0-mensurável, X0 a valores em Rl e uma função σ como a

descrita acima. Dizemos que uma semimartingale X = {Xt, t ∈ [0, τ)} resolve a seguinte

equação diferencial estocástica do tipo Itô;

{
dXt = σ(Xt) dZt,

X{t=0} = X0;
(1.1)

atê o tempo de parada τ , se

Xt = X0 +

∫ t

0

σ(Xs) dZs, 0 ≤ t < τ. (1.2)

Denotamos à equação (1.1) por EDE(σ, Z,X0).

Observamos que, se Zt = (Wt, t) onde Wt é o movimento Browniano euclidiano de

dimensão (l−1) e σ = (σ1, b) com σ1 : R
n → M(n, l−1) e b : Rn → Rn, então a equação

(1.1) toma uma forma mais familiar:

dXt = σ1(Xt) dWt + b(Xt) dt

Observação 1.7. Seja X é um processo que resolve uma EDE(σ, Z,X0). Então se

aplicamos a fórmula de Itô para f ∈ C2(Rn) temos que:

f (Xt) = f (X0)+

∫ t

0

∂xif (Xs) σ
i
α (Xs) dZ

α
s +

1

2

∫ t

0

∂xi∂xjf (Xs) σ
i
α (Xs) σ

j
β (Xs) d

〈
Zα, Zβ

〉
s

Com efeito, observamos que por (1.2) temos que X i
t = σi

α (Xt) dZ
i
t e pela fórmula de

Itô, tem-se

f (Xt) = f (X0) +

∫ t

0

∂xif (Xs) dX
i
s +

1

2

∫ t

0

∂xi∂xjf (Xs) d
〈
dX i, dXj

〉
s

= f (X0) +

∫ t

0

∂xif (Xs) σ
i
α (Xs) dZ

α
s +

1

2

∫ t

0

∂xi∂xjf (Xs) σ
i
α (Xs) σ

j
β (Xs) d

〈
Zα, Zβ

〉
s

= f (X0) +

∫ t

0

∂xif (Xs) σ
i
α (Xs) dM

α
s +

∫ t

0

∂xif (Xs) σ
i
α (Xs) dA

α
s

+
1

2

∫ t

0

∂xi∂xjf (Xs) σ
i
α (Xs) σ

j
β (Xs) d

〈
Mα,Mβ

〉
s
,
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onde a última igualdade provém do fato que Zt = Mt+At e
〈
Zα, Zβ

〉
=
〈
Mα,Mβ

〉
, pois

o processo A tem variação limitada.

Voltando à equação diferencial estocástica dada em (1.2), consideramos o caso sem

explosão.

Teorema 1.8. Suponhamos que σ é globalmente Lipschitz e X0 é quadrado integrável,

então a equação diferencial estocástica dada em (1.2) tem uma única solução X =

{Xt, t ≥ 0}.

A partir deste teorema, temos que a solução X está bem definida para todo tempo,

pois temos assumido que a matriz de coeficientes σ é globalmente Lipschitz, o qual

implica que a solução pode crescer no máximo linearmente. Quando a matriz σ é somente

localmente Lipschitz pode-se dar a possibilidade de explosão. Por exemplo:




d

dt
Xt = X2

t

X{t=0} = 1

tem como solução Xt = 1/1− t, a qual explota no tempo t = 1.

Em vista de aplicações posteriores, tomamos um ponto de vista mais geral e definimos

o tempo de explosão de um caminho em um espaço métrico localmente compacto M .

Definição 1.9. Seja M um espaço métrico localmente compacto e M̂ = M ∪ {∂M} sua

compactificação a um ponto. Um caminho x a valores em M com tempo de explosão

e = e(x) > 0 é uma aplicação cont́ınua x : [0,∞) → M̂ tal que xt ∈ M para 0 ≤ t < e e

xt = ∂M para todo t ≥ e, se e < ∞.

Denotamos por W (M), o espaço dos caminhos que tomam valores em M com tempo de

explosão e(x) e chamamos a ele como o espaço de caminhos sobre M .

Agora, entalecemos alguns fatos básicos sobre os tempos de explosão. Ressaltamos

que uma exaustão de um espaço métrico localmente compacto M é uma sequência de

conjuntos abertos relativamente compactos {ON} tais que ŌN ⊆ ON+1 e M = ∪∞
N=1ON .

Proposição 1.10. (1) Se {ON} é uma exaustão e τON
o primeiro tempo de sáıda de

ON . Então τON
↑ e quando N ↑ ∞.

(2) Suponha que d : M ×M → R+ é uma métrica em M com a propriedade que cada

conjunto fechado e limitado, é compacto. Fixamos um ponto o em M . Seja τR o

primeiro tempo de sáıda da bola B(R) = {x ∈ M : d(x, o) ≤ R}. Então τR ↑ e

quando N ↑ ∞.
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Usaremos o item (2) da proposição anterior nas duas situações dadas a continuação:

(i) M é variedade Riemanniana completa e d é uma função distancia Riemanniana; (ii)

M é mergulhada como uma subvariedade fechada em outra variedade Riemanniana e d é

a métrica Riemanniana do espaço ambiente. Seja Bt = Bt(W (M)) a σ-algebra gerada

pelas aplicações coordenadas até o tempo t. Então temos um espaço mensurável filtrado

(W (M),B∗) onde o tempo de vida e : W (M) → (0,∞] é um B∗-tempo de parada.

Sejam τ um F∗-tempo de parada e (Ω,F∗,P) um espaço de probabilidade filtrado. Um

processo cont́ınuo, definido num intervalo [0, τ), é dito de uma F∗-semimartingale até τ

se existe uma sequência de F∗-tempos de parada τn ↑ τ tal que para cada n o processo

parado Xτn = {Xt∧τn , t ≥ 0} é uma semimartingale no sentido usual.

Assim, se consideramos uma matriz σ com coeficientes localmente Lipschitz, a solução

de EDE(σ, Z,X0) é naturalmente uma semimartingale definida até um tempo de parada

τ . Para ser mais precisos temos a seguinte definição;

Definição 1.11. Uma semimartingale X até um tempo de parada τ é solução de EDE(σ,

Z,X0) se existe uma sequência de tempos de parada τn ↑ τ tal que para cada n o processo

parado Xτn = {Xt∧τn , t ≥ 0} é uma semimartingale no sentido usual e satisfaz;

Xt∧τn = X0 +

∫ t∧τn

0

σ (Xs) dZs, t ≥ 0.

A seguinte proposição mostra que existe uma única variável aleatória X tomando

valores no espaço de caminhos W (Rn), a qual é solução da EDE(σ, Z,X0) até seu tempo

de explosão e(X).

Proposição 1.12. Suponhamos que são satisfeitas as seguintes condições:

(i) A matriz de coeficientes de difusão σ = {σi
α} : Rn → M(n, l) é localmente Lips-

chitz;

(ii) O processo Z = {Zt, t ≥ 0} definido sobre o espaço de probabilidade filtrado

(Ω,F∗,P), é uma F∗-semimartingale tomando valores em Rl;

(iii) A variável aleatória X0 é F0-mensurável e toma valores em Rn.

Então, existe uma única variável aleatória X a valores em W (Rn) que é solução de

EDE(σ, Z,X0) até seu tempo de explosão e(X).
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1.3 Formulação de Stratonovich para uma Equação

Diferencial Estocástica

Nesta seção primeiro fazemos a comparação das equações diferenciais estocásticas do

tipo Itô com as do tipo de Stratonovich, esta comparação é feita a fim de utilizar o

teorema de existência de soluções para uma EDE(σ, Z,X0) do tipo Itô sobre o espaço

euclidiano, que foi tratada na seção anterior. A formulação obtida para equações do tipo

Stratonovich è a que melhor se adapte para aplicações geométricas, pois esse tipo de

equações se transformam naturalmente sobre difeomorfismos.

Como mencionamos acima, para todas as aplicações geométricas realizadas neste tra-

balho, formulamos as equações diferenciais estocásticas do tipo Stratonovich, pois a van-

tagem desta formulação é que satisfaz o teorema fundamental do calculo. Assim o cálculo

estocástico nesta formulação se torna mais conveniente quando estudamos às equações

diferencias estocásticas sobre variedades.

Sejam Vα, com α = 1, ..., l campos de vetores diferenciáveis sobre Rn, onde cada um

deles pode ser considerado como uma função Vα : R
n → Rn. Assim V = (V1, ..., Vl) é

uma função a valores em M(n, l,R) em Rn e para Z e X0 como antes, consideramos a

equação diferencial estocástica de Stratonovich;

Xt = X0 +

∫ t

0

V (Xs) ◦ dZs

onde a integral estocástica esta dada no sentido de Stratonovich, equivalentemente pode-

mos reescrever esta equação da seguinte forma;

Xt = X0 +
l∑

α=1

∫ t

0

Vα(Xs) ◦ dZα
s

onde se enfatiza o fato que V é um conjunto de l campos vetoriais.

Proposição 1.13. A fórmula de Itô para integrais de Stratonovich se describe da seguinte

forma: Se X é solução da equação,

dXt = Vα(Xt) ◦ dZα
t

Então, para f ∈ C2(Rn) temos;

f (Xt) = f (X0) +

∫ t

0

∂xif (Xs)V
i
α (Xs) ◦ dZα

s

= f (X0) +

∫ t

0

Vα (f) (Xs) ◦ dZα
s ,
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onde 0 ≤ t < e(X) e Vα (f) denota a derivada na direção Vα da função f . A fórmula

de conversão da integral Itô-Stratonovich, é dada da seguinte maneira:

Xt = X0 +

∫ t

0

Vα (Xs) dZ
α
s +

1

2

∫ t

0

∇Vβ
Vα (Xs) d

〈
Zα, Zβ

〉
s
, 0 ≤ t < e(X).

Onde ∇Vβ
Vα denota a derivada covariante do campo de vetores Vα na direção do

campo de vetores Vβ.

Assim, a partir desta fórmula de conversão da integral Itô-Stratonovich, podemos

definir a solução de uma equação diferencial estocástica de Stratonovich como segue na

seguinte definição.

Definição 1.14. Dados Z uma semimartingale com valores em Rl, X0 uma variável

aleatória F0-mensurável e um conjunto de campos vetoriais diferenciáveis V = (V1, ..., Vl).

Dizemos que uma semimartingale X é solução de uma equação diferencial estocástica de

Stratonovich, dada por: {
dXt = Vα(Xt) ◦ dZα

t ,

X{t=0} = X0

até o tempo de parada τ , se

Xt = X0 +

∫ t

0

Vα (Xs) ◦ dZα
s , 0 ≤ t < τ.

1.4 Equações Diferenciais Estocásticas sobre variedades

diferenciáveis

Nesta seção, discutimos a noção de semimartingales a valores em variedades diferen-

ciáveis e, a existência e unicidade para EDE(σ, Z,X0) sobre variedades.

Definição 1.15. Sejam M uma variedade diferenciável, (Ω,F∗,P) um espaço de prob-

abilidade filtrado e τ um F∗-tempo de parada. Dizemos que um processo cont́ınuo X

tomando valores em M e definido sobre [0, τ) é uma semimartingale a valores em M se

f(X) é uma semimartingale a valores em R, sobre [0, τ) e para cada f ∈ C∞(M).

Analogamente como no espaço euclidiano, uma equação diferencial estocástica de

Stratonovich sobre uma variedade diferenciável é definida por l campos vetoriais V1, ..., Vl

sobre M , uma semimartingale Z a valores em Rl e uma variável aleatória X0 ∈ F0

tomando valores em M e que serve como valor inicial da solução. Assim ela é dada por:

dXt = Vα(Xt) ◦ dZα
t
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Denotamos a esta equação por EDE(V1, ..., Vl;Z,X0).

Definição 1.16. Uma semimartingale X a valores em M , definida até um tempo de

parada τ é uma solução da equação EDE(V1, ..., Vl;Z,X0) até τ , se para todo f ∈ C∞(M)

tem-se:

f (Xt) = f (X0) +

∫ t

0

Vα(f (Xs)) ◦ dZα
s , 0 ≤ t < τ. (1.3)

Mais para frente vemos que, se M é mergulhada no espaço euclidiano Rn e a equação

dada em (1.3) se satisfaz para as funções coordenadas f1, ..., fl, então teremos que (1.3)

se cumpre para qualquer função diferenciável.

Como foi dito na introdução da seção anterior, uma vantagem da formulação via

Stratonovich é que as equações diferenciáveis estocásticas de Stratonovich definidas sobre

a variedade M se transformam consistentemente por difeomorfismos entre variedades. Se

Γ(TM) denota o espaço de campos de vetores diferenciáveis em uma variedade M (O

espaço de seções do fibrado tangente TM). Um difeomorfismo φ : M → N entre duas

variedades induz uma aplicação φ∗ : Γ(TM) → Γ(TN) entre campos de vetores nas

variedades respectivas pela regra

(φ∗V )f(y) = V (f ◦ φ)(x), y = φ(x) f ∈ C∞(N).

Ou equivalentemente, se V é um vetor tangente a uma curva C sobre a variedade M ,

φ∗V é o vetor tangente à curva φ ◦ C sobre a variedade N .

Proposição 1.17. Suponhamos que φ : M → N é um difeomorfismo entre as variedades

M e N , e X uma semimartingale a valores em M que é solução de EDE(V1, ..., Vl;Z,X0).

Então φ(X) é uma solução de EDE(φ∗V1, ..., φ∗Vl;Z, φ(X0)) sobre a variedade N .

Demonstração. Com efeito, como X é uma solução da EDE(V1, ..., Vl;Z,X0), então para

todo f ∈ C∞(M) tem-se:

f (Xt) = f (X0) +

∫ t

0

Vα(f (Xs)) ◦ dZα
s .

Denotamos por Y = φ(X) e seja ϕ ∈ C∞(N). Se f = ϕ ◦φ ∈ C∞(M) e utilizando o fato

que Vα(ϕ ◦ φ)(Xs) = (φ∗Vα)ϕ(Ys) obtemos que;

ϕ(Yt) = ϕ(φ(Xt))

= ϕ(φ(X0)) +

∫ t

0

Vα(ϕ ◦ φ)(Xs) ◦ dZα
s

= ϕ(Y0) +

∫ t

0

(φ∗Vα)ϕ(Ys) ◦ dZα
s .

Por tanto, Y = φ(X) é uma solução de EDE(φ∗V1, ..., φ∗Vl;Z, φ(X0)) em N .
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O nosso objetivo é mostrar que a EDE(V1, ..., Vl;Z,X0), tem uma única solução até

seu tempo de explosão. A nossa estratégia será reduzir esta equação a uma equação sobre

o espaço euclidiano, isto será feito da mesma maneira como no teorema do mergulho de

Whitney, como enunciamos a continuação.

Teorema 1.18. {Teorema do mergulho de Whitney}
Seja M é uma variedade diferenciável. Então existe um mergulho i : M → Rn para algum

n suficientemente grande, tal que a imagem i(M) é um subconjunto fechado de Rn.

Assim, podemos ver a M como uma subvariedade fechada de Rn para n suficien-

temente grande e identificar M com sua imagem i(M). Logo, um ponto x ∈ M terá

n-funções coordenadas f i(x) = xi os quais servem como conjunto natural de funções

teste para a fórmula de Itô em M .

Proposição 1.19. Seja M uma subvariedade fechada de Rn, f 1, ..., fn as funções co-

ordenadas e X um processo cont́ınuo a valores em M . Então se verificam os seguintes

items:

(i) O processo X é uma semimartingale sobre M se, e somente se X é uma semi-

martingale a valores em Rn ou equivalentemente se, e somente se f i(X) é uma

semimartingale a valores em R, para cada i = 1, ..., n.

(ii) O processo X é uma solução de EDE(V1, ..., Vl;Z,X0) até um tempo de parada σ

se, e somente se para cada i = 1, ..., n tem-se que:

f i (Xt) = f i (X0) +

∫ t

0

Vα

(
f i (Xs)

)
◦ dZα

s , 0 ≤ t < σ. (1.4)

Demonstração. (i) Suponha que o processo X é uma semimartingale a valores em M ,

então por definição temos que para todo f ∈ C∞(M), f(X) é uma semimartingale a

valores em R. Mas cada f i para i = 1, ..., n é uma função diferenciável sobre M , então

f i(X) = X i é uma semimartingale a valores em R. Por tanto, X é uma semimartingale

a valores em Rn.

Para a reciproca, suponha que o processo X mora em M e é uma semimartingale a

valores em Rn. Seja f ∈ C∞(M), como M é uma subvariedade fechada de Rn, então

a função f pode ser estendida a uma função f̃ ∈ C∞(RN) com f ≡ f̃ em M . Assim

f(X) = f̃(X) é uma semimartingale a valores em R, mas isto quer dizer que X é uma

semimartingale a valores em M .
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(ii) Para a volta, suponha que X é uma solução da EDE(V1, ..., Vl;Z,X0) até um

tempo de parada σ, então para cada f ∈ C∞(M) se cumpre (1.3), em particular para

cada f i ∈ C∞(M) temos,

f i (Xt) = f i (X0) +

∫ t

0

Vα(f
i (Xs)) ◦ dZα

s , 0 ≤ t < σ. (1.5)

Agora para a ida, suponha que cada f i ∈ C∞(M) com i = 1, ..., n, satisfaz a equação (1.4).

Seja f ∈ C∞(M) e f̃ ∈ C∞(Rn) sua extensão a Rn, então f(Xt) = f̃(f 1(Xt), ..., f
n(Xt))

e aplicando a fórmula de Itô a este processo resulta que,

d {f (Xt)} = fxi

(
f 1(Xt), ..., f

n(Xt)
)
◦ d
{
f i (Xt)

}

= fxi

(
f 1(Xt), ..., f

n(Xt)
)
◦ Vαf

i (Xt) ◦ dZα
t

=
{
fxi

(
X1

t , ..., X
n
t

)
Vαf

i (Xt)
}
◦ dZα

t

= Vαf (Xt) ◦ dZα
t .

Na ultima passagem acima utilizamos a regra da cadeia para diferenciação de funções

compostas. Assim, da integral da ultima equação obtemos que o processo X que toma

valores em M , é solução da EDE(V1, ..., Vl;Z,X0) até um tempo de parada σ.

Voltando às EDE(V1, ..., Vl;Z,X0), fixamos um mergulho de M sobre Rn e consider-

amos M como uma subvariedade fechada de Rn. Cada campo de vetores Vα pode ser

visto como uma função diferenciável em M com valores em Rn e pode ser estendido a

um campo vetorial Ṽα sobre Rn. Assim, temos que a equação dada por:

Xt = X0 +

∫ t

0

Ṽα(Xs) ◦ dZα
s (1.6)

está no espaço euclidiano Rn. Por tanto, tem uma única solução X, até seu tempo de

explosão e(X).

Proposição 1.20. Seja X a solução da equação estendida dada em (1.6) até seu tempo

de explosão e(X) e X0 ∈ M , então Xt ∈ M para 0 ≤ t < e(X).

Para uma prova desta proposição, o leitor pode consultar o livro de E.P. Hsu [2].

Assim, a partir do Teorema 1.18, Proposição 1.19, e a Proposição 1.20 estamos na posição

de provar o resultado principal desta seção.

Teorema 1.21. Se {V1, ..., Vl} são campos de vetores sobre M , Z uma semimartingale

a valores em Rl, e X0 uma variável aleatória F0-mensurável que toma valores em M .

Então, existe uma única solução da EDE(V1, ..., Vl;Z,X0) até um tempo de explosão

e(X).
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Demonstração. Seja X a solução da equação estendida EDE(Ṽ1, ..., Ṽk;Z,X0), então pela

Proposição 1.20, esta solução esta em M até seu tempo de vida e satisfaz (1.6). Mas

(1.6) é uma reescrita de (1.4), então pela parte (ii) da Proposição 1.19 temos que X é

solução da EDE(V1, ..., Vk;Z,X0). Seja Y uma outra solução até um tempo τ . Logo,

considerando a Y como uma semimartingale que toma valores em Rn temos que ela é

solução da equação estendida EDE(Ṽ1, ..., Ṽk;Z,X0) até τ . Por tanto, Y coincide com X

sobre [0, τ).

1.5 Processos de difusão

Nesta seção apresentamos um breve estudo das difusões, onde relacionamos a certos

operadores eĺıpticos de segundo ordem com certas classes de semimartingales via equações

diferenciáveis estocásticas do tipo Itô. Sendo mais espećıficos, estudamos às semimartin-

gales geradas por operadores diferenciáveis, eĺıpticos de segundo ordem. Notemos que,

o significado anaĺıtico de um processo de difusão pode-se obter de sua relação com os

operadores eĺıpticos de segundo ordem.

Seja L um operador diferenciável, eĺıptico de segundo ordem sobre uma variedade

diferenciável M . Logo, para ω no espaço de caminhos de M (isto é, ω ∈ W (M)) e para

f ∈ C2(M), temos o processo

M f (ω)t = f (ωt)− (ω0)−
∫ t

0

Lf (ωs) ds, (1.7)

onde t ∈ [0, e(ω)).

Definição 1.22. (i) Um processo estocástico F∗-adaptado X : Ω → W (M), definido

sobre um espaço de probabilidade filtrado (Ω, F∗, P) é dito um processo de di-

fusão gerado pelo operador L (ou simplesmente uma L-difusão), se X é uma F∗-

semimartingale a valores em M , até seu tempo de explosão e(X) e

M f (X)t = f (Xt)− (X0)−
∫ t

0

Lf (Xs) ds, 0 ≤ t < e(X),

é uma F∗-martingale local para todo f ∈ C∞(M)

(ii) Uma medida de probabilidade µ sobre o espaço padrão filtrado (W (M), B(W (M))∗)

é dita a medida de difusão gerada pelo operador L (ou simplesmente uma L-medida

de difusão) se

M f (w)t = f (wt)− (w0)−
∫ t

0

Lf (ws) ds, 0 ≤ t < e(w),
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é uma B(W (M))∗-martingale local para cada f ∈ C∞(M), em relação à medida µ.

Notemos que para um operador diferenciável, eĺıptico de segundo ordem L, define

uma L-difusão e uma L-medida de difusão. Se X é uma L-difusão, então sua lei de

probabilidade µX = P ◦X−1 é uma L-medida de difusão; reciprocamente, se denotamos

por µ a L-medida de difusão no espaço W (M) que é gerada pelo operador L, então seus

correspondentes processos coordenados X(ω)t = ωt sobre (W (M), B(W (M))∗, µ) são

L-difusões.

Em coordenadas locais sobre uma variedade M , o operador L tem a seguinte forma:

L =
1

2

d∑

i,j

aij(x)
∂

∂xi

∂

∂xj
+

d∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
(1.8)

onde a = {aij} : U → L+(d) e b = {bi} : U → Rd são funções diferenciáveis. Denotamos

por L+(l) o espaço de matrices simétricas, definidas positivas de ordem l×l e d = dim(M).

Restringindo nossa atenção para o casoM = Rn cuja base canônica é dada por {e1, ..., en}
e supondo que X é solução da equação diferencial estocástica;

dX i
t = σj

i (Xt)dB
i
t + bi(Xt)dt

onde Bt = (B1
t , ..., B

n
t ) é um movimento Browniano n-dimensional. Aplicando a fórmula

de Itô para f ∈ C2(M) temos que:

∫ t

0

∂xif (Xs) σ
j
i (Xs) dB

j
s = f (Xt)− f (X0)−

1

2

∫ t

0

((
σσT

)ij
∂xi∂xj + bi∂xi

)
f (Xs) ds

Observamos que nesta equação integral de Itô, o lado direito é uma martingale pois

Bi
t = Btei é um movimento Browniano. Então X é uma L-difusão para o operador

L =
1

2

n∑

i,j

(
σ · σT

)ij
∂xi∂xj +

n∑

i=1

bi∂xi .

O objetivo principal nesta seção é mostrar que: dado um operador diferenciável eĺıp-

tico de segundo ordem e uma distribuição de probabilidade µ0 em M , existe uma única

L-medida de difusão cuja distribuição inicial é dada por µ0. Para mostrar isto, utilizamos

a mesma estratégia que usamos para tratar as equações diferenciáveis estocásticas sobre

uma variedade, isto é consideramos a M como uma subvariedade fechada de Rn e esten-

demos o operador L a um operador L̃ sobre Rn, de modo que L ≡ L̃ em M . Assim,

para o operador L̃ temos que a L̃-difusão X é constrúıda via solução de uma equação
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diferencial estocástica sobre Rn, e verificamos que ela de fato mora em M e assim será

uma L-difusão.

Primeiro, assumamos queM é uma subvariedade fechada de Rn (via mergulho isométrico

M →֒ Rn), e estendemos o operador L emM ao espaço euclidiano Rn da seguinte maneira:

Sejam {z1, ..., zn} as funções coordenadas sobre Rn, então definamos o operador;

L̃ =
1

2

n∑

α,β=1

ãαβ∂zα∂zβ +
n∑

α=1

b̃α∂zα ; (1.9)

onde

ãαβ = aij (∂xizα)
(
∂xjzβ

)
e b̃α = bi (∂xizα) ,

são funções diferenciáveis sobre M e
{
ãαβ
}
é definida positiva.

Assim, obtemos o operador L̃ que é uma extensão do operador L no sentido do seguinte

Lema.

Lema 1.23. Suponha que f ∈ C∞(M). Então para qualquer f̃ ∈ C∞(Rn) extensão de f

de M a Rn, temos que L̃ f̃ = L f sobre M .

Demonstração. Seja x = {x1, ..., xl} um sistema de coordenadas locais sobre M . Logo, as

funções coordenadas sobreM estão dadas por f i(x) = xi e assim f(x) = f(f 1(x), ..., fn(x)).

Calculamos L f dado em (1.8), e aplicando a regra da cadeia obtemos que;

L f(x) =
1

2
aij(x)∂xi∂xj + bi(x)∂xi

=
1

2
aij(x)∂f i(x)∂fj(x) + bi(x)∂f i(x)

=
1

2
aij(x)∂fα (∂xifα) ∂fβ

(
∂xjfβ

)
+ bi(x)∂fα (∂xifα)

=
1

2

(
aij(x) (∂xifα)

(
∂xjfβ

))
∂fα∂fβ +

(
bi(x) (∂xifα)

)
∂fα

=
1

2
ãαβ∂fα∂fβ + b̃α∂fα

= L̃ f̃(x).

Por tanto, L f coincide com L̃ f̃ em M .

O seguinte passo é construir uma L̃-difusão sobre Rn, via solução de uma equação

diferencial estocástica da forma;

Xt = X0 +

∫ t

0

σ̃ (Xs) dWs +
1

2

∫ t

0

b̃ (Xs) ds, (1.10)
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onde W é um movimento Browniano euclidiano n-dimensional e X0 é uma variável

aleatória em Rn independente de W . Se X é uma solução de equação (1.10), então

pela fórmula de Itô temos que X é uma L̃-difusão com L̃ dado por (1.9). Se definimos

σ̃ = (ã)1/2 (no sentido de matrices, pois ã é uma matriz definida positiva devido à elip-

ticidade do operador L). Mas isto quer dizer que σ̃ : Rn → M(n,R) é a única função

matricial, que é simétrica e definida positiva satisfazendo (σ̃)2 = ã. A modo de aplicar

a teoria estudada previamente, precisamos saber se σ̃ é localmente Lipschitz o que será

tratado na seguinte proposição.

Proposição 1.24. Seja a : Rn → M(n,R) uma função a valores matriciais, que é

simétrica e definida positiva com a ∈ C2(Rn, M(n,R)). Então sua raiz quadrada σ =

a1/2, é localmente Lipschitz.

Para uma prova desta proposição, o leitor pode consultar o livro de E.P. Hsu [2].

Em virtude da Proposição 1.24 de acima, podemos dar uma solução X, da equação

EDE(σ̃, (Bt, t), X0) para algum X0 onde X será uma L-difusão, como se enuncia no

seguinte teorema.

Teorema 1.25. Seja L um operador eĺıptico diferenciável de segundo ordem sobre uma

variedade diferenciável M e µ0 uma medida de probabilidade sobre M . Se o processo X

satisfaz a equação diferencial estocástica,

Xt = X0 +

∫ t

0

(ã)1/2 (Xs) dBs +
1

2

∫ t

0

b̃ (Xs) ds, (1.11)

então o processo X toma valores em M , e é uma L-difusão com distribuição inicial µ0.

Demonstração. Seja L̃ a extensão de L no espaço ambiente e ã e b̃ como na equação

(1.9). Então, considerando σ̃ = ã1/2 a única matriz raiz quadrada definida positiva de ã,

pelo Lema 1.24 temos que σ̃ é localmente Lipschitz sobre Rn.

SejaB = (B1, ..., Bn) um movimento Browniano n-dimensional e uma variável aleatória

X0, a valores em M e independente de W cuja distribuição é dada por µ0. Temos que,

a solução X de (1.11) é uma L̃-difusão. Dáı se mostra que, a lei µX = P ◦ X−1 de X

no espaço W (Rn) está no espaço de caminhos W (M) e é uma L-medida de difusão com

distribuição inicial µ0.

A prova de que a solução X toma valores em M , é similar ao caso das equações

diferenciáveis do tipo Stratonovich, pois para qualquer f(X), todas as derivadas de f na

fórmula de Itô são tomadas ao longo de M . Afirmamos que X é uma L- difusão. Com
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efeito, temos que X é uma L̃-difusão e para cada f̃ ∈ C∞ tem-se

f̃(xt) = f̃(x0) + martingale local +

∫ t

0

L̃ f̃(Xs)ds, 0 ≤ t < e(X).

Seja f ∈ C∞(M) e f̃ sua extensão a Rn, então pelo Lema 1.23 e pelo fato que X toma

valores em M , temos que;

f(xt) = f(x0) + martingale local +

∫ t

0

L f(Xs)ds, 0 ≤ t < e(X).

Mas isto quer dizer que, X é uma L-difusão então sua lei de distribuição µX é uma

L-medida de difusão com distribuição inicial dada por µ0 = P ◦X−1
0 .

Teorema 1.26. Uma L-medida de difusão com distribuição inicial dada é única.

Para uma prova desta proposição, o leitor pode consultar o livro de E.P. Hsu [2].



Caṕıtulo 2

Movimento Browniano em uma

Variedade Riemanniana (M, g)

Uma vez tratadas as semimartingales sobre variedades diferenciáveis, neste caṕıtulo

estudamos o movimento Browniano o qual é um tipo especial de semimartingale. O ob-

jetivo principal será dar condições suficientes e necessárias para que uma semimartingale

X a valores em uma variedade riemanniana (M, g), seja um movimento Browniano.

Começamos introduzindo as noções de levantamento horizontal Ut, desenvolvimento

e anti-desenvolvimento estocástico Wt, de uma semimartingale Xt sobre (M, g). Logo,

a partir destas noções constrúımos a equação diferencial estocástica horizontal do tipo

Stratonovich sobre o fibrado de bases F(M) dada por;

dUt = Hi(Ut) ◦ dWt.

Assim, Xt é um movimento Browniano sobre (M, g) se, e somente se seu anti-desenvolvi-

mento Wt é movimento Browniano euclidiano. Outra maneira de construir o movimento

Browniano, é ver ele como a solução da equação diferencial estocástica dada por:

{
dXt = Pα(Xt) ◦ dWα

t

X0 ∈ M,

onde Pα denotará a α-ésima projeção ortogonal do espaço euclidiano Rn ao subespaço

TxM ⊆ Rn, onde M é mergulhada isométricamente em Rn. A solução é uma difusão,

gerada pelo operador 1
2

∑l
α=1 P

2
α = 1

2
∆M .

19
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2.1 Fibrado de Bases e Conexões

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão d. Para cada x em M , denotemos

por TxM ao espaço tangente em x e por TM ao fibrado tangente. O espaço Γ(TM)

de seções diferenciáveis do fibrado tangente TM é justamente o conjunto de campos de

vetores sobre M . Uma conexão sobre M , é uma aplicação dada por:

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM)

(X, Y ) 7→ ∇XY

e que satisfaz as seguintes afirmações:

(1) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇XZ,

(2) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(3) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ,

para todo X, Y, Z ∈ Γ(TM) e f, g ∈ C∞(M). Seja x = {x1, ..., xd} uma carta local sobre

um aberto O de M , então o conjunto de campos de vetores {X1 = ∂
∂x1 , ..., Xd = ∂

∂xd}
gera o espaço tangente TxM . Os śımbolos de Christoffel Γk

ij são funções sobre O definidos

uńıvocamente pela seguinte relação:

∇Xi
Xj = Γk

ijXk.

Seja M uma variedade munida de uma conexão ∇. Dizemos que um campo V é

paralelo ao longo de uma curva {xt} em M , se ∇ẋV = 0 em cada ponto da curva. Neste

caso se o campo V , esta dado em coordenadas locais por: V = viX i, então V será

paralelo se, e somente se suas componentes vi satisfazem o seguinte sistema de equações

diferenciáveis ordinárias de primeiro ordem:

v̇k(t) + Γk
ij(xt)ẋ

jvl(t) = 0 ∀k = 1, ..., d. (2.1)

Assim, em coordenadas locais, o transporte paralelo de V ao longo da curva {xt} é

uńıvocamente determinado por seu valor inicial em t = 0. Para cada x ∈ M consideramos

o conjunto

F(M)x = {u : Rd → TxM, tal que u é isomorfismo},

onde d = dim M . Chamamos a este conjunto, como o espaço de todas as bases sobre

x. Logo, para {e1, ..., ed} uma base canônica ortonormal de Rd temos que {ue1, ..., ued}
constitui uma base do espaço tangente TxM . Logo, o fibrado de bases é definido por:

F(M) =
⋃

x∈M
F(M)x.



Caṕıtulo 2 • Movimento Browniano em uma Variedade Riemanniana (M, g) 21

Observamos que F(M), tem estrutura de variedade diferenciável com dimensão d+d2,

e a projeção canônica

π : F(M) → M

u 7→ π(u)

com π(u) = x para cada u ∈ F(M), é uma aplicação diferenciável.

Definição 2.1. Uma curva {ut} em F(M) é dita horizontal se para cada e ∈ Rd o

campo de vetores {ute} é o transporte paralelo de uma base u0 ∈ F(M) ao longo da

curva {π(ut)} em M . Um vetor tangente X ∈ Tu F(M) é dito horizontal se, ele é o

vetor tangente a uma curva horizontal.

Denotamos por Hu F(M) o conjunto de vetores tangentes às curvas horizontais pas-

sando por um ponto fixo u ∈ F(M). Este é um subespaço de dimensão d do espaço

tangente Tu F(M). Nos referimos a ele como o subespaço horizontal de Tu F(M) e a

partir de isto, obtemos a seguinte decomposição:

Tu F(M) = Hu F(M)⊕ Vu F(M),

onde Vu F(M) é o subespaço vertical, constitúıdo pelos vetores verticais em u. Observe

que, um vetor X ∈ Tu F(M) será chamado vertical, se ele é tangente à fibra F(M)π(u). A

partir desta decomposição, a projeção canônica induz um isomorfismo π∗ : Hu F(M) →
Tπ(u)M , onde para cada vetor X ∈ TxM e cada base u em x, existe um único vetor

horizontal X∗, denominado levantamento horizontal de X em u, tal que π∗(X
∗) = X.

Assim, se X é um campo de vetores sobre M , então X∗ será um campo de vetores

horizontais sobre F(M). Seja u ∈ F(M). Para cada e ∈ Rd, definimos o campo vetorial

He em F(M), pela seguinte relação

He(u) = (ue)∗

= ”O levantamento horizontal de ue ∈ Tπ(u)M a u”

que constitui um campo de vetores horizontais sobre F(M).

Sejam {e1, ..., ed} uma base ortonormal unitária de Rd. Então, sobre o fibrado de bases

F(M) definimos d campos de vetores horizontais, dados por Hi = Hei onde i = 1, ..., d.

Eles são denominados campos horizontais fundamentais sobre F(M). Assim, para cada

u ∈ F(M) obtemos que Hi(u) é o único vetor horizontal em Hu F(M) cuja projeção é

dada pelo i-ésimo vetor unitário uei da base ortonormal {ue1, ..., ued}. Isto é,

Hi(u) = (uei)
∗ ∈ Hu F(M),
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onde sua projeção, é dada por:

π∗(Hi(u)) = uei.

Dada uma carta local x = {xi} em uma vizinhança O ⊂ M , temos que esta induz uma

outra carta local Õ = π−1(O) sobre F(M) como segue: Seja {X1 = ∂
∂x1 , ..., Xd = ∂

∂xd}
uma base de TxM definida pela carta. Então, para cada u ∈ Õ ⊂ F(M), uei = ejiXj,

para alguma matriz e = (eji ) ∈ GL(d,R). Assim, resulta que (x, e) = (xi, eji ) ∈ Rd+d2

constitui uma carta local para Õ. Portanto, em termos desta carta, para cada u ∈ Õ

o subespaço vertical Vu F(M) está gerado por {Xkj = ∂
∂ekj

, 1 ≤ j, k ≤ d} e o espaço

tangente Tu F(M) é gerado por {Xi, Xij, 1 ≤ i, j ≤ d}. Desta maneira com a carta

(x, e) = {(xi, eji )} de uma vizinhança Õ de F(M) podemos dar uma expressão local do

campo vetorial horizontal fundamental sobre F(M).

Proposição 2.2. Considerando a carta local sobre o fibrado de bases F(M) descrita

acima, em u = (x, e) = {(xi, ekj )} ∈ F(M), obtemos que:

Hi(u) = ejiXj − ejie
l
mΓ

k
jl(x)Xkm (2.2)

onde Xi =
∂
∂xi e Xkm = ∂

∂ekm

Demonstração. Seja u ∈ Õ ⊂ F(M), então

Hi(u) = (uei)
∗

é o levantamento horizontal de uei ∈ TxM , onde ei é a i-ésima coordenada de um vetor

unitário em Rd. Consideramos a curva horizontal t 7→ ut = (xt, e(t)), com u0 = u tal que

π∗u̇0 = uei. Assim, como π∗Hi(u) = uei = π∗u̇0 então

Hi(u) = u̇0 = ẋj
0Xj + ėkm(0)Xkm (2.3)

pois u̇t = (ẋt, ė(t)) e {Xi =
∂
∂xi}di=1 é base de TxM .

Observamos que o campo V (t) = ekm(t)Xk é paralelo ao longo da curva Xt = {xi
t}

para cada m, então por (2.1) satisfaz,

ėkm(t) + Γk
ij(xt)ẋ

j
te

l
m(t) = 0

Mas, para t = 0 tem-se

ėkm(0) = −ẋj
0e

l
m(0)Γ

k
jl(x0) (2.4)

Por outro lado vemos que π(ut) = xt, então ẋ0 = π∗(u̇0) = uei, ẋ
j
0 = eji . Substituindo

isto em (2.3) e (2.4) obtemos que

Hi(u) = ejiXj − ejie
l
mΓ

k
jl(x)Xkm
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2.2 Levantamento horizontal e desenvolvimento es-

tocástico

Nesta seção, introduzimos as noções de levantamento horizontal, desenvolvimento e

anti-desenvolvimento estocástico, de modo que permitam identificar as curvas em Rn

como curvas na variedade M e vice-versa. Começamos fazendo isto, para uma curva

diferenciável {xt} em M , para depois apresentar uma generalização natural que nos

permita fazer o mesmo para semimartingales Xt sobre M . Para mais detalhes sobre isto

ver, o livro de E.P. Hsu [2].

Seja F(M) o fibrado de bases de uma variedade M , equipada convenientemente com

a conexão Levi-Civita ∇, temos que uma curva diferenciável {xt} em M , pode se levantar

para uma curva horizontal {ut} em F(M). Dada por

ut : R
d → Txt

M

e como ẋt ∈ Txt
M , então u−1

t ẋt ∈ Rd.

Definição 2.3. Uma curva {wt} em Rd é o anti-desenvolvimento de uma curva {xt} em

M (ou da curva horizontal {ut} em F(M)) se

wt =

∫ t

0

u−1
s ẋsds. (2.5)

Assim, de (2.5) tem-se utẇt = ẋt. Então

Hẇt
(ut) = (utẇt)

∗

= (ẋt)
∗

= u̇t.

Portanto, o anti-desenvolvimento {wt} e o levantamento horizontal {ut} de {xt} sobre

M , estão ligados por uma equação diferencial ordinaria sobre F(M), dada por:

u̇t = Hi(ut)ẇ
i
t (2.6)

Isto motiva a seguinte definição.

Definição 2.4. Para uma curva diferenciável {wt} em Rd, a curva diferenciável {ut}
definida por

u̇t = Hi(ut)ẇ
i
t

é chamada o desenvolvimento de {wt} em F(M). Sua projeção π(ut) = xt é chamada o

desenvolvimento da {wt} em M .
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Seja X uma semimartingale sobre M . O levantamento horizontal U de X é obtido

via solução de uma equação diferencial estocástica similar à equação (2.6). Considerando

então a equação diferencial estocástica sobre o fibrado de bases F(M)

dUt =
d∑

i=1

Hi(Ut) ◦ dW i
t (2.7)

ondeW = (W 1, ...,W d) é uma semimartingale a valores em Rd. Note que temos assumido

implicitamente que a variedade M está equipada com uma conexão ∇, e {Hi} são os

correspondentes campos horizontais fundamentais sobre F(M).

Definição 2.5. Seja (Ω,F∗,P) o espaço de probabilidade filtrado, para todo processo F∗-

adaptado tem-se

(i) Uma semimartingale U , que toma valores em F(M), é dita horizontal se existe

uma semimartingale W a valores em Rd, tal que (2.7) se cumpre. A única semi-

martingale W a valores em Rd, é chamada o anti-desenvolvimento de U (ou de sua

projeção X = π(U) na variedade M).

(ii) Seja W uma semimartingale a valores em Rd e U0 uma variável aleatória F0-

mensurável, que toma valores em F(M). A solução U da equação diferencial es-

tocástica (2.7) é chamada de desenvolvimento (estocástico) de W em F(M). Sua

projeção X = π(U) é chamada desenvolvimento (estocástico) de W na variedade

M .

(iii) Seja X uma semimartingale a valores em M . Uma semimartingale horizontal U que

toma valores em F(M) tal que sua projeção π(U) = X é chamada de levantamento

horizontal (estocástico) de X.

DadaX uma semimartingale emM , queremos provar a existência de um levantamento

horizontal via solução de alguma equação diferencial estocástica sobre o fibrado de bases

F(M) que seja dada pela semimartingale X. Para este propósito, vamos assumir que

M é uma subvariedade de Rn e consideramos X = {Xα} como uma semimartingale que

toma valores em Rn.

Para cada x ∈ M , seja P (x) : Rn → TxM a projeção ortogonal de Rn sobre o sub-

espaço TxM ⊆ Rn. Então, intuitivamente sobre Rn, devemos ter

Xt = X0 +

∫ t

0

P (Xs) ◦ dXs. (2.8)
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Observamos que se Pα(x) = P (x)(ξ) é a projeção em TxM da α-ésima coordenada do

vetor unitário ξα ∈ Rn, então podemos reescrever (2.8) como

dXt = Pα(Xt) ◦ dXα
t .

Seja P ∗
α(u) o levantamento horizontal de Pα(π(u)) para u ∈ F(M), então obtemos n

campos de vetores horizontais. Consideramos a seguinte equação diferencial estocástica

sobre F(M) dada por:

dUt =
N∑

α=1

P ∗
α(Ut) ◦ dXα

t , (2.9)

que tem uma solução para uma base U0 dada.

Teorema 2.6. A solução da equação (2.9) é o levantamento horizontal de X a F(M).

Antes de provar este teorema, precisamos de analisar outros resultados que nos

servirão de muita ajuda.

Sejam f = {fα} : M → Rn a função coordenada e seu levantamento f̃ : F(M) → Rn.

A projeção π : F(M) → M é considerada como uma função a valores em Rn sobre F(M),

dada por

f̃(u) = f(πu) = πu ∈ M ⊆ Rn.

Lema 2.7. Seja f̃ : F(M) → Rn a função projeção, então as seguintes identidades se

cumprem sobre F(M).

P ∗
α f̃(u) = Pα(π(u)) , (2.10)

e
n∑

α=1

Pα(π(u))Hif̃
α(u) = uei. (2.11)

Demonstração. Seja u ∈ F(M), consideramos a curva {ut} com u0 = u que é o levan-

tamento horizontal de uma curva {xt} em M , tal que Pα(πu) = ẋ0, dáı P
∗
α(u) = u̇0.

Assim,

P ∗
α f̃(u) =

[
d

dt
f̃(ut)

]

t=0

=

[
d

dt
π(ut)

]

t=0

= ẋ0 = Pα(π(u)).

Para provar (2.11), do mesmo jeito consideramos {vt} com v0 = u que é o levantamento

horizontal da curva {yt} em M com ẏ0 = uei. Então,

Hif̃(v) =

[
d

dt
f̃(vt)

]

t=0

=

[
d

dt
π(vt)

]

t=0

= ẏ0 = uei.
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O que significa que Hif̃(u) ∈ Tπ(u)M , então P (π(u))Hif̃(u) = Hif̃(u). Assim,

N∑

α=1

Pα(π(u))Hif̃
α(u) = P (π(u))Hif̃(u)

= Hif̃(u)

= uei.

Portanto, as identidades dadas nas equações (2.10) e (2.11) são satisfeitas sobre F(M).

No seguinte lema provamos que cada semimartingale sobre uma subvariedade M

fechada de Rn é uma solução de uma equação diferencial estocástica do tipo Stratonovich

sobre M .

Lema 2.8. Seja M uma subvariedade fechada de Rn. Para cada x ∈ M , considere

P : Rn → TxM a projeção ortogonal de Rn no espaço tangente TxM . Se X é uma

semimartingale a valores em M , então

Xt = X0 +

∫ t

0

Pα(Xs) ◦ dXα
s . (2.12)

Demonstração. Consideramos as aplicações dadas por;

Pα(x) = P (x)ξα e Qα(x) = ξα − P (x)ξα,

onde {ξα} é uma base canônica para Rn. Assim a projeção ortogonal Pα(x) é tangente a

M e Qα(x) é normal a M . Além disso Pα +Qα = ξα. Denotamos por

Yt = X0 +

∫ t

0

Pα(Xs) ◦ dXα
s . (2.13)

Afirmamos que Yt ∈ M . Com efeito, seja f uma função diferenciável não-negativa sobre

Rn que se anula sobre M . Aplicando a fórmula de Itô, resulta:

f (Yt) = f (X0) +

∫ t

0

Pαf (Xs) ◦ dXα
s .

Mas se x ∈ M , então Pα(x) ∈ TxM e Pαf(x) = 0. Por tanto Pα(Xt) = 0 e f(Yt) = 0, o

que mostra que Y dado em (2.13) está em M .

Seja h : Rn → M uma função, tal que para cada x ∈ M faz corresponder um ponto

sobre M próximo a x. Como M é uma subvariedade fechada de Rn, h é uma função

diferenciável que está bem definida sobre uma vizinhança de M e é constante em cada
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segmento de linha perpendicular a M . Isto significa que Qαh(x) = 0 para cada x ∈ M ,

pois Qα é normal a M . Assim, considerando ξα como um campo de vetores sobre Rn

temos

Pα h(x) = Pα h(x) +Qα h(x) = ξα, ∀x ∈ M. (2.14)

Por tanto, para Yt ∈ M obtemos

Yt = h(Yt)

= X0 +

∫ t

0

Pαh (Xs) ◦ dXα
s

= X0 +

∫ t

0

ξαh (Xs) ◦ dXα
s

= h(Xt)

= Xt.

Observe que as últimas igualdades provêm da fórmula de Itô e do fato de queXt ∈ M .

Agora, estamos em condições de provar o Teorema 2.6 que é um dos teoremas mais

importantes desta seção.

Demonstração. {Prova do Teorema 2.6}
Assumamos que M é uma subvariedade fechada de Rn. Pelo Lema 2.8, para uma semi-

martingale Xt sobre M , temos que

Xt = X0 +

∫ t

0

Pα(Xs) ◦ dXα
s , (2.15)

pode ser considerado como uma equação diferencial estocástica sobre M .

Seja f̃ : F(M) → M ⊆ Rn como antes, se consideramos Yt = f(Ut) = π(Ut), só

bastará mostrar que Xt ≡ Yt. De fato, aplicando a fórmula de Itô a f(Ut) resulta que,

Yt = Y0 +

∫ t

0

P ∗
αf (Us) ◦ dXα

s

= Y0 +

∫ t

0

Pα (π (Us)) ◦ dXα
s

= Y0 +

∫ t

0

Pα (Xs) ◦ dXα
s .

Observe que a segunda igualdade provém do Lema 2.7, de onde P ∗
αf(u) = Pα (π(u)) e

π (Ut) = Xt. Assim, temos que Yt satisfaz a mesma equação diferencial estocástica que

Xt, dada em (2.15), mas por unicidade das soluções temos que X = Y = π(U). Portanto,

U é levantamento horizontal de X.
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Uma consequência quase imediata deste teorema é mostrar que, para o levantamento

horizontal U deX, podemos escrever seu anti-desenvolvimento de uma única forma, como

na equação (2.16) dada no teorema seguinte.

Teorema 2.9. Uma semimartingale horizontal U , sobre o fibrado de bases ortonormais

F(M), tem um único anti-desenvolvimento W , dado por:

Wt =

∫ t

0

U−1
s Pα (Xs) ◦ dXα

s , (2.16)

onde Xt = π (Ut).

Demonstração. Para mostrar que W é o único anti-desenvolvimento de U , devemos

mostrar que W é uma semimartingale a valores em Rd dada por

dUt = Hi (Ut) ◦ dW i
t .

Com efeito, seja f̃ : F(M) → M ⊆ Rn a função projeção ortogonal considerada como

uma função a valores em Rn sobre F(M), dada por f̃ (Ut) = π (Ut) = Xt. Então, para f̃

tem-se

dXt = Hif̃ (Ut) ◦ dW i
t ,

ou equivalentemente

dXα
t = Hif̃

α (Ut) ◦ dW i
t .

Multiplicando ambos membros por U−1
t Pα (Xt) ∈ Rd e usando a equação (2.11) obtemos

que

U−1
t Pα (Xt) ◦ dXα

t = U−1
t Pα (Xt)Hif̃ (Ut) ◦ dW i

t

= U−1
t (Utei) ◦ dW i

t

= ei dW
i
t .

Mas isto implica que:

Wt =

∫ t

0

U−1
s Pα (Xs) ◦ dXα

s .

Assim temos verificado a seguinte correspondência

W ↔ U ↔ X
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que é de muita utilidade, pois transforma um processo X a valores em M , a um processo

W que toma valores no espaço euclidiano onde é mais fácil de trabalhar. Observamos

que este procedimento é válido para qualquer semimartingale a valores em M e depende

da conexão usada para definir o levantamento horizontal.

2.3 Integrais Estocásticas em Variedades

Como uma aplicação dos conceitos de levantamento horizontal e anti-desenvolvimento

estocástico, a continuação definiremos a integral estocástica sobre uma variedade Riema-

nniana M .

Definição 2.10. Sejam θ uma 1-forma sobre M e X uma semimartingale a valores em

M . Seja U o levantamento horizontal de X no F(M) e W seu correspondente anti-

desenvolvimento(com respeito a qualquer conexão). Então a integral (estocástica) de θ

ao longo de X[0, t] é definida como

∫

X[0,t]

θ =
n∑

i=1

∫ t

0

θ (Usei) ◦ dW i
s .

Se consideramos à variedade M como uma subvariedade de Rn, então pelo Lema 2.8

cada semimartingale sobre M é solução de uma equação diferencial estocástica dada por

Xt = X0 +

∫ t

0

Pα(Xs) ◦ dXα
s .

A partir disto, a definição de integral estocástica é independente da escolha da conexão

para a variedade, pois a integral estocástica da 1-forma θ também pode ser escrita por

∫

X[0,t]

θ =
n∑

α=1

∫ t

0

θ (Pα) (X) ◦ dX i
s.

Se θ é uma 1-forma exata, isto é θ = df , e aplicando a fórmula de Itô para uma função

diferenciável f sobre M , tem-se

∫

X[0,t]

df =
n∑

α=1

∫ t

0

df (Pα) (X) ◦ dX i
s

=
n∑

α=1

∫ t

0

Pαf (X) ◦ dX i
s

= f(Xt)− f(X0).
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Agora, definimos a variação quadrática de uma semimartingale com respeito a um

(0, 2)-tensor. Um (0, 2)-tensor h ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M) é uma seção do fibrado vetorial

T ∗M ⊗ T ∗M , isto é, que é uma designação diferenciável de um tensor hx ∈ T ∗
xM ⊗ T ∗

xM

para cada x ∈ M . Sua escalarização h̃, é uma função a valores em Rd∗ ⊗ Rd∗ no fibrado

de bases F(M). Assim,

h̃(u)(e, f) = h(ue, uf),

para cada e, f ∈ Rd e u ∈ F(M).

Definição 2.11. Sejam h um (0, 2)-tensor sobre M e X uma semimartingale a valores

em M . Seja U o levantamento horizontal de X e W seu anti-desenvolvimento. Então a

h-variação quadrática de X é dada por
∫ t

0

h(dXs, dXs) =

∫ t

0

h̃(dWs, dWs),

ou mais precisamente,
∫ t

0

h(dXs, dXs) =

∫ t

0

h(Usei, Usej) d〈W i,W j〉s (2.17)

Observamos que, se a semimartingaleX a valores emM , é solução de uma EDE(V1, ...,

Vn, Z, X0), então a equação (2.17) pode-se reescrever como:
∫ t

0

h(dXs, dXs) =

∫ t

0

h(Vα, Vβ)(Xs) d〈Zα, Zβ〉s (2.18)

Esta nova reescrita será de muita utilidade para demonstrações posteriores.

2.4 Operador laplaciano de Beltrami

A partir de agora, considere a M uma variedade Riemanniana equipada com uma

conexão de Levi-Cevita denotada por ∇M . Definimos sobre M o operador laplaciano

de Beltrami, como um operador eĺıptico de segundo ordem, que é uma generalização do

operador de Laplace usual no espaço euclidiano. Lembremos que sobre o espaço euclidiano

t́ınhamos

△f = div grad f.

Assim, para poder definir o operador laplaciano de Beltrami ∆M sobre M , precisamos

primeiro definir o gradiente e a divergência sobre M . O gradiente grad f é o dual do

diferencial df , assim este é o único campo vetorial sobre M definido pela relação:

g (grad f,X) = df(X) = Xf, ∀X ∈ Γ(TM),
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onde g denota a métrica euclidiana. Em coordenadas locais, o gradiente é dado por:

∇f = gij
∂f

∂xi

∂

∂xj
.

A divergência divX de um campo vetorial X ∈ X(M) é definido pela contração de

um (1, 1)-tensor ∇X. Logo, em coordenadas locais divX é dado por

divX =
1√
G

∂(
√
Gai)

∂xi
,

onde o campo X =
∑

i a
i∂/∂xi.

Assim combinando as expressões locais do gradiente e divergência, obtemos que o

operador laplaciano de Beltrami ∆M sobre M , é dado por

∆M = div grad f

=
1√
G

∂

∂xi
(
√
Ggij

∂f

∂xj
).

Por tanto, ∆M é um operador eĺıptico de segundo ordem não-degenerado. Ainda

mais, da definição de divX temos

divX =
d∑

i=1

g (∇Xi
X,Xi) , (2.19)

onde {Xi}di=1 é uma base ortonormal de TxM . Então, para X = grad f vemos que o

operador div pode ser reescrito da seguinte maneira:

divX =
d∑

i=1

g (∇Xi
grad f,Xi)

=
d∑

i=1

∇Xi
g (grad f,Xi)− g (grad f,∇Xi

Xi)

=
d∑

i=1

∇2f(Xi, Xi).

Como ∆M/2 é um operador eĺıptico de segundo ordem sobre M , pelo feito na última

seção do Caṕıtulo 1, qualquer processo de difusão a valores em M gerado por ∆M/2

é chamado de um movimento Browniano sobre M . Precisamos gerar um movimento

Browniano como uma solução de uma equação estocástica tipo Itô. Vimos no primeiro

caṕıtulo, que a solução de uma equação diferencial estocástica sobre M da forma:

dXt = Vα(Xt) ◦W α
t + V0(Xt)dt,
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ondeW é um movimento Browniano euclidiano, é uma L-difusão gerada por um operador

eĺıptico de segundo ordem do tipo Hörmander:

L =
1

2

l∑

i=1

V 2
i + V0.

Se conseguirmos escrever △M nesta forma, então nosso movimento Browniano poderá

ser gerado como uma solução de uma equação diferencial estocástica sobre uma variedade

M . Infelizmente em geral, não existe uma maneira intŕınseca de fazer isto sobre uma

variedade Riemanniana. Veremos depois que se M é mergulhada isometricamente no

espaço euclidiano Rn então existe uma maneira de escrever △M como uma soma de

quadrados naturalmente associados com o mergulho. Em geral, existe um levantamento

de ∆M ao fibrado de bases ortonormais O(M), onde este levantamento terá forma de

acima, isto é, será escrito como uma suma dos quadrados dos d = dimM campos de

vetores intrinsecamente definidos sobre O(M).

Seja O(M) o fibrado de bases ortonormais sobre M e π : O(M) → M a projeção

ortogonal canônica em M . Lembremos que, o campo de vetores horizontais fundamen-

tais Hi (com respeito à conexão de Levi-Cevita ∇M) são os únicos campos de vetores

horizontais sobre O(M) tais que π∗Hi(u) = uei onde {ei}di=1 é uma base canônica de

Rd. O laplaciano horizontal de Bochner é um operador eĺıptico de segundo ordem sobre

O(M) definido por:

∆O(M) =
d∑

i=1

H2
i ,

e sua relação com o operador laplaciano de Beltrami é dada pola próxima proposição.

Proposição 2.12. O laplaciano horizontal de Bochner △O(M) é o levantamento hori-

zontal do operador laplaciano de Beltrami △M no fibrado de bases ortonormais O(M).

Mais precisamente, seja f ∈ C∞(M) e f̃ = f ◦ π seu levantamento a O(M). Então para

qualquer u ∈ O(M) tem-se

∆Mf(x) = ∆O(M)f̃(u),

onde x = π(u).

Demonstração. Notamos que para desenvolver o laplaciano sobre△O(M) precisamos achar

os operadores grad e div sobre O(M). Para fazer isto, lembremos que a escalarização de

uma 1-forma θ sobre M é dada por:

θ̃ :O(M) → Rd

u 7→ θ̃(u) = (θ(ue1), ..., θ(ued)).
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Assim θ̃ é chamado a escalarização de θ. Aplicando esta definição à 1-forma df , temos

que sua escalarização é dada por:

d̃f = (df(ue1), ..., df(ued))

= ((ue1)f, ..., (ued)f)

= (H1f̃ , ..., Hdf̃),

onde {e1, ..., ed} é uma base canônica de Rd. Então a escalarização do grad f é dada pelo

vetor

g̃rad f = (H1f̃ , ..., Hdf̃).

Por outro lado, se u ∈ O(M) e π(u) = x, então {ue1, ..., ued} é uma base ortonormal

de Tπ(u)M , pois u é isometria. Agora calculemos o operador de divergência isto é;

divX =
d∑

i=1

g (∇ueiX, uei)

=
d∑

i=1

gRd

(
u−1∇ueiX, ei

)

=
d∑

i=1

gRd

(
HiX̃(u), ei

)
,

onde X̃ é a escalarização de X. Assim, se denotamos [HiX̃(u)]i como a i-ésima compo-

nente do campo vetorial horizontal HiX̃(u), temos

divX =
d∑

i=1

[HiX̃(u)]i.

Daqui,

∆Mf(π(u)) = div(grad f(π(u)))

=
d∑

i=1

[Hig̃rad f(u)]
i

=
d∑

i=1

HiHif̃(u)

= ∆O(M)f̃(u).

Portanto, O laplaciano horizontal de Bochner △O(M) é o levantamento horizontal do

operador laplaciano de Beltrami △M no fibrado de bases ortonormais O(M).
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Gostaŕıamos de mostrar que o operador laplaciano de Beltrami △M , pode ser escrito

como a soma de d = dim(M) campos sobre TM . Mas o laplaciano horizontal de Bochner

△O(M) pode ser descrito desta maneira. Então, pela relação descrita na proposição an-

terior, é posśıvel escrever △M como uma suma de quadrados, mas isto acontece se mer-

gulhamos M isométricamente, como uma subvariedade de algum espaço euclideano. O

teorema de mergulho de Nash assegura que tais mergulhos sempre existem.

Teorema 2.13. {Teorema de mergulho de Nash}
Toda variedade Riemanniana pode ser mergulhada isometricamente em algum espaço

euclidiano com a métrica padrão.

Suponhamos então que M está mergulhada isométricamente em Rn (isto é, que a

métrica em M induzida por Rn coincide com a métrica inicial de M). Seja {ξα}nα=1 a

base canônica de Rn. Para cada x ∈ M , consideramos Pα(x) a projeção ortogonal de ξα

a TxM . Assim Pα é um campo de vetores sobre M . No próximo teorema, damos uma

caracterização do operador laplaciano de Beltrami sobre M em função deste campo de

vetores.

Teorema 2.14. Nas condições acima, temos

∆M =
n∑

α=1

P 2
α.

Demonstração. Denotemos por ∇̃ a derivada covariante em Rn. Definamos, para X, Y ∈
Γ(TM)

∇XY = a projeção de ∇̃XY a TxM,

É fácil verificar que ∇ é a conexão de Levi-Cevita sobre M . Seja f ∈ C∞(M) e como o

campo vetorial grad f é tangente a M , obtemos:

grad f =
n∑

α=1

g (grad f, ξα) ξα

=
n∑

α=1

g (grad f, Pα)Pα.

Logo, tomamos a divergência em ambos lados e utilizamos no lado direito a seguinte

fórmula:

div(hX) = Xh+ h divX
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para h ∈ C∞(M) e X ∈ Γ(TM), temos

∆Mf = div{
n∑

α=1

g (grad f, Pα)Pα}

=
n∑

α=1

Pα g (grad f, Pα) +
n∑

α=1

g (grad f, Pα) divPα

=
n∑

α=1

PαPαf +
n∑

α=1

Pα(f) divPα.

Para provar o teorema bastará mostrar que o último termo se anula. De fato, lem-

bramos que para {Xi} qualquer base ortonormal de TxM , temos a seguinte definição de

divergência

divPα =
d∑

α=1

g (∇Xi
Pα, Xi) .

Para simplificar o cálculo, consideramos {xi} um sistema de coordenadas normais de M

em x, induzida pela aplicação exponencial e seja Xi = ∂/∂xi. Como ∇Xi
Xj se anula em

x o que significa que em Rn a derivada covariante ∇̃Xi
Xj é perpendicular a M . Agora,

usando o fato que ∇ é compatible com a métrica, temos:

n∑

α=1

(divPα)Pα =
n∑

α=1

{
d∑

i=1

g (∇Xi
Pα, Xi)

}
Pα

=
n∑

α=1

{
d∑

i=1

{Xi g (Pα, Xi)− g (Pα,∇Xi
Xi)}

}
Pα

=
n∑

α=1

{
d∑

i=1

Xi g (Pα, Xi)

}
Pα

=
n∑

α=1

{
d∑

i=1

Xi gRd (ξα, Xi)

}
Pα

=
n∑

α=1

{
d∑

i=1

{
g
(
∇̃Xi

ξα, Xi

)
+ g

(
ξα, ∇̃Xi

Xi

)
}
}
Pα

=
n∑

α=1

{
d∑

i=1

g
(
ξα, ∇̃Xi

Xi

)}
Pα

= a projeção de

{
n∑

α=1

d∑

i=1

g
(
ξα, ∇̃Xi

Xi

)
ξα

}
em TpM

= a projeção de
{
∇̃Xi

Xi

}
em TpM

= 0.
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como queŕıamos mostrar.

Por último, faremos referência a seguinte identidade, que será utiliza em demonstra-

ções posteriores.

Corolário 2.15. Com as mesmas notações acima resulta

∆Mf =
n∑

α=1

∇2f(Pα, Pα)

2.5 Construção do Movimento Browniano sobre uma

Variedade Riemanniana

Nesta seção, constrúımos o movimento Browniano sobre uma variedade Riemanniana

(M, g) munida con uma métrica fixa g. O movimento Browniano será dado como um

processo de difusão gerado por un operador laplaciano de Beltrami △M/2. A partir das

propriedades do operador laplaciano de Beltrami, daremos duas construções do movi-

mento Browniano: A primeira, é via levantamento horizontal estocástico e a segunda via

mergulho isométrico de M no espaço euclidiano Rn considerando as projeções ortogonais

Pα(x) do espaço euclidiano no espaço tangente TxM , para cada x ∈ M .

2.5.1 Primeira construção do Movimento Browniano

Seja M uma variedade Riemanniana equipada com uma conexão de Levi-Cevita ∇M ,

e ∆M o operador laplaciano de Beltrami sobre M . Temos mostrado no caṕıtulo 1, que

dada uma medida de probabilidade µ sobreM , existe uma única ∆M/2-medida de difusão

Pµ sobre um espaço de medida filtrado (W (M),B∗) (onde W (M) é o espaço de caminhos

sobre M).

Lembramos que, um processo estocástico X a valores em M , é uma aplicação men-

surável X : Ω → W (M) (ou que é o mesmo que X : Ω × Rn → M) definido para

algum espaço mensurável (Ω,F). Assim, o movimento Browniano sobre M é um pro-

cesso estocástico X a valores em M , cuja lei de probabilidade coincide com a medida de

Wiener sobre um espaço de caminhos W (M) (isto é, coincide com Pµ, uma ∆M/2-medida

de difusão sobre W (M)). Na seguinte proposição damos equivalências importantes das

definições do movimento Browniano sobre M .
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Proposição 2.16. Seja X : Ω → W (M) uma aplicação mensurável definida sobre um

espaço de probabilidade (Ω,F,P). Seja µ = P ◦ X−1
0 sua distribuição inicial. Então as

seguintes afirmações são equivalentes

(1) O processo estocástico X é um ∆M/2-processo de difusão (a solução do problema

da martingale para o operador ∆M/2 com respeito a sua filtração FX
∗ ) i.e.,

M f (X)t , f (Xt)− (X0)−
1

2

∫ t

0

∆Mf (Xs) ds, 0 ≤ t < e(X),

é uma FX
∗ -martingale local, para todo f ∈ C∞(M)

(2) A lei PX = P ◦X−1é uma medida de Wiener sobre (W (M), B(W (M))) i.e., PX =

Pµ.

(3) O processo X é uma FX
∗ -semimartingale sobre M cujo anti-desenvolvimento é um

movimento Browniano euclidiano padrão.

Um processo X a valores em M , que satisfaz qualquer das condições acima é chamado

de um movimento Browniano sobre a variedade Riemanniana M .

Demonstração. A equivalência entre (1) e (2) foi discutida no caṕıtulo 1. Em seguida,

demonstraremos a equivalência entre (1) e (3).

(1) =⇒ (3). Assumamos que X é uma FX
∗ -semimartingale sobre M . Seja U o levan-

tamento horizontal de X e W seu correspondente anti-desenvolvimento. Então,

dUt = Hi(Ut) ◦ dWt.

Assim Wt é um movimento Browniano euclidiano padrão. Agora seja f ∈ C∞(M) e

f̃ = f ◦π seu levantamento sobre O(M). Aplicando a fórmula de Itô para f̃(Ut), obtemos

f̃(Ut) = f̃(U0) +

∫ t

0

∂Us
f̃(Us) ◦ dWs

= f(π(U0)) +

∫ t

0

Hi(f̃)(Us) ◦ dWs

= f(X0) +

∫ t

0

Hi(f̃)(Us)dWs +
1

2

∫ t

0

∇Hi
Hj(f̃)(Us)d〈W i,W j〉s

= f(X0) +

∫ t

0

Hi(f̃)(Us)dWs +
1

2

∫ t

0

HiHj(f̃)(Us)d〈W i,W j〉s.

ComoW é um movimento Browniano euclidiano então 〈W i,W j〉t = δijt e pela Proposição

2.12, tem-se
d∑

i=1

H2
i f̃(u) = ∆O(M)f̃(u) = ∆Mf(x),
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onde x = π(u). Assim

∫ t

0

Hi(f̃)(Us)dWs = f(Xt)− f(X0)−
1

2

∫ t

0

∆Mf(Xs)ds

= M f (X)t,

que é de fato uma martingale local.

(3) =⇒ (1). Seja X FX
∗ -semimartingale sobre M , tal que o processo:

M f (X)t = f (Xt)− f (X0)−
1

2

∫ t

0

∆Mf (Xs) ds, 0 ≤ t < e(X),

é uma FX
∗ -martingale local, para todo f ∈ C∞(M). Suponhamos que M esta mergulhada

isometricamente em Rn. Consideremos fα(x) = xα, α = 1, ..., n funções coordenadas e

f̃α = fα ◦ π seus correspondentes levantamentos a O(M). Aplicamos as hipóteses para

cada fα então

M fα

(X)t = Xα
t −Xα

0 − 1

2

∫ t

0

∆Mfα (Xs) , (2.20)

é uma martingale local. Por outro lado, para U o levantamento horizontal de X e W seu

correspondente anti-desenvolvimento, t́ınhamos

dUt = Hi(Ut) ◦ dWt.

Daqui pela fórmula de Itô para cada f̃α(Ut), temos

fα(Xt) = fα(X0) +

∫ t

0

Hi(f̃
α)(Us)dW

i
s +

1

2

∫ t

0

HiHj(f̃
α)(Us)d〈W i,W j〉, (2.21)

onde HiHj(f̃
α)(u) = ∇2f̃α(uei, uej). Afirmamos que

∫ t

0

∇2fα(dXs, dXs) =

∫ t

0

∆Mfα(Xs)ds. (2.22)

Com efeito, para f, g ∈ C∞(M) definamos,

Γ(f, g) = L(fg)− fL(g)− gL(f).

Logo, como X é uma ∆M/2-difusão, para o operador Γ definido acima tem-se

d〈Xα, Xβ〉t = d〈M fα

,M fβ〉t = Γ(fα, fβ)dt, (2.23)

mas para o operador Γ = ∆M obtemos

∆M(f, g) = ∆M(fg)− f∆M(g)− g∆M(f)
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logo

Γ(fα, fβ) = 〈∇fα,∇fβ〉 = 〈Pα, Pβ〉, (2.24)

e pelo Corolário 2.15 segue que

n∑

α,β=1

∇2f(Pα, Pβ)〈Pα, Pβ〉 =
n∑

α=1

∇2f(Pα, Pα)

= ∆Mf.

Assim, substituindo todo isto em um lado de (2.22), obtemos

∫ t

0

∇2fα(dXs, dXs) =

∫ t

0

∇2fα(Pα, Pβ)〈Pα, Pβ〉ds

=

∫ t

0

∆Mfα(Xs)ds,

o que demonstra a afirmacão. Logo, comparando as equações (2.20) e (2.21) obtemos a

seguinte igualdade

M fα

(X)t =

∫ t

0

Hi(f̃)(Us)dW
i
s . (2.25)

Para mostrar que W é um movimento Browniano, usamos o critério de Levi. Seja {ξα}
uma base canônica de Rn, então para esta base vemos que

Hi(f̃)(u) = 〈ξα, uei〉.

a partir deste fato, a equação (2.25) pode ser reescrita como

dM fα

(X)t = 〈ξα, Utei〉dW i
t

e multiplicando ambos lados por 〈ξα, Utej〉, resulta

dW j
t = 〈ξα, Utej〉dM fα

(X)t.

Logo, das equações (2.23) e (2.24) a variação quadrática de M fα

é dada por

d〈M fα

,M fβ〉t = d〈Xα, Xβ〉t
= 〈Pα, Pβ〉 dt

Assim,

d〈W i
t ,W

j
t 〉t = 〈〈ξα, Utei〉dM fα

(X)t, 〈ξα, Utej〉dM fα

(X)t〉
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=
n∑

α,β=1

〈ξα, Utei〉〈ξα, Utej〉〈dM fα

(X)t, dM
fα

(X)t〉

=
n∑

α,β=1

〈ξα, Utei〉〈ξα, Utej〉〈Pα, Pβ〉dt

= 〈Utei, Utej〉dt
= δijdt.

Portanto, a variação quadrática de W é dada por

〈W i
t ,W

j
t 〉 = δijt,

e pelo teorema de caracterização de Levi, W é um movimento Browniano euclidiano.

2.5.2 Segunda construção do movimento Browniano

Seja M uma subvariedade do espaço euclidiano Rn, munida de uma métrica fixa g. O

movimento Browniano sobre M pode ser obtido via solução de uma equação diferencial

estocástica em M . Pelo Teorema 2.14 o operador laplaciano de Beltrami ∆M pode ser

escrito como uma soma de quadrados

∆M =
n∑

α=1

P 2
α

onde, para {ξα} uma base ortonormal de Rn e cada x ∈ M , Pα(x) é a projeção ortogonal

de ξα no TxM . Cada Pα é um campo vetorial sobre M . Consideramos a seguinte equação

diferencial estocástica sobre M , dado por um movimento Browniano euclideano W de

dimensão n. {
dXt = Pα(Xt) ◦ dWα,

X0 = x ∈ M
(2.26)

que é uma equação diferenciável estocástica sobre M , pois Pα são campos de vetores

sobre M . Ainda mais, a solução Xt é um processo de difusão gerado por (1/2)
∑n

α=1 P
2
α =

(1/2)∆M . Pela fórmula de Itô, para f ∈ C∞(M) qualquer, obtemos que

f(Xt) = f(X0) +M f
t +

1

2

∫ t

0

∆Mf(Xs)ds, 0 ≤ t < e,

onde o processo:

M f
t =

∫ t

0

Pαf(Xs) · dW α
s

é uma martingale local, e pela Proposição 2.16 a solução Xt da equação (2.26), constitui

um movimento Browniano sobre M .
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Exemplo 2.17. Assim, para M = Sd a esfera d-dimensional mergulhada em Rd+1, dada

por:

Sd = {x ∈ Rd+1; ‖x‖2 = 1}

Seguiremos a construção de acima para o movimento Browniano Bt, sobre (S
n, g). Sejam

ξ ∈ Rd+1 e x ∈ Sd arbitrários temos que a projeção ortogonal de ξ no espaço tangente

TxS
d, está dada por

P (x)ξ = ξ − g (ξ, x) x.

Logo a matriz de P (x) estará dada por

(P (x))ij = g (P (x)ξi, ξj)

= g (ξi − g (ξi, x) x, ξj)

= g (ξi, ξj)− g (ξi, x) g (x, ξj)

= δij − xixj,

onde {ξi}d+1
i=1 é base canônica de Rd+1. Assim substituindo isto na equação (2.26) resulta

que a solução Bt da equação

{
dX i

t = (δij −X i
tX

j
t ) ◦ dW j

t ,

X i
0 ∈ Sd

equivalentemente

X i
t = X i

0 +

∫ t

0

(δij −X i
sX

j
s ) ◦ dW j

s , X0 ∈ Sd

constitui um movimento Browniano sobre Sd.



Caṕıtulo 3

Movimento Browniano em

Variedades Riemannianas (M, g(t))

com respeito a métricas que

dependem do tempo

No caṕıtulo anterior, apresentamos duas construções do movimento Browniano sobre

uma variedade Riemanniana (M, g), com respeito a uma métrica fixa g. A primeira foi via

levantamento horizontal de uma semimartingale que toma valores em M , no fibrado de

bases ortonormais O(M) e a segunda foi via mergulho isométrico de M no espaço euclid-

iano RN . Neste caṕıtulo, consideramos sobre M uma famı́lia de métricas {g(t)}t∈[0,T ] que

dependem diferenciávelmente do tempo e apresentaremos duas construções do movimento

Browniano sobre a variedade Riemanniana (M, g(t)), para cada t ∈ [0, T ] . Chamamos a

este processo de g(t)-movimento Browniano. Em seguida, damos alguns exemplos deste

processo sobre algumas variedades Riemannianas conhecidas (como: a Esfera e o Cilin-

dro) com métricas variando no tempo.

Também, definimos o transporte paralelo amortiguado ao longo do g(t)-movimento

Browniano e damos condições para que este seja de fato uma isometria. Em geral, parte

destas discussões serão feitas em base aos trabalhos de M. Arnaudon, K.A. Coulibaly and

A. Thalmaier [7] e A.K. Coulibaly [1].

Na última seção, mergulhando isométricamente M em Rn+1, consideramos ao fluxo

de curvatura média Mt = F (t,M) da hipersuperficie M = M0. Para ver mais detalhes

sobre isto, ver k. Ecker [6] e G. Huisken [3]. Dotamos a M da famı́lia de métricas dadas

42
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pelo Pull-Back de F (t, ·) da métrica induzida sobre Mt e caracterizamos a dito fluxo

de curvatura média em termos do g(t)-movimento Browniano. Por último, damos uma

estimação do tempo de explosão em termos do diâmetro da hipersuperficie inicial M0.

3.1 O g(t)-movimento Browniano

Nesta seção, apresentamos duas construções do movimento Browniano sobre uma

variedade Riemanniana, onde a variedade sera munida de uma famı́lia de métricas que

dependem do tempo.

SejaM uma variedade Riemanniana compacta, conexa e de dimensão n. Seja {g(t)}t∈[0,T ]

em C1,2, uma famı́lia de métricas Riemannianas sobre M . Associados a esta famı́lia

{g(t)}t∈[0,T ] de métricas temos uma famı́lia de conexões de Levi-Civita ∇g(t) e uma

famı́lia de operadores laplaciano de Beltrami ∆g(t). Assim, o movimento Browniano

sobre (M, g(t)), pode ser definido com respeito a cada métrica g(t) da seguinte maneira.

Definição 3.1. Fixemos por, (Ω, {Ft}t≥0,F,P) um espaço de probabilidade filtrado e

{g(t)}t∈[0,T ] uma C1,2-famı́lia de métricas Riemannianas sobre M . Um processo X, que

toma valores em M é chamado de um g(t)-movimento Browniano sobre M , com valor

inicial x ∈ M se para cada f ∈ C∞(M), tem-se que o processo

M f (X)t = f(Xt(x))− f(x)− 1

2

∫ t

0

∆g(s)f(Xs(x))ds

é uma martingale local.

3.1.1 Construção do g(t)-movimento Browniano via levantamento

horizontal

Seguindo o procedimento que fizemos para o caso de uma métrica fixa, passamos

a definir os campos horizontais sobre F(M). Seja {e1, ..., en} uma base ortonormal do

espaço euclidiano Rn, para cada u ∈ F(M) definamos:

Li(t, u) = (uei)
∗t = hg(t)(uei)

isto é, Li(t, u) é o ∇g(t)-levantamento horizontal de uei ∈ Tπ(u)M a u ∈ F(M). Obser-

vamos que, para cada u ∈ F(M), estes n campos horizontais fundamentais sobre F(M),

geram o espaço de campos horizontais Hu F(M). Seja Eα,β a base canônica de M(n,R)

e

lu : GL(n,R) → F(M)
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é a multiplicação a esquerda definida por lu(g) = g · u. Denotemos por Vα,β, a base

canônica dos campos verticais sobre F(M) definida por

Vα,β(u) = Dlu(Eα,β).

Para cada t ∈ [0, T ], denotemos porO(M)t = (O, g(t)) o g(t)-fibrado de bases ortonor-

mais. Podemos restringir nosso estudo sobre este espaço, do seguinte modo.

Proposição 3.2. Sejam {g(t)}t∈[0,T ] uma C1,2-famı́lia de métricas sobre M , e uma matriz

A : [0, T ]×F(M) → M(n,R)

(t, U) 7→ (Aα,β(t, U))

que é localmente Lipschitz em U uniformemente em todo compacto de t. Consideremos

a equação diferencial estocástica do tipo Stratonovich em F(M), dada por:




dUt =
n∑

i=1

Li(t, Ut) ◦ dW i +
∑

α,β

Aα,β(t, Ut)Vα,β(Ut)dt

U0 ∈ F(M), tal que U0 ∈ O(M)0

(3.1)

Então, existe uma única escolha para A, tal que Ut ∈ O(M)t. Além disso,

A(t, U) = −1

2
∂1G(t, U),

onde (∂1G(t, U))i,j = ∂1 g(t, x) (Uei, Uej).

Demonstração. Fixemos {g(t)}t∈[0,T ] a C1,2-famı́lia de métricas Riemannianas sobre a

variedadeM e {e1, ..., en} uma base ortonormal do espaço euclidiano Rn. Para a famı́lia de

isomorfismos {Ut}t∈[0,T ] temos que {Ute1, ..., Uten} constitui uma base do espaço tangente

Tπ(u)M . Observamos que, se

g(t, π(u)) (Utei, Utej) = cte (3.2)

para cada t ∈ [0, T ], e em particular para t = 0, tem-se que g(t, π(u)) (U0ei, U0ej) = 0.

Dáı Ut ∈ O(M)t para cada t. Assim, basta mostrar a equação (3.2). Com efeito,

aplicando a fórmula de Itô à função

f(t, u) = g(t, u) (uei, uej)

e considerando a equação (3.1), temos

df(t, Ut) = ∂tf(t, Ut)dt+
n∑

i=1

Li(t, Ut)f(t, Ut) ◦ dW i
t +

∑

α,β

Aα,β(t, Ut)Vα,β(Ut)f(t, Ut)dt

+
1

2

n∑

i=1

L2
i (t, Ut)f(t, Ut)dt (3.3)
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Mas, para cada i = 1, ..., n

Lif(t, Ut) =
d

ds

∣∣∣
s=t

f(t, us)

=
d

ds

∣∣∣
s=t

g(t, π(us)) (usei, usej)

= g(t, xs)
(
∇g(t)

ẋs
usei, usej

) ∣∣∣
s=t

+ g(t, xs)
(
usei,∇g(t)

ẋs
usej

) ∣∣∣
s=t

= g(t, xt)
(
∇g(t)

ẋt
utei, utej

)
+ g(t, xt)

(
utei,∇g(t)

ẋt
utej

)

= 0

a última igualdade provem do fato que o campo de vetores {ute} é o paralelo ao longo da

curva {xt = π(ut)}. Denotamos a derivada ∂sf(t, u) avaliada em t, por ∂1 g(t, x) (usei, usej)

e substituindo Lif ≡ 0 na equação (3.3) obtemos que

df(t, Ut) = ∂1 g(t, x) (Utei, Utej)dt+
∑

α,β

Aα,β(t, Ut)Vα,β(Ut)f(t, Ut)dt (3.4)

Mas, observamos que por definição o campo

Vα,β f(t, U) =
d

ds

∣∣∣
s=0

g(t, x) (U(Id+ sEα,β)ei, U(Id+ sEα,β)ej)

= g(t, x) (UEα,βei, Uej) + g(t, x) (Uei, UEα,βej)

= g(t, x) (Uδi,αeβ, Uej) + g(t, x) (Uei, Uδj,αeβ)

= δi,α g(t, x) (Ueβ, Uej) + δj,α g(t, x) (Uei, Eeβ)

= δi,α (G(t, U))β,j + δj,α (G(t, U))i,β . (3.5)

Para simplificar a notação, na equação (3.5) consideramos

(G(t, U))ij = g(t, x) (Uei, Uej)

∂1(G(t, Ut))ij = ∂1 g(t, x) (Utei, Utej)

Substituindo isto em (3.4) temos

df(t, Ut) = ∂1 g(t, x) (Utei, Utej)dt+
∑

α,β

Aα,β(t, Ut)δi,α (G(t, Ut))β,j dt

+
∑

α,β

Aα,β(t, Ut)δj,α (G(t, Ut))i,β

=

[
(∂1G(t, Ut))ij +

n∑

β=1

Aβ,i(t, Ut)(G(t, Ut))β,j

+
n∑

β=1

Aβ,j(t, Ut)(G(t, Ut))i,β

]
dt

= [(∂1G(t, Ut))ij + (G(t, Ut)A(t, Ut))ij + (G(t, Ut)A(t, Ut))ji] dt
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Mas, para que df(t, Ut) = d g(t, π(u)) (Utei, Utej) = 0, para todo t ∈ [0, T ], debemos ter

(G(t, Ut)A(t, Ut))ij + (G(t, Ut)A(t, Ut))ji = −(∂1G(t, Ut))ij (3.6)

Observemos que a partir da equação (3.6), tem-se que se

A(t, U) = −1

2
G−1(t, U) ∂1G(t, U)

então d g(t, π(u)) (Utei, Utej) = 0. Portanto, para esta escolha de A tem-se que G(t, Ut) =

Id de onde Ut ∈ O(M)t. Ainda mais, se Ut satisfaz

dUt =
n∑

i=1

Li(t, Ut) ◦ dW i − 1

2

∑

α,β

(G−1(t, U) ∂1G(t, U))α,βVα,β(Ut)dt,

onde U0 ∈ O(M){t=0}, então G(t, Ut) = Id. Portanto G−1(t, Ut) = Id e assim

A(t, U) = −1

2
∂1G(t, U),

onde (∂1G(t, U))α,β = ∂1 g(t, x) (Ueα, Ueβ). Logo, pelo teorema de existência e unicidade

de soluções conclúımos a demonstração da proposição.

Assim, temos o processo Ut ∈ O(M)t como solução de uma equação diferencial es-

tocástica e ainda mais, tal Ut é isometria. Em base a este processo definiremos o g(t)-

movimento Browniano Xt(x) e o g(t)-transporte paralelo. Mas para isto precisaremos de

uma generalização da seguinte proposição:

Proposição 3.3. Seja X ∈ Γ(TM) e θ ∈ Γ(T ∗M) então a escalarirazação da derivada

covariante ∇Xθ é dada por:

∇̃Xθ = X∗θ̃

onde X∗ é o levantamento horizontal de X.

Demonstração. Sem perda de generalidade consideremos θ = Y um campo vetorial.

Sejam {xt = x(t)} uma curva diferenciável em M , tal que ẋ(0) = X e {ut = u(t)} o

levantamento horizontal da curva {xt}, começando em u0. Consideramos o transporte

paralelo ao longo da curva {xt} dado por:

//0,t = utu
−1
0 : Tx(0) → Tx(t)M

onde ut : R
d → Tx(t)M é uma base em F(M).
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Observamos que, a derivada covariante do campo Y ao longo do campo X é dado por

(∇XY ) =
d

dt
(//0,t)

−1Y (xt) (3.7)

onde a derivada é avaliada em t = 0. De fato, observamos que o transporte paralelo

//0,t = utu
−1
0 é uma isometria linear.

Sejam W0, V0 ∈ Tx(0)M com V (t) = //0,t(V0) e W (t) = //0,t(W0) seus respectivos

transportes paralelos ao longo da curva {x(t)}. Então

d

dt
g (V (t), W (t)) = g

(
D

dt
V (t), W (t)

)
+ g

(
V (t),

D

dt
W (t)

)

= 0.

Mas, para t = 0 temos que g (V (0), W (0)) = g (V0, W0). Assim

g (//0,t(V0), //0,t(W0)) = g (V0, W0)

Para W ∈ Tx(0)M arbitrário, temos ‖//0,t(W )‖ = ‖W‖ o que significa que //0,t é

injetiva e como dimTx(0)M = dimTx(t)M , então //0,t é bijetiva. Pela definição de campo

paralelo vemos claramente que //0,t é uma aplicação linear. Assim, //0,t é uma bijeção

linear entre espaços vetoriais que preserva produto interno, por tanto //0,t é uma isometria

linear.

Agora mostremos (3.7), para isto consideremos {e1(0), ..., ed(0)} uma base ortonormal

de Tx(0)M , com d = dimTx(0)M . Então {e1(t) = ute1(0), ..., ed(t) = uten(0)} constitui

uma base ortonormal de Tx(t)M . Assim

Y (x(t)) =
d∑

i=1

ai(t)ei(t)

onde {ai(t)}di=1 são as coordenadas do campo Y (x(t)) na base {ei(t)}di=1. Logo, tomando

a diferenciação covariante de ambos lados na equação anterior, ao longo do campo X e

usando o fato que {ei(t)}di=1 é paralelo ao longo da curva x(t), temos

∇XY =
d∑

i=1

ȧi(0)ei(0). (3.8)

Por outro lado,

(//0,t)
−1Y (x(t)) =

∑
ai(t)(//0,t)

−1(ei(t)) =
∑

ai(t)ei(0),
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e derivando esta equação com respeito a t, tem-se

d

dt
(//0,t)

−1Y (x(t)) =
∑

ai(0)ei(0)

de onde, por comparação com a equação (3.8), obtemos

∇XY =
d

dt
(//0,t)

−1Y (x(t))

como queŕıamos. Logo, pela definição de levantamento horizontal de X, temos que

X∗ = u̇0. Assim, a partir de

Ỹ (u(t)) = u−1
t Y (x(t)) = u−1

0 (//0,t)
−1Y (x(t))

tem-se

X∗Ỹ =
d

dt
Ỹ (u(t))

= u−1
0

d

dt
(//0,t)

−1Y (x(t))

= u−1
0 ∇XY (x(0))

= ∇̃XY .

Assim, a proposição fica demonstrada.

Para fazer uma generalização deste resultado a nosso contexto, denotamos por:

Fθ : F M → Rd

u 7→ F i
θ(u) = θπ(u)(uei)

a escalarização de θ ∈ Γ(T ∗M), onde {ei}ni=1 é uma base canônica de Rd. Assim, pela

proposição anterior temos que, para todo A ∈ Γ(TM) a escalarização da derivada covari-

ante de θ ao longo de A, é dada pelo levantamento horizontal de A e da escalarização de

θ, isto é,

(∇̃Aθ)π(U)(Uei) = h(Aπ(U))F
i
θ .

Fazendo variar a métrica, obtemos que ∇g(t) e hg(t) dependem do tempo. Assim, para

θ = df e todo u ∈ F M , a equação anterior toma a seguinte forma:

(
˜∇g(t)
A df

)

π(U)

(Uei) = hg(t)
(
Aπ(U)

)
F i
df .
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Observemos que para f ∈ C∞(M),

Li(t)(f ◦ π)(U) = d(f ◦ π)Li(t, U)

= (df)π(U)(Uei)

= F i
df (U)

Usando isto, vemos que

Li(t)Lj(t)(f ◦ π)(U) = Li(t)
[
Lj(t)(f ◦ π)(U)

]

= Li(t)
[
F j
df (U)

]

= hg(t) (Uei)F
j
df

=

(
˜∇g(t)
Uei

df

)
(Uej)

= ∇g(t)df (Uei, Uej)

Pelo feito acima, estamos nas condições de demonstrar a seguinte proposição, onde se

apresenta a construção do g(t)-movimento Browniano via os campos horizontais Li(t, ·).

Proposição 3.4. Suponhamos que Ut satisfaz, a equação diferencial estocástica do tipo

Stratonovich em F(M), dada por:





dUt =
∑

i=1

Li(t, Ut) ◦ dW i − 1

2

∑

α,β

∂1G(t, Ut)α,βVαβ(Ut)dt

U0 ∈ F(M) tal que U0 ∈ (Ox(M), g(0)).

(3.9)

Então, o processo Xt = π(Ut) com valor inicial x, é um g(t)-movimento Browniano sobre

(M, g(t)).

Demonstração. Pela Definição 3.1, o processo Xt será um g(t)-movimento Browniano se,

para todo f ∈ C∞(M) o processo

M f (X)t = f(Xt)− f(x)− 1

2

∫ t

0

∆g(t)f(Xs)ds (3.10)

é uma martingale local. Observemos que a equação (3.10) equivale a

d(M f (X)t) = d(f(Xt))−
1

2
∆g(t)f(Xt)dt

isto é, d(f(Xt)) é igual
1
2
∆g(t)f(Xt)dt a menos de uma martingale local. Mostremos isto,

seja f ∈ C∞(M) e f̃ = f ◦ π seu levantamento a O(M), aplicando a fórmula de Itô a
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f̃(Ut) obtemos

d(f(Xt)) = d(f ◦ π ◦ Ut)

=
n∑

i=1

Li(t)(f ◦ π)(Ut)dW
i

+
1

2

n∑

i,j=1

Li(t)Lj(t)(f ◦ π)(Ut) g
(
dW i, dW j

)
t

dM
=

1

2

n∑

i=1

∇g(t) df(Utei, Utei) dt,

onde a última equação, denota igualdade a menos de martingale local. Logo, como

Ut ∈ O(M)t então

d(f(Xt))
dM
=

1

2
∆g(t)f(π ◦ Ut)dt

dM
=

1

2
∆g(t)f(Xt)dt

como queŕıamos mostrar.

Definimos o g(t)-transporte paralelo ao longo do g(t)-movimento Browniano, por

//0,t = Ut ◦ U−1
0 onde Ut é solução da equação (3.9). Dizemos que ele é transporte par-

alelo, pois é uma extensão natural do transporte paralelo usual no caso de uma métrica

constante. Da demostração da Proposição 3.3, o g(t)-transporte paralelo

//0,t : TX0(M, g(0)) → TXt
(M, g(t))

é uma isometria linear.

Consideramos uma base ortonormal {v1, ..., vn} de TX0(M, g(0)). Para um g(t)-

movimento Browniano como na Proposição 3.4, temos

dXt = //0,tvi ◦ dW i
t (3.11)

Assim, a fórmula de Itô dada por

df(Xt) = g(t, x0)
(
∇g(t)f, //0,t vi

)
dW i +

1

2
∆g(t) f(Xt) dt. (3.12)

para f ∈ C2(M).

3.1.2 Construção do g(t)-movimento Browniano via mergulho

isométrico

Fixamos {gt = g(t)}t∈[0,T ] uma C1,2-famı́lia de métricas Riemannianas sobre M . Con-

sideramos a variedade produto N = M×[0, T ], e munindo a esta variedade com a métrica
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produto dada por

g∗ : T (M × [0, T ])× T (M × [0, T ]) → R

( (u, a∂t), (v, b∂t) ) 7→ gt(u, v) + ab

onde a e b são constantes positivas em R. Observamos que de fato, g∗ define uma métrica

em N = M × [0, T ], isto é que g∗ é uma forma bilinear, simétrica e definida positiva, pois

gt o é uma métrica para todo t ∈ [0, T ]. Seja

I : (N, g∗) −→ (Rn+1, gcân)

o mergulho isométrico, onde

gcân
(
(dI)(x,t)(u, a∂t), (dI)(x,t)(v, b∂t)

)
(x,t)

= g∗ ((u, a∂t), (v, b∂t))(x,t)

= gt(u, v) + ab g(∂t, ∂t)

= gt(u, v) + ab.

Assim, a métrica g∗ em N = M × [0, T ], é tomada de modo que N = M × [0, T ] seja

mergulhada isométricamente como uma subvariedade de Rn+1. Denotemos por Ñ = I(N)

e Mt = I(M, t) para cada t ∈ [0, T ]. Logo a aplicação,

It : M −→ Mt ⊆ Rn+1

x 7−→ It(x) = I(x, t)

é um difeomorfismo sobre sua imagem Mt = I(M, t). Para cada p = I(x, t) ∈ Mt ⊆ Ñ ,

denotemos por P̃α(p) a projeção ortogonal do espaço euclidiano Rn+1 no espaço tangente

TpÑ e por

P t
α(p) = P1

(
P̃α(p)

)
,

a projeção ortogonal sobre o espaço tangente Tp(Mt). Assim, temos os campos P t
α sobre

Ñe consideramos a equação diferencial estocástica sobre Ñ dada por:





dXt =
n+1∑

α=1

P t
α(Xt) ◦ dW α,

X0 ∈ M0

(3.13)

onde, W é o movimento Browniano euclidiano n+1-dimensional. Observe que a solução

Xt da equação (3.13) está em Mt para cada t. Para cada p ∈ Mt, assuma que

n+1∑

α=1

(P t
α)

2(f ◦ I−1
t )(p) = (∆gtf) ◦ I−1

t (p), (3.14)
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se cumpre, para cada f ∈ C∞(M). Definimos ϕ : Ñ → M por ϕ(p) = P1 ◦ I−1(p) para

todo p ∈ Ñ = I(N). Ainda mais, observamos que para todo p = I(x, t) ∈ Mt tem-se

f ◦ I−1
t (p) = f(x) = f ◦ ϕ(p) (3.15)

para cada f ∈ C∞(M). Logo o processo Yt = ϕ(Xt) constitui um movimento Browniano

sobre (M, gt). De fato, seja f ∈ C∞(M) e utilizando as equações (3.14) e (3.15) temos

d(f ◦ ϕ(Xt)) =
n+1∑

α=1

P t
α(f ◦ ϕ)(Xt) ◦ dW α

dM
=

1

2

n+1∑

α=1

(P t
α)

2(f ◦ ϕ)(Xt) dt

dM
=

1

2

n+1∑

α=1

(P t
α)

2(f ◦ I−1
t )(Xt) dt

dM
=

1

2
(∆gtf) ◦ I−1

t (Xt) dt

dM
=

1

2
(∆gtf) ◦ ϕ(Xt) dt.

Portanto

df(Yt)
dM
=

1

2
∆gtf(Yt)

o que significa, que o processo Yt é um movimento Browniano sobre (M, gt).

Teorema 3.5. A seguinte identidade

n+1∑

α=1

(P t
α)

2(f ◦ I−1
t ) = (∆g(t)f) ◦ I−1

t ,

vale para cada f ∈ C∞(M) e It como acima.

Demonstração. Seja f ∈ C∞(M) e {e1, ..., en+1} uma base ortonormal do espaço eucli-

diano Rn+1. Observe que, It é uma isometria para cada t ∈ [0, T ], pois I é isometria.

Assim, denotando por ft = f ◦ I−1
t temos que o campo gradt ft esta no espaço tangente

de Mt, então ele é dado por;

gradt ft =
n+1∑

α=1

gRn+1

(
gradRn+1 ft, P1

(
P̃α(p)

))
eα

=
n+1∑

α=1

gRn+1

(
gradRn+1 ft, P

t
α

)
P t
α.
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Em seguida, tomando divergência a ambos lados, temos que

∆g(t)ft = divt(gradt ft)

= divt

{
n+1∑

α=1

gRn+1

(
gradRn+1 ft, P

t
α

)
P t
α

}

=
n+1∑

α=1

[
P t
α gRn+1

(
gradRn+1 ft, P

t
α

)
+ gRn+1

(
gradRn+1 ft, P

t
α

)
divt P

t
α

]

=
n+1∑

α=1

P t
αP

t
αft +

n+1∑

α=1

P t
α(ft) divt P

t
α.

Para cada p ∈ Mt, consideramos uma carta local {p = {xi}}, tal que {X1 =

∂/∂x1, ..., Xd = ∂/∂xd} constitui uma base ortonormal de TpMt. Como ∇g(t)
Xi

Xj (onde,

∇g(t)
Xi

Xj denota a projeção de ∇̃Xi
Xj a TpMt, para ∇̃ conexão em Rn+1) se anula em p o

que significa que em Rn+1 a derivada covariante ∇̃Xi
Xj, é perpendicular a Mt. Usando

o fato que ∇g(t) é compat́ıvel com a métrica, tem-se que

n+1∑

α=1

(divt P
t
α)P

t
α =

n+1∑

α=1

{
d∑

i=1

gt

(
∇g(t)

Xi
P t
α, Xi

)}
P t
α

=
n+1∑

α=1

{
d∑

i=1

{Xi gt
(
P t
α, Xi

)
− gt

(
P t
α,∇

g(t)
Xi

Xi

)}
P t
α

=
n+1∑

α=1

{
d∑

i=1

Xi gt
(
P t
α, Xi

)
}
P t
α

=
n+1∑

α=1

{
d∑

i=1

Xi gRn+1 (eα, Xi)

}
P t
α

=
n+1∑

α=1

{
d∑

i=1

gRn+1

(
∇̃Xi

eα, Xi

)
+ gRn+1

(
eα, ∇̃Xi

Xi

)}
P t
α

=
n+1∑

α=1

{
d∑

i=1

gRn+1

(
eα, ∇̃Xi

Xi

)}
P t
α

= a projeção de

{
n+1∑

α=1

d∑

i=1

gRn+1

(
eα, ∇̃Xi

Xi

)
eα

}
em TpMt

= a projeção de
{
∇̃Xi

Xi

}
em TpMt

= 0.

Como queŕıamos provar.
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3.2 Exemplos do g(t)-movimento Browniano

Nesta seção, apresentaremos alguns exemplos das construções do g(t)-movimento

Browniano sobre algumas variedades conhecidas como a esfera e o cilindro.

3.2.1 O g(t)-movimento Browniano sobre a esfera

Seja Sn = {x ∈ Rn+1, |x|2 = 1} a esfera de dimensão n. Equipamos a Sn com uma

famı́lia de métricas {g(t) = (1+t)2 gcân}t∈[0,T ], onde gcân é a métrica no espaço euclidiano.

Queremos construir o g(t)-movimento Browniano sobre (Sn)t, para cada t ∈ [0, T ]. Para

isto, sobre Sn × [0, T ] consideramos a métrica

g∗ = (1 + t)2 gcân +ab,

para algumas constantes a e b em R, de modo que

ϕ : Sn × [0, T ] →֒ Rn+1

(x, t) 7→ f(t)x = (1 + t) · x

é isometria. De fato, para (x, t) ∈ Sn × [0, T ] sejam u, v ∈ T(x,t)(S
n × [0, T ]), de modo

que (X(s), α(s)) e (Y (s), β(s)) sejam curvas em Sn × [0, T ], tais que

u = (Ẋ(0), α̇(0)) e v = (Ẏ (0), β̇(0))

onde X(0) = Y (0) = x. Assim,

dϕ · u =
d

ds

∣∣∣
s=0

ϕ(X(s), α(s))

=
d

ds

∣∣∣
s=0

f(α(s)) ·X(s)

=
d

ds

∣∣∣
s=0

(1 + α(s)) ·X(s)

= (1 + α(0)) · Ẋ(0) + α̇(0)x.

Da mesma forma, para v = (Ẏ (0), β̇(0)) temos que dϕ · v = (1 + β(0)) · Ẏ (0) + β̇(0)x.

Então,

gcân(dϕ · u, dϕ · v) = gcân((1 + α(0)) · Ẋ(0) + α̇(0)x, (1 + β(0)) · Ẏ (0) + β̇(0)x)

= α̇(0) · β̇(0) gcân(x, x) + (1 + t)2 gcân(Ẋ(0), Ẏ (0))

= (1 + t)2 gcân(Ẋ(0), Ẏ (0)) + α̇(0) · β̇(0)
= g∗((Ẋ(0)), (α̇(0)), (Ẏ (0)), (β̇(0)))

= g∗(u, v).
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Por tanto, Sn × [0, T ] é mergulhado isometricamente em Rn+1, via a isometria ϕ.

Logo, para cada (x, t) ∈ Sn × [0, T ] definimos a projeção ortogonal de Rn+1 ao espaço

tangente T(x,t)(S
n × [0, T ]) como sendo;

P̃ω(x, t) = ΠT(x,t)(S
n×[0,T ])(p, t) ei

Daqui, para cada t ∈ [0, T ], definamos a projeção ortogonal do espaço euclidiano Rn+1

no espaço tangente Tx(S
n)t da seguinte forma

Pt(x) · ω = P1(P̃ω(x, t))

= ω − gt(ω, x) · x
= ω − (1 + t)2 gcân(ω, x) · x.

onde Pt(x) · ω = ω, se ω ∈ Tx(S
n)t e Pt(x) · ω = 0 se ω ∈ {Tx(S

n)t}⊥.
Assim para {eα} uma base canônica de Rn+1 e cada x ∈ (Sn)t, a matriz de Pt(x) é

dada por:

gt(Pt · eα, eβ) = (1 + t)2 gcân(Pt · eα, eβ)
= (1 + t)2 gcân(eα − (1 + t)2 gcân(eα, x) · x, eβ)
= (1 + t)2 gcân(eα, eβ)− (1 + t)4 gcân(eα, x) gcân(x, eβ)

= (1 + t)2 δα,β − (1 + t)4xα · xβ.

Por tanto, o g(t)-movimento Browniano sobre (Sn)t, esta dado pela solução da equação

Xα
t = Xα

0 +

∫ t

0

(
(1 + s)2δα,β − (1 + s)4Xα

s ·Xβ
s

)
◦ dW β

s ,

com X0 ∈ (Sn)t.

3.2.2 O g(t)-movimento Browniano sobre o cilindro

Consideramos o cilindro de dimensão n, dado por

Cn =
{
x = (x1, ..., xn+1) ∈ Rn+1,

n∑

i=1

x2
i = 1

}

Equipamos a Cn com uma famı́lia de métricas {g(t) = (1 + t)2 gcân +vw}t∈[0,T ] para

alguns v e w em R. O nosso objetivo é construir o g(t)-movimento Browniano sobre

(Cn)t, para cada t ∈ [0, T ]. Para isto, sobre Cn × [0, T ] consideramos a métrica

g∗((~v, vn+1), a∂t), ((~w,wn+1), b∂t)) = (t+ 1)2 gcân(~v, ~w) + vn+1 · wn+1 + ab,
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para v = (~v, vn+1), w = (~w,wn+1) em Tp Cn e algumas constantes a e b em R, de modo

que

ϕ : Cn × [0, T ] →֒ Rn+1

((~x, xn+1), t) 7→ f(t)(~x, xn+1) = ((1 + t)~x, xn+1)

é isometria. De fato, para (x, t) ∈ Cn × [0, T ] com x = (~x, xn+1), sejam u, v ∈ T(x,t)(Cn ×
[0, T ]) de modo que (( ~X(s), Xn+1(s)), α(s)) e ((~Y (s), Yn+1(s)), β(s)) sejam curvas em

Cn × [0, T ], tais que

u = (( ~̇X(0), Ẋn+1(0)), α̇(0)) e v = ((~̇Y (0), Ẏn+1(0)), β̇(0))

onde ( ~X(0), Xn+1(0)) = (~x, xn+1) = (~Y (0), Yn+1(0)).

Assim,

dϕ · u =
d

ds

∣∣∣
s=0

ϕ(X(s), α(s))

=
d

ds

∣∣∣
s=0

f(α(s)) ·X(s)

=
d

ds

∣∣∣
s=0

((1 + α(s)) ~X(s), Xn+1(s))

= ( ~̇X(0) + α̇(0) ~X(0) + α(0) ~̇X(0), Ẋn+1(0))

= α̇(0)(~x, 0) + ((1 + t) ~̇X(0), Ẋn+1(0)).

Da mesma forma, para v = ((~̇Y (0), Ẏn+1(0)), β̇(0)) temos que dϕ · v = β̇(0)(~x, 0) +

((1 + t)~̇Y (0), Ẏn+1(0)). De onde,

gcân(dϕ · u, dϕ · v) = gcân

(
α̇(0)(~x, 0) + ((1 + t) ~̇X(0), Ẋn+1(0)), β̇(0)(~x, 0)

+ ((1 + t) ~̇Y (0), Ẏn+1(0))
)

= α̇(0) · β̇(0) gcân(~x, ~x) + (1 + t)2 gcân
(
~̇X(0), ~̇Y (0)

)

+ Ẋn+1(0) · Ẏn+1(0)

= (1 + t)2 gcân
(
~̇X(0), ~̇Y (0)

)
+ Ẋn+1(0) · Ẏn+1(0) + α̇(0) · β̇(0)

= g∗

((
~̇X(0), Ẋn+1(0)

)
, α̇(0)),

(
~̇Y (0), Ẏn+1(0)

)
, β̇(0)

)

= g∗(u, v).

Por tanto, Cn × [0, T ] esta mergulhado isométricamente em Rn+1, via a isometria ϕ.

Logo, para cada (x, t) ∈ Cn × [0, T ] definimos a projeção ortogonal de Rn+1 no espaço

tangente T(x,t)(Cn × [0, T ]) como sendo;

P̃ω(x, t) = ΠT(x,t)(Cn×[0,T ])(p, t) ei
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Assim, para cada t ∈ [0, T ], definamos a projeção ortogonal do espaço euclidiano Rn+1

no espaço tangente Tx(Cn)t da seguinte forma

Pt(x) · ω = P1

(
P̃ω(x, t)

)

= ω − gt(ω, x)

gt(x, x)
· x

= (~ω, ωn+1)−
gt
(
(~ω, ωn+1), (~x, xn+1)

)

gt
(
(~x, xn+1), (~x, xn+1)

) · (~x, xn+1)

= (~ω, ωn+1)−
(1 + t)2 gcân

(
~ω, ~x

)
+ ωn+1xn+1

(1 + t)2 gcân
(
~x, ~x
)
+ x2

n+1

· (~x, xn+1)

= (~ω, ωn+1)−
(1 + t)2 gcân

(
~ω, ~x

)
+ ωn+1xn+1

(1 + t)2 + x2
n+1

· (~x, xn+1)

=
(
(~Pt · ω), (Pt · ω)n+1

)

De onde, temos que Pt(x) · ω = ω, se ω ∈ Tx(Cn)t e Pt(x) · ω = 0, se ω ∈ {Tx(Cn)t}⊥.
Assim para {eα} uma base canônica de Rn+1 e cada x ∈ (Cn)t, a matriz de Pt(x), é dada

por:

gt(Pt · eα, eβ) = gt

((
(~Pt · eα), (Pt · eα)n+1

)
, (~eβ, (eβ)n+1)

)

= (1 + t)2 gcân

(
(~Pt · eα), ~eβ

)
+ (Pt · eα)n+1(eβ)n+1

= (1 + t)2 gcân

((
~eα − (1 + t)2 gcân

(
~eα, ~x

)
+ (eα)n+1xn+1

(1 + t)2 + x2
n+1

· ~x
)
, ~eβ

)

+
(
(eα)n+1 −

(1 + t)2 gcân
(
~eα, ~x

)
+ (eα)n+1xn+1

(1 + t)2 + x2
n+1

· xn+1

)
(eβ)n+1

= (1 + t)2 gcân(~eα, ~eβ)−
(1 + t)4

(1 + t)2 + x2
n+1

gcân(~eα, ~x) gcân(~x,~eβ)

− (1 + t)4

(1 + t)2 + x2
n+1

(eα)n+1xn+1 gcân(~x,~eβ) + (eα)n+1(eβ)n+1

− (1 + t)4

(1 + t)2 + x2
n+1

(eβ)n+1xn+1 gcân(~eα, ~x)

− (1 + t)4

(1 + t)2 + x2
n+1

(eα)n+1(eβ)n+1x
2
n+1

= (1 + t)2 δα,β + (eα)n+1(eβ)n+1 −
(1 + t)4

(1 + t)2 + x2
n+1

(
~xα~xβ

− (eα)n+1xn+1~xβ − (eβ)n+1xn+1~xα − (eα)n+1(eβ)n+1x
2
n+1

)
.
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Por tanto, o g(t)-movimento Browniano sobre (Cn)t, é dado pela solução da equação

Xα(t) = Xα(0) +

∫ t

0

(
(1 + s)2 δα,β + (eα)n+1(eβ)n+1 −

(1 + s)4

(1 + s)2 +X2
n+1(s)(

~Xα(s) ~Xβ(s)− (eα)n+1Xn+1(s) ~Xβ(s)− (eβ)n+1Xn+1(s) ~Xα(s)

− (eα)n+1(eβ)n+1X
2
n+1(s)

))
◦ dW β(s),

com X(0) ∈ (Cn)t.

3.3 Transporte Paralelo Amortiguado

Nesta seção estudamos a equação do calor por médio do fluxo de Ricci. Definimos

o transporte paralelo amortiguado (ou transporte de Dohrn-Guerra). Observamos que

através do fluxo de Ricci, a deformação da geometria por médio do fluxo de Ricci com-

pensa a deformação do transporte paralelo amortiguado. Mostramos a isometria do

transporte paralelo amortiguado, que resulta ser uma vantagem para o cálculo estocás-

tico.

Para g(t)[0,Tc[ uma C1,2 famı́lia de métricas sobre M , consideramos a equação do calor

{
∂tf(t, x) =

1
2
∆g(t)f(x, t)

f(0, x) = f0(x)
(3.16)

onde f0 é uma função em M . Suponhamos que a solução de (3.16) exista até seu tempo

de explosão Tc. Para T < Tc, sejam XT
t o g(T − t)-movimento Browniano com valor

inicial x ∈ M e //T0,t o transporte paralelo associado.

Definição 3.6. Definimos o transporte paralelo amortiguado como a solução de

d(//T0,t)
−1(WT

0,t) = −1

2
(//T0,t)

−1(Ricg(T−t) − ∂t(g(T − t)))#g(T−t)(WT
0,t)dt

com

WT
0,t : TxM → TXT

t
M, WT

0,0 = IdTxM .

Teorema 3.7. Para cada solução f(t, ·) de (3.16), e para cada v ∈ TxM o processo

df(T − t, ·)XT
t
(WT

0,tv)

é uma martingale local.
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Demonstração. Lembremos que o transporte paralelo //T0,t = UT
t ◦ U−1

0 , ao longo do

g(T − t)-movimento Browniano XT
t , provem da equação

{
dUT

t =
∑d

i=1 Li(T − t, UT
t ) ◦ dW i − 1

2

∑
α,β ∂1G(T − t, UT

t )α,βVα,β(U
T
t )dt

UT
0 ∈ (O(M), g(T )).

(3.17)

Para f ∈ C∞(M), a escalarização da 1-forma df sobre M está dada por

d̃f : F(M) −→ Rn

U 7−→ (df(Ue1), ..., df(Uen)).

Dáı, obtemos a seguinte fórmula em Rn

dXT
t
f(T − t, ·)(WT

0,tv) = g
(
d̃f(T − t, UT

t ), (U
T
t )

−1WT
0,tv
)
,

para cada v ∈ TxM . Denotemos por

evei : F(M) −→ TM

U 7−→ Uei.

Lembremos que UT
t , solução da equação (3.17), é uma difusão associada ao gerador

1

2
∆T−t −

1

2
∂t(g(T − t))(evei(·), evei(·))Vi,j(·)

onde ∆T−t é o operador laplaciano de Beltrami em M , associado à métrica g(T − t).

Logo, no sentido de Itô temos

d
[
dXT

t
f(T − t, ·)(WT

0,tv)
]

= d g
(
d̃f(T − t, UT

t ), (U
T
t )

−1WT
0,tv
)

= g
(
d
[
d̃f(T − t, UT

t )
]
, (UT

t )
−1WT

0,tv
)
+ g

(
d̃f(T − t, UT

t ), d
[
(UT

t )
−1WT

0,t

])

dM
= g

(
−
(

d

dt
d̃f

)
(T − t, ·)(UT

t )dt+

[
1

2
∆H

g(T−t)d̃f(T − t, ·)

− 1

2
∂t(g(T − t))(evei(·), evej(·))Vi,j(·)d̃f(T − t, ·)

]
(UT

t )dt, (U
T
t )

−1WT
0,tv

)

+ g
(
d̃f(T − t, UT

t ), d(//
T
0,t ◦ UT

0 )
−1WT

0,tv
)

dM
= g

(
−
(

d

dt
d̃f

)
(T − t, ·)(UT

t )dt+

[
1

2
∆H

g(T−t)d̃f(T − t, ·)

− 1

2
∂t(g(T − t))(evei(·), evej(·))Vi,j(·)d̃f(T − t, ·)

]
(UT

t )dt, (U
T
t )

−1WT
0,tv

)

+ g
(
d̃f(T − t, UT

t ), (U
T
0 )

−1d(//T0,t)
−1WT

0,tv
)
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dM
= −

(
d

dt
d̃f

)
(T − t, ·)(WT

0,tv)dt+ g

([
1

2
∆H

g(T−t)d̃f(T − t, ·)

− 1

2
∂t(g(T − t))(evei(·), evej(·))Vi,j(·)d̃f(T − t, ·)

]
(UT

t )dt, (U
T
t )

−1WT
0,tv

)

+ g

(
d̃f(T − t, UT

t ), (U
T
0 )

−1

[
− 1

2
(//T0,t)

−1(Ricg(T−t) − ∂t(g(T − t))#g(T−t)(WT
0,t)dt)

]
v

)

(3.18)

Nesta igualdade fazemos os cálculos de cada termo por separado. Usando a fórmula

∆H d̃f = ∆̃df

dada em E. P. Hsu [2], página 193. Observamos que

g

(
1

2
∆H

g(T−t)d̃f(T − t, ·)(UT
t )dt , (U

T
t )

−1WT
0,tv

)

=
1

2
g
(

˜∆g(T−t)df(T − t, ·)(UT
t ) , (U

T
t )

−1WT
0,tv
)
dt

=
1

2
∆g(T−t)df(T − t, ·)(WT

0,tv)dt.

Por definição dos campos verticais,

Vi,j d̃f(U) =
d

dt

∣∣∣
t=0

d̃f(u(Id+ tEij))

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(df(u(Id+ tEij)e1), ..., df(u(Id+ tEij)en))

= (df(uδ1,iej), ..., df(uδn,iej))

= (0, ..., 0, df(uej), 0, ..., 0) na i− ésima posição

= df(uej)ei.

Assim

∑

ij

∂t(g(T − t))(evei(·), evej(·))Vi,j(·)d̃f(T − t, ·)(UT
t )

=
∑

ij

∂t(g(T − t))(UT
t ei, U

T
t ej)df(U

T
t ej)ei

=

{
gT−t

(
∇T−tf(T − t, ·),

∑

j

∂t(g(T − t))(UT
t ei, U

T
t ej)U

T
t ej

)}n

i=1

=
{
df(T − t, ∂t(g(T − t)))#T−t(UT

t ei)
}n

i=1
.
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Substituindo todo isto em (3.18), resulta

d
[
dXT

t (x)f(T − t, ·)(WT
0,tv)

]

dM
= − d

dt
df(T − t, ·)(WT

0,tv)dt+
1

2
∆g(T−t)df(T − t, ·)(WT

0,tv)dt

− 1

2
g
({

df(T − t, ∂t(g(T − t)))#g(T−t)(UT
t ei)dt

}n

i=1
, (UT

t )
−1WT

0,tv
)
dt

− 1

2
g

(
d̃f(T − t, UT

t ), (U
T
0 )

−1(//T0,t)
−1(Ricg(T−t) − ∂t(g(T − t)))#g(T−t)(WT

0,t)v dt

)
.

(3.19)

Logo, como UT
t é uma g(T − t)-isometria,

g

({
df(T − t, ∂t(g(T − t)))#g(T−t)(UT

t ei)dt
}n

i=1
, (UT

t )
−1WT

0,tv

)

= g

(∑

i

∂t(g(T − t))(UT
t ei,∇g(T−t)f(T − t, ·))ei, (UT

t )
−1WT

0,tv

)

= gT−t

(∑

i

∂t(g(T − t))(UT
t ei,∇g(T−t)f(T − t, ·))UT

t ei,W
T
0,tv

)

= gT−t

(
∂t(g(T − t))#g(T−t)(WT

0,tv),∇g(T−t)f(T − t, ·)
)
.

Substituindo a equação anterior em (3.19), temos

d
[
dXT

t
f(T − t, ·)(WT

0,tv)
]

dM
= − d

dt
df(T − t, ·)(WT

0,tv)dt+
1

2
∆g(T−t)df(T − t, ·)(WT

0,tv)dt

− 1

2
gT−t

(
∂t(g(T − t))#g(T−t)(WT

0,tv),∇g(T−t)f(T − t, ·)
)
dt

− 1

2
g
(
d̃f(T − t, UT

t ), (U
T
t )

−1(Ricg(T−t))
#g(T−t)(WT

0,tv)
)
dt

+
1

2
g
(
d̃f(T − t, UT

t ), (U
T
t )

−1∂t(g(T − t))#g(T−t)(WT
0,tv)

)
dt.

Mas, como

∇g(T−t)f(T − t, ·) = (d̃f(T − t, UT
t )(U

T
t )).

Então

d
[
dXT

t
f(T − t, ·)(WT

0,tv)
]

dM
= − d

dt
df(T − t, ·)(WT

0,tv)dt+
1

2
∆g(T−t)df(T − t, ·)(WT

0,tv)dt

− 1

2
df(T − t, ·)(Ricg(T−t))

#g(T−t)(WT
0,tv)dt.
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Agora, lembramos que f é solução de

∂

∂t
f =

1

2
∆g(t)f.

Portanto

− ∂

∂t
df(T − t, ·) = −1

2
d∆g(T−t)f(T − t, ·).

Logo, utilizamos o laplaciano de Hodge-de Rham �g(T−t) = −(dδg(T−t)+ δg(T−t)d), o qual

comuta com o diferencial de Rham. Pela fórmula de Weitzenböck (ver Jürgen Jost, [4]),

que afirma que para uma 1-forma θ tem-se

�g(T−t)θ = ∆g(T−t)θ − Ricg(T−t)θ.

Assim

d∆g(T−t)f(T − t, ·) = d�g(T−t)f(T − t, ·)
= �g(T−t)df(T − t, ·)
= ∆g(T−t)df(T − t, ·)− Ricg(T−t)df(T − t, ·).

Finalmente,

d
[
dXT

t (x)f(T − t, ·)(WT
0,tv)

]

dM
= −1

2
d∆g(T−t)f(T − t, ·)(WT

0,tv)dt

+
1

2
∆g(T−t)df(T − t, ·)(WT

0,tv)dt−
1

2
df(T − t, ·)(Ricg(T−t))

#g(T−t)(WT
0,tv)dt

dM
=

1

2
[∆g(T−t)df(T − t, ·)− d∆g(T−t)f(T − t, ·)](WT

0,tv)dt

− 1

2
df(T − t, ·)(Ricg(T−t))

#g(T−t)(WT
0,tU)dt

dM
=

1

2
Ricg(T−t)df(T − t, ·)(WT

0,tv)dt−
1

2
(Ricg(T−t))

#g(T−t)df(T − t, ·)(WT
0,tv)dt

dM
= 0,

pois, pela dualidade da 1-forma θ e para v ∈ TM , tem-se

Ric(θ)(v) = Ric(θ#, v),

onde 〈θ#, v〉 = θ(v).
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Consideramos o caso quando a famı́lia de métricas {g(t)}t∈[0,T ], evoluciona no contexto

do fluxo de Ricci forward. Isto é,

d

dt
gi,j(t) = −Rici,j(t).

Todo o feito acima, motiva o seguinte teorema cuja demonstração é evidente.

Teorema 3.8. Nas condições acima, os seguintes itens são equivalentes

(i) A famı́lia de métricas {g(t)}t∈[0,T ], evoluciona no contexto do fluxo de Ricci forward,

(ii) Para cada T < Tc, a igualdade //T0,t = WT
0,t se cumpre.

Em qualquer dos casos o transporte paralelo amortiguado é uma isometria ao longo do

g(T − t)-movimento Browniano.

3.4 Aplicações ao Fluxo de Curvatura Média

Nesta seção, a nossa discussão sobre a existência e outros resultados relacionados ao

fluxo de curvatura média são baseados nos trabalhos de k. Ecker [6] e G. Huisken [3].

Seja M uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo e de dimensão n. Para n > 2,

consideramos a M mergulhada isométricamente em Rn+1 e denotamos a este mergulho

por:

F0 : M →֒ Rn+1.

Consideramos a famı́lia de mergulhos Ft = F (·, t) : M →֒ Rn+1 com Mt = F (t,M).

O fluxo de curvatura média é definido por:

{
∂
∂t
F (t, x) = −Hv(t, x)~v(t, x)

F (0, x) = F0(x).
(3.20)

onde v(t, x) é um campo normal unitário no ponto F (t, x) em Mt, e Hv(t, x) é a curvatura

média no F (t, x) sobre Mt na direção do campo v(t, x), isto é Hv(x) = traço (Sv(x))

onde Sv é a segunda forma fundamental definida em M.P. Do Carmo [9]. Logo, a solução

da equação (3.20) é dada por Mt = F (t,M), onde identificamos a M com M0 e F0 com

Id. Trabalhamos com a solução diferenciável desta equação, antes do tempo de explosão.

Seja ∆t o operador laplaciano de Beltrami sobre a variedade Mt, a fim de caracterizar

ao fluxo de curvatura média em termos do g(t)-movimento Browniano, no seguinte lema

damos uma outra caracterização da equação (3.20) em termos deste operador.



Caṕıtulo 3 • Movimento Browniano em Variedades Riemannianas (M, g(t)) com

respeito a métricas que dependem do tempo 64

Lema 3.9. Seja (M,g) uma variedade riemanniana mergulhada isométricamente em

Rn+1. Denotemos por ι à isometria:

ι : (M, g) →֒ Rn+1.

Então, para cada x ∈ M se cumpre

∆M ι(x) = −Hv(x)~v(x), (3.21)

Onde ∆M é operador laplaciano de Beltrami associado à la métrica g.

Demonstração. Pelo nivelamento da variedade objetivo, nos temos

∆ι(x) =




∆ι1(x)
...

∆n+1
ι (x)




e ∆ιj(x) =
∑n

i=1
d
dt2

∣∣∣
t=0

ιj(γi(t)), onde γi(t) é uma geodésica em M tal que γi(0) = x e

γ̇i(0) = Ai e Ai é uma base ortonormal de TxM . Pela definição de uma geodésica obtemos

que

∆ι(x)⊥Tι(x)(ι(M)),

de onde {~v(x)} gera ao espaço (Tι(x)ι(M)⊥. Assim existe uma função β tal que δι(x) =

β(x)~v(x). Calculamos β como segue

β(x) = gcân(∆ι(x) , ~v)

=
n∑

i=1

gcân

( d

dt2

∣∣∣
t=0

ι(γi(t)) , ~v(x)
)

=
n∑

i=1

gcân

(
∇Rn

˙ι(γi(t)
˙ι(γi(t))

∣∣∣
t=0

, ~v(x)
)

=
n∑

i=1

{
˙ι(γi(t)gcân

( ˙ι(γi(t)) , ~v(x)
)∣∣∣

t=0
− gcân

(
˙ι(γi(t)) , ∇Rn

˙ι(γi(t)
~v(x)

)∣∣∣
t=0

}

=
n∑

i=1

−gcân

(
˙ι(γi(t)) , ∇Rn

˙ι(γi(t)
~v(x)

)∣∣∣
t=0

)

=
n∑

i=1

−
{
gcân

(
˙ι(γi(t)) , (∇Rn

˙ι(γi(t))
~v(x))⊤

)
+ gcân

(
˙ι(γi(t)) , (∇Rn

˙ι(γi(t))
~v(x))⊥

)} ∣∣∣
t=0
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=
n∑

i=1

−gcân

(
˙ι(γi(t)) , (∇Rn

˙ι(γi(t))
~v(x))⊤

)∣∣∣
t=0

=
n∑

i=1

−gcân

(
˙ι(γi(t)) , S~v(x)( ˙ι(γi(t))))

∣∣∣
t=0

= − trace (Sv(x)).

onde gcân denota a métrica em Rn+1.

Para cada t ∈ [0, T ], consideramos a imersão

F (t, ·) : M −→ Rn+1

Denotamos por F ∗ gcân a métrica pullback de gcân por F (t, ·), que para cada p ∈ M é

dada por

(F ∗ gcân)(t, p)(X, Y ) = gcân(t, F (p))(dFp(Xp), dFp(Yp)),

para todo X, Y ∈ X(M). Observe que F ∗ gcân é claramente uma métrica sobre M .

Consideramos a famı́lia de métricas {g(t) = F (t, ·)∗ gcân}t∈[0,T ] sobre M , e usando o

Lema 3.9 damos outra interpretação da equação (3.20) em termos do g(t)-laplaciano ∆g(t)

sobre M , como segue:

{
∂tF (t, x) = ∆g(t)F (t, x)

F (0, x) = F0(x),
(3.22)

onde ∆g(t) denota o operador laplaciano de Beltrami associado à métrica g(t).

Denotamos por Tc, o tempo de explosão do fluxo de curvatura média. Sejam T < Tc,

{g(t)}t∈[0,T ] uma C1,2-famı́lia de métricas definidas como acima e W = (W 1, ...,W n) o

movimento Browniano a valores em Rd. Nestas condições, denotamos por Xt o g(t)-

movimento Browniano (como na Definição 3.1), que toma valores em M e inicializado no

x ∈ M . Na proposição seguinte damos uma caracterização do fluxo de curvatura média,

a partir deste g(t)-movimento Browniano. Mas, antes precisamos do seguinte lema:

Lema 3.10. sejam ∆g e ∆g̃ os operadores laplaciano de Beltrami com respeito das métri-

cas g e g̃ respectivamente. Se g̃ = cg, então

∆g = c∆g̃.
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Demonstração. Com efeito, seja {X1, ..., Xn} uma base ortonormal de Tx(M, g), então

{Y1 =
X1√
c
, ..., Yn = Xn√

c
} constitui uma base ortonormal de Tx(M, g̃), pois

g̃(Yi, Yj) = cg(Yi, Yj)

= cg(
Xi√
c
,
Xj√
c
)

= g(Xi, Xj)

= 0.

Para f ∈ C∞(M), temos

∆g̃f = traço(Hess)g̃f

=
n∑

i=1

Hessg̃f(Yi, Yj)

=
n∑

i=1

(Y 2
i f − ∇̃Yi

Yif)

=
1

c

n∑

i=1

(X2
i f −∇Xi

Xif)

=
1

c
∆gf.

A última igualdade provem do fato que:

∇̃Yi
Yif = Γ̃k

iiYk

= Γk
iiXk

= ∇Xi
Xi,

onde

Γ̃i
jk =

1

2
g̃im(∂kg̃jm + ∂j g̃mk − ∂mg̃jk)

=
1

2
gim(∂kgjm + ∂jgmk − ∂mgjk)

= Γi
jk.

Proposição 3.11. Seja M uma variedade n-dimensional mergulhada isometricamente

em Rn+1. Consideremos a aplicação

F : [0, T ]×M −→ Rn+1
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de modo que os F (t, ·) sejam difeomorfismos, e a famı́lia de métricas {g(t)}t∈[0,T ] sobre

M , sejam o pullback por F (t, ·) de métricas induzidas sobre Mt = F (t,M). Então os

seguintes itens são equivalentes

(i) F (t, ·) é a solução do fluxo de curvatura média.

(ii) Sejam x0 ∈ M e T ∈ [0, Tc[. Se

g̃T (t) :=
1

2
gT−t

para todo t ∈ [0, T ], e XT
t é um g̃T (t)-movimento Browniano com valor inicial x0,

então o processo

Y T
t = F (T − t,XT

t )

é um martingale local a valores em Rn+1.

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Seja a famı́lia de isometrias {F (t, ·)}t∈[0,T ], dadas por

F (t, ·) : (M, gt) →֒ Rn+1,

que verificam (3.22). Suponhamos que XT
t é um g̃T (t)-movimento Browniano, com x0 ∈

M e T ∈ [0, Tc[. Aplicamos a fórmula de Itô para

(Y T
t )i = F i(T − t,XT

t ),

e utilizando a equação (3.12) e o Lema 3.10 temos

d[(Y T
t )i] = − ∂

∂t
F i(T − t,XT

t )dt+ dF i
T−t(X

T
t )

= − ∂

∂t
F i(T − t,XT

t )dt+ g̃T (t, x0)(∇g(t)F i
T−t, //0,tvi)dW

i

+
1

2
∆g̃T (t)F

i
T−t(X

T
t )dt

dM
= − ∂

∂t
F i(T − t,XT

t )dt+
1

2
∆g̃T (t)F

i
T−t(X

T
t )dt

dM
= [−∂tF

i(T − t,XT
t ) + ∆g(T−t)F

i
T−t(X

T
t )]dt

dM
= 0,

onde a última igualdade provém do fato que F (t, ·) é solução do fluxo de curvatura média.

Portanto, Y T
t é uma martingale local.

(ii) ⇒ (i) Como (Y T
t )i é uma martingale local a valores em R em quasi todo ponto,

para todo t ∈ [0, T ] temos

− ∂

∂t
F i(T − t,XT

t )dt+∆g(T−t)F
i
T−t(X

T
t )dt = 0.
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Assim para cada s ∈ [0, T ], integrando a equação anterior obtemos que

∫ s

0

{− ∂

∂t
F i(T − t,XT

t )dt+∆g(T−t)F
i
T−t(X

T
t )dt} = 0,

e pela continuidade do g̃T (t)-movimento Browniano,

−∂tF
i(T, x0) + ∆g(T )F

i
T (x0) = 0.

Portanto, F (t, ·) satisfaz a equação (3.20) como queŕıamos.

Em seguida, usando o fluxo de curvatura média, apresentamos alguns exemplos de

construções do g(t)-movimento Browniano sobre (Sn)t e (Cn)t.

Exemplo 3.12. Para o caso n = 2, consideramos a parametrização de (Sn)t dada por

X(u, v) = (r(t) sin v cosu, r(t) sin v sin u, r(t) cos v),

onde, suas primeiras e segundas derivadas são

Xu = (−r(t) sin v sin u, r(t) sin v cosu, 0),

Xv = (r(t) cos v cosu, r(t) cos v sin u,−r(t) sin v),

Xuu = (−r(t) sin v cosu,−r(t) sin v sin u, 0),

Xvv = (−r(t) sin v cosu,−r(t) sin v sin u,−r(t) cos v),

Assim, o vetor normal é dado por

N = (− sin v cosu,− sin v sin u,− cos v) = − X

r(t)

Então, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental são

E = g(Xu, Xu) = r(t)2 sin2 v, F = g(Xu, Xv) = 0, G = g(Xv, Xv) = r(t)2

e = g(Xuu, N) = −r(t) sin2 v, f = g(Xuv, N) = 0 g = g(Xvv, N) = r(t).

O vetor de curvatura média é

~H = H N =
1

2

eG− gF

EG
N = − X

r(t)2
.

Para t ∈ [0, T ], consideramos uma famı́lia de mergulhos

ϕ : S2 × [0, T ] −→ R3

(x, t) 7−→ ϕ(x, t) = r(t)x.
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Definimos o fluxo de curvatura média por

∂tϕ = ~H = − X

r(t)2

como (3.20). Por outro lado, temos que ∂tϕ = ṙ(t)X, e por comparação tem-se que

ṙ(t) = − 1

r(t)2
,

cuja solução, para r(0) = ρ, é dada por

r(t) = (ρ3 − 3t)1/3.

Assim sobre S2 × [0, T ], consideramos a métrica

g∗((u, a∂t), (v, b∂t)) = r(t)2 g
cân

(u, v) + ṙ(t)2ab

= (ρ3 − 3t)2/3 g
cân

(u, v) + (ρ3 − 3t)−4/3ab,

onde o mergulho ϕ(x, t) = r(t)x é uma isometria. Logo, para cada t ∈ [0, T ], definamos

a projeção ortogonal de R3 ao espaço tangente Tx(S
2)t da seguinte forma

Pt(x) · ω = ω − gt(ω, x) · x
= ω − (ρ3 − 3t)2/3 g

cân
(ω, x) · x.

onde Pt(x) · ω = ω, se ω ∈ Tx(S
2)t e Pt(x) · ω = 0 se ω ∈ {Tx(S

2)t}⊥. Agora para {eα}
uma base canônica de R3 e cada x ∈ (S2)t, a matriz de Pt(x), é dada por:

gt(Pt · eα, eβ) = (ρ3 − 3t)2/3 g
cân

(Pt · eα, eβ)
= (ρ3 − 3t)2/3 g

cân
(eα − (ρ3 − 3t)2/3 g

cân
(eα, x) · x, eβ)

= (ρ3 − 3t)2/3 g
cân

(eα, eβ)− (ρ3 − 3t)4/3 g
cân

(eα, x) gcân(x, eβ)

= (ρ3 − 3t)2/3 δα,β − (ρ3 − 3t)4/3xα · xβ.

Portanto, o g(t)-movimento Browniano sobre (S2)t, é a solução da equação

Xα
t = Xα

0 +

∫ t

0

(
(ρ3 − 3s)2/3δα,β − (ρ3 − 3s)4/3Xα

s ·Xβ
s

)
◦ dW β

s ,

com X0 ∈ (S2)t.

A seguir, consideramos o caso do cilindro (Cn)t.
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Exemplo 3.13. Para o caso n = 2, consideramos a parametrização de (Cn)t

X(u, v) = (r(t) cosu, r(t) sin u, v)

Vemos que

Xu = (−r(t) sin u, r(t) cosu, 0),

Xv = (0, 0, 1),

Xuu = (−r(t) cosu,−r(t) sin u, 0),

Xvv = (0, 0, 0)

Assim, o vetor normal é dado por

N = (cosu, sin u, 0)

Portanto,

E = g(Xu, Xu) = r(t)2, F = g(Xu, Xv) = 0, G = g(Xv, Xv) = r(t)2

e = g(Xuu, N) = −r(t), f = g(Xuv, N) = 0 g = g(Xvv, N) = 0.

Logo, o vetor de curvatura média resulta

~H = H N

=

[
1

2

eG− gF

EG

]
N

= − 1

2 r(t)
(cosu, sin u, 0)

Para cada t ∈ [0, T ], consideramos uma famı́lia de mergulhos

ϕt(u, v) = (r(t) cosu, r(t) sin u, v).

Definimos o fluxo de curvatura média por

∂tϕ = ~H = − 1

2 r(t)
(cosu, sin u, 0)

Por outro lado, observamos que ∂tϕ = (ṙ(t) cosu, ṙ(t) sin u, 0), e por comparação temos

ṙ(t) = − 1

2 r(t)
,

cuja solução, para r(0) = ρ, é dada por

r(t) = (ρ2 − t)1/2.
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Assim sobre C2 × [0, T ], consideramos a métrica

g∗((~v, v3), a∂t), ((~w,w3), b∂t)) = r(t)2 g
cân

(~v, ~w) + v3 · w3 + ṙ(t)2ab

= (ρ2 − t) g
cân

(~v, ~w) + v3 · w3 +
1

4
(ρ2 − t)−1ab,

para v = (~v, v3), w = (~w,w3) em Tp C2 e algumas constantes a e b em R, de modo

que o mergulho ϕ((~x, x3), t) = (r(t)~x, x3) é uma isometria. Logo, para cada t ∈ [0, T ],

definamos a projeção ortogonal de R3 ao espaço tangente Tx(C2)t da seguinte forma

Pt(x) · ω = ω − gt(ω, x)

gt(x, x)
· x

= (~ω, ω3)−
(ρ2 − t) g

cân

(
~ω, ~x

)
+ ω3x3

(ρ2 − t) + x2
3

· (~x, x3)

=
(
(~Pt · ω), (Pt · ω)3

)

onde Pt(x) · ω = ω, se ω ∈ Tx(C2)t e Pt(x) · ω = 0 se ω ∈ {Tx(C2)t}⊥. Assim para uma

base canônica {eα} de R3 e cada x ∈ (C2)t, a matriz de Pt(x), é dada por:

gt(Pt · eα, eβ) = (ρ2 − t) g
cân

(
(~Pt · eα), ~eβ

)
+ (Pt · eα)3(eβ)3

= (ρ2 − t) δα,β + (eα)3(eβ)3 −
(ρ2 − t)2

(ρ2 − t) + x2
3

(
~xα~xβ

− (eα)3 x3~xβ − (eβ)3 x3~xα − (eα)3(eβ)3 x
2
3

)
.

Portanto, o g(t)-movimento Browniano sobre (C2)t, é a solução da equação

Xα(t) = Xα(0) +

∫ t

0

(
(ρ2 − s) δα,β + (eα)3(eβ)3 −

(ρ2 − s)2

(ρ2 − s) +X2
3 (s)(

~Xα(s) ~Xβ(s)− (eα)3 X3(s) ~Xβ(s)− (eβ)3 X3(s) ~Xα(s)

− (eα)3(eβ)3 X
2
3 (s)

))
◦ dW β(s),

com X(0) ∈ (Cn)t.

Damos uma estimação do tempo de explosão do processo Y T
t . Mas para isto, pre-

cisamos do seguinte resultado.

Proposição 3.14. Seja Y T
t como acima, então a covariação quadrática de Y T

t para o

produto escalar usual em Rn+1, esta dada por

g(dY T
t , dY T

t ) = 2nI[0,T ](t)dt
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Demonstração. Consideramos o transporte paralelo

//T0,t : (TX0M, g̃(0)) → (TXt
M, g̃(t))

ao longo do processo XT
t , o qual pela Proposição 3.3 é uma isometria linear. Sejam

{e1, ..., en} uma base ortonormal de TX0(M, g̃(0) e W = (W 1, ...,W n) um movimento

Browniano a valores em Rn, tais que as equações (3.11) e (3.12) se cumprem para cada

FT−t(·) ∈ C2(M, g̃(t)), isto é, que para a equação diferencial estocástica

dXT
t = //T0,t eidW

i
t ,

tem-se

dFT−t(X
T
t ) = g̃(t,X0)

(
∇g̃(t)FT−t, //

T
0,tei

)
dW i

+
1

2
∆g̃(t)FT−t(X

T
t )dt,

Utilizando o fato que FT−t(·) é isometria temos que

g(dY T
t , dY T

t ) = g
(
dFt−t(X

T
t ), dFT−t(X

T
t )
)

= gT−t

(
d(XT

t ), d(X
T
t )
)
,

= 2g̃t

(
d(XT

t ), d(X
T
t )
)

= 2g̃t

( n∑

i=1

//T0,t eidW
i
t ,

n∑

j=1

//T0,t ejdW
j
t

)

= 2
n∑

i=1

g̃t

(
//T0,t ei, //

T
0,t ej

)
dt

= 2
n∑

i=1

dt

= 2n dt

onde a penúltima igualdade provem da isometria do transporte paralelo //T0,t.

Corolário 3.15. Sejam M uma variedade compacta de dimensão n e Tc o tempo de

explosão do fluxo de curvatura média, então

Tc ≤
diam(M0)

2

2n
.
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Demonstração. Lembramos que o fluxo de curvatura média fica em uma região compacta,

contido na menor bola que contém M0, este resultado é claro quando começamos em uma

variedade estritamente convexa (mais detalhes sobre isto podem ser encontrados em K.

Ecker [6]). Assim,

‖Y T
t ‖ ≤ diam(M0),

para todo T ∈ [0, Tc]. Observemos que Y T
t é de fato uma martingale. Agora, consideramos

a função

f(y) = ‖y‖2

que toma valores em Rn+1. Aplicando a fórmula de Itô a f e pela Proposição 3.14,

obtemos que

f
(
Y T
t

)
= f

(
Y T
0

)
+

n+1∑

i=1

∫ T

0

∂if (Yt) (dY
T
t )i

+
1

2

n+1∑

i,j

∫ T

0

∂i∂jf
(
Y T
t

)
d g
(
dY i

t , dY
j
t

)

dM
= f

(
Y T
0

)
+

1

2

n+1∑

i,j

∫ T

0

∂i∂jf
(
Y T
t

)
2ndt

dM
= f

(
Y T
0

)
+

n+1∑

i,j

2δi,jn

∫ T

0

dt

dM
= f

(
Y T
0

)
+ 2nT.

Então

E
[
‖Y T

0 ‖2
]
+ 2nT = E

[
‖Y T

t ‖2
]
≤ diam(M0)

2.

Portanto

T ≤ diam(M0)
2

2n
,

como queŕıamos.
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