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Resumo

Neste projeto de mestrado, estudamos um dos grupos de Richard Thompson e
apresentamos os calculos de seu invariante homotopico Sigma, em qualquer dimensao
m, onde m é um inteiro positivo.

O grupo de Richard Thompson, denotado por F, foi por ele definido em 1965
e ficou conhecido, mais tarde, por suas propriedades homotodpicas e homologicas
interessantes. Por exemplo, F é tipo F'P,, ([04]). Além disso, F pode ser descrito
de maneiras distintas, o que o torna ainda mais interessante.

A teoria de invariantes (homotépicos e homoldgicos) Sigma foi desenvolvida nas
ultimas décadas do século vinte por R. Bieri, J. Groves, R. Geoghegan, H. Meinert,
R. Strebel e outros e esta relacionada com propriedades F'P,, de grupos.

O Invariante X!(F) foi obtido em [03]. Recentemente, o caso geral do invariante
Y"(F) e X™(F,Z) (homotdpico e homolégico, respectivamente), m > 2, foi descrito
por R. Bieri, R. Geoghegan e D. Kochloukova. Nesta dissertacao, apresentamos a
versao homotopica deste resultado.

vil



Abstract

In this project we study one of the Richard Thompson’s Group F' e its Homo-
topical m-dimensional Sigma Invariant.

The Richard Thompson Group F' is very known by its interesting homological
and homotopical properties, for example, it is of type F'P,, ([04]). Also, F' has the
property of being defined in several distinct ways.

The Sigma Invariant Theory was developed in last decades of twentieth century
by R. Bieri, J. Groves, R. Geoghegan, H. Meinert, R. Strebel and others and is
related to F'P,, properties of groups.

The X!(F) was obtained in [03]. Recently the general case of X™(F) and
Y"™(F,7Z) (homotopical and homological versions, respectively), m > 2, were de-
scribed by R. Bieri, R. Geoghegan and D. Kochloukova. Here, we present the ho-
motopical version of this result.
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Introducao

Esta dissertacao, como se observa pelo seu titulo, é composta por duas partes:
uma delas diz respeito a teoria dos invariantes homotépicos ¥™(G) de um grupo
G (em geral, finitamente gerado) enquanto a outra apresenta um dos grupos de
Richard Thompson, o qual denotamos por F. O objetivo é mostrar o calculo do
invariante ¥ (F'), para qualquer inteiro m > 1.

A teoria dos invariantes Y tem seu inicio na década de oitenta através de R. Bieri,
R. Strebel, W. Neumman, B. Renz, entre outros. Mais especificamente, o surgimento
se deu em 1980, com R. Bieri e R. Strebel (ver [01]), onde o invariante X! foi
definido somente para grupos metabelianos sendo que, através dele, obteve-se uma
classificacao para grupos metabelianos finitamente gerados. Mais tarde, ja em 1984,
os mesmos citados acima, juntamente com W. Neumman (ver [03]), o redefiniram
num contexto mais geral; desta vez para grupos finitamente gerados. Finalmente,
em 1988, R. Bieri e B. Renz (ver [02]) definiram os invariantes homotdpicos £™(G)
e homoldgicos ¥ (G, Z) para dimensées m maiores do que um.

Basicamente, para cada grupo G de tipo F,, (resp. de tipo F'P,,), o invariante
homotdpico ¥™(G) (resp. homoldgico ¥™(G,7Z)) é um subconjunto da esfera de
caracteres S(G) que é o conjunto de classes de equivaléncia [x] = rx, com r € Ryg
e x : G — R um caracter ndo-nulo de G. A esfera de caracteres S(G) pode ser
identificada com S™1, onde n é o posto da parte livre de G/G’. Este é o motivo
pelo qual o invariante é chamado geométrico. Os invariantes ¥ (G) e ¥"(G,Z) sao
calculados para uma quantidade pequena de tipos de grupos e em poucos casos se
obteve uma descricao completa. Um dos principais resultados desta teoria é que
Y"(G) (resp. X™(G,Z)) é um subconjunto aberto de S(G) e que X"(G) (resp.
¥"(G,7Z)) classifica todos os subgrupos normais N de G tais que N é de tipo F,,
(resp. de tipo F'P,,) e G/N ¢ abeliano (ver [02]).

Os grupos de Richard Thompson sao trés: F,T e V e foram definidos em 1965.
Mais tarde, em 1973, eles aparecem na solugao de problemas em légica (ver [13]).
Aqui, estudamos apenas o grupo F' que pode ser apresentado da seguinte maneira:

-1
Fy = (%o, 1,22, ... | 2 22 = Tpg1, n >k > 0,n € N).

Acontece que este grupo possui muitas particularidades. Por exemplo, hd maneiras
bem distintas de o definirmos: é possivel ver que existe uma outra apresentacao para



F' que é finita com dois geradores e duas relagoes ou podemos considera-lo como um
subgrupo do grupo de homeomorfismos do intervalo [0, 1] e, ainda, F' pode ser visto
como uma extensao HNN. Além disso, F' tem propriedade homotépicas e ho-
moldgicas interessantes, tem servido, ao longo do tempo, como primeiro exemplo de
alguns problemas em aberto (por exemplo, ver [04]) e, ainda hoje, a questao se F' é
amenable estd em aberto. Resolver este problema fornecerd um novo exemplo ainda
nao descoberto até entao, seja F' amenable ou nao (para mais detalhes, veja [11] e
17)).

Deste modo, esta dissertacao apresenta o calculo do invariante para este grupo
F. Veremos que este calculo envolve esta versatilidade do grupo F', sendo que
através destas diferentes maneiras de realiza-lo podemos aplicar resultados de teorias
distintas para obtermos resultados sobre F'.

Segue agora uma breve descricao do contetido de cada capitulo da dissertacao.

No capitulo 1, apresentamos a teoria combinatorial de grupos, o que nos permi-
tira entendermos a propriedade de F' ser uma extensao H /N N. Neste caso, optamos
por apresentar a teoria em detalhes visto que seu conteido esta diretamente ligado
a topologia algébrica e ao longo do texto usamos muito de seus conceitos. Com isso,
pretendo também fornecer um conteido acessivel para um estudante iniciante na
teoria combinatorial de grupos, justificando assim o aparecimento de exemplos ao
longo do texto.

No capitulo 2, introduzimos conceitos da dlgebra homoldgica que aparece natural-
mente pois estaremos lidando com resolucoes e complexos durante toda a dissertacao.
Assim, apresentamos conceitos basicos como o de produto tensorial, funtores exatos,
limites diretos, moédulos e resolucoes livres e projetivos, entre outros, para no final
definirmos duas ferramentas fundamentais: o funtor Tor e as sequéncias espectrais.
Neste caso, nao entramos em detalhes pois tal teoria é muito extensa e s6 nos
preocupamos em enunciar os principais resultados.

Ja no capitulo 3, comecamos a obter resultados mais concretos em termos de
resolugoes e complexos de cadeias. Utilizando um pouco de topologia algébrica,
contruimos resolugoes e obtemos resultados interessantes sobre a estrutura do com-
plexo de cadeias de um G-complexo X, isto é, um complexo-CW que tem uma agao
de um grupo G por homeomorfismos que permutam células.

Assim, depois de trés capitulos basicamente tedricos, temos algumas aplicagoes
no capitulo 4. Definimos tipo homolégico F'P,, de um grupo e provamos dois
critérios, um de cardter algébrico atribuido a Bieri (ver [14]) e outro de carater
topolégico atribuido a Brown (ver [05]), para determinarmos quando um grupo é
deste tipo. O primeiro deles fornece uma condicao necesséaria e suficiente enquanto
o segundo, uma suficiente. Além disso, através da acao de extensoes sobre arvores,
encontramos uma condicao necessaria para que uma extensao HNN também seja
de tipo F'P,,.



No capitulo 5, introduzimos a teoria dos invariantes homotépicos 3™ (G) e ho-
moldgicos ¥™(G, Z). Mostramos como estes invariantes estao relacionados e enun-
ciamos o critério de Meinert, que é andlogo ao critério de Brown e, que devido ao
contexto, é chamado de versao monoidal do critério de Brown.

No capitulo 6, definimos o grupo F' de Richard Thompson F' e nos restrigimos a
sua realizacdo como subgrupo do grupo de homeomorfismos do intervalo [0, 1] para
obter uma forma normal para os elementos de F. Usando esta forma normal, é
possivel obter os isomorfismos entre as diversas realizacoes de F'. Além disso, este
capitulo contém a demonstracao de algumas propriedades algébricas de F.

Finalmente, no capitulo 7, que encerra a dissertacao, apresentamos todos os
detalhes para o célculo de X™(F'), sendo este dividido em duas partes: uma para o
calculo do X(F) e outra para o X™(F), com m > 2.



Capitulo 1

Teoria Combinatorial de Grupos

Neste primeiro capitulo, apresentamos a teoria combinatorial de grupos cujo
contexto permite entender os grupos por meio de seus geradores e relagoes. Isto
estd diretamente ligado a construcao dos grupos livres. A partir destes definimos
produtos livres, produtos livres amalgamados e extensoes HNN de grupos.

Além disso, o grupo principal desta dissertagao é o grupo de Richard Thompson
e acontece que uma de suas realizacoes é dada exatamente como uma extensao
HNN. Assim, vamos estabelecer com detalhes as bases para entendermos esta
realizacao. Veremos também que, por conta desta propriedade, poderemos derivar
outras propriedades importantes a respeito do grupo.

Esta segao tem como fonte o livro [16] o qual introduz a teoria combinatorial de
grupos no seu primeiro capitulo. O fato de ele dedicar um capitulo a parte para este
assunto facilita seu estudo individual porém, sua notacao ¢ um tanto complicada.

Assim, temos outras referéncias além desta como as notas de aula do C.F. Miller
I1I [18], que possui notagao muito mais clara, e o livro cldssico [20], que apresenta a
teoria dentro do contexto de suas aplicagoes em topologia algébrica.

1.1 Grupos Livres

1.1.1 Construcao de um grupo livre

Seja G um grupo e X um conjunto que gera G. Informalmente, os pares (G, X)
sao chamados de grupos livres em X quando os elementos em X UX ~! tem produto
igual a 1 somente quando as propriedades que sao mantidas em quaisquer grupos
requerem que seja 1.

Formalmente, temos uma definicao em termos da seguinte propriedade universal:

Definicao 1.1.1. Sejam X em conjunto, G um grupo e i : X — G uma funcao. O
par (G,1) € chamado livre em X se para qualquer grupo H e fun¢io f: X — H
existe um unico homomorfismo de grupos ¢ : G — H tal que f = p1.
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Como se trata de um objeto universal, nao é dificil mostrar que se existe um par
livre sobre X, entao ele é tinico, a menos de isomorfismos. Além disso, podemos
considerar sempre a funcao ¢ na definicao como uma inclusao, como mostra a seguinte
proposicao:

Proposigao 1.1.2. Seja (F,i) livre em X.
i Se existe um grupo G' com uma func¢ao injetiva f: X — G entao i é injetiva.

ii Eriste um grupo ao qual X € levado injetivamente; a saber, o conjunto 7~ de
todas as funcoes de X em Z.

iili A funcao i € injetiva.

Prova. Segue pela definicao de grupo livre que existe uma ¢ : F' — G tal que i = f
donde segue que i ¢é injetora e assim provamos [i]. Dai, tome Z~. Defina, para cada
r e X:

1 sey=nu=,

0 sey#uw.

A funcao que leva z € X em «, ¢é claramente injetora. Isto prova [ii] e [4i1]. O

ax(y) =

Agora, exibimos um caminho pelo qual se constréi, a partir de um conjunto X
qualquer, um grupo livre. Assim mostramos que existem grupos livres sobre quais-
quer conjuntos de modo arbitrario. Para isso, vamos apresentar algumas definicoes.

Dado X um conjunto, definimos M (X') o conjunto de todas as sequéncias finitas
(i, ..., ;) deelementos em X. Tomamos um conjunto X ~! em bijecao a X através
da bijecao que leva x em 271 e tal que X N X! = (. A partir disto, dizemos que os

elementos de M (X U X 1) sao chamados de palavras. Se w ¢ uma palavra do tipo
xil ... zi", onde ¢; = £1, entao n é chamado o comprimento de w.

Uma palavra é dita reduzida se, para 1 < r < n — 1: [i] 4,41 # ¢, ou [ii
iry1 = 1 Mas €41 # —¢,..Dito de outro modo, uma palavra nao é reduzida se ela
contém subpalavras da forma zz~! ou 27!z, chamadas de pares inversos.

Se w nao é uma palavra reduzida podemos obter uma nova palavra u apagando
estes pares inversos; a este processo damos o nome de redugao elementar. Dal,
definimos uma relagao de equivaléncia w = v se w é igual a v como palavra (notagao:
w = v se w e v sao iguais como palavra e w =g v se sao iguais como elementos de

um grupo () ou se existe uma sequéncia de palavras wyws - - - wy, tal que w; = w e

bt



wy = v e para cada j < k um dos w;4; ou w; é obtido do outro por uma redugao

elementar. Entao denotamos por F(X) o conjunto das classes de equivaléncia.
Agora, definimos em F(X) uma multiplicagao [u][v] = [uv]. Esta multiplicac¢do

é associativa, tem elemento neutro (a sequéncia vazia), e a inversa de uma classe da

1 .

palavra [z;, - --2;,] é a clase da palavra [z;'---z;']. Disto temos que F(X) com

in

esta multiplicacao é um grupo. Mais ainda, vé-se facilmente que:
Teorema 1.1.3. (F(X),i) € livre em X, com i :x — [x].

O préximo resultado é bastante fundamental pois garante que podemos trabalhar
com palavras reduzidas ao considerarmos um elemento em F(X).

Teorema 1.1.4. [Forma Normal para Grupos Livres] Eziste ezatamente uma palavra
reduzida em cada classe de equivaléncia.

Prova. [método de Van der Warden)]
Seja S o conjunto de todas as palavras reduzidas. Seja Sim(S) o grupo de todas
as permutagoes em S. Defina f : X — Sim(S) por

(zz; a2 - oafm se apt #£ x,

Fla)agy ) = { e

2L gfin se x. ! = x.

12 in 11

E ficil ver que f ¢ uma permutacio em S, com f(z)' = f(z~1). Segue, pela
defini¢ao, que existe um homomorfismo ¢ : F(X) — Sim(S) com ¢(x) = f(x) para
todo z € X.

Dai, se w é uma palavra reduzida z;, - - - x;, entao plw] = f(x;)? - f(z;,).
. ~ _ €1 € J—

Por inducao, segue que plw] = z;' - - - 77" = w.
Em particular, se w e w’ sdo reduzidas com w =~ w’ entdo [w] = [w’] e portanto

w e w' sendo a agao de p(w) em 1 e de p(w’) em 1 tem que ser iguais.
Logo existe somente uma tinica palavra reduzida em cada classe de equivaléncia.
O

A préxima proposi¢ao nos garante uma condigao para mais adiante definirmos
com precisao o que venha a ser um grupo livre.

Proposicao 1.1.5. F(X) € isomorfo a F(Y') se e somente se | X| = [|Y].

Assim, podemos partir da definicdo de um par (G, X) livre para a seguinte
definicao:

Defini¢ao 1.1.6. Um grupo G € livre se é isomorfo a F(X) para algum X .
Sei: F(X) — G é um isomorfismo entio i(X) é chamada base de G. A
cardinalidade de uma base é chamada de posto.



No restante da dissertacao, reservamos a notagao F para nos referir a um grupo
livre. Finalmente, temos uma proposicao para caracterizar os grupos livres.

Teorema 1.1.7. [Caracterizag¢io de Grupos Livres] Seja X um subconjunto de um
grupo G. Entao, as sequintes afirmativas sao equivalentes:

1 G € livre com base X.

2 todo elemento de G pode escrito de maneira unica como x; ... x5 para algum
n>0,z, €X,e =21 onde €01 # —€, S€ iy =i,

3 G € gerado por X e se w = 1 em G entao w contém um par inverso, ie, Se
com n > 0, entao, para algum r > 0 temos que t,41 = 1, com

€n

p— 61-.-
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€ = —€j41-

1.1.2 (Geradores e Relacoes

O objetivo nesta parte é mostrar como descrever qualquer grupo em termos de
seus “geradores e relacoes”e como isto nos fornece uma boa maneira de trabalhar
com grupos. O proximo resultado ja nos aponta de que maneira podemos fazer isso.

Proposicao 1.1.8. Qualquer grupo G é quociente de algum grupo livre.

Prova. Tome Xg o conjunto dos elementos de G. Seja F(Xg) o grupo livre com
base Xg. Defina f : Xg — G por g — g. Segue, pela definicao de F(X), que
existe um homomorfismo ¢ : F(Xg) — G que estende f e é sobrejetora. Logo, pelo
teorema dos isomorfismos, G = F(Xs)/ ker ¢. O

A partir disto, estudam-se os epimorfismos F(X) % G, onde X é um conjunto
qualquer; neste caso, X é chamado de conjunto de simbolos que geram G. A tnica
coisa que se sabe é que ker ¢ < F(X). A partir disso, definimos:

e ker p é chamado de conjunto das relagcoes de G sob .

e O fecho normal de um conjunto R em um grupo F' é o menor subgrupo
normal em F' que contém R (F ndo precisa ser livre). Por definigao, o conjunto
< RY> é o fecho normal de R em F, onde R = {f~'rf: fe Fre R}.

e Se o ker ¢ é o fecho normal de algum subconjunto R de F(X) (grupo livre com
base X), denomina-se R de conjunto de relagoes que definem G sob ¢.

e Uma apresentacao (G, R)” de G consiste de um conjunto X, um epimor-
fismo F(X) % G e um conjunto R de conjunto de relagoes que definem G sob

@.



Usaremos a notagiao G = (X | R) se G = F(X)/ < RFX) > Assim, um exemplo
simples como consequéncia desta definicao é que um grupo abeliano livre com base
X tem apresentacao:

G=(X|zyz 'yt =1,Vo,y € X ).

A partir da proposicao 1.1.8, o préximo resultado nos permite construir, a partir
da apresentacao de um dado grupo, homomorfismos dele em outros grupos desde
que as relagoes sejam preservadas.

Teorema 1.1.9 (von Dyck’s). Sejam G = (G, R)p, f : X — H uma fungio, H
um grupo qualquer e 9 : F(X) — H o homomorfismo que estende f. Se R C ker ¢
entao eziste um homomorfismo ¢ : G — H tal que f(x) = o(x) para todo x € X.

Prova. Por definicao, ker ¢ é o menor subgrupo normal que contém R. Como R C
ker ¢ que é um subgrupo normal, temos que ker ¢ C ker). Assim, podemos definir
um homomorfismo ¢ : G — H por ¥(g) = ¥(g), onde g = ¢(y), y € F(X).

Note que 9 estd bem definida. Como ¥ é homomorfismo segue que ¥ também
o é. Finalmente, se x € X, entdo f(x) = J(z) = ¢(g) onde g = ¢(x) e, portanto,
f(z) =¥(p(x)) , para todo = € X. O

Exemplo Duas apresentagoes para Zg:

Ze = (x|2°) e Ze = (z,y|2®, y*, zyx'y ).

1.2 Produto Livre de Grupos

Vamos generalizar a construcao de um grupo livre. Sejam H e K dois grupos.

Definicao 1.2.1. Um grupo L é chamado de produto livre H e K se existem
homomorfismos iy : H — L e ix : K — L que satisfazem a sequinte propriedade:
para qualquer par de homomorfismos a: H — G e 3 : K — G onde G é um grupo
qualquer, existe um unico homomorfismo v : L — G tal que vig = a e yig = (3.
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Como trata-se de um objeto universal, se existe, ele é inico a menos de isomor-
fismos. Vamos denoté-lo por L = H % K. Agora vamos ver que estes produtos
existem.

Teorema 1.2.2. O produto livre de H x K existe.

Prova. Suponha que tenhamos apresentagdes ( X |R ) para H e ( Y|S ) para
K. Podemos assumir que X NY = (). Entao, podemos apresentar L unindo as
apresentacoes de H e K da seguinte maneira:

H+K=(XUY|RUS).

Os homomorfismos iy e ix sao simplesmente os homomorfismos induzidos pela
inclusao dos geradores de H e K respectivamente em L. Agora, definimos o homo-
morfismo 7' : F(XUY) — G por v/ (z) =a(r)sex € X ey (y) =F(y)sey €Y.
Dai, 7/ induz v : L — G que é unica pelo modo que foi construida. O

De certo modo, este produto é o grupo mais livre que contém H e K. Tais
grupos sao chamados de fatores livres de H * K. E importante ressaltar que esta
construcao nao se limita a apenas dois fatores e pode ser generalizada facilmente para
uma quantidade arbitréria de grupos {H,};es e, neste caso, denotamos o produto
livre por *;c H;.

Exemplo O produto livre de duas cépias de Z é Z*Z = ( x,y|0 ), grupo livre
de posto 2.

Vamos agora em dire¢ao a uma forma normal para os elementos de H x K.

Definimos uma palavra alternada ou expressao alternada em H *x K como
um produto da forma hikq - - h,,k,, onde cada h; € M e cada k; € K, permitindo
uma das quatro formas seguintes : hiky - - - hykn, kiho - hpkpy, hiki - kp_1h, €
kihg -+ - ky_1h,,. O numero de elementos que ocorrem na expressao é chamado de
comprimento da palavra.

Dizemos que uma expressao alternada num produto livre é reduzida se cada
1 # h; e cada 1 # k; quando ocorrem. Suponha que uma expressao alternada
hiky -« h;_1ki_1h;k; - - - hy,k,, nao seja reduzida. ie, vamos assumir que algum h; = 1.
Entao, podemos substituir k;_ih;k; por k' = k,_1k; = k;_1h;k; e obtemos uma outra
expressao alternada hiky---h;_1k'h;yq - -+ hyyky, para o mesmo elemento no grupo
L. Podemos fazer o mesmo se algum k; = 1.

Prosseguindo deste modo podemos obter uma expressao alternada reduzida que
representa o mesmo elemento que o original. Note que a expressao vazia ja é re-
duzida.

’

Teorema 1.2.3 (Forma Normal). Qualquer elemento nao-trivial de L = H % K é
igual a uma unica expressao alternada hiky - - hypk, com 1 #g h; e 1 #x k; quando



ocorrem. Isto quer dizer que se duas expressoes tais quais acima SGO LGuais €m
Hx K, e:
haky bk =1 hik - - Bk,
entdo n =m e cada h; = h), e cada k; = k.
Prova. E facil ver que qualquer elemento é igual a uma expressao alternada por
causa da apresentacao de L.
Para provar a unicidade, considere §2 o conjunto de todas as formas reduzidas.

A cada elemento de h € H e k € K vamos associar uma permutacao respectiva em
Sim(€2) da seguinte maneira:

kerhs -+ Bk se h = hit,
(hho)ky - bk, se b # bl

Note que tanto o primeiro caso quanto o segundo contemplam a possibilidade de

e(h)(hlkl e 'hmkm) = {

hi nao ocorrer.

Podemos verificar que ((h))™' = 6(h™') e que O(hh') = O(h)O(I) e assim 6
define um homomorfismo de H em Sim(f2).

Definimos um homomorfismo ¢ : K — Sim(f)) de maneira andloga. Assim,
temos que 6 e ¢ definem um homomorfismo 0 x ¢ : H x K — Sim/(£2).

Agora, se hiky - - - hy,k,, € uma expressao reduzida, temos que:

Logo, hiky---hpk, # 1 em L. Isso implica a unicidade da expressao alternada
reduzida.
De fato, suponha que:

onde ambos os lados sao expressoes reduzidas. Segue que:
haky - Bopknk! "' T R TR T =

e, como as expressoes originais sao reduzidas, temos necessariamente que k,, = k/,
e, seguindo por inducao, teremos que as expressoes sao idénticas. O

Uma outra versao deste teorema que segue diretamente deste ultimo ¢ a seguinte:

Teorema 1.2.4 (Caracterizagao de Produtos Livres). L € o produto livre de H e
K se e somente se valem as sequintes condigoes:

1. H e K geram L, ie, todo elemento de L € igual a alguma expressao alternada
hiky - hp k.

2. se w = hiky---hpyk,, € uma expressao alternada e w =7 1 entao h; =y 1 ou
k; =k 1 para algum i.
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1.3 Produto Livre Amalgamado

Vamos generalizar a construcao de produto livres da seguinte maneira: suponha
que H e K possuem subgrupos isomorfos de modo que existam dois monomorfismos
c:M — Hert: M — K. Vamos construir um grupo que contem H e K no qual
seus subgrupos (M) e 7(M) estao identificados e H N K = o(M) = 7(M).

Definicao 1.3.1. Um grupo L ¢ chamado de produto livre amalgamado de
H e K com subgrupo amalgamado M se existem homomorfismos de grupos
tg:H—Leig: K — L tal que igo = ixT que satisfazem a sequinte propriedade:
para qualquer par de homomorfismosa: H — G e f: K — G com aoc = 31 onde
G € um grupo qualquer, existe um unico homomorfismo v : L — G tal que vig = «
evig = .

g
M H
T ZH
«
J )
K eI
\ﬂ 7\\
\,»G

Como trata-se de um objeto universal, se existe, ele é inico a menos de isomor-
fismos. Vamos denota-lo por L = H *,; K. Agora vamos ver que estes produtos
existem.

Teorema 1.3.2. O produto livre amalgamado H *,; K existe.

Prova. Suponha que tenhamos apresentagoes (X | R) para H e (Y | S) para K. Além
disso suponha que M = (Q). Podemos assumir que X NY = (). Entdo, podemos
apresentar L unindo as apresentagoes de H e K e identificando as imagens de M da
seguinte maneira:

Hxy K=(XUY|RUS, o(q) =71(q)Vq € Q).

Os homomorfismos iy e ix sao simplesmente os homomorfismos induzidos pela
inclusao dos geradores de H e K respectivamente em L. Agora, definimos o homo-
morfismo 7' : F(XUY) — G por 7/ (z) =a(z)sex € X ey (y) =F(y)sey €Y.
Temos que mostrar que 7' (o(q)) = +'(7(q)) para todo ¢ € Q. De fato,

1(0(q)) = v'lu(0(q) = ac’(q) = B7(q) = +'k(7(q)) = +'(7(q))

e portanto, 7" induz v : L — G que é unica pelo modo que foi construida. O
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Note que se M é trivial obtemos que L é o produto livre de H e K.

Vamos introduzir uma outra notagao para o produto livre amalgamado. Seja
A=0M) C HeB =7(M)C K. Entao estes subgrupos sao isomorfos via
¢ =T10"': A — B. Neste caso denotamos por L = H %,_p K e apresentamos da
seguinte maneira equivalente:

Hxyop K=(XUY |RUS, a=yp(a)Va € 0(Q)).

Exemplo Considere H = (¢) e K = (d) com seus subgrupos respectivos A = (c?)
e B = (d®) que sao isomorfos via ¢® — d>. Entao seu produto livre amalgamado ¢

G=Hxp_pK = {c, d|c*=d.

Vamos agora caminhar para mostrar a forma normal dos elementos de H *4_p K.

A nocao de palavras alternadas em L é a mesma que em produtos livres, sendo
cuidadoso pois ainda nao provamos que H e K estao imersos em L.

Dizemos que uma expressao alternada num produto livre amalgamado é re-
duzida se nenhum h; € A = o(M) e nenhum k; € B = 7(M). Suponha que uma
expressao alternada hqky - - - h;_1k;_1h;k; - - - h,,ky,, nao seja reduzida. Vamos assumir
que algum h; = a; € A. Pela identificagao feita em L temos que a; = ¢(a;) = b;, para
algum b; € B C K. Entao, podemos substituir a; por b; e, tomando k' = k;_1b;k;,
obtemos uma outra expressao alternada hiky - --h;_1k'h; 1 - - hpk,, para o mesmo
elemento no grupo. Podemos fazer o mesmo se algum k; € B.

" e ct'd sao expressoes reduzidas. Mas em G

No exemplo anterior, temos que ¢’d
temos que ¢'d” = c'd3d*d = ¢"c2c*d = c!''d e portanto sao iguais em G.

Precisamos de um critério ainda mais forte para definir uma forma normal que
seja unica. Para isso, vamos trabalhar com transversais de A em H e de B em K.
Escolha S uma transversal a direita de A em H e T uma transversal a direita de B
em K tal que 1 € SNT. Definimos uma forma normal como sendo um elemento
de A = B ou uma expressao da forma ahiky---hpk, com 1 #h; € Sel#k, €T
ea € A. Aqui hiky---hp,k, representa uma expressao alternada que pode ser
qualquer uma das formas: hiky - - - hykn, k1 hpkm, hiki - h,, ou ky---h,. No
caso em que h; nao ocorre, escolhemos b = p(a) e escrevemos bky - - - hy k.

Vamos mostrar que qualquer elemento w de L = H x4_p K é representado por
uma forma normal. Aplicando o processo de reducao, podemos supor que temos uma
expressao alternada reduzida para w. Fazendo as contas da direira para a esquerda,
podemos chegar a uma expressao alternada na forma normal para w. Suponha que
hikq- - ki_1h;k; - - - hy,k,, é reduzida e que cada termo a direita de h; é um elemento
em S e T diferente de 1. Sabemos que h; = ah} onde a € A e h; € S. Note que
R # 1 pois h; ¢ A, ie, w estd na forma reduzida. Seja b = p(a) € K e sabemos que
em L, a = ¢(a) = b, ie, a = b. Assim, podemos reescrever esta ultima expressao
por hiky -+ hi—1(ki—1b)hik; - - - bk, que é 0 mesmo elemento em L. Note que como
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ki1 ¢ B, temos que k;_1b ¢ B o que implica termos uma expressao reduzida apos a
substituicao. Presseguindo desta maneira, podemos obter uma expressao na forma
normal para qualquer elemento w em L. Note que esta forma normal possui o mesmo
comprimento que a expressao original para w. Isto se resume da seguinte maneira:

Proposicao 1.3.3. Seja L = H x4—p K um produto livre amalgamado. FEscolha
tranversais a direita de S em H e T em K. Entao, se w € qualquer palavra em L:

i w €igual a uma expressao alternada.

ii qualquer expressao alternada para w pode ser transformada em uma expressao
alternada reduzida ou a um elemento de A = B que € igual a w em L.

iii qualquer expressao reduzida pode ser transformada em uma forma normal que
possui 0 mesmo comprimento e € iqual a w em L.

Teorema 1.3.4. Seja L = H x4 K um produto livre amalgamado. Entao:
1 as funcoes iy, e i, sao monomorfismos de H e K em L.

2 se w = hiky---hy,k,, € uma expressao alternada e se w = 1 em L entao para
algum 1 ou h; € A wvisto como um elemento de H ou k; € B visto como um
elemento de K.

Prova. Primeiramente, provamos a segunda parte. Considere €2 o conjunto de todas
as formas normais. A cada elemento de h € H e k € K vamos associar uma
permutagao respectiva em Sim(§2) da seguinte maneira:

O(h)(ahiky - - hunkim) =

b'kihy - - hykny, se hah € A= B
a'hiky - hyk,  se hahy ¢ A= B

onde hah; = a’h} com h} € S et/ = ¢(a'). Note que tanto o primeiro caso quanto
o segundo contemplam a possibilidade de h; nao aparecer. Temos que checar que
O(h)™ =0(h™1) e que O(hh') = O(h)O(N') e assim 6 define um homomorfismo de
H em Sim(2). Definimos:

(k) (ahiky - hyky,) =

(kb)hiky -+ hky, sekbe B =A
Vkbhy - bk se kbé B= A

onde b= p(a) e kb= bk} com kj e TUlel € B.
Quando h; nao ocorre, definimos:

bhy - hpkny se kbky € B=A

(k) (aky - - Bk =
(k) aky ) Wk hy - bk se kbky & B = A
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onde b = p(a) e kbk; = Vkj com k] € T e V' € B.
Novamente, temos que checar que ¢ é um homomorfismo de K para Sim(2).
E fécil ver que 0(a) = 1(b) e entdo temos que € e ¢ induzem um homomorfismo
Oxs—pt): Hxs—p K — Sim(Q).

Agora, se ahiky - - - h,,k,, é uma forma normal, temos que:

0 X A=B 1/)(ah1k1 s hmk’m)(l) = ah1k1 s hmkm

Logo, ahiky - - hyky,, #1 em L.
Se 1 # h € H com h = ah; com h; € S, entdo a imagem de h em L envia (1)
a ahy. Logo a imagem de 1 #; h e entao H estd imerso naturalmente em L pela

inclusao. Igualmente temos K imerso em L.
O

Note que a construcao de uma forma normal a partir de uma forma reduzida
preserva comprimento e portanto uma expressao alternada que representa a identi-
dade 1 nao pode ser reduzida.

Como corolario imediato temos que HNK = A = B. Claramente A = B C HNK
esceg€ HNK entao g=h =k, h € H e k € K donde segue que hk™* =1 em L
e dai, pelo segundo item do teorema, temos que h € Aou k € Bie, g € A= B ou
g€ B=A.

Uma outra consequéncia é a seguinte:

Teorema 1.3.5 (Forma Normal). Qualquer elemento de L = H x4_p K € igual
a uma unica forma normal ahiky---h,k, com 1 # h; € S el # k; € T quando
ocorrem e a € A. Isto quer dizer que se duas expressoes tais quais acima $Go 1guais
em H xa_p K, ie:

ahiky -+ hyky, =1 a'Biky - - WK,

entao n =m e cada h; = hi, k; =k, ea=ad.

Prova. A existéncia foi demonstrada na proposicao acima. A unicidade segue do
ultimo teorema pois se

ahiky - hokyy =1 AWK, - WK

entao

ahyky - ho (k! "R T KR T T =0

e portanto kmk;fl € A= B. Como k,, e k], pertencem a transversais, temos que
kyn = k. O resultado segue por indugao. O

Segue agora um ultimo resultado, que é uma versao alternativa para caracter-
izacao do produto livre amalgamado.
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Teorema 1.3.6. Um grupo L é o produto livre amalgamado de seus subgrupos H
e K com subgrupo amalgamado M = H N K se e somente se valem as sequintes
condicoes:

1. H e K geram L, ie, todo elemento de L ¢ igual a alguma expressao alternada

hiky - hpkp,.

2. se w = hiky---hyk,, € uma expressao alternada e w =5, 1 entao h; € M ou
ki € M para algum i.

1.4 Extensoes HNN

Seja G um grupo com apresentagdo (X | R) e um par de subgrupos isomorfos
A e B com um isomorfismo ¢ : A — B. Vamos construir agora um grupo maior
que contém G e nos quais os subgrupos A e B sao conjugados por um elemento que
realiza o isomorfismo entre eles. Optamos por definir via apresentacao do grupo e
nao pela propriedade universal embora isto seja possivel.

Definicao 1.4.1. Chamamos de extensao HNN com grupo base G, letra
estavel p, com subgrupos assoctados A e B pelo isomorfismo ¢ : A — B
ao grupo G, com apresentagao:

G*¢:(X,p\R,p_lap:go(a)VaeA>.

O termo HN N vem das iniciais de Higman-Neumman-Neumman, os autores que
introduziram esta construcao. Vale ressaltar que tal grupo existe e é construido a
partir do produto livre amalgamado de grupos especificos. Nao colocamos aqui tal
demonstragao (ela pode ser encontrada em [20], teorema 11.70).

Precisamos entao verificar que, de fato, G, contém G e, além disso, encontrar
uma forma normal para os elementos de G*, por meio de alguma operacao de
reducao entre seus elementos.

Note que p gera um sugbrupo ciclico infinito de G*,,.

Exemplo

O grupo com apresentagao (c,p|p~'c?p = ¢*) é a extensao HNN tendo como
grupo base o grupo ciclico infinito (c), letra estdvel p e subgrupos associados {c?) e
(c3) pelo isomorfismo ¢ que leva ¢? — 3.

Podemos também considerar G, como um quociente do produto livre G * (p)
pelo subgrupo normal N gerado por {p~tap(¢(a)) }aca.

Uma p-expressao é uma sequéncia na forma:

9G0P 91+ G P G
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onde cada g; é um elemento de G e € = +1. Permitimos os casos em que nao ocorrem
simbolos p. Nos casos em que ocorre pelo menos um p ou p~ !, dizemos que é uma
p-expressao que envolve p.

Claramente, qualquer palavra nos geradores de G, pode ser vista como uma
p-expressao. Se para algum 7 a sub-expressao p~lg;p aparece e se g; = a € A, entao
pelas relagoes que definem Gx, temos que p~tg;p = p~lap = p(a) = b e entao
podemos reescrever a p-expressao por:

€1, €m—1

gop - D (gio1bgip )P D g

que contém dois simbolos p a menos e representa o mesmo elemento em G*,.
Analogamente, se para algum i a sub-expressiao pg;p~! aparece e se ¢; = b € B
entao pelas relagoes que definem Gx, temos que pgip~' = pbp™t = ¢ 1(b) = a e
entao podemos novamente reescrever a p-expressao com dois simbolos p a menos
obtendo o mesmo elemento em Gx*,. Qualquer uma destas operacoes que envolvem
estas sub-expressoes sao chamadas p-pinches. Se nao é possivel efetuar nenhuma
p-pinche entao a p-expressao é chamada de p-reduzida.

Sejam. gop g1+ Gm1D" g © Gop™ 1P G5 - g1 P gy, duas p-expressoes,
Dizemos que elas sao p-paralelas se n = m e ¢ = 01, €3 = 02, ,€m = Op.
Vamos provar adiante que duas expressoes p-reduzidas que representam o mesmo
elemento em G, devem ser p-paralelas.

Por exemplo, em (c,p|p~tc*p = ¢3) temos que cp~'c3p e c'p~lep sao ambas
p-reduzidas. Porém, elas representam o mesmo elemento em G, pois:

13 o121 31 4 -1
cpc’p=c(p” cp)p ep=cc’p cp=cp cp.

Isto nos informa que ainda nao temos uma forma tnica em G*,. Para isto,

assim como no caso de produto livre amalgamado, vamos recorrer as transversais de

classes laterais. Escolha S uma transversal a direita de A em G e T uma transversal
a direita de B em G tal que 1 € SNT. Assim, definimos que

g €S se €, = —1

. . . g €T seeg =1
9P g1p2g2 P g onde
€ # €1 se g =1

goeG

¢ um elemento de G, na forma normal.

Note que uma forma normal é necessariamente p-reduzida. Precisamos mostrar
que todo elemento w em Gx, ¢é representado desta maneira. Aplicando redugoes
sucessivas, podemos assumir que temos uma expressao p-reduzida para w. Agora,
vamos converter esta expressao p-reduzida em uma forma normal por operacoes
sucessivas da direita para a esquerda. Assim, suponha que

9G0P 1P g2 P G
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é p-reduzida e que a parte da expressao a direita de g; estda na forma normal.

No caso em que ¢; = —1, podemos escrever g; = as; de forma tnica com a € A e
s; € S. Dali, segue que p~'g; = p~tas; = (p~tap)p~'s; = bp~'s; onde p(a) = b € B
e obtemos

€1

gop™ -+ P g bp s pitt e p T g

Note que se s; = 1 entao ¢g; = a € A e dai terfamos que ¢;;; = —1 pois a expressao
estd na forma reduzida. Ainda, se ¢;_; = 1 entéo ¢g;_1 ¢ B pelo mesmo motivo, ie, a
expressao estd na forma reduzida. Neste caso, também temos que g; _1b ¢ B e logo
esta nova expressao € p-reduzida com uma parte a direita ainda maior que esta na
forma normal. O caso ¢; = 1 se trata analogamente.

Assim, depois de uma quantidade finita destas operagoes, obtemos uma nova
expressao p-reduzida na forma normal que é p-paralela a original. Isto se resume da
seguinte maneira:

Proposicao 1.4.2. Seja G*, uma extensio HNN. Escolha S e T transversais a
direita de A e de B em G respectivamente. Logo, se w € qualquer elemento em G*,:

i w € igual a uma p-expressao em Gx,;

ii qualquer p-expressdo para w pode ser transformada em uma expressao p-reduzida
que tgual a w em G,

iii qualquer expressao p-reduzida pode ser transformada em uma expressao na forma
normal que é p-paralela a w e € igual a w em Gx,,.

Por exemplo, em Gx, = (¢,p|p~'c*p = ¢*), escolhendo transversais S = {1, c}
de A = (* eT = {l,c,c'} de B = (¢}) em G = (c), a forma normal de
c3Bpctp~ipe3plep? e de Spetp e tpctpTt é epcipTh

Agora, enunciamos o teorema principal:

Teorema 1.4.3. Seja Gx, uma extensao HNN de G com subgrupos associados A
e B pelo isomorfismo ¢ : A — B. Entao:

1 [Higman-Neumman-Neumman)/

A identidade nos geradores induz uma imersao de G em G*,, e p gera um subgrupo
ciclico infinito em Gx.,.

2 [Lema de Britton]

Seja w uma palavra em G+, que envolve p, ie, p ou p~' aparece como subpalavra.
Sew =g, 1 entdo w contém uma subpalavra da forma [i] p~tcp ou [i] pep™?,
onde c € G e tal que, no caso [if, ¢ é igual em G a um elemento de A e, no
caso [ii], ¢ é igual a um elemento de B.
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Prova. A proposicao acima nos garante a existéncia de elementos na forma normal
para os elementos de Gx,. Para provar unicidade, usamos o argumento de Van der
Warden. Seja (2 o conjunto de todas as formas normais. Vamos associar a cada
gerador de G'x, uma permutacao de €.

A cada elemento g € G associamos:

0(9) (900 g1 - D" gm) = (990)P7 g1+ - D" Gum

Ao simbolo p associamos a seguinte permutacao:

aptop”gi-- P gm  se e =1

Y(p)(gopT g1 D" Gm) = & aptopgr - P Gm setg£lee =—1
(agi)p?go- - p™gm seto=1lee =—1
onde gy = bty coma € A, a=p 1 (b) ety eT.
E ao simbolo p~! associamos a seguinte permutacao:
bp~tsoptgrc e pigm  se e =—1

bp~tsopTgr DG sesoF lee =1
(bg1)p2g2 -+ P Gm sesp=1lee =1

V() (gop g1+ DT Gm) =

onde go = asp com b € B, b= p(a) e sy €S.

Podemos verificar que, de fato, 6 e ¢ sao homomorfismos de G para Sim(2) e
de (p) para Sim(£2), respectivamente.

Disto segue, pela definicao de produto livre, que estes homomorfismos estendem
a um homomorfismo

0«1 : Gx*(p) — Sim(Q).

Mais ainda, note que:
0« (pp(a)) = 0 =¥ (ap)
e portanto, # * ¢ é um homomorfismo de Gx, para Sim(2). De fato,
0 (ap)(gop™ g1+ P gm) = 0(a)¥(p)(gop” g1 D" Gn)
aoplop™ g1 -+ P Gm

apptop™ gi -+ P Gm
(aog1)pga - P gm

seep =1
setg£lee =—1

setg=1ee =—1

= 0(a)

(aao)ptop™ g1 P g
(aao)ptop™ g1+ - P Gm
(aapg1)p?gs -+ P Gm
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onde representamos gy = btg, b € Betyg €T, e ag = ¢ ' (b) € A. Por outro lado,
temos que:

0« (pp(a))(gop g1 p"gm) = (p)8(e(a))(gop™ g1+ gm)
= »(p)((p(a)go)p g1 D" Gm)
a'plop™gi -+ pgm  see =1
= Qaptopgr-pTgm  seloFlee =—1
(' g)p?g2---p™gm selo=1lee =—1

Note que tinhamos gy = bty e agora ¢(a)gy = @(a)bty, com ¢(a)b € B. Por isso,
denotamos by = ¢(a)b € B e d = ¢ '(by) € A. Assim, para provar a igualdade,
basta verificar que a’ = aag. Com efeito,

a' =7 (bo) = ¢ (p(a)b) = ¢ (p(a))p ™" (b) = aay.

Portanto, concluimos que 0 * ¢ (pp(a)) = 0 * 1 (ap).
Agora, se gop“ g1 - - P g € um elemento nao trivial de G, entao:

0« (gop g1 P gm)(1) = gop g1+ - D" Grm-

Logo, tal elemento tem forma normal diferente de 1 em G*,. Em particular, segue
que G mergulha em G*, e que uma palavra p-reduzida que envolve p nao ¢ igual a
1. O

Finalmente, temos o teorema da forma normal.

Teorema 1.4.4 (Forma Normal). Todo elemento em Gx, € igual a uma tnica
palavra

9op" 91p= g2 - P Gm
na forma normal.

Prova. Suponha que exista uma outra expressao gyp°' ¢;p°2gh - - - p° g, para a mesma

palavra. Segue que gop g1p2gs -+ P (gmgl D00y D g g =1 e
portanto, deve haver uma p-pinche. Como as palavras sao reduzidas, este p-pinche
sO pode ser aparecer em p™ (gmg,’l_l)p_‘;”. Disto seque que €,, = d,. Se ¢, = —1
entio gng, ' € A e portanto g, = ¢.. Se €, = 1 entdo gng,, ' € B e portanto
gm = ¢, DOis, em ambos os casos, cada g; estd em uma transversal e escolhemos o

elemento neutro como representante de A e B. O restante segue por indugao. [

Vale ressaltar que esta construcao nao se limita a um tnico par e uma unica
letra estavel. Podemos definir extensoes HNN para qualquer quantidade de pares
de subgrupos isomorfos (A;, B;) conjugados por um conjunto de letras estaveis {p;}.
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Capitulo 2

Algebra Homoloégica

Este segundo capitulo apresenta, em linhas gerais, os conceitos basicos da algebra
homoldgica. A idéia aqui nao é apresentar a teoria em todos os seus detalhes pois
¢é bastante extensa. Procuramos expor o que sera necessario para os calculos feitos
nesta dissertacao e, quando possivel, situar um determinado topico dentro de seu
contexto mais geral.

Tomamos como texto base para esta segao o livro [19], principalmente, o material
contido nos capitulos 1, 2, 3, 6, 7, 8 e 11. Além disso, assumimos um conhecimento
bésico da teoria de categorias conforme consta no seu primeiro capitulo.

Neste capitulo, R é um anel associativo com identidade. Vamos denotar por p M
a categoria de R-médulos a esquerda e por Mg a categoria de R-moédulos a direita.
Chamamos um homomorfismo entre R-médulos de R-mapa.

2.1 Produto Tensorial

Definicao 2.1.1. Sejam A € Mg, B € rM e G um grupo abeliano aditivo. Uma
funcgao f : Ax B — G é R-biaditiva se para todo a,a’ € A, b,b/ € B er € R:

fla+d,b) = f(a,b)+ f(d',b); f(a,b+b) = f(a,b)+ f(a,b) e f(ar,b) = f(a,r)).

Definigao 2.1.2. Um produto tensorial de A € Mg e B € gpM é um grupo
abeliano AQrB e uma funcdo bi-aditiva h que resolve o sequinte diagrama universal:

Ax B h A®RB

s
s

s
s

f S
P
G

para todo grupo abeliano G e para qualquer funcao bi-aditiva f sobre R, existe
um unico homomorfismo f' que faz o diagrama comutar.

Um resultado imediato a partir desta construcao universal é o seguinte:

20



Teorema 2.1.3. Nas condi¢oes descritas acima:
1 Quaisquer dois produtos tensoriais de A e B sao isomorfos.
2 FEziste o produto tensorial de A e B.

A partir do produto tensorial podemos construir um funtor que leva R-moédulos
em grupos abelianos, que, com alguma hipdtese adicional, torna-se um funtor entre
R-modulos.

Sejam f : A — A’, R-mapa entre R-médulos a direita e g : B — B', R-
mapa entre R-mddulos a esquerda. Entao, pode-se mostrar que existe um tnico
homomorfismo A®rB — A @B’ onde a®b — f(a) ®g(b). Denotamos esta fungao

por f ® g. Assuma que A Loa L A sao R-mapas de R- médulos a direita e
B % B' % B sio R-mapas de R- médulos a esquerda. Segue que (fof')®@(gog') =
(f®g)o(f ®g') e portanto:

Teorema 2.1.4. Eziste F' :g M — Ab, funtor aditivo definido por F(B) = AQrB.
Se f: B — B' é um R-mapa entre R-mddulos a esquerda entao F(f) =14 ® f.

A notacao usual para F' é A®g.

Agora, sejam R e S dois anéis. Um grupo abeliano B é um R — S bi-mdédulo,
denotado por RBs se B € Mge B €g M eparatodor € R,be€ BeseS,
r(bs) = (rb)s. Sabemos que A®xrB a priori é um grupo abeliano. Quando ele se
torna um maédulo?

Teorema 2.1.5. Sejam A € Mpr e B €g Mg. Entao AQrB ¢ um S-modulo a
direita onde (a ® b)s = a ® bs.

Corolario 2.1.6. Sejam R um anel comutativo e A e B R-mddulos. Entio AQrB
¢ um R-mddulo com r(a ®b) = ra @b =a ®rb. Mais ainda, para r € R fizo, se
fr : B — B com u,(b) =rbentao 1@ p, : AQr B — A®pg B é multiplica¢ao por r.

Finalmente, enunciamos um tultimo resultado que nos seré bastante ttil adiante.

Teorema 2.1.7. Seja B um R-mddulo a esquerda. Entao existe um R-isomorfismo
R®r B = B, onde r ® b 7rb.

2.2 Produto e Soma de modulos

Vamos agora definir algumas operacoes entre modulos. A partir destas operacoes,
definimos os médulos livres que sao de grande importancia no nosso estudo. Aqui,
vamos assumir que todos os médulos sao R-modulos a esquerda.

Definigao 2.2.1. Seja {A; : j € J} uma familia de submddulos.
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(a) O produto desta familia [[;c;A; € o médulo cujos vetores sdo da forma a =

(a;)jes, aj € J com operagdo (a;) + (bj) = (a; + b;) e r(a;) = (ra ).

(b) A soma desta familia [[;c;A; € o submddulo de [[;c;A; cujos vetores sao da
forma a = (a;)jes, com a; =0 exceto por um nimero finito de indices.

Segue que se J € um conjunto finito entao [[;c;A; = [1;c,4; = A1©A®- - -DA;.

Os produtos sao chamados produtos diretos e as somas de somas diretas.

Como funtores s6 reconhecem morfismos, vamos caracterizar estes espagos através
de morfismos. Se A = [[,.;A;, definimos a projegao p; : A — A; por p((a;)) =aj e
ainjecao A; : A; — A por \j(a;) como o elemento que tem a; na j-ésima coordenada
e zero nas restantes. Assim pjA; =14, e pjAy =0se j # k. Se A = ]_[jEJAj, entao
pj e A; também estao definidos e >, A;p; = 14.

Teorema 2.2.2. Seja A um mddulo e {A; : j € J} uma familia de mddulos.

1 A~ HjeJAj se e somente se existem \; : A; — A tal que, dado qualquer modulo
X e quaisquer mapas f; : Aj — X existe um unico ¢ : A — X com p)\; = f;,

para todo 5 € J.
A

j - A

fi e

2 A~ HjeJAj se e somente se existem p; : A — A; tal que, dado qualquer modulo
X e quaisquer mapas f; : X — A; existe um unico p : X — A com pjp = f;,
para todo j € J.
pj
A, A

%

Teorema 2.2.3. Seja Aj — [[;e;
J-€stma projecao p; e seja B um modulo. Entao:

Aj a j-ésima injegio \;, seja [[;c;A; — Aj a

1 01 : Hom(]I;c;A5, B) — [l,e; Hom(A;, B), ¢ &, (pA;) € um isomorfismo.

jeJ
2 0y Hom(B,[[;c;4;) — l;c;, Hom(B, 4;), ¢ 22 (pj) € um isomorfismo.

Ou seja, temos que Hom(, B) converte somas diretas em produtos diretos; em
particular, preserva somas diretas finitas. Mais ainda, Hom(B, ) preserva produtos
diretos.
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Teorema 2.2.4. Sejam A um R-mddulo a direita e {B; : j € J} uma familia de
R-maodulos a esquerda. Entao

0:A®p HjEJBj — HjEJA ® B,
definido por 6(a ® (b;)) = (a @ b;) € um isomorfismo.

Assim temos que A®p e, analogamente, ®zp B preservam somas diretas.
Um caso particular frequente é quando temos a soma direta de dois médulos.

Teorema 2.2.5. Sejam A e B dois modulos e i : A — B monomorfismo. Entao A
¢ um somando de B se e somente existe p: B — A com pi = 14.

Dizemos que dois R-mapas M’ LM % M sio exatos em M se imf = kerg.
Uma sequencia de R-mapas

fn+1 fn
C o My M B M

é exata se cada dois mapas adjacentes sao exatos.

Considere uma sequéncia exata curta, ie, uma sequéncia da forma 0 — A —
B % C — 0. Dizemos que ela cinde se existe um mapa j : C' — B tal que pj = 1c.
Segue pelo teorema 2.2.5 que A é um somando de B se e somente se tal sequéncia
exata curta cinde.

2.3 Funtores Exatos

Uma propriedade que é bastante usada em homologia algébrica diz respeito a
variagao da exatidao de uma sequéncia exata ao aplicarmos um funtor sobre ela.
Assim, definimos o que se entende por funtores exatos. Assumimos que todos os
funtores sao funtores aditivos entre categorias de médulos.

Definicao 2.3.1.

(a) um funtor(covariante) é exato & esquerda se para uma sequéncia exata 0 —
A% B L C temos que a sequéncia 0 — F(A) 5 F(B) il F(C) € exata.

(b) wm funtor(covariante) é exato a direita se para uma sequéncia evata A =
B2 ¢ =0 temos que a sequéncia F(A) ks F(B) il F(C) — 0 € exata.

(c) Um funtor é exato se € exato a direita e a esquerda.

Logo se F' é um funtor exato, ele preserva sequéncias exatas curtas. Ainda mais,
todo funtor exato preserva sequéncias exatas longas. Para ver isso, basta separar
uma sequéncia exata longa em varias sequéncias exatas curtas de modo adequado.

Temos defini¢oes analogas para funtores contravariantes invertendo a direcao das
setas. O proximo resultado caracteriza o tipo dos funtores Hom e ®.
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Teorema 2.3.2.

1 Hom(M, ) é um funtor covariante exato a esquerda e Hom(, M) é um funtor
contravariante exato a esquerda, para qualquer modulo M.

2 Os funtores M®@g e @rM sdao funtores covariantes exatos a direita.

2.4 Limites Diretos

Definicao 2.4.1. Seja I um conjunto quase-ordenado e C uma categoria. Um sis-
tema direto com indice I em C é um funtor F' : [ — C. Isto é, para cada i € I,
existe um objeto F; e sempre que i,j € J satisfizerem v < j, entao existe um mor-
fismo ¢’ : F; — Fj tal que:

(a) ¢! : F; — F; € a identidade para todo i € I e
(b) sei < j <k, existe diagrama comutativo tal que ¢}, = gpf;goé-.

%

P

S 4
QDJ\F'/QDk

Definigao 2.4.2. Seja {Fj, i} um sistema direto em C. O limite direto deste
sistema € um objeto hi}nFZ e uma familia de morfismos «; : F; — hi}nFZ com oy =

F;

Fy,

a;p; sempre que i < j satisfazendo o sequinte diagrama universal:

lim F; g X

Para todo objeto X e toda familia de morfismos f; : F; — X com f; = fjgoé-
sempre que 1 < j existe um unico morfismo [ : limF; — X que faz o diagrama
abaizo comutar.

A definicao dual de sistemas diretos e limite direto nos fornecem sistemas inversos
e o limite inverso lim que se traduzem pela inversao de todas as setas nas defini¢oes
acima.
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Teorema 2.4.3. O limite direto de um sistema direto de modulos lim F; e o limite
wverso de um sistema inverso lim G; de mddulos existem.

Exemplo Considere um conjunto de indices com quase-ordem trivial: ¢ < j se e
somente se ¢ = j. Um sistema direto e um sistema inverso com indice / coincidem
neste caso sendo uma familia de mddulos {F; : i € I'}. Assim temos pelas defini¢oes
de soma direta e produto direto que hi>nFZ =]JAie llan =11 A.

Um conjunto ordenado I é dito direcionado se, para cada ¢,; € I, existe um
kel comi<kej<k. Por exemplo, o conjunto dos inteiros com a ordem usual
¢ direcionado. No contexto de sistemas diretos sobre conjuntos direcionados, temos
um bom comportamento de limites diretos vistos como funtores entre a categoria
de sistemas diretos e a categoria de R-mddulos. Neste caso, hi>n ¢ um funtor exato.

2.5 Adjuntos

Definig¢ao 2.5.1. Sejam F : U — C e G : C — U funtores. O par ordenado (F,G)
¢ dito um par adjunto se, para cada A € objU e C' € 0objC existe uma bijecao

T =7Tac: Home(FA,C) — Homy(A,GC)

que preserva “naturalmente” todos os morfismos f : A — A emU eqg: C — '
em C.

Ao considerarmos que qualquer funcao em duas variaveis f : A x B — C pode
ser vista como uma familia de fungoes a um parametro em uma variavel f, : B — C,
a € A fixo, podemos provar que os funtores ® e Hom(, ) formam um par exato.

Teorema 2.5.2. Se B é um R-bimddulo entio (BRgr, Homg(B,)) € um par ad-
Junto.

Teorema 2.5.3. Se (F,G) € um par adjunto entio F' comuta com limites diretos e
G comuta com limites inversos.

Segue entao que B®p comuta com lim e Homp(B, ) com lim.

2.6 Mobdulos Livres

Definicao 2.6.1. Um R-mddulo a esquerda A ¢é livre se € uma soma de copias de
R. Se Ra; =2 R e A =1]],.; Ra;, o conjunto {a; :i € I} € chamada uma base de A.
Neste caso, cada elemento a € A tem uma expressao unica a =Y 1;a;.

Teorema 2.6.2. Seja X = {a; : i € I} uma base de um mddulo livre A com a
inclusao 1 : X — A. Dado qualquer mddulo B e funcao f : X — B, entao existe
um unico R-mapa f: A — B que estende f.
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Novamente, como no caso do produto tensorial, temos a existéncia de tais modulos,
ie, se X é um conjunto entao existe um modulo livre A cuja base é X e que é tinico
no sentido de que quaisquer dois modulos livres sobre o mesmo conjunto X sao
isomorfos. Dado um R-médulo M, tome X,; o conjunto dos elementos de M e pro-
cedemos como fizemos para grupos livres. Seja A um moédulo livre com base Xj;.
Defina f : X3y — M por m — m. Pelo teorema 2.6.2, temos que existe um R-mapa
f: A — M que estende f e é sobrejetora pois f o é. Portanto:

Teorema 2.6.3. Todo modulo M € quociente de um maodulo livre.

Isto quer dizer que todo mddulo pode ser descrito em termos de geradores e
relagoes pois se A é livre com base X e f : A — M é epimorfismo, X é chamado
conjunto de geradores de M e ker(f) é chamado de submédulo de relagoes.

Com isto, temos a seguinte sequéncia exata 0 — Kerf — A Lo

Definicao 2.6.4. Seja M um R-mddulo a esquerda. Uma resolugcao de M é uma
sequéncia exata de R-maodulos

= - F - Fy—> M —0
Se cada F; for livre entao a resolugao € dita livre.

Finalmente, a partir do teorema 2.6.3 podemos construir uma sequéncia exata
passo a passo para cada R-médulo M e garantir que:

Teorema 2.6.5. Todo modulo M admite uma resolucao livre.

2.7 Modbdulos Projetivos e Injetivos

Moédulos projetivos e resolugoes projetivas, ie, resolucoes onde cada moédulo F;
é projetivo, serao nossa principal base posteriormente para definirmos o funtor Tor
que, por sua vez, esta relacionado ao funtor de homologia. Uma outra classe de
modulos é a de médulos injetivos que representam a construcao dual dos moédulos
projetivos. Eles serao a base para a construcao do funtor Hom que esta relacionado
ao funtor de cohomologia.
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Como a maior parte do nosso trabalho envolve cdlculo de homologias e nao de
cohomologias, apresentaremos resultados referentes aos modulos projetivos enquanto
s6 deixaremos uma definicao do que vem a ser um maédulo injetivo.

Definicao 2.7.1. Considere o sequinte diagrama onde 3 : B — C é um epimor-
fismo.

O modulo P € dito projetivo se para qualquer mapa o : P — C' existe um mapa
v : P — B tal que a = (3.

De maneira equivalente, P é projetivo se e somente se o funtor Hom(P, ) é exato.
Segue de qualquer destas definicoes que todo moédulo livre é projetivo.

Se P é um moédulo projetivo e 3 : B — P é epimorfismo entao por uma aplicacao
direta do teorema 2.2.5 temos B = ker(3 & P’ onde P’ ~ P. De outro modo, isto
diz que toda sequéncia exata 0 — A — B — P — 0 com P projetivo cinde. Ainda
uma outra caracterizagao importante dos médulos projetivos:

Teorema 2.7.2. Um modulo P ¢é projetivo se e somente se ele é somando de um
modulo livre. Mais ainda, todo somando de um mddulo projetivo é projetivo.

Definicao 2.7.3. Um modulo F ¢é injetivo se, para qualquer modulo B e qualquer
submodulo A de B, qualquer mapa f : A — E pode ser extendida a um mapa
g:B— F.

2.8 Lemas Fundamentais da Algebra Homolégica

Nesta parte, introduzimos os chamados lemas fundamentais da algébra homologica.
Tais lemas desempenham papel essencial na construcao dos principais funtores além
de serem utilizados na prova de alguns dos resultados apresentados a frente.

Um complexo de cadeias (complexo) é uma sequéncia de médulos e mapas

(Ayd) = — A ™A, 5 A, — -
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comn € Z e d,d,;; = 0. Por exemplo, toda sequéncia exata é um complexo. Em
particular, se A é um moédulo, toda resolucao projetivade A: P=--- — P, — Py —
A — 0 é um complexo assim como F(A) =--- — F(P,) — F(Py)) — F(A) — 0 se
F é um funtor. Definimos também fungoes entre complexos de cadeias. Se (A,d)
e (A',d") sdao complexos, um mapa de cadeias f : A — A’ é uma sequéncia de
mapas f, : A, — Aj,, para todo n € Z, tal que d;, | fos1 = fudpi1.

Definigao 2.8.1. Se (A, d) é um complezo e denotamos Z,(A) = ker d,, e B,(A) =
imd,i1. Entao seu n-ésimo mddulo de homologia é H,(A) = Z,(A)/B,(A).

Afim de tornar H um funtor, definimos sua agao sobre os morfismos da seguinte
maneira: Se f : A — A’ é um mapa de cadeias, entao H,(f) : H,(A) — H,(A")
é definido por z, + B,(A) — fu(2,) + B,(A’). Assim definido, H ¢ um funtor da
categoria da classe de todos os complexos e mapas de cadeias para categoria dos
R-médulos. Vamos agora enunciar como teoremas os chamados lemas fundamentais
que dao base a algebra homoldgica.

Teorema 2.8.2 (Homomorfismos de Conexio). Seja 0 — A" 5 A 5 A" — 0
uma sequéncia exata de complexos. Para cada n, existe um homomorfismo (dito
homomorfismo de conexdo)

o, Hy(A") — H,_1(A")
definido por §(2" + B,(A")) =it d.p; 2" + B,(A'), onde d é o diferencial de A.

Teorema 2.8.3 (Sequéncia Exata Longa). Seja 0 — A’ L AL A S0 uma

sequéncia exata de complexos. Entao existe uma sequéncia exata longa de modulos
- Ho(A") % Hy(A) % Ho(A) 5 Hyoa(A”) = -

Teorema 2.8.4 (Naturalidade de 0). Considere o sequinte diagrama comutativo de
complexos com linhas exatas:

e A/ i - p - A .
0—A A A"—0
f g h
0~C———~=C J C’—0

J
Entao existe um diagrama comutativo de modulos com linhas exatas:

~-»Hn(A’)LHn(A)LHTL(A”)LHTL(A’)»---



Seja f : A — A’ um mapa de cadeias. Dizemos que f é homotopicamente
nula se existe s, : A, — A7, tal que f, = d;, s, + s,_1d, para todon e f é
homotdpico a g (f ~ g) se f — g é homotopicamente nula.

Teorema 2.8.5. Se f,g: A — A’ sao mapas de cadeias e f ~ g entio f, = g, :
H,(A) — H,(A"), para todo n € Z.

Vamos introduzir a seguinte notacao: Se X é um complexo
X=X —>Xy—>M-—>0
o complexo obtido apagando-se o modulo M
Xy=--—X; —>Xo—0
é dito complexo deletado de X denotado por X,,.

Teorema 2.8.6 (Teorema da Comparagao). Considere o diagrama abaizo onde as
linhas sao complexos. Se cada X, na linha de cima for projetivo e a linha de baizo
for exata, entdo existe um mapa de cadeia f: X4 — X 4 (em pontilhado) que faz o
diagrama completado comutar. Mais ainda, quaisquer dois destes mapas de cadeia
sao homotopicos.

dg dl €
4>X2 ‘Xl ‘X() ‘A ‘0
| | | f
' ' '
— X X X A 0
2 d2/ ! dll 0 6,

Teorema 2.8.7 (Lema da Ferradura). Considere o diagrama

pll Pl "
dll dl "
Y
PO/ PO//
6/ 6//
J
0—A : A A"—0
b b
0 0
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onde as colunas sao resolugoes projetivas e a linha de baizo € exata. Entao
existe resolucao projetiva de A e mapas de cadeias tais que as colunas formam uma
sequéncia exata de complexos.

Os ultimos 6 teoremas, juntamente com o chamado lema de Snake, sao chamados
lemas fundamentais da algebra homolégica. O lema de Snake nao enunciado aqui
serve para demonstrar o teorema 2.8.3.

2.9 Funtor Tor

Dado um funtor covariante T', podemos definir seus funtores derivados a esquerda
L,(T). Para cada médulo A, escolha uma resolucao projetiva P de A e tome P4,
o complexo deletado correspondente. Aplicamos o funtor T" a este novo complexo e
calculamos a homologia.

Defini¢ao 2.9.1. Para cada mddulo A, L, T = H,(T' Pa) = ker(Td,,)/im(T'd,1).
Chegamos entao a definicao de um dos funtores mais utilizados nesta dissertacao.
Definigao 2.9.2. Se T' = B®g, definimos L,(T) = Tor*(B, ). Em particular,
Tor®(B, A) = ker(1®d,)/im(1 ® d,11)

onde

¢ uma resolucao projetiva deletada de A escolhida.

Note que esta definicao depende da escolha da resolucao projetiva de A. Mas
pode ser provado, usando o teorema 2.8.6, que podemos escolher qualquer uma, ie:

Teorema 2.9.3. A defini¢io de Tor®(B, A) independe da escolha da resolugio pro-
jetiva de A.

Aqui surge uma pergunta: ha diferenca entre aplicarmos o funtor T'= B®g em
PA el = ®RA em PB7

Teorema 2.9.4. H,(P,® B) =2 H,(A® Pg).

Portanto, Tor®(A, B) = H,(B®P4) 2 H,(Pp® A).

Este resultado nao é trivial e é demonstrado no contexto do funtor Ext. Tal
funtor é definido a partir dos funtores derivados a direita R™T’, que sao construidos,
de maneira analoga, em termos de resolugoes injetivas para funtores T' covariantes.
Assim, Se T'= Hom/(, A), definimos o funtor Ext"(,A) = R"T.

A seguir, uma lista com algumas propriedades:
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Proposicao 2.9.5. Seja B um R-mddulo a direita.

i Sen é negativo entao Tor®(B, A) = 0 para qualquer R-mddulo A a esquerda.
ii Torl'(B,) ¢ naturalmente equivalente a BRp.

iii Se P ¢ projetivo entio Tor(B, P) = 0= Tor®(P, A) para todo n > 1.

Teorema 2.9.6. Seja 0 — A"’ — A — A" — 0 uma sequéncia exata de R-mddulos.
Entao existe uma sequéncia exata longa

- — Tor®(B, A\ —=Tor®(B, A) — Tor(B, A") 2, Tor® (B, A") — ---

- —Torf(B,A"Y = B A—-B®A - B® A" — 0.

2.10 Sequéncia Espectral

Esta secao contém as definicoes bésicas que envolvem a construcao de uma
técnica muito 1til da topologia algébrica que consiste em aproximar a homologia
de um espaco através das chamadas sequéncias espectrais. Estas sao definidas no
contexto de médulos bigraduados e dos pares exatos.

Definicao 2.10.1.

(a) Um mddulo graduado é uma familia de médulos {M,|p € Z}. Se M = {M,}
e N = {N,} sdo dois médulos graduados entio para cada a € Z firo, uma
sequéncia de homomorfismos f : {f, : M, — M,.,} € um mapa de grau a.

(b) Um mddulo bigraduado ¢é uma familia de médulos {M,,|(p,q) € Z x Z}.
Se M ={M,,} e N={N,,} sdo dois mddulos bigraduados entio para cada
(a,b) € Z X Z fizo, uma sequéncia de homomorfismos f : {fpq : Mpq —
M,yiaq+b} € um mapa de bigrau (a,b).

Definicao 2.10.2. Um par exato ¢ um par de modulos bigraduados D e E e
mapas o, 3,7, cada um com algum bigrau, tal que existe exatidao em cada vértice

do triangulo
!

D D
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Basicamente, os pares exatos, por conta de sua estrutura, nos permitem obter
recursivamente outros pares exatos. Desta construgao recursiva, teremos a defini¢ao
das sequencias espectrais.

Considere o seguinte par exato (D, E, a, 3,7), a com bigrau (1,-1), 5 com bigrau
(0,0) e v com bigrau (-1,0). Note que obtemos a seguinte sequéncia exata longa

Y o B
+—= Epi1g = Dpg = Dprig-1 = Dpyr1g-1— -+

Defina: d), : Ep,y — E,_14 por d,, = By e temos que d'd' = 0, E =
H(E,d") = kerd, ,/imd,,, ,, D,
objetivo é obter um novo par exato do tipo (D?, E?, o2, 3%,+?). Para isso, definamos

a?=aoi, B2y [ﬁofly] ev?: [2p.a] &= Vo.aZpa-

= p-1,4+1(Dp-1,4+1) = imay_1411 C Dy 4. Nosso

Teorema 2.10.3. Com as defini¢oes acima, (D?*, E?, o2, 3% +*) é um par exato.

O par (D?, E?, a2, 3?,4%) é chamado par derivado de (D, E, «, 3,7) e podemos
definir o r-ésimo par derivado reiterando este processo r — 1 vezes. O proximo
teorema nos fornece um panorama geral desta construgao:

Teorema 2.10.4. Seja (D, E,«, 3,7) um par exato onde o, B e 7y tem bigraus (1,-
1),(0,0) e (-1,0) respectivamente. Se o r-ésimo par derivado é (D", E",a", 3", ")
entao:

1 o, 07,9 tem bigraus (-1,1),(1-r, r-1) e (-1,0) respectivamente.
2 d" = ("" tem bigrau (-r, r-1).
3 E),=ker d;q/im dirgrin-

Defini¢ao 2.10.5. Uma sequéncia espectral é uma sequéncia {E",d" : r > 1} de
mddulos bigraduados e mapas com d"d" = 0 tal que E™ = H(E";d") como mddulos
bigraduados.

Todo par exato define uma sequéncia espectral. Chamaremos de subquociente
ao quociente entre dois submédulos. Note que E® = Z3/B? ¢ um subquociente de
E? e segue pelo terceiro teorema dos isomorfismos que ao assurmirmos B? C B3

temos Z3/B3 = % e assim podemos identificar Z3/B% em E® dentro de E?

isomorficamente aos seus respectivos quocientes. Assim temos

OcB’c---cB cBYczt'czrc.--cZ%c E~
Definigdo 2.10.6. 23 =N, 2", BX, = U,B" e EX = 72 /B,

O moédulo bigraduado £, é chamado médulo limite.
Finalmente, vamos desenvolver o conceito de convergéncia de uma sequéncia
espectral. Isso se da através das filtragoes.
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Definigao 2.10.7. Seja U uma categoria e A € obj(U). Uma filtracao de A é uma
familia de sub-objetos {FPA :p € Z} de A tal que

o CFPYAC FPAC FPHAC -

Como exemplo, a filtracao de um complexo C é uma familia de subcomplexos
de {FPC :p € Z} com FP~1C C FPC. O préximo teorema ¢ fundamental pois tem
como corolario a existéncia de uma sequéncia espectral para qualquer filtracao de
um dado complexo.

Teorema 2.10.8. Qualquer filtragio {FPC : p € Z} de um complezo C determina
um par exato (D, E,«a, 3,7) no qual o, 5 e v tem graus (1,—1), (0,0) e (1,0).

Corolario 2.10.9. Toda filtragio { FPC : p € Z} de um complexo C determina uma
sequéncia espectral.

Uma filtragdo {F?H} de um mddulo graduado H ¢é limitada se, para cada n,
exitem inteiros s = s(n) e t = t(n) tais que F*H, =0 e F'H, = H,. Segue que se
{FPH} é limitada entao para todo p < s tem-se que FPH, = 0 e para todo p >t
FPH, = H,, ie, existe cadeia finita.

Defini¢ao 2.10.10. Seja H um mddulo bigraduado. Uma sequéncia espectral { E"}
converge para H, E7 =7 H sc existe alguma filtragdo limitada {®PH} de H tal
que

EX, = d*H,, /PP H,

onden =p+q.

Teorema 2.10.11. Assuma que {FPC : p € Z} € uma filtracdo limitada de um
complexo C. Seja {E"} a sequéncia espectral determina por esta filtra¢io. Entdo:

1 para cada p,q temos que EJ5, = E  para algum r grande;
2 Equ = H,(C).

A principal aplicagao que faremos das sequéncias espectrais nesta dissertacao
¢ a sequeéncia espectral LHS garantida pelo teorema abaixo. Note que, embora
consideremos um ZG-médulo A no enunciado, nao definimos ainda o que é o anel
de grupo ZG, o que sera feito na segunda secao do proximo capitulo.

Teorema 2.10.12 (Lyndon-Hochschild-Serre). Seja G um grupo com subgrupo nor-
mal N. Para cada ZG-mddulo A, existe uma sequéncia espectral com p,q > 0

B2 = Tor” Nz, Tor™ (2, A)) 5 Tor’(Z, A).
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Capitulo 3
Algebra via Topologia Algébrica

Neste capitulo veremos um intercambio entre algebra homologica e topologia
algébrica. Na primeira se¢ao, introduzimos os complexos-CW e os complexos de
Cayley, definimos o anel de grupo ZG e estudamos a estrutura de um ZG-méddulo
para entao construir resolucoes de Z sobre Z(G através de recursos da topologia
algébrica. Na segunda, definimos os moédulos induzidos e os relacionamos com a
acao de um grupo G sobre um complexo X para obtermos informacoes interessantes
sobre a estrutura do complexo de cadeias de X.

Para esta parte, as referéncias sao [15] e [21]. Consideramos que todos os mdédulos
sao a esquerda e todas as acoes de grupo sao a esquerda. Vale ressaltar também
que, nao somente aqui como no restante da dissertagao, assumimos um certo con-
hecimento de topologia algébrica, principalmente a teoria de recobrimentos, sendo
[21] uma boa referéncia no assunto.

3.1 Construcao de Resolucgoes via Topologia

3.1.1 Complexos de Cayley

Seja X um espacgo de Hausdorff. X é um complexo-CW se

(1) X é uniao disjunta de células n-dimensionais e", onde " é homeomorfa a
R™.

(2) O n-esqueleto da decomposicio CW é X™ = Up<,e®. Para cada célula e”,
existe uma fungao continua ¢en : (B™,S™') — (X" 1 Ue®, X" 1) tal que a
restricio ¢en : B™\ "1 — €™ é um homeomorfismo.

(3) O fecho € de cada célula esté contido numa unido finita de células.

(4) Um subconjunto A € X ¢ fechado em X se e somente se AN e ¢é fechado em e
para toda célula e na decomposicao CW de X.
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Exemplo

Definimos agora complexos-CW contruidos a partir da apresentagao de um grupo
G =(X|R). O complexo de Cayley associado a apresentacao de G, I', é
construido da seguinte maneira:

(1) os vértices de I' sdo os elementos de G

(2) as arestas de T" sao os elementos de G x (X U X™!). O par (g, ) representa a
aresta que comeca no vértice g e ponto final gz que tem rétulo x¢. O inverso
da aresta (g,z) é (gx,27!) e as arestas (g, ) e (gz,x™!) sao identificadas.

(3) as células 2-dimensionais sao obtidas a partir dos elementos de R. Para cada
r € R, existe um unico caminho fechado 7, em I' que comeca em 1g. Ao
percorrermos -, teremos como rétulo a palavra reduzida r. Assim definimos
as células 2-dimensionais de I' como G x R onde (g, ) representa a célula que
tem como fronteira o caminho fechado =, anexado a g com roétulo r.

Entao temos que se I' ¢ um complexo de Cayley, V(T') = G, E(T') = Gx(XUX 1)
e C5(T') = G x R. G age naturalmente a esquerda em E(I') e Cy(T") : ¢1(g,2°) =
(919,2%) e g1(g,7) = (919, 7).

Uma propriedade interessante do complexo de Cayley I', além de ser conexo por
caminhos, é ter grupo fundamental 7 (I") trivial.

Neste capitulo assumimos que todas as acoes de grupo sao a esquerda. Porém,
¢é necessario ressaltar que esta construcao acima pode ser dada também em termos
de uma acao a direita e que, inclusive, serd a adotada em capitulos posteriores.

3.1.2 G-moddulos

Definicao 3.1.1. Seja G um grupo. O anel do grupo G, denotado por ZG, é um
Z-modulo livre com base G e produto estendido do produto em G

Entao, ZG = {3_ cc %9 : 2y € L}, ie, um elemento de ZG ¢é escrito de maneira
tnica como dec zgg onde z, € Z e z, = 0 para quase todo g.

Exemplo

Seja G é ciclico de ordem n. Temos que ZG ~ Z[T]/(T" — 1).

Vamos denotar um ZG- médulo de G-modulo. Sabemos que ele consiste de
um grupo abeliano A e uma acdo de ZG no anel dos homomorfismos de A. Pela
identificacdo Homgne(ZG, End(A)) &= Homgupo(G, Aut(A)), tal acao pode ser dada
por uma acao de G no anel dos automorfismos de A. Entao, um G-mdédulo é um
grupo abeliano A juntamente com uma acao de G em A.

Exemplo

Dado um grupo G, o mapa de aumento é o homomorfismo de anéis € : ZG — Z
tal que €(g) = 1 para todo g € G. Assim, seja A um grupo abeliano qualquer e
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considere a agao trivial g.a = a para todo g € G, a € A. Entao A é um G-médulo
com estrutura trivial. Segue que ra = €(r)a para r € ZG.

Existe um modo de construir G-mdédulos. Se X é um conjunto onde G age entao
podemos formar o grupo abeliano ZX gerado por X onde se estende a acao de G em
X a uma acao Z-linear de G em ZX. Este é chamado de médulo de permutacoes.
Em particular, temos para cada subgrupo H < G, o médulo Z[G/H| e G age em
G/H por multiplicagdo a esquerda.

A operacao de uniao disjunta na categoria de G-conjuntos corresponde a soma
direta na categoria de G-médulos e assim Z[[[ X;] = ®ZX; ~ ®Z|G/G,], onde
tomamos x como representante de cada G-6rbita de X e GG, é o subgrupo de isotropia
de G em x. Em particular, se a agdo de G é livre entao G/G, = G e obtemos:

Proposicao 3.1.2. Se X € um conjunto onde G age livremente e E € um conjunto
de representantes das G-orbitas de X entdo Z.X € um G-mdodulo livre com base E.

3.1.3 Resolucoes de Z sobre Z(G via Topologia

Aqui, consideramos Z como modulo trivial sobre ZG. Vimos acima como pode-
mos obter G-mdédulos livres a partir de G-conjuntos. Agora, vamos mostrar como
obter resolugoes de G-modulos basicamente tomando um complexo-CW X e for-
mando G-mdédulos livres a partir de G-conjuntos em cada dimensao de X.

Chamemos de G-complexo um complexo-CW X que possui uma acao de G
que permuta as células de X. Entao, para cada g € G, existe um homeomorfismo
x +— gx tal que a imagem go de cada célula o é também uma célula. Note que se X
é¢ um G-complexo, entao a agao de GG sobre as células de X induz uma agao sobre o
complexo de cadeias celulares C,(X) que, por sua vez, se torna um complexo celular
de G-médulos. Mais ainda, € : Cy(X) — Z é um mapa entre G-modulos.

Dizemos ainda que X é um G-complexo livre se acao de G permuta livre-
mente as células de X, ie, go # o para todo g # 1. Neste caso, cada médulo de
cadeia C,(X) tem uma base sobre Z que é livremente permutada por G e logo, pela
proposigao anterior, cada C,(X) é um ZG-mdédulo livre com um elemento de base
para cada G-orbita das células de X.

Assim, se X é contratil, tem-se que H,(X) =~ H,(ponto). Isto d& que

LX) S (X)) = Cy(X) S Z =0
é exata e portanto:

Proposicao 3.1.3. Se X ¢é um G-complexo contrdtil livre entao a cadeia de com-
plexos celulares do mapa de aumento € uma resolucao livre de 7 sobre Z.G.

A partir desta proposicao, serd interessante encontrar um contexto em que G-
complexos contrateis livres aparecem naturalmente. Este é o caso dos espacos de
recobrimento.
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Suponha que p: Y — Y é um espago de recobrimento regular com G sendo o
grupo de “deck-transformacées”. Se Y é um complexo-CW segue que Y herda uma
estrutura de complexo-CW onde G age permutando células. Isto é visto da seguinte
maneira: considere as células abertas de & em Y que sdo levadas & célula aberta o
em Y. Estas sdo as componetes conexas de p~!o. Como o recobrimento ¢ regular,
G age livre e transitivamente sobre estas células e cada uma é mapeada sobre e
homeomorficamente & o por definicio. Logo Y é um G-complexo livre e cada C,(Y)
é um ZG-médulo livre com um elemento basico para cada G-orbita das células de

Y, ie, para cada célula de Y.

Definicao 3.1.4. Um complexo K(G,1) é um complexo-CW Y conexo satis-

fazendo as propriedades (i) 7 (Y) = G e (ii) o recobrimento universal Y de Y ¢
contratil.

A condigao (ii) tem outras duas equivalentes:

o (iia) H;(Y)=0,i>2.
o (iib) m(Y)=0,i>2

Se Y = K(G,1) entao p : Y — Y é um recobrimento regular cujo grupo é
isomorfo a m;(Y) = G. Segue como aplicagao de 3.1.3 que:

Proposicao 3.1.5. Se Y é um K(G,1) entao o complexo de cadeias celulares do
mapa de aumento do recobrimento universal’Y € uma resolucao livre de 7 sobre Z.G.

3.2 Modbdulos Induzidos

3.2.1 O Produto Tensorial ®

Como vimos no capitulo 1, o produto tensorial M ®z N é definido quando M
¢ um R-modulo a direita e N é um R-mddulo a esquerda. No caso em que R é o
anel de grupo ZG, nés podemos evitar esta distingao através do anti-automorfismo
g— g tem G. Assim, se M é G-médulo & esquerda qualquer, podemos consideré-lo
como um G-médulo & direita se definimos mg = ¢~'m, m € M e g € G. Assim,
faz sentido em falar do produto tensorial M ®;o N de quaisquer dois G-modulos a
esquerda M e N. Denotaremos por M ®qg N.

3.2.2 Extensao de Escalares

Seja a : R — S um homomorfismo de anéis. Entao, cada S-moédulo pode ser
considerado um R-médulo via a. Desse modo obtemos um funtor da categoria de
S-modulos para a categoria de R-modulos chamada restricao de escalares.
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Na direcao contraria, vamos procurar por um funtor que estende escalares. Para
qualquer R-médulo a esquerda M, considere o produto tensorial S ®z M onde S
pode ser considerado como um R-mdédulo a direita pela acao sr = sa(r). Como a
acao natural a esquerda de S em si mesmo comuta com sua acao a direita de R em S,
podemos tornar S @ M um S-médulo a esquerda se definimos s(s'®@m) = ss’ @ m.
Este S-modulo ¢ dito ser obtido de M por estensao de escalares.

Note que existe um homomorfismo natural ¢ : M — S ®gr M. De fato, tome
ilm) =1®m. Como 1 ®rm = «a(r) ® m = a(r)(1 ® m) para r € R, temos que
i(rm) = a(r)i(m) e, portanto, i é um R-mapa e o S-médulo S ®g M é considerado
como R-modulo por restricao de escalares.

3.2.3 Mobdulos Induzidos

Aqui, aplicamos as construcoes da ultima secao para o homomorfismo de anel
a=1:2ZH — 7G,

onde H < (G. Neste caso chamamos a estensao de escalares de indugao de H para

G e denotamos
Z2G @z M = M 1§

Como a acao por translacao a direita de H em G é livre, ZG é um ZH-modulo
livre a direita. Como base podemos tomar qualquer conjunto E de representantes
para as classes laterais a esquerda gH. Segue que ZG ®zy M como grupo abeliano
admite uma decomposicao

ZG @zp M =P g M

geE

onde g@ M ={g@m:m € M} e g® M ~ M pela identificagdo g ® m < m. Em
particular, como podemos escolher 1 como representante de sua classe, segue que
o H-mapa canonico ¢ : M — ZG ®zy M leva M isomorficamente em sua imagem
1 ® M. Assim, podemos a partir de i, considerar M como um H-submoddulo de
M 1%. Mais ainda, o somando g ® M que ocorre acima pode ser visto como o
resultado da agdo de g em 1® M pois g(1® M) = g® M. Portanto, vale o seguinte:

Proposicao 3.2.1. O G-mddulo M 1§ contém M como um H-submddulo e é a
soma direta de copias de gM , onde g € tomado dentre um conjunto de representantes
para as classes laterais a esquerda de H em G.

Resumindo, temos que M %= @gea/H gM. Note que isto faz sentido pois M
é levado em si mesmo pela acio de H, de modo que o subgrupo gM de M 1% s6
depende da classe de g em G/H.
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Esta descricao caracteriza completamente os G-médulos M 1¢. Suponha, N é
um G-médulo cujo grupo abeliano associado ¢ uma soma direta @, _; M;. Assuma
que a acao de G permuta transitivamente os somandos, no sentido de que existe uma
acao transitiva de G sobre I tal que gM; = M,; para todo g € G e ¢ € I. Entao,
nao ¢ dificil provar que:

Proposicao 3.2.2. Sejam N um G-mddulo como descrito acima, M um dos so-
mandos M;, H < G o subgrupo de isotropia de i. FEntao, M ¢é um H-mddulo e
N~ M1%.

Como corolario, anunciamos o seguinte resultado, que sera considerado um lema
para fins posteriores:

Lema 3.2.3. Seja N um G-mddulo cujo grupo abeliano associado € da forma @,.; M;.
Assuma que a acdo de G permuta os somandos de acordo com alguma ac¢do de G
sobre o conjunto I. Sejam G; o grupo de isotropia de i e E um conjunto de rep-
resentantes para I mod G. Entao M; é um G;-mddulo e existe um G-isomorfismo

Prova. Temos que I = [], 5 Gi. Logo N = @,.p D .cc; M;j. Agora, basta aplicar

jeGi i
3.2.2 a soma interna. ]
EXEMPLO Seja X um G-complexo e considere o G-médulo C,,(X). Este é uma

soma direta de copias de Z, uma para cada n-célula de X. Por ser um G-complexo,
os somandos sao permutados pela acao de GG. Logo, 3.2.3 nos fornece que

Co(X)~ P Z 1€,

Uezn

onde ¥, é um conjunto de representantes para as G-érbitas das n-células, G, =
{9 € G : go = o} e supomos aqui que a a¢ao de GG, preserva orientagao de cada
célula o, ie, e se go = o, para algum g € G e alguma célula o, entao g fixa cada
ponto da célula.

Note que se acao de G é livre, entao temos como conclusao o que observamos
acima: Cy,(X) é um ZG-médulo livre com um elemento de base para cada o € ¥,,.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Agora que ja temos varios conceitos da algebra homoldgica e da topologia algébrica,
apresentaremos algumas de suas aplicagoes. A partir da definicio de um grupo de
tipo homoldgico F'P,, vamos apresentar dois critérios explicitos para determinar
quando um grupo é deste tipo F'P,. Basicamente, um deles é de carater algébrico
enquanto o outro é de carater topologico. Além disso, vamos aplicar este tltimo
dentro do contexto de extensoes HNN que agem sobre arvores e assim dar uma
condicao suficiente para que uma extensao HNN seja de tipo F'P,.

No que tange as defini¢oes de tipo homoldgico, as referéncias principais sao o
livro [15] e o survey [07]. No que tange aos critérios, temos o livro [14] para o
critério “algébrico” e o artigo [05] para o “topolégico”.

4.1 Resolucoes de tipo finito

Sabemos que um grupo G ¢ finitamente gerado se o seu conjunto de geradores é
finito, ie, G = (S ) e |S| < co. Um grupo G = ( S| R ) ¢ finitamente apresentével se
ambos S e R sao finitos. Assim um dos objetivos desta secao é, a partir dos conceitos
ja introduzidos até aqui, apresentar a definicao de um grupo de tipo homolégico F'P,
que generaliza esta nocao da “ordem de geracao” de um grupo.

A referéncia bdsica para esta segdo é o livro [15]. Novamente, consideramos
modulos sobre um anel R associativo com identidade qualquer.

Lema 4.1.1. Sejam 0 - K - P—- M —0e¢0— K' — P'— M — 0 sequéncias
exatas com P e P’ projetivos. Entao P& K' ~ P' & K.

E, com este lema, podemos provar o seguinte:
Proposicao 4.1.2. Seja M um R-mddulo. Entao sio equivalentes:

i Eriste uma sequéncia exata R™ — R" — M — 0 para alguns inteiros m e n.
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ii Frziste uma sequéncia exata Py — Py — M — 0 para Py e Py finitamente gerados.
iii M ¢ finitamente gerado e para qualquer mapa sobrejetor € : P — M com P
finitamente gerado e projetivo, kere é finitamente gerado.

O médulo M é dito finitamente apresentado se uma das condigoes acima sobre
M sao verdadeiras. No caso de [i] diz-se que a sequéncia exata é uma apresentagao
finita de M com n geradores e m relagoes. Uma resolugao (P;) é de tipo finito se
cada P; é finitamente gerado e, portanto, temos a seguinte definicao:

Definicao 4.1.3. Seja M um R-mddulo. M ¢é de tipo homolégico FP,,, m > 0,
se existe uma resolugao projetiva

Pn—PFP,1— - —F—=M-=—0
de M sobre R de tipo finito.

No que segue, apenas diremos M ¢ de tipo F'P,, para se referir a um moédulo de
tipo homolégico F'P,,. Constam abaixo generalizacao dos tltimos dois resultados.

Lema 4.1.4. Sejam
0O—-P,—-P,1—-—>F—>M—-0 ¢ 0P —-P ,—--—FP —>M=0

sequéncias exatas com P; e P! projetivos para 0 < i <n—1. Entio Py® P/ ® P, ®
Pi® " ~ PioP®Py®Psd . Consequentemente, se P; e P! sio finitamente gerados
parai < n—1 entao P, € finitamente gerado se e somente se P, € finitamente gerado.

Este lema, tal qual acima para o caso mais simples, nos permite provar outras
duas maneiras equivalentes de se definir tipo F'P,.

Proposicao 4.1.5. Para qualquer modulo M e inteiro n > 0, as sequintes condigoes
sao equivalentes:

i Fxiste uma resolucao F,, — F,,_1 — -+ — Fy — M — 0 com cada F; livre de
posto finito.

ii M ¢ de tipo FP,.

iii M € finitamente gerado e, para qualquer resolucao projetiva P, — Py — -+ - —
Py — M — 0 onde cada P; € finito para i <k com k <n, ker{Py, — Py_1} €
finitamente gerado.

No caso de um modulo M que é de tipo F P, para todos os inteiros n > 0 dizemos
que M é de tipo P, e temos as seguintes equivaléncias:

Proposicao 4.1.6. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i M admite uma resolugao livre de tipo finito.
ii M admite uma resolucao projetiva de tipo finito.

iii M ¢ de tipo FP,..
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4.2 Critério de Bieri

Esta sec@o tem como referéncia o livro [14].

Lema 4.2.1 (5-lema). Considere o sequinte diagrama comutativo com linhas exatas:

A - A ~ A - A - A
fl f2 f3 f4 f5
Bl BQ B3 B4 B5

i Se fo e fy sao epimorfismos e f5 € monomorfismo entdo fs é epimorfismo.
ii Se fy e fy sao monomorfismos e f; é epimorfismo entao f3 é monomorfismo.

Em particular, se fi, fa, fa e f5 sdo isomorfismos entdo f3 € isomorfismo.
Teorema 4.2.2 (Critério de Bieri). As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
[1] M € de tipo FP,

2] Para qualquer produto [[ R de uma quantidade arbitrdria de copias de R, o
homomorfismo 0 : Torf([T R, M) — [[TorE(R, M), obtido pela propriedade
universal de produtos diretos, € isomorfismo para k < n e epimorfismo para
k=n.

Prova. [i = ii] Seja (F') — M uma resolugao livre (projetiva) de M sobre R.

Por defini¢ao, 6 : H,(([[R) ®r Far) — [[ H (R ®g Far).

Sabemos que existe homomorfismo natural ([[ R) ®g Fr, — [[ (R ®g Fk) que é
isomorfismo para k < n pois ®g e [ [ comutam com somas diretas, sendo Fy isomorfo
a uma soma direta de cépias de R, k < n. Portanto

Agora, [], por ser exato, comuta com Hy. Segue, por caga ao diagrama, que 6 é
isomorfismo para k < n e epimorfismo quando k = n.

[2¢ = 1] Faremos a prova por inducao em n.

Tome n = 0. Considere M como conjunto de indices e o produto [],, R. Por
hipétese, p: ([, R) ®@r M — [],; R é um epimorfismo. Em particular, existe um
elemento ¢ € ([],, R) ®r M que ¢ levado para a diagonal [, .., m.

Este ¢ é da forma ¢ = >0 (], A\ ® m,), onde A" € R e m; € M. Segue que
u(e) = Xy (TL, Amy) = 11, Xy APm; = TT,,m. Logo m = Y\, Xf'm;, para
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todo m € M. M ¢é finitamente gerado pelos elementos my,mo, ..., m; e portanto é
FP,.

Tome n > 1. Como fizemos acima concluimos que M é F'F,. Tomamos uma
sequéncia exata curta K — F' — M com F finitamente gerado e livre. Aplicamos o
funtor Torf (T R, —) e [[ Torf (R, —) e, pelo teorema 2.9.6, obtemos:

Torg([1 R, F)—=Tor(I] R. M) —=Tor ([ R, K)—=Tor’ | ([T R, F')—~Tori (I R, M)

S fo fs fa fs

[[Torf(R, F)—=[[Torf(R,M)—T[Torf (R, K)—~[[Tort (R, F)—~[[Torf (R, M)

Por aplicacao do 5-lema temos que:
e Sek<n-—1, fi, fa, f1 e f5 s@o isomorfismos e portanto f3 é isomorfismo.

e Se k=n—1, fy é epimorfismo, f; e f5 sao isomorfismos e assim f3 é epimor-
fismo.

Segue, por hipotese de inducao, que K é de tipo F'P,_;. Tomando a sequéncia
exata curta original juntamente com a resolucao de comprimento n — 1 de K, supri-
mindo K, segue que existe uma resolucao de comprimento n de M com moédulos
livres finitamente gerados em cada dimensao k < n. Logo M é de tipo F'P,. O

Observagio Se consideramos que Torf(R, M) = 0 para k # 0, u ser isomor-
fismo é equivalente a termos M finitamente gerado e que o caso kK = n se cumpre
trivialmente, temos um enunciado [2] equivalente ao [2]:

[2/] M é finitamente gerado e Torf([[ R, M) =0 para 1 <k <n — 1.
Corolario 4.2.3. Seja M' — M — M" sequéncia exata curta de R-mddulos.
i SeM' ¢ FP,_1 e M é P, entao M" ¢ F'P,.

ii Se M ¢ FP,_y e M" ¢ FP, entao M' é FP,_,.
iii Se M’ e M" sao F' P, entao M ¢ FP,.

Prova. Aplicar o funtor Tor na sequéncia exata curta. O resultado segue imediata-
mente a partir de 4.2.1 e de 4.2.2. ]
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4.3 Grupos de tipo F'P,

A partir da definicao para médulos, podemos definir também quando um grupo
G dado é de tipo F'P,, tomando o mddulo trivial sobre o anel do grupo G.

Definicao 4.3.1. Um grupo G € de tipo FP,, se o ZG-maddulo trivial Z tem tipo
FP,.

Proposicao 4.3.2. i Todo grupo é de tipo F'F,.
ii Um grupo € de tipo F'P; se e somente se € finitamente gerado.
iii Todo grupo finitamente apresentdvel é de tipo F'P;.

Proposicao 4.3.3. Seja H < G um subgrupo indice finito. Entao G é de tipo F P,
(0 <m < oc0) se e somente se H é de tipo FP,,.

Como caso particular desta proposicao, temos o fato de que todo subgrupo de
um grupo finitamente gerado de indice finito é também finitamente gerado.

4.4 Critério de Brown

O resultado principal desta se¢do, o critério de Brown, se encontra em [05].
Porém, apresentamos aqui uma demonstracao diferente, mais extensa e mais ele-
mentar.

Lema 4.4.1. Se H < G e M ¢é um ZH-mddulo de tipo FP, entao M 1% ¢é um
G-mdodulo de tipo F Py.

Prova. Seja
Ph— - - —>P—-F—-M=—0

uma resolugao livre de M sobre ZH onde cada P; é finitamente gerado, ¢+ < k. Como
G = UseptH segue que ZG = @uept(ZH) e, portanto, ZG é um ZH-mdédulo livre.
Dai, segue que o funtor ZG®yzy ¢é exato e:

P1G— - = P 1G— P 19— M 15— 0

é uma resolucao livre de M 1% sobre ZG. Note que cada P; tem, por hipétese, posto
finito sobre ZH, ie, P, = ®)_,ZH. Como ® comuta com somas diretas, aplicando
2.1.7, temos que:

P 1%=7G @y (D"_\ZH) = &"_(ZG ®zy ZH) = O*_,Z.G

Assim cada P; 1% ¢ finitamente gerado sobre ZG e temos entdo uma resolucao livre
de M 1% sobre ZG de tipo finito até dimensio k. O
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Lema 4.4.2. Se M e N sao R-mddulos de tipo F' P, entao M & N é um R- modulo
de tipo F Py.

Prova. A prova segue por aplicagao direta do lema 4.2.3 [iii] para a sequéncia exata:

O—- M —-M®DPN — N — 0.

Teorema 4.4.3 (Critério de Brown). Se X é um G-complezo conexo tal que:
1 X € aciclico em dimensoes < n, e, ﬁZ(X) =0 para todo 1 <1 < n;

2 Para cada p-célula o, 0 < p < n, tem-se que G, € de tipo FP,_,;

3 O n-esqueleto de X tem um numero finito de orbitas pela acao de G;

4 Se go = o, para algum g € G e alguma p-célula o, com 0 < p < n, entao g fiza
cada ponto da célula.

Entdao G ¢ de tipo FP,.

Prova. Como X é um G-complexo conexo que satisfaz [4], o exemplo 3.2.3 se aplica
e temos que:
Cp(X) = @oex, Z 15, 0<p <n.

Pela hipétese 2], G, ¢ de tipo F'P,_,, ie, Z ¢ de tipo F'P,_, sobre ZG,. Como
G, < (G, temos pelo lema 4.4.1 que Z ng ¢ um ZG-mdédulo de tipo F'P,_,,.

Pela hipétese [3], que nos garante que ¥, ¢ finito, e pelo lema 4.4.2, C,(X) =
Doex, Ly ng também ¢é de tipo F'P,_,.

Pela hipétese [1], sabemos que existe um complexo celular de cadeias

O — €
Co(X) B Cy(X) ™5 B o(X) B Cy(X) S Z =0
que é exato pois ﬁZ(X) =0 para 0 <i<n.
Portanto, temos uma cadeia de ZG-mddulos livres onde cada C,(X) é de tipo
FP,_,, ie, C(X) é de tipo F Py, C,,—1(X) é de tipo F'Py, e assim por diante.
A partir da sequéncia longa, extraimos sequéncias exatas curtas da forma:

0 — 1m0y_pt1 — Chp — iM0Op_p — 0

Note que im0, _p41 € de tipo F'P,_; e C,,_, é de tipo F'F,. Portanto, por aplicacao
do 4.2.3]i] im0,,—, é de tipo F'P,. Usando isto, vamos aplicando este raciocinio, da
esquerda para a direita no complexo, desde C,,(X) até chegar em Z.

Comegando com p = 0, obtemos que imd,, C C,,_1(X) é de tipo F Py; com p = 1,
obtemos que imd,_1; C C,_o(X) é de tipo F'P; e assim por diante até que, para
p = n, obtemos que im(e) C 7Z é de tipo F'P,. Como im(e) = Z, segue que Z é de
tipo F'P, sobre ZG. O
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4.5 Acao de Extensoes HNN sobre arvores

Para terminar este capitulo, apresentamos uma aplicacao direta do ultimo teo-
rema 4.4.3 no contexto de grupos que agem sobre arvores. O grupo que age é uma
extensao HN N, como vimos no primeiro capitulo, e a arvore é contruida a partir
da forma normal dos elementos também numa extensao HNN e de forma natural.

Adotaremos a seguinte notacio: H = Gxa—p = (G,p|p*Ap = B), com S e T
transversais a direita de A e de B em G respectivamente, tais que 1 € SNT.

Definimos uma drvore padrao orientada I'(V, E, o, w) associada a H como segue:

e V(I')={Gh:heH}e
o £(T)={Ah:h e H}, a(Ah) = Gh e w(Ah) = Gp~'h.
Aqui, o é 0 comego e w é o fim de uma aresta.

Ah
Gh e > e Gplh

Proposicao 4.5.1. I" é uma drvore.

Prova. T' esta bem definida. Se temos dois vértices ligados por duas arestas
orientadas quaisquer, entao estas arestas sao iguais em H. Com efeito, se

a(Ahy) = a(Ahy) < Ghy = Ghy < h = hihy* € G

w(Ahy) = w(Ahy) < Gp thy =Gpthy & pthp € G

ie, temos que p~'hp = go donde temos que gp~thp =5 1, com g = g;* € G. Pelo
lema de Britton 1.4.3, p~'hp é um p-pinche. Segue que h = hih,' € A e assim
Ahy = Ahs.

Note ainda que se h = gopg1p2gs - - - P Gm estd na forma normal entdo p~th
tem forma normal

p th=p ' (bso) - P Gm = bpp S0 PTG = cop” S0P G1 " D G

com go = bsg,b € B e sy € S. Assim o par de vértices (Gh, Gp~'h) associado a uma
aresta Ah com h € H esta bem definido.
I' nao possui caminhos fechados. Inicialmente, observe o seguinte:

e Seja Gh, h € H, o comeco de uma aresta. Entao, como Gh = Ggh, para
algum ¢ € G, a aresta é Agh e o seu fim é Gp~lgh.

Agh

Gh e o Gplgh

e Seja Gh, h € H, o fim de uma aresta. Entao, como Gh = Ggh, para algum
g € G, a aresta é Apgh e o seu comego é Gpgh.
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Apgh

* Gh

Agora, seja v um caminho reduzido (ie, sem lagos). Sem perder generalidade,

Gpgh e

suponha que comece com vértice G. Pelo que observamos acima, v tem vértices con-

secutivos: G, Gp® g1, Gp®g2p™ g1, GP® g3p™ gap g1 - - -, GP™ G+ - - PP 3P G20 g1
Queremos mostrar que v nao é fechado. Suponha que 7 seja fechado. Entao

G Gm, -+ - PP g3p? G20 1 = G,

ie, existe gy € G tal que gop“™ gm - - - P2 g3p2gap™g1 = 1 em H. Portanto, pelo lema
de Britton 1.4.3, se w = gp“ gy, - - - P2 g3p2gop g1, entao w contém um p-pinch, ie,
alguma expressao da forma p“g;p“-1, para algum ¢+ = 2, ..., m, tal que:

gEAseeg=—leeg 1=1oug, € Bseeg,=1e¢_1=—1.
Agora, se na sequéncia de vértices de v nés temos que
v1 =GP Ttgig - pUgr,va = GPUT gy PPy e v = Gy DT

sao vértices consecutivos de 7y, como p“g;p“-tg;_1 € G, temos que v; = v3.
Portanto, o caminho nao é reduzido. Com isso concluimos que, como 7 é reduzido,
tal caminho nao pode ser fechado. O

A acgao de H sobre V e E por multiplicacao a direita induz uma acao de H sobre
a arvore I' por permutacao de células de mesma dimensao. E facil verificar que esta
acao satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Os subgrupos dos estabilizadores das 0-células em H e das 1-células de I' sao
isomorfos a G e A respectivamente.

(2) Existe uma tnica 6rbita de 0-células e uma tnica 6rbita de 1-células pela agao
de H, ie, o 1-esqueleto de I' tem um numero finito pela acao de H.

acao preserva a orientacao das células no sentido de que as 1-células que sao
3) A aca ientacao das célul tido d 1-célul a
fixas por algum elemento de H tem todos os pontos fixos.

A partir destas propriedades, podemos provar diretamente que:

Proposicao 4.5.2. Seja m um numero natural e H uma extensao HNN com grupo
base G, letra estavel p e subgrupos associados A >~ B. Suponha que G € de tipo F'P,,
e que A € de tipo F'P,,_1. Entao H € de tipo F'P,,.

Prova. Note que, pela propriedade [1], os subgrupos dos estabilizadores das 0-células
e das 1-células sao isomorfos ao grupo G, que é de tipo F'P,, e ao grupo A, que é
de tipo F'P,,_1, respectivamente. Isto, juntamente com as propriedades [2] e [3],
nos permite aplicar diretamente o teorema 4.4.3 (Critério de Bieri) donde segue
imediatamente que H é de tipo F'P,,. O

Trata-se de um resultado que nos serd 1til pois fornece um critério para deter-
minar quando uma extensao HNN ¢é de tipo FP,,.
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Capitulo 5
> -Teoria

Lembremos que nosso objetivo nesta dissertacao é calcular os »-invariantes ho-
motdpicos para um grupo de Richard Thompson. Aqui, introduzimos estes invari-
antes e apresentamos também sua versao homoldgica. Ainda, enunciamos algumas
de suas propriedades e qual é a relacao entre o invariante homotoépico e o homolégico.
Finalmente, estabelecemos um critério, atribuido a Meinert, conhecido como a versao
monoidal do critério de Brown.

O conteuido da primeira parte desta segao se encontra no survey [07] enquanto o
critério de Meinert se encontra em [09], [10].

5.1 O Invariante Homolégico

Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Um caracter é um homomorfismo
de grupos x : G — R, onde (R,+) é o grupo abeliano via adigdo. Vamos nos
concentrar agora no conjunto de todos os caracteres Hom(G,R) = {x : G — R}.
Vejamos que, na verdade, Hom(G,R) = R", para algum n natural.

Pela classificacao dos grupos abelianos finitamente gerados, temos que G ~ Z" @
T, onde T representa a parte de torcao de G e n é o posto da parte livre.

A partir da comutatividade entre Hom e somas diretas, segue que

Hom(G,R) = Hom(Z" & T,R) = Hom(Z",R) & Hom(T,R).

Como R ¢ livre de tor¢ao temos que Hom(T,R) = 0. Finalmente, temos que
Hom(G,R) = & Hom(Z,R) = R" e, para este ultimo isomorfismo Hom(Z,R) =
R”, associamos a cada f € Hom(Z,R) o elemento f(1z) em R.

Agora definimos uma relagdao de equivaléncia em Hom (G, R), de modo que

X1 v X2 se existe um real r > 0 tal que x; = 2.

Definimos a esfera de caracteres S(G) como o conjunto dos caracteres nao-
nulos quocientado pela relacao de equivaléncia definida acima. Segue pela iden-
ficagao acima que S(G) ~ S"1.
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Podemos ainda trazer para G a ordem intrinseca dos reais, definindo certos
subconjuntos de GG por pré-imagens de subconjuntos de R. Para isso, definimos:

Gyza = X" ([d, 00))

e denotamos

GX - GXZO'

Observe que G, é um submonoéide de GG pois contém 1, é fechado via produto
mas nao via operagao de inversao de seus elementos, ie, se g € G é tal que x(g) > 0
entao x(97') = —x(g9) < 0. Portanto ZG, é um subanel de ZG e assim temos as
condicoes necessarias para definir o invariante.

Definicao 5.1.1. Definimos o tnvariante homologico de dimensao m
Y"™G,Z) ={[x] € S(G) | Z ¢ de tipo homolégico FP,, sobre ZG,}

Esta definicao, por ser dada em termos de resolugoes, ¢é dita a versao homoldgica
do invariante. Existe também a versao homotépica. Vamos descreve-la a seguir.

5.2 O Invariante Homotdépico

Antes de definirmos o invariante homotdépico propriamente dito, temos ainda que
definir um tipo de natureza homotopica de um dado grupo, a semelhanca do tipo
homoldgico. Relembrando a definicdo de um complexo K(G,1) dada no segundo
capitulo, temos:

Definicao 5.2.1. Um grupo G € de tipo homotopico F,, se existe um complexo
K(G,1) Y tal que o m-esqueleto de 'Y € finito.

Novamente, no que segue, apenas diremos G ¢ de tipo F,, para se referir a um
grupo de tipo homotépico F,,. A proxima proposicao nos mostra quais sao os grupos
de tipo Fi e F5.

Proposicao 5.2.2.

i G € de tipo homotopico F se e somente se € finitamente gerado.

ii G ¢ de tipo homotopico Iy se e somente se € finitamente apresentdvel.
Lema 5.2.3. Todo grupo de tipo F,, ¢ de tipo F'P,,.

Prova. Seja G grupo de tipo F,,. Entao existe um complexo K(G,1) Y com m-
esqueleto finito. Seja p : Y — Y um recobrimento regular cujo grupo é isomorfo a
1 (Y) =G.
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Pela proposi¢ao 3.1.5, o complexo de cadeias celulares do mapa de aumento de
Y ¢é uma resolucio livre de Z sobre Z@G. Sabemos que cada C,(Y) é um ZG-médulo
livre com um elemento bésico para cada célula de Y. Como o m-esqueleto de Y é
finito segue que cada Ci(f/) é finitamente gerado para 1 < i < m e, portanto, temos
uma resolucao livre de Z sobre ZG com moddulos finitamente gerados até dimensao
m. Logo, G ¢ de tipo F'P,,. O

Para m > 2, a reciproca desta proposi¢ao ficou por muito tempo em aberto
até que, em 1997, num artigo de Bestvina e Brady [12], faz-se uma construcao que
mostra a existéncia de grupos de tipo F' P, que nao sao F5. Isto também mostra
que a reciproca da proposicao 4.3.2[iii] nao vale.

Seja Y = K(G, 1) com um tnico vértice e Y seu recobrimento universal. Temos
que os vértices de YV correspondem aos elementos de G. De fato, se Y 5 YV é
recobrimento universal e Y = Y /G tem um tnico vértice, isto implica que a pré-
imagem deste tnico vértice em Y sdo todos os vértices de Y os quais estdo em
correspondéncia biunfvuca com G. Deste modo, j4 que cada vértice de Y corres-
ponde a um elemento de G, definimos Y/x como sendo o subcomplexo de YV gerado
pelos vértices que estao em G,.

Definicao 5.2.4. Seja G um grupo F,,. Definimos o invariante homotopico de
dimensao m

2M(G) =A{x] € S(G)]
Y = K(G,1) e Y recobrimento de Y tal que m;(Yy) =0Vi <m — 1}

Note que nesta definicao Y tem um unico vértice.

Antes de prosseguirmos, vamos enunciar um teorema conhecido atribuido a
Hurewicz ([21], cap. 4, teo. 4.32): Seja X um espagco topoldgico conexo por camin-
hos. Se X é (n — 1)—conexo para n > 2 (i.e. m(X) é trivial para 1 <i <n —1)
entao os grupos m,(X) e H,(X) sdo naturalmente isomorfos. Disto temos que

e [a] se X é 1-conexo e H;(X) =0 parai: <n —1 entdo X é (n — 1)-conexo;

e [b] se X é (n — 1)-conexo, para n > 2, entao X é (n — 1)-aciclico.

Este resultado tem sua importancia neste contexto pois relaciona propriedades
homotopicas e homolégicas. Agora, com a definicao apresentada acima, podemos
estabelecer um primeiro resultado que relaciona os dois tipos de invariantes:

Proposigao 5.2.5. Se G ¢ de tipo F,, entao X™(G) C ¥™(G,Z).

Prova. Tome [x] € ¥™(G). Entao existe Y = K(G 1) e Y recobrimento de Y tal
que Wi(Y) = 0, para i < m — 1. Note que Y C Y. Logo Y também é um G,-
complexo livre e o nimero de G,-6rbitas de k-células de Y é finito para k < m.
Logo, a cadeia de complexos celulares

ZICo(Y)] 2 Z[Cra (V)] 5 - B ZICo(V)] % Z — 0
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é exata pois se m;(Y,) = 0, para i < m — 1 ent@o, pelo resultado de Hurewicz
(B]), Hy(Yy) = 0, para i < m — 1. Além disso, Z[Cy(Y,)] é um ZG,-médulo
finitamente gerado para k < m pois o numero de G -érbitas de k-células de Y/x é
finito para k < m. Portanto temos uma resolucao livre de Z sobre ZG,, com moédulos
finitamente gerados até dimensao m e, portanto, [x] € ¥™(G, Z). O

Para m = 1, vale ressaltar que é conhecido que ©}(G) = SY(G, Z).

Veja que, na definigdo acima para ¥™(G), o complexo K(G, 1) e, portanto, o
recobrimento Y depende de cada classe [x] e, por isso, ndo é considerada uma
boa definicao. Adiante, vamos apresentar uma outra definicao equivalente que nao
depende da classe (para mais detalhes, veja [10]). Para isso, precisamos definir:

Definicao 5.2.6. Seja G um grupo, x : G — R um caracter e Z um espaco com
uma acao de G. Uma funcdao continua h : Z — R é chamada funcao de altura
x-equivariante se h(gv) = h(v) + x(g) para todo ponto em Z.

Esta funcao h é definida de modo a estender linearmente a fungao Yy ie, h\v(};) =
x. Agora, temos uma segunda definicao para o invariante homotopico.

Definigao 5.2.7. Considere Y um complezo K(G,1) fixro com m-esqueleto finito e
seu recobrimento universal Z juntamente com uma funcao de altura x-equivariante
h:Z — R tal que Zp>o = Z,. Entdo: [x] € ¥™(G) se e somente se existe d < 0
tal que as funcgoes m(Zy>0) — 7i(Znsa), com Zpsq = h71([d,00)), induzidas pela
inclusao sao triviais para todos 0 < i <m — 1.

Terminamos esta se¢ao apresentando uma identidade que relaciona X™(G) e
Y¥"(G,Z). Ela é obtida como versao monoidal do seguinte lema que nos fornece
uma descricao exata da relagao entre grupos de tipo homolégico F'P,, e de tipo
homotoépico F,.

Lema 5.2.8. Sejam > 2. G € de tipo F,, se e somente se G é Fy e F'P,,.

Esboco da prova. Se G é de tipo F,, entao G é de tipo F, e, pelo lema 5.2.3, G
também ¢ de tipo F'P,,.

Agora, suponha que G é de tipo F; e de tipo F'P,,. E suficiente considerar o
caso m > 3. Por ser Fy, existe um G-complexo 2-dimensional simplesmente conexo
Iy, espaco de recobrimento universal de I' = K (G,1). Sejam V, E e C os vértices,
as arestas e as 2-células de I's. Portanto, pela proposicio 3.1.5 existe uma cadeia de
complexos celulares:

zlc] B zE) & zv) &z — 0.

Pela proposicao 4.1.5, como G é F'P,,, m > 3, temos que o kerd, é finitamente
gerado. Logo podemos estender o complexo acima a um complexo exato
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zD) & zjo) 2 zZE) 2 2v] 2 Z — 0

onde D é a uniao finita das G-orbitas livres das 3-células que foram coladas a
cada uma das 2-células basicas do kerd, de modo a se obter um G-complexo 3-
dimensional simplesmente conexo I'; tal que a sequéncia acima seja o complexo de
cadeias celulares de T3, ie, fazendo Hg(fg) = (0 donde tem-se que I's é 2-aciclico.

Se m > 3, continuamos este mesmo processo, ie, colamos uma quantidade finita
de m-células em cada (m — 1)-célula bésica do kerd,,_; de modo que Hy1(Dpq) =
0, até construirmos um G-complexo m-dimensional (m — 1)-aciclico simplesmente
conexo L'y,.

Pelo resultado de Hurewicz ([a]), todo complexo-CW (m — 1) a-ciclico e simples-
mente conexo é (m — 1)-conexo. Tome T, = f‘m/G e segue que G é de tipo F,,
pois I';, = K(G, 1) com m-esqueleto finito. O

Abaixo, enunciamos a versao monoidal:
Teorema 5.2.9. Se G ¢ um grupo de tipo F,,, entio ¥"(G) = X™(G,Z) N L*(G).

Este ultimo resultado nos permite reduzir o estudo de questoes sobre os in-
variantes, em dimensoes m > 3, ao estudo de sua parte homoldgica, uma vez que
sabemos resolver a questao da parte homotdpica em dimensao 2.

5.3 Critério de Meinert

Existe uma versao monoidal do critério de Brown chamada de critério de Meinert.
Fazendo algumas adaptacoes, é possivel demonstra-lo seguindo os mesmos passos de
acordo com o que foi feito na demonstracao do critério de Brown.

Teorema 5.3.1. [09] [Critério de Meinert]
Se X é um G-complexo conexo e x : G — R € um caracter tal que:

1 Hy(X) =0 para todo 1 < i < n;
2 Para cada p-célulac, 0 <p <n, X = x|a, # 0 tem-se que (G,)x € de tipo FP,_,;
3 O n-esqueleto de X tem um numero finito de orbitas pela acao de G;

4 Se go = o, para algum g € G e alguma p-célula o, com 0 < p < n, entao g fiza
cada ponto da célula.

Entao G, € de tipo F'P,.

E, finalmente, apenas citamos aqui que existe uma versao homotdpica da versao
monoidal do critério de Brown, também obtida por Meinert (ver [10]).
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Capitulo 6

O grupo de Richard Thompson F

6.1 Introducao

Dentre os grupos de Richard Thompson F, T e V definidos em 1965, nds estare-
mos estudando o grupo F' que tem a seguinte apresentacao infinita:

~1
Fy = (2o, 1,22, ... | 2, 22 = Tpg1, n >k > 0,n € N).

Com esta apresentacao, veremos adiante que o grupo de Richard Thompson é
uma extensao HNN.

Entretanto, este grupo também é finitamente apresentado, ie, admite uma apre-
sentacao finita com dois geradores e duas relagoes

Fy = (yo, 1] [yoy1 ", vo " vavols [vovr ", vo v1y0°]).-

onde [a, 8] = afa~ 1571

Podemos ainda considera-lo como um subgrupo do grupo de homeomorfismos do
intervalo [0, 1], o qual denotaremos por F'.

A partir destas consideracoes, neste capitulo faremos uma descricao do grupo F' e
mostramos que F', F} e F5 sao isomorfos. Ao final, exibiremos algumas propriedades
algébricas de F' que nos permitirao aplicar para F' alguns resultados existentes para
quaisquer outros grupos que partilham tais propriedades.

Para esta secao, quanto a descricao do grupo em termos de diagramas de arvore,
o teorema da forma normal e os isomorfismos, a principal referéncia é o survey [11]
e em relagdo as outras propriedades algébricas, tomamos a tese [17] como fonte.

6.2 O grupo F via homeomorfismos do intervalo

A primeira abordagem ¢ a realizagao do grupo de Richard Thompson através do
subgrupo F' de homeomorfismos do intervalo [0, 1], que fixam 0 e 1 e satisfazem as
seguintes propriedades:
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(1) linear por pedagos (“piecewise linear”);

(2) diferenciavel exceto por um nimero finito de pontos; mais ainda, estes pontos
sao racionais diadicos;

(3) a inclinagdo em cada intervalo diferenciavel é poténcia de 2;

Pode ser visto sem dificuldades que se trata de um subgrupo. Segue da definicao que
qualquer elemento em F' é crescente, pois a derivada é positiva em cada intervalo
diferenciavel.

Como exemplos, estao abaixo as funcoes a e b, que, como veremos adiante,
desempenham um papel fundamental dentro de F'

3 0<a <3 (2 O<z<li

aw)=qr—§ G<w<i £+l o<
b(z) = 3

(22-1 ,3<z<1 ) r—1 3<a<l]

(22 —-1 ,I<az<1

78

A partir de a e b, definimos as fungoes xg, x1, xs,... em I do seguinte modo:
_ _ _ —(n-1)3,,n—1
To=a,xr1=>b, ex,=a ba para n > 1.

Diagramas de retangulo

Seja f uma funcao em F'. Considere um retangulo. Vamos “representar” f no
retangulo da seguinte maneira: a aresta superior é vista como o dominio de f e
a aresta inferior como a imagem de f. Para cada elemento x no qual f nao é
diferencidvel construimos um segmento de reta que liga z a f(x). O diagrama
resultante serd chamado de diagrama de retangulo de f. Estes diagramas nos
ajudam a vizualizar a composicao de fungoes em F' pois seguem simplesmente por
justaposicao dos retangulos correspontes as funcoes. As figuras abaixo exemplificam
esta construcao.

Zo

Zo

|

// Ty = T 'x170
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Diagramas de arvore

Agora vamos dar os preliminares para associarmos a cada f no grupo um dia-
grama de arvores.

Seja S uma arvore. Dizemos que S é uma arvore binaria ordenada pela raiz
se:

(1) S tem uma raiz vy.
(2) se S tem mais de um vértice, entdo vy tem valéncia 2.

(3) se v é um vértice em S com valéncia maior que 1, entdo existem exatamente
duas arestas e, e e, gp que contém v e nao estao contidas na geodésica que
liga vy e v.

A aresta e, 1 é dita uma aresta a esquerda (l-aresta) de S e a aresta e, g ¢ dita
uma aresta a direita (r-aresta) de S. Vértices com valéncia 0 (drvore trivial)
ou 1 serao chamados de folhas de S. Existe uma ordenacao canonica das
folhas de S da esquerda para a direita e o lado direito de S é o arco maximal
formado por r-arestas que comega na raiz de S.

°

-\
O/ \1 2/ :
/

3 4

Figura 6.1: Uma arvore bindria ordenada pela raiz com 5 folhas com lado direito destacado

Um isomorfismo entre arvores binarias ordenadas pela raiz é um isomorfismo
de arvores com raiz que leva l-arestas em l-arestas e r-arestas em r-arestas. Uma
subarvore binaria ordenada pela raiz S’ de uma &arvore binaria ordenada pela
raiz S é uma arvore binaria ordenada pela raiz que é uma subarvore de S cujas as
l-arestas sao l-arestas de S e cujas r-arestas sao r-arestas de S mas a raiz de S’ nao
necessariamente é uma raiz de S.

Intervalos em que os pontos finais sao racionais diadicos sao chamados de inter-
valos diddicos. Em particular, um intervalo da forma [s%, %] com a,n ntmeros
inteiros nao-negativos com a < 2™ — 1 é chamado um intervalo diddico padrao.

Existe uma arvore I', chamada arvore de intervalos diadicos padroes, que

¢ definida da seguinte maneira:
(1) os vértices de I' sdo os intervalos didadicos de [0, 1];

(2) uma aresta de I é um par (I, J) de intervalos diddicos padroes tal que:
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e [ ¢ uma metade de J a esquerda se (/,.J) é uma l-aresta.

e J é uma metade de I a direita se (I, J) é uma r-aresta.

0.1]
/[O ]\ M\
0.4 a3 G
/NSNS SN

Figura 6.2: A arvore I' de invervalos diddicos padroes
Claramente [' é uma arvore binaria ordenada pela raiz.
Uma I'-arvore é uma sub-arvore bindria ordenada pela raiz de I' que é finita e

tem raiz [0, 1]. Denotamos por I',,, para cada n inteiro nao negativo, a I-arvore que
tem n + 1 folhas e lado direito com n arestas.

Figura 6.3: A arvore I'y

Um caret é uma subarvore bindria ordenada pela raiz de I' com exatamente
duas arestas.

Figura 6.4: Um caret

Uma particao de [0,1] é chamada particao diddica padrao se e somente se
cada intervalo da particao é um intervalo diadico padrao. Podemos mostrar que:
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Proposigao 6.2.1. Seja f € F.

Eziste uma parti¢ao diddica padrao P = {0 =29 <21 <--- < x, =1} tal que f
¢ linear em cada intervalo da particio e @ = {0 = f(zo) < f(x1) <--- < f(x,) =1}
¢ uma particao diddica padrao.

Um diagrama de arvores é um par (R, S) de I-arvores R e S tal que R e S
tém o mesmo numero de folhas. Denotamos por R — S, R é arvore-dominio e S é
a arvore-imagem. Assim, pela proposicao, podemos associar para cada f € F um
diagrama R — S, onde R e S sao as [-arvores associadas a cada particao diadica
padrao P e Q = f(P), respectivamente.

Como P e Q nao sao tunicos, existem diversos diagramas associados a f. Dado
um diagrama (R, S) podemos contruir um outro, adjuntando carets a R e S do
seguinte modo: seja I,, a n-ésima folha de R e seja J, a n-ésima folha de S. Seja C
um caret com arestas I,,, e I,,, com raiz I,, e D um caret com arestas .J,, e J,, com
raiz J,. Como f é linear em [ e f(I) = J, entdo f(I,,) = Ju, € f(In,) = Jn,. Dai,
segue que (RUC,SU D) é um diagrama para f.

Inversamente, podemos contruir um outro diagrama por reducao em vez de ad-
juncao. Chamamos a seguinte operacgao de reducao: Suponha que exista um positivo
inteiro n tal que as n-ésima e n+ 1-ésima folhas de R, e de S, formem um caret C', e
D respectivamente. Ao apagar C' e D menos suas raizes, temos um novo diagrama
para f. Dizemos que um diagrama (R,S) é reduzido se nao é possivel efetuar
nenhuma reducdo em (R, S).

_— >

Figura 6.5: O diagrama reduzido para a

Nao é dificil estabelecer que:

Proposicao 6.2.2. FExiste uma bijecao entre o grupo F' e o conjunto de todos os
diagramas de drvores reduzidas.

Seja S uma I'-arvore. Sejam Iy, I4,..., I, as folhas de S ordenadas. Para cada
k com 0 < k < n, seja a; o comprimento do arco maximal formado por l-arestas
que tem origem em [, e que nao tocam o lado direito de S. A n-upla ordenada
(ap,a, .. .,a,) é chamada expoente de S.

Esta descricao das I'-arvores em termos de seus expoentes, nos da um forma
normal para os elementos de F'.
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RN
0/\1 2/\3

Figura 6.6: Uma arvore com expoente (2,0,1,0,0,0)

Teorema 6.2.3. Sejam R, S I'—arvores com n+ 1 folhas para algum n inteiro nao
negativo. Sejam (ag,ay, . ..,a,) os expoentes de R e (by,by,...,b,) 0s expoentes de
S. Entao

bo,.b1,.b2 bn

1 a func¢ao em F com diagrama (R, S) € xy’x'xs* -+ -z 5 2wy My

—a
xn ""'.772 [L‘l 'TO

2 o diagrama de drvore (R, S) é reduzido se e somente se i) se as duas tltimas folhas
de R pertencem a um caret entdo as duas ultimas folhas de S nao pertencem
a um caret; i) se para todo k inteiro com 0 < k < n, sear > 0 e by > 0 entdo
ag+1 > 0 ou bpq > 0.

Prova. Seja h a fungao correspondente ao diagrama de arvore (R, S). Podemos, por
composicao de funcoes, considerar h = ¢! f onde:

e f ¢ a funcdo corresponte ao diagrama de arvore (R,I',) e

e ¢ é a fungao corresponte ao diagrama de arvore (S,T,).

m arestas

Figura 6.7: Diagrama de R
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Assim, basta mostrarmos que no caso do diagrama (R,T',) temos que f

—a —ai b.

n n-.-l'l n .,
bo b1 _ba
Lo Ly Ty -

by
1

T £, “ pois disto segue que g =z, -+ x4 ™ e portanto h = g~ f =

b —a —az ,,—ai ,,—ap

Isto sera provado por indu¢ao em a = Y

1=

0. Se a = 0 entao trivialmente
R=T,ef=1. Sea > 0, suponhamos que a hipdtese é verdadeira para valores
menores que a. Seja m = min{j : a; > 0}. Como a; = 0 para todo j < m, o
diagrama de R é dado pela figura 6.7.

Seja R a I-drvore que se obtém a partir de R com a forma dada pela figura 6.8:

m arestas

Ry

Figura 6.8: Diagrama de R’

! ! ! ~ .
onde R; , Ry e R3 sao isomorfas a Ry, Ry e R3.
z ;. . / N ~ _ ’ ’ ,
E f4cil ver que o diagrama (R, R') corresponde & fungao x,'. Se (ag,...,a,) éo
! ~ ! ! .
expoente de &' entao tem-se que a,, = a,, — 1 e a; = a; para todos j # m.

’
Neste caso temos que a = > "

1=

! . . ’ . ~
0 @; < a e podemos aplicar a hipétese de inducao
, - . . / , _ ! _ / _ /
que nos da que a funcao associada ao diagrama (R ,T',) é z,, % -+ -2y %z %. Por
composicao de fungoes, a fungao associada ao diagrama (R, T,) é
!

f — xn_an ..

Porém, pela minimalidade de m, segue que

/ /
Mg %ozt

’ / /

f: —Qp .,
n

. xm+1_am+l xm_amx;

1

—@m+1,,—am—+1,,—1

L1 X X

m m

—Am+1 _,—am

Tl T

—ai ,.—ao

O segundo item segue facilmente eliminando os casos onde pode ocorrer uma

reducao e descrevendo-os em termos dos expoentes. O
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Corolario 6.2.4. O grupo de Richard Thompson € gerado por a e b.

Segue como corolario-definicao que todo elemento nao-trivial de F' pode ser ex-
presso de maneira tnica como:

bo bl bQ b —a —a2 ,—ai ,,—ap
R R e R S
onde n, ag, ..., a, e by, ..., b, sdo inteiros nao-negativos tais que: [i] exatamente um

dos a, ou b, é ndo nulo e [ii] se a, > 0e by > 0,0 < k < n entdo ary; > 0 ou
b1 > 0.

6.3 Isomorfismos

Agora que ja temos uma forma normal para os elementos de F', vamos mostrar
os isomorfismos entre F', F} e F5.

Lema 6.3.1. FExiste um isomorfismo ¢ de Fy para Fy tal que yq RN To €Y1 RN 1.
Prova. Inicialmente, note que

—1/,—1 —1/,—1,—1 —1 1,1
o [voz 7t 2o toyag] = a:oxl (g x1mo)T12y (X X7 o) = To(X] Tow1)T( T5 =
(wow3ry? ) l=mmyt =1e
-1 . -2 21 _ 1y, —2,. 2 —1( =2, —1, 2y _ —1 1, -1 _
o [zvor1 ' wo tx1m0%] = xoxy (g “mixg)Tixy (T 2y g) = xo(2] X3%1)T) T35 =
(womgrgt)rst = 2325 = 1.
Logo existe ¢ : Fy — F| que é sobrejetora a partir da relacao x,, = xg( )xlxg L
Inversamente, queremos encontrar uma v : Iy — F, que seja a inversa de .
Para isso, definamos yo = @, 11 = b e Y, = @~ Vba™ !, para m > 2.
Queremos mostrar que y, YWollk = Yns1 para n > ke, YnYr = YrYns1. Pela
definicao acima, isto equivale a mostrar que:

a~ " Vpar eVt = o=tV ta " ban
G npankh — baknlpgntl-k
a(@ " ba™ T RYa T = byp_pao
Wfn—ri2@ b= Dy poso

~—17 _ =—1%
Yn—k420 b =0 bYn_pi2

Assim, temos que provar que [a'b, ym] = 1 para m = n — k + 2 > 3. Isto segue
por inducao em m e das relacoes em F.
Seja m = 3. Entao

(a0, ys) = a~Y(ba~‘a‘baab'a" b ta)a = a ‘[bat,a thala = 1
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pois se [ab~', @ 'ba] = 1 temos que [ba~",a 'ba] = 1.

Agora suponha que [a7'b, ] = 1 para m > 3. Da mesma maneira, segue que
[b71a, ym] = 1 e temos que:

(6720, Ymy1] = [0, @ tyma] = @M (ba tymab taa "ty Na = a "t ba ", ymla = 1.

Portanto, ¢ e 1 estao bem-definidas, ¢y = 1p, e o = 1p, e portanto F; e F,
sao isomorfos. 0

Dada uma fungao f € F, definimos o suporte de f, supp(f), como o fecho do
complementar dos pontos fixos de f em [0, 1]. Assim, provamos que:

Teorema 6.3.2. Ezxiste um isomorfismo de Fy e Fy em F de modo que os simbolos
formais yo, Y1, o, T1, T2, . .. SG0 mapeados as fungoes correspondentes em F'.

Prova. Através dos diagramas de retangulo, é facil verificar que o suporte de ab™!
é disjunto do suporte de a=1ba e a=2ba? e, portanto:

[a 'ba,ab™ '] =1 e [a %ba* ab'] = 1.

Portanto, existe uma funcéo ¢ : Fy — F com y v a e y1 == b . Pelo coroldrio 6.2.4,
Y é sobrejetora.

Logo, aplicando 6.3.1, existe um homomorfismo induzido v : Fy — F que é
sobrejetor e leva xg 2, a, Ty 2, b e os simbolos x,, as fungoes x,,. Falta-nos provar
que v é injetora.

Vamos mostrar que podemos estabeler a forma normal como vimos no teorema
6.2.3 para as fungoes de I'. Seja x € I, entao x = ;' ... x;" onde x;; € {z, 71,...},
e=x1len € Z,. As relagoes em F; podem ser divididas em quatro casos:

r0 x,rp =TTy, n > k;

~1,-1 _ —1 —1 .
rl z, x, =x, 7, ,n>k;

1, -1 )
r2 o, xp = TpTpp1 o, n > k;
3z, w, = ! k
r3 x, Ty = Tp1T) 0> k.

Agora, vamos mostrar que, a partir das relagoes [r0],[r1],[r2] e [r3], podemos escre-

bo ,,.b1 bn

— —ao
ver v =z’ - T,

x, %y Mg ™ com ag, b; > 0, obtendo assim uma expressao
para x na forma normal.
Basicamente, temos as seguintes possibilidades, para algum 5,0 < 5 < n:

° 6]' = €j+1 =1.
Se 1; < ij41, entdo mantemos mas, se i; > 7,41, a relacao [r0] fornece z; ;. =

Ti, ,Ti;41 € colocamos na forma normal.
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® € =611 = —1.

-1
Li+1

. . ~ . . ~ 1
Sei; > i;41, entdo mantemos mas, se i; < i;41, a relacdo [r1] fornece T
-1

z;' @' e colocamos na forma normal.
J+1+17%

® ej:—leej+1:1.
L < < -1 _ -1
Se i; <'iji1 entdo a relacdo [r3] fornece z; @i, = Ti;,, 117 -

. - ~ ~ ~1 _ -1
Se i; > ij11 entdo a relac@o [r2] fornece T Tijyy = Ty Ty 4y € colocamos, em
ambos os casos, na forma normal.

Ainda, se xp ocorre em ambas as partes, positiva e negativa, mas xj,; nao
aparece, pela relacao xkxnﬂx;l = x,,n > k, é possivel simplificar x deletando
uma ocorréncia de x; em ambas as partes, surgindo x, no lugar do x,,; que foi
eliminado juntamente com x,. Portanto, temos que cada elemento nao trivial de F}
pode ser colocado na forma normal como no corolario-definicao acima. Segue que
cada elemento nao-trivial de F} é levado a um elemento nao-trivial de F' e entao v
¢ injetora. O

6.4 Propriedades Algébricas de F

Teorema 6.4.1. Se ¢ : F — Z @& 7 ¢ definida por o(f) = (log, f (0),log, f (1)),
entao ¢ € um epimorfismo e ker(yp) = [F, F].

Prova. Observe que p(zg) = (—1,1) e p(x1) = (0, 1) donde temos que (¢(zo), p(x1)) =
Z @ Z. Portanto, ¢ é sobrejetora. E fato que se um grupo G é gerado por dois ele-
mentos e existe uma f : G — Z @ Z sobrejetora entao ker f = [G, G]. Pelo corolario
(1.1), F é gerado por a e b e segue que ker p = [F, F. O

A abelianizacao de F' é Z&Z = (xg, x1 | xor1 = 1120). Além disso, f € [F, F| se
e, somente se, f é trivial nas vizinhancas de 0 e de 1.

Seja I um intervalo diddico. Ha um subgrupo dentro de F' que se destaca ao
qual denotamos PLy(I) = {f € F|supp(f) C I} < F, ie, o subgrupo de todas as
funcoes com suporte em 1.

Proposicao 6.4.2. PLy(I) = F.

Prova. Claramente, I é uma uniao finita de intervalos diddicos padroes. Escolhendo
arbitrariamente uma parti¢ao diddica padrao de [0, 1], podemos construir um home-
omorfismo linear por pedagos 7 : [0, 1] — I tal que

e as derivadas em cada intervalo diddico padrao é poténcia de 2 e

e todos os pontos de nao-diferenciabilidade sao nimeros racionais diadicos.
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O isomorfismo de F' em PLy(I) é dado por f — v~ !fvy. Como v ¢ linear por
pedagos, temos que f é uma func¢ao em [0, 1] cujos pontos de nao-diferenciabilidade
sdo numeros racionais diddicos se e somente se yv~!fvy é uma funciao em I cujos
pontos de nao-diferenciabilidade sao ntimeros racionais diadicos. O

Note também que, pelo teorema 6.4.1, PLy(I) C [F, F].

Teorema 6.4.3. Qualquer subgrupo nao trivial de F' que é normalizado pelo comu-
tador [F, F| contém [F, F.

Prova. Seja N um subgrupo de F' normalizado por [F, F'|. Tome um elemento 7 €
N\ {1}. Como 7 # 1 existe um intervalo diddico padrao I C (0, 1) suficientemente
pequeno tal que n(I)N 1 = .
Tome uma funcdo f € PLy(I) qualquer. Entao valem as seguintes propriedades:
o [n,fleN.

De fato, [n, f] = n(fn~tf~1) e, por hipétese, (fn~1f~1) € N.

e [, f] tem suporte em n(I) U I.

Seja t ¢ n(I) U I. Temos que mostrar que [n, f|(t) = t. De fato, [n, f](t) =
nfn 1 (f~(t)). Como t ¢ I entao f~'(t) = t. Além disso, como 77([) NI=10
temos que n~1(t) ¢ I, caso contrario n(I)NI # . Disto temos que f(n~'(¢)) =
n~'(t) e, portanto, [n, f](t) = (nm~")(t) = (¢).

o [0.fli, = fir-
Tome t € I. Como f7'(t) =selenl)NnI = temosquen I(s) ¢ I,
caso contrario s € n(I) N I. Portanto f(n '(s)) = n~'(s) donde segue que

[0, 1(t) = n(n~'(s)) = s = f (1)

Destas trés propriedades, temos que

o9l =10, fl.gl € N,V f,g € PLy(I)

ie, N contém todos os comutadores [f,g],V f,g € PLy(I). Queremos ainda mais:

que N contenha qualquer comutador com suporte em [i, 2], [%, g], . [2%, 27;;1]
Tome f,g € PLQ([QH, 27;”1]) Queremos que [f, g] € N.
Existem fungoes 1, y2, .. ., Y, tais que 7, (1) = [21n, 27;”1]

Defina fr, = 7, fym € gn = 75, 97
Note que supp(fn) CI. Tome t ¢ I. Como 7,t ¢ [2n, 27;711]’ temos que fl,,; =
Yut € assim f,,t =, 1y,t = t. Analogamente, supp(g,) C I. Logo, N contém [f,, gn].

Novamente, como N é normalizado por [F, F| e f,g € PLy(I) C [F, F], temos
que Yol fos gVt = Doyt ngnv 'l = [f, 9] € N

Isto j& é suficiente pois f € [F, F] se e, somente se, f é trivial nas vizinhancas
de 0 e de 1 e N contém todos os comutadores em PLy([5, 251]) para todo natural

n. ]
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A partir deste teorema, obviamente obtemos dois resultados:
Corolario 6.4.4.
i Qualquer quociente proprio de ' € abeliano.
ii O subgrupo dos comutadores [F, F| é simples.

Lema 6.4.5. Seja G um grupo livre de posto maior ou igual a 1. Sejam Ny, N
subgrupos normais nao-triviais de G. Entao N1 N Ny € nao-trivial.

Prova. Como N; e Ny sao normais em G temos que [Ny, No] C Ny U Ny. Assim, é
suficiente mostrar que [Ny, Na] # 1. De fato, se [IN7, N3] = 1 entao temos que o centro
de G é nao-trivial contradizendo o fato de ser livre. Logo, 1 # [Ny, No] € N1yNN,. O

Teorema 6.4.6. O grupo F' nao contém subgrupo livre de posto 2.
Prova. Tome f,g € F. Temos que mostrar que f e ¢ nao geram um subgrupo livre.

e (Caso reduzido) Suponha que f e g nao tenham ponto fixo em comum em
(0,1). Note que, neste caso, para qualquer ¢t € (0, 1) existe um h € (f, g) tal
que h(t) pode estar arbitrariamente préximo de 0. Senao, o infimo do conjunto
{h(t) }rhe(s,g) seria um ponto fixo comum de f e g. Segue deste fato que existe
um h € (f, g) tal que [f, g]" tem suporte disjunto do suporte de [f, g]. De fato,
tome s € supp|f,g]. Existe h € (f,g) tal que h(s) ¢ supp[f,g]. Logo existe
h tal que [f, g](h(s)) = h(s) donde temos que s & supp|f,g]". Fazendo isso
para s=sup{t : t € supp|f, g]}, pelo fato de h ser crescente, temos a garantia
de que todo o suporte de [f, g] se torna disjunto do suporte de [f, g]". Logo,
[f,q] e [f,g]" comutam e portanto o subgrupo gerado por f e g nao é livre.

e (Caso geral) Suponha que f e g tenham pontos fixos em comum em (0, 1).
Portanto, o suporte de (f, g) é uma uniao disjunta finita de intervalos diddicos
L,...I,. Se h € (f,g), restringindo seu dominio a cada um destes intervalos,
temos que h|;, € PLy([;), para cada j = 1,...,n. Isto fornece um monomor-
fismo:

(f,g) < PLy(I}) x -+ x PLy(I,)

Como separamos os intervalos dos pontos fixos em comum de f e g, garantimos
que f e g nao tem pontos fixos em comum em cada [; e, portanto, pelo
argumento acima, a imagem de (f, g) em cada PLo(;) nao é livre. Segue disto
que, se F(f,g) é o grupo livre com base {f, g}, o kernel de cada composi¢ao
F(f,9) — (f.g) — PLy(I;) é nao trivial. Portanto, o kernel da projegao
F(f,9) — (f,g) é a intersecao finita de subgrupos nao-triviais e normais de
F(f,g) que, pelo lema 6.4.5, é nao trivial.

O
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6.5 O grupo F via extensao-HNN

Teorema 6.5.1. O grupo F' ¢ uma extensao-HNN com grupo base G1, onde G; =
(i, Tiv1, .. .), letra estavel xy e subgrupos associados Gy e Gs.

Prova. Vamos mostrar que I} = (G e, pelo teorema 6.3.2, temos que F' = (5.
Seja 0 homomorfismo

0 : <x0,x1, et e = g, 0> k> — (x1,X9,...),

definido por 0(x;) = z;41, para todo i > 0.
Segue # esta bem definida pois preserva as relacoes, ie:

1 -1
0(x, 2pTk) = Ty Tnp1Thp1 = Tppo = O(2p41), paran >k > 0.

Além disso, # é sobrejetora por definicao e injetora pois

bo bl b —a —ail ,,—ag _ bo b1 bn —an —ai ,,—ag
O(xgay - -wra, ™ - xy Py ™) = 27w, 1Tyl Ty T
também estd na forma normal.
Logo, # é um isomorfismo e G| = <$1,x2, .. \x;lxnack =Tpi1, N> k> 1>.

Considere o grupo G definido como a extensao HNN com base GGy, letra estavel x
e subgrupos associados G e G5 (isomorfos a F' como vimos acima), com isomorfismo
entre G e G dado por p(z;) = x;41, i > 1. Logo:

G= <x0;x1, o Hag i = ()i > 1} U {ay ' emgy = 20, 0> k> 1}>

= <x0;x1, o Hagtrire = wigq,i > 13U {xglxnxk =Zpi1,n > k> 1}>
= <x0;x1, oty = v, > k> 0>
= F
e, novamente, pelo teorema 6.3.2, segue que G ¢ isomorfo a F'. 0

6.6 Outras propriedades importantes

F ainda possui outras propriedades homoldgicas interessantes. Foi provado por
Geoghegan-Brown em [04] que F' tem tipo homotépico F, ie, tem tipo homoldgico

F P, e é finitamente apresentavel. Isto nos permite aplicar o critério de Brown para
F.
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Capitulo 7

O Calculo de X"'(F)

Finalmente, chegamos a secao onde calculamos o invariante homotoépico do grupo
de Richard Thompson para qualquer dimensao m. Este célculo esta dividido basi-
camente em duas partes.

Uma primeira parte referente ao célculo do X' é coroldrio de uma teoria desen-
volvida para calcular o X!'(G, Z) para grupos mais gerais, sendo que F satisfaz tais
condigoes. Para isso, temos como referéncia o artigo [03].

A segunda parte referente ao célculo do invariante para dimensoes m > 2 é feita
diretamente através das propriedades de I e se utiliza de técnicas diversificadas tais
como o calculo do grupo fundamental de um determinado subcomplexo de Cayley
associado a uma apresentacao de F', ferramentas da algebra homoldgica como o
funtor Tor e as sequéncias espectrais, acao de extensoes HNN sobre arvores, entre
outras. Para esta parte, a referéncia é o preprint [06].

7.1 Cadlculos para X'(F, Z)

Como dissemos acima, estes proximos resultados foram estudados no artigo [03].
Vale a pena ressaltar a generalidade em que sao obtidos os resultados neste artigo.

Podemos dizer que esta generalidade, tendo em vista a aplicacao que faremos
nesta dissertacdo, aparece tanto na abordagem do invariante ! como nos grupos
para os quais se faz o cdlculo do invariante. De fato, é feito o célculo de ¥.1(G, Z) para
qualquer subgrupo G finitamente gerado de homeomorfismos lineares por pedacos
do intervalo [0, 1] que seja irredutivel e tenha dois elementos independentes. Em
particular, veremos que F' satisfaz estas condigoes e, por isso, podemos aplicar este
resultado para F'.

A respeito do invariante, o contexto apresentado é de um grupo G finitamente
gerado e um G-grupo A onde G’ age por automorfismos internos, calculando o
invariante do grupo A e denotando-o por X 4, sendo a definicao do invariante também
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um pouco diferente da apresentada anteriormente:
Ya=A{Ix] € 5(G)

A ¢ finitamente gerado sobre um submondide finitamente gerado de G, }.

Porém, esta abordagem é uma generalizacao do seguinte contexto: G age sobre
G’ naturalmente por conjugacdo, ie, [z,y|? = [29,y9] caracteriza uma acdo de G
sobre G’. Neste caso, pode ser demonstrado que X'(G,Z) = X (ver [02]) e temos
que:
Yo ={[x] € S(G)]|

G’ é finitamente gerado sobre um submondide finitamente gerado de G, }.

Notagdo: Se X e R sdo subconjuntos de G e G, entdo RY denota o conjunto
dos elementos a* = 2 'az coma € Rexz € X, X! denota o conjunto dos elementos
r~ ! com x € X e X* denota o conjunto X UX !, Além disso, para um subconjunto
B de um grupo B, (B) e (B] denotam respectivamente o subgrupo e o submondide
de B gerado por B.

7.1.1 Defini¢ao equacional de ©!(G,Z)

Seja G um grupo finitamente gerado. Seja X um subconjunto do grupo G e
W = TpTp_1 - - - Toxq Uma palavra no alfabeto XY*' = Y UX ™! e vamos usar o mesmo
simbolo para sua representacao no grupo G. O conjunto dos segmentos finais de w

{$1,$2$1, ceey Tt '$2$1}

serda chamado trago de w. Se xy : G — R um homomorfismo, entao o conjunto de
nimeros reais

{X(xl)v X($2$1)7 cey X(ﬂﬁk - '952371)}

¢ chamado de y-track de w.

Proposigao 7.1.1. Sejam X conjunto finito de geradores de G e R C G’ conjunto
finito tal que, para quaisquer x,y € X%, [x,y] € (R). Entao, as sequintes condigoes
sao equivalentes:

i [x] € SY(G, 7).

ii cada elemento a € G' tem uma expressao

_ w1 wy
comry, - 15 € (R), e onde cada w; € uma X*_palavra com x-track positivo.

iii para cadar € R ex € X, a =r" tem uma expressio como no item [ii].
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iv 0 mesmo que em [iii], porém com x-track ndao-negativo para os w.

Observagdo Vamos fazer uso da seguinte equivaléncia dentro das condigoes do
enunciado:

G' = (RY) & para quaisquer z,y € X!, [z,y] € (R).

Prova. [i| = |ii]

Tome [x] € (G, Z) = T¢. Entao, G’ é finitamente gerado por C C G’ sobre
um submondide finitamente gerado D C G,.

Desta maneira, qualquer b € G’ se escreve

b=si'-- 5" (7.1)

onde s; € C e cada ¢é v; uma D-palavra.
Agora, observe que:

e cada s; € C C (' se escreve
s 72
onde 7;; € R e cada v;; é uma X*!-palavra.
e cada v; € D C G, se escreve
v = w(v;) (7.3)
onde w(v;) é uma X*!-palavra.

Note que como C e D sao finitos, a lista com todas as X*'-palavras com as quais
obtemos cada expressao 7.2 e 7.3 para os elementos de C e D ¢ finita. Portanto,
existe um inteiro « que ¢é a cota inferior para os x-tracks de todos os v;; e todas as
palavras w(v;) possiveis.

Assim, substituindo as expressoes 7.2 e 7.3 em 7.1 obtemos que cada b € G’ se
escreve:

[ A (7.4)

onde 7! € R e cada w; é uma X*!'-palavra com x-track limitado inferiormente por
a.
Agora, escolha um z € X*! com y(r) > 0 e um 8 € N tal que a + Bx(z) > 0.
Seja y = 279, Seja a € G'. Como a? € G, ele pode ser escrito como em 7.4, ie,
rw1 1wy s wizh rwah

av = "™ ... Portanto, a = (a¥)* = 1! R sendo que x(w;a”) =

X(wi) + Bx(z) = a + Bx(z) > 0.
Claramente, [ii] = [iii]] = [iv].
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Vamos mostrar que [iv] = [i]. Para cada r € R e cada z € X*! temos que

rt =nr".

. "I“fwf (75)

com Y-track nido-negativo para cada X*!'-palavra w;. Como R e X sdo conjunto
finitos, obtemos um sistema com um nuimero finito de equacgoes do tipo 7.5 ao
esgotarmos os conjuntos R e X.

Queremos mostrar que podemos gerar G’ por um conjunto finito sobre algum
submondide de GG. Para isso, defina B como a uniao do todos os tracos de cada
w; que aparece no sistema acima. Claramente, B é finito e como o y-track dos w; é
nao-negativo podemos gerar a partir de B um submondide de G,. Desta maneira,
qualquer elemento u € (B] é uma X*!'-palavra com y-track contido em (B].

Considere Gg = <R<B]>. Se GOXil C G entao teremos o seguinte:

Como R C Gy temos que RY*'C Go¥" C Gy. Logo, R¥* - . R¥* C Gy e
assim (R“Y)) C Gy. Finalmente, G’ = (R"")) C G, donde obtemos que G’ = G,.

Assim, falta apenas mostrar que Goxﬂ C Go; de fato, tome r € R, u € (B] e
r € X% queremos que (r*)* € Gy. Note que para quaisquer X*l-palavras @, e

quaisquer z,y € X+
PayTs Tﬂ(a:y[ay}_l)ﬁ'

Mas, por hipétese, [z,y] =1 € (R) e assim

rﬂy:m? _ Tﬂ($y[a:,y]71)6 _ r/—firﬂa:yﬁr/@
Deste modo, deslocamos a letra z para a esquerda até que tenhamos que (r*)* €
((r")" e e 7 € Go pela hipétese [iv]. Logo, (r*)* = (r*)* € G C G, O

Teorema 7.1.2. Sejam X conjunto finito de geradores de G e R C G’ conjunto
finito tal que, para quaisquer x,y € X', [x,y] € (R). Entao [x] € 4G, Z) se e
somente se cada r € R pode ser expresso

w1,

r=r" (7.6)

onde ry,...,r; € (R) e cada w; é uma X* -palavra com x-track nao-negativo e
x(w;) > 0.

Prova. Pela proposigao 7.1.1 acima, a condigao [ii] implica diretamente uma dire¢ao
deste teorema. Vamos entao mostrar que esta condicao acima implica na condicao
[iv] da proposigao 7.1.1 acima.

Seja r € R. Entao r pode ser expresso como descrito em 7.6. Mais do que isso,
podemos assumir que cada r se expressa

uy

r=r" e (7.7)
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onde x(u;) + x(z) > 0 para cada X*!-palavra u; e para qualquer z € X*!.De fato,
pela finitude de R temos um sistema finito de equacoes do tipo 7.6.Ao substituirmos
novamente o sistema nele mesmo, ie, se temos r; = 7;;“%---1; ¥/ entao r =
(rig o)W (g fOR ) = Wy (i f % Neste caso, note que cada expoente
u ¢ um produto vw de dois expoentes do sistema original. Este processo, sendo
iterado tantas vezes quanto precisarmos, no permite tomar o minimo dos y/(u;)
sobre todos os expoentes no sistema tao grande quanto quisermos e assim obtermos
x(u;) + x(z) > 0.

Agora, escolha um x € X*! e um r € R e reescreva cada expoente em 7.7 como
rx'u;. Note que para X*'-palavras v e w e para z,y € X*! temos que:

rwxflyv _ Twy[m,y]flelv _ ((r/)xflv)flrwyx* U(T/)x v

onde [z,y]™t =1 € (R).

Usando esta igualdade podemos empurrar 2! para a direita obtendo expoentes

I onde u é um

da forma xu;xz~! para algum wu; na forma original ou da forma ux~
segmento terminal de algum dos u;. Logo, ao aplicarmos z em r, obtemos uma

expressao para r® como na condicao [iv]. O

7.1.2 Grupos de homeomorfismos lineares por partes do in-
tervalo [0, 1]

Seja G o grupo de todos os homeomorfismos lineares por partes do intervalo [0, 1]
que preservam orientacgao, ie, fixam 0 e 1. Seja G um subgrupo de G finitamente
gerado. Vamos assumir, sem perder generalidade, que G é irredutivel, ie, G nao tem
pontos fixos no intervalo aberto (0, 1).

Para qualquer subgrupo G de G, existem dois homomorfismos A e p ao grupo
multiplicativo (R*,-) dos ntimeros reais positivos dados pelas derivadas a esquerda
e a direita dos pontos finais de [0, 1]:

_df
dt

d
wGHRﬂMﬁzém

Dizemos que A e p sdo independentes se \(G) = A(Kerp) e p(G) = p(Ker)).

2GRN = 2o

Lema 7.1.3. Se G € wrredutivel entao para quaisquer 0 < a < b < 1 emiste f € G
tal que 0 < f(b) < a < 1.

Prova. Suponha que nao exista tal f, ie, para qualquer f € G temos f(b) > a. Tome
c=1inf{f(b): f € G}. Segue, pela continuidade dos elementos de G, que ¢ é ponto
fixo de G. Se g € G entédo g(c) = g{inf{f(b): f € G}} =inf{gf(b): fe G} =c
pois {¢gf}rec = G. Isto contradiz o fato de G ser irredutivel. O
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Para anunciarmos o préximo teorema, denotamos fiz(f) o conjunto dos pontos

fixos de f e definimos ¥'(G,Z)° = S(G) \ ©Y(G, Z).

Teorema 7.1.4. Se G € finitamente gerado e irredutivel e X e p sdo independentes
entio LH(G,Z) = {[—log \], [~ log p]}.

Prova. Primeiramente, vamos mostrar que {[—log \], [—log p|}° € ¥1(G, Z).

Suponha que [x] ¢ {[—log A}, [~ log p]}.

Como A e p sao independentes, temos que G = ker p - ker \. Note que ker p< G
e ker A < G e portanto ker p-ker A < G. Agora, seja g € G. Existe um g; € ker A
tal que p(g) = p(g1). Disto segue que gg;* € Kerp, ie, g97* = g,, onde g, € ker p
donde temos que g = gyg1 € kerp - ker \.

Portanto, y nao se anula simultaneamente em ker p e ker \.

Vamos assumir que x(ker p) # 0. Logo,

existe h € ker p tal que y(h) > 0.

Se x(h) < 0 entdo tome h = h~' e dai x(h) > 0. Como p(h) = 1 temos que existe
b < 1 tal que supp(h) C [0,b]. Isto se da pois p(h) = 1 implica que h'(1) = 1 e,
portanto, existe uma vizinhanga [e, 1] de 1, € > 0, tal que [¢, 1] C fiz(h). Logo,

supp(h) C [0,b] com b € (0,1).
Além disso, [x]| # [—log A] implica que
existe g € G com A\(g) < 1e x(g9) <0.

Para ver isto, note que [x1] # [x2] se e somente para qualquer r € RT existe g € G
tal que x1(g) # r(x2(g)). Como r > 0, isto acontece se e somente se existe g € G
tal que x1(g) e x2(g) tem sinais distintos. Neste caso, [x] # [—log A] e entao existe
g € G tal que x(g) e —r(log A(g)) tem sinais distintos. Neste caso, podemos supor
que x(g) < 0; caso contrario, trocamos g por g~! e obtemos x(¢g~!) < 0. Dai, como
—r < 0, temos que ter log A\(g) < 0 que equivale a termos A\(g) < 1.

Segue que g(z) < x para todo = € [0, a] para algum a € (0,1). Pelo lema 7.1.3,
podemos assumir que

b<a

conjugando h pela f que o lema fornece se for necessario. Com efeito, supondo que
0<a<b<1,sejah=fhf! com f(b) < aonde f édada pelo lema 7.1.3. Entao,
hleva fb,1] em f[b, 1]: hlgpn = fhf ™ s = fhlpa = flpay pois Alb, 1] = [b,1].

Seja X um conjunto finito que gera G e que inclua g e h. Seja R = [X*!, X+1].
Como G' C kerp Nker ), existe um e > 0 tal que supp(r) C [¢,1 — €] para todo
r € R. Escolha k suficientemente grande tal que g*(b) < e. Note que

w = g*hg™*
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é uma X*!-palavra com y-trago positivo pois x(¢7%) = —x(¢*) = (=k)x(g) > 0,
X(hg™*) = x(h) +x(g7") > 0 e x(g"hg™*) = k(x(9)) +x(h) + (=k)x(g) = x(h) > 0.

Mais ainda, supp(w) C [0,¢]. De fato, ¢g*(b) < e 1mphca b < g7 *(e) pois ¢
é crescente. Agora, hg=*(e) = g~*(e) implica g*hg=*(e) = g*g7*(¢) = € e entdo
e € fir(w). Também, se € < t entdo b < g *t e, da mesma forma, temos que
t € fix(w). Segue que [¢, 1] C fiz(w) donde temos que supp(w) C [0, €].

Finalmente, disto temos que r = r" para qualquer r € R. Para verificar isto,
analisamos o comportamento nos dois intervalos [0, €] e [e, 1].

Como supp(r) C [e,1—¢] temos que 7|jo qupi—e,1) = {djo,qup—e,1 € dai 7|1y € [€, 1].
Como supp(w) C [0, €] temos que w1 = Idjcq) e dal w|j,q € [0, €]. Portanto:

o 710 = wlrwljog = w T wog) = W o) = Idljo.g = lo;
o (1) = wrwlie = w gy = W ey = 7

Logo r e r coincidem em [0, €] e [¢, 1] e portanto sao iguais em [0, 1].

Pelo teorema 7.1.2, as igualdades r = %, r € R, implicam que [x] € X}(G, Z).

A dltima parte consiste em mostrar que {[—log\], [~ logp]} € XY(G,Z)". Seja
[x] = [~ log A]. Suponha que [x] € £!(G,Z). Pelas propriedades de G temos que G’
é nao-trivial e, por hipbtese, podemos supor que G’ é finitamente gerado por R C G’
sobre um submonoide finitamente gerado Y C G,.

Escolha a > 0 tal que

e (i) supp(r) C [a, 1] para todor € R e
e (ii) g(z) < x paratodo g € Y e x € 0,qal.

Note que R € G' C kerp Nker A e dai supp(r) C le.,1 — €] C [, 1], para
todo r € R. Além disso, se g € Y C G, entdo x(g) > 0. Como [x] = [—log ]
entao log A(g) < 0 donde tem se que A(g) < 1 e portanto existe uma vizinhanga
[0,¢,] tal que g(z) < z para todo z € [0,¢5]. Com estas condigbes, escolhemos
a=min{e, e, |7 € R,g € Y} >0 onde R e Y sao finitos.

Disto temos que supp(r®) C [a, 1], para qualquer w € (Y] e qualquer r € R. De
fato, se x € [0,a] e w = gy - - - g1 com g; € Y entao para todo g; € Y temos g;(z) < x
e assim w(x) < z. Entdo w(x) € [0, a] para x € [0, a] e, como supp(r) C |a, 1], entao
para todo r € R, r(w(x)) = w(x) pois [0,a] C fiz(r). Logo [0,a] C fiz(r") pois
r?(x) = wlrw(x) = ww(z) = z. Assim supp(r*) C [a, 1] para qualquer w € (Y]
e qualquer r € R.

Como G’ é gerado por elementos da forma r* temos que supp(h) C |[a, 1] para
todo h € G'. Mas, escolhamos qualquer h € G’ nao-trivial e b € [0, 1] com h(b) # b.
Isto implica que b € supp(h) C [a,1]. Tomando f segundo o lema 7.1.3 acima, com
0 < f(b) < a < 1, temos que f(b) € supp(fhf~') e como fhf™' € G' temos que
f(b) € [a, 1], chegando a um absurdo. O
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Note que este tiltimo resultado nos permite calcular explicitamente X!(G, Z) para
alguns grupos G. Precisamos verificar que o grupo de Richard Thompson satisfaz as
hipdteses requeridas pelo teorema 7.1.4. J4 vimos que F' é um subgrupo de G que é
finitamente gerado. Falta ainda verificar a irredutibilidade de F' e a independéncia
de X e p.

Quanto a irredutibilidade, temos que mostrar que F' nao tem pontos fixos em
(0,1). Isso segue facilmente do fato de que o conjunto de pontos fixos de seus
geradores xg e x; em (0,1) é vazio e, portanto, F' nao pode ter pontos fixos.

Agora, note que, pelo teorema dos isomorfismos, temos que F/ker A\ = 7Z e
F/ker p = 7Z; Como F/F' =2 Z&Z, temos, pelo segundo teorema dos isomorfismos,
que (ker \)/F' = Z e (ker p)/F' = 7. Dal,

F/F = (ker \)/F" - (ker p)/F".

Lembrando que Hom(G,R) =2 Hom(G/G',R), ie, basta considerarmos o quociente
pelo comutador, temos pela decomposi¢ao acima, que A e p sao independentes.

Logo, podemos aplicar o teorema para o grupo de Richard Thompson, donde
temos que

Teorema 7.1.5. Para o grupo de Richard Thompson F,

SYF,Z)" = {[~log A], [~ log p]}.

J& vimos anteriormente que F/F' = 7Z & Z e portanto temos que a esfera de
caracteres S(F) pode ser identificada com o circulo S!, pelo mapa induzido por ¢ :
Hom(F,R) — R? dado por ¥(u) = (u(xo), u(z1)). Seja xo = —log A € Hom(F,R)
e x1 = —logp € Hom(F,R).

Em termos grificos, veja que %(xo) = (xo(zo), Xo(z1)) = (1,0) e ¥(x1) =
(x1(z0), x1(z1)) = (=1, —1). Disso, podemos visualizar o que acontece em X' (F,Z).

[xo] = [(1,0)]

Dal = [(=1,-1)]

Zl(Fa Z)C = {[xo); xal}
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7.2 Calculos para 2"(F), m > 2

Agora partiremos para o cdlculo do invariante homotépico X™(F'), para m > 2.
Como foi dito acima, temos como referéncia o preprint [06].

Veremos a seguir que um ponto crucial para se obter tal resultado se dé através
do célculo de somente um ponto em ¥%(F), como segue abaixo:

Teorema 7.2.1. [—xo] € X*(F).

7.2.1 Cdlculos para Y?(F,Z)

Vamos partir de um importante resultado que mostra como o calculo do invari-
ante pode determinar quando subgrupos contendo o comutador de grupos de tipo
F,, sao de tipo F,,.

Teorema 7.2.2 (Bieri-Renz). [02] Seja G um grupo de tipo F,, (resp. de tipo F'P,,)
com um subgrupo normal N tal que G/N ¢é abeliano. Entio N € de tipo F,, (resp.

de tipo F'P,,) se e somente se para todo caracter real nao-nulo x tal que x(N) =0
tem se que [x] € X™(G) (resp. X™(G,Z)).

Seja xo o caracter de F tal que xo(xg) = 1 e xo(z1) = 0. Seja N = ker xo, ie,
o fecho normal de z; em F. Segue que F/N = Z. Como [xo] € ¥'(F) temos pelo
teorema de Bieri-Renz que N nao é finitamente gerado.

Vamos agora encontrar um conjunto de geradores para N.

Lema 7.2.3.
i Sejay; = a:gfa Entao Y = {y;}icz € um conjunto infinito de geradores para N.
ii O grupo N tem uma apresentagio infinita (Y'|S) onde
S = {y; YoVt 1Yive, Ui Ui sYis1Yirs ez
Prova. [i] Note que I é uma extensao HNN estritamente decrescente com base G

-1 J
s . X ’ . €T
e letra estavel xg, ie, --- € G7* € G; € G C ---. Dali, considere U,czG1°.

Vé-se claramente que x| i = 0, para todo j € Z. Além disso, como N é o fecho
Gl

J
X ’ s
normal de z; em F' e UjczG1° é um subgrupo normal de F' que contém z;, temos
$j , $j
que UjezG1° contém N. Portanto, N = U;ezG1°.

Finalmente, note que G é gerado por x; e o = x7° e assim N é gerado por
gt
Ujez{z,", 2" } = {yitiez =Y.
[ii] Vimos que F' tem apresentacao

(o, 21 [ﬂﬁoxfla ﬂﬁo_lxlxo], [950%_1, 370_%19502])
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Mas, pelas identidades

z2z1 (xa:g)_

xfoxl(xfg)_l = [moxl_l,xo_lxlxo]“ e ) 1 L= [xoarl_l,xo_Qa:le]“,

podemos supor que F' tem apresentacao (zo, 1] (xfg)_leoxl, (x:fg)_lx:fgm).
Agora, como y; = xfoz vamos substituir ainda mais uma vez as relagoes e ree-
screve-las:
CU2 I2 — — —
o (") 1™ = (a7°) e a0 = y o0 Y.
3 3

2 2
Toy—-1,.%0%1 _ (. PoN-1,.—-1,%0,. _ ,—1,—1
o (1) ) Ty = (xl ) Ty Ty L1 =Y_3Yo Y—2Yo-

Disto segue que F' tem a seguinte apresentacao infinita:

21
(Y U{zo}| {yi_ly;rlzyz‘ﬂyiwa yz‘_lyi_-y13yi+lyi+3}iez U{yis1y;° 1)

A partir disso, subtraindo o elemento xj, obtemos a apresentacao que queriamos
para N = (YS). O

Corolario 7.2.4. O grupo N tem uma apresentagao infinita:
<Y|{yz‘_1yi_+12yi+1yi+2a yz‘_lyi_+13yi+1yi+37yz‘_lyz‘_-i-14yi+1yi+4}i€Z>

Prova. Basta checar que vy, lyijr14yi+1yi+4 ¢ uma relacao em N ie, que yijr14yi+1yi+4 =
Yt
-1 o atd —1g —(44) bl —(i41) itd —(i+4)
YiraYir1Yiva = 25" 1 (20 Lo T1ly T )T
_ it+4,—1/,-3 3 —(i+4)
=y ay (g Tiwg) 1T,

_ it4 -1 —(i+4)
= xy (2] waz) X

_ it —(i+4)

O

Deste modo feito acima, N foi encontrado como um subgrupo do grupo de
Richard Thompson. Agora vamos procurar uma descricao formal de N que é, num
certo sentido, “independente”do grupo F'. Na verdade, N é isomorfo a um limite
direto de grupos. Vamos descrever este isomorfismo.

Considere o grupo
M; ~ F;/R;
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onde F; é o grupo livre com base {z;};>; € R; é o fecho normal de
{2 ahzinzine, 2 2821 2k, 2 ZipaZin1 Ziva Yizg
em F;. Note que a func¢ao identidade em {z;};>; induz um epimorfismo de grupos
(07 Mj — Mj—l-

Para verificar que «; é epimorfismo ¢ suficiente mostrar que {z;};>;-1 C Im(c;). Se
. . o . . 1 -1 , ~
i >j, 2z = aj(z). Sei=j—1, veja que z; 2;,,2;zj41 ¢ uma relagio em M;_; e
{ f— _1 . . ) .
daf zj_1 = 2; 11252511 € im(ay).
Compondo os mapas «; obtemos um sistema direto em Z de modo que se ¢ < j

g Qi1 Qi1
Mj—]>Mj_1]—>---Z—+>MZ-

= iy g1y, temos que é {M;, ol i < j}i jez um sistema direto em Z.
Observando que N satisfaz o diagrama universal para este sistema direto, che-

gamos ao seguinte resultado:

com «

Proposigao 7.2.5. Para o sistema direto {M;, o’} temos que
e o mapa ¢; : M; — N da definicao de limite direto é epimorfismo para qualquer 1.
Considere o complexo de Cayley I' associado a apresentacao de
2 3 2 4 3
F = (o, (@) 130, ), (238) 10 )

A partir de agora fixamos xy = —Yxo. Seja ¢ um nimero inteiro nao-positivo e
seja I'y>; 0 subcomplexo de I' gerado pelos vértices Fy>; = {f € F'| x(f) > i}.
Segue abaixo a descricao dos vértices, arestas e 2-células de I'y ;.

(1) V(I'zi) > P
(2) E(Ty>i) = ({zo} X Fysivr) U ({1} X Fysi).

(3) R(I'y>i) ~ ({7“1%051 szif-z) U({ra} X Fyzips) U ({rs} X Fyzita)
)71 Iooxl‘

€T
onde r;, = (z7° )

Agora, vamos definir novos grupos. Eles surgirao posteriormente, de modo na-
tural, ao estudarmos o subcomplexo I'y>; e o m(I'y>;). Definamos:

(1a) F_o = UjezF;, onde F; é o grupo livre com base {z;}i>; e

(1b) V =UjezR;, um subgrupo normal de F_ .
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(2a) T; = <x:f5]> subgrupo do grupo livre gerado por xg e x; e
o

j>i
(2b) T = <x9f°j>j€Z grupo livre com base {ac:faj }iez
A partir destas defini¢coes, podemos estabelecer o seguinte isomorfismo:
¢:F o — T o onde z; s xf‘;j.

Este isomorfismo sera bastante 1til adiante pois I'y>; ¢ um complexo associado a
F, que tem os dois geradores zy e 1. Por exemplo, ele nos permite obter informagoes
em F_., a partir de T_,, o qual, por sua vez, contém informacoes a respeito do
complexo I'y>;.

Observe também que F; ~ ¢(F;) ~ T;.

Proposicao 7.2.6. Sejam i um niumero inteiro nao positivo, x = —Xo, Fi, V e R;
acima definidos. Entdo existe um isomorfismo de grupos:

m(Dyzi) = (VN F)/R;.
Notacgdo
(*) m: F — F é a projegao canonica do grupo livre F com dois geradores xg e x1;

() p: M(xo, 75", 21,27") — F é 0 mapa candnico do conjunto M (xg, x5 ", 71, 77")
de todas as palavras em x, xal, T e xyl;

(***) Uma aresta (z, f) em I'\>; tem ponto inicial f e o ponto final é w(x)f.
A inversa de uma aresta (z,f) é (z7',7(x)f). O rétulo I(y) de um cam-
inho v = (21!, f1i)(@2, f2) - - - (x}F, fr) € a palavra z}F - 227" no conjunto
M(xg, 2yt w1, 271, de, 7 € {20, 21} e ¢; € {&1}, parai=1,2,--- k.

(****) Uma 2-célula (r, f) tem como fronteira um caminho fechado com ponto base
f e rétulo r, onde 7 é escrita como uma palavra reduzida em zg, zy ", 71 e 7.

Prova. Vamos dividir a demonstracao em duas partes. Na primeira, vamos encontrar
uma condi¢ao necesséria e suficiente para que um caminho fechado v anexado a 1g
seja contratil em I'y>;. Depois, descreveremos todos os caminhos fechados em I'y>;
e dai o resultado seguira facilmente.

Caminhos Contrateis

Inicialmente, note que um caminho que tem ponto inicial em N = ker y com
rétulo zlz 2,7 estd em T'y»; se e somente se o ymp-valor de cada final de @l 2,7 é
pelo menos i. Isto é equivalente com min{0,;j} > i e como i < 0, isto é equivalente
aj>i.

Vamos provar um primeiro fato:
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(1) Se v é um caminho em I',>; com ponto inicial 15 e ponto final f, entao v é
homotopicamente equivalente em I'y>; a um caminho w(y) onde o rétulo

l(w(7)) = 25*Pu(y)

é tal que p(v(y)) € T;.
De fato, sendo v um caminho em I'y>;, subcomplexo de I' associado a F' que ¢é
gerado por xy e x1, temos que o seu rotulo é uma palavra

o €1 Op_1 €2 Q2 €1 Q1
U(y) = agra) oy - aPagtattag
para alguns v, ...,y € Z, €1, ..., € {£1} e xo(f) = a1 + - - - + .
Assim, anexando caminhos diferentes a v da forma 35~ em I'y5;, temos que v
é elementariamente homotopicamente equivalente a um caminho w(7), ie:

() 2 g (g g g  Ja
~ m(o)qu---Jrak (m(;oq—~~~—Oék—1xik—1x8t1+m+ak_1) . (xgal_a2$i2$gl+a2)(xaalxil $gl)
=~ 2y u(y) = l(w(y))

sendo que:
1Htog g ajta

v(y) = (a§)% - (af2)

Finalmente, v € I'y>; implica que seus pontos finais estao em I', ;. Recordemos

“(ag)o,

que x(xg) = —1 e que x(z1) = 0. Logo, paral = 1,...,k — 1:

(e7] €1 .01\ __ y
x(xgt - aftag') = —ag — - — g > i

€iNg T 07 \es . . . ~
Disto segue que cada (zy )%’ = (#," )9 em v(7) tem a propriedade j > i e entao

temos que p(v(v)) € T; = <$TOJ> .

Com isto ja descrevemos os caminhos fechados em I'y>; com ponto inicial 1.
Agora, vamos mostrar o que acontece com as 2-células de I',>,.

(2) Se uma 2-célula (r, f) de I'y>; tem uma fronteira 4 anexada ao vértice f, v
é o caminho em I',5; que liga 1p a f e 7 = v !9y é o caminho fechado anexado a
1p em I'y>;, vamos provar abaixo que:

p(w(®))) € p(Bi) < T

Como (r, f) esta em I'y>;, nés temos que x(f) > ¢+ 1 + iy, onde

2 1.2 —1 -1
r=ry, €{r =x,°r] T5T] T, T1Tox1,

_ .=3,.-1.3 -1 -2 2 _ —4,-1.4 -1 -3 3
Ty = Ty Xy XLy Xy T1TGT1, T3 = To Ty ToTy T T1Txl )
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Vamos aqui tratar do caso r = r5. Os outros sao idénticos. Para um caminho ~
em I'y>; que liga 1 a f e para o caminho fechado 7 = 77'4+ com ponto base 1p
em I'y>; temos que:

$X()(f)-‘r3 :on(f) x§0(f)+2 xé(o(f)

(w®) =v() @)™ (@)™ 2w ()

pois, novamente, adicionando caminhos yy~! em T',>;, temos que o rétulo:

Yo tay gy g Payada (H(w()))

w(y)) Mg oy wgay g made (H(w(v)))

_ v(v)‘lx(?’“(f)xagxf1xﬁxflexlx%xlxé“”v(v)
(f) (f) xol)+2  xo(f)
= o(7) M) @) e e u(y).

Como temos r = r;,, 1y = 2, segue que:

—t=xo(f) +3=x0+1+1i=—x(f) +1+io < —i.

B P 1 xe 0D X0
Entdo, temos que p((a71)7""" (a71)°22" e € w(R) € (R). Logo,
p(l(w(7))) estd no subgrupo normal p(R;) de ¢(F;) = T; pois, como vimos acima,
p(v(7)) € Ti = ¢(F).

Por outro lado, é facil ver que:

(3) qualquer elemento de ¢(R;) pode ser realizado como p(l(w(y))) de algum
caminho contratil ¥ em I'y>; anexado a 1p.

Logo, (2) e (3) implicam:

Para qualquer caminho fechado v em I'y>; anexado a 1p,
v é contratil em I'y>; <= p(l(w(7))) € p(R;).

E com este resultado descrevemos todas as classes de caminhos fechados que sao
contrateis em I',>; com ponto base 1.

Caminhos Fechados

Agora, vamos descrever as classes de todos os caminhos fechados em I'y>;. Na
verdade, temos o seguinte fato:

Para qualquer caminho v em I'y>; anexado a 1p,
v é fechado em I'y>; <= p(l(w(7))) € p(V NF).

I' é um complexo de Cayley e, portanto, simplesmente conexo. Disto segue
que qualquer caminho fechado v em I'y>; é contratil em algum I'y>,,, com m sufi-
cientemente negativo ie, p(l(w(7))) € ¢(UjezR;) = ¢(V). Portanto, p(l(w(v))) €
e(V) No(F) = p(VNF).
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Tome f € VNF,. Como f € V, existe um caminho fechado 7 anexado a
1r tal que p(l(w(7))) = ¢(f). Ainda, como f € F; temos que v € I'\>;. Logo,
para todo f € V N F; existe um caminho fechado v em I'y>; anexado a 1p tal que
p(l(w(7))) = ¢(f)-

Finalmente, podemos calcular o grupo fundamental de Iy >,.

Sabemos, por definicao, que o grupo fundamental de I'y>; é o quociente entre
o conjunto das classes de homotopia dos caminhos fechados em I'y~; pelo conjunto
das classes dos caminhos fechados contrateis em I',>;. Deste modo, temos que:

(D) = (VN F)/o(R;) =~ (VN F)/R.
]

Proposicao 7.2.7. O mapa o : My — N do limite direto em (7.8) € um isomor-
fismo.

Prova. Para provar que ¢ é um isomorfismo, nao é dificil ver que é suficiente
mostrar que o homomorfismo o : My — M_; induzido pela identidade em {z;} ;>0 é
um isomorfismo (lembre-se que ja sabemos pela proposicao 7.2.5 que «y é sobrejetor).
Ve M_, — M, que é induzida

pela identidade em {z;};50 e leva 21 em 27 'zp2;. Seja entdo \g : 1 — My o

Mostraremos isto exibindo uma inversa u = g~

mapa induzido pela identidade em {z;},;5¢ e que leva z_; em z; 29z, onde F_; é o
grupo livre com base {z;};>_1. Assim, temos que mostrar que A\o(R_;) = 1. Note
que ja temos o seguinte:

~1,-1 —1_—1 —1_—1 ~1,-1
Ao({# Ri42Ri+1%i42, %5 R 3Ri4+1%i+3, % Zi+4zi+1zi+4}i20u {22121 2m}) =1
restando provarmos que \g(z-12, '2022) = 1 e Ao(2"123 '2023) = 1. Note que:
~1,-1 1,1, 1 —1 1=l 1/, 1
Mo(27125 2022) = 21 2 2129 2022 = 25 ((2125 ) 29 (2125 )20)22 €

Mo(2 125 2023) = 27 2y tezg taozs = 23 ((z123 ) L eg Hzzs ) 20) 23

Isto sugere que temos que mostrar que zp comuta com 225 Le 2175 Uem M,.
Veja que em M, temos as seguintes relacoes:

2i%2; = 2j%;_1 € z;lzf = szlzj’l para 1 <i,1<j—i<3ee {£1}.
Entao, para 1 < s <t < 4, temos que:

-1 -1 -1 -1 -1
R4 120 = By RtR0 = Ry Rl = 202, At = 20RtZe_1-

Portanto, z; comuta com ztzs__ll em M, para 1 < s < t < 4. Em particular, 2,
comuta com z4zf1, z4z§1 e com zngl. Assim zy comuta com zlzgl = (z4zf1)_1z4z51
e com z1z5 ' = (2327 1)L O
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Coroldério 7.2.8. [—xo] € X*(F).

Prova. Seja i um numero inteiro nao-positivo. Como [x] = [~xo] € Z}(F) temos
que I'y>; é conexo.

Sendo ¢y um isomorfismo, temos que ker ¢y = 1. Mas, por outro lado, ker g =
{feM:po(f)=1n}=(VNFy) /Ry ~m(I'y>0) e, portanto:

T (Fy>0) = ker g = 1.

Entao o homomorfismo m (I'y) — m(I'y>;) induzido pela inclusao I'y>g — T'y>; é
trivial donde temos que [x] = [—xo] € 2*(F). O

Graficamente, isto pode ser representado através da préxima figura.

[=x0] = [(=1,0)]

[—xo] € Z*(F) C ¥2(F, Z)

7.2.2 Caélculos para X"(F)

Este tltimo resultado para ¥?(F, Z) é fundamental para avangarmos para o caso
geral. Isto fica evidente no préximo teorema abaixo.

Teorema 7.2.9. Para qualquer nimero natural m, [—xo] € X™(F,Z).

Prova. O caso m =1 ja foi estudado na se¢ao anterior.

Como Y2(F) C ¥%(F,Z), temos que o caso m = 2 estd resolvido, pelo coroldrio
7.2.8.

Assim, precisamos mostrar somente para m > 2. Vamos denotar x = —xp. A
condigao [ii]" do teorema 4.2.2 (Critério de Bieri) diz que Z é de tipo F'P,, sobre
ZF, se e somente se Z ¢ de tipo F'P; sobre ZF, e Tor ™ (Z,]]ZF,) = 0 para
1<i<m-—1. Como [y] € Z'(F,Z) basta provar que Tor. X(Z, [[ZF,) = 0 para
1 < i < m —1. Note ainda que [x] € ¥?(F,Z) e, novamente, pelo teorema 4.2.2
temos que Tor: *(Z, [IZF,) = 0. Logo resta avaliarmos para i > 1.

Seja Q = F/N ~Z, onde N = ker .
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Considere a versao monoidal da sequéncia espectral LHS, como no teorema
2.10.12:

B2, =Tor®(Z, Tor™ (2, [ [ ZF,)) 5 Toryy(Z. ][ ZF,)

(1) Vamos mostrar que Tor?™(Z,[] ZF,) = 0 para ¢ > 0.

J
Lembre que N = U;czG; onde G; = G1° = (x;,2j41,...). Disto temos que
ZN = UjezZG . Considerando o sistema direto formado por

{ZGy; inclusao z (LG — LGy, se j <1}
temos que o seu limite direto é dado pela uniao, ie:

ZN = 1im ZG,.
H

lim ZG;
Logo, ja temos que TorfN(Z, [12G,) = Tory " (Z,]]ZG,).
Observe que, para Z-moédulos A e B, vale a seguinte propriedade:

A®li_r>nZG]- B ~ h_r)nA ®ZGj B

Agora, seja P uma resolucao livre de Z como um ZN-modulo trivial e Py, o deletado
de P. Disto segue que:

lim ZG;
OT’q_) Z HZF PZ ®11mZG HZF
~ H,(lim(P;, ®¢, | [ ZF,))
= liL>111[Iq(132 ®a; HZFX)
. ZG .
= lim Tor, ™ (Z, H ZF,)
pois note que o sistema direto {ZG}; 1 J} é sobre Z, um conjunto de indices dire-
cionado; portanto, ll_H)l é exato e, por isso, comuta com o funtor de homologia.
J i
Agora, veja que G; = G = Go '~ G 6 de tipo F'P,,. Assim, pelo teorema
4.2.2, temos que existe o isomorfismo:

Torij (Z, H ZGy,) ~ H Torij (Z,ZG).

Finalmente, podemos decompor G, = U,>oNz;™. De fato, é facil ver que
Gy D Un<oNzy™. Agora, tome z € G,. Se x(z) = 0 entdo z € N. Se x(z) > 0
entao x(z) = m, com m inteiro positivo. Seja y = zxf'. Segue que y € N e portanto
r=yx," € Nx,™ para algum m inteiro positivo.

Assim, temos que ZGy = @p>0ZNzxy™ ie ZG, ¢ um ZN-mébdulo livre. Como
ZN éum ZG j-moédulo livre, temos que ZG, € um ZG j-mddulo livre. Pela proposicao
2.9.5, temos que Tor?Gj (Z,1]2Gy) =0 para ¢ > 1.
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Resumindo, todos estes passos acima nos mostram que, para g > 0, temos:
7N . 7.G ; . 7G
Tor?™(Z, [ [ 2Gy) = lim Tor?% (z, [ [ ZG,) ~ lim [ [ Tori (2, ZG,) = 0.

(2) Vamos mostrar que £ = E” .

Queremos agora analisar o comportamento da sequéncia espectral.

0 se g > 0,

Torb®x(zZ, (ZGy)n) se q=0.

onde definimos My = Z ®zn M para um ZN-moédulo a esquerda M qualquer.
Por definigao, sabemos que E* = H(E? d?) e d* tem bigrau (—2,1) ie:

Vimos acima que E} = {

Assim, podemos calcular o préximo elemento da sequéncia espectral pois, como
E?2, = 0se g # 0, temos que, para qualquer ¢ > 0, kerd> = E? e imd* = 0 donde
temos que E3 = E2.

Por definigao, E™™!' = H(E",d") e, calculando como se fez acima, temos que

0o __ _ 3 2 0o __ 2

Ex, = —ZGEM =E,, Portant;, Ex, = E,

(3) Tora(Z, T1 ZGy,) ~ Torn®(Z, ([1 ZGy))-

Como Eg,q - Vi = TorZcx (Z,]11ZG,) temos, por defini¢do, que existe uma
filtracao limitada de {®,V,, }pez de Vy:

0C - CPaVpg COVpg & S BiVpig = Voo

tal que E35 =~ @V, /@, 1V,

Sabemos que E; = 0se ¢ > 0 donde segue que 0 = E7 = E> ~ &V, /®, 1V,
se ¢ > 0ie, @V, = Pp_1Vpiq se ¢ > 0.

Assim, para um n = p + ¢ fixo, teremos que, somente para (p,q) = (n,0), esta
filtracao terd um quociente nao nulo. Neste caso, dizemos que a sequéncia espectral
colapsa e obtemos que:

Torkex(7, HZGX) ~ B, =FE. = Torkx(7, (H ZGy)N)

(4) Tory®(Z, —) = 0 para i > 2.

Note que ZQ), ~ Z|[t], onde Z[t] é o anel de polindomios na varidvel ¢. Isto vem
do fato de que @, = {xy" }m>0. Assim, podemos estabelecer um isomorfismo de
anéis ZQ) % Z]t] onde x5t V> t. A partir de agora, Z@Q),, é um anel de polinomios
em uma variavel. Dai, note que Z admite uma resolucao projetiva sobre Z[t] da

seguinte forma:
0—2Zt] = Z[t] S 7 — 0.

Agora, como o calculo do funtor Tor? g (Z, —) independe da resolugao escolhida,
podemos escolher esta acima e entao obtemos que Tora®X(Z, — ) = Tor’ g (z, —) =

0, para 7 > 2.
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Em particular, Tory®(Z, (T] ZG,)n) = Oparai > 2. Portanto, Tori(Z, 1] ZG,) =~
Tori%(Z, (112G, )n) = 0 para i > 2. O

Portanto, temos uma figura para o ™ (F,Z) semelhante ao X%(F,Z), ie:

[=x0] = [(=1,0)]

[_XO] S Em(F7 Z)y m Z 2

Para enunciar o proximo resultado que apresenta o calculo final para Y™ (F),
Cc . , .~
denotamos por conv<,, X' (F)° o conjunto que é a unido dos fechos convexos de
. c ;.
todos os subconjuntos de X'(F)° com no méaximo m elementos.

Proposigao 7.2.10. Se para algum m > 2 temos [—xo] € ™ (F,Z), entdo:
S™(F,Z) C convey X (F)S = convX! (F)°.
Se para algum m > 2 temos que [—xo] € ¥™(F) = X2(F) N X™(F,Z), entdo:
S™(F) = conves X (F) = convS (F)'.

Prova. A demonstragao esta dividida em alguns subitens para facilitar a sua com-
preensao.

(1) Seja v o automomorfismo correspondente a conjugacao pelo homeomorfismo
t — 1—t quando realizamos F' como grupo de homeomorfismos lineares por pedacos
do intervalo [0, 1]. Seja v* : S(F') — S(F') a bijecdo induzida pelo automorfismo v.
Entao, temos as seguintes propriedades:

e v*([xo0]) = xa]-

De fato, calculando v em zg, x; € F/[F, '] obtemos as seguintes fungoes:
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2t 0<t<! (2 0<t<!
v(wo(t)) = Jt+7 1St<3 t+g L g<t<;
v(z(t) =
1 1 1 1 3 1 1
(203 »zstsl st ti1 0s71=3
1
|t A<t<t

Segue que (1,0,0), (0,0, 0) sao os expoentes de v(xg) e que (2,0,0,0), (1,1,0,0)
sdo os expoentes de v(zp). Portanto, a forma normal em F' destes elementos
é v(wo) = 15" e v(x1) = zor175 . Ainda mais:

(a) xo(¥(z0)) = —x0(z0) = =1 € xo(¥(21)) = xo(ToT175%) =1 4+0 -2 = —1
(b) x1(v(20)) = —x1(z0) = L e xa(v(21)) = x1(vom125°) = =1 = 14+2=0

e, portanto, v*([xo]) = [x1] e v*([x1]) = [xol-

-1 1

Sabemos que F/[F,F| ~ Z & Z = (xo, x1). Tome a base canonica dual eg, e;
de (Z @ Z)*, ie, eo(zo) =1, eg(z1) = 0; e1(xg) =0, e1(z1) = 1.

. L, -1 0
e A matriz de v* na base canonica é: { .

Note que xg = ¢ep e x1 = —eg — e1. Dal, temos que:
v*(eo) =v"(x0) = x1 = (—1)eo + (=1)es e
vi(er) = v*(—xo) — " (x1) = —x1 — xo = (Der.

o v ([=x0]) = [-x1]-

Segue diretamente do (1) pois v* é linear.
o V(X™(F,Z)) C X™(F,Z).

Note que v~*(F,) = F,-, para todo x : F — R. Dal, segue toda resolugao
projetiva de comprimento m com moddulos finitamente gerados de Z sobre ZF),
pode ser levada por v~! a uma outra resolucao projetiva de comprimento m

com moédulos finitamente gerados de Z sobre ZF,«,. Logo [v*x] € ¥™(F,Z).

Agora, por hipdtese, temos que [—xo| € ™ (F,Z). [ii] e [iii] implicam diretamente
que
[_Xl] € Zm(Fa Z)

Este fato pode ser visto através da seguinte figura:
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—x1 = [(1,1)]

[_Xl] € Em(Fv Z)v m > 2

(2) Para qualquer x : F' — R tal que x(z1) > 0 temos que [x] € ¥™(F,Z). Pela
secao 4.5, sabemos que F', visto como uma extensao HNN com base (1, letra estavel
xo e subgrupos associados GG; ~ G5 age em uma arvore I' associada a F', sendo que
os subgrupos de estabilizadores das 0-células e 1-células de I" sao conjugados a G.
Como {x;};>1 sdo conjugados em Gy, temos que x(z;) = x(z1) > 0 para todo ¢ > 1.

Seja X = X|ag,, ie, a restricao de x ao subgrupo G;. Podemos identificar F' e
G via o isomorfismo ¢ : G; — F que leva z; *> ;4 para i > 1. Em particular,
p(x2) = 21 € p(x1) = 2o. Como X(z2) = X(21), segue que [(X(z1), X(z2))] = [(1,1)]
pois X(x1) > 0. Assim, através de ¢, identificamos x com —y;.

Portanto, para cada vértice ou aresta o de I' e para o estabilizador F, de o temos
X|r,] € E™(F,, Z) pois [x|r,] = [Xle] = [-xa] € E™(F, Z).

Podemos entao aplicar o critério de Meinert 5.3.1 e obter que [x] € ¥™(F,Z) e
deste modo provamos, como se vé na figura abaixo, que:

{Ix] € S(F)[x(z1) > 0} € ¥™(F, Z).

§Xo

X1

{Ix € S(F)Ix(x1) > 0} € X™(F, Z), m > 2
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3) v*({Ix] € S(F)|x(x1) > 0}) = {[x] € S(F)|x(x1) > x(x0)} € X" (F, Z).

Seja (x(20), x(21)) = (a,b) € {[x] € S(F)[x(z1) > 0}, ie, x(x1) = b > 0. Seja
p = v*(x). Como p(zg) = —a e p(x1) = —a + b, temos p(x1) — p(xg) =b > 0. O
resultado segue aplicando a propriedade (iv) acima.

{Ix] € S(F)[x(x1) > 0} {[x € S(F)Ix(z1) > x(20)}

Disto, concluimos que
S(F)\ conveafxol, xal} =

v ({Ix] € S(F)|x(x1) > 0}) U{[x] € S(F)|x(x1) > x(x0)} € E"(F,Z)

donde temos que:

[

YAHF,7)° CS™(F,Z)° C conveaf[xo], [x1]} = convay S (F)° = convX (F)°.

Ou seja, como se vé na figura abaixo:

Xo

Y2(F,72)° C ¥™(F,Z)° C convS' (F)°
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Para a segunda parte, suponha que [—xo] € X"(F) = X*(F) N X™(F,Z). Pelo
mesmo argumento acima aplicado a ¥?(F) em vez de ¥™(F,Z), chegamos que:

S(F) \ convea{[xol, x1]} € *(F).

Disto segue que:
22(F)C C conv<a{[xol, [x1]} = convggEl(F)2 = com)El(F)C.

Além disso, por um resultado de [08], j4 que F' ndo contem subgrupos livres
de posto 2 (provado no teorema 6.4.6) entao conv<,X1(F)° C ¥2(F)° e daf segue
facilmente que:

Y3(F)" = convea{[x0], [x1]} = convggEl(F)2 = convX! (F)°

e também, pelo que ja foi feito acima:

Y7 (F)° = Y2(F)°UX™(F,Z)° = conveyX (F)° = convS (F)°.

convXt (F)°

Y7(F) = convX(F)°, m > 2
0J

Finalmente, observamos que, recentemente, foi demonstrado por R. Bieri, R.
Geoghegan, D. Kochloukova que ¥2(F,Z)° = convX!(F)" e, portanto,

YA(F) =X*(F,Z).
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