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Resumo

Neste trabalho apresentamos os principais resultados da teoria dos grupos de Lie
compactos e provamos o Teorema de Weyl sobre os seus grupos fundamentais.

Palavras-chave: grupos de Lie, dlgebras de Lie, topologia.
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Abstract

In this work we present the main results about compact Lie groups and prove Weyl’s
Theorem on their fundamental groups.

Key Words: Lie groups, Lie algebras, topology.
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Introducao

A teoria dos grupos de Lie é vasta, assim como o seu campo de aplicagoes. As
perguntas que alguém pode fazer acerca das propriedades desses grupos, mesmo as
mais sofisticadas, com freqiiéncia possuem respostas surpreendentemente simples, ainda
que dificeis de provar. Este trabalho é a resposta a uma dessas perguntas: “Sob que
condigoes o recobrimento universal de um grupo de Lie compacto e conexo também é
compacto?” B

Vamos denotar por G um grupo de Lie compacto e conexo qualquer e por G o
seu recobrimento universal. Sabemos da teoria geral dos grupos de Lie que existe um
subgrupo discreto e central D C G tal que G /D = G. (Em particular, D é fechado em
G. ) Sendo o quociente G /D compacto, temos que G é compacto se, e somente se, DD
é compacto. Como D é discreto, isso ocorre exatamente quando D é finito. Por outro
lado, sabemos da teoria geral dos espacos de recobrimento que D é isomorfo ao grupo
fundamental de GG, e com isso provamos o seguinte resultado.

Teorema 0.1. O recobrimento universal de um grupo de Lie compacto e conexo G €
compacto se, e somente se, m(G) € finito.

Vejamos dois exemplos que ilustram bem a situagdao. Primeiro, consideremos o

o~

grupo SO(3). Temos m(SO(3)) = Zs, e portanto SO(3) deve ser compacto. De
fato, SO(3) = SU(2). Agora, seja T" := S' x --- x S! 0 toro n-dimensional. Entdo,
m (T") = Z", de modo que T" ndo é compacto. Com efeito, T" é isomorfo ao grupo
aditivo R"™.

O problema do critério fornecido no Teorema 0.1 é que, em geral, o célculo do grupo
fundamental é uma tarefa ardua e pouco préatica. No entanto, numa série de artigos
publicados entre 1925 e 1926 que estabelecem os fundamentos da teoria dos grupos
compactos, H. Weyl forneceu uma segunda resposta a essa questao, e ela surpreenden-
temente faz mencao apenas a dlgebra de Lie do grupo. O resultado que Weyl provou é
0 seguinte:

Teorema 0.2 (Weyl). Seja G um grupo de Lie compacto e conexo com dlgebra de Lie
g. Entao, m(G) € finito se, e somente se, g é semi-simples.

Este resultado é notavel por estabeler uma forte relacao entre uma propriedade
topolégica de G (a finitude do seu grupo fundamental) e uma propriedade algébrica
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dos espacos tangentes a G. O leitor deve pressentir que a demonstragao do Teorema de
Weyl exige a construgao de uma teoria substancial acerca dos grupos de Lie compactos,
o que faremos na primeira parte deste trabalho. Entre os assuntos abordados estao
convergéncia uniforme, medidas de Haar, representacoes, algebras de Lie compactas,
toros maximais e outros.

A segunda parte é voltada a prova do Teorema de Weyl propriamente dita. Fornece-
mos quatro demonstracoes, uma em cada capitulo. A do Capitulo 4 utiliza ferramentas
de Geometria Riemanniana, e para tanto discutimos propriedades geométricas dos gru-
pos de Lie compactos como métricas riemannianas bi-invariantes e as diferentes nogoes
de curvatura associadas. J4 a prova do Capitulo 5 utiliza as propriedades de medida
de Haar desenvolvidas no Capitulo 1 e algumas do grupo fundamental discutidas no
Capitulo 3. No Capitulo 6, estabelecemos uma forte relacao entre os pesos maximos
das representacoes irredutiveis da algebra de Lie do grupo com os seus espagos de re-
cobrimento, e no Capitulo 7 obtemos o Teorema de Weyl como conseqiiéncia de uma
analise dos elementos regulares e singulares do grupo.

Nenhuma tentativa foi feita para fazer deste um texto auto-contido. Assumiremos
ao longo desta monografia a familiaridade do leitor com os contetidos usualmente vistos
numa pos-graduagao em Matemadtica (medida e integragdo de Lebesgue, anélise funci-
onal, topologia geral, variedades diferenciaveis e geometria riemanniana). Além disso,
também assumiremos que o leitor tenha um bom conhecimento dos conceitos e resul-
tados fundamentais da Teoria de Lie. O livro do Prof. Luiz A. B. San Martin (SAN
MARTIN, 1999) é a referéncia basica adotada para a teoria das élgebras de Lie, podendo
ser complementado por (KNAPP, 2002) (especialmente para as interagoes das algebras
de Lie com os grupos de Lie). Para a teoria béasica dos grupos de Lie, as notas de
aula do Prof. San Martin (SAN MARTIN, 2006) sdo uma excelente referéncia. Também
sugerimos a leitura de (KNAPP, 2002) para tépicos avangados.

Este trabalho foi redigido tanto quanto possivel no formato de livro-texto. Com isso,
desejamos auxiliar os interessados em estudar a teoria dos grupos de Lie compactos com
um texto acessivel (tendo o leitor cumprido os pré-requisitos mencionados acima) e de-
talhado. Além disso, devido a quase inexisténcia de textos em Teoria de Lie publicados
em lingua portuguesa, esperamos que este trabalho tenha uma boa recep¢ao no meio
técnico-cientifico e que contribua para a producao de uma literatura matematica naci-
onal de qualidade. Encorajamos o leitor a encaminhar quaiquer duvidas ou sugestoes
ao enderego eletronico conrado.d.lacerda@gmail . com.

Campinas, maio de 2011.
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Capitulo 1

Analise em Grupos Topoldgicos

Este primeiro capitulo do nosso trabalho, juntamente ao segundo, tem como objetivo
o desenvolvimento da teoria bésica de representacoes para grupos topolégicos compac-
tos. Grosso modo, uma representacao de um grupo topoldgico G é um homomorfismo
continuo de G' no grupo de operadores lineares invertiveis de um espaco vetorial real
ou complexo de dimensao finita. A partir das representacoes de um grupo compacto,
extrairemos, através de escolhas de bases nos espacos associados, fungoes continuas de
G a valores em C que fornecem os coeficientes matriciais destas representacoes. Um
estudo cuidadoso destas fungoes é capaz de fornecer informacoes preciosas acerca das
representacoes do grupo e sobre o préprio grupo.

Esta metodologia exige um conhecimento prévio de certas técnicas de Andlise em
grupos topoldgicos, principalmente no que se refere a continuidade uniforme e inte-
gracao, que discutiremos neste capitulo.

1.1 Continuidade Uniforme

Seja G um grupo topolégico. Apesar de G nao ser, necessariamente, um espaco
métrico, é possivel definir em G uma nogao de continuidade uniforme bastante 1til e
que sera fundamental para o nosso trabalho adiante. Mais precisamente, sejam X um
espaco métrico com funcao de distancia d e f : G — X uma funcao. Dizemos que f é

e uniformemente continua a esquerda se, para todo € > 0, existe uma vizi-
nhanca U C G de 1 tal que zy~' € U implica d(f(z), f(y)) < € para todos
x,y € G,

e uniformemente continua a direita se, para todo € > 0, existe uma vizinhanca
U C G del tal que y 'z € U implica d(f(x), f(y)) < € para todos z,y € G.

Lema 1.1. Seja f : G — X uma funcio e consideremos 1 : x € G — = € G. Entdo,
f € uniformemente continua o esquerda se, e somente se, (f o) € uniformemente
continua a direita.



4 1.1. Continuidade Uniforme

DEMONSTRAGQAO. Suponhamos [ uniformemente continua a esquerda. Dado ¢ > 0,
seja U C G uma vizinhanga de 1 tal que zy~! € U implica d(f(z), f(y)) < e. Consi-
deremos a vizinhanca de 1 dada por V := U~!. Se x,y € G sao tais que y~ 'z € V,
entdo v~y = (y ')t € U ed(f(z™), f(y™')) < e. Portanto, (f o) é uniformemente
continua a direita. Prova-se a reciproca de maneira semelhante. O

Conseqilientemente, uma funcao f : G — X é uniformemente continua a direita se,
e somente se, (f o) o é a esquerda; para ver isto, basta aplicar o Lema 1.1 & fungao
(f ot) e observar que (? = idg.

Lema 1.2. Se f : G — X € uniformemente continua (a esquerda ou a direita), entao
f € continua.

DEMONSTRACAO. Pelo Lema 1.1, basta verificar a afirmacao quando f é uniforme-
mente continua a esquerda. Sejam, entao, rg € GG, € > 0 e U uma vizinhanca de 1 tal
que xy~' € U implica d(f(x), f(y)) < € para todos x,y € G. Tomando V := Uz, se
x € V entdo zz," € U e portanto d(f(z), f(x0)) < €. Logo, f é continua em . O

A partir de agora, restringiremos a discussao ao caso em que X = C.

Proposicao 1.3. Seja f : G — C uma fungao continua de suporte compacto. Entao,
f € uniformemente continua tanto a esquerda quanto a direita.

DEMONSTRAGAO. Como ¢ é homeomorfismo, o Lema 1.1 implica que é suficiente provar
que f é uniformemente continua a esquerda. Denotemos K := supp(f) e tomemos
e > 0. Como f é continua, para cada x € K, existe uma vizinhanca U, de 1 tal que
|f(y) — f(x)] < €/2 para todo y € U,z. Além disso, para cada x € K existe uma
vizinhanga simétrica V, de 1 tal que V2 C U,. Claramente, {V,z : * € K} é uma
cobertura de K, de modo que existem zy,...,x, € K tais que K C (J_, V,,x;. Seja
V =, V. Entao, V é uma vizinhanga simétrica de 1. Afirmamos que, se z,y € G
sao tais que zy~' € V, entao | f(x) — f(y)| < e. H4 dois casos a considerar:

1. y € K: neste caso, existe i = 1,...,n tal que y € V,,;, isto é, yz;* € V,,. Como
zy 't € V. CV,,, entao
z = (zy ") (yay s € Vow C Upa,

e, portanto,
|f (@) = FW)| < (@) = flai)| + [f (@) — fy)] < e

2. y ¢ K: se também tivermos x ¢ K, entao f(z) = f(y) = 0 e a conclusio ¢ imediata.
Se z € K, entao x € V,,,z; para algum ¢ = 1,...,n, de modo que

y = (ya ) (za; Yz, € Vi, C Uy,
Logo, |f(x;)| = |f(x;) — f(y)] < €/2, e, portanto,
[f(@) = f)] < [f(@) = fl@)| + [f (@) < e O
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Corolario 1.4. Sejam G um grupo compacto e f : G — C uma funcao. Entao, sao
equivalentes:

(a) [ € continua;
(b) f é uniformemente continua a esquerda;
(c) f € uniformemente continua a direita.

Quando G é compacto e f : G — C satisfaz a alguma das trés condigoes do Corolario
anterior, dizemos simplesmente que f é uniformemente continua.

Continuidade Uniforme e Translacoes

A operagao binaria de um grupo G define, para cada elemento x € G, duas trans-
formagoes em G: L, : y — xy, usualmente denominada translagcao a esquerda por
x, e R, : y — yx, chamada de translacao a direita por z. Ainda ha uma terceira,
denotada por ¢, que associa a cada x € G o seu inverso 2! € G.

Seja X um conjunto e consideremos uma funcao f : G — X. Podemos definir,
para cada x € G, as fungoes L, f e R,f por (L.f)(y) = f(z7'y) e (R.f)(y) = f(yx).
Estas fungoes sdo chamadas de transladadas de f por x. Denotando por F(G, X) o
conjunto de todas as fungdes de G em X, uma familia de fungées A C F(G, X) é dita
invariante por translacoes a esquerda (resp., a direita) se L,f € A para todo
r€GefeA(resp., R.f € A). Quando A é invariante por translagoes tanto a direita
quanto a esquerda, dizemos simplesmente que A é invariante por translagoes.

Se GG é um grupo topoldgico, é imediato da definicao que L,, R, e ¢ sao homeomor-
fismos de G. Isto implica, em particular, que, se X é um espaco topologicoe f: G — X
é uma fungao continua, entdo L, f, R, f também sdo continuas, isto é, C'(G, X) é uma
familia de fungoes invariante por translagoes. Temos ainda que C,(G), o espago das
fungoes continuas e limitadas de G em C, e C.(G), o espago das fungbes continuas de
suporte compacto de G em C, também sao invariantes por translacoes.

Sabemos que Cy(G) é um espaco de Banach complexo com as operagoes usuais de
adicao e multiplicacao por escalar e munido da norma do supremo. Vemos facilmente
que as aplicagoes L., R, : Cp(G) — C,(G) sdo transformagoes lineares. Além disso,
L., R, sao isometrias uma vez que

{If@" ")y e Gy ={IfW)]:y € G} ={If(yz)| 1 y € G}
e tomando os supremos destes conjuntos obtemos || L f||sup = ||.f|lsup = || Rz f]|sup-

Proposicao 1.5. Seja f € Co(G) e consideremos as aplicagoes Lf, Rf : G — Cy(Q)
definidas por (Lf)(z) = L.f, (Rf)(z) = R.f. Entao,

(a) f € uniformemente continua a esquerda se, e somente se, Lf é continua;

(b) f € uniformemente continua a direita se, e somente se, Rf é continua.
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DEMONSTRAGAO. Provaremos (a), a demonstracao de (b) sendo inteiramente andloga.
Suponhamos, entao, que f é uniformemente continua a esquerda, e tomemos xg € G.
Dado € > 0, seja V uma vizinhanga de 1 tal que zy~' € V implica |f(z) — f(y)| < e e
tomemos U = xyV. Claramente, U é uma vizinhanca de x(, e se x € U entao

(zo'y) (@ y)  =aglz eV,

para todo y € GG, o que implica

(Laof = Lo )W) = [ fzg'y) = fla7'y)| < e

Portanto, ||L,f — Ly f||sup < €, € Lf é continua em .

Reciprocamente, se Lf é continua, entdao, em particular, Lf é continua em 1. Isto
significa que, dado ¢ > 0, existe uma vizinhanca U de 1 — que podemos assumir ser
simétrica — tal que ||Lyf — fl||lsup < € para todo z € U. Se x,y € G sio tais que
ry ! € U, entdo

1f(@) = FW| = Lyt f = PO < 1 Lyarf = Fllsup < €
e assim f ¢ uniformemente continua a esquerda. O

Se G é compacto, entao Cp(G) = C(G) e toda funcdo continua é uniformemente
continua. Deste modo, Lf e Rf sdo continuas para toda f € C(G). Considere as
aplicagoes L, R : GxC(G) — C(G) definidas da maneira natural. Estas duas aplicagoes
sao agoes do grupo G no espago C(G) por isometrias lineares. De fato, dados z,y € G
e f € C(G), entao, para todo z € G, temos

(Layf)(2) = fl(ay)™'2) = fly~'a7"2) = (Lyf) (@7 2) = (La(Lyf))(2)
(Ray f)(2) = [lzzy) = (By[)(22) = (Rao(Ryf))(2),

além do fato ébvio que L1 f = R f = f.

Proposicao 1.6. Seja G um grupo topologico, V um espago normado e o uma a¢ao
de G em V por isometrias lineares. FEntao, o € continua se, e somente se, para cada
v eV, a aplicagio o : x € G+ a(x,v) € V € continua.

DEMONSTRAGAO. Se a : GXV — V é continua, entao esta claro que, fixando a segunda
variavel de o, obtemos uma funcao continua de G'em V. Suponhamos, reciprocamente,
que ' é continua para todo v € V, e provemos que « é continua. Sejam, entao,
(xo,v9) € G x V e e > 0. Como, por hipétese, o é continua, entdo existe uma
vizinhanca U C G de xy tal que, se x € U, entao ||a(x,vy) — a(xg,vo)]| < €/2. Com
isso, se (z,v) € U x B(vy, €/2), entao

|z, v) = alzo, vo)ll < la(z,v) = alz,vo)|| + [la(z, vo) — alzo, vl
= lla(z,v =wo)l|[ + [la(z, v0) = alwo, vo)l

- ||U - UO“ + ||O€(£L‘7'U0) - Oé(ZL‘[),’UO)H
< €
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provando a continuidade de o em (g, vp).! O

Corolario 1.7. Se G é um grupo compacto, entio L, R : G x C(G) — C(G) sdo agdes
continuas.

1.2 Medidas de Haar

A medida de Lebesgue é uma ferramenta indispensavel no estudo das fungdes com
dominio em R™. A principal razao para este fato reside na estreita relacao entre esta
medida e as estruturas topolégica e algébrica do espaco. Se G é um grupo topoldgico,
a compatibilidade entre a topologia de G e as operagoes do grupo (multiplicacao e
inversao) é bastante semelhante ao que ocorre em R", e podemos nos perguntar se
existe em G uma medida com propriedades andlogas a de Lebesgue.

Seja G'um grupo topolégico, que sempre assumiremos ser de Hausdorff, e denotemos
por Bg a o-algebra de Borel de G. Uma medida de Haar? em GG é uma medida nao-
nula p : Bg — [0, +00| que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) p é finita nos subconjuntos compactos de G

(2) u é externamente regular, isto é,
p(A) =inf{p(U) : U D A,U aberto}
para todo A € Bg;

(3) p é internamente regular nos abertos, ou seja,
u(U) = sup{u(K) : K C U, K compacto}
para todo U C G aberto;

(4) p é invariante a esquerda, o que significa que para todos A € Bg e x € G vale
u(wA) = u(A).

As propriedades (1) — (3) acima significam que toda medida de Haar em G é uma
medida de Radon no espago topolégico G. Vemos facilmente que (4) é equivalente a

/ F(y)d(y) = / £ (w)duy) (11)
G G

para toda f > 0 mensurével.

IFica claro nesta demonstracido que o resultado pode ser generalizado assumindo apenas que a
familia de operadores lineares {a(z,-) : © € G} seja uniformemente limitada.
2Alfred Haar (1885-1933) foi um matemdtico hiingaro pioneiro na investigagio de tais medidas.
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Exemplo 1.8. Seja G um grupo finito munido da topologia discreta. Entao, G é um
grupo topoldgico e B = P(G). A medida de contagem de G, verifica-se facilmente, é
uma medida de Haar para G.

Exemplo 1.9. Seja G = R™ munido da operacao de adicao. Com a topologia canodnica,
G é um grupo topoldgico, e a medida de Lebesgue é uma medida de Haar. 0

Exemplo 1.10. Seja G = (0, +00) munido da operagao de multiplicacdo de nimeros
reais e da topologia induzida de R. Com esta estrutura, G é um grupo topoldgico.
Consideremos a funcao u : Bg — [0, +00] dada por

u(A) = [ ~ax)

Y

em que A denota a medida de Lebesgue de R restrita a (0,4+00). Como p é obtida
através de integracao de uma fun¢ao mensuravel e positiva por uma medida de Radon,
entao p é também é uma medida de Radon em G. Para verificar que p € invariante a
esquerda, tomemos A € Bg e x € G. Entao,

uad) = [ Lan) = [ X2W g - [ 200 gy

AY
G Ty G Ty ¢ Y
1
= [ i =nia)
AY
Portanto, p é uma medida de Haar em G. OJ

Apesar da regularidade interna de uma medida de Haar valer, a principio, apenas
para os subconjuntos abertos, ela ainda ¢é valida para outros subconjuntos: um resultado
geral da teoria das medidas garante que, se p é uma medida de Radon em G e A € Bg
¢ o-finito com respeito a u, entao

w(A) = sup{u(K): K C A, K compacto}.
(Ver (FOLLAND, 1999), p. 216.)

Lema 1.11. Se G € um grupo topolégico conexo localmente compacto e pu € uma medida
de Haar em G, entao G € o-finito com respeito a p. Em particular, p € internamente
reqular.

DEMONSTRAGAO. Sendo G conexo, para toda vizinhanga V' de 1 temos G =J,~, V".
Tomando, em particular, V' compacta, temos que GG é uma uniao enumeravel de sub-
conjuntos compactos, e, portanto, o-finito com respeito a . ]
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Lema 1.12. Se G € um grupo localmente compacto com uma quantidade enumerdvel de
componentes conexas e ji € uma medida de Haar em G, entao G € o-finito com respeito
a . Este € o caso de todo grupo compacto localmente conexo® e todo grupo de Lie.

DEMONSTRAGAO. O Lema 1.11 garante que a componente conexa G do neutro é o-
finita com respeito a . Como as outras componentes conexas sao todas da forma xG)
com z € G e ha uma quantidade enumeravel delas, entao G é o-finito com respeito a
qualquer medida de Haar. O

Proposicao 1.13 (Propriedades das Medidas de Haar). Sejam G um grupo topoldgico
localmente compacto e p uma medida de Haar em G.

(a) Se U C G é um aberto nao-vazio, entao u(U) > 0.
(b) p € finita se, e somente se, G é compacto.

DEMONSTRAGAO. (a) Dado um compacto K C G, o fato de {zU : © € G} ser uma
cobertura de GG implica que existem z1,...,x, € G taisque K C ;U U---Ux,U.
Logo, p(K) < nu(U). Isto significa que se U C G é um aberto nao-vazio tal que
pu(U) =0, entao pu(K) = 0 para todo K C G compacto, o que implica

w(G) = sup{u(K) : K C G, K compacto} = 0,
e isto é um absurdo.

(b) Se G é compacto, claramente p(G) < o0o. Reciprocamente, suponhamos que G
nao é compacto e provemos que p(G) = oco. Sejam U uma vizinhanga compacta
de 1 e V C G uma vizinhanca aberta e simétrica de 1 tal que V? C U. Como
U é compacto, entao para todo subconjunto finito F* € G temos que | J, 22U é
compacto. Como G nao é compacto, entao |J,.,xU C G para cada F' C G finito.
Isto implica que existe uma seqiiéncia (2, ),en de elementos de G tal que, para todo
n>1, z, ¢ UJ;—; 2U. Afirmamos que a seqiiéncia de abertos (2,V)) é disjunta.
Com efeito, tome n > m e suponha que z,V Nz, V # (. Logo, existem y,z € V
tais que =,y = r,,2, ou seja, tais que

T, = a:mzy_l €x,VVCuz,U,
o que é um absurdo. Com isso,

WG) > p (U xnv) = wzV) = (V) = +oo,

n>1 n>1 n>1

pois u(V') > 0. O

3Se G é um grupo localmente conexo, suas componentes conexas sio subconjuntos abertos de G.
Isto significa, se assumirmos adicionalmente que G é compacto, que ha apenas uma quantidade finita
delas. Além disso, o fato de G ser compacto e de Hausdorff implica que G é localmente compacto.



10 1.2. Medidas de Haar

Existéncia de Medidas de Haar

Vimos alguns exemplos de medidas de Haar na secao anterior. No entanto, provar
a sua existéncia para classes mais gerais de grupos mostrou-se uma tarefa bastante
desafiadora para os matematicos do inicio do século XX. O resultado mais importante
neste sentido foi obtido por Haar no comeco da década de 1930.

Teorema 1.14 (Haar). Se G € um grupo topolégico de Hausdorff localmente compacto,
entao G admite uma medida de Haar nao-nula. Além disso, se jy e ps sao medidas de
Haar em G, entao existe um numero real ¢ > 0 tal que oy = cpy.

A demonstracao deste fato em toda sua generalidade é bastante envolvente, mas nao
a faremos neste trabalho. O leitor interessado pode encontra-la em (FOLLAND, 1999),
pp. 342-344. Provaremos aqui um caso especial deste Teorema, a saber, quando G é
um grupo de Lie. Primeiramente, lembramos o seguinte resultado de Analise Real.

Teorema 1.15 (Riesz). Seja X um espago topoldgico de Hausdorff localmente compacto
e denotemos por C.(X,R) o espago vetorial das fungoes reais continuas de suporte
compacto com dominio em X. Entdo, para todo funcional linear I : C.(X,R) — R que
satisfaz I(f) > 0 para toda f > 0, existe uma medida de Radon p : Bx — [0, +0o0] tal
que

1(f) = /X f(2)dp(z)

para toda f € C.(X,R). Além disso,  satisfaz

w(U) =sup{I(f):0 < f <1 supp(f) CU}

para todo U C X aberto, e

p(K) =inf{I(f): 0 < f <1, K Csupp(f)}
para todo K C X compacto.

Um funcional linear como descrito no enunciado do Teorema 1.15 é chamado de
positivo. A reciproca do Teorema de Riesz também é verdadeira: se p é uma medida
de Radon em X, entdo I : f € Co(X,R) — [, f(z)du(z) € R é um funcional linear po-
sitivo. A verificagao deste fato é imediata. Deste modo, o Teorema de Riesz estabelece
uma correspondéncia entre medidas de Radon em X e funcionais lineares positivos em
C.(X,R). No caso dos grupos topoldgicos, ainda temos o seguinte.

Proposicao 1.16. Seja p uma medida de Radon num grupo topoldgico localmente com-
pacto G e I : C.(G,R) = R o funcional linear positivo associado. Entao, p é uma
medida de Haar se, e somente se, o funcional I satisfaz I(L,f) = I(f) para toda

f € C.(G,R) e todo x € G.
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DEMONSTRAGAO. Se p é de Haar, entao, para toda f € C.(G,R) e todo x € G, temos
por (1.1)

(L f) = /f:nydu /f V() = I(f).

Reciprocamente, suponhamos que [ satisfaz I(L,f) = I(f) para toda f € C.(G,R) e
todo z € G. Em vista da propriedade (2) da definicdo de medida de Haar, para provar
que p é invariante a esquerda, é suficiente verificar que p(zU) = p(U) para U C G
aberto. Seja, entdao, U C G aberto e tomemos f € C.(G,R) tal que 0 < f < 1 e
supp(f) C zU. Consideremos a fun¢ao L,-1f € C.(G,R). Claramente, 0 < L,—1f <1,
e além disso supp(L,-1f) C U. De fato, se y € G é tal que (L,-1f)(y) = f(xy) # 0,
entao zy € supp(f). Logo,

z-{y € G:(L,—f)(y) # 0} Csupp(f),

o que implica que x - supp(L,-1f) C supp(f) C zU; isto é, supp(L,-1f) C U. Com
isso,

p(zU)

sup{I(f): 0 < f <1, supp(f) C 2U}
sup{/(L,-1f) : 0 < f <1, supp(f) C «U}
sup{/(f):0 < f <1, supp(f) C U}
u(U).

IN

Portanto, u(zU) < u(U) para todo U
zU)

-
também implica que u(U) = p(z~ <

G aberto e todo z € G. Esta propriedade
wu(zU), e obtemos a igualdade desejada. [

Um funcional linear positivo I : C.(G,R) — R que satisfaz I(L,f) = I(f) para
toda f € C.(G,R) e todo x € G é chamado de invariante & esquerda. Deste modo,
para garantir a existéncia de uma medida de Haar num grupo topoldgico localmente
compacto G, é suficiente provar a existéncia de um funcional linear positivo e invariante
a esquerda [ : C.(G) — R. A dificuldade de se provar o Teorema de Haar na sua maior
generalidade é exatamente garantir a existéncia de um tal funcional linear em C.(G,R).

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 1.14. Consideremos um grupo de Lie G, e denotemos
por g a algebra de Lie formada pelos campos vetoriais invariantes a esquerda sobre G.
Seja w uma n-forma alternada ndo-nula em g (n = dim g), e seja w a n-forma diferencial
em G definida por

we(vg, ..y 0n) =w(Va, .., V),

em que r € G, vy,...,v, € T,G e Vi,...,V, € g sao 0s Unicos campos invariantes a
esquerda tais que (V;), = v; para todo ¢ = 1,...,n. Claramente, w é ndo-degenerada.
Afirmamos que w é invariante a esquerda, isto é, que (L,)*w = w para todo z € G.
Com efeito, se z,y € G e vy,...,v, € T,G, entao, tomando campos Vi,...,V, € g tais
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que (V;), = v;, temos

(L) wly(v1, ..o yvn) = way((Lg)sv1, .., (Ly)ivn)
= wxy((Lm)*(Vl)yv ) (Lx)*(vn)y)
= Wey([(L2)Vilay, - -5 (L)« Vil ay)
= wW,...,V,)

= wy(vy,...,v).

A forma diferencial w acima, por ser nao-degenerada, determina uma orientacao
em G, e esta orientagdo, por sua vez, define uma nocao de integracao de n-formas
diferenciais de suporte compacto sobre GG. Isso nos permite definir o funcional

I:feCc(G,R)H/fweR.
G

Claramente I é linear e positivo, de modo que, pelo Teorema 1.15, I determina uma
medida de Radon p em G. Resta-nos verificar que I é invariante a esquerda para que p
seja de Haar. Para tanto, sejam f € C.(G,R) ex € G. Dadosy € Gewvy,...,v, € T,G,
temos

(Lof)wly(vi,..svn) = fla 'y)w,(vi,. .. 0,)
= f(x_ly)[([/x*l)*w]y(vla s 77}71)
= f(xily)wx_ly((Lx_l)*vl, ooy (Lg=1)40y)

—
—~

L) (fw)]y(vi,. .., 00).

Logo, (Lyf)w = (Ly-1)*(fw), e isto implica que

HLaf) = [ (Lafr= [ (L) ().

Uma vez que L,-1 é um difeomorfismo de G' que preserva a orientacao escolhida (pois
preserva a forma volume que a determina), concluimos que

HEaf) = [ (o) () = [ fuw =100

Com isto, provamos a existéncia de uma medida de Haar para o grupo de Lie G.
Consideremos, agora, duas medidas de Haar em G, a saber p; e py. Provaremos
que existe um numero real ¢ > 0 tal que ps = cuy. Seja = g + po. Entao, p é uma
medida em G que é absolutamente continua com respeito a p1. Uma vez que G é um
grupo de Lie, entao ambas p e p; sao o-finitas, de modo que, pelo Teorema de Radon-
Nikodym, existe uma fungao mensurével f : G — [0, +00] tal que p1(A) = [, f(x)du(x)
para todo A € Bg. Para cada x € G, seja u, : Bo — [0, +00]| a medida definida por
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A) = [,(Lof)(y)du(y). Se A € Bg, entéo

pe(A) = / f@ y)xaly)du(y) = /G fy)xalzy)du(y)

- / PP aut) = | f)duty)
1A
= “1A) = i (A).
Logo, p, = p1 e f = Lof p-q.t.p. para todo z € G.
Seja F' : G x G — [0, +0o0] a fungao definida por F(z,y) = (L.f)(y) = f(z™y).

Como F é a composta da aplicagio (z,y) € G x G — 7'y € G, que é continua, com
f, entao F' é mensuravel. Com isso, se A, B € B¢, entao

[ e e = [ ([ reoiw )
- [ ([ @eneint)) duta
- ([

= Fy)d(p x p)(z,y)
AxB
pelo Teorema de Tonelli. Tomando N := {(x,y) € Gx G : F(z,y) # f(y)}, concluimos

que (1 x p)(N) =0.
Agora, para cada y € G, seja NY .= {x € G : (x,y) € N}. Como a fungao
y € G— pu(NY) € [0, +00] é mensuravel e

/G H(NY)dpa(y) = (1 % w)(N) =0,

entao p(NY) = 0 p-q.t.p. Portanto, podemos escolher 3y € G tal que p(N%) = 0. Uma
vez que

N ={z € G: f(z yo) # f(v0)},

entao f = f(yo) p-q.t.p, e portanto
/f )dp(x /fyodu = f(yo)u(A)

para todo A € Bg. Logo, u1 = f(yo)u. Além disso, ¢ = f(yo) é um ntumero real
positivo pois, caso contrario, p; seria identicamente nula. Aplicando este argumento
também a medida s, obtemos um nimero real d > 0 tal que puy = du, e portanto
1 = cd ™ puy. L
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Se G é compacto e pu é uma medida de Haar em G, entao p é finita e podemos
normalizé-la para obter uma medida de Haar em G tal que u(G) = 1. Uma medida de
Haar com esta propriedade é, claramente, tinica e, no contexto dos grupos compactos,
sempre assumiremos que quaisquer medidas de Haar estarao normalizadas. Além disso,
utilizaremos a notacao simplificada

[ s
G

para denotar a integral de uma fungao com respeito a uma medida de Haar normalizada.

A Funcao Modular

Seja G um grupo topoldgico localmente compacto e p uma medida de Haar em
G. Fixado = € G, definimos pu, : Bg — [0,+00] por p,(A) = p(Az). Uma vez que
R, : y = yx é um homeomorfismo, entao p, ¢ uma medida de Radon em G, e vemos
facilmente que p, é invariante a esquerda. Logo, p, é uma medida de Haar. Pelo
Teorema 1.14, existe um tnico nimero real A(xz) > 0 tal que p, = A(x)u.

Vale a pena observar que A(x) nao depende da medida de Haar p escolhida. De
fato, se p/ é uma outra medida de Haar em G, entao y/ = c¢u para algum ntmero real
¢ > 0. Logo, se x € G, temos p!, = cu,. Analogamente, para cada z € G existe um
nimero real A’(z) > 0 definido por p, = A'(z)y/. Entao,

po = Ca = cA(@)p = Az),

e portanto A'(x) = A(z). A funcdo A : G — (0, +00) assim definida é chamada de
funcao modular de G.

Proposigao 1.17. Sejam G um grupo topoldgico localmente compacto, A a sua funcdo
modular e p uma medida de Haar em G.

(a) Se f: G — C é integrdvel com respeito a u e x € G, entao
/G flyz)dp(y) = Afz™) /G FW)du(y).

(b) A é um homomorfismo de grupos continuo.

DEMONSTRAGAO. (a) Pela definicao de integral, é suficiente verificar a igualdade no
caso em que f = ya para algum A € Bg de medida finita. Dado x € G, para todo
y € G temos xa(yr) = Xa.-1(y), de modo que

/GXA(yfv)du(y) = p(Az™h) = Az Hu(A) = A(x)l/GXA(y)du(y)-
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(b) Para ver que A é homomorfismo de grupos, basta observar que

A(zy)(A) = pay(A) = p(Azy) = Aly)u(Az) = Aly) A(z)u(A) = Alz)Ay)u(A)

paratodosz,y € Ge A € Bg. Para ver que A é continua, primeiramente lembramos
que o fato de p ser uma medida de Radon implica que existe uma funcao continua
f: G = C de suporte compacto tal que [, f(y)du(y) = 1. Como, pela Proposicao
1.3, f é uniformemente continua, entao

Rf:x€ G— R, f € C.(G)

é continua (com respeito a norma do supremo). Portanto, a funcao

reG /G (Ros ) (y)dp(y) € R

é continua. Por outro lado, pelo item (a), esta fun¢ao coincide com A, e a afirmagao
esta provada. O

Um grupo topoldgico localmente compacto G é chamado de unimodular se a sua
funcao modular é constante e igual a 1, ou, equivalentemente, se G admite uma medida
de Haar que também é invariante a direita (no sentido que u(Az) = u(A) para todo
A € Bg e todo x € G).

Lema 1.18. Se G é um grupo compacto, entao G é unimodular.

DEMONSTRACQAO. A funcao modular de G é um homomorfismo continuo de G em
(0,400), o que implica que a sua imagem é um subgrupo compacto de (0,+00). A
unica possibilidade é A(G) = {1}. O

Existem outras classes de grupos topoldgicos além dos compactos que sao unimo-
dulares; por exemplo, os abelianos, os grupos de Lie semi-simples e os nilpotentes. As
verificagoes destes fatos podem ser vistas em (KNAPP, 2002), p. 535.

Sejam G um grupo topolégico localmente compacto e p uma medida de Haar em
G. Uma vez que ¢ : x — z~! é um homeomorfismo de G, podemos definir uma medida
de Radon g1 : Bg — [0, +0o0] por fi(A) = u(A™'). Esta medida é invariante a direita,
pois se A € Bg e x € GG, entao

i(Az) = p(a~ A7) = u(A) = fi(A).

No entanto, &t nao é necessariamente invariante a esquerda. O resultado a seguir esta-
belece a principal relagao entre p e i utilizando a fungao modular.

Proposicao 1.19. Dado A € Bg, temos que

(A) = / Ax) ().
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Em particular, se f : G — C € integrdvel com respeito a fi, entao fA™' € integrdvel
com respeito a p e vale a igualdade

/f \fi(z /f 2) dji(x).

DEMONSTRA(;AO Temos que fA™! € C.(G;R) para cada f € C.(G;R), de modo que
Ja f( )~ !'du(x) € R. Definimos o funcional I : C,.(G;R) — R por

/ F(2)A ) du(x),

que claramente é linear e positivo. Além disso, I é invariante a direita, pois se f € C.(G;R)
e x € G entao

I(R.f) = / F(yx) Ay) " duly) /fyw (y) " dp(y)

- A@) / [RAFA™] () = MA@ | F5)AG) duty)
— 1)

pela Proposigao 1.17. Isto implica que a medida de Radon v : Bg — [0, +00] definida
por I é invariante a direita. Uma vez que, por definicao,

/ F(o)dua / F(@)A) du(z) (1.2)

para toda f € C.(G,R), a mesma igualdade é valida para toda f integravel com respeito
a v. Como v é uma medida de Haar em G, entao v = cu para algum nimero real ¢ > 0
pelo Teorema 1.14, isto é, v = cu. Afirmamos que ¢ = 1. De fato, suponhamos, por
absurdo, que ¢ # 1, e tomemos, pela continuidade de A, uma vizinhanca simétrica
U C G de 1 tal que |[A(x)™! — 1| < |¢ — 1]/2 para todo z € U. Como G ¢ localmente
compacto, podemos assumir que p(U) < +oo. Além disso, como U é simétrica, entao
u(U) = u(U), de modo que

e = HpU) = |ea(U) — pU)| = v(U) — u(U)|

/G () dv(w) — /G () dpu()

/G v () (A@@) ™ — 1)da(z)

e = 1)
2 ?

<

o que claramente é um absurdo. Portanto, ¢ = 1 e v = . Este fato mais a igualdade
(1.2) garantem o resultado. O



Capitulo 1. Analise em Grupos Topolégicos 17

Corolario 1.20. Se G ¢ um grupo unimodular, entao i = p para toda medida de Haar
i em G. Neste caso, temos também que

/G F(e () = /G F()du(z)

para toda funcao f: G — C integrdvel.

1.3 A Algebra de Convolucao de um Grupo Com-
pacto

Como mencionamos no paragrafo que introduz o capitulo, o sucesso do estudo das
representacoes de um grupo compacto depende de uma andlise cuidadosa do espaco
C(G). Por razoes técnicas, no entanto, é conveniente mergulhar C'(G) num espago de
Hilbert (separavel, quando possivel) e efetuar a andlise neste novo espago. Existe uma
escolha natural para este espago: trata-se do espago L?(G) com respeito a medida de
Haar normalizada de G.

Como veremos adiante, ainda é possivel definir em L?*(G) uma operagao bindria, o
chamado produto de convolugao, que faz deste espago uma algebra de Banach. Esta
algebra, que chamamos de algebra de convolugao do grupo, é uma peca fundamental
na teoria de representacoes dos grupos compactos.

O Espago L?*(G)

Sejam G um grupo compacto e p a sua medida de Haar normalizada. Denotaremos
por L?(G) o conjunto de todas as fungoes Borel-mensurdveis f : G — C e tais que
Jo |f(@)Pdz < +o0, fatorado pela relagio de equivaléncia na qual duas funcoes sao
equivalentes se elas sao iguais u-q.t.p. Por simplicidade, adotaremos a convengao de
que os elementos de L?(G) sao fungoes, e nao classes de equivaléncia, e que duas funcoes
de L*(G) que coincidem no complementar de um conjunto de medida nula sao a mesma.

Sabemos que L?(G) é um espago vetorial complexo com as operagoes usuais de
adigao e multiplicacao por escalar e que a aplicagao ( , ) : L?(G) x L*(G) — C definida
por

(f.9) = /G f(@)g(@)dz

é um produto interno que torna L?(G) um espaco de Hilbert. Como é usual na litera-
tura, dada uma fungao f € L*(G), denotaremos por ||f||2 0 nimero real

ViEn- ([ \f(x)\de>l/2,

e lembramos que a aplicagao f € L*(G) — ||f]]2 € R é uma norma.
O resultado a seguir é um fato geral de Anélise Real, cuja demonstracao omitiremos.
O leitor interessado pode encontra-la em (FOLLAND, 1999), p. 217.
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Teorema 1.21. Sejam X um espaco topolégico de Hausdorff localmente compacto e
uma medida de Radon em X. Entdo, para todo p € [1,400), Co(X) € um subespago
denso de LP(X, ).

Corolario 1.22. Seja G um grupo compacto. Entao, C(G) é um subespaco denso de

LX(@).

DEMONSTRACAO. Basta aplicar o Teorema 1.21 ao caso p = 2, lembrando que, como
G é compacto, entao C.(G) = C(G). O

Dizemos que um grupo topolégico G é separavel se G admite um subconjunto
enumeravel e denso e, além disso, a topologia de G é metrizavel. Como sabemos da
Topologia Geral, esta definicao implica, em particular, que a topologia de todo grupo
topologico separavel admite uma base enumeravel. Todo grupo de Lie é separavel.

Proposigao 1.23. Seja G um grupo compacto separdvel. Entdao, L*(G) é um espago
de Hilbert separdvel. Em particular, toda base de Hilbert de L*(G) é enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. Pelo Corolario 1.22, é suficiente provar que C'(G), munido da norma
|| |2, é separavel. Por outro lado, ;(G) = 1 implica que || ||2 < || ||sup, € Portanto basta
provar que (C(G), || ||sup) é separdvel.

A separabilidade de GG implica, como observamos acima, que a topologia de G admite
uma base unumeravel; seja O uma tal base. Para cada par de abertos U,V € O que
satisfaz U C V, escolhamos, pelo Lema de Urysohn?, uma funcio continua, fuov:G—=R
tal que fuv|ly = 1 e fuv|leww = 0, e denote por F € C(G) o conjunto de todas
estas funcoes. Como G é localmente compacto, entao F # (). Além disso, como O é
enumeravel, entao F também é enumeravel.

Afirmamos que F separa pontos de G. De fato, sejam z,y € G com = # y e
A, B C G abertos disjuntos tais que x € A ey € B. O conjunto G\A ¢ fechado e
contém B; logo, G\ A contém B. J4 G\B é aberto e x € G\ B, de modo que existem
U,V € O tais que

reUCUCVCG\B.

Uma rapida verificacdo baseada nestas relagdes mostra que fyy(z) =1e fuv(y) =0,
e a afirmacao esta provada.

Para cada ntmero natural n > 1, seja F" o conjunto formado pelos produtos da
forma fy--- f,, em que fi,..., f, € F. Definimos

A = (Q+iQ1+)> (Q+iQF"
n=1

A = Cl1+ i@f",

n=1

4Como G é metrizével, entdo é normal, e podemos usar o Lema de Urysohn.
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em que 1 : G — C é funcao constante e igual a 1. Observamos que A e A’ sdo
subdlgebras de C(G), A sobre o corpo Q + iQ e A’ sobre C. Claramente, A C A’
Além disso, A e A’ possuem as seguintes propriedades:

1. A é enumeravel: Segue imediatamente de F e Q + iQ serem enumeraveis.

2. A é denso em A’: Seja f € A’ e escrevamos
f=z1+ szfj7
j=1

em que zg, 21, . ..,2, € Ce f; € F7. Dado € > 0, sejam wp, wy, . .., w, € Q + iQ tais

que
€

(n +1)sup{l, ||f1||sup= cee ||fn||SUp}7

|zj—wj]§ jZO,l,...,TL,

e tomemos

g:wgl—i-ijfj e A

Jj=1

Entao,

n
1f = gllsww < ’ZU_wO‘_‘_Zle_wﬂ'||fj||sup
j=1

< <|Zo —wol + )1z~ wjl) SUp{L, ([ fillsups -+ [l lsup

Jj=1
< e

3. A e A’ separam pontos de GG: De fato, F separa pontos de Ge F C AC A'.
4. A’ contém as fungées constantes: Imediato da definigdo de A’.

5. A’ é fechada por conjugacoes: Decorre da definicao de A’, lembrando que os elemen-
tos de F sao funcgoes reais.

Como G é um espaco métrico compacto, os fatos 3, 4 e 5 acima implicam, pelo
Teorema de Stone-Weierstrass, que A" é um subconjunto denso de C(G). Por outro
lado, A é enumeravel e denso em A’, o que completa a demonstracao. O

Translagoes em L*(G)

Dada f € L*(G), com G um grupo compacto, para cada z € G podemos formar as
funcoes L, f, R, f : G — C da maneira descrita na primeira secao deste capitulo. Como
G é unimodular, entao

/G (Lof)(y) Py = /G flay)Pdy = /G W)y
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/G (Ruf) () Pdy = /G () Py = /G )y,

e concluimos que o espaco L?(G) é invariante por translagoes. Estas equacoes mostram,
adicionalmente, que as aplicacoes L, R, : L*(G) — L*(G) sdo isometrias lineares com
respeito a || ||o.

Definimos L, R : G x L*(G) — L*(G) por L(x, f) = L,f,R(x, f) = R,f. Assim
como no caso do espago C(G), L, R sao agoes de G sobre L?(G).

Proposicao 1.24. Seja G um grupo compacto. Entao, L, R sao ac¢des continuas de G
em L*(G).

DEMONSTRACAO. Como ambas L, R se dao por isometrias lineares, entdo pela Pro-
posicao 1.6 é suficiente provar que as aplicagoes Lf : x — L,f e Rf : x — R, f sado
continuas para toda f € L?*(G). Provaremos apenas a continuidade de Lf, pois a de
Rf é andloga. Dados 7y € G e € > 0, escolhamos, pela densidade de C'(G) em L*(G),
uma func¢do h € C(G) tal que ||f — hl]a < €¢/3. Seja U C G uma vizinhanca de z tal
que

1Zah = Lughllsup < 5

para todo x € U, conforme provamos na Proposicao 1.5. Deste modo,
||fo - onfHZ < HL:cf - Lxh‘|2 + HLxh - onhH? + Honh - onfH2
< ||Lx(f - h)||2 + ||L:vo(h - f)||2 + ||La:h - Lazoh“SUp
Lf = Bllz + [lh = fll2 + [[Lah — Lagh|sup

€

IN

para todo = € U, e a continuidade de Lf em x( esta provada. O

O Produto de Convolucao

Sejam GG um grupo compacto munido de uma medida de Haar normalizada u, e
f,g9 € L*(G). A convolugao de f por g é a funcao f * g : G — C definida por

(f*g)(x) = / fay V) g(y)dy.
Como

(f*g)(@)| < /G Fay™)] - lg(w)ldy = / (L ) 0 (@) - l9(w)dy

= (I(La-1f) o1l 1gl) < M[(La-1f) o dll2l]gl]2
= [[fllllgll2;

entdao f g estd bem-definida. (||(L.-1f) o ¢||la = ||f]]2 pois G é unimodular.)
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Lema 1.25. Sejam G um grupo compacto e f,g € L*(G). Entdo:
(a) (f*g)( / f)gly™"z)dy;

(b) Lo(f+9) = (Laf) ¥ g € Ru(f x g) = [ % (Rag).
DEMONSTRAGAO. (a) Como G é unimodular, entao

(frg)(x) = / Flay " )g(y)dy = / F (™) g((ya))dy

I/f y:cdy—/f

(b) Se y € G é qualquer, entao

(Lo(f+0)(y) = (fxg)aty) = /G f(a =) g(2)dz
- /G (Lof)(yzV)g(2)dz = (Lof) #

Além disso, pelo item (a),

(Re(f*9)y) = (f*9)(yx) /f (z tyx)d
- /G () (Rog) (= M)dz = (f * (Rog)) (). D

Proposigao 1.26. Se G ¢ um grupo compacto e f,g € L*(G), entdao f x g € continua.
Em particular, f * g € L*(G).

DEMONSTRACAO. Se g = 0, entdao f x g = 0, como vemos facilmente da definicao.
Suponhamos, entao, que g # 0. Sejam zy € G e € > 0, e tomemos uma vizinhanca
U C G de xg tal que || L1 f — Lx51f||2 < ¢/||gl|2 para todo z € U. Deste modo, dado
x € U, entao

(F * 9)(@) — (f * g)(wo)| < /|f (ey™) — Flaay™)] - l9(w)ldy

1/2
Flaoy™ >|2dy) lglls

( /G F(zy) - f(:roy)|2dy) ol

= |[La=1f = Ly=1 fll2ll9ll2
e. [

IN
N
\

=

0

<

IN
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Se f,g9,h € L*(G) e X € C, entao é imediato da definicao que (A\f) * g = f * (\g) =
AMf*g),que (f+g)xh=fxh+gxheque f*(g+h)=fxg+ f*h. Além disso, o
produto de convolugao é associativo. Para verificar isto, sejam f,g,h € L*(G) e z € G;
entao,

(f * (g )(x) = /fxz (g * h)(2)dz

- [(/ f(:czl)g(zyl)dz) h(y)dy
oz
= /G(/Gf(xy‘lz‘l)g(2>dz> h(y)dy

= ((f*g)*h)(z).

Ademais, se f,g € L*(G), temos

1f*gl} = dx<//|f 2y V) Plg(y)Pdydz

- /G ( / |f(a:y‘1)|2d:v) l9() Py = 1713 1ol 2

Com isso, provamos o seguinte resultado.

f zy Hg(y)dy

Teorema 1.27. Seja G um grupo compacto. Entao, o espago de Hilbert L*(G), munido
do produto de convolugao, ¢ uma dlgebra de Banach.

Chamaremos a dlgebra de Banach L?*(G) de dlgebra de convolugao do grupo
compacto G.

Unidades Aproximadas

Nao é necessario que uma &algebra de Banach A possua unidade. Por exemplo, a
algebra de convolugao de um grupo de Lie compacto e infinito nao possui unidade, con-
forme provaremos adiante. Uma unidade aproximada a esquerda em A é uma rede
(ax)rea tal que, para todo ¢ € A, temos limy_,, ayc = ¢, e uma unidade aproximada
a direita é uma rede (b,),ecx tal que, para todo ¢ € A, vale lim,_,o cb, = ¢. Numa
algebra de Banach que nao possui unidade, é necessario trabalhar com as unidades
aproximadas.
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Sejam G um grupo compacto e p a medida de Haar normalizada de G. Como
provamos na Proposigao 1.13, se U C GG é um aberto nao-vazio, entao 0 < pu(U) < co.
Denotando por U/ o sistema de vizinhancas de 1 € (G, definimos, para cada U € U, a
funcao Iy := xu/p(U). Como [, |Iy(z)|*dz = 1/u(U), entdo Iy € L*(G) para todo
U € U. Além disso, vemos facilmente que Iy|e\v =0 e que fG Iy(x)dx = 1.

Teorema 1.28. Seja G um grupo compacto munido de uma medida de Haar norma-
lizada . FEntao, a rede (Iy)yey € uma unidade aproximada bilateral da dlgebra de
convolug¢io de G. Ademais, se f € C(G), entio as redes (Iy * flueu € (f * Lv)veu
convergem uniformemente a f.

DEMONSTRACAO. Primeiro, mostraremos a convergéncia uniforme no caso em que f
é continua. Dado e > 0, tomemos, pelas continuidades de Lf, Rf : G — C(G), um
aberto Uy C G contendo 1 tal que ||Lyf — fllsup < € € ||Ry-1f — fl|sup < € sempre que
y € Uy. Se U C Uy é uma vizinhanca de 1, entao, para todo x € GG, temos

(T + f)(x) = f(x)] =

[ s - [ 1U<y>f<x>dy\
< /G ()| f () — f(2)|dy

1
- 5 / (Lyf)(@) — F(2)ldy

1
— Lyf — fllsupd
7 T = Sl

< 6

A\

IN

e, portanto, ||[Iy * f — f||sup < €. Uma estimativa semelhante vale para || f * Iy — f||sup-
Se f é uma funcio de L?(G), a situagao é mais delicada. A esséncia da demonstracao
¢é provar que, para cada vizinhanca U de 1, temos

o f—fll < /Glu(y)HLyf—szdy
1f I — flls < /G L) || Ry f — 1]z dy.

Assumindo a validade destas desiguldades, conseguimos provar que ambas as redes
(I * flveu e (f * Iy)uey convergem a f com respeito a || ||. De fato, dado € > 0, seja
Uy uma vizinhanca de 1 tal que

||Lyf_fH2§€ S HRy—lf_fH?SE

para todo y € Uy. Se U C U, é uma vizinhanga de 1, entao

o # f - flls < /GJU<y>||Lyf—f||2dy _ ﬁ/UHLyf—fugdy <
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1f * o — flls < /GJU<y>||Ry1f ~ fllady = ﬁ/UuRylf lldy <.

Provaremos apenas a primeira das desigualdade acima, pois a demonstracao da
outra é analoga. Seja, entao, U uma vizinhanca de 1. Primeiramente,

o= f— I} = /G|<IU*f><x>—f<x>|2das

-/
_ /G /G Tu(y) - (Lyf(x) = f(x))dy

Definimos F': G x G — C por F(x,y) := Iy(y) - (L, f(z) — f(z)). Observamos que F' é
integravel com relagao a medida produto p X u, pois F' é mensuravel e, pelo Teorema
de Tonelli,

/ Fla,y)ld(z.y) < / T (1(Ly ) (@) + 1)) d(.y)
GxG GxG
:/ Ty )] - [(Lyf) (@) d(z,y) + / L) - | (@)ld(z, )
GxG GxG

)

= /G|IU(y)| (/G|(Lyf)<a:)|da:) dy+/GXcIIU(y)I-If(:c)ld(w)
(
(

2

dx

/G Io(y) - (F(y~'z) — F(x))dy

2

dx. (1.3)

- /G 1) /G \f(x)ldx) dy + /G ) @)l
oy / o)) - |f (@)d(x, )
GxG

= o [wiar) - ([ i)

= 2171, 1) < 2[[f]2-

Desta forma, no que segue, podemos utilizar o Teorema de Fubini livremente. Assim,
continuando o desenvolvimento de (1.3), obtemos

2

1+ f=fllz = F(ﬂ? y)dy| dx

_ ( > (/GF(x,z)dz>dx
_ / / / 2)dydzdx
_ / ( Fl z)dx) dydz = (x).
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Para cada y € G, seja ¢, : G — C dada por ¢,(z) := F(x,y). Entao, ¢, € L*(G), pois,
pelas definigoes,

/G 16, (0) 2z = | T ()P Ly f — I

Logo,
(x) = /G/G(/ngy(:c)@—(x)dx) dydz
= L)dydz = s @2)dyd
/G/Gwym.yz /G/GRe<¢ b2 dyd
< [ [ ooz [ [ ol lio-lle ez
- (/|\¢y|r2dy) ,
(€]
isto é,
Iy s f—fll: < /G||¢y||2dy
1/2
= [ (L1t ot - sepPar) ay
G G
1/2
- [ (/ rLyfm—f(x)de) dy
G G
- / Iy (W)L f(2) — £(2)]l dy,
como queriamos demonstrar. O

Corolario 1.29. Seja G um grupo compacto e infinito cuja topologia satisfaz ao Pri-
meiro Azioma de Enumerabilidade — por exemplo, um grupo de Lie compacto cuja
dimensao € maior ou igual a um. FEntao, a dlgebra de convolugao de G nao possui
unidade.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos, por absurdo, que existe g € L*(G) tal que

Jxg=gxf=Ff

para toda f € L*(G). Isto implica, pelo Teorema 1.28, que g = limyey Iy, pois
Iy xg=1Iy. A hipétese da topologia de G satisfazer ao Primeiro Axioma de Enu-
merabilidade garante que existe uma seqiiéncia decresecente (U, )nen de elementos de
U tal que, para todo U € U, existe n € N com U,, C U. Em particular, (1, .y Un = {1}
e g =lim, . Iy,. Logo,

1

T (1.4)

llgll2 = lim [|Iy,[|> = lim
n—00 n—00
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Por outro lado, como G é compacto, entao p(U;) < +o0, e, conseqlientemente,

u({1}) = p (ﬂ Un> — lim p(U,). (L5)

n—oo
neN

Além disso, como G é infinito, entao existem elementos z,, € G, n € N, dois-a-dois
distintos. Logo,

1=pu(G) > p{z, :neN}) = ZN({xn}) = ZM“H’)?

neN neN

do que concluimos que p({1}) = 0.5 Por (1.4) e (1.5), temos ||g||» = +00, 0 que é um
absurdo. O

A Adjuncao

Sejam G um grupo topoldgico e f : G — C uma funcao. Definimos a adjunta de f
como sendo a fungao f*: G — C dada por f*(x) = f(z~1). A aplicagao

x: F(G,C) - F(G,C)
assim definida é usualmente chamada de adjuncao ou de operador estrela.
Proposigao 1.30. Seja G um grupo topoldgico.
(a) A adjungao é uma involugao, isto €, (f*)* = f para toda f € F(G,C).
(b) Se f,g € F(G,C) ez €C, entio (f + z9)* = f*+ Zg*.
(c) Se f € C(G), entio f* € Co(G) e [[f*|lsup = [|]lsup-
Se G é compacto, ainda temos as sequintes propriedades:

(d) Se f € L*(G), entio f* € L*(Q) e ||f*|l2 = ||f]l2- Em particular, || f** f||l2 < |If]|3
e |lf* f*ll2 < |If113.

(¢) Se f,g € L*(G), entio (f*,g%) = (f,9)-

(f) Se f,g € L*(G), entao (f *g)* = g* * f*.

5Este tltimo argumento também prova um fato interessante acerca dos grupos compactos: se G é
um grupo compacto e infinto, entao G é nao-enumeravel. De fato, a invaridncia por translagoes da
medida de Haar de G mais o fato que p({1}) = 0 implicam que todo subconjunto enumerdvel de G
deve ter medida nula. Uma vez que p(G) > 0, ndo podemos ter G enumerdvel.
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DEMONSTRAGAO. As propriedades (a), (b) e (c¢) sdo imediatas da definigdo. A propri-
edade (d) é conseqiiéncia de G ser unimodular. Para (e) e (f), tomemos f,g € L*(G).

Entao,
(7)) = [ Fa gt )de = | F@lgteyte = g}

(fxg9)'(x) = (frg)(zh)= | FETy - gly)dy
- [ 7@ @4)@: | T -5y
= [l =6 s ). o
Seja G um grupo compacto, e tomemos f,g € L*(G). Por um lado, temos
o) = [ 1oy = [ renats”
= [ (L DTy = (L )
por outro,
e = [ sy = [ gy
= [ RDWTWy = (Rt
Logo,

(fxg—g*f)x)= (Lo f — Raf, ")

Proposigao 1.31. Seja G um grupo compacto. Uma funcao f € L*(G) estd no centro
da dlgebra de convolugao se, e somente se, f(xy) = f(yx) para todos x,y € G. Em
outras palavras, o centro da dlgebra de convolugio de G € o conjunto CI(G) das fungoes
de classes de L*(G).

DEMONSTRAGAO. Se f € L*(G) é de classes, entdo

0= f(zy) — flyz) = (Lo f)(y) — (R f)(y)

para todos z,y € G, isto é, L,-1f — R, f = 0. Isto implica que (L,-1f — R, f,9*) =

para todo x € G e toda g € L*(G), ou seja, f* g = g * f para toda g € L*(G). Logo,
J estd no centro da algebra de convolugao de G. Para a reciproca, suponhamos que
[ € L*(G) estd no centro. Provaremos que existe uma fungao f € CI(G) que coincide
com f exceto num subconjunto de G de medida nula: a nossa convengao acerca da



28 1.3. A A]gebra de Convolugao de um Grupo Compacto

igualdade de elementos de L?(G) mostra que a prépria fungao f estd em CI(G). Como
f esté no centro de L*(G), entao

(Lx_lf_Rvag*>:<f*g_g*f)($) =0

para todo z € G e toda g € L*(G). Isto significa que, para cada * € G, temos
Lo1f—R,f=0p-qtp.,istoé, f— L, R.f =0 p-qt.p. Seja F': GxG — C definida
por

F(z,y) = (f — LeRo f)(y) = f(y) — f(z " 'yx).

Claramente, F' é mensuravel. Além disso, pelo Teorema de Tonelli,

/oxc|F(x’y)‘d(x’y) = /(/ \F(Sc,y)!dy) dx
= /(/ |fly) = fla™ yx)|dy)

o que significa que F' =0 (u X p)—q.t.p. Denotando

E:={(r,y) € GxG: F(x,y) #0} = {(x,y) € G x G : fly) # f(z""yx)},

temos (p x p)(EF) = 0. Tomemos, para cada y € G, o conjunto

E':={reG:(r,y) € B} ={r € G: f(y) # f(«""ya)}.

Como a medida g X p é finita, entao
/G W(EY)dy = (0 x p)(E) =0,

o que signiﬁca que u(EY) = 0 para quase todo y € G. Seja ]?: G — C definida por
= [, fz7yx)dz. Se y € G é tal que pu(EY) = 0, entao

/G f (o tyz)de = /G f(y)da =

Isto implica que f: f p—q.t.p. Além disso, se y, z € GG, entao

Fluz) = /G f(atyzr)de = /G F((z20) 2y (z0))da
- /G f(a eya)de = Fzy),

ou seja, f € CI(G). O
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Corolario 1.32. A dlgebra de convolucdo de um grupo compacto G é comutativa se, e
somente se, G € abeliano.

DEMONSTRAGAO. Se GG é abeliano, entao a igualdade f(xy) = f(yx) é valida para toda
f € L*(G) e todos x,y € G. O Teorema 1.31 implica, entao, que L*(G) é uma algebra
comutativa. Reciprocamente, se L?(G) é comutativa, entao, em particular, toda fungao
continua f : G — C é de classes. Por outro lado, como G é Hausdorff e compacto, entao
C(G) separa pontos de G pelo Lema de Urysohn. Com isso, se existem z,y € G tais
que zy # yx, entao também existe f € C(G) tal que f(zy) # f(yx), o que é impossivel
por hipotese. Portanto, GG é abeliano. O

Corolario 1.33. Se G é um grupo compacto, entio C1(G) é um subespaco fechado de
L*(G).

DEMONSTRAGAO. O centro de qualquer algebra de Banach é um subespaco fechado da
algebra. O]
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Capitulo 2

Teoria de Representacoes de
Grupos Compactos

Neste capitulo, apresentamos a teoria basica de representacoes dos grupos topoldgicos
compactos. Nosso objetivo é provar o Teorema de Peter & Weyl, uma importante ge-
neralizacao do Teorema de Fourier sobre a convergéncia em L? da série de Fourier de
uma func¢ao periddica para qualquer grupo compacto.

2.1 Representacoes

Uma representagao de um grupo topolégico G num espaco vetorial real ou com-
plexo de dimensao finita V' é um homomorfismo continuo ® : G — GL(V). Se & é
injetiva, entao ® é chamada de fiel. No caso em que G é um grupo de Lie, esta ter-
minologia justifica-se pelo fato que, se ® : G — GL(V') é uma representacao fiel, entao
®(G) é um subgrupo de Lie de GL(V') isomorfo a G. Neste caso, podemos considerar
G como um grupo de matrizes.

A importancia do estudo de representacoes estd no fato que muitas propriedades dos
grupos topologicos e, em especial, dos grupos de Lie, podem ser obtidas através de uma
andalise das suas representacoes que, em esséncia, envolve apenas Algebra Linear. Além
disso, como o resultado a seguir mostra, existe uma estreita relagao entre representacoes
de um grupo e as agoes deste grupo por transformagoes lineares.

Proposicao 2.1. Sejam G um grupo topologico e V- um espaco vetorial real ou complexo
de dimensao finita. Se ® : G — GL(V) é uma representacao, entio a aplica¢ao
a: G xV =V definida por a(x,v) = ®(z)v é uma agao continua de G sobre V' através
de transformacgoes lineares. Reciprocamente, se o : G x V. — V' € uma tal ac¢ao, entdao
®: G — GL(V) definida por ®(z)v = a(x,v) € uma representagio de G em V.

DEMONSTRACAO. Primeiramente, suponhamos que ® é dada e que « é definida como
no enunciado. Que « é uma acao por transformacoes lineares de G em V é facilmente
verificado usando o fato que ® é um homomorfismo com imagem contida em GL(V).
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Resta provar a continuidade de a. Para tanto, sejam (xg,v9) € G XV e € > 0. Fixemos
em V umanorma || || qualquer, e consideremos em GL(V') a norma de operador induzida
por || ||, que também denotaremos por || ||. Como ® é uma aplicagao continua, podemos
tomar uma vizinhanga U C G de x tal que ||®(z) —P(zo)|| < S Para todoz € U.
Seja § > 0 um numero real tal que

0 < min{HvoH +1,

N@()H}

Deste modo, se (z,v) € G x V é tal que x € U e ||v — vg|| < 6, entdo

lae,v) = aleo,w)l| = [[@(x)o — (o)
< (|9 ()0 — @(e)uol| + || ()vo — D(wo)unl]
< NIR@I- flo = vl + [12(2) = @)l [l
< (|l0() - <xo>||+||<1><mo>||)6+§
< sqen (ol + D+ 180l g + 3

= €.

Isto prova a continuidade de o em (zg, ).

Reciprocamente, suponhamos que o é uma acao continua de G em V por trans-
formacoes lineares, e seja ® definida como no enunciado. A definicao de acao de grupo
implica que ®(z) é um operador linear invertivel para todo x € G e também que ¢ é um
homomorfismo de grupos. Para verificar a continuidade de ®, seja S C V o conjunto
dos vetores unitarios de V' com respeito a norma fixada no paragrafo anterior. Como
V' é de dimensao finita, entao S é compacto. Sejam xy € G e € > 0. Pela continui-
dade de «a, para cada v € S existem U, C G uma vizinhanca de xy e um nimero real
0y € <0, aioy ) tals que, se (x,u) € G x V satisfazem z € U, e ||u — v|| < 6, entdo
||a(z,u) — a(xg,v)|| < €/2. A familia de abertos {B(v,d,) : v € S} é uma cobertura de
S, de modo que existem vy, ...,v, € S tais que

S C B(v1,0p,) U+ U B(vy,0y,).

Tomando a vizinhanga U = U, N---NU,, de zg,se x € U ewv € S, entdo v € B(v;,dy,)
para algum ¢ = 1,...,n, e portanto
[(@(z) = (zo))ol| < [[®(x)v = D(zo)uil] + || (wo)vi — P(0)0]|
= |P1($ v) = a(zo, vi)|| + [[® (o) (vi — V)]
§+H¢@dWHw—UH

€.

IA A



Capitulo 2. Teoria de Representacoes de Grupos Compactos 33

Deste modo, se x € U, entao
|@(z) — P(x0)|| = sup{|[(®(x) — P(z0))v[| : v € S} <,
assim provando a continuidade de ® em zy. Com isso, ¢ é uma representacao. O]

Seja @ uma representacao do grupo topoldgico G no espago V. Um subespaco
U C V ¢ invariante por ® se ®(z)U C U para todo = € G. Uma vez que V é de
dimensao finita, essa condigao é equivalente a ®(x)U = U para todo z € G. Se U é
um subespago invariante por ®, entdao podemos definir &y : G — GL(U) restringindo,
para cada x € G, o operador ®(x) ao subespaco U. Claramente, ®y assim definida
¢ uma representagao de G, usualmente denominada restricao de ® ao subespago U.
Uma sub-representacao de ¢ é uma restricao de ¢ a algum subespaco invariante do
espago V.

Observamos que uma representacao ® : G — GL(V) sempre admite os subespagos
{0} e V como invariantes. Se estes forem os tnicos, a representagdo é chamada irre-
dutivel. Caso contrario, ela é dita redutivel. Quando U é um subespaco invariante
por ® e a restricao Oy ¢é irredutivel, é comum chamar o proprio subespaco U de ir-
redutivel com respeito a ®. A auséncia de subespacos invariantes nao-triviais torna
as representacoes irredutiveis particularmente adequadas para um estudo sistemaético, e
uma questao importante é determinar se uma certa representacao, mesmo que redutivel,
pode ser decomposta em sub-representacoes irredutiveis.

Mais precisamente, uma representacao ® : G — GL(V) é completamente re-
dutivel se podemos escrever V =U; & --- & U, em que cada subespaco U; é nao-nulo,
invariante por ® e irredutivel. Esta decomposicao, quando existe, nao é necessaria-
mente Unica. Por exemplo, se dimV > 2 e & = idy,, entao qualquer decomposicao de
V' como soma direta de subespagos unidimensionais satisfaz essa definigao.

Toda representagao irredutivel é completamente redutivel, mas uma representacao
ser redutivel nao implica, necessariamente, que ela é completamente redutivel. Por
exemplo, consideremos o grupo Z dos nimeros inteiros com a operacao de adicao e a
topologia discreta, e seja ® : Z — GL(R?) dada, relativamente a base canonica de R?,
por

d(n)ey =e1, D(n)es = ney + es.
Verifica-se facilmente que ® é uma representacao de Z, e o subespaco Re; C R? ¢é
invariante por ®, de modo que ® é redutivel. No entanto, ® nao é completamente
redutivel; para ver isto, argumentamos da seguinte maneira. Dado n € Z, a matriz de
®(n) com respeito a base canonica é

ewi= (g ).

e portanto o unico autovalor de ®(n) é 1 para todo n € Z. Se ® fosse completa-
mente redutivel, entdo, por questdes de dimensdo, existiriam u;,u,; € R? linearmente
independentes e homomorfismos A1, Ay : Z — R* tais que

d(n)uy = M(n)uy, P(n)ug = Aa(n)uy (2.1)
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para todo n € Z. Claramente, A\;(n), A\2(n) sdo os autovalores de ®(n), e, portanto,
A1(n) = Aa(n) = 1. Este fato mais (2.1) implica que ®(n) = idg2 para todo n € Z, o
que visivelmente é um absurdo.

Proposicao 2.2. Uma representacao ® : G — GL(V') € completamente redutivel se,
e somente se, para todo subespaco tnvariante U C V' existe outro subespaco invariante
W CV tal que V=UeW.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos, primeiramente, que ® é completamente redutivel, e
procedamos por indugao sobre dim V. Se dim V' = 0, entdo V = {0} e nada hé a fazer.
Suponha, entao, que dim V' > 1 e que a afirmacao é valida para todas as representacoes
completamente redutiveis de G em espagos de dimensao menor do que dim V. Assu-
miremos também que ® é redutivel, pois caso contrario a afirmacgao segue trivialmente.
Escrevamos, entao, V =U; & - -- @ U,, uma decomposicao de V' em subespacos invari-
antes e irredutiveis, e tomemos U C V um subespaco invariante nao-trivial. Ha dois
casos a considerar:

1. existe i = 1,...,n tal que U; N U # {0}: nesta situacao, apés uma possivel re-
ordenacao dos subespagos Uy, ..., U,, podemos assumir que U; N U # {0}. Como
U; NU é um subespaco nao-nulo invariante por ® contido em U; e U; é irredutivel,
entao devemos ter Uy N U = Uy, isto é, Uy C U. Deste modo, podemos escrever
U=UoU,em que U =UN Uy & ---®U,). Denotando por V' o subespago
U@ - @ U,, temos que V' é invariante por ® e U" C V'’ é um subespaco invariante.
Como dim V' < dimV e &y é completamente redutivel, pela hipétese de inducao
existe um subespaco invariante W C V' tal que V' = U’ & W. Portanto,

V=UoeV =U0U acW=UaW,
como queriamos demonstrar.

2. U;NU = {0} para todoi = 1,...,n: neste caso, seja U' = U; @ U. Entao, U' CV
¢ um subespago invariante e Uy N U’ # {0}. Aplicando o caso anterior, existe um
subespaco invariante W' C V tal que V = U’ & W’. Fazendo W = U; & W', temos
que W é um subespaco invariante e que V. =U & W.

A prova da reciproca baseia-se no fato que, se ® : G — GL(V') é uma representagao
que satisfaz a propriedade de que para todo subespaco invariante U C V existe su-
bespaco invariante W C V tal que V = U @& W, entao toda sub-representacao de ¢
também satisfaz esta propriedade. Para ver isto, seja U C V um subespaco invariante
por ®, e considere um subespaco U’ C U também invariante. Por hipétese, existe um
subespaco invariante W C V tal que V. =U & W. Seja P : V — U a projecao sobre
U paralela a W. Uma vez que o subespaco U’ & W é invariante, aplicando a hipétese
novamente temos um subespaco invariante W” C V tal que V =U"® W & W". Seja
W' = P(W") C U. Primeiramente, dado v € U, podemos escrever u = u' + w + w”,
emque v’ € U, we W euw”"eW". Logo,

u=Pu=Pu + Pw+ Puw' =u+Puw" ecU +W,
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de modo que U = U’ + W'. Segundamente,

dmU = dim(U +W') <dimU’' + dim W' < dim U’ + dim W”
= dim(U'@W") =dimV — dim W
= dimU,

o que implica que dim(U’ + W') = dim U’ + dim W' e devemos ter U = V' & W’. Ter-
ceiramente, afirmamos que W’ é invariante. De fato, dado w’ € W’, seja w” € W tal
que w' = Pw”. Escrevendo w” = u+w, com u € U e w € W, temos, para todo x € G,
que

O(zr)w = P(z)Pw”" = &(z)P(u+ w)
O(x)u = P(P(x)u + ¢(x)w)
Po(x)w" e W’

pois U, W, W" sao invariantes.

Finalmente, com base na afirmagao acima, provaremos a reciproca por indugao sobre
dimV. Se dimV = 0, nao hé o que fazer. Suponhamos, entao, que dimV > 1 e que
a assercao esta provada para todas as representacoes de G em espacos de dimensao
menor do que dim V' e que possuem a propriedade em questao. Se ® é irredutivel, esta
claro que ® é completamente redutivel: a decomposicao V' =V ¢é a desejada. Podemos
assumir, entao, que V' é redutivel e tomar um subespago invariante nao-trivial U C V.
Seja W C V um subespaco invariante tal que V = U & W, que também deve ser nao-
trivial. Como ambos U e W sao nao-triviais, entao dimU < dimV edim W < dimV, e
a afirmacao provada acima garante que podemos aplicar a hipotese de inducao tanto a
U quanto a W assim obtendo decomposicoes U =U; & --- U e W =Upy 1 b --- B U,
em que cada subespaco U; é irredutivel. A decomposicao V =U; @ --- @ U, satisfaz as
condicoes necessarias. O]

Corolério 2.3. Seja ® : G — GL(V) uma representagao e suponhamos que existe em
V' um produto interno ( , ) tal que (®(x)u, ®(x)v) = (u,v) para quaisquer x € G e
u,v € V. Entao, ® € completamente redutivel. Além disso, existe uma decomposicao
de V' em subespacos invariantes irredutiveis dois-a-dois ortogonais.

DEMONSTRACAO. Pela Proposicao 2.2, é suficiente verificar que para todo subespaco
invariante U C V temos U+ também invariante. Tomemos, entao, U C V um subespaco
invariante, z € G e v € U+. Entao,

((z)0,U) = (2(2)v, &(2)(z~)U) = (v, (z™")U) = (v,U) = {0},

isto é, ®(z)v € UL.

Para obter a decomposicao desejada, basta argumentar da seguinte forma. Se P
é irredutivel, nao ha o que fazer; caso contrario, existe um subespaco invariante nao-
trivial U; C V', que assumiremos ser de dimensao minima. Claramente, U; é irredutivel,
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e podemos escrever V = U; @ Ui, lembrando que Ui~ também é invariante. Se Ui é
irredutivel, a decomposicio V = U; @ Ui é a desejada; caso contrédrio, existe um
subespaco invariante nao-trivial Uy C U;- de dimensdao minima (com respeito & sub-
representacao @1 ), e escrevemos Uit = U @ (U~ N Uy). Logo,

V=UoUa UinUy)

e cada um destes subespacos é invariante e ortogonal aos outros. Levando adiante este
processo, a cada passo a dimensao do subespago U; & - - - @ Uy aumenta, de modo que
o processo deve eventualmente encerrar uma vez que V' possui dimensao finita, e assim
obtemos a decomposicao requerida. O

Um produto interno como no enunciado do Corolario 2.3 é chamado de invariante
pela representagdo ®. Se ® : G — GL(V) é uma representacao que admite um produto
interno invariante, entao, ao fixarmos uma base ortonormal de V', temos que as matrizes
dos operadores ®(x), z € G, com respeito a esta base sdo ortogonais ou unitérias,
dependendo se o espaco V' é real ou complexo. Por este motivo, estas representacoes
sao chamadas de unitarias.

Proposicao 2.4. Toda representagcao de um grupo compacto é unitaria.

DEMONSTRAGAO. Faremos aqui a demonstragao no caso em que V' é um espaco vetorial
complexo, o caso real sendo provado de maneira analoga. Sejam G um grupo compacto,
1 a sua medida de Haar normalizada e ® : G — GL(V) uma representagao. Dado ( , )
um produto interno qualquer em V', definimos para u,v € V

(u,v) = /G(i)(x)u,cb(x)v)dx.

Como @ é continua, entdo z € G +— (P(z)u, ®(z)v) € C também é continua, e, por-
tanto, integravel, de modo que (u,v) € C. Afirmamos que a fungao (, ): V xV — C
definida desta maneira é um produto interno invariante em V. A sesquilinearidade de
( , ) decorre da mesma propriedade que ( , ) possui por hipétese. Se u € V é tal
que (u,u) = [,(®(x)u, ®(x)u)dr = 0, entdo a funcdo z € G — (®(x)u, P(z)u) € C é
quase-nula. Como p é uma medida nao-nula, isto significa que existe algum x € G tal
que (®(z)u, ®(x)u) = 0, e portanto u = 0. Por fim, resta-nos verificar a invariancia de
(, ) por ®. Dados u,v € V e z € G, temos que

((z)u, @(x)v) = /(q)(y)@(iv)u,@(y)@(x)v)dy=/(q)(y:v)u,@(yiﬂ)v)dy
G G
= | @) 9wy = o). O
As Proposigoes 2.2 e 2.4 implicam que, no estudo das representacoes dos grupos

compactos, é suficiente restringir a atencao a irredutiveis e unitarias. Por este motivo,
procedemos agora a um estudo sistematico dessas representacoes. Além disso, a partir
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de agora todas as representagoes consideradas serao em espagos complexos. Utiliza-
remos a notacdo ¢ : G — GL¢(V) quando for necessario deixar claro que estamos
trabalhando neste contexto.

Sejam G um grupo topoldgico e ®, P’ representacoes de G nos espagos comple-
xos V, V' respectivamente. Uma transformacao linear 7" : V' — V'’ que satisfaz
&' (2)T = TP(x) para todo x € G é chamado de operador de intercambio entre
® e @'. Se T é um operador de intercambio invertivel entre ® e &', nao é dificil verificar
a sua inversa 77! : V! — V é um operador de intercambio entre ® e ®; neste caso,
dizemos que T é um isomorfismo de representagoes e que as representacoes ¢ e ¢’
sao equivalentes. Denotamos este fato por ® = @'

Proposigao 2.5 (Lema de Schur). (a) Se ®, 9" sdo representagoes irredutiveis de G
nos espacos V, V', respectivamente, e T : V — V' é um operador de intercambio
entre ® e ®', entao ou T € nulo ou T é um isomorfismo.

(b) Se ® é uma representagdo irredutivel de G no espagcoVeT : V — V é um operador
de intercambio entre ® e a propria ®, entdao T € um operador escalar.

DEMONSTRAGAO. (a) Consideremos os subespagos U =kerT CV e W =ImT C V',
Entao, U é invariante por ®, pois

TO(2)U = &' (2)TU = {0}
para todo x € GG, e W é invariante por ®’, pois
()W =¥ (2)TV = Td()V =TV = W

para todo z € G. Logo, ou U = V, do que segue T' = 0, ou U = {0}, isto é, T
é injetiva. Neste ultimo caso, W # {0}, pois V' # {0}, de modo que W = V', ou
seja, T' é um isomorfismo.

(b) Como V é um espaco complexo e C é algebricamente fechado, entao 7' admite um
autovalor A € C. Seja Ty = T — X -idy. Claramente, temos ®(x)T) = T \P(x)
para todo x € G, de modo que, por (a), Ty ou é nulo ou é um isomorfismo. Por
outro lado, a escolha de A\ garante que T nao ¢ injetivo, e portanto T\ = 0, isto é,
T=X\-idy. m

Corolério 2.6. Se G € abeliano ¢  : G — GLc(V) € uma representacao irredutivel,
entao dimV = 1.

DEMONSTRACAO. Dado = € G qualquer, o fato de G ser abeliano implica que ®(z)
¢ um operador de intercambio entre ® e ela mesma. Logo, ®(z) = A(x)idy e a tnica
maneira de ® ser irredutivel é com V' unidimensional. O]
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Se &1, P, sao representagoes do grupo topoldgico G nos espagos Vi, Vs, respecti-
vamente, podemos definir uma nova representacao ®; ® ®, de G no espaco V) & Vs
da maneira natural: se (v;,v2) € Vi @ Vo e x € G, entdo (O & Po)(x)(v1,v2) =
(®y(x)vy, P(x)vy). Esta representagdo é chamada soma direta de ®; por ®,. Cla-
ramente, uma construcao analoga ¢é valida para quaisquer cole¢oes finitas de repre-
sentacoes de (G. Observamos ainda que, nesta terminologia, uma representacao ® de G é
completamente redutivel se, e somente se, existem representacoes irredutiveis ®¢,...,®,
de G taisque ®=d, ¢ --- ¢ D,,.

2.2 Coeficientes Matriciais

Sejam ® : G — GL¢(V) uma representacao unitdria e ( , ) um produto interno
invariante em V. Um coeficiente matricial de ¢ é uma funcao ¢ : G — C da forma
o(z) = (P(x)u,v), em que u,v € V. Claramente, os coeficientes matriciais de uma
representagao unitaria sao fungoes continuas. Um coeficiente matricial ¢ é chamado de
bésico se existe uma base ortonormal (ey, ..., e,) de V com respeito ao produto interno
invariante escolhido e indices 4,7 = 1,...,n tais que ¢(z) = ¢;;(x) = (P(x)ej, e;). Os
coeficientes matriciais basicos sao exatamente as entradas de matriz de  com relagao
a base ortonormal fixada. De fato, para cada z € GG e cada j = 1,...,n, temos

n

P(z)e; = Z(@(w)ej, ei)e; = Z dij(x)e;.

i=1

Além disso, todo coeficiente matricial de ® pode ser escrito como combinacao linear
de coeficientes bésicos. Com efeito, se ¢(x) = (P(x)u,v) é um coeficiente matricial, ao

escrevermos
n
_ ] _ i
u = E dej, v= E d'e;
j=1 =1

temos

o(z) = <c1>(g;) chej,Zdiei> = Jdd(D()ej,e) = Idigy(x).

3,j=1 1,j=1

Lema 2.7. Representacoes unitdrias e equivalentes de um grupo topologico G possuem
0s mesmos coeficientes matriciais.

DEMONSTRACAO. Sejam @, &’ representacoes unitarias e equivalentes de G' nos espacos
V, V', respectivamente, e T : V' — V um operador de intercambio invertivel. Por
simplicidade, denotaremos por ( , ) ambos os produtos internos invariantes de V' e de
V’. Dado um coeficiente matricial ¢ de ®, escrevamos ¢(x) = (®(z)u,v), com = € G e
u,v € V. Entao,

(z) = (®(2)TT tu,v) = (TP ()T u,v) = (& (2)T tu, T*v),
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em que 7™ denota o operador adjunto a T' com respeito aos produtos internos invariantes
fixados. O membro direito desta expressao claramente define um coeficiente matricial
de @', de modo que todo coeficiente matricial de ® também é coeficiente matricial de
®’. Um argumento analogo, em que substituimos 7" por 7T~!, prova a reciproca. O

O proéximo resultado mostra que é possivel efetuar certas transformagoes no conjunto
dos coeficientes matriciais de um grupo topoldgico G e ainda permanecer nesta classe
de funcoes.

Proposicao 2.8. Se ¢ € um coeficiente matricial de uma representagao unitdria do
grupo topologico G, entdo ¢ := ¢ o, ¢ e @* também sao.

DEMONSTRAGAO. Uma vez que ¢ = (¢)*, é suficiente provar que ¢ e ¢* sio coeficientes
matriciais de G. Sejam, entdo, ® : G — GL¢(V) uma representagdo unitéria com
produto interno invariante ( , ) e u,v € V tais que ¢(x) = (®(z)u,v). Para cada
operador linear T': V' — V| denotemos por 1™ o operador adjunto a 7" com respeito a
(, ). Como (, ) ¢ invariante por @, entao ®(x)* = ®(z)~! para todo = € G, e, com
isso,
¢ (x) = (@(z7")u,v) = ((z)v, u).
Conseqlientemente, ¢* é um coeficiente matricial.

Para verificar que ¢’ é um coeficiente matricial, definimos ®* : G — GL¢(V*) por
O*(z)f = f®(z~') para cada f € V*. Como

O (ay)f = fO((zy)™) = Oy )P(x™") = (*(x)"(y))

para x,y € G e f € V* entdo ®* é um homomorfismo. Observamos que ®*(z) é o
operador transposto de ®(z71) e, uma vez que a aplicagao que associa a cada operador
linear o seu operador transposto é uma transformagcao linear, entao ®* é uma repre-
sentacao. Afirmamos que ®* é uma representacao unitaria e que ¢’ é um coeficiente
matricial de ®*. Para verificarmos isto, sejam (ey,...,e,) uma base de V ortonormal
com respeito a (, ), (ef,...,e’) a base dual associada e (, )’ o produto interno em V*

que admite (e7,...,e;) como base ortonormal. Seja também {¢;;}}';_; o conjunto de

coeficientes matriciais basicos de ® relativos a (ey,...,e,). Como
(@*(x)e;f)(ei) = 6;@)(1’71)61') = Z ¢ki($71)€;(€k) = ¢ji($71)
para todos x € Gei,7=1,...,n, entao
O (v)e; = Z dji(r e
i=1
Deste modo,
(@ (2)ef,ef) = du(a™!) = (B(a7 )ei ) = (D()ej, €)

= ¢i(x) = (D*(z7V)ef, )
= (e, ®*(z V)ey)

2
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para todos © € G e i,7 = 1,...,n. Com isso, ( , )’ é um produto interno em V*
invariante por ®*. Por fim, escrevendo

u:chej, v:idiei
j=1 i=1
e definindo .
f=Y de, g=> dej,
j=1 i=1

temos que

ola) =Y ddgy(x) =Y Jd(@ (@ el ) = (@ (@ N)g, f),

1,7=1 4,j=1

e portanto
Pla™t) = (®"(x)g. f). O

Ja sabemos que todo coeficiente matricial de um grupo topoldgico G pode ser escrito
como uma combinacao linear de coeficientes basicos. No entanto, para que o método
proposto de estudo das representagoes dos grupos compactos seja bem-sucedida, ainda
é necessario que obtenhamos uma forma de reduzir a analise dos coeficientes matriciais
aos das representacoes irredutiveis de G.

Lema 2.9. Se ¢ ¢ um coeficiente matricial de uma representacdo unitdaria do grupo
topoldgico G, entdo podemos escrever ¢ como uma combinacdo linear de coeficientes
matriciais bdsicos de representacoes unitdrias irredutiveis de G.

DEMONSTRAGAO. Sejam ¢ : G — GL¢(V) uma representagao unitaria e u,v € V
tais que ¢(z) = (P(z)u,v), em que (, ) é um produto interno em V' invariante por
®. SejaV="U; @@ U, uma decomposicao de V' em subespagos invariantes, irre-
dutiveis e mutuamente ortogonais com respeito a { , ), e sejam ®q,..., Py as subre-
presentacoes obtidas restringindo ® a estes subespacos. Escrevendo u = uy + - - - + ug
ev=uv+- -+ v em que u;,v; € U;, temos que ¢(z) = Zijzl(q)(x)ui,vj). Como
os subespagos Uy, ..., Uy sdo invariantes e mutuamente ortogonais, entao ®(z)u; L v;
e ¢(x) = 1 (®i(x)u;, v;). Definindo ¢;(x) := (®;(x)us, v;) para i = 1,...,k, temos
que cada ¢; é um coeficiente matricial de uma representacao unitaria e irredutivel de
G, e, claramente, ¢ = ¢1 + --- + ¢;. Escrevendo cada ¢; como combinacao linear de
coeficientes matriciais basicos da respectiva representacao, obtemos o resultado. O

Proposicao 2.10 (Relagoes de Ortogonalidade de Schur). Sejam G um grupo com-
pacto, ® e ' representacoes unitdrias, irredutiveis e nao-equivalentes de G em 'V e V',
respectivamente, e {¢ij}ij, {Ok s 08 respectivos conjuntos de coeficientes matriciais
basicos com relacao a um par de bases ortonormais fixadas. Entao,

(a’) (¢1]7 ¢;€l) = 07 para tOdOS iuja ka l;'
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5 8iir
(%) (P15, buy) = 357
DEMONSTRAGAO. Primeiramente, verificaremos alguns fatos de cardter geral. Sejam
®, ®’ representacoes unitarias irredutiveis de GG nos espacos V, V', respectivamente, e,
por simplicidade, denotemos por ( , ) ambos os produtos internos invariantes. Dada
uma transformacao linear T : V' — V qualquer, definimos B : V' x V' — C por

B(v,v") = /G<v,(I>(x)T<D'(x_1)v'>dx. (2.2)

Como a fungao z € G +— (v, ®(x)TP'(z71)v') € C é continua para todos v € V e
v' € V' entao B estd bem-definida. Além disso, nao é dificil provar que B é uma forma
sesquilinear. Logo, para cada v' € V' a fungdo v € V +— B(v,v') € C é um funcional
linear em V', e portanto existe um tnico vetor Sp(v') € V tal que B(v,v") = (v, Sp(v')).
Isto define uma aplicagao linear Sy : V' — V que, por (2.2), satisfaz a rela¢ao

(v, S(v")) :/<v,<1>(m)T¢)'(a:_1)v'>dx

G

para todos 1,1, 7,7’ .

para todos v € V e v’ € V’'. Afirmamos que Sr é um operador de intercambio entre @’
e ®. De fato,

(v, ®(x)Sp® (z~ ") = (®(x v, Sp® (z7H)')

= [ e )T )
_ /£<v,¢(my)7wbx(xy)1ﬁ/>dy

_ /G (v, B(y) T (y~ ')y
= <U,ST(U/>>

para todos v € V e v/ € V/; isto é, ®(z)S7®'(z7!) = Syr. Uma vez que ® e &’ sao
irredutiveis, pelo Lema de Schur temos S = 0 ou Sy invertivel, fazendo com que ®, &’
sejam representacoes equivalentes. Neste ultimo caso, podemos supor, sem perda de
generalidade, que ® = ®" e que T': V — V, e aplicando o Lema de Schur novamente
temos St = A -idy para algum A € C. Este valor A pode ser calculado da seguinte
maneira: seja (e, ...,e,) uma base ortonormal de V' com respeito a (, ); entao,

o TI'(ST) . 1 -
A= dimV diszRST(ez)76Z>

=1

1 & y
- dimvizl/g@(x)Tq)(x Jes, e;)da
L -1
:dmvéﬂ@@Wﬂxﬁm
Te(T)

dim V"’
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Tr(T)

Portanto, Sp = — - 1dy.
dim V'
Para provar o item (a), sejam (e1,...,e,) € (€],..., e, ) bases ortonormais de V e
V', respectivamente, tais que ¢;;(x) = (®(x)e;, e;) e ¢y (z) = (D' (x)e}, €)). Para cada
j=1,...,necadal=1,...,m,sejaTj : V' — V a transformacao linear definida por

Ty(v') = (v, e;)e;. Como @, ®’ sdo ndo-equivalentes, entdao Sz, = 0, e portanto
0 = (enSrch) = /G (4, B(2) T (21 )el ) da
= [ @ @ @les)dr = [ @ (@t ) @)y s
= [ )@ = G )

Para verificar (b), definimos, para cada j,7/ = 1,...,n, a transformagao linear
Ty 'V — V por Tj;(v) = (v,ej)e;. Entao,

n n

Tr(Tjj’) - Z<Tjj’(ei)’60 = Z«ei’ej 6]’61 Z 61763 6]’61 <6j’ej’>v

=1 =1

(6]-, ej’>
dimV

de modo que STjj, = -idy. Com isso, se 7,7’ = 1,...,n, entao, por um lado,

_ (ej,ej){ei, ei)
<el7 STjj/(ez’)> - dim V

e, por outro,
€Sy e)) = [ (e 8Ty eshdo
= /(ei,@)(l‘1)€i',€j'>q)<x)ej>dx
G
= / q)(x)ej’aez >de

_ /qﬁu 25 (@)

¢zg a¢l])

Portanto,

Ty <€j7€j'><€z",€z‘> . 52‘1"5]‘3"
<¢z]7 ¢z/]’) - (¢Z/j/7 (bz]) - dim V = dlmV

Dado um grupo compacto G, para toda representacao ® : G — GLc(V) existe
um ntimero natural n e uma representagao ® : G — G'Lc(C") equivalente a ®.! Além

]

'De fato, basta tomar n = dimV, T : V — C" um isomorfismo linear e definir ® : G — G L¢(C")
por ®'(x) = T®(x)T~1.
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disso, se ® é unitaria, podemos usar o operador de intercambio entre ® e &' para definir
um produto interno em C™ invariante por . Uma vez que os coeficientes matriciais de
representacao unitarias equivalentes sao os mesmos, entao podemos assumir, sem perde
de generalidade, que todas as representacoes unitarias de GG se dao nos espagos C™.

Seja Rep,, um conjunto de representacoes unitérias, irredutives e duas-a-duas nao-
equivalentes de G em C" que, além disso, é maximal com respeito a estas propriedades
e tomemos Rep(G) = |J 2, Rep,. Entdo, Rep(G) é um conjunto formado de repre-
sentacoes unitarias de G, irredutiveis e duas-a-duas nao-equivalentes com a propriedade
de que se ¢’ é uma representacao unitaria e irredutivel de G entao ®’ é equivalente a
alguma representagao de Rep(G). Escrevamos Rep(G) = {®“},ca e denotemos, para
cada a € A, d* a dimensao do espago da representacao d°.

Para cada representacao @, fixamos um produto interno invariante no espaco da
representacao e tomamos uma base ortonormal com respeito a este produto interno,
assim obtendo um conjunto de coeficientes matriciais basicos que denotaremos por
{¢%}i;. Tomando B(G) = U,ca{(d*)"?¢%}: ;. concluimos da Proposicao 2.10 que
B(G) é um sistema ortonormal em L?(G). Provaremos adiante neste capitulo que B(G)
é, na verdade, uma base de Hilbert para L*(G). Este resultado é o famoso Teorema
de Peter & Weyl, uma das pegas fundamentais da teoria de representagoes dos grupos
compactos e da teoria de analise harmonica.

Funcoes Representativas

Seja G um grupo compacto. Vamos denotar por R(G) o subespago vetorial de
L*(G) gerado pelos coeficientes matriciais das representagoes unitdrias de G. Uma
funcdo f € R(G) é chamada de fungao representativa de GG. Claramente, toda
funcao representativa de G é continua. Vale a pena observar que, pela Proposicao 2.8,
se f € L*(G) é uma funcio representativa, entdo f*, f e f o: também sao.

Teorema 2.11. Seja G um grupo compacto. Para toda funcao f € L*(G), as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

(a) f € representativa;

(b) existe um subespago V C L*(G) de dimensdo finita que contém f e que é invariante
por translacoes;

(c) existe um subespago V C L*(G) de dimensdo finita que contém f e que é invariante
por translacoes a direita,;

(d) existe um subespaco V' C L*(G) de dimensdo finita que contém [ e que é invariante
por translacoes a esquerda.

DEMONSTRAGAO. (a)=-(b): Seja U o subconjunto de L*(G) formado por todas as
fungoes f € L*(G) que satisfazem (b). Precisamos provar que R(G) C U. Primeira-
mente, observamos que U é um subespago vetorial de L?(G). Com efeito, é facil ver
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que 0 € U e, dados f,g € U e A € C, sejam V,W C L?(G) subespagos de dimensao
finita tais que f € V, g € W. Entao, V 4+ W é um subespago de dimensao finita de
L*(@) invariante por translagoes e que contém f + \g.

Uma vez que U é um subespago vetorial de L?(G) e R(G) é gerado pelos coeficientes
matriciais de representagdes unitarias de G, para provar que R(G) C U é suficiente mos-
trar que ¢ € U sempre que ¢ é um coeficiente matricial. Tomemos ¢ : G — GLc(W)
uma representagao unitdria com produto interno invariante ( , ) e que tenha ¢ como
um coeficiente matricial e seja V' C L?(G) o subespago gerado pelos coeficientes matri-
ciais de ®. Claramente, ¢ € V e, uma vez que os coeficiente matriciais basicos de ¢
com respeito a alguma base ortonormal de W formam uma base de V', entao V é de
dimensao finita. Resta provar que V' é invariante por translacoes. Seja 1 um coeficiente
matricial de ® e escreva ¢(z) = (P(x)u,v), em que u,v € W. Dados z,y € G, temos

(Re0)(y) = dlyz) = (P(yx)u,v) = (®(y)(P(2)u), v)

(Lo)(y) = (a7 'y) = (2(2) ' @(y)u, v) = ((y)u, D(z)v)
o que significa que R,y e L, ainda sao coeficientes matriciais de ® e que, portanto,
pertencem a V. Como R,, L, sao lineares, o resultado segue.

(b)=(c) e (b)=-(d): Sao imediatas.

(c)=>(a): Seja V C L*(G) o subespago do enunciado e definamos ® : G — GL¢(V)
por ®(z)g = R,g. As Proposigoes 1.24 e 2.1 garantem que ® é uma representacao de
G. Além disso, o produto interno de L*(G) restrito a V é invariante por ®. Seja
(é1,...,€e,) uma base ortonormal de V' e tomemos {¢;;};; os coeficientes matriciais
bésicos associados. Escrevendo f = Z?:l dej, temos

O(x)f = Z IO(x)e; = Z A dij(z)e,

i.j=1

ou seja, para cada x € GG vale a igualdade

(®(2)f)y) = D Aoi(x)eily)

ij=1

para quase todo y € G. Vamos considerar a funcao F : G x G — C definida por

Fz,y) = (@@)f)y) = Y dy()eily).

1,j=1

Claramente, F' é mensuravel. Além disso, pelo Teorema de Tonelli temos

AwwwmmwwaL d@“‘a

(@(2)f)(y) = Y bij(x)ei(y)

ij=1
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de modo que F' =0 (u X p)-q.t.p. Isto significa que

Ey:{xeG (d( ¢Zc?¢w }

¢ um conjunto de medida nula para quase todo y € G, e portanto podemos escolher
Yo € G tal que

f(yor) = (& Zcﬂ% x)ei(yo)

i,7=1

para quase todo z € G. Como pu é uma medida de Haar, entao

fl@) = (®(yo ' Z dei(yo)dis(yo @ Z ei(yo)(Lyy¢i) ()

1,7=1 1,7=1

. n ;
para quase todo x € G, e concluimos que f = 1", ?€;(yo) Ly, ¢ij. Como provamos
acima, as funcoes L,,¢;; sao coeficientes matriciais de ®, e isto implica que f é uma
funcao representativa.

(d)=(a): Seja V' como no enunciado e tomemos U = {go¢: g € V}. Como a aplica¢ao
g € L*(G) — got € L*(G) é uma transformacao linear, entdo U é um subespago
vetorial de dimensao finita de L?(G) que contém foi. Se g € U, entao got € V, de
modo que L,(got) € V para todo z € G. Por outro lado,

(La(go)(y) = (gou)(x'y) = gy~ 'z) = ((Rag) 0 1) (),

ou seja, R,g € U. Isto significa que U é invariante por translagoes a direita, e pelo
que provamos acima concluimos que f o: € U é uma funcao representativa. Portanto,

f=(fo1)oreR(G). -
Corolario 2.12. Seja G um grupo compacto. Entao, R(G) € invariante por translagoes.

DEMONSTRAGAO. Se f € R(G), entdo existe um subespago V' C L*(G) de dimensao
finita contendo f que ¢é invariante por translagoes. Claramente, cada elemento de
V' satisfaz a condigdo (b) do Teorema 2.11, de modo que V' C R(G). Portanto,
R.f,L.f € V C R(G) para todo x € G. O

Coroldrio 2.13. Seja G um grupo compacto. Entao, R(G) € um ideal bilateral da
dlgebra de convolugio L*(G).

DEMONSTRAGAO. Sejam f € R(G) e g € L*(G). Pelo Teorema 2.11, existe um su-
bespagco V' C L*(G) de dimensao finita contendo f que é invariante por translagoes.
Sejam W7 :=V xge Wy := g* V. Claramente, W; e W5 sao subespacos de dimensao
finita de L?(G) contendo, respectivamente, f x g e g * f. Além disso, pelo item (b) do
Lema 1.25, temos que W é invariante por translacoes a esquerda e W5, por translagoes
a direita. Portanto, f % g e g * f sdo funcoes representativas. [
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Caracteres

Seja ® uma representacao do grupo compacto G no espaco vetorial complexo V' de di-
mensao finita. O caracter de ® é a funcao yo : G — C definida por x¢(z) := Tr(P(z)).
Dados z,y € GG, temos

X (zy) = Tr(®(2)®(y)) = Tr(P(y)(2)) = xa(yz),

ou seja, o caracter de uma representacao de GG é uma funcao de classes. Além disso, nao
é dificil provar que representagoes equivalentes de G possuem o mesmo caracter. Vamos
denotar por Char(G) o subespaco de L?(G) gerado pelos caracteres das representagoes
de G.

Lema 2.14. Seja ® uma representacao unitdria do grupo compacto G no espaco V.
Entao, xe € uma fungao representativa.

DEMONSTRAGAO. Sejam (, ) um produto interno em V' invariante por ® e (ey, ..., e,)
uma base de V' ortonormal com respeito a (, ). Se {¢;;}i; ¢ o conjunto dos coeficientes
matriciais basicos associados a esta base, entao, para todo x € GG, temos

Se &, P, sao representacoes de GG nos espagos Vi, Vs, respectivamente, entao vemos
facilmente que Xxo,46, = Xo, + Xa,- Deste modo, se & é uma representagao comple-
tamente redutivel de G, entao podemos escrever yg como uma soma de caracteres de
representacoes irredutiveis de G.

Proposicao 2.15. Sejam G um grupo compacto e Rep(G) um conjunto maximal de
representacoes unitdrias, irredutiveis e duas-a-duas nao-equivalentes de G. Entdo, o
conjunto dos caracteres das representacoes de Rep(G) é um sistema ortonormal em

2(G).

DEMONSTRAGAO. Sejam &% ®° € Rep(G) representacoes de G' nos espacos Vo, Vs,
respectivamente, e {&g;}i;, {(bfl}k,l os respectivos conjuntos de coeficientes matriciais

7 . . di Va dlmV ~
basicos associados. Como xga = Y i “ 0% € Xos = P pey ¢fk, entao
dim V,, dim Vg
_ a f
(Xae; Xo8) = § § ( zza¢kk)
=1 k=1

Pela Proposicao 2.10, se a # [ entao todas as parcelas do somatorio acima se anulam,
e temos (Xa, Xos) = 0. Por outro lado, se a = /3, entao
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Corolario 2.16. Sejam G um grupo compacto, ® uma representacao unitaria de G' no
espaco VeV =U; & --- & U, uma decomposicao de V em subespacos invariantes e
irredutiveis por ®. Dada uma representacao irredutivel ®* de G, temos que (Yoo, Xo)
€ um numero natural igual a quantidade de subrepresentacoes ®y, equivalentes a O.

~ k ~ k
DEMONSTRAGAO. Como Xo = D ;) Xay,, entdo (Xeo, Xa) = D (Xee, Xa,, ). Para
cadat =1,...,k, se Oy, é equivalente a *, entao a parcela correspondente no somatorio
vale 1; caso contrario, ela vale 0. O

Corolario 2.17. Sejam G um grupo compacto e ® uma representacao unitdaria de G' no
espaco V. SeV =U1®---@U, eV =W1B---@W, sao duas decomposicoes de V em su-
bespacos invariantes por ® e irredutiveis, entao k =1 e, apds uma possivel reordenacao
desses subespacos, temos que Py, e Py, sao equivalentes para todo 1 =1,... k.

Corolario 2.18. Se G é um grupo compacto, entao duas representagoes unitarias de
G de mesmo caracter sao equivalentes.

Funcoes de Classes

Seja G um grupo compacto. Como provamos no Capitulo 1, o centro da algebra de
convolugao de G é o conjunto CI(G) composto das fungoes de classes de L?(G). Por
causa disso, Cl(G) é um subespaco fechado de L?(G), de modo que podemos considerar
a projecao ortogonal de L*(G) sobre Cl(G), que denotaremos por P.

Proposigao 2.19. Se f € L*(G), entao

(Pf)(x) = /G F(yay™)dy

para todo x € G.

DEMONSTRACAO. Primeiramente, provaremos que a funcao
f: reGr— / flyzy Hdy € C
el

estd bem-definida e pertence a L?(G). Para tanto, observamos que

[ ([ istmoi)a = [ ([ 1rar) i
= [ ([ 1) ay

< [I£1l2

pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Isto significa que a fungao

re€Gr— /G |f(yzy™)|dy € [0, +o0]
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¢ integravel, e portanto que |fG f(ywyfl)dy‘ < 400 para quase todo z € G. Logo, fv
estd bem-definida. Para ver que f € L*(G), temos o seguinte:

/G‘f(x) o

2
Ddy| dx

< /:(Zf(ywyl)dyydz
= [ verdian) ([ 1resas) | ao

- / |fyay ™) - |f (z22 )| d(y, 2, 2)
GxGxG

= [ (] e i ) a2
<[ [( / !f(yxy‘1)|2d$)1/2 (f If(zxz‘l)Ide)l/Ql (s, )

= |IfIl5.

Agora, seja P' : L?(G) — L*(G) a aplicagao definida por (P'f)(z) = [, f(yzy™")
Mostramos acima que P’ estd bem-definida, e é imediato que P’ é hnear Aﬁrmamos
que P’ = P. Para provar isto, temos que verificar trés fatos: (i) P? = P'; (i) P’ é
autoadjunto; (iii) Im(P’) = CI(G).

(i) Seja f € L*(G). Entao,

P20 = [P = [ ( / f(zyxy‘lz‘l)dZ) dy

= /G </Gf(zxz_1)dz) dy = /G(P’f)(a:)dy = (P'f)(x).

(ii) Se f,g € L*(G), entao

o) = [oeaeie= [ ([ e i) i
e ([
W

= (f,P9)
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(iii) Se f € L*(G) e x,y € G, entao

(P'f)(zy) = /G f(eayz)dz = /G F((zy ey ™) Vde
- /G fleyze)dz = (P'f)(ya),

provando que P’ f € Cl(G). Reciprocamente, se f € Cl(G), entao

P = [ ey = [ )= 1)
de modo que f = P'f € Im(P'). H

Corolario 2.20. Se G é um grupo compacto e f : G — C € continua, entao Pf também
€ continua.

DEMONSTRAGQAO. Sejam xy € G e € > 0. Pela continuidade uniforme de f, existe uma
vizinhanca U C G de 1 tal que |f(z) — f(y)| < € para todos =,y € G que satisfazem
ry teU.

Afirmamos que existe uma vizinhanca V C G de 1 tal que yVy~! C U para todo
y € G. Suponhamos, por absurdo, que para toda vizinhanca V C G de 1 existem
yy € G e xy € V tais que yyzyy, ¢ U. Claramente, a rede (zy)y assim definida
converge a 1. Além disso, uma vez que G é compacto, podemos assumir que a rede
(yy)y converge a y € G. Isto significa que a rede (yyxyy; ')y converge a 1, o que
contradiz o fato de que yvasvy‘jl ¢ U.

Seja V' C G uma vizinhanca de 1 tal que yVy~! € U para todo y € G, e tomemos
W =Vuaxy. Se x € W, entao

(yoy ) (yzoy™") " =yaag'y "t eyVy T CU

para todo y € G. Isto significa que, se x € W, entao
|f(yzy™) — flyzoy )| < e
para todo y € G. Portanto,
(PH) = (PH@)| < [ 17y~ oy < e
G

para todo x € W. n

Corolario 2.21. Sejam G um grupo compacto e f € L*(G) uma fungao representativa.
Entao, Pf € Char(G). Em particular, R(G) € invariante por P.
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DEMONSTRAGAO. E suficiente provar a afirmacao quando f é um coeficiente bésico
de uma representacao unitaria e irredutivel de G. Sejam, entao, ® uma representagao
irredutivel de G no espago V', ( , ) um produto interno em V invariante por ® e
(é1,...,e,) uma base ortonormal de V com respeito a (, ). Se {¢;;}i; sdo os coeficientes
matriciais basicos associados, entao

(Pou)(x) = /G iy (yey ™)y = /G @y ay)es, e)dy
= /G<‘1>(x)@(y)ej7<1>(y)ei>dy—/G<<1>(fv);¢kj(y)ek,lzl¢zi(y)ez>dy

= Y | otmi@@en aldy = 3 ona) on. o)

k=1 &
_ - 005 O - Gy
— I;Cblk(x)dimv = ImV ;gﬁkk(lv) = dimVXq)(x)
para todos ¢, =1,...,n e todo z € G. -

2.3 O Teorema de Peter & Weyl

No comego do século XIX, o matematico francés Joseph Fourier langou as bases da
analise harmonica ao reduzir o estudo das ondas sonoras e de calor ao estudo de ondas
mais simples (os “harmoénicos simples”) e depois utilizar o principio de sobreposigao
para reconstruir as ondas originais e, neste processo, obter as informagoes desejadas.
Esta técnica, conhecida como Analise de Fourier, provou ser extremamente poderosa e
estd na base de muitas das atuais tecnologias de telecomunicacgoes, acistica e éptica.

O problema central da Analise de Fourier é tentar escrever uma funcao periddica
f : R — R de perfodo T" > 0 como combinacao linear (possivelmente infinita) das
funcoes

cos (M) , sen (M) , neN.

T T
Explicitamente,
flz) = Z ,, COS (2”%) + b,sen (2”%) ) (2.3)
neN
Utilizando as relacoes
cos(x) = r +26 w:’ sen(z) = croe” _26 m,

podemos reescrever (2.3) na forma

f(l‘) _ che27rinm/T + dne—Zm'n:c/T7 (24)

neN
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em que ¢, = ‘I”TH’" ed, = @ Pondo ¢, = d_,, para n < 0, temos ainda que (2.4)
pode ser escrita da forma

f(.ﬁl,’) _ che27rm:p/T _ ch (€2m’x/T)'ﬂ . (25)

nez nez

Considerando a aplicacdo de recobrimento p : R — S! definida por p(z) = *™#/T o

fato de f ter perfodo T' implica que [ fatora-se a uma fungao f:S* — R satisfazendo
fop=f, edeste modo (2.5) pode ser reescrita da forma

f(2) = Z cn?", 2= erm/T (2.6)

neE”L

Isto significa que o problema original de Fourier de obter a equacao (2.3) para f pode
ser visto como o problema de escrever uma funcao f : S! — R como combinacao linear
das funcoes z € S!' — 2" € S!, n € Z. Esta reformulacao tem a vantagem de agora
estarmos trabalhando sobre um grupo compacto (S!).

Outro ponto interessante desse ponto de vista é que as funcoes z € S' — 2" € S! sao
exatamente os coeficientes matriciais bésicos das representagoes irresutiveis do grupo
S!. Para ver isto, primeiro observamos que, como S! ¢ abeliano, entdo as suas repre-
sentacoes irredutiveis sao todas unidimensionais pelo Corolario 2.6. Além disso, sendo
S! compacto, todas as suas representacoes sao unitarias, de modo que podemos assu-
mir que as representacoes irredutiveis de S' sao homomorfismos continuos ® : S' — S!.
Estes homomorfismos coincidem com os coeficientes matriciais basicos que queremos
determinar. B
_ Dado um homomorfismo continuo ® : S' — S', seja @ : R — S' a fungao definida por
P(x) = (™). Como ¢ : x € R — €™ € S' é um homomorfismo de recobrimento,
entdo ® ¢ um homomorfismo continuo. Seja D o ntcleo de d. Entao, D é um subgrupo
fechado de R, e portanto D = R ou D = Zzx, para algum xq > 0. Se D = R, entao esta
claro que ® = 1, isto é, ®(z) = 2° para todo 2z € S'. Caso contrario, temos 0 < x¢ < 1,
pois 1 € D e zp = min{z € D : > 0}. Com isso, ker(®) ¢é finito, pois ker(®) = p(D)
e D é discreto e fechado. Em particular, xy é racional. Na verdade, o = 1/n para
algum numero natural n > 0. De fato, escrevendo o = m/n, com m,n € N\{0} e
mdc(m,n) =1, sejam «, § € Z tais que am + fn = 1. Entao,

% —azg+ f= @ (%) - (5(%))0213(5) ~1.

Logo, 1/n € D e 0 < 1/n < zy, e portanto oy = 1/n.

Vamos provar que ®(z) = z" ou ®(z) = z~". Como ¢ : R — S! é recobrimento,
entdo ® levanta-se a uma funcdo continua ® : R — R satisfazendo go ® = de ®(0) = 0.
Além disso, como ® ¢ um homomorfismo continuo, entdo ® também é. Portanto, existe
um nimero real yo # 0 tal que ®(z) = yox. Como p~'(1) = 277Z, entdo ®(D) C 277Z.
Logo, ®(z0) = yowo = 27k para algum k € Z. Devemos ter k # 0, pois caso contrario
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terfamos xy = 2;—0’“ =0. Logo, k > 0ouk < 0. Se k > 0, entdo ® é uma funcio

crescente que manda bijetivamente o intervalo [0, 2] no intervalo [0, 27k]. Isso significa
que k = 1, pois caso contrério zj, = ® (27) seria um niimero positivo em D menor do
que g, um absurdo. Logo, 2 = yozo = 27, isto é, yo = 27n. Portanto, se z € St e

z € R é tal que z = ¢(x), entao

B(2) = D(g(x)) = B(x) = ¢(B(x)) = alyo) = g(2mnz) = ="

Agora, se k < 0, entao um argumento analogo ao apresentado acima prova que k = —1,
isto é, que yo = % = —2mn, e portanto

n

®(z) = (¢(z)) = () = a(P(z)) = alyor) = ¢(~2mnz) = ="

O resultado que provaremos agora generaliza esta situagao para qualquer grupo
compacto.

Teorema 2.22 (Peter & Weyl). Seja G um grupo compacto. Entao:
(a) R(G) € denso em L*(G);

(b) R(G) € denso em C(G) (com respeito a norma do supremo);

(¢) Char(G) € denso em Cl(G).

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, vamos provar que (b) e (¢) decorrem de (a). Para
verificar (c), sejam f € Cl(G) e € > 0, e tomemos, de acordo com (a), uma fungao
g € R(G) tal que ||f — g||» < e. Como P : L*(G) — CI(G) é uma projecao ortogonal,
entao

Lf =Pyl = [[P(f =9l < [If —gll < e

Além disso, Pg € Char(G) pois g € R(G).

Para provar (b), sejam f € C(G) e € > 0. Se f = 0, ndo hd o que provar. Supo-
nhamos, entao, que f # 0. Para cada vizinhanga U C G de 1, seja gy € R(G) tal que
[T — gullz < €/2]|f]|sup, em que (I7)y é a unidade aproximada de L?(G) definida no
Capitulo 1. Como R(G) é um ideal bilateral da dlgebra de convolugao de G, entao para
cada vizinhanca U de 1 temos f * gy € R(G). Além disso,

Hf*gU_stup S Hf*gU_f*IUHsup_‘_Hf*IU_stup'

Por outro lado,

((f*+gu = [+ Iu)(x)] =

/G Fay ™) go — 1) (y)dy

. /G (g — 1) ()ldy
< ||f||sup||gU_]U||2
< €/2
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para todo z € G, de modo que ||f*gy — f*Iy||sup < €/2. Como arede (f*Iy)y converge
uniformemente a f, entdo existe uma vizinhanca Uy de 1 tal que || f * Iy, — f||sup < €/2.
Portanto, ||f * gu, — fllsup < € € (b) esté provada.

Agora, provemos (a). Denotemos por FE o fecho de R(G) em L?(G) e suponhamos,
por absurdo, que E # L*(G). Uma vez que E ¢é um subespaco fechado de L?(G), isso
significa que E+ # {0}. Como R(G) é invariante por translacoes e pela adjuncao,
entao E também é. Com isso, o fato das translagoes serem isometrias lineares de L*(G)
mais o item (e) da Proposigao 1.30 implicam que E* é invariante por translacoes e pela
adjuncao.

Afirmamos que existe uma funcao f € E+ nao-nula, continua, de classes e que
satisfaz f* = f. Para ver isto, tomemos h € E+\{0} qualquer e consideremos a rede
(Iy *h)y que converge a h. Como h é nao-nula, entao existe uma vizinhanga Uy C G de
1 tal que hg := Iy, * h # 0. Além disso, hy é continua pela Proposicio 1.26 e hg € E*,
pois se g € E entao

(ho,g) = (I, * 1 g) = /G /G Ty ()h(y™" ) g(@) dydz = /G Iy () (Lyh, g)dy = 0.

Seja g € G tal que ho(zg) # 0 e tomemos hy = R, ho. Entdo, h; é continua e
hi(1) # 0. Fazendo hy := hy(1)hy, temos que hy € E+ é continua e que hy(1) > 0. Seja
hs := Phy € CI(G). Como P é uma projecao ortogonal e P(E) C E pelo Corolario
2.21, entdo hs € E+. Além disso, como

hs(1) = (Pha)(1) = /th(ylyl)dy ~ ho(1) > 0,

entao hsy # 0. A fungao f := hs + hj satisfaz as propriedades desejadas.

Tomemos, entdo, f € E+ nas condicoes acima. Seja K : G x G — C definida por
K(z,y) = f(z7'y). Como f é continua e ndao-nula, entao K também é. Em particular,
K € L*(G x G). Com isso, podemos definir o operador T : L*(G) — L*(G) por

(To)(x) = /G K (. 9)g(y)dy.

Como sabemos da teoria geral dos espacos de Hilbert, T' é um operador linear nao-nulo
e compacto em L?(G). Além disso, T é simétrico, pois dadas g, h € L*(G) temos

(Tg,h) = /G ( /G K(x,y)g(y)dy) h(z)dz = /G /G F@™y)g(y)h(x)dyda
= /G /G f @ y)g(y)h(x)dyde = /G /G fly~tx)g(y)h(z)dydx

— /Gg(y) (/GK(y,:L‘)h(x)dil?)dy:(gaTh)-

Portanto, pelo Teorema Espectral para operadores simétricos e compactos, T admite
um autovalor A € C cujo auto-espago associado Vy C L*(G) possui dimensao finita.
Claramente, V) # {0}. Uma vez que T # 0, podemos assumir A # 0.
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O subespago V), ¢é invariante por translacoes a esquerda, pois se g € V) entao

(T(Log))(y) = /fy 2gla zdz—/fy 2)g(2)dz
= (Tg)(z"'y) = Ag(z™'y) = (A\L.9)(y).

Logo, podemos definir a representacao ¢ : G — GL¢(V)) por ®(x)g = L.g, e observa-
mos que o produto interno de L?(G) restrito a V3 é invariante por ®. Seja (ey, ..., e,)
uma base ortonormal de V) e {¢;;}i; C E os coeficientes matriciais basicos associados.
Como

65(2) = (Laty, &) = /G e;(x~ ) g)dy,

entao
0 = (o) = [ faside = | [ f@ieE s
G ¢Ja
= [ [ @ity = [ [ e
¢Ja

= / (/ K(z,y)e;(y )ej(x)dm = (Te;, ej)

= A(e;,e€j).
Uma vez que A # 0, temos que (e;,e;) = 0 para todos 4,5 = 1,...,n, o que contradiz
Vi # {0}. Portanto, E+ = {0} e o Teorema est& provado. O

Corolario 2.23. Sejam G um grupo compacto e Rep(G) = {®*}, um conjunto ma-
ximal de representacoes unitdrias, irredutiveis e duas-a-duas nao-equivalentes de G.
Entao, B(G) = {5 }ija € uma base de Hilbert para L*(G) e {Xao}to € uma base de
Hilbert para CI(G). Em particular, se G € um grupo compacto e separdvel (entre os
quais estao os grupos de Lie compactos), entao Rep(G) € enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. Se G é separdvel, entao L*(G) é um espago de Hilbert separével,
como foi provado na Proposi¢ao 1.23. Logo, toda base de Hilbert de L?(G) (assim
como de qualquer subespago fechado de L?*(G)) deve ser enumerével. ]

Corolario 2.24. Todo grupo de Lie compacto admite uma representacao fiel.

DEMONSTRAGAO. Como R(G) é denso em C(G), entdo o conjunto dos coeficientes
matriciais de GG separa pontos de GG. Logo, o conjunto das representacgoes de GG separa
pontos de G. Com isso, para cada x € G'\{1}, existe uma representagao ® de G tal que
O(x) # (1), isto é, x ¢ ker .

Sejam x1 € Gp\{1} e ®; uma representacio de G tal que z; ¢ ker &1, em que Gy é
a componente conexa de G contendo o elemento neutro. Entao, (ker ®1)y € Gy, o que
significa que ker ®; é um subgrupo fechado de G cuja dimensao é estritamente menor
do que a de G. Se dimker ®; > 0, escolhemos x5 € (ker ®1)\{1} e uma representacao



Capitulo 2. Teoria de Representacoes de Grupos Compactos 55

o), de G tal que x9 ¢ ker @,. Entao, tomando ¢ = ®; & D), temos que (ker o)y C
(ker @1)g, e, portanto, ker &5 é um subgrupo fechado de G cuja dimensao é menor do
que a dimensao de ker ;. Levando este processo adiante, que deve eventualmente
encerrar pois cada passo resulta num subgrupo fechado de G de dimensao estritamente
menor do que no passo anterior, obtemos uma representacao & = &1 @ --- p &, de G
tal que dimker ® = 0. Como G é compacto, o subgrupo ker ®' é finito. Escrevamos
ker & = {yx41,...,Yn} € tomemos, para cada i = 1,...,n — k, uma representagao Py
de G tal que yg.; & ker ®5,,;. Vemos facilmente que ¢ := &' @ ¢y @ --- @ P, é uma
representacao fiel de G. m



o6



Capitulo 3

Grupos de Lie Compactos

3.1 Algebras de Lie Compactas

Seja g uma algebra de Lie real de dimensao finita. A representagao adjunta de g tem
como imagem a &lgebra de Lie ad(g) C det(g), e portanto existe um tnico subgrupo
de Lie conexo de Aut(g) com algebra de Lie ad(g). Este grupo é chamado de grupo
adjunto de g e denotado por Int(g). Os elementos de Int(g), que sao automorfismos
de g, sdo chamados de automorfismos internos de g. Cada elemento de Int(g) é um
produto de automorfismos de g da forma eX) X € g.

Lema 3.1. O centro do grupo adjunto de uma dlgebra de Lie semi-simples € trivial.

DEMONSTRACAO. Seja ¢ € Ziyy(g). Como ¢ é um automorfismo de g, entao

(pad(X)o Y = o[X, 67 1(Y)] = [¢(X),Y] = ad(6(X))Y
para todos X,Y € g, isto é, pad(X)¢™' = ad(¢(X)). Com isso, dados X € get € R,
temos e(X) = ¢2d(tX) ¢ Int(g), e portanto

tad(X) ¢ ptad(X) ol = ptead(X)e™! _ tad(¢(X))

e
Diferenciando esta equagdo com respeito a ¢ no ponto t = 0, obtemos ad(X) =
ad(¢(X)). Sendo g semi-simples, segue que X = ¢(X), e conseqiientemente ¢ =id,. [
Lema 3.2. Sejam g uma dlgebra de Lie e h C g um ideal. Entao, b é um subespaco

invariante pela representacdo canonica de Int(g) em g.

DEMONSTRAGAO. O fato de b ser um ideal significa que b é invariante por ad(X) para
todo X € g. Logo, se X € g entao ad(X)"h C b para todo n € N. Com isso, dado
Y € b, temos que

=1
Ny =3 —ad(X)"Y
n:
n=0

¢ o limite de uma série convergente de elementos de . Sendo g de dimensao finita, este
limite pertence a b, e portanto 24Xy C . Como Int(g) é gerado por elementos da
forma €**) concluimos que b é invariante por todo ¢ € Int(g). ]

o7
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Lema 3.3. Se g € a dlgebra de Lie de um grupo de Lie G, entao Int(g) = Ad(G)o. Em
particular, se G é conexo, entdo Int(g) = Ad(G).

DEMONSTRAGCAO. A imagem do homomorfismo continuo Ad : G — Aut(g) é um
subgrupo de Lie de Aut(g) cuja algebra de Lie é a imagem de g pelo homomorfismo
induzido por Ad, que ¢ ad. Logo, Ad(G)o C Aut(g) ¢ um subgrupo de Lie conexo com
algebra de Lie ad(g), e portanto Ad(G)y = Int(g). O

Se GG é um grupo de Lie compacto e g é a sua algebra de Lie, entao o Lema 3.3
implica que Int(g) também é um grupo de Lie compacto. Uma &lgebra de Lie real de
dimensao finita cujo grupo adjunto é compacto é chamada de compacta, ou de tipo
compacto.

Seja g uma &lgebra de Lie e b : g x g — R uma forma bilinear. Dizemos que b
é invariante pela representacao adjunta de g se vale b(ad(2)X,Y) = —b(X,ad(2)Y)
para todos X, Y, Z € g. Um exemplo de forma bilinear invariante numa algebra de Lie
¢ a sua forma de Cartan-Killing, que denotaremos por B.

Quando a forma invariante b é um produto interno, a definicao acima é equivalente
a condi¢ao de ad(X) ser um operador anti-simétrico (com respeito a b) para todo
X € g. Neste caso, ad(X) é um operador linear semi-simples (diagonalizdvel quando
levantado a g®) com autovalores imaginarios puros. Em termos matriciais, uma matriz
que represente ad(X) é semelhante, sobre C, a uma matriz da forma

1\

de modo que ad(X)? é representado por uma matriz da forma

_)\%
., A ER.
—)\2

Conseqiientemente, B(X, X) = Tr(ad(X)?) < 0. Portanto, para que uma dada algebra
de Lie admita um produto interno invariante é necessario que a sua forma de Cartan-
Killing seja negativa semi-definida. Veremos a seguir que as algebras de Lie compactas
admitem tais produtos internos. No entanto, a forma de Cartan-Killing da algebra
s[(2,R) é nao-degenerada mas atinge tanto valores negativos quanto positivos, e por-
tanto s[(2, R) ndo admite produto interno invariante.

Proposicao 3.4. Se g ¢ uma dlgebra de Lie compacta, entdio g admite um produto
nterno invariante.

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ a representagao canodnica de Int(g) no espago vetorial g.
Como Int(g) é compacto, entao existe um produto interno (, ) em g invariante por ®.
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Afirmamos que (, ) é invariante pela representacao adjunta de g. Para tanto, sejam
X,Y,Z € g. Como €% ¢ Int(g) para t € R, entdo ()X DY) = (X V).
Portanto

d d
0 = —(X,Y = — (D x

= (ad(2)X,Y) + (X,ad(2)Y). O

tad(Z)Y>

t=0

Corolario 3.5. Se g € uma dlgebra de Lie compacta, entao g € redutivel e a forma de
Cartan-Killing da sua componente semi-simples € negativa definida.

DEMONSTRAGAO. Como g é compacta, entao é possivel definir em g um produto in-
terno invariante ( , ). Se h C g é um ideal, entao h* também é um ideal. De fato,
dados X €geY € bht, temos para todo Z € b que

<[X= Y]72> = _<Y? [X7 Z]> =0,

pois [X,Z] € bh. Logo, todo ideal h; C g admite um outro ideal hs C g tal que
g = b1 @ bo, e isto significa que g é uma algebra de Lie redutivel. Entao, podemos
escrever g = Zy; @ ¢, lembrando que g’ = [g, g] é semi-simples. Agora, como g’ é um
ideal de g, entao a sua forma de Cartan-Killing pode ser obtida restringindo a forma
de Cartan-Killing de g ao subespaco ¢, e isto implica que a forma de Cartan-Killing
de g’ também é negativa semi-definida. Contudo, como g’ é semi-simples, a sua forma
de Cartan-Killing é nao-degenerada, e portanto deve ser negativa definida. O]

Estes dois tltimos resultados tém grande impacto na metodologia utilizada no estudo
das dlgebras de Lie compactas. Primeiramente, podemos concluir que, se g é uma
algebra de Lie semi-simples e compacta, entao a sua forma de Cartan-Killing B é
negativa definida, e, conseqiientemente, que —B é um produto interno invariante em g.
Este fato simplifica enormemente o trabalho com exemplos concretos, principalmente
na tarefa de se obter um produto interno invariante ou mesmo na tentativa de se
determinar se uma algebra de Lie é compacta ou nao. Segundamente, mesmo que g
nao seja semi-simples, podemos obter facilmente um produto interno invariante em g
fazendo a soma direta de um produto interno qualquer em Z; (como Z; é uma algebra
de Lie abeliana, a escolha nao importa) com menos a forma de Cartan-Killing de g'.
Terceiramente, estes resultados sugerem que, no estudo das algebras de Lie compactas, é
suficiente, em muitas situagoes, considerar apenas o caso semi-simples devido a auséncia
de complicagoes na estrutura das algebras de Lie abelianas.

Proposicao 3.6. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples. Entao,
(a) Int(g) = Aut(g)o,
(b) Int(g) é um grupo de Lie conexo cuja dlgebra de Lie € (isomorfa a) g;

(c) se G é um grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie g, entao Ad : G — Int(g) € um
homomorfismo de recobrimento.
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DEMONSTRAGAO. Se g é semi-simples, entdao ad : g — 0det(g) é um isomorfismo de
algebras de Lie. (A injetividade decorre de Z; = {0} e a sobrejetividade é conseqiiéncia
do fato da forma de Cartan-Killing de g ser ndo-degenerada.) Isto garante dois fatos:
que Int(g) é um subgrupo de Lie conexo de Aut(g) cuja algebra de Lie é der(g), provando
(a); e que ad(g), a algebra de Lie de Int(g), é isomorfa a g, provando (b). Agora, pelo
Lema 3.2 temos que, sendo G conexo, Int(g) = Ad(G). Além disso, ker(Ad) = Zg, que é
discreto uma vez que g ¢ semi-simples.! Portanto, Ad : G — Int(g) é recobrimento. [J

Proposigao 3.7. Seja g uma dlgebra de Lie redutivel, g = Zy ® ¢'. Entao, os grupos
adjuntos de g e g’ sdo isomorfos.

DEMONSTRAGAO. Como g’ é um ideal de g, entdao g’ é um subespago invariante pela
representacao canonica de Int(g) em g, e vamos considerar a subrepresentagao ® as-
sociada a este subespago. Entao, ® : Int(g) — GL(g’) e a Proposicao estara provada
quando mostrarmos que ¢ é fiel e que Im(®) = Int(g’). Primeiramente, afirmamos
que S|z, = idz, para todo S € Int(g). De fato, dado X € g, temos ad(X)Z; = {0},
de modo que ™|, = idy, pela expansdo em série de poténcias de e*X). Como S
pode ser escrito como produto de elementos da forma X)X € g, a afirmacao segue.
Esta afirmagdo mais a decomposi¢ao g = Z; @ ¢’ implica que se S € ker(®), isto é, se
S|y = idy, entdo necessariamente S = id,, e portanto ® ¢ fiel.

Para ver que Im(®) = Int(g’), tomemos X € g e escrevamos X = X, + Xy, em
que Xz, € Zy e Xy € g’ Como ad(Xz,) = 0, entdo ) = &) Além disso, uma
vez que g é um ideal, temos

CID(ead(X)) _ (I)(ead(Xﬂ')) _ €ad(X9/)’g/ _ eadg/(Xg/)’
o que significa que ®(exp(ad(g))) € Int(g’). Logo, Im(®) C Int(g’). Para provar a
inclus@o contréria, basta observar que ambos Im(®) s@o grupos de Lie conexos e que

dim(Im(®)) = dim(Int(g)) = dim(ad(g))

dim(g) — dim(Z,) = dim(g')
= dim(Int(g’)). O

Corolario 3.8. Se g é uma dlgebra de Lie compacta, entao existe um grupo de Lie
compacto G cuja dalgebra de Lie € isomorfa a g.

DEMONSTRAGAO. Como g é redutivel, podemos escrever g = Z; @ ¢’ com g’ semi-
simples. Pelas Proposicoes 3.6.(b) e 3.7, temos que Int(g) é um grupo de Lie compacto
cuja algebra de Lie é isomorfa a g’. Tomando G como sendo o produto direto do toro de
dimensao dim(Z;) com Int(g), temos que G é um grupo de Lie compacto cuja algebra
de Lie é isomorfa a g. O

10 centro de G é um subgrupo de Lie de G cuja dlgebra de Lie é Z;. Como g é semi-simples, entao
Zy = {0} e Zg é discreto.
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Corolario 3.9. Uma dlgebra de Lie g é compacta se, e somente se, g admite um produto
interno invariante.

DEMONSTRAQAO. Se g é compacta, entdo g admite um produto interno invariante
pela Proposigao 3.4. Reciprocamente, se g admite um produto interno invariante ( , ),
entdo g é redutivel. Logo, para provar que Int(g) é compacto, podemos assumir, pela
Proposigao 3.7, que g é semi-simples. Seja O(g) C GL(g) o grupo dos operadores
ortogonais de g com respeito a (, ). Como (, ) é invariante pela representacao adjunta
de g, entao Int(g) C O(g). De fato, dados X,Y, Z € g, temos, para todo t € R, que
%<etad(X)Y, etad(X)Z> — <ad(X)emd(X)Y, etad(X)Z> + <€tad(X)Y7 ad(X)etad(X)Z> = 0.
Logo, (e®®dX)y d(X) 7} — (Y, Z) para todo t € R. Tomando ¢ = 1, concluimos que
M) € O(g) e que O(g) contém um conjunto de geradores de Int(g). Agora, pela parte
(a) da Proposicao 3.6, Int(g) é um subgrupo fechado de GL(g), e conseqiientemente um
subgrupo fechado de O(g). Portanto, Int(g) é compacto. O

Se GG é um grupo de Lie compacto e g ¢ a sua algebra de Lie, entao a decomposicao
g = Z; @ ¢ sugere que tenhamos uma decomposigao para G da forma G = A x G’
com A abeliano e G’ semi-simples. Apesar disto nao ser verdade em geral, é valido um
resultado bastante parecido.

Proposicao 3.10. Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo com dlgebra de Lie g
e G' o subgrupo de Lie conexo de G cuja dlgebra de Lie € g'. Entdo, G' é um subgrupo
fechado de G (e portanto compacto) e vale a decomposicio G = (Zg)oG'. Mais ainda,
a aplicagio p : (Zg)o X G' — G, p(z,y) = xy, € um homomorfismo de recobrimento
finito.

DEMONSTRAGAO. Sejam (Zg)o e G’ recobrimentos universais de (Zg)o e G’, respec-

tivamente. Entao, (Zg)o X G’ é um grupo de Lie simplesmente conexo cuja algebra

de Lie é g, e portanto é um recobrimento universal de G. A imagem de (Zg)o pelo

homomorfismo de recobrimento ¢ : (Zg)o x G' — G é um subgrupo conexo de @ cuja
algebra de Lie é Z;; a tinica possibilidade é esta imagem ser (Zg)o. Analogamente, a
imagem de G por g é G'. Logo, G = (Zg)oG'.

Para provar que G’ é fechado, provaremos que G’ é compacto. Uma vez que
G'/Zg = Int(g') é compacto e a projecao canoénica G' — G'/Zs é uma aplicagao de
recobrimento, entao é suficiente verificar que Zg € finito. Para tanto, consideramos
® : G — GLc(V) uma representagao fiel e unitaria de G e tomamos V =U; & --- @ U,
uma decomposicao de V' em subespacos invariantes e irredutiveis por ®. Para cada
Jj€{l,...,n}, seja ®; arestrigdo de ® ao subespago U; e facamos d; := dim U;. Como
G = (Zg)oG', entao Zg C Zg e os elementos de ®(Zg) comutam com os de (G).
Conseqiientemente, fixado j = 1,...,n, temos pelo Lema de Schur que ®;(z) é um
operador escalar para todo z € Zg. Por outro lado, como G’ é um grupo de Lie semi-
simples, entao det(®;(x)) = 1 para todo € G'. Logo, dado z € Z, existe um nimero
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natural k, = 0,...,d; — 1 tal que ®;(z) = e®*=)/4 . id;;.. Deste modo, ®;(Z¢) é um
conjunto finito com no maximo d; elementos, e portanto ®(Z¢) ¢ finito com no maximo
dy -+ - d, elementos. Sendo ® fiel, concluimos que Zg ¢ finito.

Por fim, vejamos que p : (Zg)o X G' — G, p(z,y) = xy, é um homomorfismo de
recobrimento finito. Estd claro que p é continua. Para verificar que p é homomorfismo
de grupos, basta observar que

plaa’,yy') = xa'yy’ = (zy)(@'y') = p(z, y)p(2’,y/)
para z, 2’ € (Zg)o e ¥,y € G'. J& o nicleo de p é o conjunto
ker(p) = {(z,y) : 2 € (Zg)o NG,y =27},
como verificamos facilmente, e este conjunto é finito pois (Zg)o NG’ C Zgr. n

Com base na Proposicao 3.10, podemos mostrar uma das implicagoes do Teorema
de Weyl (Teorema 0.2). Seja G um grupo de Lie compacto e conexo cuja algebra de
Lie g ndo é semi-simples. Como g é compacta, isso significa que Z; # {0}. Logo,
(Za)o € isomorfo a um toro T" (n = dim(Z;)) e temos uma aplicagdo de recobrimento
q:T"x G — G. O homomorfismo induzido ¢, : m(T" x G') — m(G) é injetivo
(pois ¢ é recobrimento), e portanto 7 (G) contém uma cépia isomorfa de Z" = 7 (T").
Concluimos disso que 7 (G) € infinito.

3.2 Sistemas de Raizes

Nesta segao, estudaremos as subalgebras de Cartan e os sistemas de raizes associados
para algebras de Lie compactas. Denotaremos por g€ a complexificacio de uma algebra
de Lie real g.

Proposicao 3.11. Seja g uma dlgebra de Lie compacta. Uma subdlgebra de Lieh C g é
subdlgebra de Cartan de g se, e somente se, ) € mazximal entre as subdlgebras abelianas
de g.

Observacgao: Sendo g compacta, entao g é redutivel, isto é, g = Z; @ g’ com g’ semi-
simples. Como qualquer subdlgebra de Cartan do produto direto de duas algebras de
Lie é obtida fazendo-se o produto direto de um par de subdlgebras de Cartan e Z; é
abeliana, entao ¢é suficiente provar a Proposicao 3.11 no caso em que g é semi-simples.
Lembramos ainda que uma subdlgebra de Cartan de uma &algebra de Lie g é uma
subdlgebra nilpotente b C g que satisfaz Ny(h) = .2 Assumindo que g é semi-simples,
sabemos que todas as subalgebras de Cartan de g sao abelianas. Deste modo, o que a

Proposicao 3.11 afirma é que podemos substituir, no contexto das algebras compactas,
a condicao Ny(h) = h por Z;(h) = b.

2Ng(h) é o normalizador de h em g, definido por Ny(h) :={X € g: [X,h] C b}.
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DEMONSTRAGQAO. Seja g compacta e semi-simples. Se h é uma subélgebra de Cartan
de g, entdo h é abeliana, e portanto b C Zy(h). Além disso,

Zg(h) € Ng(h) =b.

Logo, b é abeliana maximal.

Reciprocamente, suponhamos que h é abeliana maximal. Para verificar que b é
subélgebra de Cartan de g, é suficiente provar que h® é subdlgebra de Cartan de g°.
Como g é compacta, existe um produto interno em g invariante pela sua representacao
adjunta. Isto faz com que ad,.c(X), X € g, sejam todos diagonalizaveis, o que im-
plica que adge(H), H € hC, sao diagonalizdveis. De fato, escrevendo H = H; + iHo,
com Hy,Hy; € b, temos adye(H) = adye(H;) + tadye(Hy). Uma vez que adye(H) e
iadye(Hy) sao diagonalizdveis e comutam, temos que adye(H) é diagonalizavel. Logo,
hT é uma subdlgebra abeliana de g© tal que adgc(h(c) ¢ uma familia de operadores si-
multaneamente diagonalizdveis. Uma tal subalgebra de g® é chamada de toral. Por
um resultado geral da teoria das 4dlgebras de Lie, para que hC seja subdlgebra de Cartan
de g© é suficiente mostrar que h® é maximal entre as subalgebras torais de g®. (Ver
(KNAPP, 2002), p. 136.)

Primeiramente, observamos que h® é abeliana maximal em g®©. Com efeito, dado
X € Zg(hT), temos

[X,5% = {0}, [X,h°] = [X,b] = [X,h°] = {0}.
Isso significa que X € ch(hc). Escrevendo X = X; +iX,, com X7, X, € g, temos
1 _
Xi = s(X+X)e€ Zge(h%) N g = Zy(h)
Xy = —%(X —X) € Ze(h%) Nng = Zy(h).

Como b é abeliana maximal em g, entdo Z,(h) = b, e portanto X1, Xs € h e X € h°.
Com isso, se £ é uma subélgebra toral de g& que contém hC, entdo £ é abeliana e,
portanto, deve estar contida em h®. Logo, € = h* e h* é toral maximal. O

Seja h uma subalgebra de Cartan da algebra de Lie compacta g. Passando para
a complexificacio g, temos que h® é uma subélgebra de Cartan de g© e obtemos a
decomposicao de g© em espacos de raizes

g“ =0 (g%, (3.1)

acll

em que II C (h€)* denota o conjunto de raizes da representacio adjunta de h em g®.
Por outro lado, como g© ¢ redutivel, podemos escrever h® = Zc @ (h)’, com (h©)’ uma
subalgebra de Cartan de (g®)’, e obter a decomposicao em espacos de raizes

@) =09 ® > @),

o/ eIl’
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em que II' é o sistema de raizes de (h%)" em (g®)". Logo,

g“ =0 > (%) (3.2)

a’ell’
Como (g©)" é uma édlgebra de Lie semi-simples, sabemos da teoria geral que o sistema
de raizes I1' possui propriedades importantes, que utilizaremos extensivamente adiante.
Por exemplo, IT' é um sistema de rafzes abstrato e reduzido em (h)*, de modo que
podemos considerar o grupo de Weyl associado e utiliza-lo para obter informagoes acerca

de g. Conseqiientemente, torna-se relevante relacionar os sistemas de raizes II e II' e as
decomposigoes (3.1) e (3.2).

Lema 3.12. Nas notacées acima, toda raiz o € II se anula no centro de g©. Além
disso, (§%)a C (g%)'.

DEMONSTRACAO. Tomemos H € Zy e o € II. Como adye(H) = 0, entao
(adge (H) — a(H))" = (=1)"a(H)"
para todo n € N. Com isso, dado X, € (g%)\{0}, temos
(=1)"a(H)"Xo = (adge(H) —a(H))" X0 =0
para algum n > 1, e portanto a(H) = 0. Agora, seja E, € (g%), e escrevamos
Eo = (Ea)zg + (Ea)gey, em que (Eo)z . € Zge e (Ba)gey € (¢°). Dado H € bT,

existe n > 1 tal que

0 = (adye(H) — o(H))"E,
= (adge(H) — a(H))"(Ea) 7. + (adge(H) — a(H))"(Ea) ey

Como ambos Zg e (g°)’ sdo subespacos de g© invariantes por adye(h©), entao
(adge (H) — a(H))"(Ea)z,c € Zge € (adge(H) — a(H))"(Ea) ey € (8,
de modo que
(adge (H) — a(H))"(Ea) 7, = (adge () — o))" (Ea)gey = 0.

Como isso vale para todo H € h®, entdo (Ea)ch € Zye N (g%)a = {0}, e portanto
Eo = (Ea) ey € (a%). O

Proposicao 3.13. Nas notacées acima, para cada funcional linear A € (h%)* seja N a
restri¢io de A a (h%)'. Entdo, a correspondéncia o € Il — o/ € II' é uma bijegdo entre
os dois sistemas de raizes e, além disso, (%) = (g%)., para toda raiz a € 11,
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DEMONSTRAGAO. Dada uma raiz o € I, temos pelo Lema 3.12 que

(0%)a = {X € (¢%) :VH € (h°) In 2 1; (adge(H) — a(H))"X = 0} = ()4

[e)

Como (g%), # {0}, concluimos entdo que o/ € II'. Logo, a fungao o € Il +— o € I’
estd bem-definida e (g%), = (g%),, para toda a € II. Uma vez que uma raiz a € II
qualquer se anula em Zc, entao « fica determinada pela sua restrigao a (h%) e, portanto,
a € Il + o € II' é injetiva. Por fim, dada o/ € IT, seja o € (h©)* a extensdo de o’ a
HC que se anula em Zge. Se X € (g%), e H € h®, entao escrevendo H = Hy . + Hyey

com Hz . € Zge e Hyey € (), temos

(adge(H) = a(H))'X = (adge(Hz,e) + adge(Hoyey) — a(Hz,) - a(H(,,C),)>" X
= (adge(Hey) — o' (Hgey))" X

para todo n € N. Logo, existe n > 1 tal que (adyc(H) — a(H))"X = 0. Como X # 0,
entdao o € Il e o — ' é sobrejetiva. ]

Podemos concluir dos resultados acima que a decomposicdo de g& em espacos de
raizes relativos a h© possui propriedades semelhantes as que existiriam caso g© fosse
semi-simples. Em particular, se a € II, entao

(%) = {X €¢°: [H,X] = a(H)X para todo H € h}

e cada (g%), é um subespaco unidimensional de g©. No entanto, uma vez que «| Ze = 0
para toda a € II, entdo nao é verdade em geral que II gera o dual (h%)*.

Lema 3.14. Nas notacoes acima, temos
spang(IT) = {\ € (h%)" : A|z . = 0}.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 3.12, temos spang(IT) C {\ € (h©)* : AlZuC = 0}. Agora,
se A € (h©)* é tal que )‘|Zg<c = 0, entdo consideramos X\ a restrin¢io de A a (h%)". Como

(g%)’ é uma algebra de Lie semi-simples sobre C e (h€) C (g®)’ é uma subélgebra de Car-
tan, entao o dual de (h®)’ é gerado por II'. Logo, podemos escrever X' = > 1 awc,

com ay € C. Fazendo a, = an para a € 11, temos A = > aqa e isto prova que

{Ae (p5)*: )\\ZHC =0} Cspanc(Il). O

Proposicao 3.15. Sejam g uma dlgebra de Lie compacta, b uma subdlgebra de Cartan
de g eIl o sistema de raizes de b em g©. Entdo, a(H) é um niimero imagindrio puro
para toda raiz o € I e todo vetor H € 1.

DEMONSTRAGQAO. Seja G um grupo de Lie compacto cuja élgebra de Lie é g, e tomemos
T C G o subgrupo de Lie conexo com algebra de Lie b. Claramente, T é abeliano, e
afirmamos que T' é fechado em G. De fato, T' é um subgrupo de Lie conexo e abeliano
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de G cuja algebra de Lie b é abelina e contém h. Pela Proposicao 3.11, temos h = b, e
portanto T = T. Em particular, T é compacto.

Seja g© = @Y (6%)a a decomposicao de g© em espagos de rafzes com respeito
ahCeseja®: T — GLc(g%) a representacio dada por ®(z)X = Ad(z)X, x € T. Para
cada raiz a € I o subespaco (g%), é invariante por ®, pois

Ad(exp H)E, = X, =" —ad(H)*E, =Y —a(H)'E, = 2" E,
k=0 k=0

para todo H € h e todo E, € (g%)a, e exp : h — T ¢é sobrejetiva uma vez que T' é
conexo e abeliano.

Dada uma raiz « € II, fixamos F, € (g%),\{0} e definimos &, : T — C* por
®(z)E, = &u(x)E,. Claramente, &, ¢ um homomorfismo continuo e, como 7" é com-
pacto, entdo &,(T) € S'. Se H € b, entdo &, (exptH) = e ) para todo t € R.
Poranto, a(H) = %fa(exptH)’tzo. Por outro lado, como &,(exptH)|—o = 1, entao
a(H) pertence ao espago tangente a S' em 1, que coincide com iR. O

Os subgrupos conexos de um grupo de Lie compacto GG associados as subalgebras
de Cartan de g sao chamados de toros maximais. Um estudo mais aprofundado
dos toros maximais (peca fundamental na anélise dos grupos de Lie compactos) serd
feito na proxima secao. Dado um toro maximal 7' C G, os homomofismos continuos
¢ : T — S! sao chamados de caracteres multiplicativos de T. A importancia desses
caracteres provém do fato que eles fornecem os autovalores dos operadores lineares
Ad(z) : g — g, x € T. De fato, escrevendo z = exp(H) para algum H € b, temos
que os autovalores de Ad(x) sdo as exponenciais dos autovalores de ad(H). Uma vez
que os tltimos sao 0 ou da forma «(H), a € II, entdo os autovalores de Ad(z) sao 1
ou da forma e®) = ¢, (exp H) = £,(x). Ainda existe uma relacdo entre os caracteres
multiplicativos de T' e representacoes de G que sera discutida no Capitulo 6.

Corolario 3.16. Sejam g uma dlgebra de Lie semi-simples e compacta, b C g uma
subdlgebra de Cartan eIl € o sistema de raizes de h® em g©. Entdo, br := ib é a forma
real de h€ na qual todas as raizes assumem valores reais.

No Corolério 3.16, se g nao é semi-simples, entao nao existe uma unica forma real
de h® na qual as raizes assumem valores reais. Na verdade, essas formas reais sao da
forma £ ® ibh’, em que b’ é a componente de h em g’ e € é qualquer forma real de Zc.
(Como todas as raizes se anulam em Zc, a escolha de € ndo importa.) Em tudo o que
segue, vamos adotar £ = iZ;, de modo que hr = 1h.

Dada uma algebra de Lie compacta g, escrevemos g = Z; @ ¢’ e vamos considerar
a forma bilinear em g obtida fazendo a soma direta da forma de Cartan-Killing de g’
com menos algum produto interno em Z;. Essa forma serd denotada por B. Entao,
B ¢ simétrica, negativa-definida e invariante pela representacao adjunta de g. (Em
particular, —B é um produto interno invariante em g.) Levantando B para a comple-
xificacdo g©, obtemos uma forma bilinear em g& — que também denotaremos por B —
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nao-degenerada, invariante pela representacao adjunta de g© e que, quando restrita a
(g%) = (¢')%, coincide com a forma de Cartan-Killing deste ideal.

Seja h C g uma subdlgebra de Cartan e II o sistema de raizes de h® em g°.
Denotando por V o R-subespaco vetorial de (h)* gerado por II, temos a aplicacio
A€V = My € bg, que é linear e injetiva. Deste modo, podemos assumir, sem
perda de generalidade, que II C V' C hg. Além disso, pelo Lema 3.12 e comentérios
subseqiientes, temos

iZy={H € bhg : \(H) = 0 para todo A € V'}.

Como Blyxy ¢ negativa-definida, entdo By, xp, ¢ um produto interno invariante que
serd denotado por (, ). Logo, temos o isomorfismo linear natural S : bg — by definido
por S(H) = (-,H). A inversa deste isomorfismo é a aplicagdo A € b — H, € bhg
definida por

(H,H)) = AH), H € bg.

Usando este isomorfismo entre by e hi, podemos levar o produto interno de hr para
um produto interno (, ) em bhj. Explicitamente,

(A1) = (Hy, H,) = A(H,) = u(H))

para A\, u € hi.

*

Proposicao 3.17. Nas notagoes acima, seja (iZ5)* C (hr)* a imagem de iZy por S.
Entao (iZy)* = V+ eIl € um sistema de raizes abstrato reduzido em V.

DEMONSTRAGAO. Pelas definigoes de S e (, ), a igualdade (iZ,)* = V* ¢ equivalente
a
V= {/\ € bfi& : )\|iZg = 0},

que é valida pelo Lema 3.14. Para ver que Il é um sistema de raizes abstrato e reduzido
em V, argumentamos da seguinte maneira. Primeiramente, V' é gerado por Il por
defini¢ao. Escrevamos h = Z; @ b/, em que h’ é uma subdlgebra de Cartan de g'.
Entdo, (h')¢ é uma subélgebra de Cartan da algebra de Lie semi-simples complexa (g©)":
denotemos por II' o sistema de raizes associado. Fazendo b := i)', temos que by é a
forma real de (h')® na qual as raizes o’ € II' assumem valores reais. Com isso, podemos
assumir que II' C (hg)*. Além disso, hr = iZ; B by, com iZ; L b, e a restricao de (, )
a bi, que denotaremos por (, )’, é um produto interno invariante em by (obtido, na
verdade, restringindo a forma de Cartan-Killing de (g%)’). Este produto interno define
o isomorfismo linear S" : H' € b — (-, H') € (hi)* e usamos este isomorfismo para
passar (, )’ para (hp)* da maneira usual. Utilizaremos o simbolo (, )’ para o produto
interno em (h%)* obtido desta maneira e denotaremos S’~'(\) = H},. Como (g®) ¢
semi-simples, entao II' é um sistema de raizes abstrato reduzido em (hg)* com relagao
ao produto interno (, ).

Consideremos a aplicagao @ : V' — (hg)* definida por Q(A) = Aly,. Claramente,
@ ¢ linear. Se A € ker @, entdo Ay = 0. Como Az, = 0 e hg = iZ; © by, entdo
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A = 0. Isto significa que @) ¢ injetiva, e a sobrejetividade é conseqiiéncia do Lema
3.14. Também temos que Q(II) = I pela Proposi¢ao 3.13. Afirmamos que @ é uma
isometria. Com efeito, dados os funcionais A, o € V, escrevemos H, = (H, )z, + (Hg)hﬁ%
com (Hy, )iz, € iZy e (Hy)y, € b, de modo que

(A, o) = MH,) = M(Ho)iz, + (Ho)y,) = QA ((Ho )y, )-

Por outro lado, se H' € b, entao

Q(J)(H’) () ( ;)

o que significa que (Ho,)y, = H,. Portanto,

<>\7 0> = Q()‘>(H/Q(o)> = <Q()\>7 Q(U)>/
Para finalizar a demonstragao, basta observar que, se «, 8 € II, entao

2(o, B)  2(Q(), Q())

(@a) ~ (Qa). Q) <~
) C2B) o _2Q(0).QB) .
L (Q“) Q). Qa)) 2 ’) <t

Ademais, se a € II é tal que 2« € II, entao 2Q(«) € II'; o que contraria o fato de I’
ser reduzido. O]

Observamos que, na demonstracao da Proposicao 3.17, provamos mais especifica-
mente que II e II" sdo sistemas de raizes isomorfos. Uma vez que II’ é o sistema de raizes
de uma subalgebra de Cartan da dlgebra de Lie semi-simples (g*)’, todas as construcoes
feitas com Il produzem estruturas isomorfas as relativas a II’. A mais importante é o
grupo de Weyl, que serd feita adiante neste capitulo.

Mantendo a notagao da discussao acima, vamos agora produzir uma base de g
compativel com a decomposicao de g em espacos de raizes.

Lema 3.18. Seja

C=po) (&

a€cll

a decomposicio de g© em espacos de raizes e, para cada raiz o € 11, seja E, € (g%)a.
Entao, E, € (g%)_a



Capitulo 3. Grupos de Lie Compactos 69

DEMONSTRACAO. Se H € h®, entdo

[H,E,| = [H,E,] = a(H)E,.
Escrevendo H = H; +tHy e E, = X, +1iY,, com H{, Hy e h e X,,Y, € g, temos

o(HE, = (a(H)) —ia(Hy)) (X, +1Y,)
= (a(H))Xo+ a(H2)Ys) +i(a(H)Y, — a(H2)X,).

Como «(Hy), a(Hsy) € iR, entao

a(H)E, = —(a(H)Xq+ a(Hy)Y,) +i(a(H,)Y, — a(H)X,)
= (—a(Hy) —ia(Hs))( Xy —iYs)
= __O(]¥>zi;
provando o Lema. []

Para cada raiz a € II, seja E, € (§%)o\{0}. Pelo Lema 3.18, os vetores E, podem
ser escolhidos de modo a satisfazerem F_, = E,,.

Lema 3.19. Mantendo as notagoes acima, temos B(E,, E_,) < 0. Em particular,
podemos normalizar os vetores E, de modo que B(E,, E_,) = —1.

DEMONSTRAGAO. Escrevendo E, = X, + 1Y, com X,,Y, € g, temos
B(E,,E_,) = B(X, +iY,, Xo —iY,) = B(X,, Xo) + B(Ya,, Ys) <0
pois B é negativa-definida em g. m

Agora, vamos fixar uma ordem lexicografica em V' com respeito a alguma base fixada
e tomar o conjunto ITT C II das raizes positivas com respeito a essa ordem.

Teorema 3.20. Para cada raiz o € 11 escrevamos E, = X, +1Y,, com X,,Y, € g.
Entao, ambos X, e Y, sao nao-nulos e

g=bhd > (RX,®RY,), (3.3)

a€cllt

esta soma sendo direta. Além disso, os vetores X, Y, satisfazem as relacoes

[H,X,] = ia(H)Y,

(H,Y, = —ia(H)X, (3.4)
XY = —3(if,)

para todo H € .
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DEMONSTRAGQAO. Primeiramente, se H € b entao
1 — 1 .
[H, X,| = {H, Q(EO‘ + Ea)} = éa(H)(Ea — E,) =ia(H)Y,,.

A expressao para [H,Y,] é provada de maneira andloga, e

1 L . L . -

[Xomya] = |:§<Ea+Ea>7_%(Ea_Ea):| :i[Ea—i_Ea; a_Ea]
= f[E E_]—E[E E ]—EB(E E,)H, ——l(z'H)
= g Har Ha _'2 ay -« _‘2 ay La)lla = 9 a)-

Em particular, X,,Y, # 0 uma vez que H, # 0.
Para provar (3.3), basta mostrar que o membro direito de (3.3) realmente é uma
soma direta. Feito isso, a igualdade

dim g = dim¢ g© = dime §h + |TI| = dim b + 2|11 7|
garante o resultado. Para cada o € IIT tomemos escalares \,, 0, € R e H € b tais que

X = H+ Z Ao X, +0,Y, = 0.

a€ellt

Como X, = 5(Eo + E,) e Y, = F(E, — E,), entdo

1 . e
X=H+ 3 Z (Ao —104)Eq + (Ao + 104) Eq.

a€ellt
Com isso, se H' € B, entao
1 _
0 = [H.X]=3 > (Aa —ioo)a(H)Ey — (Ao +i0s)a(H')E,,
a€llt

e portanto (A, — i0,)a(H') = 0 para toda o € II*. Tomando H’' regular, concluimos
que A\, = 0, = 0 para toda . € IT", e conseqiientemente H = X também se anula. [J

Coroléario 3.21. Mantendo as notacoes do Teorema 3.20, para cada o € IIT seja €, a
subdlgebra de g gerada por {X,,Ys,iH,}. Entao, €, € isomorfa a su(2).

DEMONSTRAGAO. Sejam

X! = |£|Xa, Y/ — |—\/§|Ya, 7=~ ).
(8% (0%
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Entao, {X],Y., Z!} ¢ uma base de ¢,. Por (3.4), as constantes de estrutura de £, com

a) T

respeito a esta base sao dadas por

2

[)(;7y2] = | ’2[)(a7}/] ’ |2(Z}{ ) 27
V2 V2 o V2
!, 7] = —W[Ya, iH,| = Wza(zHa)Xa ” ‘3|a|2X = X,
2 2
2 x5 = g x) = V2, = Y2 Py, = v,
oo jaf? jaf? jaf? ¢

que coincidem com as constantes de estrutura de su(2) com relagao a sua base canonica

(2 ) (o ) (3 o)

Portanto, ¢, e su(2) sao isomorfas. O

Se g é semi-simples, entdao g = >+ £a, Ou seja, g é a soma de subalgebras isomor-
fas a su(2). Deste modo, su(2) é o “bloco basico” de construcao de todas as algebras
de Lie semi-simples compactas, do mesmo modo que sl(2,C) o é para as algebras de
Lie semi-simples complexas.

Para finalizar esta segao, vamos provar que todas as subalgebras de Cartan de
uma algebra de Lie compacta g sao conjugadas entre si, um fato que tem implicac¢oes
profundas na estrutura dos grupos de Lie compactos.

Lema 3.22. Sejam g uma dlgebra de Lie compacta e b uma subdlgebra de Cartan de
g. Se H € h € um elemento reqular, entao Zs(H) = .

DEMONSTRAGAO. Como § é abeliana e H € b, entdao h C Z,(H). Para a inclusao
contraria, seja X € Zy(H) e escrevamos, pelo Teorema 3.20,

X=H+ > XXo+0aYa, Aa,oa €R.

a€ellt
Entao,
0=[HX] = > M[H X,]+0u[HY,]
aellt
= Z Ata(H)Y, — onia(H)X,,
aellt

de modo que A\yia(H) =0 e oia(H) = 0 para toda o € II". Como H é regular, entao
A =04, =0paratodaaclIlte X =H e€b. ]
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Proposicao 3.23. Seja g uma dlgebra de Lie compacta e H1,Hs C g subdlgebras de
Cartan. Entado, existe um automorfismo interno ¢ € Int(g) tal que ¢(hy1) = bs.

DEMONSTRAGAO. Seja (, ) um produto interno invariante em g e tomemos H; € by,
Hy € by elementos regulares de g. Como Int(g) é um grupo de Lie compacto, entao a
funcao

¢ € Int(g) — (¢Hy, Hy) € R

é diferenciavel e atinge valor méximo (e minimo). Seja ¢y € Int(g) um ponto de
maximo. Fixado X € g, a fungao

teR— (g H Hy)) € R
¢ diferenciavel e tem em ¢t = 0 um ponto de maximo. Logo,

0= %@tad(X)(ﬁoHl,HQ) = ([X, o1}, Ha) = (X, [poH1, Ha).
t=0

Como X é qualquer, entao [¢poH1, H] = 0, isto é, ¢pgH; € Zy(Hy) = by. Portanto,

bo € Zy(doH1) = ¢o(Zy(Hy1)) = do(b1),
e uma vez que by é abeliana maximal temos by = ¢o(h1). H

Corolario 3.24. Seja G um grupo de Lie compacto com dlgebra de Lie g. Dadas as
subdlgebras de Cartan by e by de g, sejam Ty e Ty os subgrupos de Lie conexos de G
cujas dlgebras de Lie sao, by e bha, respectivamente. Entao, Ty e Ty sao conjugados em
G, isto €, emiste x € G tal que Ty = vTix~ 1.

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ € Int(g) tal que hy = ¢(h;). Como Int(g) € Ad(G), entao
¢ = Ad(z) para algum z € G. Entao, xTix~! = Ty, pois #T12~! é um subgrupo de Lie
conexo de G cuja dlgebra de Lie é Ad(x)h; = ¢(h1) = ha. O

3.3 Toros Maximais

Um toro é um grupo de Lie obtido fazendo-se o produto direto de uma quantidade
finita de cépias de S!. Todo toro é um grupo de Lie compacto, conexo e abeliano, e
reciprocamente todo grupo de Lie com estas propriedades é (isomorfo a) um toro. Se G
é um grupo de Lie compacto, podemos procurar entre os subgrupos de Lie de GG aqueles
que sao toros. (Todo grupo de Lie compacto admite toros entre os seus subgrupos: basta
tomar o fecho de um subgrupo a 1-parametro qualquer.) Particularmente importantes
sao aqueles que sao maximais, isto é, nao estao contidos propriamente em nenhum
outro toro de G. A importancia dos toros maximais estd ligada ao fato deles serem os
analogos das subdlgebras de Cartan no nivel do grupo.
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Proposicao 3.25. Seja G um grupo de Lie compacto com dlgebra de Lie g. Um sub-
grupo de Lie conexo T C G € um toro maximal se, e somente se, a dlgebra de Lie de T
¢ uma subdlgebra de Cartan de g.

DEMONSTRAGAO. Seja t C g a algebra de Lie de T. Suponhamos que T' é um toro
maximal e tomemos X € Zy(t). Entao, t' := RX @ t é uma subalgebra abeliana de
g que contém t, de modo que 7", o subgrupo de Lie conexo de G com éalgebra de Lie
', é abeliano e contém 7. Tomando 7" o fecho de 7" em G, temos que T’ é um toro
que contém T. Como 7T é maximal, entdo 7" = T'. Logo, T = T" e portanto t = ¢’
Portanto, X € t e t é uma subdlgebra abeliana maximal de g. Pela Proposicao 3.11, t
¢ uma subalgebra de Cartan de g.

Suponhamos agora que t é uma subdlgebra de Cartan de g, isto é, t é abeliana
maximal. Primeiramente, 7" é um toro, pois 17" é claramente abeliano e, como t é
abeliana maximal, entao 7' nao pode estar contido propriamente em nenhum subgrupo
de Lie conexo e abeliano de GG, como o fecho de T por exemplo. Logo, T" é fechado,
e portanto compacto. Ainda temos, pelo mesmo motivo, que nenhum toro de G pode
conter T propriamente, e concluimos que 7' é um toro maximal. O]

Se G' é um grupo de Lie compacto e T' C G é um toro maximal com &lgebra de Lie t,
entao exp : t — T é sobrejetiva.(Como sabemos da teoria geral dos grupos de Lie, neste
caso exp ¢ um homomorfismo de recobrimento.) Logo, T' C exp(g). Reciprocamente, se
x € exp(g), entdo = exp X para algum X € g. Sendo t a subdlgebra de Lie abeliana
maximal de g que contém X e T o toro maximal associado a t, entao x € T'. Com isso,

exp(g) = U {T' C G : T é toro maximal}.
Por outro lado, se Ty € G é um toro maximal fixado, entao pelo Corolario 3.24 temos

U {T C G :T étoro maximal} = U Ty,

zeG

e portanto

exp(g) = U rTox "
zeG
Isso implica que, para conhecer a imagem da aplicacao exponencial exp : g — G
(questao importante para qualquer grupo de Lie) quando G' é compacto e conexo, é
suficiente analisar os toros maximais. Neste sentido temos o seguinte resultado.

Teorema 3.26. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo e T C G um toro maximal.
Entao, todo x € G € conjugado em G a um elemento de T'. Em particular, a aplica¢do
exponencial exp : g — G € sobrejetiva.

DEMONSTRAGQAO. Seja g a algebra de Lie de G e t, a de T. Dados subconjuntos
A,B C G néao-vazios, vamos denotar por A® o conjunto Uses rAx~! e por A* o
conjunto A\ Zg. Nosso objetivo é provar que G = T, o que faremos por inducao sobre
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dim G. Se dim G = 0, nada ha a provar. Suponhamos, entao, que dimG > 1 e que o
Teorema esta provado para todos os grupos de Lie compactos e conexos de dimensao
< dimG@G.

Primeiramente, vamos verificar que é suficiente considerar o caso em que G é semi-
simples. Pela Proposicao 3.10, podemos escrever G = (Zg)oG', em que G’ é o subgrupo
de Lie conexo de G com élgebra de Lie ¢/, e t = Z; @ ', em que t' é uma subalgebra
de Cartan de g’. Seja T" o toro maximal de G’ associado a t'. (Lembramos que G’ é
compacto.) Claramente, 7" C T'. Supondo que o caso semi-simples estd provado, entao
G’ = (T, de modo que

G = (Za)oG' = (Za)o(T')" = (Za)T')* S TC.

Suponhamos, entao, que G é semi-simples. Como dim G > 1 e nao existem grupos
de Lie semi-simples de dimensao 1 ou 2, entao dim G > 3. Em particular, o subconjunto
G* é aberto, conexo e denso em G. Provaremos a seguir que (7)¢ é aberto e fechado
em G*. Uma vez que (T*)¢ é ndo-vazio, isto implica que (7%)% = G*. Afirmamos
que esta igualdade garante o Teorema. De fato, neste caso temos, por um lado, que
G* C T% e, por outro, que T¢ é fechado em G, pois T¢ é a imagem da aplicacio
continua com dominio compacto

(,y) € GX T+ zyz ' €G.

Portanto, G = G* C T¢.

Para ver que (T*)% ¢ fechado em G*, basta notar que (7T*)% = (T¢)* = T*NG* e
lembrar que T é fechado em G. Para verificar que (7%)¢ é aberto em G*, é suficiente
mostrar que todo xy € T* é ponto interior de G* uma vez que conjugacoes em G
sao homeomorfismos. Seja xo € T e fagamos K := (Zg(x))o. Como Zg(xo) é um
subgrupo fechado de G, entao K é um subgrupo de Lie conexo e compacto de G que
contém T'. Além disso, como g ¢ Zg, entdao K # G, e portanto dim K < dim G. Como
T é um toro maximal de K, entao, pela hipétese de inducao, 7% = K. Ademais, temos
K* = (T*)* = (T™)X. Em particular, (T*)¢ = (K*)“. Com isso, para provar que
existe um aberto U 3 x¢ de G contido em (7)%, mostraremos, na verdade, que existe
um aberto V' 3 zy de K* tal que V& é aberto em G.

Seja € C g a dlgebra de Lie de K. Entao,

t={X €g:Ad(zo)X = X} = ker(Ad(z) —idy). (3.5)

Como K # G, entao £ # g. Logo, denotando por h o complemento ortogonal de € com
respeito a um produto interno invariante ( , ) de g, temos que h # 0. Além disso, como
t ¢ invariante por Ad(z), = € K, e Ad(x) é um operador ortogonal com relac¢do a ( , ),
entao h também é invariante por Ad(z). Seja

V ={z € K : det(Ad(x)|, — idy) # 0}.

Entao, V' é um aberto simétrico de K*, e (3.5) implica que xy € V. Provaremos que
V& é um aberto de G.
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Seja ¢ : G x V. — G definida por 1 (z,y) = zyr~'. Entdo, V¢ coincide com a
imagem de 1), e provaremos que V¢ é aberto em G mostrando que 7 é uma aplicacao
aberta. Para tanto, é suficiente mostrar que 1 é uma submersao. Primeiro, precisamos
de uma expressao explicita para a diferencial de ). Tomemos z € G e y € V. Dado
X € g, temos

d d
ey (X, 0) = ZW(wexp(tX),y)| = Zwexp(tX)yexp(—tX)ae™
t=0 t=0
d _ _ _ _
= E(wym Y(zy texp(tX)yz ) (zexp(—t X))
t=0

- % U(z,y) exp(tAd(zy ") X) exp(—tAd(z)X)

= d(L¢(m,y))1 [Ad(x)(Ad(yil) - id9>X}1 )

t=0

e, dado Y € &, temos

d d )
day(0,Y,) = —d(z,yexp(tY))| = ayexp(tY)z

=0 t=0
= %(wyggl)(;ﬂ exp(tY)r 1) _ — %zp(x’y) exp(tAd(z)Y) .
= d(Lyy) [Ad(2)Y]; .
Logo,
AWes)(X0,Y) = d Ly {Ad(@) [(Ady ™) —id) X + Y]} (36)

Por fim, se y € V, entdo y=' € V e (Ad(y™')|y —idy) : h — b é invertivel. Logo, a
imagem de (Ad(y~') — id,) contém h. Conseqiientemente, o conjunto dos vetores da
forma (Ad(y™')—idy) X +Y, com X € ge Y € &, coincide com g uma vez que g = hDE,
e portanto di,,) € sobrejetiva. O

Corolario 3.27. Se G ¢ um grupo de Lie compacto e conexo, entdo todo elemento de
G pertence a algum toro maximal de G.

Corolario 3.28. Se G ¢ um grupo de Lie compacto e conexo, entao o centro de G estd
contido em cada toro maximal de G.

DEMONSTRAGAO. Seja T C G um toro maximal e x € Zg. Entao, pelo Teorema 3.26
existe y € Gtal que z =yay ' €T O

Vale a pena observar que, apesar de Zg estar contido em qualquer toro maximal T’
de G, a igualdade Zg = T s6 ocorre quando G é abeliano. (Neste caso, T'= G = Zg é
o tnico toro maximal.) De fato, se Zg = T entdo t = Z; e necessariamente g’ = {0},
fazendo com que g, e portanto G, seja abeliana.

Os resultados a seguir serao utilizados na proxima se¢ao, onde discutiremos o grupo
de Weyl.
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Lema 3.29. Seja A um grupo de Lie compacto e abeliano tal que A/Aq € finito e ciclico,
com Ay sendo a componente conexa do elemento neutro. Entao, existe a € A tal que
{a" :n € Z} € denso em A.

DEMONSTRAGAO. Seja N > 1 a ordem do grupo A/A; e bAy € A um gerador de
A/Ag, com b € A. Entao, bN Ay = (bAg)N = Ay, isto é, bY € Ay. Como Ay é um
toro, pelo Teorema de Kronecker existe ag € Ay tal que {af : n € Z} é denso em
Ap. Consideremos o elemento bVay' € Ag. Denotando por a a algebra de Lie de A,
uma vez que exp : a — Ay é sobrejetiva entdo existe ¢ € Ay tal que ¢V = bVay?,
isto é, (bc )N = ay. (Basta escrever b¥a,' = exp X para algum X € a e tomar
¢ = exp(X/N).) Fazendo a := bc™! € bAy, temos que {a" :n € Z} é um subgrupo
de A que contém Ay, pois {aj : n € Z} C {a" : n € Z}, e contém ao menos um
elemento de cada classe lateral de Ay, pois a" € b"Ay para cada n € Z. Portanto,
{an :neZ}=A. O

Proposicao 3.30. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo, T C G wum toro e
x € Zg(T). Entao, existe um toro S C G que contém T e x.

DEMONSTRAGAO. Seja A o fecho do subgrupo de G gerado por T e z, que é abeliano
uma vez que xr comuta com os elementos de T'. Além disso, essa condicao de centra-
lizagao também implica que o subgrupo de G gerado por T' e x é | J, o, #"T. Como
T C A é conexo e contém o elemento neutro, entao 7' C Ay, e portanto

U x"T C U x" A,

nez neL

este dltimo conjunto coincidindo com o subgrupo de G gerado por Ay e z.

Como Ay é aberto em A, entdo (J,,., 2" Ay é um subgrupo aberto (e fechado) de A.
Logo, U,cz, " Ao = A e AJ/Ay é um grupo ciclico gerado por zA4y. Pela compacidade
de A o elemento neutro é ponto de acumulagao da seqiiéncia (z™),en, € portanto existe
um numero natural n > 1 tal que 2" € Ay. Se N > 1 é o menor nimero com esta
propriedade, entao x Ay possui ordem N e A/Aj é finito de ordem N. Com isso, pelo
Lema 3.29 existe a € A tal que {a":n € Z} = A.

Sendo g a algebra de Lie de GG, pelo Teorema 3.26 temos exp : g — G sobrejetiva e
podemos escrever a = exp(X) para algum X € g. Seja S = {exp(tX) : t € R}. Entéo,
S é um toro de GG que contém A, e portanto contém T e x. n

Corolario 3.31. Se G € um grupo de Lie compacto e conexo e T C G € um toro, entao
o centralizador de T em G é um subgrupo de Lie conezxo de G.

DEMONSTRACAO. Pela Proposicao 3.30, Zg(T') coincide com a unido dos toros de G
que contém T'. Todos estes toros sao, por definicao, conexos e se intersectam no elemento
neutro do grupo. Logo, Zg(T') é conexo. O

Corolario 3.32. Se G € um grupo de Lie compacto e conexo ¢ T C G € um toro
mazimal, entao Zg(T) =T.
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DEMONSTRAGAO. Esta claro que T' C Zg(T'). Agora, se v € Zg(T), entao pela Pro-
posicao 3.30 existe um toro S que contém ambos T e x. Como T é maximal, temos
S =T, eportanto x € T n

3.4 O Grupo de Weyl

Seja g uma algebra de Lie compacta, t C g uma subalgebra de Cartan, g, t¢ as
complexificacoes e IT o sistema de raizes de t€ em g®. Seja tz a forma real de t© na qual
as raizes a € Il assumem valores reais e (, ) o produto interno em t}; proveniente da
forma bilinear B. Para cada raiz o € II, definimos o operador linear r, : tf — t; por

B 2<A,a)a
A e

Ta(A) =

Geometricamente, r, é a reflexao ortogonal em torno do hiperplano a-. Além disso,
7o (IT) = II. Uma vez que (iZ,;)* C a™ para toda raiz «, entdo r,, age como a identidade
em (iZ4)*.3

O grupo de Weyl de II, denotado por W(II), é o subgrupo de GL(t;) gerado
pelas reflexoes r,, a € II. Este grupo é finito. Com efeito, se denotarmos por Bij(II) o
grupo das permutagoes de II, entdao a aplicacao ¢ : w € W(II) — w|y € Bij(Il) é um
homomorfismo de grupos. Como t; = (iZ;)* @ V e todo elemento w € W(II) age como
a identidade em (iZ;)*, entdo um elemento w € W (II) que age como a identidade em II
— e, portanto, age como a identidade em V' — deve ser a prépria identidade. Portanto,
¢ é injetivo e W (II) é isomorfo a um subgrupo de um grupo finito.

Se g é a algebra de Lie de um grupo de Lie compacto e conexo GG, entao o grupo de
Weyl W (IT) pode ser visto agindo sobre qualquer toro maximal de GG, como mostraremos
a seguir.

Seja G'um grupo de Lie compacto e conexo com algebra de Lie g, e tomemos T C GG
um toro maximal. Lembramos que o normalizador de 7" em G é o subconjunto

Ne(T) == {z€G:aTx' CT}
{reG: 2Tz =T}.
Claramente, Ng(T') é um subgrupo fechado de G e T' é um subgrupo normal de Ng(T').

Em particular, Ng(T) é um grupo de Lie compacto (em geral desconexo). Podemos
descrever Ng(7T) em termos da algebra de Lie t de T*:

Ne(T) = {zeG:Ad(x)tCt}
= {z e G:Ad(x)t =t}

Com efeito, se x € Ng(T) e X € t, entao exp(tAd(x)X) = zexp(tX)z™' € T para
todo t € R, de modo que Ad(z)X € t. Reciprocamente, se x € G é tal que Ad(x)t C ¢,

3Lembramos que (iZ4)* é a imagem de iZy C tg pelo isomorfismo linear H € tg +— B(-, H) € 5.
Ver a Proposicao 3.17.
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entdo dado h € T podemos escrever h = exp(H), H € t. Logo, Ad(z)H € t, e portanto
zhe™' = exp(Ad(z)H) € T.

Lema 3.33. Nas notagoes acima, a dlgebra de Lie de Ng(T) é t. Em particular,
Ng(T)o =T e o quociente Ng(T)/T € finito.

DEMONSTRAGAO. Seja h C g a algebra de Lie de Ng(T'). Como T' C Ng(T), entao
t C h. Agora, se H € b, entdo exp(tH) € Ng(T') para todo t € R, o que significa que
et = Ad(exp(tH))t C t. Dado X € t qualquer, temos )X ¢ t para t € R, de
modo que

d
[H,X] = —eH x| et
dt t=0
Isto significa que H € Ny(t) = t. Portanto, h C t e a igualdade segue. O

O quociente Ng(T')/T é o grupo de Weyl analitico associado ao toro maximal 7" e
denotado por W(T',G). Como Ad(x)t C t para cada = € Ng(T'), temos a representacao

®:z e Ng(T) — Ad(z)|, € GL(Y).
Lema 3.34. ker(®) =T.

DEMONSTRAGAO. Como 7' é um grupo de Lie abeliano, entao Ad(x)|, = id; para todo
x € T. Logo, T" C ker(®). Reciprocamente, seja = € ker(®). Como Ad(x)H = H
para todo H € t, entao zexp(H)z™' = exp(Ad(x)H) = exp(H) para todo H € t. Isto
significa que zhz™' = h para todo h € T, ou seja, que z € Zo(T) =T. (Zg(T) =T
pois T' é um toro maximal.) ]

Com isso, ® induz um homomorfismo injetivo ® : W(T,G) — GL(t). Por causa

do isomorfismo H € t — iH € tg, podemos considerar os operadores lineares ®(w),
w e W(T,G), agindo sobre tg. Seja ¢ : W(T,G) — GL(t;) o homomorfismo definido
por

d(w)A = SP(w)S™*,

em que S : tg — t; é o isomorfismo linear definido por S(H) = B(-, H). Vale a pena
observar que se © € Ng(T') é tal que w = 2T, entao

(6(w)\)(H) = B(H, Ad(x) Hy) = B(Ad(z) ™" H, Hy) = \(Ad(x~") H)

para A € t; e H € tg; ou seja, ¢(w) é o operador transposto de Ad(z~1). Além disso,
estd claro que ¢ é um isomorfismo de W (T, G) sobre a sua imagem.

Teorema 3.35. Mantendo as notagoes acima, temos Im(¢) = W (II).

DEMONSTRAGAO. Comecamos provando que W (IT) C Im(¢). E suficiente provar que
ro € Im(¢) para o € TIT. Seja

g=ta Y (RX, ®RY,)

a€cllt
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a decomposicao de g dada pelo Teorema 3.20. Pelo mesmo Teorema temos ainda que
1
[(Xo, H = —ia(H)Y,, [Xa,Ya] = —§(iHa)
para todo H € t. Em particular,
1
[(Xa, [Xa, H]] = —504(H)Ha, H € tg.
Usando esta relacao para H = H,, temos
2 jaf?
ad(Xa) Ha = —THO” (37)

pois a(H,) = |af*.

Seja x; := exp(tX,) € G, t € R. Provaremos que existe ¢ty € R tal que x;, € Ng(T')

e ¢(xy,T) = 1,. Vamos calcular Ad(z;)|,. Como tg = RH, & H-, para isso ¢ suficiente
analisar a acao de Ad(x;) em cada um desses dois subespagos. Dado H € tg, temos

Ad(z)H = eddXe) g — Z—ad

Se H € H, entao
ad(Xo)H = —ia(H)Y, = —i(H,, H)Y, = 0,

e portanto Ad(z;)H = H. Com isso, Ad(z;) age como a identidade em H: para todo
t € R. Agora,

Lk
Ad(z)H, = Z%ad(Xa)kHa
k=0
o tQk ok o t2k+1 2ot
_ d(X.) 2 H A(X.)*E,
2 (2" (Xa) ‘”L];(%era (Xa)

Por (3.7), temos
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e
o0 $2k+1 > $2k+1 ( 1)k|a‘2k
——ad(X,)**'H, = Xao, H,
;(2k+1)!a( ) Z:;(%Jrl) 2k [Xa, Hol
2 00 k " 2k+1
o prd 2k3—|— V2
= ‘\g sen (i'}‘) [(Xa, Hal.
Portanto,

Ad(z,)Ha = cos (Lj‘_‘) Ho, + !?ﬁ! - sen ( ﬂ> (X, H. (3.8)

Tomando ty = 2%, temos tf}g' =7 e Ad(zy)Hy = —H,. Portanto, Ad(xy,)|y, é a

ol

reflexdo ortogonal relativa a H-:

2B(H, H,)

Ad(l‘to)H =H — m

H,.

Em particular, Ad(x;, )t C t, e xy, € Ng(T'). Além disso, tomando w = z;,, T € W(T, G),
temos

d(w)A = SAd(z,)S '\ = SAd(z, ) H

R D

para todo A € t;. Logo, ¢(w) = r,.

Para provar que Im(¢) C W(II), seja w € W(T,G). Primeiramente, verificaremos
que ¢(w)Il =11. Sejax € Ng(T') tal que w = zT'. Dada uma raiz o € II e um autovetor
E, € (g%)a, temos

[H,Ad(z)E,] = Ad(z)[Ad(z)'H, E,] = Ad(z) (a(Ad(z)"'H)E,)
= a(Ad(z) ' H)Ad(2)E, = (¢(w)a)(H)Ad(x)E,

para todo H € tC. Isto significa que ¢(w)a € II. Logo, ¢(w)Il C II e, como II
é finito, vale a igualdade. (Observe que com esse argumento também provamos que
Ad(2)(g%)a = (6%)s(21)a Para todo x € Ng(T).)

Segundamente, seja > C II o sistema simples determinado por alguma ordem le-
xicografica em V. Pelo que ja provamos acima, ¢(w)ll = II, de modo que ¢(w)% é
um outro sistema simples para II. Por um resultado geral da teoria das algebras de
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Lie, existe exatamente um elemento z € W (II) tal que z¢(w)X = X. Afirmamos que
z¢(w) = idg. Provada esta afirmagao, teremos ¢(w) = 2~' € W(II) e a demons-
tragao do Teorema estard concluida. Uma vez que W (II) C Im(¢), podemos escolher
w' € W(T,G) tal que ¢p(w') = z. Entao, ¢p(w'w)X = X. Escolhendo 2’ € Ng(T) tal
que w' = 2'T, nosso objetivo é provar que 2’z € T, pois neste caso Ad(z'z) age como
a identidade em t e ¢(w'w) = SAd(2'z)S™!, como a identidade em t5.

Seja II™ o conjunto das rafzes positivas com respeito a ¥ e § = > . a.
Como ¢(w'w)X = ¥, entao ¢(w'w)lIt = IIT, de modo que ¢p(w'w)d = §. Logo,
Ad(z'z)Hs = Hs. Denotando por T" o fecho de {exp(tiHs) : t € R} em G, temos que
T" C T éum toroem G e que 2’z € Zg(1T"). Entao, para provar que 2’z € T é suficiente
mostrar que Zg(T") = T. Como Zg(T') é conexo pelo Coroldrio 3.31, para fazer isto
provaremos, na verdade, que a dlgebra de Lie de Zg(T") coincide com t. Se s é a algebra
de Lie de 7", entao s C t e a algebra de Lie de Zg(T") é Z,4(s). Esta claro que t C Z,(s).
Para ver que Z,(s) C t, observamos que, como iHs € s, entdao Zy(s) C Z4(iHs). Com
isso, é suficiente verificar que Z4(iH;) = t. Uma vez que iH;s € t, pelo Lema 3.22 basta
provar que ¢Hs é um elemento regular de g.

Escrevamos ¥ = {ay,...,a;} e tomemos a; € X. Sabemos da teoria geral que 7y,
manda «; em —o; e permuta o restante das raizes positivas. Entao,

To,(20) = raj<z a)z’raj a; + Za

aellt a€ellt
aFa;

= —o5+ Za:25—2aj,

a€cllt
oFoj

e portanto r,,(d) = d — ;. Logo, 2@’? = 1. Isto implica que (4, ;) > 0 para toda
J

raiz simples a; € X. Se o € I, entdo o = Zizl n;;, com nq,...,n; > 0 inteiros e

algum n; > 0, de modo que

!
(0,a) = Zni@, a;) > 0.

Com isso, se a € Il entdao a(Hs) # 0, pois ou « é positiva e a(Hy) = (6, ) > 0 ou « é
negativa e a(Hs) = —(0, —a) < 0. Portanto, Hs é regular, assim como iHj. O

O grupo de Weyl associado ao toro maximal de um grupo de Lie compacto e conexo,
seja na sua forma analitica ou algébrica, é usado extensivamente no desenvolvimento
da teoria. A seguir, vemos uma de suas aplicagoes.

Dado um grupo de Lie compacto e conexo e T um toro maximal de GG, existe uma
acao natural de W (T, G) em T'; a saber, a aplicacao 7 : W(T,G) x T'— T definida por

7(2T,y) = vyx "
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Proposicao 3.36. Dois elementos de T sao conjugados por um elemento de G se, e
somente se, eles estao na mesma orbita da acao 7. Mais precisamente, se x1,x9 € T
ey € G satisfazem v, = yxay~', entdo existe z € Zg(x1)o tal que zy € Ng(T) e
vy = (2y)za(2y)

DEMONSTRAGAO. Zg(x1) é um subgrupo fechado de G com algebra de Lie
t={X ecg:Ad(z)X = X}.

Entao, Zg(x1)g é um grupo de Lie compacto e conexo cuja algebra de Lie é ¢ e que
contém T, de modo que t C €. Afirmamos que Ad(y)t também estd contida em €. Com
efeito, se H € t, entao

Ad(z1)Ad(y)H = Ad(z1y)H = Ad(yxe)H = Ad(y)Ad(z2)H = Ad(y)H

pois Ad(z) age como a identidade em t. Uma vez que ambas t e Ad(y)t sdo subalgebras
de Cartan de g, entdao t e Ad(y)t sdo subdlgebras de Cartan de £, e portanto existe
z € Zg(x1)p tal que Ad(zy)t = t uma vez que € é uma dlgebra de Lie compacta. Segue
que zy € Ng(T) e que

(z)xa(zy) "t = 2(yzoy N2t = 22t =2y O

Corolario 3.37. As intersecoes das classes de conjungacao de um grupo de Lie com-
pacto e conexo G com um toro maximal T C G coincidem com as orbitas de 7. Se
T/W(T,G) denota o espago das drbitas desta agdo, entdo o conjunto das classes de
conjugacao de G € parametrizado por T /W (T, Q).

Corolario 3.38. Seja T um toro maximal do grupo de Lie compacto e conexo G. Sejam
também x,y € T dois elementos que estao na mesma classe de conjugacdo de G. FEntao,
existe w € W(II) tal que

€a (@) = Eu) (¥)
para toda raiz « € TI. Em outras palavras, os autovalores de Ad(x) sdo obtidos através

de uma permuta¢ao dos autovalores de Ad(y) e esta permutagdo é dada por um elemento
do grupo de Weyl de II.

DEMONSTRAGAO. Pela Proposicao 3.36, existe z € Ng(T) tal que x = zyz~!. Seja

w = ¢(z~'T). Na demonstracio do Teorema 3.35, provamos que se E, € (g%), entao
Ad(z"Y)E, € (g%)uw(a)- Logo,

§a<$>Ea - fa(ZyZ_I)Ea:Ad(Z)Ad(y)Ad(Z_1>Ea
= Ad(2)€u(0)(W)Ad(zT) Eq = uo)(y) Ear O

Como vimos no Capitulo 2, os caracteres de uma representacao de GG a determinam
a menos de isomorfismo. Portanto, para se conhecer as representacoes de Gz, torna-se
necessario fazer um estudo cuidadoso dos seus caracteres e, conseqiientemente, pelo
Teorema de Peter & Weyl, das suas fungoes de classes. Neste sentido, temos o seguinte
resultado.
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Proposigao 3.39. A restricao de uma funcao de classes continua F : G — C a um
toro maximal T € constante nas orbitas de 7. Reciprocamente, toda funcdo continua
f T — C que € constante nas orbitas de T estende-se a uma funcdao de classes continua

F:G—C.

DEMONSTRACAO. A primeira parte é conseqiiéncia imediata do Coroléario 3.37. Para
a reciproca, definimos F' : G — C da seguinte maneira: dado z € G, sejay € G
tal que yry™' € T e fagamos F(z) := f(yxy™'). A Proposigao 3.36 garante que
F estd bem-definida e que é de classes. Falta verificar a continuidade de F. Seja
(Zn)nen uma seqiiéncia de pontos de G que converge para x € G e provemos que
(F(x,,))nen converge para F'(z). Tomemos (F(x,,))ren uma subseqiiéncia qualquer de
(F(xp))nen. Vamos provar que (F(z,, ))reny admite uma subseqiiéncia que converge para
F(z). Um resultado bésico de Topologia Geral garante, entao, que (F'(x,)),en converge
para F(z). Sejam (yx)ren € (2k)ren seqiiéncias em G e T', respectivamente, tais que
Ty, = ykzkygl para todo k € N. Como G e T sao compactos, entao podemos escolher
subseqiiéncias (Y, )ien € (2k,)ien que convergem para y € G e z € T, respectivamente.
Entao, z = yzy ' e

lim F(zy,, ) = lim f(z) = f(2) = F(z). O

l—o00

3.5 O Grupo Fundamental

O grupo fundamental de um grupo de Lie é umas das estruturas mais importantes
associadas a ele. Seu estudo fornece informacgoes importantes sobre a geometria do
grupo de Lie, recobrimentos, representacoes, propriedades dos seus espacos homogeéneos,
entre outras. Nosso objetivo nesta secao é analisar dois resultados particularmente
importantes acerca da estrutura do grupo fundamental de um grupo de Lie compacto.

Proposicao 3.40. O grupo fundamental de um grupo topoldgico conexo por caminhos
€ abeliano.

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, consideremos v um lago em G baseado em 1. Defi-
nimos duas novas curvas 7,7 : [0, 1] = G da seguite maneira:

_ - 1 , setel0,1]
() = { 2t —=1) , seteli ]
~ . (2t) , sete]0, ;]
() = { ? , sete[i 1]

Claramente, ambas 7 e 7 sao fechadas, continuas e 7(0) = 5(1) =7(0) =7(1) = 1.

Afirmacao: 7 e 7 sao equivalentes a vy por um par de homotopias que fixam o elemento
neutro de GG. Em particular, 7 e 7 sao homotdpicas.
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De fato, sejam H, H : [0,1] x [0,1] — G definidas por

~ o 1 , setel0,3]
At = { ey - DERT
G ey = {7(E) ., sete0 5
it s) = { 1 , sete 352 1]

E imediato que H, H sao continuas, e uma apdés uma rapida inspecao nestas duas
defini¢oes vemos que

H(t,0) = H(t,0) = ~(t),

- H. 1)
H(0,5) = H(1,5) = H(0,

=7(1), H(tyl) 3(t),
s)=H(1,s) =

Para ver que m1(G; 1) é abeliano, tomemos 71, v2 dois lagos baseados em 1. Consi-
deremos também os lagos 71, 71,72, 72 como definidos acima. Entao,

1(2t) , sete€ 0,%
N(t)(t) = {:;igt_l), seteé,ﬁ

IR 2(2t) , setel0, %]
71(”’72(75) = { 11(225 _ 1) , setcg [%7 1]

Denotando por * a operagao de concatenagao de curvas, as relacoes acima implicam
que 717, é homotdpico a v1 * Y2 € Y172, a Y2 * 71. Por outro lado, nao é dificil de ver
que 7172 € homotopico a 717. (Sendo H; uma homotopia que deforma 7; em 73y e Hy
uma que deforma 7, em 73, o produto pontual H;Hs é uma homotopia que deforma
172 em Y172.) Portanto, v * v9 e 2 * 1 sdo lagos homotdpicos. ]

Teorema 3.41. O grupo fundamental de um grupo de Lie compacto e conexo é abeliano
finitamente gerado.

Antes da demonstracao do Teorema 3.41, algumas observagoes. Sejam G um grupo
de Lie conexo e GG o seu recobrimento universal. Pela teoria geral dos grupos de Lie,
a aplicacao de recobrimento p : G — G é um homomorfismo e o seu nicleo, que
denotaremos por D, é um subgrupo discreto e central de G. Dado um ponto qualquer
de GG, digamos o elemento neutro 1, o grupo D age livremente e transitivamente sobre
p (1) por translagoes a direita. Logo, por um resultado geral da teoria dos espacos
de recobrimento, D = 71(G; 1). Isto significa que, na demonstragdo do Teorema 3.41,
podemos substituir m (G, 1) por D.

Lema 3.42. Sejam G um grupo de Lie compacto e conero, G o seu recobrimento
universal e D C G o chlNGO do hor@morﬁsmo de recobrimento. FEntdao, existe um
aberto pré-compacto U C G tal que G = UD. Além disso, U pode ser escolhido de
modo quel €U e U™t =U *

4Para distinguir os elementos neutros de G e 6’, denotaremos o do tltimo por 1.
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DEMONSTRAGQAO. Para cada x € G, seja N, C G uma vizinhanga distinguida de x
com respeito a p. Com isto queremos dizer que N, é aberta, conexa e a restricao de
p a cada componente conexa de p~!(NN,) é um homeomorfismo entre esta componente
e N,. Fixemos M, uma componente conexa qualquer de p~(N,). Para cada z € G,
seja também N/ uma vizinhanca aberta e conexa de z tal que N/ C N,, e facamos
M, = (plar,) " (V).

Como G é compacto, existem zy, ..., z, € G tais que G = N, U---UN,, . Tomemos
U:=M, U---UM, C G. Claramente, U é um subconjunto aberto de CNJ, e provaremos
que U satisfaz as condig¢oes do enunciado.

Primeiramente, como N/ C N, é compacto, entdo M := (p|as,) > (N]) é um com-
pacto que contém M. Logo, M} U---UM; C G é um compacto que contém U,
e portanto U é compacto. Segundamente, dado Z € G, seja x := p(T) € G e esco-
lhamos i € {1,...,n} tal que z € N, . Como D age transitivamente sobre p~'(z)
por translagoes a direita, existe z € D tal que 72z € M, N p~!(z) C U. Portanto,
Z € Uz~! C UD e concluimos que G = UD. Caso U nio contenha 1 ou néo seja
simétrica, basta unir a U o conjunto U~! (que também é aberto e pré-compacto) e uma
vizinhanga aberta, pré-compacta e simétrica de 1. O]

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 3.41. Seja U um aberto de G como no Lema 3.42 e
fagamos K := U. A igualdade G = UD implica que {Uz : z € D} é uma cobertura
de G por abertos, e uma vez que KK ! é compacto existem z1,...,2, € D tais que
KK™' CUxU---UUz,. Seja D; o subgrupo de D gerado por {21, ..., z,}. Claramente,
D, é um subgrupo discreto e central de G. N

Afirmamos que, para provar o Teorema, é suficiente mostrar que G = KD;. De
fato, se isto for verdade podemos escrever, para cada z € D, z = kz', com k € K ¢
2 € Dy. Como D; C D, entao k = 22'"1 € KND,isto é, 2 € (KND)D;. Isto signiﬁca
que D = (KN D)Dy, ou seja, que D é gerado pelo conjunto {kz; : k € K, i = ,n},
que ¢ finito uma vez que K N D ¢ um subconjunto fechado e discreto de K.

Seja q : G- G /Dy o homomorfismo candnico, que também é uma aplica¢ao de
recobrimento. Como K D; = ¢ '(¢(K)), entdao para provar que G = KD, é suficiente
mostrar que q(K) = G/D;. Primeiramente, observamos que ¢(K) contém o neutro de
G/D; pois 1 € U C K. Além disso,

q(K)qg(K)™" = q(KK™") Cq(z\U)U---Uq(z,U) = q(U) C q(K).

Logo, q(K) é um subgrupo de CNJ/Dl. Segundamente, como ¢ é uma aplicacao aberta e
o interior de K é nao-vazio, entao ¢(K) é um subgrupo de G/D; de interior nao-vazio.
Sendo G/ D; conexo, obtemos ¢(K) = G/D;. O
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Capitulo 4

A Geometria de um Grupo de Lie
Compacto

4.1 Meétricas Riemannianas Invariantes

Seja G um grupo de Lie. Uma métrica riemanniana g em G é invariante a di-
reita se (R,)"g = ¢ para todo x € G, e invariante a esquerda se (L,)*g = g para
todo = € G. Se g satisfaz ambas as condigoes, dizemos que g é bi-invariante. Equi-
valentemente, g é invariante a direita quando as translacoes a direita R, : y — yx sao
isometrias com respeito a ¢, e invariante a esquerda quando as translacoes a esquerda
L, : y — xy sdo isometrias. Se g é bi-invariante, entdo as conjugacoes C, : y — xyx !
também sao isometrias g. Neste secao, nos preocuparemos em encontrar condicoes
para que GG admita uma métrica riemanniana bi-invariante e analisaremos a influéncia
de uma tal métrica na estrutura do grupo.

Proposicao 4.1. Seja G um grupo de Lie e g a dlgebra de Lie dos campos vetori-
ais invariantes a esquerda sobre G. FEntdo, para cada produto interno ( , ) em g
existe uma unica métrica riemanniana g sobre G que € invariante a esquerda e que
satisfaz g(X,Y) = (X,Y) para todos X,Y € g. Reciprocamente, toda métrica rie-
manniana invariante 4 esquerda g em G define um produto interno em g pela equagao

(X,)Y)=g9(X,Y).

DEMONSTRAGAO. Seja (, ) um produto interno em g e provemos que existe uma unica
métrica riemanniana em GG que possui as propriedades descritas no enunciado. Para a
unicidade, sejam ¢g; e go métricas riemannianas invariantes a esquerda em G tais que
g(X,Y) = ¢2(X,Y) = (X,Y) para todos X,Y € g. Para cada z € G e u,v € T,G,
sejam U,V € g tais que U, = u e V,, = v.! Entao,

(91)2(u,v) = (91)e(Us, Va) = (91 (U, V))(z) = (U, V) (4.1)

'Para ver que U e V existem, basta defini-los por U, = (Lyz-1)su e Vy = (Lyz-1)sv para todo
y € G. Além disso, como o valor de um campo invariante num ponto caracteriza o campo, vemos que
U e V sao tnicos.

89
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e analogamente (g2).(u,v) = (U, V). Logo, (¢91).(u,v) = (g2)z(u,v). Como x,u,v sdo
quaisquer, entao g; = ¢s.
Agora, provemos a existéncia. Motivados por (4.1), definimos g por

gz(u,v) = (U, V),

em que v € G, u,v € T,G e UV € g satisfazem U, = v e V, = v. Esta claro
que g, é um produto interno em 7T,G para todo = € G e que g(X,Y) = (X,Y) para
X,Y € g. Ainda precisamos verificar que g é diferenciavel e invariante a esquerda. Seja
(E1, ..., E,) uma base ortonormal de g com respeito a ( , ). Entao, (Ey,...,E,) é
um referencial moével de G e, dados indices ¢,j = 1,...,n, temos que g(E;, E;) = §;,
e portanto g ¢é diferenciavel. Para ver que g ¢ invariante a esquerda de g, tomemos
r,y € G,u,veT,GeUV € gtais que Uy = u e V, = v. Entao,

((La)"9)y(u,v) = gay((La)stt, (La)sv)
= gxy(( )+ Uy ( ) y)
= Gay(Usy, Vay) = (U,V)
- gy(uvv)

Como y, u, v sdo quaisquer, entao (L,)*g = g e g é invariante a esquerda.
Agora, seja g uma métrica riemanniana invariante a esquerda em G e definamos

<X7 Y> = gl(Xla}/l)) X7Y € g.

Como a aplicagdo X € g — X; € TG é um isomorfismo linear, entdao ( , ) é um
produto interno em g. Além disso, se X,Y € g, entao

9(X,Y)(@) = 92(Xa, Ya) = ((La)eg)1 (X1, Y1) = g1 (X1, Y1) = (X,Y)
para todo x € G, e portanto g(X,Y) = (X,Y). H

Substituindo g pela algebra de Lie dos campos invariantes a direita sobre GG, podemos
reformular a Proposigao 4.1 e obter um resultado similar sobre as métricas riemannianas
invariantes a direita em G. O leitor é convidado a preencher os detalhes. Em particular,
todo grupo de Lie admite métricas riemannianas invariantes a esquerda e métricas
riemannianas invariantes a direita. Isto significa que o estudo das métricas riemannianas
invariantes a esquerda ou a direita separadamente oferece poucas informacoes sobre as
peculiaridades deste ou aquele grupo de Lie. No entanto, ao considerarmos métricas
riemannianas bi-invariantes, a situacao muda completamente.

Teorema 4.2. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e {, ) um produto interno
em g que determina a métrica riemanniana invariante a esquerda g sobre G. FEntao, g
¢ bi-invariante se, e somente se, { , ) € invariante pela representacdo adjunta de G.
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DEMONSTRACAO. Se g é bi-invariante, entdo dados x € G e X,Y € g temos

(Ad(2)X,Ad(2)Y) = ((Lo)e(Ro1):X, (Ly)s(Ry1).Y)
91((Le) (R, >X1,<Lx>*(Rx—1>*Y1)
((Lz)*(Rp—1)"g),(X1, Y1)

= gl(Xth) - <X7 Y>

Reciprocamente, suponhamos que ( , ) é invariante por Ad e provemos que g é invariante
a direita. Dados z,y € G e u,v € T,G, sejam U,V € g tais que U, = u e V, = v.
Entao,

(Re)"9)y(u,v) = gyu((Re):Uy, (Ra)eVy) = Gya (Re) ol )y (Ra)iV ) yer)
= ((Ro)U, (R2)V) = ((Ra)s(Ly-1):U, (R)s(Ly-1): V)
= (Ad(z")U,Ad(z"")V) = (U, V)

gy(u,v).

Como y, u, v sdo quaisquer, entao (R,)*g = g, e portanto g é bi-invariante. ]

Corolario 4.3. Se G ¢ um grupo de Lie compacto, entao G admite uma métrica rie-
manniana bi-invariante.

DEMONSTRACAO. Como G é compacto, entao a representacao adjunta de G é unitdria
pela Proposicao 2.4. O

Corolario 4.4. Se g € uma métrica riemanniana bi-invariante em um grupo de Lie GG,
entao o produto interno de g associado a g € invariante pela representacao adjunta de
g. Em particular, se um grupo de Lie admite uma métrica riemanniana bi-invariante,
entao a sua dlgebra de Lie é compacta.

DEMONSTRAGAO. Seja (, ) o produto interno em g associado & metrica riemanniana
bi-invariante de G. Como ( , ) é invariante por Ad(G) pelo Teorema 4.2, entao (, ) é
invariante por Ad(G)o = Int(g), e o célculo apresentado na demonstragao da Proposicao
3.4 mostra que ( , ) é invariante pela representacao adjunta de g. O

Corolario 4.5. Seja G um grupo de Lie conexo cuja dlgebra de Lie g admite um
produto interno invariante { , ). Entdo, a méltrica riemanniana de G associada a ( , )
¢ bi-invariante.

DEMONSTRAGAO. Pelo argumento apresentado na demonstragao do Corolario 3.9, (, )
¢ invariante pela representacdo canonica de Int(g) em g. Por outro lado, como G é
conexo, entao Int(g) = Ad(G), e portanto (, ) ¢é invariante pela representagao adjunta
de G. Com isso, a métrica riemanniana em G associada a ( , ) é bi-invariante pelo
Teorema 4.2. [
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4.2 Curvatura

Nesta secao, consideramos um grupo de Lie G munido de uma métrica riemanniana
bi-invariante g. Nosso objetivo é descrever as grandezas geométricas normalmente as-
sociadas a uma métrica riemanniana, tais como a conexao de Levi-Civita e as diferentes
nocoes de curvatura.

Como vimos na secao anterior, g determina, de maneira tinica, um produto interno
na algebra de Lie g dos campos vetoriais invariantes a esquerda de G, que denotamos
por (, ). Vale a relagao

g(X,)Y)=(X,Y), paratodos X,Y € g.

Em particular, se Z é um campo vetorial qualquer em G, entao

Zg(X,Y)=0, paratodos X,Y €g. (4.2)
O produto interno (, ) também satisfaz
([X,Y],Z) =(X,[Y, Z]), paratodos X,Y,Z € g (4.3)

pelo Corolério 4.4. Lembramos ainda o seguinte fato bésico da Geometria Riemanniana:
se M é uma variedade riemanniana com métrica g, V é a conexao de Levi-Civita de M
com respeito a g e X, Y, Z sao campos vetoriais diferenciaveis sobre M, entao

oVxY.2) = S{XgY,2)+Yo(Z,X) ~ Zg(X.Y) -
—g(Y,[X,Z]) = g(Z,[Y, X]) + 9(X, [Z,Y]) }. (4.4)

Esta relacao é conseqiiéncia da compatibilidade de V com g e da simetria de V. (Ver
(LEE, 1997), p.69.)

Proposicao 4.6. Seja V a conexdo de Levi-Civita de G com respeito a g. Entao,

1
VxY = §[X, Y], para todos X,Y € g.

DEMONSTRAGAO. Seja (Ey, ..., FE,) uma base ortonormal de g com respeito a ( , ).
Entao, (F1,..., E,) é um referencial mével em G ortonormal com respeito a g. Para
cada i,j5 = 1,...,n, escrevamos

Vi Ej =Y TLE
k=1

em que I'}; € C*(G) sao os simbolos de Christoffel de V com respeito a (Ey, ..., Ey).
Por (4.2), (4.3) e (4.4), temos

1
= (BB, B + BB, B) — BB ) -

— (Ej, [Es, Ex]) — (Ex, |Ej, Ei]) + (Ei, [Ex, Ej)))
1

= §<[Ei,Ej],Ek>.
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Logo,
1 ¢ 1
Ve Ej=3 ;qEﬂEj]? Ex)Er = 5[Ei, By,
e o resultado segue da R-bilinearidade de V. O

Corolario 4.7. As geodésicas de G com respeito a V sao exatamente as curvas integrais
dos campos invariantes a esquerda. Em particular, todo grupo de Lie munido de uma
métrica riemanniana bi-invariante € uma variedade riemanniana completa.

DEMONSTRAGAO. Seja X € g e tomemos 7 : R — G uma curva integral de X. Como
F(t) = X, para todo ¢t € R, entao
1

Dt("Y(t)) = Dt(X'y(t)) = (VXX)'y(t) = §[X, X]'y(t) =0,

em que D; denota o operador de derivacao covariante sobre v induzido por V. Logo, v
é uma geodésica. Reciprocamente, se v é uma geodésica em G com respeito a V, seja
u = ¥(0) e tomemos U € g tal que U,y = u. Se o é a curva integral de U tal que
o(0) = v(0), entao, pelo que provamos anteriormente, o é uma geodésica que satisfaz
(0) = 4(0). Uma vez que qualquer geodésica é determina pelas suas condigoes iniciais,
temos v = 0. O

Seja R o endomorfismo de curvatura de G com respeito a g, definido por
R(X, Y)Z = VXVYZ — VyVXZ — V[Xy]Z

para X,Y, Z campos vetoriais diferenciaveis sobre G. Pela Proposicao 4.6, temos para
X, Y. Z € g:

R(X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ —VixyZ

1 1 1

= Z[Xy[YaZH_Z[Y>[sz“_§“X>Y]’Z]

- i([[X, Y, Z]+ (2, X],Y] +[[Y, 2], X]) — i[[X,Y],Z]

- X2 (15)

Em particular, R(X,Y)Z € g sempre que X,Y,Z € g. Seja Rm o tensor de curvatura
de G com respeito a ¢, definido por

Rm(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)

para X,Y, Z W campos vetoriais diferenciaveis sobre G. Entao, para X,Y, Z, W € g
temos

Rm(X,Y,Z W) = <R(X,Y)Z,W>:—i([[X,Y],Z],W)

= XYL Z W),
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Por fim, denotemos por K a curvatura seccional de G com respeito a g, definida por

Rm(U, V.V, U),

Kx<u> U) = gx(u’ u)gm<v, ’U) - gm(ua U>2’

em que x € G, u,v € T,G sao linearmente independentes e U, V' sao campos vetoriais
diferenciaveis sobre G tais que U, = u e V, = v. Claramente, podemos escolher U, V'
em g, de modo que

1 (U, v],[v,U]) 1 T, V]I”

K, ) == 7 =7 :
w2 = = 1 AV =@V~ 1 TOAVIE = TV

Isto significa que as curvaturas seccionais de GG nao dependem do ponto escolhido, ape-
nas dos campos vetoriais invariantes a esquerda. Com isso, podemos denotar K, (u,v)
por K(U, V). Supondo, adicionalmente, que {U, V'} é ortonormal, temos

CATEE[EA%]

As relagoes acima também nos permitem calcular a curvatura de Ricci de G em
termos do colchete de Lie de g. Lembramos que, dados = € G e u,v € T, G, definimos
Re,(u,v) como sendo o trago da aplicagao linear T': T,G — T, G, T'(w) = [R(W,U)V],,
em que U,V,W sao campos vetoriais diferenciaveis sobre G tais que U, = u,V, =
v, W, = w. Uma vez que podemos tomar esses campos em g, entao por (4.5) temos

1

T(w) =~

(W, U], V..
Escolhendo uma base ortonormal (Ey,..., E,) de g, entdao ((E1)s,...,(En)z) € uma
base ortonormal de T,,G, de modo que
n 1 n
Rey(u,v) = Zgaz(T(Ei)za (Ei)z) = — 1 Z<HEH Ul V], Ey)
i=1

i=1

_ iZ([U, E}, [V, E)).

Uma vez que esta expressao nao depende de x, podemos definir Rc para elementos de
g

Re(X.Y) = 1 YX.BLIV.E). X.Yeq. (46)

i=1
A aplicacao Rc: g X g — R assim definida é bilinear e simétrica, e a forma quadrética
associada é dada por

1 n
Re(X.X) = ;DI EJP >0, Xeq (4.7)
i=1
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4.3 A Primeira Demonstracao

A seguir provamos o Teorema de Weyl utilizando as ferramentas geométricas desen-
volvidas previamente neste capitulo. Antes, lembramos o seguinte resultado geral de
Geometria Riemanniana:

Teorema 4.8 (Teorema de Myers). Seja M uma variedade riemanniana com métrica

g, conexa, completa e com dim M > 2. Suponhamos que existe um niumero real R > 0

tal que

dim M — 1
R2

para todow € TM. Entao, M € compacta, seu grupo fundamental € finito e seu diametro

nao ultrapassa TR.

Re(u,u) > g(u,u)

DEMONSTRAGAO. Ver (LEE, 1997), pp. 201-202. ]

Corolario 4.9. Seja G um grupo de Lie conexo que admite uma métrica riemanniana
bi-invariante g e cuja dlgebra de Lie g € semi-simples. Entao, G é compacto e seu grupo
fundamental € finito.

DEMONSTRAGAO. Uma vez que a métrica bi-invariante de G o torna uma variedade
riemanniana completa pelo Corolario 4.7, é suficiente provar que existe K > 0 tal que

Re(u,u) > K

para todo u € TM com g(u,u) = 1. De fato, neste caso o ntimero real R := \/—dimg_l

satisfaz as hip6teses do Teorema de Myers. (Lembrando que dim G > 3 pois g é semi-
simples.) Agora, como g é bi-invariante, entao a curvatura de Ricci depende apenas dos
campos invariantes X € g, e deste modo precisamos apenas provar que existe K > 0
tal que Re(X, X) > K para X € g satisfazendo || X|| = 1.

Seja S := {X € g : ||X|| = 1} a esfera unitaria. Como f : X € g — Re(X, X)
¢ uma forma quadratica, entao f é continua, e o fato de S ser compacto implica que
f|s admite um valor minimo. Tomemos Xy € S um ponto de minimo de f|s e facamos
K = f(Xo) = Re(Xo, Xp). Para provar que K > 0, suponhamos, por absurdo, que
K < 0. Dada uma base ortonormal (E1, ..., E,) de g, por (4.7) temos

> X0, B[P <0 = [Xo,Ej] =0, para todoi=1,...,n,
=1

o que significa que X, € Z;. Como X € S, entao X, # 0, o que contradiz o fato de g
ser semi-simples. Portanto, K > 0. O

Vale observar que, na demonstragao do Corolario 4.9, podemos substituir a hipétese
de semi-simplicidade de g por Z; = {0}. No entanto, a existéncia de uma métrica
riemanniana bi-invariante em G implica que g é compacta, e portanto redutivel. Neste
caso, a condicdo Z; = {0} é equivalente a g ser semi-simples.
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Corolario 4.10 (Teorema de Weyl). Se G é um grupo de Lie compacto e conexo cuja
dalgebra de Lie é semi-simples, entao seu grupo fundamental € finito. Em particular, o
recobrimento universal de G € compacto.

DEMONSTRACAO. A compacidade de G garante que G admite uma métrica riemanni-
ana bi-invariante, e a semi-simplicidade de g implica, pelo Corolario 4.9, que o grupo
fundamental de G é finito. m

Outra conclusao que obtemos a partir do Coroléario 4.9 é que se G é um grupo de
Lie conexo e nao-compacto cuja algebra de Lie é semi-simples entao G nao admite
uma métrica riemanniana bi-invariante. Em particular, SL(n,R) nao admite uma tal
métrica para n > 2 e, conseqiientemente, GL(n,R) também nao.



Capitulo 5

Extensoes de Homomorfismos

Este capitulo é dedicado a uma demonstragao essencialmente analitica do Teorema
de Weyl, envolvendo extensées de homomorfismos. As ferramentas basicas para este
capitulo sao os resultados sobre medidas de Haar apresentados no Capitulo 1.

5.1 A Segunda Demonstracao

Seja G um grupo de Lie compacto e conexo. Como provamos no Teorema 3.41, o
grupo fundamental de G é abeliano e finitamente gerado. Logo, pelo Teorema Funda-
mental sobre grupos abelianos finitamente gerados, m(G) é isomorfo a um grupo da
forma A x Z", em que A é um grupo abeliano finito e n > 0 é um ndmero natural. A
componente A neste produto direto é chamada de parte de torgao e Z", de parte
livre. Para provar o Teorema de Weyl, precisamos mostrar que a parte livre de m1(G)
é trivial.

Lema 5.1. Seja D um grupo abeliano finitamente gerado. FEntdo, D € finito se, e
somente se, o unico homomorfismo de D no grupo multiplicativo dos nimeros reais
positivos € o trivial.

DEMONSTRAGAO. Denotemos por R, o grupo multiplicativo dos niimeros reais posi-
tivos, e seja ¢ : D — R, um homomorfismo. Se existe algum nimero real z dentro
da imagem de ¢ distinto de 1, entdo {2* : k € Z} é um conjunto infinito contido em
©(D), e neste caso D nao pode ser finito. Logo, se D ¢ finito, devemos ter ¢ = 1.
Reciprocamente, suponhamos que D ¢ infinito e escrevamos D = A x Z", com A um
grupo abeliano finito e n > 1 um ntmero natural. Definimos ¢ : A x Z" — R, por

o(a, (ki,...,k,)) = €. Esta funcdo claramente é um homomorfismo nao-trivial de
A X Z" em R,, e compondo-o com o isomorfismo entre D = A x Z" obtemos um
homomorfismo nao-trivial de D em R, . O

Teorema 5.2. Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo, G o seu recobrimento
universal, p : G — G o homomorfismo de recobrimento e D o nicleo de p. (Lembramos

97
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que D € discreto e central.) Entao, todo homomorfismo ¢ : D — R, estende-se a um
homomorfismo continuo ® : G — R,.

Antes de provarmos o Teorema 5.2, vejamos como ele implica o Teorema de Weyl.
Mantendo a notagao fixada no enunciado do Teorema 5.2, suponhamos que a algebra
de Lie g de G é semi-simples. Para provar que D = 71(G) é finito, consideramos
um homomorfismo ¢ : D — R, e mostremos que ¢ ¢ trivial. Pelo Teorema 5.2, ¢
estende-se a um homomorfismo continuo ® : G — R,. Como G e R, sao grupos de
Lie, entao ® ¢ diferenciavel, e portanto ® induz um homomorfismo de algebras de Lie
¢ : g — R. Como g é semi-simples e R é abeliana, entao ¢ = 0, e portanto ¢ = 1.
Logo, ¢ = ®|p = 1.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 5.2. Fixemos um homomorfismo ¢ : D — Ry e to-
memos K C G um subconjunto compacto e simétrico tal que G = KD (Lema 3.42).

Afirmagao 1: Existe uma fun¢ao continua h : G — R, cuja restricao a D coincide com
o e tal que h(Zz) = h(Z)p(z) para T € G e z € D. Em particular, h(1) = 1.

Para verificar esta afirmagao, primeiramente consideramos g : G — [0, +00) uma
fungao continua de suporte compacto tal que g|x = 1 (g existe pelo Lema de Urysohn),
e definimos hy : G — R por

(@ =3 g@)e(z)

zeD

Dado zy € é, seja L uma vizinhanca compacta de To. Se x € L, entao uma parcela
g(72)p(2)~! do somatério que define hy(T) é nula exceto quando Tz € supp(g), isto é,
quando z € T 'supp(g) € L~ supp(g). Deste modo, para todo ¥ € L temos

M@= S g@)e) (5.1)

z€DN[L~1supp(g)]

Como D é um subgrupo fechado e discreto de G e L~ 'supp(g) é compacto, entao
D N [L™supp(g)] ¢ finito e o somatério em (5.1) define uma fungao continua numa
vizinhanca de 5. Como Ty é qualquer, entao h; é continua. Além disso, escrevendo
To=kz,com z € D e k € K, obtemos

hi (o) = g(Foz)p(a7) ™" = g(k)g(z) = (2) > 0,
e portanto Im(hy) € RT. Definimos, agora, h(%) := hi(1)*h (%), T € G. Se T € G e

z € D, entao

M) = M) g@)e) = DY g5 e )

z'eD z'eD

= (D)™ 9@ )e) " e(z) = h(@)p(2).

z'eD
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Se z € D, entao

h(z) = h(1z) = h(D)p(z) = (1) (De(z) = ¢(2),

e a afirmacao esta provada.

Consideremos a funcao H : G x G — R definida por

H(7,7) = log h(37) — log h(F) — log h(7).

Claramente H ¢é continua, e h(1) = 1 implica que H(1,1) = 0.

Afirmagao 2: A fungao H é constante em cada uma das classes laterais de D X D em
G x G, de modo que H : G x G — R definida por H(z,y) = H(Z,7), com T € p~*(z)

ey € p~(y), estd bem-definida e é continua. Além disso, H satisfaz
H(wy, z) + H(w,y) = H(x,yz) + H(y, 2)

para todos x,y,z € G. _
Com efeito, sejam z,7",y,y € G e suponhamos que p(z) = p(z') e p(y) = p(¥).
Entao, podemos escrever ' =7z e y = yw, com z,w € D, de modo que

H(7'y) = logh(@'y) —log h(z") —log h(y')

= logh(zzyw) — log h(zz) — log h(yw)

= logh(zyzw) — log h(zz) — log h(yw)

= log h(zy)p(zw) — log h(z)p(z) — log h(y)p(w)

= [logh(ry) —log h(z) —log h(y)] + [log p(zw) — log ¢(z) — log p(w)]
= H(z,y),

e isso prova a primeira parte da afirmagao. (Na terceira igualdade usamos que D é
central.) Para verificar a segunda parte, tomemos 7,9,z € G. Entao,

H(zy,z) + H(z,y) = logh(zyz) — logh(zy) — log h(Z) +
+log h(zy) — log h(z) — log h(y)
= logh(zyz) — log h(z) — log h(yz)
+log h(yz) — log h(y) — log h(Z)
— HEE) + HG D)

Com isso, a igualdade desejada decorre da definicao de H.

Definimos a : G — R por
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Como H(1,1) = 0, entdo a(1) = 0. Além disso, como G x G é um grupo compacto e H
é continua, entdo H é uniformemente continua, e portanto a também é uniformemente
continua. Para ver isso, seja € > 0 e tomemos U C G x G uma vizinhanga de (1, 1) tal
que

(z,9), (z,w) €G e (z'z,wly) €U = [H(x,y) — H(z,w)| < e
Se V C G é uma vizinhanca de 1 tal que V x V C U e x,y € G sdo tais que y 'z € V,
entao para todo z € G temos (y~'x,2712) € U, de modo que

a(z) — a(y)] < /G H(x,2) — Bly,2)|dz < e

Em particular, a é continua. Além disso, a identidade que provamos na Afirmacao 2
implica

a(ry) = —/Gﬁ(xy,z)dz

= a(z) +aly) + H(z,y)

para todos x,y € G. B

Por fim, definimos ® : G — R, por ®(7) = h(z)e~*?@). Claramente, ® é continua.
Como a(1) = 0, entdo ®(z) = h(z)e V) = p(z) para z € D. Resta provar que ® é um
homomorfismo. De fato, sejam 7,y € G e fagamos x := p(7), y := p(y). Entao,

OFG) = h(FPe @ = h(Fg)e @) -H@w)
= h(zy)e HE@ENmal@)emal)
= h(afﬁe log h(Z§)+log h(Z)+log h(¥) , —a(x) ,—a(y)
= h(@)h(y)e” a(z) ,—a(y)
= O(2)2(y),

concluindo a demonstracao do Teorema. O]



Capitulo 6

Funcionais Inteiros

Neste capitulo, analisaremos uma demonstragao do Teorema de Weyl que possui
forte relacao com a teoria de representacoes de grupos e dlgebras de Lie.

6.1 Funcionais Inteiros

Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo com algebra de Lie g, 7" C G um
toro maximal e t C g a sua algebra de Lie. Também consideraremos II o sistema de
raizes de t€ em g®. Como vimos na demonstracao da Proposicao 3.15, cada raiz a € I1
determina um homomorfismo continuo &, : T — S' satisfazendo &,(exp(H)) = e
para todo H € t, isto é, a é a diferencial de £, em 1. Um funcional linear A : t — C para
o qual existe um homomorfismo continuo &, : T — S' cuja diferencial em 1 coincide
com A é chamado de analiticamente inteiro. Esta claro desta definicao que A s6 pode
ser analiticamente inteiro se Im(\) C iR. Com isso, podemos considerar os funcionais
analiticamente inteiros como elementos de tg.

O fato de um funcional linear A € t; ser analiticamente inteiro ou nao depende
apenas do toro maximal 7. No entanto, como todos os toros maximais de G sao conju-
gados, entao a dependéncia é na verdade com relagao a G. Deste modo, denotaremos
o conjunto dos funcionais analiticamente inteiros de t por An(G).

Lema 6.1. An(G) é um Z-submddulo de .
DEMONSTRAGAO. An(G) # () pois II € An(G). Dados \,0 € An(G), para ver que

—\ A+ 0 € An(G) basta tomar £_(2) = &\(2) e Enao(2) = E0(2),(2). Como T e S!
sao grupos abelianos, entao &_) e &), sao homomorfismos (obviamente continuos), e

um cdlculo direto mostra que d({_»);1 = —A e d(&xi0)1 = A + 0. O

Vamos denotar por [II] o Z-submdédulo de t; gerado pelo sistema de raizes. Pelo
Lema 6.1, temos [II] C An(G). O seguinte resultado fornece um critério alternativo
muito 1util para determinar quando um funcional linear é analiticamente inteiro.

Proposicao 6.2. Um funcional N € t € analiticamente inteiro se, e somente se,
A H) € i27Z para todo H € t tal que exp(H) = 1.

101
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DEMONSTRAGCAO. Se A\ é analiticamente inteiro e H € t é tal que exp(H) = 1, entéo

" = g\(exp(H)) = &0(1) = 1,

e portanto o(H) € i2nZ. Para a reciproca, primeiro observamos que o fato de T ser
um grupo de Lie abeliano e conexo implica que exp : t — T é um homomorfismo
de recobrimento. Dado A € t§ que satisfaz \(H) € i277Z para todo H € ker(exp),
definimos ¢y : t — S! por ¢r(H) = M. Como ¢y é um homomorfismo continuo

cujo nicleo contém ker(exp), entao ¢, induz um homomorfismo continuo &, : T — S?
satisfazendo &, (exp(H)) = ¢r(H) = ). Logo, A € An(G). O

Consideremos agora um outro grupo de Lie compacto e conexo G para o qual existe
um homomorfismo de recobrimento ® : G — G com ker(®) finito. Precisamos esta-
belecer uma relacio entre An(G) e An(G). Antes, algumas consideracdes acerca de
grupos abelianos compactos sao necessarias. Seja A um tal grupo e definamos A como
o conjunto dos homomorfismos continuos ¢ : A — S!, chamado de dual de A. Como

St ¢ um grupo abeliano, entdao A é um grupo com a operacao

(P102)(a) :== pr1(a)pa(a), ¢1, P2 € A\, a€ A

Pelo Corolério 2.6, A coincide com o conjunto das representacoes irredutiveis de A, de
modo que A é uma base de Schauder de C'(A) (com respeito a norma do supremo) pelo

Teorema de Peter & Weyl. Em particular, A separa pontos de A. Caso A seja finito,
temos dim C'(A) = |A|, pois as fungoes caracteristicas dos pontos de A formam uma

base de C(A). Neste caso, |A| = |A].

Lema 6.3. Seja A um grupo abeliano compacto e Z C A um subgrupo finito. Entao,
todo homomorfismo Z — St estende-se a um homomorfismo continuo A — S'.

DEMONSTRACAO. Seja A CZo conjunto formado pelas restricoes a Z dos homo-
morfismos ¢ € A. Vamos provar que A =7 , 0 que implica o resultado. Seja V o
subespaco vetorial de C/(Z) gerado por A’. Na verdade, V é uma subalgebra de C/(Z)
uma vez que A" é um subgrupo de 7. Além disso, V' contém as funcoes constantes e
¢ fechado pela conjugacao. Como A separa pontos de A, entao Al separa pontos de
Z, e portanto V' faz o mesmo. Sendo Z um espago métrico compacto (pois é finito e
equipado com a topologia discreta), temos que V' satisfaz as hipéiteses do Teorema de
Stone-Weierstrass, e portanto V' é denso em C(Z). Como C(Z) é de dimensao finita,
isso significa que V = C(Z), de modo que A’ é um conjunto gerador de C(Z). Isso
implica que |Z| = |Z| = dim C(Z) < |A'|, ou seja, |Z| = |A’]. Como esses conjunto sao
finitos, concluimos que A =7 O

Proposicao 6.4. Matendo as notagoes acima, temos que An(G) € um Z-submddulo de

An(G) de indice | ker(®)|.
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DEMONSTRAGAO. Sejam T C G, T C G os_toros maximais associados a t, com
®(T) =T. Dado A € An(G), definimos & T — S! por f)\( ) = &(P(x)). Clara-

mente, £, ¢ um homomorfismo continuo, e se H € t temos
E\(EXD(H)) = &\(®(exp(H))) = & (exp(H)) = XD,

Logo, A € An(G) e An(G) C An(G). Para provar a afirmagao sobre o indice, denotemos
Z =ker®. Como Z é um subgrupo normal e finito de G entao Z C Z5 C T pois T
¢ um toro maximal. Com isso, definimos ¢ : An(G) — Z por ¢()\) = 5,\|Z Como todo
homomorfismo continuo ¢ : T — S' é da forma Y = 5 A para algum \ € An(G), entao
¢ ¢ sobrejetiva pelo Lema 6.3. Além disso, ¢é facil ver que ¢ ¢ um homomorfismo de Z-
moédulos, de modo que resta apenas provar que ker(¢) = An(G). Temos An(G) C ker ¢
uma vez que

En(z) = &(®(2)) = &\(1) = 1, para todos \ € An(G)ez € Z.

Agora, se A € ker(¢), entao @Z =1, e portanto &, induz um homomorfismo continuo
Ex:T=T/Z — S' cuja diferencial em 1 é . Logo, A € An(G). O

A partir de agora, vamos supor que g é semi-simples. Um funcional linear \ € t é
2(\, «a
af?

raiz o € 1. Denotamos o conjunto de todos os funcionais algebricamente inteiros de t;
por Al(II). E um resultado cldssico da teoria das dlgebra de Lie que IT C AI(IT). Além
disso, é imediato da definigao que Al(IT) é um Z-submdédulo de .

chamado algebricamente inteiro se o nimero de Killing ¢ inteiro para toda

Proposicao 6.5. Todo funcional analiticamente inteiro é algebricamente inteiro.

DEMONSTRACAO. Primeiramente, consideremos a decomposicao

g=ta Y (RX, ®RY,)

a€cllt

dada pelo Teorema 3.20. Pelo Coroldrio 3.21, a subalgebra de g gerada por {X,, Y,,1H,}
é isomorfa a su(2) pela aplicagdo ¢ : su(2) — g definida por

0 i/2\ V2 0 1/2\ V2 —i/2 0 1
o 1) =t o (L @) =i o0 i) = -t
(6.1)
Como SU(2) é um grupo de Lie simplesmente conexo, entao existe um homomorfismo
continuo ¢ : SU(2) — G tal que d®, = ¢. Seja

2y 0
X = < 0 —2m’) € su(2).
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Por (6.1), temos ¢(X) = 2mi(2|a|"2H,). Isso e o fato de que eX = I, implicam que
1=®(L) = () = exp(¢(X)) = exp (2mi(2]ar| *Ha,)).

Se A ¢ analiticamente inteira, pela Proposicao 6.2 temos A(27i(2|a|2H,)) € 2miZ, isto
€,

2009) 7 o
|af?

Uma vez que t é uma subalgebra de Cartan de g, sabemos da teoria de representacoes
das algebras de Lie semi-simples que existe uma correspondéncia entre funcionais alge-
bricamente inteiros de t; e representacoes irredutiveis de g& em espacos de dimensao
finita; a saber, a que associa a cada A € Al(II) uma representacao de g© que admite A
CcOMO Peso maximo.

2la| *M(Ha) =

Proposicao 6.6. (a) Se G € simplesmente conezxo, entao An(G) = Al(II).

(b) Se o centro de G € trivial, entdo An(G) = [I1].

DEMONSTRACAO. (a) Se A € Al(II), seja ¢ : g© — glc(V) uma representacao irre-
dutivel que admite A\ como peso maximo. Seja v € V um vetor nao-nulo tal que
¢(H)v = \(H)v para todo H € t*. Como G é simplesmente conexo, entdo existe
um homomorfismo continuo ® : G — GL¢(V) tal que d®; = ¢|;. Como Cv é in-
variante por ¢(t%), entdo Cv também é invariante por ®(T). De fato, dado z € T,
z = exp(H) para algum H € t, temos

D(2)v = ®(exp(H))v = e?Hy = Ay, (6.2)
Com isso, a restricio de ® a T determina um homomorfismo continuo ¢ : T — St
por ®(z)v = £(z)v. Além disso, (6.2) implica que d§; = A, e portanto A € An(G).
(b) Seja ¥ = {ay,...,o} um sistema simples em II. Para cada j = 1,...,[ definimos
o vetor H; € t por
a;(Hj) =2mi e ap(H;) =0 se k # j.
Afirmamos que exp(H;) = 1. Com efeito, Ad(exp(H;))|¢ = idi e, se a € Il e

! .
E, € (g%a, escrevemos a = >, ngag, com ny € Z todos de mesmo sinal,
obtendo

Ad(exp(H;))E, = dHN R — g H)p k=1 k() — oni?mip [

Isto prova que exp(H;) € Zg = {1}. Agora, dado A\ € An(G), podemos escrever
A= 2221 cray, com ¢ € R, pois sendo g uma algebra de Lie semi-simples entao
¥ é uma base de t;. Dado j € {1,...,{}, por um lado temos A(H,) € 2miZ, pois
exp(H;) =1 (Proposicao 6.2), e por outro temos

l
AHj) =) erag(Hy) = c;2mi.
k=1

Portanto, cada ¢, ¢ inteiro e A = YL cpoy € [TI]. O
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Dado um sistema simples ¥ C II, ¥ = {ay,...,q}, temos que ¥ é uma Z-base de
[I1], e com isso [II] é um Z-mdédulo livre com dimg[Il] = |X|. Veremos agora que Al(II)
também é um Z-médulo livre. Uma vez que An(G) C Al(II) e todo submddulo de um
moédulo livre também é livre, feito isso teremos que An(G) também ¢é livre.

Proposicao 6.7. Um funcional A\ € t; € algebricamente inteiro se, e somente se,
2<)\,Ozk>

2 € 7 para toda raiz simples oy, € X.
ay

DEMONSTRAGAO. Se A € Al(II), entao ¢ imediato da definigao que 2(\, o) /|aw|* € Z
para «y simples. Para a reciproca, suponhamos que 2(\, a)/|ax|* € Z para ay simples
e provemos que 2{\, a)/|a|? € Z para o € II qualquer. E suficiente considerar a > 0.
Procedemos por inducao sobre a altura de a.! Se altura de o é 1, entdo a é simples
e a afirmacao é verdadeira por hipdtese. Vamos assumir, entao, que a possui altura
n > 1 e supor que 2(\, B)/|B|? € Z para toda raiz positiva 3 de altura < n. Escrevamos
o= 22:1 ngay, com n, € N. (Vale a pena observar que {k : ny > 0} possui ao menos
dois elementos, pois caso contrario « seria simples.) Como « # 0, entao

!
0< |a*= an<a,o¢k),
k=1

o que significa que (a, ag,) > 0 para algum kq. Sendo Tay, & reflexao ortogonal relativa
a aﬁo , temos

2(a, gy ) 2(a, agy)
ry, () = a— —Tlq; = Zn o — «
akO( ) ’ak0|2 o k=1 ‘ ‘04160’2 o
!
2
_ (nko e, CYI;())) ko + Yk,
| k0| k=1
k£ko

isto é, B :=r,, (a) é uma raiz positiva cuja altura é < n. Portanto
? kO ?

200 @) 2(ray, (A) Ty (@) 2(ray, (A B) 2\ B) 20\, cuy)  2(ky, B)

L o 3 - I T N PYH R T
completando a demonstracao. O]
Corolario 6.8. Al(IT) € um Z-mddulo livre e dimg Al(IT) = |X|.

DEMONSTRAGAO. Escrevamos ¥ = {ay,...,q;}. Paracada j=1,...,lseja \; € t; o

funcional definido por

Ni(Ha,) = |oy?/2 e Nj(Hay) =0 se k# j.

- l .
1Se o € II, entdo podemos escrever o = Zk:l nray com todos os ng > 0. A altura de o é o
, l
nimero y , .
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Como

20\, o) 2X;(Ho,)

ol Jau]?
entao pela Proposigao 6.7 temos {A1,..., A} € Al(II). Afirmamos que {\y,..., \} é
uma Z-base de Al(II). Primeiramente, como {H,,, ..., H,,} é uma base de tg, entao
{A1,..., A} ¢ uma base de t;. Isto implica que {\1,..., \;} é Z-linearmente indepen-

dente. Além disso, se A € Al(II), entdo podemos escrever A\ = 22:1 cjAj, com ¢; € R.

=0;5 €Z para j,k=1,...,1,

Por um lado, 2(\, ax)/|ax|* € Z; por outro,

20\ a) _ chzw,aw =3¢ = o, (6.3)

g |?

Portanto, ¢1,...,¢ € Z. O]

Em particular, o Corolério 6.8 garante que dimz Al(IT) = dimz[I1]. O que podemos
esperar do quociente AI(IT)/[IT]? A resposta a esta pergunta é dada pelo seguinte
resultado.

Teorema 6.9. Mantendo as notagoes acima, temos que AI(I1)/[I1] € finito e |AL(IT) /[IT]]
coincide com o determinante da matriz de Cartan de um sistema simples > C II.

Antes de procedermos a demonstracao deste Teorema, lembramos do seguinte resul-
tado geral da teoria de matrizes sobre dominios principais. A demonstracao pode ser
vista em (JACOBSON, 2009), pp. 181-184.

Teorema 6.10. Seja D um dominio principal e A € My,«n(D). Entdo, existem matri-
zes invertiveis QQ € M,,(D) e P € M,(D) tais que Q *AP € M,,x,(D) é uma matriz
diagonal A = diag(ds,...,d,,0,...,0) satisfazendo d; # 0 e d;\d;j+1. Além disso, A ¢é
unica a menos de multiplicacdo por elementos invertiveis de D ao longo da sua diagonal
principal.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 6.9. Seja ¥ = {ay,...,q} um sistema simples de [T e
{A1,..., A/} abase de Al(II) construida na demonstragao da Proposi¢ao 6.8. Escrevamos

l

ozj:Zakj/\k, jzl,...,l,
k=1

e formemos a matriz A = (ay;) € M;(Z). Pelo Teorema 6.10, existem matrizes
invertiveis P,Q € M;(Z) tais que Q 'AP € M;(Z) é uma matriz diagonal A =
diag(dy,...,d,0,...,0) com d; # 0 e d;j\dj4+1. Escrevamos @ = (qx;) € P = (pxj)

e formemos os vetores

l l
Bj:Zpijék e O-j:ZijAka parajzl,...,l.
k=1 k=1
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Como P e @) sdo invertiveis, entdo {f,..., 5} é base de [II] e {oy,...,0,} ¢é base de
AI(IT). Além disso,

l

! l
Bj = Zpk’jak = Z pkjamk:)\m = Z Z QA m]
k=1

k,m=1 m=1 m=1

l
= Z quAk])\ = A]j Z Qmj ]JUJ’

m,k=1
isto é,
B — dioj , sel<j<r
J 0, ser<j<lI.
Isto implica que r = dimy[ll] = [, isto é, A = diag(ds,...,d;) e B; = d;o; para
j=1,...,l. Portanto,
AlT) = Zoy @ & Zoy
[H] = Zd101 DD Zle'l

AI(TI)

N~y NN/
i d, D D Lqg,

e disso concluimos que

Al(TD)
2 dd e d ] = A)l
S| = bl lal = )
Como A = Q7 'AP, entao |det(A)] = |det(A)], pois o fato de P, @Q serem matrizes
inteiras invertiveis implica que | det(P)| = |det(Q)| = 1. Logo, |AL(II)/[I1]| = | det(A)|.
Por outro lado, (6.3) implica que

ou seja, A é a matriz de Cartan do sistema simples . Uma vez que o determinante de
toda matriz de Cartan é > 0, o resultado segue. [

6.2 A Terceira Demonstracao

Seja g uma algebra de Lie compacta e semi-simples e Go grupo de Lie simplesmente
conexo com algebra de Lie g. Provaremos que o centro de G é finito. Suponhamos,
por absurdo, que Zz ¢ infinito. Como Zz ¢ abeliano e finitamente gerado, entao Zgz ¢é
isomorfo a um produto direto da forma A xZ, em que A é um grupo abeliano finitamente
gerado. Seja Z C Zz o subgrupo cuja imagem por esse isomorfismo é A x dZ, em que d
¢ um numero inteiro maior do que o determinante da matriz de Cartan de g, e formemos
o grupo G := G/Z. Esta claro que Zz/Z ¢é finito de ordem d, e isto implica que G é
um recobrimento finito de Int(g) pois

Gz &
Ze/%  ZglZ’

Int(g) = G/Z5 =
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Em particular, G é compacto. Deste modo, pelas Proposicoes 6.4 e 6.6, temos

'An(G) ‘ _ ‘ An(G)
[11] An(Int(g))

‘ =|Zs/Z| = d. (6.4)

Por outro lado, como An(G) C Al(II) pela Proposigao 6.5, entao

= |

o que contradiz (6.4) pelo Teorema 6.9. Portanto, Zz ¢ finito. Em particular, G é
compacto, pois G/Zz = Int(g).

Agora, se G ¢ um outro grupo de Lie compacto e conexo cuja dlgebra de Lie ¢ g,
entdo G = (G/Z para algum subgrupo Z C Zs. Como Z é isomorfo a m(G) e Zg5 é
finito, concluimos que 71 (G) é finito e o Teorema de Weyl esté provado.

Para encerrar o capitulo, vamos mostrar alguns resultados que decorrem do Teorema
de Weyl e das proposicoes apresentadas acima.

Corolario 6.11. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo com dlgebra de Lie semi-
simples. Entao, G é simplesmente conezxo se, e somente se, An(G) = Al(II), em que I1
¢ o sistema de raizes tomado com respeito a alguma subdlgebra de Cartan de g.

DEMONSTRAGAO. Se GG é simplesmente conexo j& provamos que An(G) = Al(TI) na
Proposicao 6.6. Reciprocamente, suponhamos que An(G) = Al(II) e tomemos G o
recobrimento universal de GG. Pelo Teorema de Weyl, G é compacto e G = G /Z para
algum subgrupo central e finito Z C G. Além disso,

An(G)
An(G)

2] =

o

provando que G~G. O

Corolario 6.12. A ordem do centro de um grupo de Lie compacto e simplesmente
conexo coincide com o determinante da matriz de Cartan da sua dlgebra de Lie.

Corolario 6.13. Se g € uma dlgebra de Lie compacta e semi-simples, entao existe uma
quantidade finita de classes de isomorfismo de grupos de Lie cuja dlgebra de Lie € g e
todos esses grupos sao compactos.



Capitulo 7

Elementos Regulares e Classes de
Homotopia

Neste capitulo, faremos uma demonstragdo geométrica/topolégica do Teorema de
Weyl trabalhando diretamente com classes de homotopia de curvas. Para tanto, é
necessario antes explorarmos os conceitos de grupo de Weyl afim associado a um sistema
de raizes e de elemento regular e singular no contexto dos grupos de Lie.

7.1 Elementos Regulares e Singulares

Um conceito de extrema importancia na teoria das algebras de Lie é o de elemento
regular, que relembramos brevemente. (Uma discussao profunda sobre elementos re-
gulares em dlgebras de Lie pode ser vista em (SAN MARTIN, 1999), capitulo 4.) Seja
g uma algebra de Lie de dimensao finita. Para cada X € g, consideramos o operador
linear ad(X) : g — g e definimos nx como sendo a multiplicidade de zero como raiz do
polinémio caracteristico de ad(X') (que coincide com a dimensao do nicleo generalizado
de ad(X)). Com isto, forma-se o conjunto {nx € N: X € g}, cujo minimo ry é chamado
de posto de g. Se X € g ¢ tal que nx = ry, dizemos que X ¢ um elemento regular
de g. A importancia dos elementos regulares na teoria das dlgebras de Lie reside no
fato de que todas as subélgebra de Cartan de g sdo da forma b := ker (ad(X)™) com
X escolhido no conjunto dos elementos regulares de g. Além disso, cada subalgebra de
Cartan de g possui dimensao exatamente 7.

No estudo dos grupos de Lie, a situacao é andloga: dado um grupo de Lie G com
algebra de Lie g, para cada z € G consideramos o operador linear Ad(z) : g — g e
definimos n, como a multiplicidade algébrica de 1 como raiz do polinémio caracteristico
de Ad(z). Com isto, temos o conjunto {n, € N : z € G}, cujo minimo rg é chamado
de posto de GG. Se x € (G é tal que n, = rqg, dizemos que z é um elemento regular de
GG; caso contrario, x é um elemento singular de G. Denotaremos por GG, o conjunto

dos elementos regulares de G e por G o dos elementos singulares. Claramente, G, # ()
(S Gs 2 Zg.

109
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Proposicao 7.1. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo com dlgebra de Lie g.
Entao,

(a) ra =rg;
(b) G, é aberto em G;
(c) se x € G € reqular e x = exp(X) para algum X € g, entao X € reqular.

Observacgao. A reciproca para o item (c) ndo é verdadeira em geral, pois se X € g é um
elemento regular cujos autovalores nao-nulos estao em 2miZ entao exp(X) € Zg C G.

DEMONSTRAGAO. (a) Dado z € G, uma vez que G é compacto e conexo, podemos es-
crever = exp(X) para algum X € g. Deste modo, Ad(x) = ¢*X) e os autovalores
de Ad(x) sdo as exponenciais dos autovalores de ad(X). Logo, n, > nx > ry para
todo z € G, e portanto r¢ > r,. Agora, para provar que ry > 7g, seja X € g um
elemento regular e tomemos um numero real ¢ # 0 tal que os autovalores de ad(tX)
tenham valor absoluto menor do que 27. Uma vez que os autovalores de ad(t.X) sdo
os autovalores de ad(X) multiplicados por ¢ (tanto os reais quanto os complexos),
isso significa que tX também é regular. Além disso, fazendo x := exp(tX), uma vez
que os autovalores de Ad(z) sdo as exponenciais dos autovalores de ad(tX), entao
a multiplicidade de 1 como autovalor de Ad(x) coincide com a de zero como auto-
valor de ad(tX), pois pela escolha de ¢ nenhum outro autovalor de ad(¢X) possui
exponencial igual a 1. Logo, n, = rg, e portanto ry > rg. A igualdade segue.

(b) Como Ad(z) : g — g é um operador linear semi-simples para todo = € G (pois
G é compacto), entao n, = dim(ker(Ad(z) —idy)). Deste modo, x € G é regular
exatamente quando posto(Ad(z) — idy) é maximo. Uma vez que a fungado que
a cada transformacao linear associa o seu posto é semi-continua superiormente,
entao cada x¢ € G, admite uma vizinhanga U em G tal que posto(Ad(x) —idy) =
posto(Ad(zy) —idg) para todo € U. Logo, U C G, e G, é aberto em G.

(¢) Como os autovalores de Ad(z) s@o as exponenciais dos autovalores de ad(X), entao
a multiplicidade de zero como autovalor de ad(X) nao pode ser maior do que rg.
Como 7 = 1y, entao X ¢ regular. O]

A Proposicao 7.1 também é valida para grupos nao-compactos, mas as demons-
tragdes que demos dos itens (a) e (b), que dependem da compacidade de G, devem ser
substituidas por outros argumentos. Os detalhes podem ser vistos em (KNAPP, 2002),
p. 491.

Sejam GG um grupo de Lie compacto e conexo e " C GG um toro maximal. Denotando
por g e t as respectivas dlgebras de Lie, facamos a decomposicao de g€ em espacos de

rafzes com respeito a t*:
g(C _ t(C D Z(QC)W

a€cll
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Conforme argumentamos na demonstracio da Proposicao 3.15, Ad : T — GL¢(g%) é
uma representacao que mantém invariantes os subespacos dessa decomposicao. Sobre
t¢, a agao de T ¢ a identidade, e sobre cada (g%), é dada pelo homomorfismo continuo
& T — S'. Com isso, a matriz de Ad(x) com respeito a uma base adaptada a essa
decomposicao é

diag(1,...,1,&a,(2), ..., &, (7)),

com I = {ay,...,a,}. Decorre que z € T é regular se, e somente se, &,(x) # 1 para
toda raiz o € II. Uma vez que os homomorfismos &, ainda satisfazem

Ealexp(H)) = e para todo H € t,

entdo £, = &,, e portanto € T é regular exatamente quando &,(x) # 1 para o € II7T.
Lembrando que todo elemento de G é conjugado a um elemento de T e observando
que a regularidade é preservada por conjugacoes, analisar o conjunto 7, dos elementos
regulares de T" em geral é suficiente para se ter uma compreensao adequada acerca de
G,. O mesmo vale para G.

Proposicao 7.2. Seja x € T e consideremos a decomposi¢cao

g=t® » (RX,BRY,)

acll+

dada no Teorema 3.20. Denotemos por R o conjunto formado pelas raizes o € 11 tal
que &o(x) = 1. Entao,

(a) R € simétrico, isto €, se a« € R entdo —a € R;
(b) se a, B € R sao tais que o+ f € 11, entdo a + 5 € R;

(c) se Zy(x) denota o autoespaco de Ad(x) : g — g associado ao autovalor 1, entdo

Zy(z) =t® Y (RX, ®RY,),

aERT
em que RT =11 N R. Em particular, dim (Zy(x)) = dim(t) + |R].

DEMONSTRAGAO. (a) e (b) decorrem das igualdades &, = &, e &urp = Ea&s (produto
pontual). Para (c), seja X € t® ) . p+ (RX, @ RY,) e escrevamos

X=H+ Y MXo+0Yo, HEt Ag0a €R.
a€Rt

Lembrando que X, = %(Ea +Ey)eYy,=—4E,— E,), em que E, € (g%)a, temos

z
2

1 _ .
X=H+g > (Aa = i06)Ea + (Ao +i04) Ea,

a€R*
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e portanto

Ad(z)X = H+ % D (Mo = i00)ea(1)Ea + (Ao + i00)¢—a(z) By
acRt

1 , e
= H+ 3 %i;()\a —104)Ey + (Ao + i04) Eq

= X.
Reciprocamente, seja X € Z;(z) e escrevamos

X=H+ Y MXat+0Ya, HEt Ayos €R.

a€cll+

Precisamos provar que \, = 0, = 0 se @ € II"\R. Procedendo de maneira analoga &
feita acima, temos

1 _
X = H+ - (Ao —100)Eq + (Ao + i04) By

Ad(x)X = H+ % (Ao —100)Ea(T)Ey + (Ao +104)E_o(z) Ey.

Logo, (Aq — i04)&a(2) = Ao — 10, para toda a € TIT, isto é, (A, — i0,)(Ea(x) — 1) = 0.
Se a € TIT\ R, entao &,(z) # 1, de modo que A\, —io, =0e Ay = 0, = 0. H

Corolario 7.3. Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo e x € G um elemento
regular. Entao, Zg(x)o € um toro mazimal de G e € o tinico que contém x.

DEMONSTRACAO. Seja T' C G um toro maximal que contém z, e seja t a dlgebra de
Lie de T'. A algebra de Lie de Zg(x) é Zy(x), que pela Proposi¢do 7.2 coincide com t.
(Sendo z regular, entdao {a € I : £,(x) = 1} = 0).) Logo, Zg(x)o =T. O

Para cada subconjunto R C II que sastisfaz as propriedades (a) e (b) da Proposigao
7.2, denotamos

Pri=td Z (RX, & RY,).

a€Rt

Nao é dificil mostrar que pr é uma subélgebra de g. Se existe xy € T tal que R = {«a €
IT: & (o) = 1}, entao pr = Zy(xo) e podemos considerar os conjuntos

Tp = {ze€T:&(r)=1paratoda o € R}
Tp = {ze€Tr:acll\R=¢&,(x) # 1}.

Claramente, o € T C Tg. (Nos casos extremais R = () e R = II, temos Ty = T,
Ty =T, Tn = ZgNT = Zg e Ty = Tu.) Equivalentemente, Tr = [,z ker(&a),
e com isso Tr é um subgrupo fechado de 7. Em particular, T é um grupo de Lie
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compacto. Sua dlgebra de Lie é tg := (), cgker(al), e portanto dim(7Tx) coincide
com a codimensao do subespaco de t; gerado por R. Em particular, se R # (), entao
dim(Tg) < dim(7) — 1.

Sera importante adiante considerar o centralizador de T em G.

s

Coroldrio 7.4. Mantendo as notagoes acima, temos que a dlgebra de Lie de Zg(Tg) €
pr. Em particular, se R # 0 temos dim(Zg(Tx)) > dim(T) + 2.

DEMONSTRAGAO. A algebra de Lie de Z5(Tg) é o conjunto

h:={X €g:Ad(z)X = X para todo x € T} = ﬂ Zy(x).

z€Tr

Para cada = € Tk, seja R, = {a € I : {,(x) = 1}. Entao, R, 2 R, de modo que
Zy(x) =pr, 2V

pela Proposigao 7.2. Logo, h O V. Agora, se x € Tj, entdo R, = R, e portanto
hC Zy(x)=V. O]

Corolério 7.5. Se x € T, entao Zg(x)o C Zg(TR).

Na secao 7.3 faremos uma analise mais cuidadosa da estrutura dos conjuntos dos
elementos regulares e dos singulares. No entanto, uma nova ferramenta ¢é necessaria, o
grupo de Weyl afim, que apresentaremos na proxima se¢ao.

7.2 O Grupo de Weyl Afim

Seja V' # {0} um espago vetorial real de dimensao finita munido de um produto
interno ( , ) e IT um sistema de raizes em V.! Fixada uma ordem lexicografica em V
com respeito a alguma base, seja IIT o conjunto dos elementos positivos de II. Para
cada « € Il e cada nimero k € Z consideramos o hiperplano afim

P ={ eV :(\a)=Fk}

E imediato desta defini¢ao que P, = P_, _x (de modo que, quando necessério, pode-
mos restringir a nossa atengao as raizes positivas) e P, o = L. Na verdade, cada P,k
¢ a translacdo de a* pelo vetor gav, em que

v . 2«

o :W

(Os vetores ", o € T, sdo as co-raizes associadas a I e denotamos por ITV o conjunto
formado por essas co-raizes.) Para cada o € Il e k € Z consideramos também a reflexao

I Adotamos a convencao de que todo sistema de raizes II é reduzido, isto é, que os tinicos miltiplos
de uma raiz o que pertencem a II sao +a.
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ortogonal 71 : V — V que fixa P, ;. Sendo r, a reflexao ortogonal que fixa o subespaco

at, entdo r, = Ta,0- Lembramos ainda que
2(\
ra(A) =\ — <’a”;1>a =A—(\a)a’

e que r, = r_, para toda a € Il. Para cada u € V', vamos denotar por t(u) a translacao
em V dada pelo vetor pu:
tA=X+p, AeV.
1

Vale observar que t(u)~' = t(—pu). Com estas notagdes, percebemos geometricamente

que
ko, o\
rar =1t =a")orgot|=a .
Explicitamente, temos

el = (157) o) (- 3)
- o(5) (e 5)

= rqo(A\) + ka
para todo A € V, isto é, rop = t(ka') or,. Sendo r, um operador linear de V,
concluimos que cada r, ; ¢ uma transformacao afim de V.

Seja Af(V) o conjunto das transformagoes afins de V', que é um grupo com a
operacao de composicao. Definimos o grupo de Weyl afim de II, denotado por
W, (IT), como sendo o subgrupo de Af(V') gerado pelas reflexdes 7, com a € II e
k € Z. (Por simplicidade, a partir de agora denotaremos a composta de transformacoes
afins por justaposigdo: wo z = wz para w, z € Af(V).) Vale a pena obervar que W (II)
(o grupo de Weyl associado a II) é um subgrupo de W, (II), pois W (II) é gerados pelas
reflexdes r, = 740. Além disso, denotando por [IIV] o Z-submédulo de V' gerado pelas
co-raizes associadas a Il e por L[ITY] o conjunto das translagoes t(u) com p € [I1V],
temos que L[II]Y também é um subgrupo de W, (II). De fato, L[IIV] é um subgrupo
de Af(V), pois t(A\)t(p) = t(A+ p) e t(u) ™! = t(—p) para todos A, u € [I1V], e também
L[ITY] € W, (IT), pois se a” € IIV entao

wlw >

t(av) = t(af\/)’l“a’f’a =Ta1Ta € Wa(H)

Podemos concluir disso que W, (II) é sempre um grupo infinito (contrastando com o
fato de W (II) sempre ser finito).

Proposicao 7.6. Mantendo as notagées acima, temos que L[I1V] é um subgrupo normal
de W,(IT) e que W,(II) € o produto semi-direto de L[IIV] por W(II), no sentido que
W (II) normaliza L[ITY], L[IIV]NW(II) = {idv} e cada z € W,(II) pode ser escrito de
maneira inica da forma z = t(p)w com p € [IIV] e w € W(II). Em particular, W,(II)
¢ um subgrupo fechado e discreto de Af(V').
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DEMONSTRAGAO. Primeiramente, observamos que se € Ve x € GL(V') entao

(zt(p)z™") (N) =z (7' (A) + p) = A+ 2(p) = (t(=(w)) (V)

para todo A € V, isto é, xt(u)r™! = t(x(u)). Com isso, para verificar que L[IIV] é
normal em W, (II) é suficiente mostrar que r,x(8") € [IIV] para o, 5 € Il e k € Z.
Como 7, = t(ka)r,, entao

rap(87) = t(ka”) (8" — (8%, a)a’) = 87 — (8", ) — k)a”

este ultimo vetor pertencendo a [I1Y] pois (8", a) = Tgﬁ ) e 7.

Agora, L[IIY] N W(II) = {idy } pois o tnico elemento de L[IIV] que é um operador
linear de V' é idy enquanto W (II) € GL(V). Por fim, seja W' o subconjunto de W, (II)
formado pelos produtos ¢(u)w com t(p) € L[ITV] e w € W(II). Como ambos W (II),
L[ITY] sado subgrupos de W,(II) e L[IIV] é normal, entdao W’ é um subgrupo de W, (II).

Além disso, W’ contém os geradores r, = t(ka)r,, e portanto W' = W, (II). O

Uma ferramenta importante para o estudo do grupo de Weyl W (II) sao as camaras
de Weyl de V' com respeito ao sistema de raizes I, que sao as componentes conexas
do complementar de | J, . at em V. Isso é justificado pelo fato de que a acdo natural
de W(IT) em V induz uma agao transitiva e livre no conjunto das camaras de Weyl.
Nosso objetivo para os proximos paragrafos ¢ mostrar que algo semelhante ocorre para
o grupo de Weyl afim W, (IT).

Seja P a uniao dos hiperplanos P, com a € Il e k € Z. Como P, = P_o _p,
podemos considerar apenas os hiperplanos P, , com « € IIT.

Lema 7.7. P ¢ invariante pela agdo natural de W, (1) sobre V.

DEMONSTRAGAO. Seja r, um gerador de W, (II) e tomemos A € P, digamos A € Pg.
Fazendo v = r,(8), temos v € Il e

(rax(N);7) = (ra(A),7) + k{a”,7)

= Ara()) + <V )
= (\B)+k{aV,y)eZ O

Conseqiientemente, o complementar V'\ P também ¢é invariante pela agao de W, (II).
Esse complementar é aberto em V', pois se para cada o € II' considerarmos o funcional
linear f, : A € V— (A, a) € R entao temos

Pp=J £'(z)
a€cllt+

e o conjunto da direita é fechado em V. Mais ainda, V\ P é desconexo. Para ver isso,
escrevemos 11T = {ay,...,a,} e definimos para cada k = (kq,...,k,) € Z™ o conjunto

Ac={ eV ik <(\aj) <kj+1lparatodoj=1,...,n}
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Cada Ay é aberto em V', pois é o conjunto-solugao de um sistema de inequagoes lineares
estritas, e Ay N A = () sempre que k # k', pois neste caso um elemento de Ay N Ay
é solugdo de um sistema incompativel. Além disso, se A € V\P entdo (\ «a;) ¢ Z
para cada j = 1,...,n, e as propriedades béasicas de R implicam que A € Ay para
algum k € Z". Deste modo, V\ P é a uniao disjunta de uma cole¢ao de abertos de V,
e portanto é desconexo. Os Ay ndo-vazios sdo as componente conexas de V'\ P, pois,
além de serem abertos e dois-a-dois disjuntos, cada Ay é conexo por ser um subconjunto
convexo de V.

Os conjuntos Ay nao-vazios sao chamados de alcovas de V' com respeito a II, e
o seu conjunto serd denotado por A(II).2 Como a agao de W,(II) preserva V\P e
cada elemento de W, (II) é um homeomorfismo de V', entdo z(A) € A(Il) para todos
z € Wo(Il) e A € A(IT), isto é, W,(II) age em A(II) através de permutagoes.

Teorema 7.8. A a¢io de W,(I1) sobre A(I1) € transitiva.

A demonstracao desse resultado é bastante envolvente e nos ocupard pelo restante
da secao. Primeiramente, precisamos escolher uma alcova particular Ay cuja orbita
provaremos ser todo o A(II). A escolha natural é

Ag={X eV :0< (\a) <1 para toda o € TT"}.

Temos que Ay é de fato uma alcova, pois tomando A € V' é tal que (), ) > 0 para toda
a € ITT, basta multiplicar A\ por um escalar positivo suficientemente proximo de zero
para que tenhamos um elemento de Ay. Chamaremos Ay de alcova principal de II.

Segundamente, por razoes que ficarao claras adiante, provaremos que ¢é suficiente
considerar II irredutivel. Lembramos que um sistema de raizes Il em V' é redutivel se
é possivel escrever IT = IT; UTI, com Iy, Tl # () e TI; L TI,. (Em particular, TI; NIy = ()
pois 0 ¢ II.) Observamos que II;, j = 1,2, é um sistema de raizes no subespago de V'
gerado por II;. Com isso, se II ¢ redutivel, podemos escrever II = II; U --- UII, com
II; # 0, II; L II; sempre que @ # j e com cada II; irredutivel em V; := span(IL;). E
imediato que V=V, @ --- @V, e que V; L V; sempre que i # j. Se Il nao é redutivel,
dizemos que II é irredutivel.

Seja, entao, IT um sistema de raizes redutivel em V' e tomemos 1, ... I, V;,...,V,
como acima.

Lema 7.9. Mantendo as notacoes acima, seja A € A(Il) e escrevamos
A={ eV 1k, <\ a) <ky+1 para toda o € TI"}
para alguma escolha de nimeros inteiros ky, o € I, Para cada j = 1, ..., n, definimos

A; ::{)\E‘/}-:ka<<x\,a)<ka—|—1pamt0daoz€ﬂ;“},

2Nem todos os Ay sdo ndo-vazios. Por exemplo, se oy € IIT pode ser escrita como oy = oy + o
com o;,a; € It e X € V\P satisfaz k; < (M\a;) < ki +1 e kj < (M\aoj) < k;j + 1, entao
ki +k; < (X ag) < ki+kj+2, de modo que k; = k; + kj ou k; = k; + k; + 1. Logo, tomando k € Z"
tal que k; < k; + kj, segue que Ax = (). Aplicando esse argumento ao sistema simples ¥ determinado
por II'™, vemos que sempre é possivel produzir Ay’s vazios.



Capitulo 7. Elementos Regulares e Classes de Homotopia 117

em que 11 = I; NII*. Entdo, A; € A(Tl;) e A = 377 | A;. Em outras palavras,
cada alcova A € A(Il) se decompie como produto cartesiano de alcovas das parcelas
wrredutiveis de 11.

DEMONSTRAGAO. Para provar que A; é alcova de II; é suficiente provar que A; # 0.
Seja A € A e escrevamos A =Y | \;, com \; € V;. Entao, se a € Hj, temos

n

<)\,Oé> = Z<A17a> = <)‘j7a>a

=1

e portanto \; € A;. Este argumento também prova que A C Z?:l A;. Agora, esco-

lhemos A\; € A, para cada j = 1,...,n e tomemos \ = Z?Zl Aj € V. Dada uma raiz
a € ITT, temos que « € IT} para algum i = 1,...,n, e portanto

(A, a) = (N, a) € (ka, ko +1).
Logo, A € A. O

Seja A € A(II) e escrevamos A = > 7| A; de acordo com o Lema 7.9. Denotemos

por Ag a alcova principal de II;. Pelo Lema 7.9, temos A, = Z?zl Aﬁ. Supondo
que o Teorema 7.8 é valido para sistemas de raizes irredutiveis, temos que para cada
j=1,...,n existe z; € W,(II;) tal que z;(A;) = A). Escrevamos z; = t;(u;)w;, com
p; € [ILJ] e w; € W(Il;). Cada w; pode ser estendido a V' pondo w;();) = A; para
Ai € V; (i # j) e assim obtemos um operador linear ortogonal em V que também
denotaremos por w;. Na verdade, w; € W(II), pois esse processo de extensao aplicado
as reflexdes r,, a € II;, fornece elementos de W (II). Sejam w := wy ---w, € W(II) e
=320 pj € [I1V] e tomemos 2 := t(p)w € W,(II).

Afirmamos que z(A) = Ay. Para ver isso, é suficiente provar que z(A) N Ay # 0
uma vez que z(A) e Ay sdo componentes conexas de V\P. Seja A € A e escrevamos
A=>""_1 A com \; € A;. Entdo,

2(A) = w(k)+u=2w(%)+2w

= > (w;(\) + )

j=1
= )z e A=A,
j=1 Jj=1

Terceiramente, lembramos que Ay é o conjunto-solucao do sistema de inequacoes

lineares
0<{\a)<l, acll"

que pode admitir muitas inequagoes redundantes. Para provar o Teorema 7.8 (mesmo
com a hip6tese adicional de IT irredutivel), ainda é necessario o trabalho preliminar de
eliminar essas redundancias.
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Proposicao 7.10. Seja II um sistema de raizes irredutivel em V e fixemos um sistema
simples X C II. Entado, existe a € IIT tal que & — « € uma soma de raizes simples para
toda oo € IIT. Além disso, a € a tinica raiz com essa propriedade.

DEMONSTRAGAO. Escrevamos ¥ = {aq,...,q;}. Se tal raiz a existe, entdao @ > «
para toda o € II". Isso significa que @ é mdxima em IIT, e portanto é tnica. Para
a existéncia, tomemos & a raiz mdxima de II" e g uma &dlgebra de Lie semi-simples
complexa de dimensao finita e h C g uma subdlgebra de Cartan tal que II = I1(h, g).
Entao, a é o peso maximo da representacao adjunta de g. Além disso, como II é
irredutivel, entao g é simples, ou seja, ad : g — g é uma representacao irredutivel.
Portanto, todo peso de ad (que sao as raizes a € II) pode ser escrito na forma

!
a=a— E njog, nj €N,

j=1
e «a satisfaz a propriedade desejada. O

Corolario 7.11. Seja Il um sistema de raizes irredutivel no espaco vetorial V., ¥ C 11
um sistema simples e Ag a alcova principal relativa a IIT. Sendo o € 11T a raiz mdzima,
temos

Ag={AeV:0<(\a) para toda a € ¥ e (\,a) < 1}.

DEMONSTRAGAO. Claramente, Ay estd contido no conjunto da direita. Reciproca-
mente, suponhamos que A € V satisfaz 0 < (A\,a) para a € ¥ e (A\,a) < 1. Uma vez
que cada raiz o € II™ é soma de raizes simples, entao a primeira colecao de desigual-
dades implica que 0 < (), a) para toda a € IIT. Além disso, se a € I, entdo @ — «
também é soma de raizes simples, de modo que 0 < (A, & — a). Com isso,

) < Ma) < 1,
e portanto \ € Aj. n

Mantendo a notacao do Coroldrio 7.11, chamamos os hiperplanos P,o, o € £, e
P5, de paredes da alcova principal A,.

DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA 7.8. Seja A € A(Il) e tomemos \ € A, Ay € Ay.
Para mostrar que existe z € W, (II) tal que z(A) = Ay, é suficiente mostrar que existe
z € W,(II) tal que z(\) € Ay. Para tanto, consideremos O(\) a dérbita de A por
W, (IT). Sendo W,(II) um subgrupo discreto e fechado de Af(V'), entdao O(\) é um
subconjunto discreto e fechado de V', e com isso existe z € W,(II) tal que a distancia
de v := z(A\) a A\¢ é minima. Afirmamos que v € Ay. Caso contrario, uma das paredes
de Ay separa v e \g. Seja P essa parede e r € W, (II) a reflexdo ortogonal que fixa P.
Seja C' a curva poligonal com vétrices 7y, (), Ao, 7(Ag). Entao, C' é um trapézio cujos
lados paralelos sdo os segmentos® [v,7(7)] e [Xo,7(Xo)] € cujos lados nao-paralelos sao

3Dados A, € V, denotamos [\, i) := {(1 —t)A\ +tp : t € [0,1]}.
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[7(7), Xo] € [r(Xo),7]. Uma vez que r é uma isometria involutiva de V', entao os lados
nao paralelos de C' tém o mesmo comprimento, e portanto a diagonal [y, \g] possui
comprimento maior do que esses dois lados, isto é,

d(y, Ao) > d(r(7), Ao)-

(Este é um fato basico de Geometria Euclideana provada usando a Lei dos Cossenos.)
Uma vez que r(7y) € O(N), essa conclusao contradiz a minimalidade de d(7, Ag) e deve-
mos ter v € Ay. m

Ainda é possivel provar que a a¢ao de W, (II) em A(II) ¢ livre, mas a demonstragao
desse fato foge aos objetivos deste trabalho. O leitor interessado pode encontra-la em
(HUMPHREYS, 1990), capitulo 4.

7.3 Elementos Regulares e Singulares Revisitados

Nosso primeiro objetivo nesta secao é determinar quais quais vetores H € t sao
enviados pela exponencial em T, e relaciond-los com as alcovas do sistema de raizes
IT. Pelo que discutimos na secao 7.1, = := exp(H) é regular exatamente quando
£o(z) = ) £ 1 para toda a € IIT, isto é, quando

a(H) ¢ 2miZ para toda o € IIT.
Seja S : t — t; o isomorfismo linear definido por S(H) = (-, 52 € t;, em que (, ) ¢
o produto interno em tg determinado pela forma de Cartan-Killing de g. Deste modo,
x € T, se, e somente se,

(S(H),a) = <_iH Ha> = —ia(H) ¢ 7 paratoda o € IIT,

or 2m

e isso significa que S(H) pertence a alguma alcova de t} relativa a II. Mantendo a
notagao introduzida na secao 7.2, seja Ay a alcova principal de II, t; a imagem de A
por S7! e Ty := exp(ty). Temos

to={H €t:0< —ia(H) < 27 para toda o € 11"}

e, sendo exp : t — T uma aplica¢do de recobrimento (e portanto aberta), Ty é aberto
em T

Teorema 7.12. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo de centro trivial. Entao,
mantendo as notacoes acima, temos que:

(a) exp : tg — Ty € um difeomorfismo,

(b) sex € T,, entdao a classe de conjugacao de x intersecta Ty em exatamente um ponto;
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1

(¢) a aplicagio p : G/T x Ty — G, definida por p(xT,y) = zyx~"' € um recobrimento

finito.

DEMONSTRAGAO. (a) Uma vez que exp : ty — Tp ¢ diferenciavel (C*°), aberta e
sobrejetiva, sé resta provar que exp € injetiva para que seja difeomorfismo. Sejam
Hy, Hy € t tais que exp(H;) = exp(H3). Isso implica que

€M) = &, (exp(Hy)) = Ealexp(Hy)) = (M)

para toda a € II*. Como t € (0,27) — e € C ¢é injetiva, concluimos que
a(Hy) = a(Hs) para toda a € IT. Como Zg = {1}, entdao g é semi-simples e,
portanto, II gera t;. Logo, Hy = Hs.

(b) Sejam 21, 20 € Ng(T) tais que 2’ := z122; ' e 2 := zx2; ' pertencem a T e escre-
vamos &’ = exp(H,) e 2" = exp(Hz) com Hy, Hy € t5. Seja ¢ : W(T,G) — W(II)
o isomorfismo definido na secio 3.4 e tomemos z := zz;' € Ng(T). Entdo,
¢(2T)Ag = Ao, pois S(Hy) € Ag e
¢(zT)(S(H1)) = S(Ad(z)H:) = S(exp™ (exp(Ad(2)H1)))

= S(exp™!(zexp(Hy)z7")) = S(exp™' (za'271))

= S(exp H(2")) = S(Hy) € A.
Com isso, ¢(2T) fixa a camara de Weyl associada a ITt (pois ela contém Ay), e
portanto ¢(27") = ide:. Logo, 2 € T e 2" = za'z~t = 2’. Isso prova que a intersecao
da classe de conjugacao de x com Ty contém no maximo um elemento.

Para provar que essa interse¢do é nao-vazia, escrevamos x = exp(H) para algum
H € te tomemos A € A(Il) tal que S(H) € A. Seja t(u)w € W,(II) tal que
(t(p)w)A = Ag, com w € W(II) e p € [I1V] (Teorema 7.8). Escrevendo w = ¢(2T)
para algum z € Ng(T), temos

Ad(2)H + 57 (1) = S~ (wS(H) + ) = S ((t()w)S(H)) € .

e portanto
(zx2™") exp(S™ (1)) = exp(Ad(2) H + 7' (n)) € T.

Com isso, resta mostrar que exp(S~'(u)) = 1 para todo p € [IIY]. De fato, se
a € II, entao

B(STHa")) = if(=iSTH(a")) = i(Hp, —iS™}(a"))
= 2m <H,37 T> = 2ria (Hp)
= 2mi(B,a") € 2miZ

para toda 3 € II. Logo,
Ealexp(ST!(a¥))) = P5O) — 1.

Isso significa que Ad(exp(S~*(aV))) = idy, e portanto exp(S~—(a")) € Zg = {1}.
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(c) Primeiramente, p estd bem-definida, pois 7' é abeliano, e é sobrejetiva pelo Teorema
3.26 e pelo item (b) acima. Com isso, para provar que p é recobrimento, é suficiente
mostrar (1) que p é um difeomorfismo local, o que faremos provando que a diferencial
de p é um isomorfismo em cada ponto, e (2) que existe uma agao livre de um grupo
finito (W(T,G)) sobre G/T x Tj cujas érbitas coincidem com as pré-imagens dos
elementos de G, por p.

Demonstragao de (1). Uma vez que

dim(G/T x Tp) = (dim(G) — dim(7")) + dim(7p) = dim(G) = dim(G,)

e p é obtida fatorando a aplicacao q : G x Ty — G,, q(x,y) = zyz~!, é suficiente

provar que o nicleo da diferencial de ¢ num ponto (x,y) € G x Ty é composto
por vetores da forma (X,,0) com X € t. A diferencial de ¢ foi calculada na
demonstracao do Teorema 3.26:

dq(mvy)<an Yy) = d(Lq(m,y))l {Ad(x) [(Ad(y_l) - idg)X + Y] }1’ Xeg Yet

Deste modo, dq(s) (X, Yy) = 0 se, e somente se, (Ad(y~*) —idy) X +Y = 0. Como
y é um elemento regular, entdo y~! também é, pois os autovalores de Ad(y~!) sao
os inversos dos autovalores de Ad(y), de modo que ker(Ad(y~') — idy)) = t pela
Proposicao 7.2. Seja t+ o complemento ortogonal de t com respeito a algum produto
interno invariante em g. Uma vez que t ¢ um subespago invariante pela acao de
Ad(y™1), entdo t também é. Além disso, a restricio Ad(y~!)|. é um operador
linear que nao admite 1 como autovalor, o que significa que (Ad(y~!) — idy)| é
injetivo. Escrevendo X = X, + X1, em que X; € t e X» € t-, temos

0=(Ad(y™") —idy)X + Y = (Ad(y™") — idy) X + Y-

Uma vez que (Ad(y™!) —idy) X € th e Y € t, entdo (Ad(y™!) —idg) X =Y =0.
Com isso, X1 =0, e portanto X = X € t.

Demonstragao de (2). Seja 7 : W(T,G) x (G/T x Ty) — G/T x T definida por
(2T, (2T, y)) == (27 'T, zyz").

As verificagoes de que 7 estd bem-definida e que é uma acao a esquerda sao roti-
neiras e as omitimos. Para ver que 7 é livre, seja (271,y) € G/T x Ty e tomemos
2T € W(T,G) tal que (xz7'T, zyz~') = (2T,y). Logo, xz~'T = zT, isto é, z € T
Agora, sejam (2T, y) € G/T x Ty e 2T € W(T,G). Entao,

p(zz7 T, 2yz7Y) = (27 ) zyz Hoz ™)™ = aya™! = p(aT,y).

Reciprocamente, sejam (z7,y), (2'T,y") € G/T x Ty tais que p(zT,y) = p(2'T,y’).
/

Isto significa que zyx™ = 2'y'2'~!, ou seja, que y = (2 'z)y(z’~'z)~!. Pela
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Proposicao 3.36, existe um elemento 2’ € Zg(y')o tal que z := 2’2’z € Ng(T) e
y' = zyz~'. Como ¢’ é regular, entao Zg(y')g = T pelo Coroldrio 7.3, e portanto

vz T = x(x 12/ )T = 2/2/7'T = 2'T.
Logo, (#'Ty') = 7(2T, («T' y)). O

Na secao 7.4, utilizaremos o Teorema 7.12 para provar o Teorema de Weyl defor-
mando continuamente lagos baseados em um elemento regular fixado para que este lago
esteja contido em G,., e com isso utilizamos a propriedade de levantamento unico de
caminhos de p para fazer uma contagem das classes de homotopia. No entanto, para
essa técnica funcionar, é necessario antesverificar que G é “pequeno” o suficiente.

Teorema 7.13. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo com centro trivial. Entao, o
conjunto G dos elementos singulares de G é uma uniao finita de subvariedades imersas
de G, cada uma de dimensao menor ou igual a dim(G) — 3.

DEMONSTRAGAO. Seja zg € G e tomemos x; € T' conjugado a zg. Seja R = {a € I :
&al(z) = 1} e, no espirito da demonstragao do Teorema 7.12, consideremos a aplicagao
pr: G/Zq(Tr) X Ty — G definida por pr(xZa(Tr),y) = xyz~'. Claramente, pr estd
bem definida e a sua imagem esta contida em G,. Além disso, pg é diferencidvel, pois
é induzida pela aplicacao qr : G x Ty — G, qr(x,y) = xyz ™!, através de um quociente
por um subgrupo fechado. Nosso objetivo é provar (1) que pr é imersao e (2) que
existe uma agdo livre de um grupo finito sobre G/Zs(Tg) x T cujas orbitas sao as
pré-imagens dos elementos de Im(pg) por pr. Disso decorre o Teorema, pois (1) e (2)
implicam que Im(pg) é uma subvariedade imersa de G contida em G e que contém x.
Além disso,

dim(Im(pg)) dim(G/Zq(Tg) x Tj)
= dim(G) — dim(Z¢(Tg)) + dim(T7)
< dim(G) — (dim(T") +2) + dim(7) — 1
= dim(G) -3

pela Proposicao 7.2 e comentarios subseqiientes. Por fim, é imediato que cada elemento
singular pertence a pelo menos uma dessas imagens, que sao em quantidade finita uma
vez que II é finito.

Demonstragao de (1). Como pg é induzida por gg através de um quociente por Zg(Tr),
é suficiente provar que o ntcleo da diferencial de gz no ponto (z,y) € G x T} consiste
de vetores da forma (X,,0) com X na algebra de Lie de Zg(Tr), que coincide com
pr pelo Corolario 7.4. E imediato que os vetores dessa forma pertencem ao nicleo de
d(qr)(zy), de modo que precisamos apenas provar a inclusao contraria. Sejam X € g e
Y € tg tais que d(qr)(zy)(Xs, Yy) = 0. Temos

d(QR)(ﬂcvy)<X:vv Y,) = d(LQR($7y))1 {Ad(m) [(Ad(yil) —idg) X + Y] }1 )
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o que significa que (Ad(y') —idy) X +Y = 0. O fato de y pertencer a Tj implica que
y~t € Tj, pois os autovalores de Ad(y™') sdo os inversos dos autovalores de Ad(y).
Entao, pg ¢ invariante por Ad(y~'), pois Ad(y~!) age como a identidade neste su-
bespago, e portanto o complemento ortogonal p3 de pp com respeito a algum produto
interno invariante em g também ¢é invariante por Ad(y~!). Uma vez que a multiplici-
dade de 1 como autovalor de Ad(y~!) é dim(T) + |R| = dimpp pela Proposigao 7.2,
entao Ad(y~!)|,4 nao admite 1 como autovalor, isto é, (Ad(y™') —idy)l,. ¢ injetivo.
Deste modo, escrevendo X = X, + ijé, em que X,, € pr e ijé € pg, temos

0= (Ad(y™) —idg)X +Y = (Ad(y™") —idy) X,; + Y.

Logo, X,1 =Y = 0, pois (Ad(y~) — idg)Xpﬁ €preY €ty CtC pg, e portanto

Demonstracao de (2). Seja Wgr o subgrupo de W(II) que estabiliza R, ou seja,
Wg:={we W) : w(R) C R}.

Usando o isomorfismo ¢ : W(T',G) — W (II) definido na se¢ao 3.4, podemos identificar
Wgr com o subgrupo de W(T,G) formado pelas classes laterais 2T com z € Ng(T) N
N¢(Tr). Com efeito, seja z € Ng(T') tal que ¢p(2T)R C R e tomemos y € Tx. Sendo
R finito e ¢ um homomorfismo, entao ¢(z'T)R C R também. Dada uma raiz o € R
e um autovetor E, € (g%)a, temos Ad(z7")E, € (g%)p-17)a (isso foi provado na
demonstracao do Teorema 3.35), de modo que

Eal2y2 B, = Ad(2)Ad(y)Ad(z)E,
A ) A,
= €¢(z—1T)a(y>Ea:Ea

e portanto &,(zy2z~') = 1. (Esse argumento também prova que z € Ng(Tj) se
¢(2T) € Wg.) Reciprocamente, se zT" € Ng(T) N Ng(Tr), entao dada o € R temos

fqb(z*lT)a(y)Ea = Ad(z)éqﬁ(z*lT)oc(y)Ad(z_l)an
= Ad(2)Ad(y)Ad(z 1) E,
= la(2yz™)Ey = B,

para todo y € Tg, e portanto 21T € Wg.
Definimos 7 : Wg x (G/Z¢(Tg) x Ty ) = G/Za(Tg) x Ty por

7(2T, (2 Zc(Tr),y)) = (22 Z5(TR), zyz ).

A discussao do pardgrafo anterior e o fato de T estar contido em Zg(Tg) implicam
que 7 estd bem-definida, e é imediata a verificacao de que 7 é uma acao a esquerda.
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Primeiro, verifiquemos que as érbitas de 7 s@o as pré-imagens dos elementos de Im(pg)
por pr. Sejam (xZ¢(Tr),y) € G/Za(Tr) x T e 2T € Wg. Entao,

pr(12 1 Z6(TR), zyz™") = (zz Yeyz Yoz ) = oy = pr(2Z6(TR), ),
provando que pg ¢é constante nas 6rbitas de 7. Reciprocamente, sejam

(2Zc(Tr),v), (v'Za(Tr),y') € G/Za(TRr) x Ty
tais que pr(2Zc(Tr),y) = pr(2'Za(Tr), ¥'). Entao, zyz™ = 2'y'a""!, ou seja,
y = (@ a)y( )

Pela Proposigao 3.36, existe 2/ € Zg(y')o tal que z := 2’2’z € Ng(T) ey = zyz~1.

Pelo Corolério 7.5, 2 € Zg(Tr), de modo que
12 Za(TR) = x(x 12’2 Za(TR) = 2’ Za(Tr).

Logo, (v'Zg(Tr),y') = (227 Zg(TR),zyz"1). Além disso, 2T € Wk, pois se a € R
entao
gd)(zT)a(y/) = £a(z_1y’z) = ga(y) = 17

o que implica ¢(217)a € R uma vez que y € T .

Infelizmente, 7 nem sempre é livre. No entanto, provaremos a seguir que os sub-
grupos de isotropia de 7 sao todos iguais e que este subgrupo Wj, é normal em Wip.
Com isso, 7 induz uma agao livre de Wx/W}, sobre G/Za(Tg) x Ty que satisfaz as
propriedades desejadas.

Seja W}, o subconjunto de Wg formado pelas classes 27" com z € Ng(T') N Zg(Tg).
Como Zg(Tg) é um subgrupo normal de Ng(Tg), entdo Ng(T) N Zg(Tr) é normal em
Za(T) N Ng(Tg), e portanto Wy, é um subgrupo normal de Wx. Afirmamos que Wi
é o subgrupo de isotropia de um ponto (zZ¢(Tr),y) € G/Za(Tr) x Tj,. De fato, se
2T € Wg é um elemento do subgrupo de isotropia de (zZ¢(Tg),y), entao

(xZG<TR)’ y) = (xz_lzG<TR)7 zyz_l),

ou seja, z € Zg(Tg) pela igualdade na primeira coordenada. Reciprocamente, se
2T € Wi, entdo z € Zg(TRr) e

(227 Z6(TR), zyz ") = (2 Za(Tr),y).

Com isso, a demonstracao do Teorema esta concluida. O

7.4 A Quarta Demonstracao

Nesta secao, vamos utilizar as ferramentas desenvolvidas neste capitulo para provar
o Teorema de Weyl trabalhando diretamente com as classes de homotopia dos lagos de
(G. Mais precisamente, provaremos o seguinte resultado.
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Teorema 7.14. Seja G um grupo de Lie conexo e compacto de centro trivial. Entao,
o grupo fundamental de G € finito.

Se G é um grupo de Lie compacto e conexo cuja algebra de Lie g é semi-simples,
entao Int(g) é um grupo de Lie que satisfaz as hipéteses do Teorema 7.14 e Ad : G —
Int(g) é um homomorfismo de recobrimento. Isto significa que G e Int(g) possuem o
mesmo recobrimento universal G, e portanto G = G/D e Int(g) = G/E, com D, E
subgrupos discretos e centrais de G. Como o centro de Int(g) é trivial, entdo E =
Zg. Logo, D C E. Deste modo, supondo que o Teorema 7.14 é verdadeiro, temos
FE = m(Int(g)) finito, e portanto m (G) = D C E ¢ finito. Com isso, esta provado o
Teorema de Weyl.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 7.14. Fixemos zy € G um elemento regular. Se f é
um laco em G baseado em 1z, entao f é homotdpico a um lago ftambém baseado em
ro mas que esta contido em G,. Isto ocorre devido ao fato de GGy ser a uniao finita
de uma quantidade finita de subvariedades de G cada uma com dimensao menor ou
igual a dim G — 3 (Teorema 7.13). Deste modo, se f passa por algum ponto de Gy,
podemos deformar f continuamente e evitar que isto ocorra. Para cada [f] € m (G, zo),
escolhamos um lago f, € [f] contido em G,.

Sejap: G/T xT — G a aplicagao definida por p(zT,y) = zyz~'. Pelo Teorema 7.12,
a restrigao p : G/T x Ty — G, é um recobrimento finito. Fixado (20T, ) € p~ (o),
definimos a funcao ¢ : m (G, z9) — p~'(zg) da seguinte maneira: para cada classe
de homotopia [f] € m,(G, x0), tomamos f, o levantamento de f, a G/T x Ty tal que
£+(0) = (20T, yo) e definimos ¢([f]) = f»(1). Uma vez que p~!(zp) é finito, para verificar
que 71 (G, xg) é finito é suficiente mostrar que ¢ é injetiva.

Sejam f, g lacos em G, baseados em z tais que ]7(1) = ¢(1). Precisamos provar
que [f] = [g], isto é, que o lago h := f x g~! é homotdpico a xy. Como f(l) = g(1),
entdo o levantamento h de h a G/T x Ty que satisfaz h(0) = (2T, o) coincide com
f gL Em particular, h é um laco em G /T x Ty baseado em (2T, yo). Escrevamos
h(t) = (u(t),(t)), com u(t) € G/T e v(t) € Ty. Como Ty é simplesmente conexo pela
parte (a) do Teorema 7.12, entao v é homotdpica a y, e portanto hé homotodpica a
(u(t),yo). Logo, h é homotépica a h(t) = p(u(t), yo). Seja Y € o tal que exp(Y) = yq
e definamos H : [0, 1] x [0,1] — G por

H(t,s) = p(u(t),exp((1 — 5)Y)) - p(u(0), exp(sY)).

Claramente, H é continua. Além disso,

H(t,0) = p(u(t),yo) - p(u(0),1) = A(t) - 1 = h(t)
= 1
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H(0,5) = p(u(0),exp((1 — 5)Y)) - p(u(0), exp(s7))
= (ZOT exp((1 —s)Y) ) (ZOT exp( SY))
= (zo exp((1 —s)Y ) (zo exp(sY)zy )
= zexp(Y)z' = zoyozo =z

H(l,s) = p(u(l),exp((1 —s)Y)) - p(u(1),exp(sY))
= (zOT exp((1 —s) ) p(zOT exp sY))

Zo,

provando que H é uma homotopia que deforma h em xo. Portanto, h é homotopica a
xo e o Teorema esta provado. O
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