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Resumo

Nesta tese, estudamos estruturas matematicas quaternionicas e aplicacoes em Fisica, em
particular, mecanica quantica nao relativistica. Apresentamos o problema de autovalores
para operadores lineares sobre H e C. Para operadores lineares sobre R o problema de au-
tovalores nao é escrito na forma usual mas como um sistema de equagoes. Discutimos um
caso particular de operadores diferenciais quaternionicos a fim de resolver equacéoes diferenci-
ais ordinarias, de segunda ordem, com coeficientes quaternionicos constantes, lineares sobre
H, C e R. As equagoes diferenciais lineares sobre H podem ser resolvidas através da equagao
quadratica associada. Um método mais geral, que permite a resolugao de equacoes lineares
sobre C e R, consiste em reescrever a equagao diferencial de segunda ordem dada inicialmente,
como uma equagao diferencial ordinaria de primeria ordem na forma matricial cuja solugao é
obtida com a resolugdo do problema de autovalores associado a matriz dos coeficientes. Uma
aplicacao das equagoes diferenciais lineares sobre C é estudo da equagao de Schrodinger
com potenciais quaternionicos. Exibimos a solugao analitica para o degrau de potencial
quaternionico inclusive discutindo os coeficientes de transmissao e reflexdo mostrando como
se reobtém o caso limite complexo e apresentamos a fenomenologia completa das barreiras
de potenciais discutindo os casos de barreiras invariantes com relagao a reversao temporal e
que violam a invariancia com relacao a reversao temporal. Finalmente, discutimos geometria
complexa mostrando que as reformulagoes da equacao de Dirac feitas por Conway, em 1937,
e por Hestenes, em 1966, sao equivalentes.
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Abstract

In this thesis we study quaternionic mathematical structures and applications in physics,
in particular, non relativistic quantum mechanics. We present the eigenvalue problem for
H and C linear operators. The eigenvalue problem for R linear operators is not written
in the usual way but like a system of equations. In order to solve ordinary differential
equations of second order with constant coefficients we study a particular class of differential
operators. H linear differential equation can be solved through its quadratic equation. A
more general way to solve a second order differential equation consists in solve the eigenvalue
problem associated to the coefficient matrix obtained from the first order matricial equation.
As an application we solve the Schrodinger equation with a quaternionic potential. The
analytical solution for the step potential is given as well as its transmission and reflection
coefficients from where we can obtain the complex limit case. A complete phenomenology
of the barrier potential is presented discussing two representative quaternionic potentials:
those which violate and do not violate time-reversal. Finally, we discuss complex geometry
by showing the equivalence between the Dirac equation reformulated by Conway, in 1937,
and by Hestenes, in 1966.
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Notacao

H corpo dos quatérnions

C corpo dos complexos

R corpo dos reais

X H, C ou R

m,n indices que variam de 1 a 3

Wy V indices que variam de 0 a 3

em unidades imaginarias

C(1,em) corpo complexo cuja unidade imagindria é e,

e (ela €s, 63)

q nimero quaternionico

Qo parte real de um niimero quaternioénico

Gm coeficientes reais da parte imagindria de um quatérnion

q (@152 4s)

1 (e-q)/lq|

q conjugado de ¢

N(q) norma de ¢

q~ ! inverso de ¢

V,W moédulos & direita sobre H

Ox operador quaternionico, linear a direita, sobre X

L, operador representando, respectivamente, a agao a esquerda
das unidades 1 e e

R, operador representando, respectivamente, a agao a direita
das unidades 1 e e.

L (Ly, L,, Ly)

R (R,,R,, R;)

Ox operador linear sobre X

x[n] operador matricial n-dimensional, linear sobre X

M, [X] matriz de ordem m representando a contrapartida (em X)
do operador matricial Mx|n]

W(x) Wronskiano quaterniénico

P funcoes de onda
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1
Introducao

...1t’s mot because Nature is really similar; its because
the physicists have only been able to think the same
damn thing, over and over again

Richard Feynman, from QED

Um dos mais fascinantes desafios na histéria da matematica foi o calculo da raiz quadrada
de um nimero negativo.

O primeiro sinal dos numeros complexos remonta a 1545, quando Geronimo Cardano
(1501-1576), escrevendo Ars magna, estudou a solugdo algébrica das equagbes cibicas e
quéarticas. A sugestao para solucionar equagoes cibicas foi dada por Nicolo Tartaglia (1500-
1557) e a solucdo da equagao quértica foi descoberta por Ludovico Ferrari (1522-1565). Car-
dano usou solugoes de polindmios que levavam a raizes quadradas de quantidades negativas,
mas ele concluiu que seu resultado deveria ser abandonado.

Em 1777, Euler introduziu a notagao ¢ e —i para as duas raizes quadradas de —1, provavel-
mente referindo-se & expressao niimeros imagindrios, introduzida por Rene Descartes (1596-
1650). Euler visualizou nimeros complexos como um ponto no plano com coordenadas re-
tangulares z, y. Introduzindo coordenadas polares r, ¢, ele escreveu z+iy = r(cos p—+isen )
e representou as raizes da equacao z" = 1, n > 3 como vértices de um poligono regular no
plano (z,y).

Depois de Cardano, muitos mateméticos importantes deram suas notaveis contribuigoes
em diferentes topicos da matemdtica, entre eles, Augustin Louis Cauchy (1789-1857) que
construiu uma rigorosa teoria para fungoes complexas. Cauchy mostrou que uma funcao
analitica de uma varidvel complexa pode ser expandida em torno de um ponto como uma
série de poténcias na vizinhanca da singularidade. Deste entdo, o uso da série infinita se
tornou parte essencial da teoria de fungoes de varidveis reais e complexas. Cauchy também
formulou a dlgebra dos niimeros complexos baseado na geometria do plano complexo [6,56].

Em 1833, Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) mostrou que pares de nimeros reais
com uma multiplicagdo apropriadamente definida formam um sistema numérico, e que o
misterioso ¢ de Euler poderia simplesmente ser interpretado como um destes pares. Hamil-
ton percebeu que seus pares ordenados podiam ser entendidos como entidades no plano e
tentou estender a idéia a trés dimensoes indo dos nimeros complexos, a + ib, para ternas
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ordenadas, a + ib + je. O problema era, uma vez conhecida a regra para multiplicar os
nimeros complexos, encontrar uma regra para multiplicar ternas. Por mais de uma década,
esta pergunta aborreceu Hamilton que escreveu para seu filho [38]:

“FEvery morning in the early part of the above-cited month [Oct. 1843] on my
coming down to breakfast, your brother William Edwin and yourself used to ask
me: Well, Papa, can you multiply triplets? Whereto I was always obliged to reply,
with a sad shake of the head: No, I can only add and subtract them.”

Finalmente, em 1843, em um en-
solarado dia de outubro, Hamilton
teve uma idéia brilhante: usar quatro
nimeros, que ele chamou quatérnions,
e renunciar a lei comutativa da multi-
plicagao. Sir William Rowan Hamilton
descobre os quatérnions.

Esta é uma das poucas grandes desco-
bertas matematicas que estd muito bem
localizada no tempo e circunstancias.
Hamilton, enquanto caminhava ao longo
do Canal Royal, repentinamente parou

sob a Ponte de Brougham, tirou seu
canivete, e arranhou a férmula funda- Figure 1.1: Placa erguida em honra a descoberta de

Hamilton.

mental:
i’ =42 =k =ijk=-1

em uma pedra. O dia era o 16 de outubro de 1843. Nenhum sinal disto pode ser encontrado
hoje, mas em 1956 uma placa foi erguida no local, comemorando a descoberta e exibindo a
férmula.

Hamilton sempre considerou a descoberta dos quatérnions sua maior realizacao. Talvez
pudéssemos dizer que o grande feito foi proporcionar a tremenda liberdade que os matematicos
poderiam gozar ao construir algebras que nao precisassem satisfazer as restrigoes impostas
pelas leis fundamentais, que até aquele momento tinham sido invocadas sem excegao.

Hamilton sentiu que esta descoberta revolucionaria a fisica matemética e ele passou
o resto de seu vida trabalhando com quatérnions [35]. Hamilton escreveu vérios textos
promovendo o uso de quatérnions em fisica. Em Lectures on Quaternions [37] Hamilton
apresentou uma detalhada teoria de um sistema nao comutativo algébrico.

Percebendo a relacao de quatérnions com o espago tridimensional e tendo interpretado
o quatérnion como a razao entre dois vetores, ele pensou na interpretacao fisica da parte
escalar. Em uma carta para Humprey Lloyd, amigo e colega de Hamilton, ele afirmou:

“, 7, k terms of the quaternion probably represent the three dimensions of space
while the real term represents time.”

Mais tarde, depois da morte de Hamilton, seu filho, William Edwin Hamilton, publicaria
o famoso Elements of Quaternions [36]. Hamilton morreu em setembro de 1865 deixando
seu trabalho sobre quatérnions inacabado.



A perda da propriedade comutativa da multiplicacdo para sistemas numéricos foi de
particular importancia para as sucessivas investigacoes. Em 1843, Graves encontrou uma
algebra nao associativa com 8 elementos de base, a algebra das oitavas ou octonions. Seu
trabalho foi publicado em 1848 [34]. Os octonions foram redescobertos por Arthur Cayley em
1845 [9,10]. Por causa disto os octonions também sdo conhecidos como nimeros de Cayley.

O célebre fisico James Clerk Maxwell (1831-1879) também esteve interessado no uso dos
quatérnions. Em 1864, ele descobriu as equagoes do eletromagnetismo. As correspondéncias
de Maxwell com Peter Guthrie Tait (1831-1901) deram a primeira indicacdo da sua intengao
em escrever um tratado em eletricidade e magnetismo. Tait era um devoto de Hamiton.
Algumas de sua contribuigoes sdo Elementary Treatise on Quaternions [55] e Introduction to
Quaternions. Neste mesmo periodo, Maxwell trocou correspondéncias com William Thom-
son. As cartas para Thomson, em 1868-69, eram densas contendo discussoes de eletrostatica
e magnetismo enquanto a correspondéncia com Tait, especialmente depois de novembro de
1870, enfocavam especialmente métodos matematicos. Tait era um perito em harmonicos
esféricos e quatérnions que eram de muito interesse para Maxwell que buscou aplicar esta
matematica em seu tratado. Em novembro de 1870, Maxwell escreveu para Tait sinali-
zando um forte interesse nos quatérnions. Na carta de 14 de novembro de 1870 Maxwell
escreveu [48]:

“With regard to my dabbling in Hamilton I want to leaven my book with Hamil-
tonian ideas without casting the operations into a Hamiltonian form for which
neither I nor, I think, the public are ripe.

Now the value of Hamilton idea of a Vector is unspeakable and so are those of
the addition and multiplication of vectors”

Embora Maxwell fosse um simpatizante dos quatérnions, Bartholomew Price, secretario
da Clarendon Press, Oxford, nao o encorajava a usad-los. Em uma carta para Maxwell ele
argumentou que os quatérnions estavam comegando a ser utilizados e o uso exclusivo destes
em seu livro comprometeria sua utilidade e reconhecimento.

Maxwell continuou a corresponder-se com Tait discutindo quatérnions e dindmica La-
grangiana. Seu livro foi publicado em margo seguinte. No prefacio do livro [47], no §10,
Maxwell escreve:

“The introduction of coordinate axes into geometry by Descartes was one of the
greatest steps in mathematical progress...

...But for many purposes of physical reasoning, as distinguished from calculation,
it is desirable to avoid explicitly introducing the Cartesian coordinates, and to fix
the mind at once on a point of space instead of its three coordinates, and on the
magnitude and direction of a force instead of its three components. This mode
of contemplating geometrical and physical quantities is more primitive and more
natural than the other, although the ideas connected with it did not receive their
full development till Hamilton made the next great step in dealing with space, by
the invention of his Calculus of Quaternions.

As the methods of Descartes are still most familiar to students of science, and
as they are really the most useful for purposes of calculation, we shall express all
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our results in the Cartesian form. I am convinced, however, that the introduction
of the ideas, as distinguished from the operations and methods of Quaternions
will be of great use to us in the study of all parts of our subject, and especially
in electrodynamics where we have to deal with a number of physical quantities,
the relations of which to each other can be expressed far more simply by a few
expressions of Hamilton’s, than by the ordinary equations.”

Na década seguinte, Gibbs introduziu a andlise vetorial [33] e Heaviside desenvolveu
o cdleulo vetorial promovendo sua aplicacao em Fisica [39], ao reescrever as equacgoes de
Maxwell utilizando este formalismo. O célculo vetorial foi muito bem aceito na comunidade
cientifica e, desta forma, os quatérnions foram sendo deixados de lado.

A teoria da relatividade especial revelou-se uma aplicagdo natural dos biquatérnions,
ou quatérnions complexificados, introduzidos previamente por Clifford. Mais tarde, este
formalismo foi revisado, expandido e usado por F.Klein, Lanczoz, Wigner, entre outros.
Embora discretamente, os quatérnions estavam reaparecendo na Fisica.

L 2K 2R 2R 2R B 4

O objetivo deste trabalho é aprimorar e aprofundar o estudo de estruturas quaternionicas
em teoria de matrizes e equagoes diferenciais e analisar possiveis aplicacoes em mecanica
quantica quaternionica, mais especificamente, na equagao de Schrodinger verificando se exis-
tem diferencas entre a mecanica quantica quaternionica e a usual.

A parte central desta tese, capitulos 4 e 5, concentra-se na resolucao de equagoes diferen-
ciais quaternionicas de segunda ordem com coeficientes constantes e na aplicacao a equagao
de Schrodinger com potenciais quaternionicos.

Quando iniciamos este trabalho, nosso estudo estava concentrado na teoria de grupos
quaternionicos. Nossa tarefa era classificar grupos quaternionicos, superando as dificuldades
nas defini¢cbes de tracgo e transposta de uma matriz quaternidnica, e obter suas respectivas
contrapartidas reais ou complexas [25]. Depois de tal classificagdo nosso objetivo passou da
teoria de grupos ao estudo de potenciais quaterniénicos na mecéanica quéantica. No trabalho
de Davies e McKellar [13], os autores introduzem um potencial quaterniénico constante
na equacao de Schrodinger e resolvem a equacgao resultante separando-a em duas equagoes
complexas acopladas. A idéia de introduzir tais potenciais na equagdo de Schrodinger era
original e bastante interessante, porém o método apresentado para se resolver a equagao
quaternionica precisava ser aprimorado. A tradugao simplética, embora possa dar resultados
imediatos, nao enfatiza quais das caracteristicas do formalismo usual sao mais gerais do que
outras e, conseqiilentemente, nao traz informacoes sobre generalizagoes quaternionicas de
teoremas e técnicas de resolug@o. Seria possivel resolver a “nova” equacdo de Schréodinger
diretamente em H aplicando as técnicas de resolucao usuais? Até entao, equacoes diferenciais
quaternionicas era um assunto nao explorado. Trabalhando neste tépico verificamos que
existem diferentes maneiras de resolver uma equacao diferencial quaternionica. A primeira
delas é resolver a equagao caracteristica quaternionica associada a equagao diferencial em
questao. Outra maneira é reescrever a equagao diferencial na forma matricial e resolver o
problema de autovalores associado & matriz dos coeficientes.

Antes de nos atermos a maiores explicagoes sobre os métodos citados, gostariamos de
esclarecer quais sao os tipos de equagoes diferencias a serem enfrentados. Dizemos que uma



equacao diferencial quaternionica é linear sobre H quando seus coeficientes sdo quatérnions
agindo somente a esquerda da funcao. Se além dos quatérnions agindo a esquerda temos
apenas uma unidade imagindria, qualquer que seja esta unidade, agindo & direita entao esta
equacao serd linear sobre C. Enfim, quando as unidades imaginérias estao agindo livremente
seja a esquerda, seja a direita dizemos que esta equacgao é linear sobre R.

As técnicas de resolucdo para equacoes deste tipo encontram aplicacdo imediata em
mecanica quantica nao relativistica permitindo a resolucao da equacao de Schrodinger em
presenca de potenciais quaternionicos constantes. Potenciais quaternionicos que possuem
seja a parte em j, seja a parte em k violam a invaridncia com relagao & reversao temporal (T)
e, conseqlientemente, representam candidatos naturais para descrever sistemas que violam
conjugagao de carga e paridade (CP), como o sistema de kaons, assumindo que o teorema
CPT seja valido em teoria quaternionica de campos. Tais investigacoes podem ser estendidas
a mecanica quantica relativistica, estudando a equacao de Klein-Gordon e Dirac em presenga
de potenciais quaternionicos.

Esta tese estd dividida da seguinte maneira: no capitulo 2 apresentamos os conceitos
bésicos e notagoes a serem usados, discutimos as representagoes matriciais dos operadores
quaternionicos, dadas no apéndice A, e mostramos que, diferentemente do que se pensava
até 1996 [20], as transformagoes de Lorentz podem ser escritas em termos de quatérnions
reais. Finalizando o capitulo, discutimos brevemente os grupos quaternionicos e exibimos
tabelas com seus correspondentes grupos complexos ou reais.

O capitulo 3 é baseado essencialmente no artigo [26], exceto a discuss@o sobre operadores
lineares sobre R. Apresentamos o problema de autovalores resolvido para operadores lineares
sobre H e C. Para operadores lineares sobre R o problema de autovalores nao é escrito da
maneira usual e sim como um sistema de equagoes [28]. Apresentamos aqui os primeiros
passos na tentativa de solucionar este problema. Este assunto ainda esta sendo investigado.

No capitulo 4 resolvemos as equagoes diferenciais ordinarias, de segunda ordem, lineares
sobre H, C e R [27,29] com coeficientes constantes. No inicio do capitulo apresentamos uma
discussao sobre o Wronskiano generalizando os resultados da teoria usual. O apéndice B
contém regras de derivacao bem como o método de variagao dos parametros e redugao da
ordem.

O capitulo 5 apresenta uma aplicagao da teoria de equacgoes diferenciais quaternionicas
lineares sobre C. Apresentamos a resolucdo da equacdo de Schédinger na presenca de um
potencial quaternionico constante [30]. Damos a solugdo analitica do degrau de potencial
quaternionico incluindo coeficientes de transmissao e reflexao mostrando como se obtém o
caso limite complexo. Apresentamos a fenomenologia completa de barreiras de potenciais
quaternionicos discutindo casos de barreiras invariantes com relagao a reversao temporal
e que violam a invaridncia com relagao a reversao temporal. Interessantes caracteristicas
de efeitos de perturbacdo quaternionica surgem nos coeficientes de reflexdo e transmisséo.
Tabelas com os coeficientes de transmissao, calculados para diferentes casos, e gréficos
mostrando como as medidas da mecanica quantica sao afetadas pela presenca do potencial
quaternionico sao apresentados, respectivamente, nos apéndices C e D.

Dedicaremos a este capitulo alguns comentarios adicionais. A andlise da barreira de
potencial foi feita por Davies e McKellar [13,14] embora sua abordagem seja completamente
diferente da nossa. Até onde sabemos o primeiro artigo sobre este assunto foi publicado em
1979, por Peres [51]. Neste artigo, Peres propoe um teste para distinguir mecénica quantica
complexa da quaternidnica usando interferometria de néutrons. Em 1984, a experiéncia foi
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realizada por Kaiser, George e Werner [43]. A funcao de onda do néutron atravessando
placas de dois materiais diferentes (titdnio e aluminio) deveria revelar a ndo comutatividade
da variacao das fases quando a ordem das barreiras fosse invertida. O resultado experimental
mostrou que a variagao das fases comutam melhor que uma parte em 3 x 10*. Para explicar
este resultado nulo, Klein postulou [45] que os potenciais quaterniénicos agem somente para
algumas das forcas fundamentais e propds uma experiéncia testando possiveis violacoes da
equagao de Schrodinger permutando a ordem na qual os potenciais nucleares, magnéticos e
gravitacionais agem nos néutrons que estao em um interferémetro.

A primeira andlise tedrica de duas barreiras de potenciais quaternidnicos foi desen-
volvida por Davies e McKellar [13,14]. Em seu artigo, traduzindo a equagao de Schrodinger
quaternionica em um par de equagoes complexas acopladas e resolvendo o sistema complexo
correspondente por métodos numéricos, Davies e McKellar mostraram que, apesar da pre-
senca de fases complexas ao invés de fases quaternionicas, as predigoes da mecanica quantica
quaternionica diferiam daquelas da teoria usual. Em particular, eles mostraram que diferen-
temente das predicoes da mecéanica quantica complexa, onde as amplitudes de transmissao
a direita ou a esquerda, t; e ty, sdo iguais em magnitude e em fase, na mecanica quantica
quaternionica apenas o valor absoluto delas, |t,| e |tx|, sGo iguais. Entao, a medida de uma
variacao de fase deveria ser um indicador de efeitos quaternionico e de potenciais de fases
que dependem do espago. Porém, esta conclusao leva a uma embaragosa pergunta: por
que nao existia nenhuma mudancga de fase na experiéncia proposta por Peres e realizada
por Kaiser, George e Werner? Para reconciliar as predigoes tedricas com as observagoes
experimentais, Davies e McKellar reiteraram a conclusao de Klein e sugeriram sujeitar um
feixe de néutrons a diferentes interagoes na ordem inversa. No ultimo capitulo do livro de
Adler [5], encontramos uma intrigante pergunta. Serd que os experimentos propostos por
Kayser e colegas realmente testam efeitos quaternionico residuais? De acordo com a teoria
quaternionica de espalhamento quaternidnica nao relativistico desenvolvida por Adler [5] a
resposta é claramente nao. Os experimentos para detectar uma variacao de fase sao equi-
valentes aqueles para descobrir violagao de reversao temporal, que até agora nao tem sido
detectavel em experimentos épticos com néutrons.

O capitulo 6 é completamente independente dos demais. Ele é dedicado ao polémico tema,
que discute a escolha das amplitudes de probabilidade em &lgebras de Clifford. Quando
definimos produto escalar entre nimeros ou fungoes quaternidnicas precisamos explicitar
qual é a imagem deste funcional. Este produto pode ser um ndmero real, complexo ou
quaternionico [5]. Dependendo da escolha , caracterizamos as amplitudes de probabilidade do
espago de Hilbert chamadas, respectivamente, geometria real, complexa ou quaternionica [53].
Vale observar que trabalhando com quatérnions complexificados a escolha da unidade ima-
gindria ndo é unica, portanto, existem dois tipos de geometria complexa. A discussio sobre
geometria complexa e as diferentes representacoes quaternionicas das matrizes de Dirac sera
apresentada no capitulo 6. As formulagoes da teoria quantica relativistica baseadas nas repre-
sentacoes quaternionicas da algebra de Dirac usando as duas diferentes geometrias complexas
conduzem as equagbes de Conway [12] e Hestenes [40].



2

Operadores quaternionicos

Neste capitulo, depois de uma breve introdugao a algebra quaternionica, discutiremos as
diferentes representagoes matriciais para operadores quaternionicos lineares a direita sobre
H, C e R. Como aplicagoes, examinaremos as transformacoes de Lorentz e daremos uma
representacdo quaternionica unidimensional para os geradores do grupo O(1, 3).

2.1 Algebra quaternionica

Um quatérnion g é usualmente definido em termos de quatro nimeros reais g, € R
(u=0,...,3) e trés unidades imagindrias e,, (m = 1,2,3),

2 2 2
e=el=el=ee,65=—1, (2.1)

COoImo segue
g=qo+eq+eqteq;=q +e-qel, (2'2)

onde e = (e, e5,65) € ¢ = (¢1,42,¢5). Os quatérnions sdo adicionados e multiplicados de
acordo com as leis usuais da aritmética, com excegao da lei comutativa de multiplicagdo. A
nao comutatividade é implicita na eq.(2.1). De fato, usufruindo a propriedade associativa,
obtemos

em€n = —€n€m , MFEMN. (2.3)

O conjugado de um quatérnion g € H é definido por
Gg=¢q —€1G1 —€G; —€3(s . (24)

Todavia, existem outras conjugacoes possiveis. Tais conjugagoes sao obtidas através de
transformagoes de semelhanca sobre g e g, isto é

—emGelm € —emqem . (2.5)

Observe que as conjugagoes obtidas em ¢ tém a mesma propriedade de § com respeito a
conjugacao de um produto, isto é, a conjugagao de um produto de dois quatérnions é o

11
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produto dos conjugados destes quatérnions em ordem contraria. As conjugagoes obtidas em
q nao invertem a ordem do produto dos conjugados quaternionicos. Usando o conjugado de
um quatérnion, g, definimos a norma de q por

N =ld*=qa=aw+a+dé+4a

Quando g # 0, temos
q¢ ' =7q/N(q),
entao, podemos dizer que os quatérnions formam um anel de divisao.
Assim como no caso complexo, podemos introduzir a forma polar de um quatérnion, dada

por
q= g™, (2.6)

onde Z = (e-q)/|q| e tgh = |le- q|/q, 0 < 0 < 7. Esta férmula serd utilizada na dedugao
das regras de derivagao para funcoes quaternionicas apresentadas no apéndice B.
Um quatérnion admite ainda uma outra formulacao. Entende-se por forma simplética de
um quatérnion a expressao
q=z+ew, (2.7)

onde z = ¢q, + e1¢;, e w = ¢, — e,q;. Esta maneira de escrever um quatérnion serda de
fundamental importancia na discussao de representagoes matricias complexas de operadores
quaternionicos lineares sobre H e C.

2.2 Operadores lineares

Sejam V e W mdédulos a direita sobre H. Uma transformagdo linear a direita T de V
em W é uma correspondéncia que atribui para todo vetor ¢ € V um vetor 7 (¢) € W de
modo que

T(pp+vq) =T(p)p+7T(Y)q, (2.8)

para todos os vetores , 1 e escalares p, q.

Uma transformacao linear a direita de V em V é chamada operador linear a direita.
Devido a nao comutatividade quaternionica, devemos distinguir trés tipos de operadores
lineares a direita, a saber

Om operador quaternionico linear sobre H ,
Oc¢ operador quaternionico linear sobre C |
Or operador quaternionico linear sobre R .

Um operador quaternionico linear sobre H associa a todo ¢ € V um vetor Ogp € V de
maneira que esta correspondéncia seja linear a direita sobre H, isto é,

Ouleq+vp] = [Onelq+[Ondlp, p,qelH

Um operador quaternionico linear sobre C ou R, associa a todo ¢ € V um vetor O¢cy ou
Oryp € V de modo que estas correspondéncias sejam lineares a direita sobre C ou R, isto é,
satisfacam, respectivamente, as equagoes

Oclpz +yw] = [Ocplz+ [Ocy]w, zweC,
Or[pa+ b = [Orpla+ [Ory]b, a,beR.
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Os operadores quaternidnicos mais simples que podemos imaginar sao representados pela
acao das unidades imagindrias quaternionicas seja a direita, seja & esquerda. Sendo assim,
definimos

L=(L,,L,,L;) e R=(R,,R,,R;) (2.9)
indicando, respectivamente, a agao a direita e & esquerda das unidades imaginarias quater-
nionicas

Lo=ep e Rp=ype.
A &lgebra destes operadores é dada por
L*=L:=L:=L,L,L;=R:=R.=R.=R;R,R, =—1 (2.10)
e pelas relagoes de comutagao

[Ly, Ry] =0, m,n=1,23. (2.11)

Objetivando introduzir formas gerais de operadores quaterniénicos unidimensionais defi-
nimos

L,=(Ly,L) e R,= (R, R), (2.12)

onde L, = R, = 1. Observe que os operadores lineares unidimensionais sobre R sao gerados
por L,, R, e as multiplicacoes entre eles, totalizando 16 diferentes possibilidades. Para
operadores lineares sobre C temos L, e (1, R,) resultando 8 operadores e, finalmente, para
operadores lineares sobre H temos 4 possibilidades dadas por L,. Tais operadores serao
denotados por Qx, onde X = H, C,R. Em termos de L, e R, temos

3
Or = Z quv LuRu , Quv € R, (2'13)
n,v=0
3 1
QC = Z Z qum L/LRTIL ) qum €eR ) (214)
pn=0 m=0
3 3
On = Z 4o Lu = Z du Lu > quo € R. (2'15)
Hn=0 ©n=0

Obviamente, para operadores lineares sobre C temos trés escolhas diversas, porém equiva-
lentes. Estas escolhas sao representadas pela acao a direita das unidades imagindrias e,, e,
ou e;. Os operadores quaternidnicos lineares sobre R e C podem ser expressos em termos de
operadores quaternionicos lineares sobre H, além da acao das unidades imaginarias a direita.
Explicitamente, temos

Qr = QO + Qi + QR + Qi Rs

2.1
Qc = Oy + QR . (2.16)

Aqui e subseqlientemente C = C(1, ¢,).
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2.3 Representacao matricial
E notério que um quatérnion pode ser representado por uma matriz real 4 x 4

G —G1 —G2 —Qqs
q: o —Qqs q2
g2 qs o —a
qs  —q q do

(2.17)

Usando esta representagao matricial, podemos reescrever produtos entre quatérnions em
termos de produtos matriciais. Por exemplo,

0 -1 0 0 qo —4q1 —G> —(qs 0 0 -1 0
1 0 0 0 ¢ QG —qs Q2 0 0 0 1
Qe = 0 00 -1 q2 qs o — 1 0 00
0 01 0 qs —q> q: qo 0 -1 0 0

qs 42 g1 —qo

—q2 43 —qo —

= — (g3 — € —e + e; .
— 4 0 qs 149> 2Gh 390

G ¢ —4q qs

(2.18)
Contudo, existe uma outra interessante possibilidade. Representando um quatérnion ¢ por
um vetor-coluna 4 x 1,

q= ; (2.19)

é facil verificar que a acao da unidade imagindria e, a esquerda e da unidade imaginaria e,
a direita pode ser expressa pela seguinte matriz real

0 0 0 1
0 0 -1 0
0 -1 0 0
1 0 0 0
Explicitamente
0 0 0 1 Qo qs
0 0 -1 0 3 —
€i1qe; < 0 —1 00 32 = _Zf < Qs — €12 — €2Gy T+ €3G -
1 0 0 0 qs Qo

Isto sugere que a soma de matrizes agindo & esquerda e a direita na representagao (2.17) possa
ser substituida por uma tunica matriz agindo no vetor-coluna. Temos uma representagao
isométrica dos quatérnions como uma sub dlgebra de M,[R].
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Agora, utilizando a forma simplética de um quatérnion ¢ verificamos que ele também
pode ser representado por uma matriz complexa 2 x 2 dada por

(; _;") . (2.20)

Neste ponto, vale enfatizar que dadas quaisquer matrizes reais ou complexas nem sempre
encontramos nimeros quaterniénicos associados a estas matrizes [16]. De fato, oito niimeros
reais sao necessarios para se definir uma matriz complexa de ordem 2 e dezesseis para uma
matriz real de ordem 4 enquanto somente quatro ntmeros reais sao necessarios para se
definir um quatérnion. Em particular, considerando que todo quatérnion (nédo-nulo) tem um
inverso, podemos afirmar que apenas uma subclasse de matrizes invertiveis sao identificdveis
aos quatérnions. Vejamos como os operadores quaternionicos lineares sobre C completam
a correspondéncia entre as matrizes 2 X 2 e os quatérnions. O operador quaternidnico, R,,
aumenta os graus de liberdade acrescentando quatro novos operadores que sao os seguintes

Rl 9 LlRl 9 Lle 9 LSRI )

dando assim a possibilidade de se obter um conjunto de regras para traduzir matrizes com-
plexas 2x 2 em operadores quaternionicos unidimensionais lineares sobre C. J4 os operadores,
R, ou R;, aumentam ainda mais os graus de liberdade porém violam a linearidade sobre C.
Com estes operadores, podemos traduzir matrizes reais 4 x 4 em operadores quaterniénicos
unidimensionais lineares sobre R. Os dezesseis graus da liberdade sao agora completados
por

R,, Ry, LR, , L,R, , LyR, , LR, , L,R, , L;R,; .

2.3.1 Operadores lineares sobre R

Seja Or um operador quaternioénico linear sobre H agindo num estado quaterniénico ¢
cuja base sobre R é {1, e, e,, e;}. Entao, a matriz que representa o operador linear para a base
mencionada acima é formada por quatro colunas e cada coluna é a matriz de coordenadas
de um vetor em H. E fdcil ver que a representacao matricial do operador identidade é a
matriz identidade. Vejamos qual é a representagao matricial para os operadores L., L,, R,
e R,. A fung@o ¢ pode ser escrita em termos de nimeros reais, isto é, em termos da base
{1,e,,€,,€5}. A acao do operador L, é dada por

Lip =e =€ 9= @+ e, — €5 ,

0 que significa

L,(1) = e = 0-1+1-¢,+0-e,+0-¢;,
Li(e;)= 1= —-1-140-¢,+0-e,+0-¢;,
Li(e)) = e = 0-1+0-e,+0-e,+1-¢;5,
Li(e;) = —e, = 0-1+0-¢,—1-€;,+0-¢; .
Entao, a representacao matricial para L, é dada pela matriz
0 -1 0 O
1 0 0 O
L, < 0 0 0 -1 (2.21)
0 01 0
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De maneira analoga, para R, temos

R oo =pe =e @y — @, — e, + €05 ,

ou, aplicando R, a cada elemento da base, verificamos que

R(1) = e = 0-1+1-e,+0-€,+0-¢;,
Ri(e;)= -1 = —-1-140-€,4+0-e,+0-¢;5,
R,(e;) = —e; = 0-1+0-e,+0-e,—1-¢;,
Ri(es) = e, = 0-1+0-e,+1-e,4+0-¢; .

Assim, a representagdo matricial do operador linear R, é escrita como

(2.22)

S o o
= o oo
o= O O

Da mesma forma, as representagbes matriciais reais dos operadores L, e R, sao dadas,
respectivamente, por

0 0 -1 0 0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0 0 -1

L, — 1 0 0 0 e R, 10 0 0 (2.23)
0 -1 0 0 0 1 0 0

Usando a algebra (2.10), é possivel completar a tradu¢dao matricial dos operadores quater-
niénicos (unidimensionais) lineares sobre R. As 16 diferentes representacoes matriciais sao
dadas explicitamente no apéndice A.

2.3.2 Operadores lineares sobre C

Repetindo o procedimento dado na se¢ao precedente, porém utilizando a forma simplética
de ¢ cuja base sobre C é {1,e,}, encontramos

Lio=e,p=¢ep, — 82(6190711)
ou, explicitamente,

Ll(l) = 61: 61'1+0'62,
Li(e,) =es= 0-1—¢,-€,,

resultando na representacao matricial

L1H<601 0 ) (2.24)

Analogamente, para R, temos

Rip=ype =p.e, +e, 6,0,
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ou
R (1) = e,= e -140-e,,
Ri(e;) =-e5= 0-1+4e; -€,.

Assim, a representacao matricial é dada por

R1<—>(%1 0 ) . (2.25)

€1

L, < ( (1) _(1) > . (2.26)

E evidente que o operador R, nao é um operador linear sobre C visto que

Finalmente, para L, obtemos

R,(pz)=ype,z z€C.

Multiplicando as representacoes matriciais correspondentes aos operadores L,, e R,, obtemos
os oito casos possiveis dados no apéndice A.

Um dado interessante e que vale ser mencionado é que utilizando as matrizes de Pauli,
Om, Obtemos as seguintes equivaléncias

L, =eo0; L,=-e0, ¢ L;=—e¢,0,. (2.27)

2.4 Transformacao de Lorentz

Sendo os quatérnions caracterizados por quatro niimeros reais, parece natural representar
um ponto no espago-tempo por

r=x,+e-x (x,=ct).

Contudo, posto que o espaco-tempo nao é Fuclidiano, acreditava-se que esta tarefa nao
poderia ser realizada. Penrose afirma [52]:

“No such trick works to relate full four-vector (t,x,y, z) with real quaternions.”

Uma maneira encontrada para superar este obstdculo foi abandonar os quatérnions reais
e utilizar os quatérnions complexificados, isto €, introduzir uma nova unidade imagindria
cujo quadrado é —1 e que comuta com as unidades imaginarias quaternionicas conhecidas.
Desta maneira, estabeleceu-se uma correspondéncia entre os quatérnions complexificados e
0 espago-tempo.

Em 1996, mostrou-se que as agoes de quatérnions a direita e a esquerda permitem a
correspondéncia entre quatérnions reais e o espago-tempo através das transformagoes de
Lorentz [20]. Nosso objetivo nesta segdo é mostrar como a relatividade especial pode ser
formulada usando quatérnions reais.

Rotagoes tridimensionais podem ser discutidas em termos do grupo de transformacoes das
coordenadas que deixa a norma do vetor x invariante. Na teoria da relatividade especial as
transformacoes de Lorentz das coordenadas quadridimensionais (z,, ) seguem da invariancia
de

$=al—a?—al—ad. (2.28)
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A fim de formular a relatividade especial com quatérnions introduzimos a forma invariante
Re[zy] = zoyo — -y, x,y € H. (2.29)
Queremos encontrar um conjunto de transformacoes
2 = Lpx

tal que
Re[z"y'] = Re[zy] . (2.30)

Reescrevamos a transformacao Lgx em termos de seus geradores Ag,
Ly =e’® . (2.31)
Para transformacoes infinitesimais , temos
Lr~1+4+Ag, (2.32)

entao, substituindo (2.32) em (2.30) obtemos

Q

Re[zy] = Re[(Lrx) (Lry)] ~ Re[(z + Arz)(y + Ary)]

(2.33)
Re[zy + (Arz)y + z(Ary)] .

Q

Consequientemente
Re[(Agrz)y + 2(Agry)] =0, (2.34)

o que implica

Re[(Arz)y + 2(Ary)] Re

3 3
( Z (J,W,R#LVJS> y+x ( Z a;wR,uLuy>

p,v=0 w,v=0
= Re[zagy + zao, Ry + a0 Roy + zaes Rsy+
za Loy +za, LRy + za,, L, Ry + za, L, Ryy+
Tz Loy + T2 Lo Ry Y + TG0 Lo Roy + xass Ly Ryy+
Tzo Ly + 205, LRy + 203, Ly Roy + xass Ly Ryy+
Ao ZY + Qo1 (R Z)Y + o2 (Ra)y + a3 (Rsx)y+
aro(Lr®)y + an (L Ryx)y + a1o(Ly Row)y + ays (L, Rsx)y+
azo(sz)y + a21(L2R1x)y + Qs (LszI)y + Qs (L2R3:c)y+
aso(Lsx)y + a31(L3R1x)y + 032(L3R2$)y + a33(L3R3x)y]
= Re[aooxy + Tag ye, + Tagye, + ragzyes+
TA106,Y + TA1,6,YE + TA12€,YEs + TAy3€, Y3+
LU0y + TAz1€3YC; + T2y + TAgzEYC3+
Taze€sy + Tasi€3Y€; + Taz€3Y€, + Tagzesyes+
QoY + o1 TE1Y + QgaXeY + QosTesy—+
G10€12Y + G166,y + Q126,T€Y + Ay3€1Te3Y+
G20€2TY + G216,y + A22€,T€5Y + Ag3€2Te3Y+
A30€3TY + A3,€3T€,Y + A32€3T€EY + agseaxesy] .
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Utilizando as igualdades
Re[zyz] = Re[yzz] = Relzxy] , x,y,z € H,
obtemos
2 [agoRe[zy] + ai;Re(e; ze,y) + aznRe(e, x e,y) + azsRe(es z esy)] +
o + aw)[Refz(y er + e )] + (aox + az0)[Refz(y e, + ea y)]+

( + (
(a3 + aso)[Re[z(y es + €5 y)] + (a1, + ann )Re[(e; z e, — es xey)y|+
(ay5 + as,)Re[(es x e, — ey xes)y] + (aqs + ase)Re[(eaxes +esxey)y] =0 .

que implica
Aup =0 e au=—0yy p#V. (2.35)

Entao
AR = Qo (LNL - RnL) + (275 (L'mRn - LnR'm) .

Indicaremos por S = (S,,5,,95;) os trés geradores do grupo de Lorentz homogéneo para
rotagdes e por B = (B, B,, B;) os trés geradores do grupo de Lorentz homogéneo para
“boosts” e assim

Ar=a-S+6-B (2.36)

onde ¢ e 0 sao os parametros das transformagoes. A representagao quaternionica unidimen-
sional para rotagoes e “boosts” €, entao, dada por

(2.37)

A presenca do fator 1/2 é justificada pelo fato que o grupo Sp(1) é o grupo de recobri-
mento universal do grupo de rotagdo O(3). Os geradores anti-hermitianos associados as
rotacoes espaciais e os geradores hermitianos dos “boosts” satisfazem as seguintes relagoes
de comutagao

[Slysm,} = 6l7rmSn

[Si, B..] = €imnDBn , I,mn=12,3,

[Bl, Bm} - *flmnSn

A fim de escrever as transformagoes de “boost” finitas consideramos o« = 0 e 6 = 60.
Entao, Ag =0 - B =080 - B. Observando que (6 - B)? = 0 - B temos

Lr=e"=e"%B—1_(.-B)?+(0-B)?cosh+ (6 - B)senh6 . (2.38)
Considere [42]
~ u Jé] ~
0 = —_— = — = /6 R
lul |8

onde u = ¢ é a velocidade entre os referenciais. Note que esta definigdo implica 0 < |8] < 1
e também temos que 0 < tgh# < 1 induzindo a parametrizacao

8] = tghd .
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Definindo
v=coshf e ~|B| =senhf (2.39)

podemos reescrever o eq.(2.38) na forma

Lr=e’*=e""B—-1_(0-B)?+~0 B)?+~|8|(6-B). (2.40)
Introduzindo o operador

BR - i banmRna

m,n=1

onde bypn = Bimfn/|B|?, o operador de “boost” pode ser escrito como

1-B 1+ B 1+ B
2 2 2
onde
13
g=—5> LuRu. (2.42)
pn=0
Através de simples calculos podemos verificar que
1— . .
TBR = (6-B) seleciona a parte (ct, z|3) ,
N 1+ B A A .
e B (g + +2 R) = (6-B) seleciona a parte (ct,z|3) — (x|, ct3) ,
1 R
+2BR = 1—(0-B)* seleciona a parte independente do x .

Como caso particular €, isto é, um “boost” de Lorentz onde a velocidade u estd na
) ’ ’
dire(;éo de x, obtemos

= ot +e ' tey tesd =Lr(ct+er+e,y+esz)
=(ct — Bz) + e, y(x — |Blct) + e;y +es 2 (2.43)

2.4.1 Tradugao matricial

Os geradores quaterniénicos unidimensionais para o grupo de Lorentz, dados na secao
anterior, podem ser imediatamente obtidos usando a tradugdo matricial real. Os elementos
do grupo de Lorentz O(1, 3) satisfazem a relagao

M'GM =G, (2.44)

onde

(2.45)

OO O
|
O =
|
O = OO
_— o O O
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Considerando as transformagoes infinitesimais, M = 1 + A, e introduzindo-as em (2.44)
encontramos

1I+AYGA+A)=G+A'G+GA+A'GA=G.
Desprezando a expressao de segunda ordem na expressao anterior obtemos
A+GA'G=0. (2.46)

Logo, verifica-se que a matriz que satisfaz relacao (2.46) é dada por

0 Q2 Q13 Qg

Q2 0 Qa3 (ay
b)

Q13  —Qo3 0 as

(g —Q2q4 —Q3zq 0

e, conseqiientemente, os geradores de O(1,3) sao

01 00 00 10 00 0 1
1 0 0 O 00 00 00 00
0 0 0O 1000 0 0 0O (2.47)
0 0 0O 0 00O 1000
e
0 000 0 000 00 00
0 010 0 001 00 00
0 -1 00 0 00O 00 01 (2.48)
0 0 0 O 0 -1 0 O 00 -1 0
Traduzindo as matrizes acima em operadores obtemos
1(L/\R)
2
e
1
- (L-R) .
(L R)
A traducao da eq.(2.46) é
Ap +g AL g=0 (2.49)
onde g é dada em (2.42) e
3
AL =>"a,,LiR], (2.50)
pn=0
com L' = —L ¢ R = —R. O grupo cujos geradores sao obtidos de (2.49) ¢ o grupo

quaternionico unitario linear sobre R denotado por Z/{;;(l) e isomorfo ao grupo de Lorentz
0(1,3).
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2.5 Grupos

O desenvolvimento da teoria de grupos quaternionicos é motivado pela presenca marcante
da teoria de grupos em Fisica abrangendo desde a mecéanica cldssica até a mecanica quantica,
incluindo teorias de gauge, grupos de unificacao e teoria de cordas. Nesta segao, daremos
um breve resumo do uso de operadores a esquerda e a direita na teoria de grupos.

Um dos primeiros problemas a ser enfrentado refere-se a definicao de traco. Naturalmente,
em se tratando de matrizes quaternionicas, a definicdo usual ndo é valida porém queremos
uma definicao que obedeca as propriedades basicas de traco. Uma discussao detalhada pode
ser encontrada no artigo [25]. Comecemos com grupos unidimensionais.

Os grupos clédssicos que ocupam um lugar central na teoria de representagao de grupos
e tém muitas aplicagoes em varios ramos da Matematica e Fisica sao os grupos unitarios,
especiais unitarios e grupos ortogonais. A fim de introduzir grupos especiais, precisamos
definir um trago apropriado para as nossas matrizes. Com operadores quaternionicos lineares
sobre C, temos a possibilidade de dar uma nova definicao de trago complexo, Tr,,

Tr. Ac = ago + €,1a0; (2.51)
uma vez que a matriz associada ao operador mais geral Q¢ é

Qoo — Q11 + el(am + alO) —Qyo + A3 — 61(0,30 + a21)
Qoo + Q31 — 61(a30 - a21) Qoo + a1; + el(aol - alO) '

Agora, a propriedade Tr.(Qc¢ Pc) = Tr.(Pc Qc) é vélida. Para operadores lineares sobre R
o trago é dado por

Tr, Ar = aq, - (2.52)
Defina

9% =—-L,R, (2.53)
e considere g = g**, onde g é dada em (2.42). Os indices 22 e 13 servem apenas para lembrar
que tipo de métrica esta sendo usada e elas sao, respectivamente, (+,—,+,—) e (+,—,—, —).

No caso em que os geradores sdo dados pela relacao Ax + A;; =0, onde X = R,C ou H,
dizemos que a métrica é dada por ¢*° = 1 e o grupo associado é Z/[;;(N). Nestes casos, 0s
indices serao omitidos.

Os geradores para grupos unidimensionais com operadores quaternionicos lineares sobre
H, C e R sao dados na tabela seguinte:

] Grupos quaternionicos unidimensionais

Grupos Algebra de Lie associada Geradores

Ua[l] | Au+Ag’' =0 L

U] | Am+g*As'g* =0 L,

Uc[1] Ac+AcT =0 L. R,

SUcll] | Ac+Ac' =0, Tr, Ac=0 | L

Z/[ff[l] AC + 922 -ACT 922 =0 L2 5 2R1

Up[l] | Ax +Ar' =0 L, R

Uz | Ag + g2 Al g =0 L,, L,R,, L,R,, R,, L,R,, L,R,
UP] | Ar+ ¢ Ar' g™ =0 L-R,LxR
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Até entao, temos trabalhado com operadores unidimensionais, Ox, agindo em estados unidi-
mensionais. Agora, vamos supor que 1 seja um vetor-coluna n-dimensional. O operador que
age em 1) é expresso por uma matriz n-dimensional, denotada por Mx[n], cujos elementos
sdo operadores quaternionicos unidimensionais lineares sobre X. As representagdes matri-
ciais do operador matricial Mx[n] serdo denotadas por M, [X], onde n denota a ordem da
matriz quadrada M e X representa o corpo que contém os elementos desta matriz.

Se X = H, temos trés possiveis representacoes matriciais para Mx|n]:

M,[H] - uma matriz quaterniénica n-dimensional ,
M,,[C] - uma matriz complexa 2n-dimensional ,
M,,[R] - uma matriz real 4n-dimensional .

Se X = C, temos apenas duas possibilidades, isto é, M,,[C] ou M,,[R]. Finalmente, quando
X =R a tnica possibilidade é dada por M,,[R].
Vejamos alguns exemplos. Considere

(Ll L0> e Mx[2] .

As trés possibilidades sao listadas abaixo

1 €, 1/12
O O _61 _ ¢w
0 el 0 0 e M,C] e U= o ,
e 0 0 0 Puw
10 0 00 -1 0 0 Yo
01 0 01 0 0 0 "
00 1 00 0 0 -1 "
00 0 10 0 -1 0 v
00 0 -10 0 0 o] MR e ¥=F
00 -1 00 0 0 0 o
01 0 00 0 0 0 s
10 0 00 0 0 0 s

Agora, considere o operador linear sobre C, agindo em 1, dado por

R, L, —L,R,
( L, 0 ) GMH[2] .

Podemos escolher duas possibilidades, a saber

e, 0 e, e,

0 €, —€ —€ _ ).

0 -1 o0 o | €MIC e w<¢w),
-1 0 0 0
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0O -1 0 00 -1 0 1

1 0O 0 o0 1 0 1 0

0 0 O 10 1 0 -1 Yo

0 0 -1 0 1 0 1 0 A

0 0 0 -10 00 of MR ewv=1/

0o 0 -1 00 00 O (I

0 1 0 00 O0O0 0

1 o 0 00 00 O

Finalmente, para um operador linear sobre R fixamos
R, LR, _ (¥
( 1 L, ) S M]R[2] e U= ( 0 ) .
A tnica possibilidade é dada pela matriz

o 0 -1 0 0 0 -1 0 (N
0 0 01 0o 0 0 -1 (N
1 0o 0 0 -1 0o 0 0 (I
o -1 00 0O -1 0 ©0 | s
1 0 00 0 0 o0 —1 | EMR e ¥=1
0 1 00 0 0 -1 0 N
0 0 10 0 1 0 O Ps
0 0 01 1 0o 0 0 Vs

Concluimos nossa discussao dando a tabela que contém os grupos quaternionicos n-
dimensionais, o nimero de seus geradores e suas contrapartidas complexas ou reais.

’ Grupos quaternionicos n-dimensionais ‘

U [n) —  USp.[C] n(2n +1)
Ucn) -  U,l[C 4n?
Ur[n) < Oun[R] 2n(4n — 1)
SUygln] = Ugln]

SUcn] < SU,,[C) dn? —1
SUg[n] = Ug[n]

Ui n] — 50:,C] n(2n —1)
U n] - 05,]C] 2n(2n — 1)
Z/{]f{ [n] - Ozn,zn [R] 271(477, — 1)
ull? [n] = Oman [R] 271(47’7, — 1)
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Problema de autovalores

O objetivo principal deste capitulo é o estudo da equacao de autovalores no corpo
quaternionico. Devido a nao comutatividade podemos introduzir diferentes equagoes de
autovalores. O problema de autovalores para matrizes quaternionicas tem sido objeto de
estudo hé anos [8,31,44,46]. Todavia, os trabalhos presentes na literatura discutem princi-
palmente o problema de autovalores para operadores quaternionicos lineares sobre H. Parte
deste capitulo serd dedicada & extensdo para operadores lineares sobre C [26] e R [28]. Dia-
gonalizacgao e forma de Jordan de operadores matriciais quaterniénicos desempenharao um
papel importante na resolugao de equagoes diferenciais.

3.1 Consideracgoes gerais

Muitos problemas em matematica aplicada envolvem o estudo das transformacoes que
analisam dados obtidos a partir do fornecimento de outros dados, isto é, os dados de entrada.
Um tipo especial e particularmente interessante de transformacao é a transformacao linear.

Em algumas aplicagoes de teoria de matrizes, especialmente do problema de autova-
lores, uma estratégia tutil para solucionar problemas é tentar quebrar um grande sistema
modelando-o em uma colegao de subsistemas menores que podem ser estudados mais facil-
mente, isto é, procuram-se variaveis ou combinacoes de varidveis cujos valores, depois de
serem transformados, podem ser expressos somente em termos daquelas varidveis ou suas
combinagoes. Algebricamente, isto corresponde a encontrar um subespaco, V;, de V, de
dimensao menor tal que, se O(x) = Az entdo Ax também estd neste subespago sempre que
x estd em V;. Tal subespaco é chamado subespacgo invariante de O.

O exemplo mais simples de um subespago invariante é um subespago cuja dimensao é
um, tal que V, seja gerado por um unico vetor x # 0. Para que Ax também esteja em V|
exige-se que Az seja um multiplo de z, isto é, Az = Az = (A — A1)z = 0 para algum escalar
A, enquanto z # 0. Entdao, A — A1 deve ser singular. Uma vez que Az = Az é encontrado,
A é chamado um autovalor de A e x # 0 é o autovetor associado a A.

O mesmo raciocinio, quando estamos lidando com quatérnions, exige muito cuidado.
Considere o operador quaternionico linear sobre X, denotado por Ox, que age na fungao de

25
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onda 1. A procura por um subespaco invariante para Ox nos leva a dois casos possiveis

Oxtp=qyp ou Oxyp=1q,

ou ainda, considerando o operador matricial My, temos

Mxyp=qp ou Mxyp=1vq, gl

chamados, respectivamente, problema de autovalores a direita e a esquerda. O problema
de autovalores a esquerda apresenta resultados inesperados, entao analisaremos este tépico
posteriormente. Consideremos o problema de autovalores a direita

Mxp=vq, qeH.

Para o caso linear sobre H é facil ver que, sem perda de generalidade, podemos considerar
um autovalor complexo no lugar de um quaternionico. De fato, usando uma apropriada
transformacao de semelhanga obtemos

My Yu = Yuuqu ,

onde uqu = A\, A € C. Para o caso linear sobre C, a operagao acima nao pode ser feita visto
que a unidade imaginéria e, estd agindo & direita. Agora, multiplicando a equagao

Mcyp =1gq

pela matriz de semelhanca, denotada por Sc, e utilizando a associatividade da multiplicacao
de operadores lineares sobre C obtemos

ScMcl/J:ScMcSElSci/J.

Todavia, devido a agao da unidade imaginaria e,, presente no operador Sc, a direita e a
presenca do autovalor quaternionico ¢ temos

Sc [1q] # [Scy]q -

A fim de recuperar a associatividade impomos que ¢ seja um numero complexo, isto é,
q — X € C. Logo,

Se [¥q] = [Scylq -

Deste modo, ambos os casos sao reduzidos a um problema com autovalores complexos
Mu;cp=vA, AeC. (3.1)

Para operadores lineares sobre R, a agao das unidades imaginarias e, e e, a direita, nos forga
a considerar autovalores reais, isto é, ¢ — r € R. Assim, a equagao de autovalores é dada
por

Mpp=9yr, relR. (3.2)

As representagoes matriciais complexas dos operadores lineares sobre H e C, n-dimensionais,
s@o matrizes complexas de ordem 2n e o problema (3.1) é traduzido para

Mon[Cly = Mp = (a + i)t



3.2 Problema de autovalores quaternionicos a direita 27

onde 1) agora representa um vetor-coluna complexo de dimensao 2n. Deste modo, o autovalor
complexo A pode ser determinado resolvendo-se a equagao de autovalores para M,,[C]. Esta
tradugao é baseada, essencialmente, na representagao do operador R, dada por

R, < e 1, .
Para operadores lineares sobre R, o problema de autovalores é traduzido para
M, Ry=r¢, reR.

Note que, em geral, a matriz M,,[R] admite autovalores complexos. A representagdo matri-
cial real do operador R, é

R1: ®]1na

o o= O
O OO
= O O O
o= O O

portanto, o problema de autovalores associado & Mpg[n| resultard em um sistema de equagoes
matriciais acopladas.

A discussao do problema de autovalores para operadores lineares sobre C baseia-se, prin-
cipalmente, no artigo [26]. Uma breve andlise do problema de autovalores para operadores
lineares sobre R sera apresentada no final do capitulo.

3.2 Problema de autovalores quaternionicos a direita

Dividimos esta secao em trés partes: operadores lineares sobre os quatérnions, complexos
e reais. As primeiras duas se¢bes contém uma regra pratica para a diagonalizacdo. Note
que o tratamento para operadores lineares sobre R é bastante diferente daquele usado para
operadores lineares sobre H e C.

3.2.1 Operadores lineares sobre H

A secdo anterior mostrou que a equacao de autovalores & direita para operadores quater-
nionicos lineares sobre H é dada por

Muyp=2q, qeH.

Aplicando uma transformagdo de semelhanca unitiria u na equagdo acima observamos que
a equacao resultante é uma equagao de autovalores complexos a direita, isto é,

Muypu = Yutqu = Yu , ImXeR, .
Se os autovalores sao reais entao temos um tnico espectro de autovalores dado por

{qla Ty QS}
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Porém, note que existem infinitas transformacoes de semelhancga possiveis de serem usadas,
portanto, os operadores quaternionicos lineares sobre H admitem infinitos espectros de au-
tovalores, a saber

{ﬂﬂhul y e 7ﬂsq$us}

onde ug sdo quatérnions unitdrios. O conjunto de autovetores

{/lp7z/}u17 A 7’(/}/1'1/8}

representa um raio. Note que podemos caracterizar o espectro escolhendo um raio represen-
tativo, por exemplo Yuy, de forma que o autovalor correspondente A = u)quy seja complexo.
A fim de introduzir o método geral de diagonalizacao de matrizes quaternionicas, vamos
discutir equagoes unidimensionais de autovalores complexos. Neste caso, podemos considerar

Mpy = Q. Temos
Quy = PA . (3.3)

Usando as regras de tradugao dadas no apéndice A, podemos gerar a dlgebra quaterniénica
a partir da algebra complexa comutativa. A contrapartida complexa da eq.(3.3) é

(260 @

z=qteq, w=g¢-—eqgecC.

A eq.(3.4) é a equacao de autovalores para uma matriz complexa cuja equagao caracteristica
tem coeficientes reais. Por esta razio o operador complexo traduzido admite A e A como
autovalores.

Uma vez encontrado o autovetor correspondente ao autovalor A, o autovetor associado
ao autovalor \ poderd ser obtido imediatamente. Para isto basta considerar o complexo
conjugado da eq.(3.4) e aplicar a matriz de semelhanca dada por

0 -1
=1 )
a equacao obtida. Deste modo, temos

b )E)=G) 6

Entdo, para A # \ € C, encontramos o espectro de autovalores {A, X} com autovetores

0 ()

Se A € R, o espectro de autovalores é determinado por dois autovalores iguais . Para
mostrar isto, observamos que os autovetores (3.6) associados ao mesmo autovalor A, sido
linearmente independentes em C. De fato,

r -y
T

y =|z?+|y|>=0 se, esomentese, x =y =0.
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Entao, concluindo a discussao do problema de autovalores para operadores unidimensionais,
podemos dizer que no formalismo quaternionico, utilizando a tradugao, encontramos dois
autovalores complexos, a saber, \ e \, associados, respectivamente, aos seguintes autovetores
quaternionicos
P oe e, .

Os infinitos espectros de autovalores quaternionicos podem ser caracterizados pelo autovalor
complexo A e o raio representativo serd 1. Baseados neste método, estudaremos o préximo
caso que consiste em discutir equagoes de autovalores em espagos vetoriais quaternionicos
n-dimensionais. Enunciaremos dois teoremas [26] sobre o espectro de autovalores para ope-
radores quaternionicos e mostraremos que os operadores quaternionicos lineares sobre H sao
diagonalizaveis se, e somente se, as representacoes matriciais complexas sao diagonalizaveis.

Teorema 1 - Seja M € M,,,[C] a representa¢ao matricial complexa de um operador matricial
quaternionico, de ordem m, linear sobre H, Mpyn|. Seus autovalores aparecem em pares

conjugados.
Seja
Moy = A (3.7)

a equacao de autovalores para M, onde

Ly

yl

or = eC™ e XeC.
z,
Yn

Tomando o complexo conjugado da eq.(3.7),
Mak = Xa)\ ’
e aplicando a transformacao de semelhanca
0 -1
S=1,® < 1 0 ) :

na matriz M, obtemos

SMSil;S’a)\:XSg)\. (38)
Da estrutura de blocos da matriz complexa M verifica-se facilmente que
SMS—t = M,

e, conseqilentemente, a eq.(3.8) é reescrita como

M ¢35 = X5 , (3.9)
onde
_?1
T,
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Para mostrar que os autovalores aparecem em pares conjugados (isto implica em multi-
plicidade dupla para autovalores reais), precisamos provar que ¢, e ¢y sao linearmente
independentes em C. Se A # X a demonstracdo é trivial. O caso A = X requer

det < i’ _% > =|z)*+ > =0 i=1,...,n,
K3 K3

que é verificado somente para autovetores nulos. Logo, a independéncia linear de ¢ e ¢x
assegura uma multiplicidade par para autovalores reais. B

Usaremos os resultados do primeiro teorema para obter informagdes sobre o espectro
complexo de autovalores a direita de Mpy. A definicao de determinante para matrizes
quaternionicas que temos nao é apropriada para o estudo de autovalores e, conseqiientemente,
nao conseguimos definir o correspondente polinémio caracteristico P(\) para My. Enuncia-
remos o teorema a seguir porém sua demonstracao [26] serd omitida.

Teorema 2 - My[n] admite n autovetores linearmente independente em H se, e somente se
sua representacao matricial complexa, M, admite 2n autovetores linearmente independente
em C .

Deste modo, o espectro de autovalores complexos de My é obtido retirando-se o espectro
reduzido n-dimensional

{A, oy At

do espectro 2n-dimensional de autovalores de M
{)‘1 9 X1 ’ ottt )‘n 9 Xﬂ} (310)

Destacamos o fato que, a escolha da parte imaginéria positiva, ao invés da negativa, é uma
simples convenc¢ao. De fato, do conjunto de autovetores quaternionicos

{/l)b)\l ) le y e )wkn ) wx,n}' (3'11)

podemos extrair diferentes conjuntos de autovalores quaternioénicos linearmente indepen-
dentes

{W)q ou AJ [ [1/})\71 ou 1/),\71}} )

e, conseqiientemente, temos uma livre escolha para caracterizar o espectro n-dimensional de
autovalores de Mpy. Uma conseqiiéncia direta dos teoremas anteriores, é o seguinte corolério:

Corolario Dois autovetores quaternionicos de My com autovalores complexos, A, e \,, com
Xs # A\ # o, sdo linearmente independentes em H.

Agora, vamos mostrar como relacionar operadores Hermitianos e anti-Hermitianos em
mecanica quantica quaternionica. Uma diferenga importante entre a estrutura de um oper-
ador anti-Hermitiano em mecanica quantica complexa e quaternionica estd no fato que na
primeira, sempre é possivel, de maneira trivial, relacionar um operador anti-Hermitiano, A,
com um operador Hermitiano, H, removendo um fator e,

A=e H.
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Em mecanica quantica quaterniénica, isto nao é possivel. Por exemplo,

—e, 3e,
A:< 3¢, e ) , (3.12)

é um operador anti-Hermitiano, todavia, e;.4 nao representa um operador Hermitiano. A
razao é simples: dado qualquer conjunto de autovetores, v, de A, independentes sobre H e
normalizados, com autovalores puramente complexos A,

A= sz |)\s|€1ﬁs P
S
o operador Hermitiano correspondente H é logo obtido por

H=> ve|\lTs,

desde que ambos os fatores sejam independentes da escolha de vs. Devido a ndo comutativi-
dade de vy, nao podemos extrair a unidade imaginaria complexa e,. Esta abordagem para
equagoes de autovalores quaternionicos contém um método pratico para encontrar autove-
tores vs e autovalores \g e, conseqiientemente, resolve o problema para se determinar um
operador Hermitiano quando um operador quaternionico anti-Hermitiano é conhecido. Um
simples calculo mostra que

felh]s e} = {26, de} e {vl,vz}:{\}i ( o > , % ( “ )} .

Assim, o operador Hermitiano correspondente ao operador anti-Hermitiano da eq.(3.12) é
. 3 e
e300, 019

Diagonalizacao

Daqui por diante, denotaremos a forma diagonal de um operador matricial por A ao
invés de D. A forma caligrafica é deixada para denotar os operadores diferenciais usados
no capitulo 4. Sabemos que operadores complexos 2n-dimensionais, sao diagonalizdveis se,
e somente se, eles admitirem 2n autovalores linearmente independente. E ficil demonstrar
que M € M,,[C] é semelhante a uma matriz diagonal D e a matriz de semelhanca é dada
por

acg)‘l) ;vgl) xg)‘") xg")
y Oyt A

S = Inverso : : : : . (3.14)
x()‘l) €T X1) 1'()‘71) l-(in

>|
frt
—

yOn) yOn)

<

3
3~ 3~
3
3
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Esta matriz est4 no mesmo subconjunto de M, isto é, S € M,,(C). De fato, recordando a
relagao entre ¢ e ¢y, podemos reescreve-la na forma

ZM g )
T R VS
S = Inverso : : : : . (3.15)
Z g0 gOn g0
NN SIS

A independéncia linear dos 2n autovetores complexos de M garante a existéncia de S™' e
o isomorfismo entre o grupo das matrizes quaternionicas invertiveis de ordem n, GL(n,H) e
o grupo formado pela contrapartida complexa destas matrizes, o grupo GL(2n,C), assegura
S~ € M,,(C). Entdo, a matriz quaternionica n-dimensional que diagonaliza My,

Su MHS];]I] = Ag s

pode ser obtida diretamente traduzindo a eq.(3.15) em

AR VD (LY T
Sy = Inverso (3.16)
e Ly Q) L)

Esta matriz de diagonalizagao quaternionica estd estritamente relacionada a escolha de
um conjunto particular de autovetores quaternionicos linearmente independente

{ﬂjkl 5 eee QZ})\W}

e a matriz quaternionica diagonalizada é
Ag =diag {A\;, ..., A} .

Para autovalores nao reais, a escolha de um conjunto de autovetores quaternionicos diferentes

{I:(/))\l or 'I/)XQ} 3 eee [¢>\n or wX,L]} )

resultarda numa matriz de diagonalizacao diferente e, conseqiientemente, uma matriz diagonal
quaternionica diferente

Ay = diag {[)\1 or \], -, [A, or Xn]} )

Concluindo,
My diagonalizdvel < M diagonalizdvel ,

e a matriz de diagonalizagdo quaternionica pode ser facilmente obtida do conjunto de au-
tovetores quaternionicos.
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3.2.2 Operadores lineares sobre C

Resolvendo o problema de autovalores complexo encontramos 2n autovalores e nao temos
nenhuma possibilidade de classificar ou caracterizar tal espectro. Neste caso

(0 € Pe,

representam vetores ortogonais e ¥e, nao pode ser eliminado. Entao, para matrizes quater-
nioénicas n-dimensionais, M¢, devemos considerar o espectro completo de autovalores

{/\1 . Am} , (3.17)

e assim, o conjunto de autovetores quaternionicos correspondente é dado por

{wxl s 1/1/\n} : (3.18)

Matrizes complexas 2n-dimensionais, M, sao diagonalizaveis se, e somente se, admitem
2n autovetores linearmente independentes. A matriz diagonalizavel pode ser escrita em
termos dos autovalores de M como segue

2P0 g gQene) g0
gyt e e
S = Inverso : : : : . (3.19)
2O g0 0 g0
T

Esta matriz admite uma representagdo quaternionica [16,23] dada por operadores quater-
nionicos lineares sobre os complexos

q£1,2] +p£1,2]R1 q£2n71,2n] +p£2n71’2n]R1
Sc = Inverso , (3.20)
PR, gl el
onde
>\’VYL n Am n
q[m,n}:l’l( )+(Z/1A)+L u) = (@)
! 2 ’ 2 ’
¢ (Am) (Am)
Am A Am A
o N (T Y, A+ (g
plmonl = 1 2(1)L1+l Q(l)LS.
A traducao quaternionica da matriz complexa
D =diag {\, , ..., \on}
resulta na matriz quaternionica diagonalizada
M+ A=A Mooy +Aan Aoy — Aap
Acdiag{ ; e T 1; n _ Zano 2 0 LlRl} . (3.21)
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3.2.3 Operadores lineares sobre R

Antes de introduzir o problema de autovalores para operadores lineares sobre R, gostaria-
mos de ressaltar que tal estudo ainda estd em andamento e os resultados aqui apresentados
sao as primeiras tentativas de solucionar o problema.

Na secao (3.1), vimos que o problema de autovalores para operadores lineares sobre R,

Mrp=9r, reR, (3.22)

requer autovalores reais como solugao. Todavia, sabemos que a contrapartida real do ope-
rador Mg[n] é uma matriz real de ordem 4n, My,[R], que admite, em geral, autovalores
complexos. Desta forma, os autovetores também serao complexos e falha a regra de traducao
para 1. Sendo assim, seguimos o procedimento de traducao inversa, isto é, considere a
equacao de autovalores

My, [Rlp =X, AeC. (3.23)

Considerando ¢ = £ +e;mp onde &, : R*™™ — R*™ e A = a + e,b, a,b € R e introduzindo-as
na equagao (3.23), depois de separar a parte real da parte complexa, obtemos um sistema
de equagoes matriciais reais escrito como

M4n[R]€ = a§ - b77 ;
My [R]n =an+ b . (3.24)
Assim, conjecturamos que o problema de autovalores para operadores lineares sobre H, C ou

R néo seja inicialmente formulado da maneira usual, isto é, como na equacao (3.22), mas
como um sistema de equagoes da forma

Mxi/) = al/) — bgﬁ s
Mxp =ap+ by . (3.25)
onde, X = H,C,R e 9 e ¢ sao fungdes quaternionicas de uma varidvel real. No caso dos

operadores lineares sobre H e C, o sistema se reduz a um problema de autovalores pois
1 = e, que introduzida no sistema (3.25) resulta em duas equagdes equivalentes dadas por

Mupych = A
Tlustremos o caso linear sobre R com o seguinte exemplo. Seja
_( LR, L,
Mg = ( R, L.R, ) . (3.26)
Sua tradugao é uma matriz real 8 x 8 dada por
0 0 01 0o 0 -1 0
o 0 -1 0 0 0 O 1
0 -1 0 0 1 o 0 0
1 0o 00 0 -1 0 0
M = 0 -1 00 -1 o o o€ M;[R] (3.27)
1 0 0 0 O 1 0 0
0 0 01 0 0 1 0
o 0 -1 0 0 0 0 -1
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cujo espectro de autovalores é
{_\/>a_\/§a\/§7\/§71+61a1_617_1+61;_1_61}-
Os respectivos autovetores sao dados pelas colunas da seguinte matriz
0 1+v2 0 1-vV2 e —¢ 0 0
1-v2 0 1++2 0 0 0 —e e
—1+v2 0 -1-v2 0 0 0 —e e
0 -1-+2 0 ~14+v2 ¢ —e 0 0 (3.28)
-1 0 -1 0 0 0 1 1 )
0 -1 0 -1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0 0
1 0 1 0 0 0 1 1

De (3.24), é facil ver que para autovalores reais, isto é, quando b = 0, os autovetores

quaternionicos sao obtidos imediatamente da contrapartida real. O procedimento consiste
em considerar o vetor-coluna real 8 x 1 e traduzi-lo em um vetor-coluna quaternionico
2 x 1. Por exemplo, o vetor-coluna (0,1 — v/2,—1 + v/2,0,—1,0,0,1)* é traduzido para

(1—=V2)(es —es), -1+ eg)t. Logo, temos

autovalores autovetores
(1- \/i)(el +e,)
i = { e } ,
) . la +—\£§)—|(—1@+ es) | ’
(1+ \/i)(el —€)
V2 = [ —1+e, } ’

Para autovetores complexos o procedimento é diferente.

Por exemplo, para o autovalor

—1 —e, temos a = —1 e b = —1. As equagdes (3.25) sao escritas como
L\R, L, &1 &1 m :|
=— 3.29
5 an ) e )12 )10 b
e
LR, L, m T 51 :|
=— - . 3.30
<R1 L3R3>|:7]2:| |:7]2] |:§2 ( )
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O autovetor complexo associado ao autovalor —1 — e, é

0 0 0
e, 0 1
e, 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
| 1] | 1] | 0
Traduzindo os vetores reais obtemos
"0 "0 ]
0 1
0 1
0 0 _ 0 e +e |
1 = {1+€3]_§ e 0 = { 0 }_ (3.32)
0 0
0 0
L 1 - L 0 -
Entao. apenas para verificacao temos
LR, L, 0 _ exte | 0 e, + e,
( R, L3R3>{1+63__ e, | T {1+e3}+{ 0 } (3:33)
e
LR, L, e, +e, | | e —e | | eite | 0
Gl Il o Bt R el B U IR CET

3.3 Problema de autovalores quaternionicos a esquerda
Na tentativa de solucionar o problema de autovalores a esquerda

Mxyp =qp qeH

onde X = H, C ou R, observa-se que nao temos um caminho sistematico para enfrentar o
problema. Além disso, diferentemente do caso complexo, podemos encontrar matrizes seme-
lhantes cujos espectros de autovalores nao estao relacionados. Suponha que os operadores
matriciais sdo digonalizados por uma matriz Sx como segue

Sx Mx Sg' = Ax .
A equagao de autovalores torna-se

AxSx 1) = SxqSx' Sx v
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e devido a natureza nao comutativa de g,

SxqSx' #q,

entdo perdemos a equacdo de autovalores inicial. Na segdo (3.4) apresentaremos duas ma-
trizes quaternionicas com o mesmo espectro de autovalores porém nao relacionadas através
de uma transformagao de semelhanca.

Vamos agora analisar outra dificuldade em resolver equacao de autovalores a esquerda.
Operadores Hermitianos quaternionicos lineares satisfazem

P Myt = (Mxp)Ty .
Pondo ¢ = 9 na equagao anterior obtemos
Uy =(gv)'y .
Desta equacao nao podemos extrair a conclusio que ¢ deve ser real, ¢ = ¢ . De fato,
$Hg—qNy =0
admite solugbes quaternidnicas para ¢, veja exemplo na se¢ao (3.4). Assim, outro resultado

inesperado ¢ a possibilidade de se encontrar operadores Hermitianos com autovalores qua-
ternionicos. Observe que escolhendo operadores anti-Hermitianos temos

el Axtp = —(Axp) ¥,

e, para @ = 1,
PHg+qNy=0. (3.35)

Neste caso, a quantidade real, ¢ + ¢, comuta com 1, e portanto ¢ é da forma
qg=ex+ew,

aceReweC.

3.4 Exemplos

O objetivo desta segao é elucidar o método de diagonalizagao descrito anteriormente.

e Problema de autovalores a direita

Nesta subsec¢ao estamos lidando com espagos vetoriais quaternionicos bidimensionais.
Seja

L, L,
My = ( I ) (3.36)

a representacao matricial quaternionica associada a um operador quaternionico linear sobre
H num espago vetorial quaternionico bidimensional. Sua contrapartida complexa é
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A fim de resolver o problema de autovalores a direita
Mpy =YX, AeC,
vamos determinar o espectro de autovalores de M. A equagao
det[M —A1,]=0,
nos da as seguintes solucoes

< < 1,3 1,3 1,3 1.3
{Al D VD VN )\2} = {2466187r, 24 18T | 21 8T | —246618”} ,

e o conjunto de autovetores de M é dado por

—1+4+e 0 0 —1—e )\
0 —1—e 1—e N 0
0 ’ -1 ’ 1 ’ 0
1 0 0 1

O espectro de autovalores de My ¢é obtido daquele de M. Por exemplo, adotando a convencgao
da parte imagindria positiva encontramos

{/\1 , AQ} = {zieeliﬂ , —2ie613“} , (3.37)

e o conjunto de autovetores quaternionicos correspondente, definidos a menos de uma fase

complexa a direita, é
—1+4+e )\ es(1— e ) (3.38)
€, ’ 1 ' '

Assim, a matriz quaternionica que diagonaliza My é

Sy = Inverse {( L L(1- L) )}
L, 1
_ 1 Lix, Ly [Lod + |\
= TP ( Ly La—? ) (3.39)

Como j4 foi observado, temos infinitas possibilidades de diagonalizagao dadas por

{ulAlu1 , u2A2u2} .

Matrizes diagonalizadas equivalentes podem ser obtidas de

Ay = diag{)\1 , )\2}
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através de uma transformacdo de semelhanca
U A Uy = Uf A Uy
onde
Uy = diaug{u1 , u2} .
Entao, a matriz de diagonalizacao dada na eq.(3.39) torna-se
Su — USu .
Facamos um segundo exemplo. Considere

Me = ( —L R +L, —L.,R, +1 )

-L;R, -1 LR +1L, (3.40)

a representagao matricial quaternionica associada a um operador linear complexo em um
espago vetorial quaternionico bidimensional. Sua contrapartida complexa é

1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
-1 -1 -1 -1
-1 -1 1 1

O espectro de autovalores de M é
{)\1 y Az, Az, )\4} = {2 , =2, 2e, , 261} . (3.41)

Tais autovalores também determinam o espectro de autovalores de Mc¢. A traducéo do
conjunto de autovetores complexos de M

1 0 1 —e,

0 1 —e; 1

0 ’ 1 ’ e, ’ -1 ’
-1 0 1 —e;

fornece o conjunto de autovetores de M¢ dado por

() (5) (o) (o)) ew

A matriz quaternionica que diagonaliza Mc¢ é

1 1+ L, 1 < 1 L, >
S — I erse = — 7. 5 3.43
C nver [( L, L.+ L, >} 2 1 2Ld _ L1-5L2 ( )

e a matriz diagonal é dada por

Ac = 2( ~LR 0 ) : (3.44)
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Esta matriz pode ser diretamente obtida do espectro de autovalores de M/ M¢ traduzindo
a matriz

2 0 0 0
0 -2 0 0
D= 0 0 2e 0
0 0 0 —2¢

em formalismo quaterniénico. E interessante notar que as matrizes diagonalizadas equiva-
lentes podem ser obtidas de Ac, eq.(3.44), pela transformacgao de semelhanca

NI

—L, 0
u(C = 0 IT[LS 5
2

Por exemplo, escolhendo

encontramos

L) (3.45)

Ac — 2( 0 L,
e Problema de autovalores a esquerda

Analisemos as equagoes quaternionicas de autovalores & esquerda bidimensionais para
operadores quaternionicos lineares sobre H. Comecamos com operadores Hermitianos. Seja

0 L,
()
um operador Hermitiano quaternionico linear sobre H. A equacdo de autovalores & esquerda
é dada por

HyY =q, (3.46)
e pode ser reescrita na forma
es b, = qiy
—esh = q,
cuja solugao é
g=z+ep,

onde
2zeC, BeR, [zZ+p=1.

Logo, o conjunto de autovetores de H é dado por

( e e ) |

Yi(g—q =0

é satisfeita para autovalores quaternionicos q # ¢'.

E féacil verificar que, neste caso,
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Agora, vamos analisar operadores anti-Hermitianos. Seja

L, L,
a=(1 1)

um operador quaternionico anti-Hermitiano linear sobre H. Seu espectro complexo a direita

é dado por
{)\17>\2} = {el\/2 - \/5 , 61\/2+ \/5} .

Considerando a equagao quaternionica de autovalores a esquerda

A =qy, (3.47)

w:(%)eHZ, ¢eH,

onde

Vs

e resolvendo o seguinte sistema quaternionico

e thy + e, = qiy
e +esth, = qih,

associado a este problema, encontramos

. e, e, + e, —e, e, + e,
{Q17Q2}—{\/§+ 2 ’\/5—’_ 2 }7

e ) (Gremw )

(J5+ 25 ) \(G+e5e)w ) [

{|u1)\1u1| =\/2-V2, [Ty Asun| = m}
{|q1|=1, |q2|=1}.

Portanto, uma diferenca importante entre equagao de autovalores a esquerda e a direita para
operadores anti-Hermitianos é que os autovalores a esquerda e a direita podem ter valores
absolutos diferentes e, portanto, nao podem representar a mesma quantidade fisica.

A fim de completar este capitulo, vamos discutir a equagao quaternionica de autovalores a
esquerda para o operador linear sobre H dado em eq.(3.36). O sistema quaternionico obtido
da representacdo matricial da eq.(3.36) é o seguinte

ey +e b, =qipy
63¢1+611/)2=CI%-

O espectro de autovalores quaternionicos é dado por

e, +e e, +e
{Q1»Q2}:{€1+ 2\/53761_ 2\/§3} )

Observe que

(3.48)
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e os autovetores sao, respectivamente,

() ()}

Agora, considere o seguinte operador quaterniénico linear sobre H

Ny — ( Ly + J5(La+ L) 0 > . (3.50)

0 L, —

Este operador representa um operador diagonal e tem o mesmo espectro de autovalores
quaternionicos a esquerda de My, dada na equagao (3.36), todavia tal operador ndo é
equivalente a Ap. De fato, a contrapartida complexa de My é caracterizada pelo seguinte

espectro de autovalores
{eV2, —eV2, V2, —€,V2},

diferente do espectro de autovalores da contrapartida complexa de Mpy. Deste modo, nao
existe uma transformacao de semelhanca que relaciona estes dois operadores no formalismo
complexo e, conseqiientemente, por traducao, nao existe uma matriz quaternionica que rela-
ciona My a Mpy. Entao, no formalismo quaterniénico, podemos ter operadores quaterniénicos
lineares sobre H cujo espectro de autovalores quaternionicos a esquerda é idéntico porém sem
nenhuma transformacao de semelhanga que os relacione.
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Operadores diferenciais

Neste capitulo, discutiremos operadores diferenciais quaternionicos lineares sobre H, C e
R. Inicialmente, definiremos o Wronskiano quaternionico e mostraremos que, também neste
caso, ele estda diretamente relacionado a dependéncia e independéncia linear das solugoes.
O foco de nossa discussao estd na resolugao de equagoes diferenciais ordinarias de segunda
ordem com coeficientes quaternionicos constantes. Diferentes métodos podem ser usados
para a resolugao de tais equagOes e, em particular, para operadores diferenciais lineares
sobre H podemos, de maneira andloga ao caso complexo, resolver a equacao caracteristica
proveniente da solucdo exponencial. Enfrentaremos os problemas provenientes da perda do
teorema fundamental da algebra para quatérnions e apresentaremos um método pratico para
resolver equagoes diferenciais de segunda ordem lineares sobre C e R. Algumas regras de
derivacao, além de uma descri¢ao sucinta do método de variagao dos parametros e reducao
da ordem serao dadas no apéndice B.

4.1 Wronskiano

Considere o operador diferencial quaternionico de segunda ordem linear sobre H ,
DH :amw —aH(‘)m —bH .

onde ag e by sao funcoes quaternionicas de varidvel real z. Seguindo a teoria de equacoes
diferenciais usual impomos que as solucgbes da equagao

Dy p(x) =0 (4.1)

sao da forma
90(%) = 901($)Q1 + 902(37)% s (4.2)

com ¢, e p, linearmente independentes. Duas solugoes quaternionicas sao chamadas linear-
mente independente se

@1(1‘)% + 802(37)% =0

43
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é satisfeita para todo x somente quando ¢, = ¢, = 0. Obviamente, ¢, ou ¢, ndo podem ser
solugdes triviais. Se as solugoes sao linearmente dependente temos que

po(z) = i(z)g, qeH. (4.3)
Considerando a eq.(4.3) e derivando-a em relagdo a varidvel x encontramos
i (x) = ¢i(x)g - (4.4)

Omitindo a varidvel z, de (4.3) e (4.4) temos
0= e =[],
entao
Pi=ppile: > el e =0
Definimos o Wronskiano de ¢, e ¢, como
W =10, = 01097 s - (4.5)

Uma propriedade notavel do Wronskiano é que ou ele é identicamente nulo, ou nunca se
anula. Para mostrar tal propriedade derivamos (4.5) obtendo

W’ = gi¢, + iy — 91207 Hos — 0l 07 s + oo or torer s — ot s - (4.6)
Lembramos que ¢, e ¢, sao solugoes de eq.(4.1), isto é,
@) — anp; —bup, =0, (4.7)
¢, — amyp, — bup, = 0. (4.8)
Multiplicando a primeira equacio por ¢, & esquerda e ¢, !¢, a direita, encontramos
P19 07 s — prampl T s — b, = 0, (4.9)
ja, a multiplicacao da segunda equagao por ¢, a esquerda nos dé
Pip; — pramp, — Pibups =0 (4.10)
Subtraindo (4.9) de (4.10) obtemos
010, — 01007 o2 — pramel, + prampip; s =0
ou
0:10; — 00T 0 = paam [, — @lor ] (4.11)
Combinando as equagoes (4.6) e (4.11) temos a seguinte equacao diferencial
W' = [p) — ouoip7 ' + pramp | W (4.12)

Definindo
=9, — o007 + pramp;!
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a eq.(4.12) pode ser reescrita como
W —JIW=0. (4.13)

Esta equagao exige algum cuidado visto que as fungoes envolvidas sao quaternionicas. Dife-
rentemente do caso complexo, sua solu¢do ndo é uma funcdo exponencial. As equagoes (4.7)
e (4.8) podem ser reescritas na forma

A _ 0 1 ©1 P
<<P§' %') a (bH am o @ (4.14)

Usando o isomorfismo entre H e uma subclasse de matrizes complexas de ordem dois, isto é,
fazendo a tradugdo complexa, a equagdo (4.14) pode ser escrita como

WZ[C} =M, [(C] W4[(C] (4'15)

Na teoria de equactes diferenciais ordindrias usual tem um teorema que afirma: se os ele-
mentos da matriz M,[C] sao continuos em um dado intervalo, I, e W,[C] é uma matriz de
fungées em I satisfazendo (4.15) entao det W,[C] satisfaz a sequinte equagdo de primeira
ordem em I

[det W,[C]]" = (tr M,[C]) det W,[C] (4.16)

e, desta forma, para x,,x € I

T

det W,[C](z) = exp {/x tr M, [C](s)ds} det W,[C](z,)

0

onde det W,[C](z,) € uma constante. Assim, como a funcao exponencial é sempre nao nula,
concluimos que det W,[C] ¢ igual a zero, se det W,[C](z,) = 0, ou entdo nunca se anula, se
det W,[C](z,) # 0. O isomorfismo existente entre as matrizes complexas e os operadores
lineares sobre H permite a extensdo desta propriedade para a equagao (4.14). Portanto,
utilizando a defini¢ao de determinante quaterniénico dada em [11] temos que

"2 "2 —
det ( oo ) —loullgl = ool = W]

logo, podemos dizer que se W (z) # 0 entdo ¢, e ¢, sdo linearmente independentes, ou se
W (z) =0 entdo ¢, e ¢, sdo linearmente dependentes.
4.2 Equacao diferencial linear sobre H

Nesta secao, damos um método para resolver as equagoes diferenciais com coeficientes
constantes determinadas pelo operador diferencial linear sobre H

Dy = Ops +am 0, + by .
Estamos interessados em encontrar as solugoes da equacao diferencial linear quaternionica

Duo(z)=0. (4.17)
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Em analogia ao caso complexo, procuramos por solucoes da forma exponencial

¢(r) = explqz] ,

onde ¢ € H e x € R. Para satisfazer a equacao (4.17), a constante ¢ tem que ser uma solugéo
da equagao quadratica quaternionica dada por

¢ +ag+b=0. (4.18)

4.2.1 Equacgao quadratica quaternionica

Nesta subsecao, vamos mostrar como se resolve uma equacao quadratica com coeficientes
quaternionicos [7, 32,49, 50]. Para simplificar nossa discusséo, é conveniente modificar a
equacao (4.18) removendo a constante real a,. Para fazer isto, introduzimos uma nova
constante quaternionica p definida por p = g + a,/2. Entao a equacgao quadratica (4.18) é
reescrita como

pP’+e-ap+c=0, (4.19)

onde ¢, = b, —a2/4 e ¢ = b—(a,/2) a. Devemos dar a solugdo da equagdo (4.19) em termos
da constante real ¢, e dos vetores reais a e c. Vamos analisar os seguintes casos:

(i) axe=0,
e a#0,c#0: (i) a-c=0,
(ili) axc#0#a-c

a=0,c#0;
a#0,c=0;
a=c=0.

e (i) a x ¢ = 0. Neste caso a e ¢ sdo vetores paralelos, entdo a equagado (4.19) pode ser
facilmente reduzida a uma equagao complexa. De fato, introduzindo a unidade imaginaria
Z =e-a/|a| e observando que e - ¢ =7 o, com a € R, obtemos

pP’+Zlalp+c+Za=0,
cujas solugoes complexas sao imediatamente encontradas.

e (ii) a- ¢ = 0. Observando que a, c e a X ¢ sdo vetores ortogonais, podemos rearranjar a
parte imaginéria de p, dada por e - p, em termos da nova base (a, ¢, a X ¢), isto é

p=p,+te-(xat+yc+zaxc) . (4.20)

Substituindo (4.20) na equagdo (4.19), obtemos o seguinte sistema de equagbes para as
varidveis reais p,, T, y € z,

R: Py — (@* + ) |al* —y? e[ — 2" |af’c]* + ¢, =0,
e-a: po(l4+22)=0,

e-c: 14+2p,y—zlal>*=0,

e-axc: yY+2p,z2=0.

A segunda equagao, p, (1 +22) = 0, implica p, = 0 e/ou x = —1/2. Para p, = 0, é possivel
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mostrar que a solugdo da equacdo (4.19), em termos de p,, =, y e z, é dada por

P =0, xz—%:l:\/g, y=20, z:#, (4.21)
onde ) ) )
A=t (o) 2
Para z = —1/2, temos ) .
Y= T fola\"‘ C ST A el &2
e

=1} [#2VG +IeF — 26— |af] |

Verifica-se facilmente que

2
A<0 = cﬁ+|c|2—co2ﬂ

assim

Do :ié\/Q (\/c§—|—|c|2—co> —lal?. (4.23)

Resumindo, para A # 0, temos duas solu¢oes quaternidnicas, p, # p.,
A>0: Do = 0 ;
r=-1/2+VA,
y=0,
z=1/|al*; (4.24)

A <O : poi%\/Q(\/C§+|c|200)|a|2’

x=-1/2,
— ___2po
Y= Tapar
Para A = 0, estas solugoes sao coincidentes, p, = p,, e a solugado é dada por
A=0: p,=0, x=-1/2, y=0, z=1/|al (4.26)

e (iii) @ x ¢ # 0 # a - ¢. Na discussdo deste caso, introduzimos o vetor d = ¢ — d, a,
d, = a - ¢/|a|* e a parte imaginédria de p em termos dos vetores ortogonais a, d e a x d,

p=pt+e - (ra+yd+zaxd) . (4.27)

Usando esta decomposicao, obtemos o seguinte sistema de equagoes reais
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R: Py — (2 + z)la|* —y* |d]* — 2*[al*|d|]* + ¢, =0,
e-a: po(14+2z)+dy, =0,
e-d; 1+2p,y—zlal>=0,
e-axd: Y+2p,z2=0.

A segunda equacao deste sistema, p, (14 2x) + d, = 0, implica p, # 0 jd que d, # 0.
Portanto, temos

d 2 1
_ _po + a, ’ _ Do - 7 (428)
2po 4p; + |al? 4p; + |af?
¢ 4
. a .
16w + 8[al? + 2c0] w? + 4 | [af*(co — d?) + % P w—Elalf =0,  (429)

onde w = p?. A equagdo (4.29) tem somente uma solucao real positiva [49], w = o, a € R.
Isto implica pg = + «. Deste modo, também encontramos duas solu¢oes quaternionicas.

e a=0ec#0. Introduzindo a unidade imaginéria compleza T = e - ¢/|c|, podemos reduzir
a equacao (4.19) a seguinte equagdo compleza

P +co+Z)e]=0.

e a # 0ec=0. Este caso é similar ao anterior. Introduzimos a unidade imaginaria complezxa
T = e-a/|a| e reduzimos a equagao (4.19) & equagdo compleza

pP’+Zlalp+c,=0.

e a=c=0. A equagao (4.19) torna-se

pP+c=0.
Para ¢, = —a?, a € R, encontramos duas solugoes reais. Para ¢, = o, obtemos um niimero
infinito de solugées quaternionicas, isto é, p = e - p, onde |p| = |«|.

Resumindo nossa discussao sobre equagoes quadraticas lineares sobre H temos: para
a=0e/ouc=0e para a x ¢ =0, podemos reduzir a equacio quadrética linear sobre H &
equacoes complexas. Para vetores nao nulos satisfazendo a-¢ = 0 ou a x ¢ # 0 # a- ¢ temos,
efetivamente, equagoes quadraticas quaternionicas. Nestes casos, sempre encontramos duas
solugbes quaternionicas, (4.24), (4.25) e (4.28-4.29). Para a-¢c =0 e A = 0, estas solugoes
s@o coincidentes (4.26). Finalmente, o teorema fundamental da dlgebra é perdido para uma
classe restrita de equagoes quadraticas lineares sobre H, a saber

+a*=0, aceR.

Exemplos

Daremos alguns exemplos de equagdes quadréticas, veja os casos (i)-(iii), e encon-
traremos suas solucoes.

e (i) pP+V2(e, +e)p—1—-2v2(e; +e,) =0.
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Resolvendo esta equagao observamos que a = (v2,v2,0) e ¢ = —(2v2,2+v2,0) sdo vetores
paralelos, isto é, ¢ = —2 a. Conseqiientemente, introduzindo as unidades imaginarias com-
plezas T = (e; +€,)/ V2, podemos reduzir a equacio quadréatica quaternionica i seguinte
equacao complexa,

pP’+2Zp—1—-47=0,

cujas solugoes sao p, , = —Z£2 VZ. Portanto, as solucdes quaternionicas da equacéo original
sao dadas por

Dip = +v2 — (1 F \/5) 61%62 .

o (ii): p2+elp+%e3:0, caso A = 0.

Note que a = (1,0,0) e ¢ = (0,0,1/2) sdo vetores ortogonais e A = 0. Entao, encontramos
duas solugoes quaternionicas coincidentes dadas por

1 e, + e,
p:7§e~a+e~axc:772 .

o (ii): p>+esp+1—e3;=0,caso A > 0.

Neste caso, a = (0,1,0) e ¢ = (0,0,—1) também sdo vetores ortogonais, ¢, = 1, porém
A = 1/4. Entao,

Observando que
e-a=e,, €e-c=-e, €e-axc=-—e,

encontramos as seguintes solucoes quaternionicas

pp=—-e e p,=—(e,+e,).
o (ii): p*+e;p+e, =0, caso A <0.
Temos a = (0,0,1), ¢=(0,1,0) e ¢, =0. Entdao a-c¢=0e A = —3/4. Assim,

_1
s Z_i

N|—=

Po=%5, v=-3, y=F

Como,
ea=e¢;, e-c=e,, e-axc=-—e ,

temos que, as solugoes sao dadas por

p1,2:% (i1—61:!:€2_€3) .

o (iii): p*+e,p+1+e +e;,=0.
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Aquia =(1,0,0),c= (1,0,1) e ¢, = 1. Neste caso a-c # 0, entao introduzimos o quatérnion
dy + e-d =1+ e, cuja parte vetorial d = ¢ — d,a = (0,0,1) é ortogonal a a. A parte
imaginaria da nossa solucao serd dada em termos dos quatérnions imaginarios

e-a=e¢,, e-d=e,, e-axd=—e,.
A parte real de p é determinada resolvendo-se a equagao
16p; +24p, —3p; —1=0,
cuja solugao real positiva é dada por p? = i. Consequientemente,
pOZ:I:%, x:—%:Fl, y=F3, z:%.

Assim, as solugoes quaternionicas sao

p=11-3e—€e—€) e p=—10-e+e—e).

4.2.2 Equacgoes diferenciais de segunda ordem: coeficientes cons-
tantes

Na secao (4.1), vimos que duas solugdes quaternidnicas
¢r12(2) = exp[qu 2] = expl (pr. — %) 2]
s@o linearmente independente em H se, e somente se, W(x) # 0. Neste caso,
W (z) = explg:z] (p, — p.) explg.z] .
Para p, # p,, a solugdo da equagao (4.17) é dada por
o(z) = exp[— % x| {exp[p, x| ¢, + exp[p. x| c. } . (4.30)

Agora, observamos que o teorema fundamental da algebra é perdido para uma classe restrita
de equacoes quadraticas, isto é, p* + a®> = 0 onde o € R. Para estas equagdes encontramos
infinitas solugdes, p = e - a com |a|* = a?. Todavia, a solucao geral da equagdo diferencial
de segunda ordem

¢ (@) +a* p(z) = 0, (4.31)

também é expressa em termos de duas solugoes exponenciais linearmente independente.
o(x) = exple; vz ¢, + exp[—e; az]c, (4.32)

Note que qualquer outra solugdo exponencial, exple - az], pode ser escrita em termos de
exple, az] e exp[—e; ax], como segue

exple - ax] = 53— {exple, az] (o — e, €- ) + exp[—e, ax] (a+ e, e-a)} .
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Conseqiientemente, a perda do teorema fundamental da algebra para quatérnions ndo re-
presenta um obstaculo na resolucao de equagoes diferenciais ordinédrias de segunda ordem,
com coeficientes constantes, lineares sobre H. Para completar nossa discussao, precisamos
examinar o caso p; = p,. A primeira solu¢do da equagao diferencial (4.17) é dada por

e =evile (% -5) ~1] )

Para a x b = 0, podemos imediatamente obter a segunda solugao linearmente independente
através da multiplicacao de exp[—§ z] por z, n(z) = z{(x). Para a x b # 0, a segunda
solugao linearmente independente toma uma forma mais complicada, isto é,

nw) = (o+ £8) €)= (o+ £8) e7* . (4.33)

E facilmente demonstrado que 7(z) é solucio da equacao (4.17),

0@ +an (@) +bn@) = [o (@ +ag+b)+20+a+ £ (¢ +ag) +bER] €()

Assim, parap, =p, =p=e- (“lax‘,f — %), a solucao geral da equagdo diferencial (4.17), é
dada por

@(x) = exp[— %4 ] {exp[px] ¢, + (x + ﬁ) exp|p ] cz} ) (4.34)
Exemplos

Vamos resolver as equagoes diferenciais cujas equagoes cacteristicas foram dadas nos itens
(i)-(iii) da subsecao 4.2.1.

o (i) () +V2(Li+ L)@ (x) = [14+2V2(L, + L,)] p(z) =0,
p(0)=¢€, ¢'(0)=(1+e5)/V2.

A exponencial exp[pz] é solugdo da equagdo precedente se, e somente se, o quatérnion p
satisfaz a seguinte equagao

p2+\/§(€1+€2)p_1_2\/§(61+62):0a

cujas solugoes sao dadas por

Pi2= V2 — <1 + \/5) 61\—/|—§eg .

o = on{[Vi-(1-v8) 2] e e[V (14v8) 222 ] a) e
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Utilizando as condigoes iniciais, obtemos

o(z) = exp [—e\—/'_;x} cosh K\/ﬂe\j;) x} e .

o (ii): ¢"(x)+ (14 L) ¢'(x)+ (24 L. + L;) o(x) =0,
00)=0, ¢0)=—-(1+e +ey)/2.

Procuramos solugdes exponenciais da forma ¢(z) = exp[gz] = exp[(p — 3 ) z]. A equacdo
caracteristica é dada por
p2+€1p+%63 =0,

com solugoes

- _ e, + e,

Pr =P = 9 .
Logo,

14+e +e6,

o) =exp [ - 2T,
A segunda solugao linearmente independente é dada por
14+e +e
wo(x) =(z+e;)exp [—ézm] .

As condigoes iniciais determinam a solugao
ol@) = {explqa] + (z+e) explgale} [1+q7 (1 +eq)e] ™ |
ondeg= —(1+e, +e,)/2
o (ii): ¢"(@)+(24+ L) @' () + (24 Lo — Ls) p(x) =0, ¢(0) = (1—€)/2, ¢'(0) =2 .
A solugdo exponencial p(z) = exp[qgz] = exp[(p — 1) x] leva & equagao caracteristica
p’+ep+l—e,=0,

cujas solugoes sao
p=-e e p=—(ete).

Conseqiientemente,
o(x) =exp|—z] {exp][—e;x]c, +exp[— (e, + e )x]e } .
Introduzindo as condigoes iniciais na equagao anterior obtemos

p(z) = exp[— ] {exp[—e, 2] 32422 fexp[— (e, +e,)z] (e — 1)} .

o (ii): ¢"(2)+ Ls¢'(x) + Lap(z) =0, ¢(0)=e +e, ¢'(0)=1.
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Neste caso, a equagao caracteristica é dada por
p’tespte =0,
e suas solugoes sao
P12 :% (il*el:‘:%*%) .
Logo, a solugao geral da equagao diferencial é

l—ej—es—eg l4+e;—extes
2 x] 2 x]

p(x) = exp| ¢, + exp[ — cs -
As constantes sao fixadas pelas condigbes iniciais determinando a solugao

p(z) = {exp[ 1=152=8 g ] 4 exp[ — LEezcates o]} ctes

o (iii): ¢"(2)+ (L, —2) ¢'(@)+(2+Ls) p(x) =0, ¢0)=0, ¢(0)=e,.
Substituindo ¢(z) = exp[qxz] = exp[(p+ 1) z] na equagdo anterior, encontramos
pP+ep+lte +e,=0.
As solugdes desta equacao quadrética sao
p1:%(17361762763) e p2:7%(1761+62763).

Introduzindo as condigoes iniciais na solugao geral da equagao diferencial obtemos

p(x) = {exp[% x| — exp|— 17614562763 z] } 6276(13+2e3 )

4.2.3 Diagonalizagao e forma de Jordan

Para encontrar as solugoes gerais de equagoes diferenciais lineares outros métodos podem
ser usados tais como equagoes de autovalores, diagonalizacao e forma de Jordan . A equacao
diferencial quaternionica linear sobre H, explicitamente (4.17), pode ser escrita na forma
matricial como segue

' (x) = My ®(z) , (4.35)

M= (o a) © 00=[ 50 ]

A solugéo formal da equagdo matricial (4.35) é dada por

onde

O(z) = exp[Mu (z — 2,)] D(,) , (4.36)

onde ®(x,) representa um vetor-coluna quaternionico constante determinado pelas condigoes
iniciais ¢(z,) e ¢’'(z,). Os operadores matriciais de ordem dois, lineares sobre H, satisfazem
a equacao de autovalores a direita

Myd=>ogq. (4.37)
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Ja vimos que, sem perda de generalidade, podemos trabalhar com equacoes de autovalores
complezxas. Considerando ¥ = ®u, da equagao precedente, temos

MV = MyPu=qu=dutaqu="=z, (4.38)

onde z € C e v é um quatérnion unitario. No capitulo 3, mostramos que a representagao
matricial complexa da matriz My tem um espectro de autovalores caracterizado por au-
tovalores que aparecem em pares conjugados {z;,Z;,2.,2,}. Seja ¥, e U, os autovetores
quaternionicos correspondendo aos autovalores complexos z; e z, de modo que

MuV¥U, =V, 2, e MpV¥,=1,z,.

Podemos mostrar que para |z;| # |z,|, os autovetores ¥, e ¥, sdo linearmente independentes
em H e, conseqilentemente, existe uma matriz quaternionica 2 x 2, dada por Sy = [V, U, |,
que diagonaliza My,

expMga] = Sgexp [( o 0 > x} Sy’ = Su ( eXp([)le] 0 ] ) Sg'

2, explz,x

Neste caso, a solugao quaternionica geral da equagao diferencial pode ser escrita em termos
dos elementos das matrizes Sy e Sy ' e dos autovalores complexos z; € z,,

[ o) ] < Sen expla] S explza] > {s 2(0) + 8z, w’(O)} |

o' () S explz1%]  Sha. €xplz,z] Sy, 0(0) + Sy, ' (0)
Conseqiientemente,
(p(x) = SHII exp[’zl {E] [SHlll 90(0) + S]th 0 +
Stirz eXp[ ] [ H21 (0) + 8H22 O

)]
(0)]
= oxp [Sun 21 (Sun) " w] S Sz 0(0) + S ¢ (0)] +
exp | Stz 22 (Sia) ™" @] Sinia [Sih #(0) + Sz ¢ (0)]
= exp [Suar (Sun) ™ @] Sy [Sil 9(0) + Sty (0)] +

exp {SHW (St2) ™" x} St [Siay 0(0) + Sg,, €' (0)] (4.39)

Observamos que a diferente escolha do espectro de autovalores nao modifica a solugao (4.39).
De fato, considere o seguinte espectro de autovalores quaternionicos

{6, &} ={Tzu, Lot || # el . (4.40)
Note que os correspondentes autovetores linearmente independente sao dados por
{0, =Tu,, &, =Tu, } , (4.41)
entao obtemos
M = [®, ®,]diag{q, ¢} [P @2}71

= [W,u, Vyu,| diag {2, Uszots } [Vru, Yo, ]
= [‘1’1 \Ijz] diag{zlazz} [\Ill \Ilz]_l
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Vamos agora discutir o caso |z,| = |z.|. Se o autovetores { ¥,, ¥, }, correspondentes
ao espectro de autovalores { z, z }, sdo linearmente independentes em H, obviamente pode-
mos repetir a discussao anterior e diagonalizar o operador matricial My através da matriz
quaterniénica de ordem dois dada por U = [V, ¥, ]. Assim, encontramos

p(@) = exp [Usn 2 Usn) ™ @] Usn U, 9(0) + Ul /()] +
exp |Uo 2 Un) x} Ustrs [Ugy, 0(0) + Uy, ' (0)]

= exp Z/{H21 (Z/{H11)71 -T} ulHIn [uﬁlll (p(O) +u]1-£112 30/(0)} +

exp |Usan Uisnn) ™" ] Uiz U, 9(0) + Ul ©'(0)] (4.42)

Para autovetores linearmente dependentes nao podemos construir uma matriz que diago-
naliza o operador matricial Mpy. No entanto, podemos reduzir o operador matricial My a
forma de Jordan

1
My = T ( 0 - ) i (4.43)

Segue que a solucao da equacao diferencial quaternionica € escrita como

o) = T eprg 1)4 i @(0)

_ ( Jan  Jma + Jiie ) exp[zx] |: ‘7]1-]17111 90(0) + \7]1-]17112 (,0’(0)
jHZl x jHZl + szz «71;117211 (P(O) + jH;lz QPI(O)

Deste modo,
() = Jmn explza] [T (0) + Ty ' (0)] +

(& Fas + Jinz) exple ] [T, 0(0) + Fig, ' (0)]

= oxp [T 2 (Tin) " 2] T [Tk 0(0) + Tk ' (0)] +
[x + T (jﬂ'ﬂll)_1:| exp |:\7H11 2 (Jen) " 33} X
Tins [Tis 2(0) + Tzt ' (0)]

= oxp [T (Tin) ™ 2] T [Tl 0(0) + T #'(0)] +
[+ Finws (Fin) ™| exp [ Foean (Twnr) ™ 2]
T [T #(0) + Ty #'(0)] - (4.44)

Finalmente, a solucao geral da equacao diferencial quaternionica (4.17) pode ser dada resol-
vendo-se o correspondente problema de autovalores. Concluimos esta segao, observando que
a solucdo exponencial quaterniénica exp|qz] também pode ser escrita como u exp[z z]u™?,
onde ¢ = uzu~'. As matrizes de semelhanga Sy, Uy ou Jg e o espectro de autovalor
complexo de My determinam o quatérnion u e o numero complexo z. Esta forma, para
solugbes exponenciais, serda muito util na resolugao de equagoes diferenciais com coeficientes
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constantes lineares sobre C. De fato, devido a presenca do operador R, ndo podemos usar
solugbes exponenciais quaternionicas para equagoes diferenciais lineares sobre os complexos.

Exemplo

Usando a discussao sobre equacao quadratica quaternionica, pode ser mostrado imedi-
atamente que a solugao da seguinte equacao de segunda ordem

¢"(2) + (Ls = Ly) ¢'(x) = Lo p(z) =0,

com condigoes iniciais
p0)=e/2, ¢(0)=1+e/2,
é dada por
o(z) = (z+ %) exple, a] .

Vamos resolver esta equagao diferencial usando sua forma matricial (4.35), onde

0 1
MH_<L2 LI—L3> '

Esta matriz quaternionica pode ser reduzida a forma de Jordan
L, 1 _
MHZJH<01 Ll)jﬂ-ﬂl'

através da matriz

1 Ls 3+Lo _Li+Ls
2 —1 4 4
Ju = Ty =
Loy ’ H _Li+L3 1—Lo
Ll 1 + 2 2 2

A solucao quaternionica da equacao diferencial linear sobre H é entao dada por

p() = Jan explea] [Tg) 00) + T ¢'(0)] +
(2 T + Jrne ) €xp [61 x] [jH_zll ©(0) + \711-]1_212 90/(0)]
= (2Jm: + Tz ) exple; z]
= (z+%) exple 2] .

4.3 Equacoes diferenciais lineares sobre C
Considere agora o operador quaternionico diferencial de segunda ordem linear sobre C

'DC = am — ac &L - b@ (4.45)

com coeficientes constantes. Queremos encontrar as solugoes da equagao diferencial quater-
nionica linear sobre C

Dep(z) =0 . (4.46)



4.3 Equagoes diferenciais lineares sobre C 57

Como observado na se¢éo anterior, a solucdo geral da equagao (4.46) ndo pode ser dada em
termos de exponenciais quaterniénicas. Em forma matricial, a equagdo (4.46) é escrita como

() = Mc ®(2) , (4.47)
onde Mo — < b(?c al(c > ¢ B(z) = { ;0/((9;)) }

A representacdo matricial complexa do operador matricial linear sobre C tem um espectro
de autovalores caracterizado por quatro autovalores complexos {z;, 2., 23,24 }. Vimos que
M é diagonalizavel se, e somente se, sua representacao matricial complexa é diagonalizavel.
Para operador matriciais diagonalizaveis M¢, podemos encontrar uma matriz de semelhanga
quaternionica Sg, linear sobre C, que reduz o operador matricial M¢ & forma diagonal [26]

21+2Z2 _ z1—22
M(C :S(C ( D) ) L] R1 O ) S(El

0 231524 _ 23524 L1 Rl

E imediato verificar que

(o) () (1) (2

sao autovetores do operador matricial diagonal

214532 _ 21;32 L1R1 ~ 0 ~
0 23-524 _ 23524 LlRl

com autovalores complexos & direita z;, z,, z; € z,. A solug@o geral da equagao diferencial
(4.46) pode ser dada em termos destes autovalores complexos,

plr) = Scuexp (857 - 252 LiR,) a] [Scl, 0(0) + ¢, ¢ (0)] +
e oxp [(257 — 255 LiRy)] 8¢, 9(0) + 85, ¢'(0)]

2]

2]

= wu; explz; x| ky + u, explz, ] ko +
us explzs x] ks + u, explz, x] k, | (4.48)
onde k,,n =1, -+ ,4 sdo coeficientes complexos determinados pelas condi¢oes iniciais. Esta

solucao é valida para operadores matriciais diagonalizaveis M¢. Para operadores matriciais
nao diagonalizdveis precisamos encontrar a matriz de semelhanca J¢ que reduz Mc a forma
de Jordan. Por exemplo, para autovalores iguais pode ser mostrado que a solucao geral da
equagao diferencial (4.46) é

o(x) = u explzx] ky + (uz + @) explzx] ky + us explzs x| ks + uy explzs x] ky (4.49)

Exemplo

Vamos considerar a equagao diferencial quaternionica linear sobre os complexos

¢"(x) — L, Ry p(x) =0,
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com condigoes iniciais
e(0)=¢e,, ¢(0)=¢e;.

Para encontrar solugoes particulares impomos que p(z) = g exp[z z]. Consequéntemente,
gz —e,qe;, =0.
A solugao da equagao diferencial de segunda ordem é
o(z) = % [(e; + €,) exp[—e,x] + (e; — €;) coshz + (e; — 1) senha] .

Esta solucao pode ser obtida utilizando a matriz
0 1
Me = ( LR 0 ) !

Mc =S¢ ( LR 0 )Sc17

e sua forma diagonal

0 L,
onde
1-L;—La—Lg + 1—Ly+Lo+L3 R, 1+L3—Lo+L3 _ 1+Lj+Lo—L3 R,
S(C _ 2 2
1+Ly+Lo—L3 _ 1+Lj—Lo+L3 _1-L1—-Ly—L3y 1—Ly+Lo+L3
2 2 Ry 2 + 2 R
€
14+Li+Lot+Ly _ 14+Li—Lo—Lg 1—L;—Lo+Ls 1—Li+Lo—Ls
St=1 2 2 M 2 + 2 -
C 4 1-Ly+Ly—Lg + 1-Ly—La+Lls p _14+Ly+Lo+Lsy _ 1+L1—La—L3 p :
2 2 1 2 2 1

Assim, a solucao da equacdo diferencial é dada por

QO(I) = S(Cll exp[le Rl‘r] [ ([?111 30(0) + 6112 50/(0)} +
SC 12 eXp [le] [ 6211 (,0(0) (;212 (PI(O)}
= % {(1—e +e,—e;) exp[—z] — (1 4+ e, — e, —e3) explz]} +
ate expl—e,x] .

4.4 Equacao diferencial quaternionica linear sobre R

Este tépico exige um tratamento ligeiramente diferente. Quando traduzimos um opera-
dor quaternionico linear sobre R para sua contrapartida real obtemos uma matriz real cuja
dimensao é quatro vezes maior. Uma matriz real admite, em geral, autovalores complexos
e, conseqiientemente, seus autovetores tem elementos em C. Entao, a matriz de semelhanca
que leva Mg a sua forma de Jordan é complexa e, desta forma, nao sabemos como voltar na
forma quaternionica. Além do problema de autovalores para solucionar este tipo de equacao
diferencial, utilizaremos transformacoes de semelhanca de maneira que as matrizes finais
sejam reais. permitindo a tradugao para operadores lineares sobre R.

Considere a equagao

Drp(z) =0, (4.50)

onde
'D]Rzam —G,]Raw—b]]g.
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Sabemos que a eq.(4.50) pode ser reescrita como

d'(z) = Mg ®() , (4.51)
s (O0) e wa-[ 5]

Lembramos que as matrizes traduzidas podem ser reais ou complexas. Assim, seja J5[C] a
forma de Jordan complexa da matriz M;[R],

JCl=Ron ®Zpn® Zp, m+n=4, (4.52)

onde R,,, e Z, representam a matriz de Jordan a blocos contendo, respectivamente, os
autovalores reais e complexos de M;[R]. Usando uma matriz de semelhanga apropriada

SO Rl S €] 58T
S[C=| ... R S, [ 3%, |- (4.53)
S, Rl 8%, (€] 3%, [C

podemos reescrever M [R] como produto de trés matrizes complexas, isto é, S5[C]Js[C] S5 ' [C].
Agora o problema estd na impossibilidade de traduzir cada termo do produto de matrizes
precedente por matrizes quaternionicas lineares sobre R. Para superar esta dificuldade in-
troduzimos a matriz

W,[C] = 1 @ [k < 1 é )@h] . (4.54)

1

E possivel mostrar que

onde
S omlRl V2Re{S% (€]} —v2m{s) . [C]
T,[R] = S[CIWL[C] = | S, R  V2Re{ST), [} —v2m{sy), €]t |,
S m Rl V2Re{SY), (€]} —v2m{sl), [C]
(4.55)
RN CRACHACEY M (e A i 4 B D

A forma de Jordan candnica real J5[R] pode ser decomposta na soma de trés matrizes reais
que comutam, isto é, a matriz diagonal

DyR] = Diag {Al,...,Am,S\l,...,S\m,Re[zl],..., Re[zn],Re[zl],...,Re[zn}},

a matriz anti-simétrica

AR] = ozmeaK(l) _é)@@Diag {Im[szwIm[zn]}} :
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e a matriz nilpotente N3[R]. A forma de Jordan real J;[R] = Dy[R] + A:[R] + Ni[R] e
a transformagdo de semelhanga Ty[R] podem ser traduzidas para as suas contrapartidas
quaternionicas Jg = Ag + Ag + Nr e Tg. A solugao matricial da eq.(4.51) é dada por

O(z) = expMp(z—z,)]P(x)
= Tr explTr (z — 2,)] Ty " (x0)
= Tr exp[Ar (z — 2,)] exp[Ar (z — z,)] exp[Ng (x — x,)] T ' ®(z,) . (4.57)

No caso de uma matriz nilpotente nula, é possivel verificar, por cdlculos diretos, que a solugao
geral da equacao diferencial quaternionica com coeficientes constantes é

m

@) = > {ur explhalar + iy expld, 2], | +

r=1

Z {vp cos [by x] — Ty sen [by ]} exp [ap x] v, +
p=1

Z {0, cos [by z] +vpsen[b, x|} explapx] 6, m+n=4, (4.58)
p=1
onde a, = Re[zp], by = Im[2p] e u,, Ur,vp, 0, € H. As oito constantes reais a,, By, vp € 0p
sao fixadas pelas condigbes iniciais ¢(x,) = a e ¢'(x,) = 8. O ponto importante a ser notado

aqui é que as solugoes particulares correspondentes ao autovalor complexo z = a + e;b sao
dadas por uma combinacao quaterniénica de cos [bx] exp [ax] e sen [bx] exp [a x|, a saber

{v cos[bx] —vsen[bz|}explax] e {0 cos[bz]+vsen[bz]}explazx] .

Para operadores diferenciais quaternionicos lineares sobre C, a solugao geral dada por (4.58)
é reduzida a

p(z) = Zur exp[Ar z] ¢ + Z’Up expzpz] dp, ¢r,d,eC. (4.59)
r=1 p=1

Exemplos

Nesta subsecao damos alguns exemplos com matrizes nilpotentes nulas e nao nulas. No
ultimo exemplo, embora o operador seja linear sobre C, a solugao é feita utilizando o método
acima.

Caso Diagonalizavel

Vamos resolver a equagao

2

d d
= LR, — —
Rdx

5 L,R, | o(z) =0, (4.60)
dx
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com condigdes iniciais ¢(0) = e, e ¢'(0) = e;. O operador matricial correspondente a esta

equacao é
0 1
MR<L231 L.R, > : (4.61)
Utilizando a matriz Tg
(T}, = 5 (L, + LR, — LR, — L,R,) — =5 (1 = L,R, + LR, — R.) ,
{Te}e = 3% (1 4+ LR — LR — L) — 54 (Li+ Ry + Lo + LyR))
{Tr}s = %( Ry + LyRy — LRy + Ry — Ly + Ry + Ly + LiR,)
{,TR}M = T(LR LR LR +R2)a
e sua inversa
{(T) "} = 17 0= LR+ LRy — Ly — LyRy — LiRy + LoRy + Ry)
5+ f

(L, R, +LR3+LR2—L) + 55 (L, ~ R, — L,R, — R,) ,
- (1+ LR, — LR, + L) ,
(LR—LR + LiRy + Ry) + 135 (LsRy — LRy + LRy + Ry)

{(T) " }is
{(Te) "}
{(Te) ™ oo

podemos reescrever Mi em termos de

LR, +V5LR, 0 (0 0
( 0 L,R, ¢ A=% 10 R )

Sk

Ag =

;
2
Utilizando a eq.(4.57) obtemos a seguinte solugio

o(r) = {Te}u exp| DEEELR ¢ | [{(Te) b e+ {(TR) " }ua ] +
{Tihis oxp | Lo lBa o | [{(To) ™ Yar €2+ {(T) s €]
{95 (senn [ | — V5 cosh [ a] ) + gz sen [ a| } expla/2] +
{@5tsenn [Fa| + 242 (cos [Pa] + Lsen [F])} expl-a/2) . (462)

No caso da matriz nilpotente nula, a solugao geral da equacao diferencial quaternionica linear
pode ser escrita em termos do espectro de autovalores de M;[R], representagao matricial de
Mpg. Neste caso particular, o espectro de autovalores é

1+v5 1=vV5 _1+V5  1-V5 14e1vV/3 _1—e1V3 1—eiv3  14e1V3
2 2 2 2 > 2 2 2 2 :

Conseqlientemente, a eq.(4.58) torna-se

145 1-/5
2 2

o) = u, exp U, exp [— fx} B+

x} o, + Uy eXPp [
Uy exp 71—‘[ ] B, + {vl cos [@x — D, sen [@ x]} exp [x/2] 7+

0, €os @m + v, sen § exp [z/2] §,+
v, COS @x — 0, sen @x exp [—x/2] Y.+
U, COS éaz + v, sen §£E exp [—z/2] 0, .
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Os coeficientes quaternionicos w, s, U, V1,5 € 75, podem ser determinados diretamente.
Encontramos

U =€, —ey U, =1—e;,
Uy =€, — €y Uy =1—e;5,
vy =1+e; > 0, =0,
v, =¢€, +e; 0, =0 .

A solugéo particular correspondente aos autovalores complexos de M;[R] é dada por

COS |:§ 1':|
=198 5 (1te,) explz/2] x ’
Sen |:§ l':|
(&
COs |:§:|
m=-19Y 2 0 (e +e) exp[-a/2] x ’
sen [@}

Finalmente, as condigdes inicias ¢(0) = e, e ¢’(0) = e; determinam completamente a solugao
que é dada por

_ 1-/5 _ 1 _ _ 1
Q, = Tsf ) B = s o= 0 6, = 73 )
_ _1+vB N _ 1 _ 1
Qy = 5 ) B, = BV , Y2 = 3 s e WE
Agora, considere a equacao
d—z—(LR—I—LR)i+R—L (x)=0 (4.63)
da? 140 2112 dr 3 3| P\r)=U. .
O espectro de autovalores da representagao matricial real de
0 1
Mr = ( Li—R, LR, +L.R, ) (4.64)

{2,-2,0,0,14¢,,—(1—¢€,),1—¢e;,—(14e€)} .

Neste caso, v, cos x exp[z] e v, cosx exp[—x] ndo representam solugdes particulares. De fato,
a fim de satisfazer a eq. (4.63) temos que impor as seguintes restrigdes para v, ,

[L,R, + L,R, — 2] v, =0 = vn=epb+e,
[L,R, + L,R,+ L; — R;] v, =0 = v1 =0,

[L,R, + LR, +2] v, =0 = va=a+e,0
LR+ LR, — Ly + Ry v, =0 =  w=0.

As solucoes particulares, ndo triviais, correspondentes aos autovalores complexos z, = 1+ e,
ez, =—(14e,) sdo
e, cos [x] — e, sen [z]

Z, Z ¢ explz] x )
e, cos [z] + e, sen [z]
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e, cos [z] + e, sen [x]
Zoy Zo ¢ exp|—x] x
e, cos[x] — e, sen [x]

A solucao geral é dada por

p(r) = exp[-2z] ai+kexp[2a] r+ B+ kS +
{e, cos[x] — e; sen [z]} exp [z] 71 + {e; cos[z] + e, sen [z]} exp [x] §; +

{e, cos[x] + e; sen [x]} exp [—z] v, + {e; cos|[x] — ey sen [z]} exp [—x] 0, .

Caso nao diagonalizavel

Como ultimo exemplo vamos considerar a equagao

p(z) =0. (4.65)

d2
[ > — (LR, + L,R,)
dxr

O espectro de autovalores da representagao matricial real de

0 1
Mg = ( L.R,+L,R 0 > (4.66)

{0,0,0,0,\/57—\/5,61\/57—61\/5} .

Utilizando uma matriz 7g apropriada podemos reescrever My em termos de

4 [0 0 4, (0 0
AR‘ﬁ(o LR +LR, ) = v \0 L -R

L —L
/\/Rzé( : OSRZ 8)7

com Mg = Tg (AR + Ar + NR) (Tg)~*. Todavia, Mg representa uma matriz nilpotente. De
fato, um simples célculo mostra que (AMg)? = 0. Isto implica a presenca da varidvel x na
solucao geral. Explicitamente, temos

o) = a e+ (a+esa,) x+
(e, —ey) {exp [\/ﬁm] 0B, + exp [—\/ix} ﬁz} +
(e; +e,) {cos [\@x} v, + sen [\/51:} 51} .

Para determinar tal solugdo vamos especificar, ¢(0) = e, e ¢'(0) = es,

() = ez + 25 cosh [\/53:} + “F€ cos {\[23@} . (4.67)

Trocando as condigoes iniciais para ¢(0) = e; e ¢'(0) = e,, obtemos

o(z) =e; + % senh [\@x} + % sen [\/ix} ) (4.68)
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Caso linear sobre C

Vamos determinar a solugao de

d2
[ de® L. Ry

p(x) =0. (4.69)

O espectro de autovalores da contrapartida real da matriz
0 1
Mg = ( L:R, 0 ) (4.70)

{17_1717_17617617_617_61} .

Entao, a solugao geral é dada por

o(x) = uy explx] oy + u, exp[—z] o, + U, explz] By + U, exp[—x] B, +
{v, cos[z] — 0, sen[z]} v, + {¥; cos[z] + v, sen[z]} &, +
{v, cos[z] — Tysen [z]} v + {D, cos[z] + vy sen [z]} 0, . (4.71)

Simples cédlculos determinam

U, =e; — 1 , Uy =€, — €,
Uy = €5 — 1 , Uy = €5 — €1 ,
v, =1+e; , v, =0,
Vo, =€, +e, v, =0.

Conseqiientemente, eq.(4.71) torna-se
p(x) = (es — 1) [exp[x] ¢, +exp[—x] co] + (1 + €5) {expe,x] d; + exp[—e,x] do} . (4.72)
As condigoes iniciais ¢(0) = e, e ¢’(0) = e; fixam a solugao

p(z) = {(e; — ;) coshax + (e; — 1)senhz + (e; + e,) exp[—e, x|} /2 . (4.73)

4.5 Conclusao

E importante dizer que todo raciocinio que fizemos acima pode ser estendido para
equagoes diferenciais de ordem n.

e Operadores lineares sobre R

Devido a linearidade sobre R, a solucao geral de equacoes diferenciais ordinarias ho-
mogéneas de ordem n com coeficientes quaternionicos constantes que agem seja & esquerda,
seja a direita tem a forma

@)= pula)rs (4.74)
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onde {p;(x), ..., pin(x)} representa 4n solugbes quaternionicas particulares, linearmente
independentes sobre R, e ry sdo constantes reais fixadas pelas Eqgs. (4.77). A escolha de
coeficientes quaternionicos agindo a esquerda e exponenciais reais

vs(x) =usexp[Asx] ,

nao representa uma resposta satisfatéria. De fato, vimos que tais solugoes particulares sao,
no méximo, vélidas para a parte real do espectro de autovalor da matriz Mg|n).

e Operadores lineares sobre C

A solugdo geral da equagao diferencial ordindria homogénea de ordem n linear sobre C
Deln)(xz) =0, (4.75)

onde

D¢

afﬁ,) eR,

”Z w 4 4 Z lzzam)L R,

p=0 Lp=0rv=0

tem a forma

)= om(@)cm (4.76)

onde {¢,(z), ..., @on(x)} representa 2n solugbes quaternidnicas particulares linearmente
independentes sobre C e ¢,, sdo constantes complexas determinadas pelos valores iniciais da
funcao ¢(x) e suas derivadas

n—1

d

_ do -\ _ Pioy
o(z0) = o , ir (o) =1, «-t g (o) =pn—y € H. (4.77)

A solugao de eq.(4.75) é dada por

ple) = Z{exp Meln] (2 =20}, o

= Z{&c exp [Teln] (z — 20)] (Scln) ™'}, @p-1 (4.78)
onde
0 1 0 0
0 0 1 0
Meln] = . ) . S (4.79)
0 0 0 |

aézo) a((cl) ag) Ce a,((c"_l)
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e Jc[n| representa a forma canénica de Jordan da matriz Mc[n]. Note que Jc[n] = Ac[n] +
Nc[n], onde Ac[n] é diagonal e N¢[n] é nilpotente. A matriz de Jordan Jc[n] pode ser
determinada através da resolucdo do problema de autovalores complexos & direita [26] para
Mcln]. Vale a pena ressaltar que da eq.(4.78) podemos recuperar a forma das solugoes par-
ticulares ¢,,(x). Por exemplo, no caso de um matriz nilpotente nula, a solucdo geral (4.76)
pode ser reescrita em termos da atuagao a esquerda de coeficientes quaterniénicos (u, e vp),
de exponenciais complexas (exp[z,z] e exp[wpx]), e da atuacdo & direita de constantes
complexas (¢, e ¢,) determinadas pelas condigdes iniciais. Explicitamente, encontramos

n
p(x) = Z{up exp[zpx]cp +vp explwpx]épt (4.80)
p=1
onde os coeficientes complexos {z;, w;, ..., 2, , w,} representam autovalores & direita da

matriz quaterniénica Mc[n]. No caso de autovalores complexos iguais e coeficientes qua-
ternidnicos iguais, as solugoes particulares restantes sao determinadas através do uso das
matrizes nilpotentes Ng[n).

e Operadores lineares sobre H

Para matrizes quaternibnicas lineares sobre H, My[n], é possivel mostrar que v, = uy e,
e wp = Zp. Conseqiientemente, para operadores diferenciais quaternionicos lineares sobre H,
a solugao geral (4.80) é reduzida a forma

p(z) = Zup exp[zp ] (cp + €:6p) = ZGXP [apz]hy (4.81)

onde g, = upzu,t. As condigoes iniciais (4.77) devem fixar as n constantes quaternionicas
hp.

Resumindo, neste capitulo, apresentamos o método de resolugao de equagoes diferenciais
ordinérias com coeficientes quaterniénicos constantes lineares sobre H, C e R [27,29]. Através
do enfoque matricial, mostramos que solugoes particulares de equagoes diferenciais com co-
eficientes quaternionico constantes que aparecem tanto a esquerda quanto a direita podem
ser escritos em termos de autovalores da matriz M,,[R], representando a contrapartida real
dos operadores quaternidnicos, Mg[n], associados as equagoes diferenciais quaternionicas
lineares sobre R. Em correspondéncia ao autovalor z = a + e,b, encontramos as seguintes
solugoes particulares

{qcos[bz] —psen[bx]}explax] e {pcos[bz]+gsenlbx]}explaz] , (4.82)
q,p € H. Quando ¢ = p ou p = 0 estas solugoes se reduzem a
gcoslbz] explaz] e gsen[bx]explax] .

Para operadores diferenciais lineares sobre C, as solugoes particulares (4.82) se unem resul-
tando em
qexp[(a+ebd)x] .
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Equacao de Schrodinger

Neste capitulo discutiremos a equagao de Schrodinger na presenca de potenciais qua-
terniénicos. Sempre que possivel, os calculos apresentados serao analiticos, caso contrario
recorreremos a calculos numéricos. Este capitulo tem por objetivo elucidar as propostas
experimentais [43,45,51] e as discussoes tedricas [13,14] referentes & formulagao quaternionica
da equagdo de Schrodinger. Nesta discussdo, faltam as interpretacoes fisicas das solugdes
quaternionicas, as quais representam uma questao delicada, o entendimento do papel que
0s potenciais quaternionicos poderiam desempenhar na mecanica quéntica e onde poderiam
aparecer divergéncias entre a teoria quaternionica e a teoria usual.

Comegaremos este capitulo com uma discussao sobre operadores quaternionicos anti-
Hermitianos, estados estaciondrios e invariancia com relacao a reversao temporal. A seguir,
estudaremos a fenomenologia dos potenciais quaternionicos quadrados unidimensionais. A
parte e, ; destes potenciais é tratada como uma perturbacao do caso complexo. Mostraremos
que existem divergéncias entre a teoria quaternidnica e a teoria usual [29]. Nao obstante,
em casos particulares, teremos que combater os efeitos quaternionicos que minimizam estas
divergéncias. Os resultados numéricos sao exibidos nos apéndices C e D.

5.1 Equacao de Schrodinger quaternidonica

Para simplicidade, vamos assumir uma descri¢do unidimensional da equagao de Schro-

b
dinger. Na formulagao da mecéanica quantica nao relativistica, a fungdo de onda complexa de
uma particula sem “spin”, cuja energia potencial é V(z,t), satisfaz a equagao de Schrodinger

€

08 (x,t) = 7

2
[Q’Lm V- V(z, t)] Oz, t) . (5.1)
Na mecéanica quantica quaternionica [5], o operador anti-Hermitiano

A (z,1) = & [%vz . V(:c,t)}

67
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pode ser generalizado trocando V (z,t) por [V + e - V](z,t), onde V = (V,,V,, V;) € R3. A
parte e, deste potencial quaternionico viola a conservagao da norma. De fato,

0, [ B0dr = [ [ Pe 0m0®— L (00:P) 0@ — LB {es, e} VO] du

= 2 ®Veds.

Deste modo, consideramos V; = 0 e generalizamos o potencial real V(x,t) introduzindo o
potencial complexo
W(z,t) = |W(x,t)| exple.0(z,t)] ,
e agora
2m

AW (g, t) = & [’iw _ V(x,t)} + 2 W(x,t) .

A anti-Hermiticidade é exigida para garantir a conservacao das probabilidades de transicao
no tempo. Como conseqiiéncia desta generalizacao para o operador Hamiltoniano anti-
Hermitiano, a fungdo de onda quaternionica ®(z,t) satisfaz a seguinte equagao

8,8 (z,t) = { o [2% v - V(m,t)] + 2 W(x,t) } O(z,1) . (5.2)
Como na mecanica quantica complexa, podemos definir um densidade de corrente

J=L [(VD) e, ®—Pe, VO
e uma densidade de probabilidade
p=od .

Devido a nao comutatividade dos quatérnions, a posi¢ao da unidade imaginaria e, na densi-
dade de corrente é fundamental para se obter a equagao de continuidade

p+V-J=0. (5.3)

Vamos discutir brevemente a invariancia com relacao a reversao temporal na mecanica
quantica quaternionica. Em mecanica quantica complexa, considerando-se o complexo con-
jugado da equagao de Schrodinger aliada a inversao temporal, isto é, t — —t, verifica-se que
a equagao de Schrédinger complexa é invariante com relagao a reversao temporal. Por outro
lado, em mecanica quantica quaternionica mao existe um operador universal de reversao
temporal [5]. A conjugacao quaternidnica da eq.(5.2) no caso do potencial independente do
tempo,

2m

8,8(x,t) = —B(x,1) { o [L Ve - V(z)] + 2 W(z) } , (5.4)
nao resulta na equagao de Schrédinger revertida no tempo
_ e1 | B% o2 es
8y (z, 1) = — { a [% v - V(x)] + 2 W(x) } Oz, 1) . (5.5)

Para entender por que a violagdo da invaridncia com relacao a reversao temporal é pro-
porcional a parte e, ; do potencial quaternionico, considere um potencial real W. Entao,
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a equacao de Schrodinger é invariante com relagdo a reversao temporal. Multiplicando a
eq.(5.2), porém com potenciais independentes do tempo, por e, & esquerda, obtemos

(')teg,q)(x,t):—{% [h2 V2—V(33)} +62W(a:)} es Oz, t), WeR,

2m
que tem a mesma forma de eq.(5.5). Deste modo,
Op(x,—t) = e; (z,t) .

Uma discussao andloga € valida para um potencial complexo puramente imaginario W € e, R.
Neste caso, encontramos
Op(x,—t) = e, P(z,t) .

Entretanto, quando {V,,V;} é linearmente independente, esta construcdo nao funciona, e a
fisica quaternionica viola a invaridncia com relacao a reversao temporal. O sistema de kaons
neutros [58] é o candidato natural para estudar a presenca de potenciais quaternionicos
efetivos V + e - V. Estudando tal sistema, precisamos de V; e V,; a fim de incluir as
taxas de decaimento de Kg/Kj, e a violacao dos efeitos de conjugacao de carga e paridade
conjuntamente, chamados de violagdo de CP [1-4].

5.1.1 Estados quaternionicos estacionarios

A equagao de Schrodinger quaternionica, na presencga de potenciais independentes do
tempo
[V(z), [W(z)l, 6(z)]
é dada por
0,0 (x,t) = { a [L v: - V(:c)} + 2 W(x) } Oz, t) . (5.6)

2m

Procuramos por solugoes da forma

D(z,t) = Y(x) C(F) - (5.7)

Observe que o método de separagao de varidveis, introduzido pela eq.(5.7), funciona como na
teoria usual de equagoes diferenciais. Assim, substituindo (5.7) na equagao de Schrodinger
quaternionica, obtemos

2m dz2

W) C(t) = & [ L v<x>] B@)C() + 2 W@0b(@)() (5.8)

Multiplicando a equacgdo acima por ¥(z)/[¢(x)|* & esquerda e por ((t)/|C(t)|*> & direita,
encontramos

¢t ) /KO = v () {;%5‘; T AV @)+ FW()| d(@) /(@) (5.9)

Nesta equacao temos uma funcao de t & esquerda e um funcao de x a direita. Tal igualdade
somente é possivel se a eq.(5.9) for igual a A, onde A é uma constante quaterniénica. O ope-
rador de energia A" (x) representa um operador anti-Hermitiano. Conseqiientemente, seus
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autovalores sdo quatérnions puramente imaginarios, ¢ = e - E. Aplicando a transformacao
unitaria wu,
ve-FEu=—e F, E=\E*+E2+E?,

e considerando que a eq.(5.9) é igual a A encontramos

uc' () C(Bu/ KO =w(@) | G5 = = FV (@) + F W ()| d(@)u/ @) = —e. B

(5.10)
A solugdo ®(z,t) da equagdo de Schrodinger nao é modificada por esta transformacdo de
semelhanca. De fato
D(z,t) — P(z) uul(t) = ¥(x) C(t) -

Observando que |®(x,t)|* = |¢(x)?|¢(t)|?, a conservacdo da norma implica que |((t)|* é
constante. Sem perda de generalidade, podemos escolher |((¢)|* = 1. Conseqiientemente,
comparando o primeiro e o terceiro termo da eq.(5.10) e resolvendo a equagao corresponden-
te, encontramos

((t) = exp[—e, Et/h] ((0) , (5.11)
com ¢(0) quatérnion unitdrio. Note que a posi¢ao de ¢(0) na eq.(5.11) é muito importante.
De fato, é fécil ver ¢(0) exp[—e;Et/h] ndo é solucao da eq.(5.10). Finalmente, a fim de
completar a solucao da equagdo de Schrddinger quaternidnica, devemos determinar (z)

resolvendo ,
[61 LV —e, V(z)+e W(x)} P(x)+p(x)e, E=0. (5.12)

A eq.(5.12) é chamada equagdo de Schrodinger quaterniénica independente do tempo e ela
representa uma equacao de autovalores a direita no corpo dos quatérnions

Ap (@) ¢(z) = —(z) e, E .

As solugbes para a eq.(5.12) existem somente para certos valores de energia. Tais valores sdo
determinados pelos autovalores complexos a direita A = e, F do operador anti-Hermitiano
linear sobre H, Ay" (z). Os estados estaciondrios das funcoes de onda sdo solugdes par-
ticulares da eq.(5.6). Solugées mais gerais podem ser construidas através das superposigdo
destas solugoes particulares. Somando sobre os varios valores que F pode assumir, obtemos

O(z,t) =Y ¥(@) exp[— 7 Et]qs (5.13)

onde ¢z sdo coeficientes quaternidnicos constantes. A adi¢do implica numa integracao se o
espectro de energia de E for continuo.

Suponha que o potencial é uma funcao constante, continua por partes, isto é, a funcao
assume valores constantes diferentes em cada uma das vérias regioes adjacentes do eixo x.
Temos que resolver (5.12) na regido

(Vi [W],0].

Do método descrito no capitulo 4, temos que a matriz associada a equacao de Schrodinger

para ¥(x) é
0 1
M(C = ( b(C 0 ) )
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onde be = QH—TQ [V+ L;W + L,R,E] , e representa um operador diagonalizdvel. Sabe-se que
a solugao da equagao de Schrodinger independente do tempo é da forma ge®**, entao intro-
duzindo-a na eq.(5.12) obtemos

2m
qu—F(Vq—&—eBWq—i—elqul):O,

onde ¢ = u + e, v. Esta equacao pode ser escrita como duas equagoes complexas dadas por

. 2m 2m — 2m 2m
2°u + F(E —Viu+ Fele =2%v — F(E + Vv + F&Wu =0.
Um simples cédlculo mostra que z deve satisfazer
4 2m 2 2m ’ 2 2 2
27?2Vz+ T V2+|W]P—-E*]=0, (5.14)

cujas rafzes sao £z "I e :I:zf"”'w| onde

EvIwl \/2#5 V- JEE =W (5.15)
e

2BV = \/% V4 JEEZWE (5.16)

e as constantes quaternionicas sao

uBIwhe — 1 _ es E\Y\;p_[el‘l/gllz , pEIW0 — s — EJIEL-W‘;;I:[\;;T? cH
A solugao da equagao diferencial de segunda ordem (5.12) é dada por [27]
Y(x) = uZwle {exp [zf;v"w‘ x} ¢ +exp [f zf;v’lwl x} 02} +
plwlo {exp [zf;v"w‘ x} ¢y + exp [—zf;v’lwl x] 04} , (5.17)

onde ¢ ..., sdo coeficientes complexos determinados pelas condicoes de contorno.
Se a particula é livre, isto é, na regido de potencial nulo, a solugéo reduz-se a

P(x) :exp[eI%x] cl—&-exp[—el%x] c, + e, {exp[%m] cg—l—exp[—%x] 04} , (5.18)

onde p = vV2mFE. Para problemas de espalhamento, nos quais a funcao de onda se propaga
para a direita, com potenciais quaternionicos temos

Y_(x) =exple; Bx] 47 exp[—e, Fx]+e, 7 exp[ 2], (5.19)
onde |r|* é a probabilidade de reflexdo e | exp[ £ ]|* representa uma reflexdo evanescente
adicional.

Note que para potenciais reais, W(z) = 0, a eq.(5.12) torna-se

e 22 () — e, V() (z) + P(2)i E= 0. (5.20)
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Usando que ¢(z) = [¢(2)]c — €2 [ex¥(2)]c temos

(£ 0. - V(@) | e)le = ~@)c E

[ 22 000 = V(@) feati@)e = leat(@)]c E

Resolvendo estas equagoes complexas, encontramos

P(xr) = exp [,/%(V—E)x] ky, +exp {f,/ib—'g(V—E)x] k, +
€, {a:exp {\/mx] ks + exp {—\/mx} k4} ,

onde k,, n =1,---,4, sao coeficientes complexos determinados pelas condigoes de contorno.
Observ-e que, na eq.(5.19) orintimos a solu(;.éo ex.ponencial complexa exp| —% x| uma vez que
a condigao de contorno impde que ¥(x) seja finita quando z — —oo.

5.2 Potenciais quaternionicos constantes

De todas as equagoes de Schrodinger, a mais simples matematicamente é aquela com
potenciais constantes . A razao para nos concentrarmos no estudo da equagdo de Schrodinger
com potenciais constantes é que as caracteristicas qualitativas de um potencial fisico podem
ser freqiilentemente aproximadas, de maneira razoavel, por um potencial constante continuo
por partes.

5.2.1 Degrau de potencial

Vamos considerar o degrau de potencial quaternionico,

0 z <0
V(@) + e, W) = { Vie,W x>0 °
onde V e W sao constantes. Para problemas de espalhamento com uma funcao de onda
que se propaga no sentido de x crescente no degrau potencial quaternionico, a equagao de
Schrodinger linear sobre C tem solugao

r <0 :
exple; Rx]+rexp[—e Fx]+e 7 exp[fa];
b@={ .o . (5.21)
t exp[z®" "l 2] + £ exp[— zf’”w' x] [E>/VZ+ W],
t exp[—2"VIWlz] 41 exp[—zf’v"w‘ x] [E</V2+W[].

onde r, 7, t e t sdo coeficientes complexos a serem determinados pelas condigbes de con-
tinuidade da func¢ao de onda t(z) e sua inclina¢ao na descontinuidade do potencial, isto é,
em z = 0.
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Para E > \/V? 4+ |WW|?, as solugbes exponenciais complexas da equacdo de Schrodinger
sao caracterizadas por

PVl = i B TWE -V € eR e zf“’"w‘:\/i—g@ VEE-WE+V € R.

As solugoes complexas, linearmente independentes

E

u""? exp[—2z BV W)

f’V7|W|x] e pEWe exp[z+

foram omitidas, ¢, = ¢; = 0 em (5.17), porque estamos considerando uma onda que se
propaga para a direita e porque a segunda solugao exponencial complexa, explz, x|, nao
satisfaz as condigbes de contorno, isto é, 1)(x) deve ser limitada quando  — oco. O resultado
usual da mecanica quantica complexa é imediatamente recuperado quando consideramos
W =0 e tomamos a parte complexa da solugao quaternionica.

Para E < \/V?+ |W|?, as solugbes exponenciais complexas da equagdo de Schrodinger
quaternionica sao caracterizadas por

zfvv"w‘:\/% V- JET WP zfv“'””:\/";—2 VeyEE—WE € R [E>|W]],

zf’v"w‘ = /2B (V2 +|W|* — E%)'/* exp[£e, g] , tgh = Y12 'W“f*EZ e C [E<|W|].

Pelos mesmos motivos, as solugoes complexas linearmente independentes
UV exp [zf,v,IWI x} e v exp [zf,v,IWI x}

foram omitidas, ¢; = ¢; = 0 em (5.17), j& que as condigdes de contorno exigem que ¥ (z) seja
finita quando z — .

Uma relagao entre os coeficientes complexos de reflexao e transmissao pode ser imediata-
mente obtida através da equacao de continuidade. Para estados estacionarios, é facilmente
mostrado que a densidade de probabilidade de corrente

J(e,t) = 2= C(0) exples £ ¢ { [0.0(2)] e v(a) — Bx) e, 0.1b(2) } exp [—es £¢] (0) -
deve ser independente de z, J(x,t) = f(¢). Conseqlientemente,
o { [0.9(2)] e vo(2) — (@) e, D.9(x) | = exp[—e, T t]¢(0) (1) C(0) exple, Ft]=a,
onde « é uma constante real. Isto implica que a quantidade
J= g { [0.0()] e v(@) = $() s 0.9(x) }
tem o mesmo valor em todos os pontos x. Na regiao de potencial nulo, x < 0, obtemos
Jo=2(1-Irf) .

Na regiao de potencial z > 0, temos

~ 2 2 _ 2 _ S (R 114 S : 2 2 2
Jj = \/i VEr W} -V {1 (Ewm) } || [E>/VZ+W]],
0 [E</V2+|W[2].
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Finalmente, para estados estacionérios, a equacao de continuidade é

rf + Y= [1— ('W ) } =1 (B> VTEWEL (5

E++/E2—|W|?

Ir[* =1 [E< VL |WE].

Deste modo, usando o conceito de probabilidade de corrente, podemos definir os seguintes
coeficientes de transmissao e reflexao

R=|rp, T= YZWEV [I(W'> } e (B> JVETTWE]

E+\/E2—|W 2

R=|r*, T=0 [E</VE+ W] .
Estes coeficientes dao a probabilidade para a particula, chegando de x = —oo, passar pelo

degrau potencial em x = 0 ou voltar. Os coeficientes R e T dependem somente das relagoes
E/V e |W|/V. As predi¢oes de mecénica quantica complexa sao recuperadas quando fixamos
W =0.

5.2.2 Barreira de potencial retangular

Esta subsecao é dividida em dois tipos diferentes de estudo. Primeiramente, vamos
analisar a barreira de potencial invariante com relacao a reversao temporal e, em seguida,
estudaremos a barreira de potencial que viola a invaridncia com relagao a reversao temporal.

e Barreira de potencial invariante com relagao a
reversao temporal (irt)

Vamos considerar o potencial de IRT
[Vi(z); W(x)], 0] .
Na eq.(5.12), a fase 6, independente do espago, pode ser removida através da transformagao

Y(x) — exp [el g] Y(x) exp [—el g] . (5.23)
que altera os coeficientes de modo que

uBIWEO sy BIWE e pEIWLE BT expl—e, 6]

As probabilidades de reflexao e transmissdo ndo mudam. Na verdade, a exponencial exp[—e, 0]
pode ser incorporado aos coeficientes complexos c;,. Entdo, sem perda de generalidade,
podemos discutir a equagao de Schrodinger quaternionica em presenca do potencial quadrado

[V(z); [W(z)|]

que tem a seguinte forma
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REGIAO I_ REGIAO I1_ REGIAO 111 REGIAO 1T, REGIAO I,

[0;0] [V;0] [V; W] [V;0] [0; 0]

A particula é livre para < —a, onde a solugao é dada por eq.(5.19), e para > a, onde a
solugao é

¥, (z) =texple, Ba]+e,texp[—2x]. (5.24)

Nas equagoes (5.19) e (5.24), omitimos, respectivamente, as solugdes exponenciais complexas
exp[—E£x] e exp[ £ x] pois elas estdao em conflito com as condigdes de contorno que exigem
que ¥(z) seja limitada quando © — —oo0 e x — 4o00. A fim de determinar as amplitudes
complexas 7, t, ¥ e {, combinamos as condicdes de continuidade da funcdo de onda e sua
inclinacdo nas descontinuidades do potencial. As condicbes de continuidade para a barreira
de potencial IRT implicam

= Sla,b BV, [W]] (5.25)

e e R
SRy SR S

onde

Sla,b; E;V,\W|] = D_A_ MVD;_ [MV]™" x
—_—— —
SIT_] S[I]

Q|W| MVIwl DZ;\:V\ [Mv,\w\rl [Q\w\]—l %

S[I]

MV DY, [MV]"' A, D,
—_— —— ——
S[I] S[I

.
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e
D_ = diag{exp[e;%a] ,exp[—e, 2a],exp[Ra] ,exp[Ba]} ,
1 -el 10
A = 3 | o ( h > ;
2 ( 1 615 > 0 5
1 1 1 1
My = ( seviwl sl ) ® ( seviwl sl ) ,
- - + +
MV _ Mv,\w\ﬂo
1 [vZ317]0] 1 0
[wl,e — C
Q ( [_ezuE;|W|,0]C 1 2 0 1 )
ol _ gwlheo
D;{"W‘ = diag{exp [z’_f;‘/"w‘ n} , eXp [—zf3v’|w| n} , eXp {zf;‘/"w‘ n} , eXp [—zf;‘/"w‘ n} } ,
DV — DT‘]/,|W|ﬂ0
17 )
1 0 1 0
oo ) )
+ 0 e ? 0o -2
D, = diag{exp[e,Za] ,exp|e, Ba] ,exp[—2a] ,exp[—2a]} .

O limite complexo é obtido quando consideramos b = 0. Neste caso (S[III] = 1), a matriz
Sla,b; E; V,W] é reduzida a

Sla;E;V]=D_A_MYDY, [MY]7"A, D, .
Da &lgebra matricial, calculamos facilmente os coeficientes de reflexao e transmissao
—1
t = exp —2e12a {cosh[2zf?"a}+ <L x_ senh [QZf?Va}} ,

= — <y, senh [22?"@] t

0,
= 0,

= sk 3

onde x, = %zf“’ + (% zf;v)

Usando a equacao de continuidade, podemos obter imediatamente a relagao usual entre
os coeficientes de transmissao e reflexdo, t e r. De fato, eq.(5.3) implica que a densidade de
corrente ~

J = P { [611/)(1")} € w(JT) - ¢($) €. 311?(%) }
tem o mesmo valor para todos os pontos z. Nas regioes de potenciais nulos, as densi-
dades de probabilidade de corrente sdo dadas por J_ = 2 (1—1r]*)e j+ = 2 t]*. Con-
seqlientemente, encontramos
Ir>+[t>=1. (5.26)
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Nas figs. 1 e 2, exibimos a probabilidade de transmisséo |t|> como funcao de E[eV] para po-
tenciais quaternionicos de larguras e alturas diferentes (assumimos que a particula incidente
é um elétron). A presenga de um potencial de perturbagio quaternionico modifica a forma da
curva da probabilidade de transmissao (complexa). Temos uma redugao da probabilidade de
transmiss@o. A presenca de um ponto de inflexdo é evidente quando aumentamos a largura
e a altura dos potenciais quaternionicos. A fig.2 mostra a probabilidade de transmissao para

o potencial quaternionico
V+4e W =(20+e1.5)eV

e a barreira complexa cuja altura é dada pelo médulo do potencial quaternionico [13]

Z=+\/V2+ W] =256eV .

Os numeros de onda para estes potenciais sao

. E> V24 |W|2 zf:el\/i—rg E— V24 [W|? ce R,

m BT WE-V ce R,

o BT W4V € R,

2m V2L WR-E €

o Wi<E< VEtW}E - zfz\/ R
2V = \/%m V4 /B W € R,
\/ R
N C

. E < |W]| : 2= |2 P+ WP-E €
W= %\/V2+|W|2—E2 expltei ] €

v, —
Zi

onde p = arctg [ (W2 = E?) /Vz]. Para pequenas perturbacoes quaternionicas, a barreira
complexa com altura Z representa uma boa aproximagao do potencial quaternionico V +

e, |W|. Neste caso,
wW|?
Z~V 1—|—l‘ | e 20" ~27
2 V2
Os operadores anti-Hermitianos correspondentes ao potencial quaternionico V + e, |W| e a
barreira complexa Z sao respectivamente

AVY = ¢, [%Vz —V} FeW(rt) e AZ=e, [%vz — Vet \Wﬂ
Usando estes operadores, podemos escrever duas equagoes de onda complexas

AP (@) = —E*(2) e [AZ) d(a) = —Ey(a) (5.27)

Os operadores complexos

2m

AV = — [%V"’—VT— W2 = — ("l—) V2V Iy P

i = [0 TR - ()" v 2 PR v
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podem agora ser facilmente comparados. A diferenga é devida ao fator que multiplica V2.
Deste modo, as barreiras complexas cujas alturas sao determinadas pelo médulo do potencial
quaternionico representam apenas uma primeira aproximagao dos potenciais quaternionicos.
Em geral, temos que considerar os potenciais quaternidnicos puros, e, |W|, como um efeito
de perturbagao na barreira complexa V.

Em mecanica quantica quaternionica encontramos uma probabilidade de transmissao
evanescente adicional, isto é, |t|>. Esta probabilidade, como fungao de E[eV], é dada na fig.3
para diferentes valores de x.

Para concluir a discussao de potenciais quaternionicos unidimensionais invariantes no
tempo, analisaremos a probabilidade de transmissdo [¢|* como fungao da largura dos poten-
ciais complexos e quaternionicos. Na fig. 4, exibimos a probabilidade de transmissao para
valores criticos de E. Para E > /V? 4 |[W]2, o valor minimo da oscilagao da transmissao de
probabilidade decresce quando a perturbagdo quaternionica aumenta. Na fig.5, comparamos
potenciais complexos e quaterniénicos puros abrangendo a mesma drea, a V = b |W|. Desvios
da mecanica quantica complexa aparecem claramente.

e Barreira de potencial violando a invariancia
com relagao a reversao temporal (VRT)

Vamos modificar a barreira de potencial anterior introduzindo uma fase dependente do
espago, f(x), que viola a invariancia com relagdo a reversao temporal. Devemos considerar,
para os regiao III, os casos seguintes:

REecIAo III,
[V W], 0]
REGIAO III,
[V W], 0]
REGIAO 111y

[V W], 0]

REecIAo III,
[V W], 0]
REGIAO 11l
[V W], 0]
REGIAO 111y

[V W], 0]

REGIAO 11l
[V W], 0]
REGIAO 11l
[V W], 0]
REGIAO III,

[V W], 0]

REGIAO 111y
[V W], 0]
REGIAO 111,
[V W], 0]
REGIAO 111,

[V W], 0]

\
—b

|
+c

\
+b

Como observado na introducao, divergéncias entre a mecanica quantica quaternionica e com-
plexa podem ser observadas considerando transmissoes a direita e a esquerda através da
mesma barreira de potencial quaternionica. A transmissdo & esquerda (r < —a) para o
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potencial quaternionico de altura |W| e fase

0 —-b<x<0
O(x) = (5.28)
0 O<x<b

é obviamente equivalente a transmissao & direita (z > a) para o potencial quaternionico de
altura |W| e fase
0 -b<zr<0
0(x) = . (5.29)
0 0<z<b

Usando a transformagao (5.23), podemos substituir a fase (5.29) por

0 —-b<ax<0
6(x) = (5.30)
—0 O<z<b

Deste modo, o grafico do coeficiente de transmissdo como uma fungao de [r] é um indicador
véalido das possiveis divergéncias da mecéanica quantica complexa. Curvas simétricas (em
torno do ponto 8[n] = 1) ndo deverao implicar em nenhuma diferenga entre transmissao a
esquerda e a direita na mesma barreira de potencial quaternionica. Neste caso, temos que a
matriz S [a, b, ¢; E; V, |W]|, 0] é expressa como

SMI, 0] = S[0,—b] x S[H,—b]
ST} = ¢ S[IIL,,,,] : S[0,c—0b] x S[A,—2¢c] x S[0,c— b
SMIL,,, ) = S[@,—b] x S[0,—b]
onde
S0,n = QWhepvIwl DX,\W\ [MVIwl = QIwhey—r

Nas figuras 6, 7 e 8, damos a probabilidade de transmissdo, [t|?, e o valor absoluto do
coeficiente de transmissao, |Arg(t)|, como uma fungio da fase O[n]. Divergéncias qualita-
tivas da mecanica quéintica complexa aparecem para potenciais assimétricos que violam a
invariancia com relagao a reversao temporal. Também é interessante notar que aumentando
a fase (O[r] — 1), os efeitos de perturbagdo quaternionica sdo minimizados. No apéndice
C damos explicitamente a probabilidade de transmissao |¢|* e o coeficiente de transmisséo ¢
para diferentes valores da fase # do potencial e a energia de elétron F.
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6

Geometria complexa

Como as medidas fisicas devem ser limitadas & medidas de quantidades reais postulamos
que as amplitudes de probabilidade, A, sao elementos de uma algebra, de dimensao finita,
sobre R com elemento unidade. Para determinar as estruturas das &dlgebras permitidas,
introduzimos algumas propriedades relativas & forma da fungdo médulo, N(A). As primeiras
quatro propriedades sdo aquelas formuladas na teoria usual. A tltima condig¢do sobre N(A)
é altamente nao trivial e fisicamente motivada pelo principio da superposicao [5],

N(AIAZ) = N(Al)N(Az) .

As tnicas algebras sobre os reais com elemento unidade, satisfazendo estas propriedades
para a fungdao modulo sdo os reais, os numeros complexos, os quatérnions e os octonions.
Observando que a lei associativa da multiplicagao é necessaria para a construcao do espaco
de Hilbert da mecénica quantica temos que excluir os nimeros de Cayley [5].

A discussao apresentada contém uma nova e importante possibilidade na procura por
uma formulagdo quaternionica da mecanica quéantica, isto é, funcées de onda quaternionicas
com produtos escalares complexos. A projegao complexa do produto escalar entre duas
funcées de onda quaterniénicas sobre C é chamada geometria complera [41]. Em [54],
Rotelli desenvolveu uma equagao relativistica no corpo quaternionico, linear nas derivadas.
Sua funcao de onda quaternionica possui somente duas componentes. Contudo, devido ao
uso de uma geometria complexa, é possivel mostrar que existem quatro solugoes indepen-
dentes (em C) correspondendo aquelas da equacgdo de Dirac. O enfoque de Rotelli e a
introdugao das regras de traducao [16] possibilitaram a reformulagdo da mecénica quéntica
com quatérnions. Em particular, o modelo eletrofraco de Salam-Weinberg é escrito em ter-
mos do grupo unidimensional U(1,H) ® U(1,C) contrapartida quaternionica do grupo de
Glashow, SU(2) ® U(1) [15,17-19,21,22,24].

O ponto importante a ser notado aqui é que a geometria complexa desempenha um papel
fundamental no desenvolvimento da mecanica quantica usando algebras nao comutativas.
Todavia, a geometria complexa esta freqiientemente escondida no uso das algebras de Clifford
em Fisica.

Neste capitulo, completamente independente dos demais, mostramos que a formulagao
através dos quatérnions complexificados da equacao de Dirac dada por Hestenes em 1967 (a
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famosa equagao de Dirac-Hestenes) é equivalente aquela dada por Conway em 1937. A unica
diferenca é representada pela unidade imaginédria onde a projecao é feita.

6.1 Algebra dos quatérnions complexificados

Uma extensao natural de quatérnions reais sdo os quatérnions complexificados (dlgebra
de Clifford Cl;,)
Qc = %o+ €12 + €32, €325, 2, € (C(l,n) » (61)

onde 7 é uma nova unidade imaginaria cujo quadrado é —1 e comuta com e, e, e e;. Agora,
diferentes tipos de conjugagoes sao permitidos. Combinando todas as possibilidades encon-
tramos trés casos. Deste modo, considerando Z o complexo conjugado de z, o que significa
1n — —n, definimos

qI =Z,— €2, — €%, — €%, |[e— —e n— —1n],

q:=50+61§1+€252+63§3 [6—>6777—>—77}

e, finalmente,

Ge =720 — €12, — €32, — €323 [e— —e n—1n].

E f4cil verificar que

qc Pc = Pcqec,
(gepe)* s P

e, imediatamente, obtemos

(QC pc)]L = pl q;F .

Uma consideragao importante é que os quatérnions complexificados nao sao uma algebra de
divisao. O produto
(I1+ne)(l—me)=0

garante a existéncia de divisores nao nulos de zero.
Uma vez que os quatérnions complexificados nao sao uma algebra de divisao eles nao
podem representar amplitudes de probabilidade.

6.2 (Geometrias complexas diferentes

Observando que a algebra dos quatérnions complexificados contém uma nova unidade
imaginaria, 7, consideramos duas projecoes complexas diferentes do produtos de escalar,
explicitamente, geometrias n e e;-complexas.

6.2.1 Geometria n-complexa

Considerando a geometria n-complexa, isto é, projegao do produto escalar em C(1,7), é
possivel ver que os estados ortogonais sao dados pelo conjunto {1, e,, e,, e;}. Entao, a fungao
de onda é escrita como segue

\IJ(Z‘) = %(33) + 611/)1(37) + ezwz(x) + 63%(@ > %,1,2,3 S (C(L 77) . (62)
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A ortogonalidade de {1, e,, e,, e;} permite representar a fun¢ao ¥ pelo vetor coluna complexo

o, , ¥, € C=C(1,1) .

Neste caso, a unidade imaginéria 7 representara o papel da unidade imaginaria complexa, i.
Resumindo as identificacoes anteriores temos

] C Cls, \
¥o
i: — Py + e + exthy, + ests
¥y
¥, € C(1,19) Y, € C(1,7m)

Entao, a fim de esclarecer o significado da geometria n-complexa e como as operagoes fun-
cionam em cada espago, vejamos um exemplo. Temos,

i " - NYo + ey + eanih, + esnihs
2

isto é, a multiplicacdo de um vetor coluna por i em C equivale a multiplicagdo do quatérnion
complexificado 1 por n a direita. Neste caso particular, como 77 e os componentes de
comutam, tanto faz usar a multiplicagao a direita ou a esquerda. A correspondéncia entre
Gl(4,C) e os operadores quaternidnicos complexificados é completada pela tabela de tradugao
dada para L,, e R,, representando, respectivamente, as acoes a esquerda e a direita da
unidade imagindria e, (veja apéndice E).

6.2.2 Geometria e,-complexa

No caso da geometria e;-complexa, os estados ortogonais nao sao mais os anteriores. Os
estados ortogonais sao dados pelo conjunto {1,e,,n,ne,} ou {1,e5,m,mes}. Escolhendo o
primeiro conjunto temos que a funcao de onda é escrita como

’(/)(l‘) = '(/)o(x) + ey, (l‘) +n ["/’2($) + €2¢3(x)] ) 1/%,1,2,3 S (C(l, 61) .

A relagdo entre a fungao de onda em Cl;, e o vetor coluna é dada por

’ C Cls, ‘
Yo
://j; — Yy + ety + N, + nesths
s
Yy € C(1,14) ¢/t € C(1,e))
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Neste caso a unidade imaginario ¢ é identificada com a acdo a direita da unidade ima-
ginaria quaternionica e,

Po
) Zj; — (Vo + exthy + mbs + nestdy) e,

Vs

A tabela de tradugdo dada em termos de L,,, R,,n e a conjugacao * é dada no apéndice E.

6.2.3 Fases quaternionicas

Dadas % e @, fungoes de onda quaternionicas complexificadas unidimensionais, definimos
o seguinte produto escalar

(¥, 0) = /dw Plo. (6.3)

Vamos analisar o grupo de invariancia para este produto interno.
Para produtos escalares quaternionicos (reais), o grupo de invaridncia é U ® V, onde
U =exp[na] e V =exple - b
YV —=-UVy.

Considerando geometrias complexas encontramos

(¥, 0)e, + Y — U®Vipexple, ] (6.4)

(Y, 0)y + v —=U®Viexple-c]. (6.5)

O grupo de invariancia entre as duas formulagoes é diferente. No entanto, na Lagrangiana
de Dirac os grupos anteriores reduzem-se ao grupo de gauge do eletromagnetismo, U(1). Em
particular, encontramos, para a geometria e,-complexa (Hestenes), o grupo exple, ¢,] agindo
a direita e para a geometria n-complexa (Conway), o grupo exp|n al.

6.3 Equacao de Dirac

Nesta secao introduziremos a equagao de Dirac formulada com quatérnions complexifi-
cados e analisaremos os diferentes enfoques apresentados por Conway e Hestenes.

6.3.1 Equacgao de Dirac-Hestenes

Hestenes usou geometria e;-complexa. A tentativa (mais natural) de reescrever a equagao
de Dirac como

op=Hiyp=ne-8Y+mie, .

resulta no seguinte problema: quando aplicamos 0; duas vezes em ¥ nio encontramos a
equagao de Klein-Gordon. . Deste modo, a equacao anterior foi modificada para

o =Hiy=ne-8¢Y+mi*e, .
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Agora, a equagao de Klein-Gordon
O =[V:—m’ Y
é recuperada. A anti-hermiticidade de H deve ser demonstrado. Temos

H=ne-8d+mCR, ,

onde C denota a operacao *, C¢) = ¥*, e temos que mostrar que H satisfaz

(0 F)er = / dz ot Hop = / dz (H g)' o = —(Hp, )., (6.6)

€1 €1

Lembre que estamos usando geometria e,-complexa, isto é os resultados das integrais devem
ser projetados em C(1,¢e,). Calculando o lado esquerdo da eq.(6.6) obtemos

[ e fro= [ daletne o0 lmie)
el €1
e para o lado direito temos
—/ dw(ﬁ'go)“p:/ dx <ane~8w+/ dz, me, ot
el el el

Analisando o lado direito das equagoes acima podemos ver que o primeiro fator, em ambas
as equacoes, sao iguais. Agora, é necessario comparar o segundo

m/ drofy*e, e mel/dxcpf*w.
el €1

Devido a geometria e;-complexa a posi¢ao da unidade imaginéria e, e a a conjugagao * sao
irrelevantes. Conseqiientemente, H representa um operador anti-hermitiano.

A presenca da acdo & esquerda das unidades imaginérias e em H elimina o grupo V
enquanto a conjugacao * elimina o grupo U. Logo, o grupo eletromagnético é dado por

¥ — 1 exple, ¢ .

6.3.2 Equacao de Conway
A equacdo formulada por Conway [12,21,57] é baseada na geometria 7-complexa,
Op = Hp = e - O e, + mipe, .

Procedendo de maneira andloga a segao anterior é facil ver que H ainda representa um
operador anti-Hermitiano. Aplicando 0; duas vezes em 1) obtemos a equagdo de Klein-
Gordon

029 = e-0le-OPe, +mipe,)e, +mle- e, +mipe,)e,
= V) +me- 0 (e, +ere,) —mY (6.7)
= V% —m?y.

A presenca da acao & esquerda das unidades imaginérias e em H elimina o grupo V
enquanto a acao a direita das unidades imagindrias e, e e, elimina o grupo exple - ¢]|. Logo,
o grupo de gauge do eletromagnetismo é dado por

Y — exp[naly .
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6.4 Matrizes de Dirac

Nesta secao, daremos as explicitas representagoes da algebra de Dirac. Em particular,
apresentaremos as representacoes matriciais usuais (4 x 4 em C) e obteremos as correspon-
dentes tradugoes unidimensionais em termos de operadores quaternionicos lineares sobre
C(1,7n) e C(1,e,). Mostraremos a equivaléncia das formulacoes de Conway e Hestenes.

6.4.1 Matrizes de Dirac: geometria n-complexa
e Representacdo de Dirac

Temos

. ) (6.8)

QL ©

— 1 0 =
’YO_ 0 _1 € ’7_ _

com & = (0,,0,,0;) onde o, sdo as matrizes de Pauli

0 1 0 —i 10
(Vo) (T 0) (o )

Considere
Yo Vs
M1 Z: = _zj — Y3 + €1y — exths — e, -
1/}3 _1/}0

Multiplicar a funcao de onda, representada pelo vetor coluna, por v, equivale a multiplicar
a funcao de onda quaternionica por —e, a esquerda

€3 [wo + e + e, + 631/)3] = Y3 + e,y — e — e51, -

Procedendo de maneira analoga, encontramos os operadores para as outras matrizes, de
modo que
Yo *elRl (6 9)
v = (—es,—me Ry —ey) .
e Representacdo quiral

Neste caso, temos
0 1 R 0 —o
Repetindo o procedimento usado para a representacao de Dirac encontramos

Yo — —e R,

vy (—6233,—UR17—63R3). (6.11)

e Representacao de Majorana
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Finalmente, para representagoes de Majorana, as matrizes de Dirac sao dadas por

(0 o [ oy O
A/U - o, 0 9 ’Yl - O 7:0'3 9

- 0 —o, . —10, 0
72<02 O> e 73< 0 —i01> . (6.12)

Aqui, temos
n R,

Yo
6.13
Y - (_7762R277761R277763R2) . ( )
6.4.2 Matrizes de Dirac: geometria e,-complexa
e Representacdo de Dirac
Vamos comecar com 7,. Entao,
¥o Po
Yo 31 = 7%1 — Yo+ exthy — mhy — nesths = Yo 4 ey — N1 + exths] .
2 2
1/)3 _ws

Note que a transformagao que leva n em —n e mantém e, , e,, e; é definida na segéo (6.1) por
*. Entao, temos ¥* = v,%. O mesmo procedimento nos leva aos operadores para as matrizes
7. Assim,

*

,Zyu : (—mesR,,—me,R,ne R,) . (6.14)
e Representacdo Quiral
Neste caso, encontramos
e en, (6.15)
e Representacdo de Majorana
Finalmente, para a representacao de Majorana obtemos
Yo = ek, (6.16)

vy = (617776231763) .
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Conclusao

Nesta tese foram apresentados os primeiros métodos de resolugao de equagoes diferenciais
quaternionicas, em particular, foram discutidas as equacoes de segunda ordem com coefi-
cientes quaternionicos constantes lineares sobre H, C e R. Enfatizamos que a tnica equacao
quadratica envolvida no estudo de equacées diferenciais quaternionicas é aquela proveniente
da equagao linear sobre H. Devido a agao a direita da unidade imaginéria e, nas equagoes li-
neares sobre C nao podemos fatorar a exponencial quaternionica e mostramos que as solugoes
destas equagtes sao da forma gexp[zz], onde ¢ € H e z € C. Investigagdes posteriores nos
levaram & resolugdo de equacgdes cujos operadores sdo lineares sobre R. Através do en-
foque matricial mostramos que solucoes particulares de tais equacoes podem ser dadas em
termos dos autovalores da matriz M,,[R], representando a contrapartida real do operador
quaterniénico Mg[n] associado & equacao diferencial em questdo. Nossa discussdo pode ser
vista como um passo preliminar na direcao de um entendimento completo do papel que
os quatérnions podem desempenhar em andlise, dlgebra linear e teoria de matrizes. Uma
teoria completa de operadores diferenciais quaternionicos, bem como o problema de auto-
valor quaterniénico estd longe de ser conclusiva. Futuras investigagoes poderao ser feitas
em muitas dreas da matemdtica, em particular, equagoes diferenciais cujos coeficientes da
derivada segunda nao sao invertiveis, equagoes com coeficientes nao constantes, equacoes de
ordem superior, transformada de Fourier, analiticidade, calculo variacional, etc.

No que concerne as aplicagoes em Fisica, acreditamos que o crescente interesse e o apri-
moramento das estruturas matematicas envolvidas na mecanica quantica quaternioénica po-
dem resultar num rapido progresso sobre este assunto. A utilidade dos quatérnions e, mais
geral, das dlgebras de Clifford para unificar aspectos algébricos e tedricos na discussao da
relatividade especial, equagoes de Maxwell e Dirac é universalmente reconhecida. Todavia,
apesar da literatura substancial analisando teorias fisicas quaternidnicas, falta uma forte
motivagao forcando o uso dos quatérnions ao invés dos complexos. Os experimentos pro-
postos por Peres, a andlise tedrica feita por Davies e McKellar e o detalhado e sistemético
desenvolvimento da mecanica quantica quaternionica apresentado no livro de Adler repre-
sentam um marco na procura de desvios da mecéanica quantica complexa. Esperamos que
os resultados apresentados nesta tese sejam importantes na busca de um avango significante
no entendimento dos potenciais quaternionicos e na procura de uma evidéncia experimental.
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Potenciais quaternionicos violando a reversao temporal e perturbagoes quaternionicas que
minimizam os desvios da mecanica quantica complexa, poderiam desempenhar um impor-
tante papel na fisica que viola CP. Uma discussao teérica baseada no formalismo de pacotes
de onda se faz necessaria na andlise dos testes experimentais baseados na regeneracao de
kaons.

Num futuro préximo, nossos objetivos serao

e finalizar a discussao do problema de autovalores para operadores lineares sobre R;

e estudar as equacoes diferenciais com coeficientes nao invertiveis;

e No ambito da geometria quaternionica, interpretar os potenciais quaterniénicos como
desvios da mecanica quantica complexa, analisar estados ligados e desenvolver o formalismo
com pacotes de onda;

e No ambito da geometria complexa, discutir a equagao de Dirac formulada por Hestenes e
Conway no contexto de modelos eletrofracos de unificagao;

e aplicagoes a teoria eletrofraca.
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e Representacao matricial complexa
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B
Regras de derivacao

Neste apéndice, vamos dar algumas regras de derivagao e, em seguida, vamos descre-
ver o método da variagao dos parametros e reducao da ordem para equagoes diferenciais
quaternionicas, lineares sobre H, com coeficientes constantes.

Regras de derivagao

Sejam 1 e ¢ fungdes quaternionicas de uma varidvel real z. Utilizando a defini¢do usual
de derivada obtemos

[W(@)p@)] =¥ (@)p(z) + ¢ (z)¢' (2) -

Assim, mostra-se facilmente que

Agora, considere uma fungao quaternionica na forma

U(z) = f(z) + I(z)g(x)

onde

f(x) = tho(x) = V() + ¢i(x) + 93 (@)

sao fungoes reais de x e

e (2) + exhs () + esths ()

I(z) =
Vi) + 93() + ¥3(2)
com |I(z)]* = —1. Uma caracteristica muito interessante desta unidade imagindria é que
{I(z),I'(z)} = I[(x)['(z) + I'(x)I(z) =0 . (B.1)

Daqui por diante omitimos a varidvel z. Defina uma nova funcao, F' = f' + I¢’. Entao,
temos

Y=f+1Ig
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cuja derivada é
W =f+1d+1'g=F +Tg.
Vamos calcular a derivada para °. Utilizando as defini¢oes acima temos

W) =[] ="+ oy
= (F+I'g)(f+1g)+(f+19)(F +1'g)
= F(f+1g)+T'g(f+1g)+ (f+1Ig)F +(f+1Ig)'g
= 2F'(f+1Ig)+TI'gl(f+1g)+ (f —Ig)]
= 2F Y+ 1'2fg (B.2)

Note que no peniltimo passo fizemos uso da propriedade (B.1). Aplicando a regra de
derivagao repetidamente obtemos a derivada de uma fungao quaternionica de ordem n dada

por
n—1

W}n]/ _ nj:l,wnfl + T Z wnflfk&kg
k=0
com ) = f —Ig.
A fim de reescrever a derivada acima de modo que o termo referente & derivada usual
seja explicito usamos o seguinte artificio: adicionamos e subtraimos a expressio nl’gym !
na equagao anterior obtendo

n—1
[wn]/ _ nwlwnfl +I/ {nwnl + Zdjnlqu)k}g (B3)
k=0
Considerando que
,11[}71 —_ f B Ig
fPrg’

podemos dizer que a regra de derivagda para [p~ "] é

n—1
[77[]_”]/ _ —n}-/zb_"_l . Zw—(n—l)—&-k(,&)—ki ,
2 [P

e repetindo o artificio usado acima temos

n—1
[w—n]/ _ —nw'w_"_l +r {nw—n—lh/}'z _ Zw—(n—1)+k(w)—k} g. (B.4)
k=0

Agora, as ferramentas para encontrar a derivada da fungao exponencial sao conhecidas.
O desenvolvimento da fungao exponencial em série de poténcia é

0 n
o _ Y
e¥ = —
n!
n=0
e, derivando a expressao acima, temos

[e¥]) = exp[y)] — I' {g exp[s)] — exp[f]sen[g]} . (B.5)
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Variagao dos parametros

Considere a equacgao diferencial de segunda ordem, nao homogénea, linear sobre os
quatérnions dada por

¢ () — any () — bup(z) = F(z) . (B.6)
De maneira anédloga ao caso complexo, podemos dizer que qualquer solucao de (B.6) pode
ser escrita como

o(x) = i (x)g + @ (x)q + () , (B.7)

onde ¢, e ¢, sao solugoes linearmente independentes da equagao homogénea correspondente
[F'(x) = 0] e (x) é uma solugdo particular da equagao nao homogénea.

O método de wvariagao de parametros consiste em descobrir uma solucao particular da
equacao diferencial nao homogénea, considerando que a solugao da equagao homogénea seja
conhecida. Sendo assim, suponha que as solugbes da equacdo homogénea, p,(z) e ¢,(x),
sejam conhecidas. Substitua as constantes ¢, e ¢, por funcoes de z, isto é, ¢,(z) e g.(x).
Entao,

e(@) = o (2)q1(2) + @2(2)ga(2) - (B.8)
Derivando a eq.(B.8) obtemos
¢'(x) = ¢ (@) (2) + @i (2) g (x) + @, (2) g (2) + pal(2)gy(2) | (B.9)
onde impomos
@1(2)q) (x) + o) gy(x) = 0 . (B.10)

Repetindo a derivagao para eq.(B.9), encontramos

¢"(x) = ¢ (2)q () + ¢, (2)q; (2) + @) () gx(2) + @y (x) gy (2) - (B.11)

Substituindo ¢ e suas derivadas na equagio (B.6) e levando-se em conta a condigdo (B.10),
além do fato que @, e ¢, satisfazem a equagao homogénea associada a eq.(B.6), temos

¢ (2)q; (z) + @5 (2) g () = F(z) . (B.12)

As equagoes (B.10) e (B.12) formam um sistema. Reescrevendo este sistema na forma ma-
tricial, omitindo a varidvel z, encontramos

(ii Zl)<3:>(§) (B.13)

isto é,
<q1>:(s0’1 ¢Q>_1(F>:
q; P11 P2 0
_ —1 _ —1
| € — e te] [0: — @2 () L] F
- ’ 1, —1 -1 =111 0 ) (B.14)
[} — 7 ] [0z — 01(2)) " o0}
Entao,

¢, = [} — hp; o] TTF = =07 'We to | TTF = —o o, W F (B.15)
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6 = ¢y — () T TTF =W, F (B.16)
Note que
0 = —¢; o - (B.17)
Para encontrar ¢, e ¢, temos que integrar as equagdes acima e substituir em (B.8) obtendo
a solugao particular da equagao nao homogeénea.

EXEMPLO

Considere a equagao
O (x) + Lo’ () + (1 — Ly)p(x) = e, . (B.18)
A solucao da equagao homogénea associada é
o(x) = e~1%q, + e~(erted)zy (B.19)
Aplicando o método descrito acima, temos
() = e, (z) + e~ (177, () (B.20)
e, calculando o Wronskiano das solugoes obtemos

W = —e ef1®e(e1Fe2)z

)

cujo inverso é dado por
Wl = elarte)zg—erze

Primeiramente vamos calcular ¢,. Usando a eq.(B.16) temos
—€e1xr

(ertez)z —erw e = _e(€1+€2)$$63

/
g, =¢e €€

cuja integracao nos da
1 (e1+e2)z
g.(z) = —5(1 —er —eyx)e es -
De relagao (B.17),

!
q, = e“Txe,

entao
¢ = (1 —ex)e e, .

Deste modo, substituindo ¢, e ¢, em (B.20) obtemos a solugao da eq.(B.18), dada por

p@) =3 (e +ea+ed]
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Reducao da ordem
Dada a equacao diferencial de segunda ordem
O+ bt + e =0, (B.21)

suponha que a solucao ¥, é conhecida, e que queiramos descobrir qual é a segunda solucao
utilizando a reducao de ordem. Entao, impomos

v, = P,v (B.22)
Substituindo (B.22) em (B.21) temos que
Y + (2071 + Y b ] o' =0,
e introduzindo u = 1,v’ encontramos
u 4 [T b u=0.

Esta é uma equagao de primeira ordem cujos coeficientes ndo sao constantes, ou seja, esta é
uma equagao do tipo
v —au=0 (B.23)

onde « é uma funcao quaternionica de x e diferentemente do caso complexo,
vut=a = lnu:/adx :
Uma possibilidade de resolver este problema é analisar o sistema descrito a seguir. Considere

U= U + el U, : R > Cea=a,+ La, ,a,, : R — C que introduzidos em (B.23),
depois de separar a parte complexa da quaternidnica (com elementos e, e e;) obtemos

Uy — QlalUsy
Uy + AUy

()= (o m) () 5o

Esta é uma equagao matricial complexa cuja solugao é facilmente obtida quando a matriz
quadrada é reduzida a sua forma de Jordan. A solugdo da equacao (B.24) determina a fungao
u. Sabendo que u = 1),v’, nosso trabalho se resume em encontrar v’. Uma vez encontrada a
fungéo v temos a segunda solugao da equacao diferencial (B.21).

a,y
Q;,

NN~

u
u

ou, na forma matricial,
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C

Coeficientes de transmissao

Tabela 1 [Fig. 6]: E=05ev; V=2|W|=2eV; a=2b

[E; V., W] 0 [t t
[0.5;2,0] (0,0;0,0] 0.62596 0.618647 — 7 0.493189
[().5; 2, 1] [(), 0;0, ()] 0.612889 0.605527 — 70.496212

0,0; % s % 0.613720 0.606559 — 70.495789
[0.5;2, 1] 0,%Z;%2,0 0.613748 0.606389 — 7 0.496025
g s g ;0,0 0.613720 0.606159 — 70.496278
0, 0; g s % 0.614708 0.60763 — 70.495473
[0.5;2,1] 0,Z;%,0 0.614769 0.607413 — 7 0.495800
T,%:0,0 0.614708 0.607065 — 70.496165
0, 0; % s % 0.615996 0.608983 — 70.495113
[0.5;2,1] 0, %; % , 0 0.616100 0.608749 — 1 0.495504
£,%:0,0 0.615996 0.608291 — 70.495962
0,0; %, 0.619112 0.612155 — 70.494347
2 2
[0.5;2,1] 0,%;%,0 0.619321 0.611982 — 70.494772
5,%5:0,0 0.619112 0.611358 — 70.495332
[0,0; 7, ] 0.625369 0.618021 — 70.493376
[0.5;2,1] [0, 7; 7, 0] 0.625792 0.618478 — 70.493232
[7,m;0,0] 0.625369 0.618021 — 70.493376
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Tabela 2 [Fig. 7]

E=15eV; V=2\W|=2eV; a=2b=4c=1A

[E; V, [W]] 0 t[? t
[15:2,0] [0,0;0,0] | 0.845474 | 0.835936 — i0.382994
[15;2, 1] [0,0;0,0] | 0.840310 | 0.830647 —0.387733

[0,0; %, 2] | 0.840637 | 0.831080 —i0.387223
[15;2,1] | [0,2:2,0] | 0.840651 | 0.830996 — i0.387424
T T.0,0] | 0.840637 | 0.830877 —i0.387660
[0,0; 7, 7] | 0841023 | 0.831516 — i0.386787
[15;2,1] | [0,2:%,0] | 0.841055 | 0.831409 — i0.387058
T T.0,0] | 0.841023 | 0.831228 —i0.387406
[0,0; 7, 2] | 0.841526 | 0.832061 —i0.386266
[15;2,1] | [0,2:7,0] | 0.841581 | 0.831948 — i0.386580
T T.0,0] | 0.841526 | 0.831708 —i0.387024
[0,0; 2, 2] | 0842740 | 0.833323 —i0.385115
[15;2,1] | [0,2:7,0] | 0.842850 | 0.833247 —i0.385421
T 7.0,0] | 0.842740 | 0.832917 —i0.385991
[0,0;7, ] | 0.845158 | 0.835583 —i0.383353
[15;2,1] || [0, 7;7,0] | 0.845378 | 0.835836 — i0.383087
[7,7;0,0] | 0.845158 | 0.835583 —0.383353
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Tabela 3 [Fig.8|

E=3¢eV; V=2|W|=2eV; a=2b=4c=1A

[E;V, W] 0 It[* t

(3;2,0] [0,0;0,0] | 0.925842 | 0.915930 — i0.294811
(3:2,1] [0,0;0,0] | 0923710 | 0.913674 —0.298177
0,0; X, 2] | 0.923843 | 0.913869 — i0.297802

L 6’ 6 |
(3:2,1] [0,2;1,0] | 0923850 | 0.913822 —0.297959
T T.0,0] | 0923843 | 0.913757 —i0.298147
0,0; T, 7] | 0.924000 | 0.914057 —0.297490

L 40 4
(3:2,1] (0,7;7,0] | 0924016 | 0.913998 —0.297699
T T.0,0] | 0.924000 | 0.913898 —i0.297977
0,0; %, 2] | 0.924205 | 0.914289 —i0.297122

L 37 3.
(3:2,1] [0,7:7,0] | 0924232 | 0.914226 —0.297360
T T.0,0] | 0924205 | 0.914095 —i0.297718
0,0; %, 2] | 0924699 | 0.914820 —i0.296317

L 2 2]
(3;2,1] (0,2:7,0] | 0924753 | 0.914776 — i 0.206542
T 7T.0,0] | 0924699 | 0.914596 — i0.297006
[0,0;7, 7] | 0.925681 | 0.915736 —0.295142
(3:2,1] [0, 7;7,0] | 0.925789 | 0.915873 —i0.294900
(7, 7;0,0] | 0925681 | 0.915736 —i0.295142
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Figuras

Fig.1 Probabilidade de transmissdo do elétron, |t|*>, como uma fungao de E[eV] para potenciais
invariantes com relagdo a reversdo temporal. A linha cheia indica os resultados para a barreira de
potencial de largura 2a[i]= 1.0 e altura V[eV]= 2.0 da mecanica quantica complexa. As linhas
tracejadas (desenhadas para diferentes valores da largura 2b e altura |W| do potencial e, W) mostra
os efeitos da perturbagdo quaternionica.

Fig.2 O mesmo que o anterior mas agora a largura da barreira de potencial é a[i]= 1.0 e a
altura é V[eV]= 2.0. As linhas tracejadas (desenhada para uma largura fixa b[i]= 1.0 e valores
diferentes da altura |W| do potencial e, W) mostram os efeitos da perturbagio quaternionica e a
transmissdo de probabilidade para a barreira complexa comparativa Z = /V2 + |W|2.

Fig.3 Probabilidade adicional de transmissdo, |£|? exp[—2pz/h], e reflexdo, |7|* exp[2pz/A], do
elétron como uma fungao de E[eV] para o potencial invariante com relagdo a reversao temporal de
larguraa = b= 1.0 4 e altura V = |WW| = 2.0eV. As curvas mostram a probabilidade de transmissao
e reflexdo adicionais para valores diferentes de .

Fig.4 Probabilidade de transmissao do elétron, |¢|*, como uma fungdo de a[3] potenciais invari-
antes com relagao a reversao temporal. As curvas (desenhadas para valores diferentes de E') mostram
a probabilidade de transmissao para a barreira de potencial de mecanica quantica complexa de al-
tura V[eV]= 2.0 e para potenciais complexos e quaternionicos de mesma altura, respectivamente,
[W|[eV]=1.0 e 1.5.

Fig.5 Probabilidade de transmissdo do elétron, |t|*, como uma fungao de a[i] para potenci-
ais complexos e puramente quaternionicos com a mesma largura e altura. As curvas mostram a
probabilidade de transmissao para diferentes valores de F.

Fig.6 Probabilidade de transmissao do elétron, |t\2, e valor absoluto do argumento do coeficiente
de transmissdo, |Arg(t)|, como a func¢ao do tempo violando a fase 6[r] para potenciais de altura
V =2|W| =2.0eV e largura a = 2b = 4c = 1.0 4. As curvas mostram que somente os potenciais
quaternionicos assimétricos que violam a invariancia com relagao a reversao temporal poderiam
distinguir entre transmissao a direita e a esquerda. O valor da energia é fixado para E = 0.5eV.

Fig.7 Estas figuras descrevem as mesmas caracteristicas que a anterior mas agora o valor da
energia é fixado para E = 1.5€V.

Fig.8 Novamente, as tultimas duas figuras sao repetidas porém o valor da energia é fixado para
E =3.0eV.
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|t|? vs E[eV]
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Figuras
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Tabela de traducao

Neste apéndice, daremos uma regra pratica para traduzir qualquer operador linear sobre
H em uma matriz real 4 x 4 ou vice-versa dependendo da geometria escolhida.

Geometria n-complexa

Daremos explicitamente 16 elementos que formam uma base para o conjunto de matrizes
reais 4 X 4. Os elementos + e — que formam o a coluna da tabela representam os niimeros
+1 e —1. Deste modo, temos

[ [TER[Lh[ir] [ [LIGILE[LE]
Eul[+] - | - | - Eull- -] - | +
B, + - + + FE,, =+ + — —+
E,, || + + - + E.l + | — — —
E33 + + + — E31 — + - -

L 0L [ R [LR [LR || [ [[Ls [ R [ LR | LR, |
Eo || — - + — Ey | — | — + —
E, + + + — FE,, -+ + —+ —
Es;s - + — — FE,, — + — —
E, || + — — — E, ||l +| - - _

Dependendo de nosso interesse mudamos a maneira de ler a tabela. Verticalmente, a
tabela da a matriz associada ao operador que aparece na primeira linha e horizontalmente, a
matriz d&4 a combinacao linear exata de operadores, multiplicado por quatro, correspondente
a matriz que tem o nimero 1 na posigao uv especificada na primeira coluna. Entao, olhando
verticalmente, podemos dizer

o O O
o o = O
o= O o
— o O O
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Esta é uma matriz muito bem conhecida. Vamos escrever a matriz associada ao operador
L,R,. Olhando verticalmente temos —1,—1,41, +1 para as posi¢oes 00, 11,22,33 o que sig-
nifica

-1 0 0 O
- -1 0 0
Lk = 0 010
0 0 0 1
ou, para L;R, temos
0 -1 0 0
. -1 0 0 0
Ly, = 0 0 0 -1
0 0 -1 0
e para L,,
0 0 -1 0
| 0 0 0 1
L= 1 0 0 0
0 -1 0 0

Mas se lermos a matriz horizontalmente, podemos ver como se escreve o elemento da
base correspondente & posicao relacionada ao operador quaternionico. O operador final deve
ser dividido por quatro. Por exemplo, para a matriz cujo tinico elemento nao nulo é a,, = 1,
a tabela mostra a linha 4+, —, —, — entao, temos

1-L,R, —L,R, — L;R;4
4

cocoo

cocoo

cocoo
Il

o oo

Outros exemplos sao

00 0 0
0 0 1 0 o *L3 + R's - L1R2 - Lle
000 0|~ 4
0000

e
00 00
000 0| _ L —R,—LR;— LR,
0000 |~ 4
00 1 0

Naturalmente, dada qualquer matriz, por exemplo

0
-1
0
0

o O o
—= NN OO
— o O O
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podemos fazer as operacoes nas linhas correspondentes da tabela e encontrar o resultado,
que neste caso é dado por

1— LyR,
2

L,R,+L,R, —-L,+R,—L,R;— L3R,
4 + 4

3
+ Z(LB - R;) -

Para fazer uma traducao completa devemos considerar matrizes complexas 4 X 4 e para isso
introduzimos o elemento ¢ € C. A base do espago das matrizes complexas 4 x 4 tem 32
elementos, 16 elementos da parte real e para os 16 restantes, basta multiplicar as matrizes
por i e a tradugao correspondente em Clg, serd dada pela multiplicagao por R,,. Por exemplo,

i 0 0 O
O 0 0 0 _ 1_L1R1_L2R2_L3R3
0000 |- " 4
0 0 0 O
ou,
00 0 O
O 0 i 0 _ _L3+R3_L1R2_L2R1
0000 |1 4
00 0 O
e
00 0 O
O 0 0 O _ L1_R1_L2R3_L3R2
0000 |1 4
00 ¢z O
Finalmente,
Qoo+ 10y 0 0 O
0 O 0 0 _ 1_L1R1_L2R2_L3R3 +1_L1R1_L2R2_L3R3
0 000 |=" 4 1
0 0 0 O

Geometria e,-complexa
Agora, seguindo os mesmos passos da se¢ao anterior iremos reconstruir os de 32 elementos

que determinam a base canOnica para as matrizes complexas de ordem 4, porém, usando
geometria e,-complexa, isto é, a funcao de onda é dada por

P=@pot+ e+ NP +nep; .
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Utilizando o critério anterior temos a seguinte tabela:

[ JLT[LR ] + [+LR] [ 2 [nhBi] *n [«0oLlR |
Eoo + - + - E02 - + + +
E11 + + + + Ezo + - + +
E22 + - - + E13 - - + -
E33 + + - - E31 + + + -

[ L [ LB [#Ls [+LR | [ [[Lon [nLof [ * Loy | xnLsR, |
En -] + [ -1 + Ew| + ] - + =
Elo + + + + Eg() + + - -
E23 - + + - E12 - - - -
E32 + + — — E21 _ =+ + -

Podemos escrever a matriz real associada ao operador L, R, usando geometria e,-complexa.
Lendo a matriz verticalmente temos

-1 0 00
0 1 0 0
=190 10
00 01
ou, para % L, R, temos
0 1 0 O
10 0 0
* LR, = 0 0 0 —1
0 0 -1 0
e para *1),
0 010
i 0 0 01
11000
01 00

Lendo a matriz horizontalmente, lembre que a linha é multiplicada 4, podemos escrever os
32 elementos da base. Alguns exemplos sao

100 0
00 00| 1-LR +%—%LR,
00 00|~ 4
0000
ou,
0000
00 1 0 _—L27]—77L3R1—*L277—*L377R1
000 0|~ 4
0000
€
0000
10 0 0| _ Ly+LsR +*L,+*L;R,
000 0|~ 4 '
0000
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Operador momento

Enfatizamos repetidamente a nao comutatividade dos quatérnions. Novamente, a nao
comutatividade encoraja uma discussdo importante [5]: a posi¢do da unidade imagindria e,
no operador momento. Baseado no caso classico podemos escrever

P,=—-L,h® ou Pr=—-R, hd

onde o operador linear real anti-Hermitiano 8 = (9,,0,,0,) representa o operador de
translacao espacial.

Na mecanica quantica cléssica, as propriedades mais importantes do operador momento,
P, sao
1) P é um operador Hermitiano,
2) P e H, onde H é a Hamiltoniana do sistema, sdo compativeis, isto é, [P, H] =0

Agora, vamos analisar ambos os casos. Primeiramente consideraremos

P.=—-L,hod

e podemos ver que é um operador Hermitiano porque

.Pue) = [@r TPip=—n [ Te 0

(P, ) :/d3r Pngo:/dST (—e, hOY) p = —h/d3r e, Op
sdo iguais'. Temos também
[xma —€ han] ¢ =6 hémn Tﬁ .

Verificando se P, e o hamiltoniano quaternionico, H, comutam encontramos que a posi¢ao
a esquerda de e, nao permite a compatibilidade desejada. Deste modo, abandonamos esta
defini¢do. Considerando a segunda possibilidade

Pr=—-R, RO,

INote que fizemos integragio por partes para obter a tltima expressio (P, ¢).
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é facil ver que

[Pr,H]tp =h[H,0]¢pe =0.

Calculando o comutador entre Py e x encontramos
[T, —Ry B0y = hdpmn e, .

Porém, analisando a hermiticidade de P, vemos que este nao é um operador quaternionico
hermitiano. Temos

(6.Pup) = [ @ TPup=-h [@r Tope,

Puso) = [ @ Pubo= [@r CRFOD0=-h [@r Tope,

ou, reescrevendo,

(¥, Prip) = (Prth, ) = hles, (4, 09)]

que, em geral, é nao nulo. Mas, se adotarmos a geometria complexa encontramos

(¢7,PR<P) = (Pva ©)

e entdo podemos dizer que Py é um operador Hermitiano, satisfazendo nossas necessidades.
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