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Resumo

Neste trabalho apresentamos algumas aplicagoes do formalismo de Dubovitskii
e Milyutin a problemas de controle distribuido. Apresentamos um problema de
controle relacionado ao processo de esterilizagao de comida enlatada e fornecemos
uma demonstracao rigorosa do programa de controle adotado para este processo.
Uma simulacao numérica deste processo é feita utilizando-se pardmetros reais
obtendo-se o perfil da temperatura de controle e visualizando-se a evolucao da
temperatura no interior da lata e o decaimento das concentracoes de microor-
ganismos e nutrientes. Aproveitamos um problema de controle ji estudado em
fluxo bioconvectivo cldssico e com o uso do formalismo de Dubovitskii e Milyutin
obtemos as mesmas condigoes necessdrias de otimalidade de uma maneira mais
eficiente e mais rdpida mostrando a praticidade do Formalismo. Um problema
de controle em fluxo biocovectivo generalizado é apresentado e sao obtidas as
condicoes necessdrias para este problema mostrando-se que as condigoes obtidas
para este problema generalizam as condigoes necessérias obtidas no caso de fluxo
bioconvectivo cldssico.



Abstract

In this work we present some applications of Dubovitskii and Milyutin’s for-
malism to distributed control problems. We analyse a control problem related to
the process of esterilization in canned food and give a rigorous proof of the control
program performed using real parameters and the control temperature profile is
obtained. We obtain the evolution of the temperature in the can and the concen-
tration decreasing of microorganisms and nutrients. We use a control problem in
bioconvective flow already studied to make an application of the Dubovitskii and
Milyutin formalism to obtain the same necessary conditions of optimality in more
quick and efficient way showing that the theory is useful. A control problem in
generalized bioconvective flow is presented and we get the necessary conditions
for this problem showing that the conditions we obtain for this problem generalize
the necessary conditions obtained in the bioconvective flow case
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Lista de Simbolos

Notagoes Gerais
(,°) produto interno em L?(£2).

RIS norma no espago L2().
Ve = (aa—gfl, 8‘9—96‘32, 8‘9—;) gradiente de c.
Vu matriz gradiente.

D(u) = 5 (Vu+ (Vu)’) tensor taxa de deformagao.
Ac=37 g—ig laplaciano de c.
(A:B) prloduto interno das matrizes A e B.
% derivada normal exterior.
Espacgos Funcionais
QCR?®  aberto (um dominio).
o0 fronteira de €.
S, T partes disjuntas da fronteira de 2.
L>*(Q) = {u mensurédvel em ( e existe C' tal que |u(z)| < C q.t.p em Q}.
Ck () fungoes k continuamente diferencidveis em €2 (k > 0).
Ck(Q) fungoes de classe C*(Q) tais que para cada multi-indice a , com
|a| <k a aplicacdo x € Q — D%u(x) se estende continuidade a Q.
LP(Q) = {u mensurdvel em Q e [, [ul’ dz < 00,1 <p < o0} .
L7 (@) = (LP()"
wme(Q), H™(Q2), HJ*(Q) espagos de Sobolev.
V ={ve (H}Q))?|divv=0}.
E&S ={ueH(Q)|u, =0, u-n, =0}.

L? espago das fungoes de L?(Q) que tem média zero.
H! espago das fungoes de H'(Q) que tem média zero.
Li(0,T, B) espago das funcoes com valores em B definidas em (0,7") que

sao integrdveis no sentido de Bochner.
J(@) = {ue (€*@)" [u, =0, u-m, =0, divu=0}.

Jo(§2) o fecho de :](Q) na norma HuHHéS = ||Vul],.

X = L®(Q) x HY(Q) x L2(Q) x LA(Q).

H = (L2 ()"

X* = (L>®(Q)* x H Q) x L*(Q) x L*(Q).

W(T) = {x e L2(0,b; X) ’x e L2(0,b; X*) } .

K C [0,4+00) é um intervalo fechado, ndo degenerado e nao vazio.
Xo=V x H.

Yo = VxR,

My=V x K.
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Z = Jox HY(Q).

Y = HY(Q) x JoxR.

M= H'(Q) x Jy x K.

Notacgoes do Capitulo 3

T = temperatura, K.

Ty = temperatura inicial,’ K.

Tr = temperatura da autoclave, °K.

t = tempo, min

L = altura do cilindro (lata) em cm.

R; = raio do cilindro em c¢m.

Ty = tempo final do processo, min.

¢m = concentragdo de microoganismos, esporos/ml or UFC/gr onde UFC
significa (unidades formadoras de colonia).

cim = concentracao inicial de microorganismos.

¢, = concentracao de nutrientes.

crn = concentracao inicial de nutrientes.

(1 = concentracao média final de microorganismos desejdvel dentro da lata,
107° <(C; < 10719,

K; = fator pre-exponencial , para i=m,n 1/min.

E; = energia de ativacao para destruigao de espécies i, i = m, n, Kj/mole, (J/mole =
0,239.cal /mole).

R = contante da lei do gés, 1,987 cal/°K.mole.

a = difusividade térmica, cm? /min.

Observe que estamos usando o sistema de unidades MKS-"K .

Notagoes dos Capitulos 4 e 5

1 CR3 ¢ um domifnio limitado, com froteira 02, representando a regido de
escoamento do fluido.

u(z,t) = (uy(z,t), ug(x, t), us(z,t)) €R® denota a velocidade do fluido em um
ponto z = (1, xs2,x3) € {2 e instante ¢t € [0,7], onde 0 < T' < 4o00.

p(z,t) é a pressao hidrostédtica no ponto z e instante ¢.

c(x,t) representa a concentragdo de microorganismos no ponto x € € e in-
stante ?.

v(.) > 0 & a viscosidade fluido.

0 é a constante que indica a taxa de difusao dos microorganismos.

g € a intensidade da aceleragao da gravidade (suposta constante).

f representa uma forga externa dada.

i3 = (0,0, 1) é o vetor unitdrio na dire¢ao vertical.

U denota a velocidade média de natagao dos microorganismos, na direcao
vertical.

~ € uma constante positiva, dada por v = [’:—0 —1, onde p, € p,, sao a densidade
de um organismo e a densidade da cultura em Huido, respéctivamente.
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Introducao

Devido ao avango tecnolégico ve-se nos dias atuais um interesse cada vez
maior em problemas de controle e a necessidade de se resolver problemas cada vez
mais complicados. Descobriu-se que apesar da grande diversidade desses prob-
lemas eles podem ser atacados por uma visao analitico funcional inicialmente
sugerida (criada) por A. Ya. Dubovitskii e A. A. Milyutin. Este enfoque ab-
strato de tratar os problemas de otimizacao foi divulgado na excelente monografia
de Igor Vladimirovich Girsanov [1]. E interessante observar que na monografia
mencionada existem aplicagoes a dois problemas cldssicos de otimizacao, a saber:
condigbes necessdrias de otimalidade nos problemas de dimensao finita (regra de
Karush-Kunht-Tucker) e problemas de controle 6timo onde a dindmica vem dada
por equagoes diferenciais ordindrias (Principio de otimalidade de Pontryagin).
Desta forma, se mostra claramente um fato importante: os dois principios de
otimalidade de condigoes necessdrias podem ser deduzidos do mesmo principio
abstrato. Naquela monografia nada foi dito quanto a possibilidade de se usar este
forma-lismo em problemas de controle nos quais a evolucao do sistema sao dadas
por equagoes diferenciais parciais. O primeiro trabalho que temos conhecimento
onde é aplicado a teoria de Dubovitskii e Milyutin & probelmas de controle dis-
tribuido foi o artigo de Papageorgiu e Papageorgiu ([30]) surgido no ano de 1990.
Neste trabalho é usado o formalismo para obter condicoes necessérias e suficientes
para um problema de controle abstrato onde o sistema envolve pardmetros dis-
tribuidos nao lineares e também apresentam um exemplo envolvendo o operador
diferencial parcial de segunda ordem.

Nos ultimos anos algumas extensoes do formalismo de Dubovitskii e Milyutin
vem aparecendo na literatura cientifica, veja por exemplo, teoria de Dubovitskii
e Milyutin de segunda ordem [3]. Em [2] podemos encontrar uma outra versao
do Teorema de Dubovitskii e Milyutin onde as restricoes de igualdade sao con-
sideradas separadamente e considera-se cada restricao de igualdade gerando um
conjunto ao invés de se considerar um tunico conjunto englobando todas as res-
trigoes de igualdade. Apesar das duas versoes serem equivalentes na prética a
diferenca é notada no momento em que se calculam os cones e cones duais as-
sociados as restricoes de igualdade. Dependendo dos operadores envolvidos os
célculos sao facilitados em uma determinada versao e é por esse motivo que usare-
mos essa nova versao em nosso trabalho no capitulo 3. Nos trabalhos de Avakov
[7], [8], sdo abordadas questoes relativas aos chamados problemas anormais, onde
o multiplicador associado ao funcional objetivo é zero. Quando o multiplicador
associado ao funcional objetivo é zero, a regra dos multiplicadores nao tem sentido
jé que o funcional objetivo nao estd presente. Neste caso, necessitamos de outras
ferramentas que nos permitam resolver o problema. Citamos também védrios ou-
tros trabalhos interessantes que envolvem o formalismo de Dubovitskii e Milyutin:
[4], [5], [6]. Estes trabalhos ainda nao tém sido aplicados ao controle distribuido
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mas acreditamos que eles poderiam clarificar os chamados problemas de controle
singular.

Um estudo detalhado da monografia de Girsanov foi feito em [11] e de alguns
trabalhos de Avakov em [10]. Queremos salientar também, que outros trabalhos
de aplicagoes do formalismo de Dubovitskii e Milyutin sao [12], [13], [14], [15], [16],
[17], [18]. |Os trabalhos [15], [16] e [17] referem-se a aplica¢do do formalismo de
Dubovitskii e Milyutin ao processo de esterilizacao de comida enlatada e o trabalho
[17] envolve questoes numeéricas referentes a esse processo de esterilizacao. Todos
os detalhes destes trabalhos citados sao encontrados no capitulo 3 do trabalho que
ora expomos.

Nosso intuito neste trabalho é apresentar aplicagoes do formalismo de Dubovit-
skii e Milyutin a trés problemas que envolvem parametros distribuidos. No Capi-
tulo 1 apresentamos os espagos de Sobolev, além disso introduzimos o espago de
média zero L2, H' e algumas notacoes que serao usadas ao longo de todo o nosso
trabalho. Este primeiro capitulo tem um carater mais geral e € bem sucinto, pois,
devido a grande diferenca entre os trabalhos que serao apresentados no capitulo
3 e nos capitulos 4 e 5 iremos apresentar em cada capitulo as preliminares que se
fizerem necessdrias para que o leitor identifique o que serd abordado. No Capi-
tulo 2 é fornecida uma breve descrigao do formalismo de Dubovitskii e Milyutin
onde definimos cone, cone dual, direcoes de decrescimento, direcoes factiveis e
direcoes tangentes, sendo estes conceitos fundamentais para a compreensao do
formalismo. Apresentamos o teorema de Dubovitskii e Milyutin e uma versao
do Teorema de Dubovitskii e Milyutin devido a Urszula Ledzewicz-Kowalewska.
Fornecemos também alguns resultados sobre o calculo de cones e cones duais sem
as demonstragoes correspondentes; sendo que o leitor desejoso de maiores detalhes
sobre este capitulo deve consultar a monografia de I. V. Girsanov ([1]). No Capi-
tulo 3, aplicamos o Formalismo a um problema de controle envolvendo o processo
de esterilizacao de comida enlatada cujo objetivo é maximizar a retencao de nutri-
entes para obter uma determinada concentracao de microorganismos no final do
processo, e no mesmo capitulo apresentamos uma simulagao numérica envolvendo
este processo. Aproveitamos o modelo fornecido em [20] para aplicar o formalismo
mencionado e fornecer uma demonstracao rigorosa do programa de controle do
tipo Bang-Bang, o mesmo tipo de controle por eles obtido através da minimizacao
do Hamiltoniano associado ao problema de minimizacao. No trabalho de Manoj
e Nadkarni ([20]) observa-se que uma maior énfase foi dada a simulagdo numérica
do processo de esterilizacao sendo que a parte matemdtica formal é muito insi-
piente e além disso, eles fazem hipéteses adicionais sobre o Hamiltoniano que nao
sao necessdrias quando se faz uso do formalismo de Dubovitskii e Milyutin. Sem
nenhuma hipétese adicional mostramos com todo o rigor mateméatico que o pro-
grama de controle é do tipo Bang-Bang concordando com o programa de controle
obtido por Manoj e Nadkarni. Usamos também no capitulo as idéias contidas em
[30] sendo que todas as demonstragoes nele contidas sdo de nossa autoria, pois,
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no caso especifico do problema de esterilizacao de comida enlatada os operadores
obtidos nao satisfazem as hipé6teses contidas em [30]. Sem a pretensao de ser-
mos originais apresentamos uma simulagao numérica do processo de esterilizacao
obtendo a temperatura controle para a esterilizacao de carne de porco enlatada.
Para esta parte assumimos que o controle é tipo Bang-Bang com um tnico tempo
comutador, pois este tipo de controle é mais realista e nos fornece uma boa idéia
do comportamento da temperatura e do decrescimento dos nutrientres e microor-
ganismos no interior da lata. Em [20] foram feitas vérias simula¢oes numéricas
mas naquele trabalho eles nao especificam que método usaram para obter seus
resultados, e agora, com programas mais modernos e computadores mais rapidos,
lancamos uma nova luz sobre este problema que continua sendo atual. No Capi-
tulo 4 aplicamos o formalismo a um problema de controle em fluxo bioconvectivo
cléssico cujo objetivo é encontrar os valores médios da concentracao que irao nos
fornecer um determinado campo de concentragao dado. Neste caso nosso objetivo
é mostrar como o formalismo de Dubovitskii e Milyutin é uma ferramenta eficaz
e bastante pratica para a resolucao do problema. Usamos as idéias contidas no
trabalho de A. Cipiting, R. Stavre, ([23]), onde eles provam a existéncia de um
controle 6timo e obtém as condigoes necessarias de otimalidade para o problema de
controle através de um outro método. Aproveitamos os resultados obtidos e apro-
fundamos os detalhes das demonstracoes efetuadas para um melhor entendimento
do trabalho. Nossa contribuicao neste capitulo foi o uso de uma nova ferramenta
para a resolu¢ao do mesmo problema. Nossa ferramenta mostrou-se mais pratica e
igualmente eficaz na resolugao daqule problema, obtendo-se as mesmas condicoes
necessdrias que eles obtiveram.

No Capitulo 5, estudamos um problema de controle, similar ao problema de
controle em fluxo bioconvectivo cldssico, envolvendo as equagoes de fluxo biocon-
vectivo generalizado ( a viscosidade depende da concentragao de microorganismos)
que foram estudadas em [26] onde mostrou-se a existéncia de solugoes fortes e fra-
cas nos casos estaciondrio e de evolugao. Neste sentido apresentamos as equagoes
de fluxo bioconvectivo generalizado, o problema de controle e mostramos que as
condigoes necessdrias aqui obtidas generalizam as condigoes necessdrias obtidas no
Capitulo 4. Com excessao do teorema 5.1, todas as demais demonstracoes efetu-
adas neste capitulo sao inéditas e de nossa autoria, mostando que a contribuicao
foi significativa. Em relacao a isto observa-se que a nao linearidade causada pela
viscosidade nao constante impos um maior trabalho em relacao aos cédlculos dos
cones tangentes. Neste sentido nossa ferramenta mostrou-se bastante 1itil e essa
dificuldade pode ser superada de uma maneira bastante rapida e eficiente. Quere-
mos deixar neste momento nossos agradecimentos ao Prof. Jaime Ortega da Uni-
versidade de Bio-Bio ( Concepcion, Chile) pelas valiosas sugestdes neste capitulo.
Finalmente colocaremos alguns problemas em aberto que nos parecem interes-
santes de serem estudados no futuro entre os quais podemos citar o problema de
controle no caso de evolugao que serd objeto de nosso préximo trabalho.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Vamos supor que £ C R? ¢ um domfnio limitado de classe C2.
Denotaremos por LP(£2), 1 < p < oo o espago de fungdes Lebesgue p inte-
graveis com as normas usuais

1/p
1l = (Auwwmﬁ d<p<oo

[/l = supess|f(z)|
e

para p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert separdvel com o produto interno

(f.9) = Jo [(x)g(x)dx

Para o caso de fungoes vetoriais denotaremos LT (Q2) = (LP(Q))3.
No caso p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert separdvel com o produto interno

Por simplicidade usaremos a notagao [|-||; para ||| 2(q) ot [|[lgzq)-
Param > 0e 1 < p < oo consideraremos os espagos de Sobolev:

Wme(Q) = {u € LP(Q) |D € LP(Q),Y |a| < m},
COIm a norma

1/p

HUHm,p = Z ||D°‘u\|’£p(m
la|<m
O fecho de C§°(©2) na norma |[|-[|,, , & denotado por Wy™"(2) e para o caso p = 2
utilizaremos a notacao padrio HJ'(Q) = WJ*(€). Usaremos a notacio padrio
H™(Q) = W™2(Q) e também denotamos por H™(f2) o dual de HZ*(2). Também
definimos neste caso H™(2) = (H™(Q))3.
Denotaremos por WP (0R2) o espago de tragos sobre 0f, correspondente a
W1P(Q). Tal espago serd equipado com a norma

-4y = 108 Nl [0 € W2(0), 0= 5 sobre 092}

1



No caso p = 2, denotaremos H'/?(0Q) = W'/>?(0Q)(Adams[29])
L? denotard o subespaco fechado de L?(f2) formado pelas fungoes ortogonais

as constantes, isto é,
/ rdxr = O}
Q

/Qrda::O}

munido do produto escalar a(c,r) = (¢,r) 7 = [, Ve Vrda e respectiva norma
associada

L2 = {r € L*()

e PAI/l(Q) denotara o espago de Hilbert

HY(Q)=12NH' = {7“ € H'(Q)

1/2
1/2
el oy = (o))" = ([ 196l ae) = el

Temos a seguinte estimativa

lell, < Cllell iy Ve € HA(Q).

Quando nada for mencionado a notagao ”—" indicard convergéncia forte e
7 —” indicaréd convergéncia fraca.

LEMA 1.1. (Lax-Milgram) Seja H um espago de Hilbert, a(u,v) uma forma
bilinear continua e coerciva sobre H x H. FEntao para todo ¢ € H* existe um
inico u € H tal que a(u,v) = (¢, v)g+xu, Vv € H.

Além dos fatos acima mencionados utilizaremos constantemente as imersoes

de Sobolev (ver [29]).



CAPITULO 2

O FORMALISMO DE DUBOVITSKII E MILYUTIN

2.1 Introducao

No 1ltimos anos um avanco vertiginoso tem acontecido em duas grandes dreas
da matemadtica: optimizacao e teoria de controle envolvendo derivadas parciais.
Em um primeiro momento estas duas dreas tem percorrido caminhos um pouco
diferentes e os métodos e técnicas desenvolvidas por cada uma delas tém con-
seguido responder muitas perguntas tedricas e resolver muitos problemas reais
mas a interseccao entre elas ainda estd um pouco ténue.

Queremos ressaltar neste momento, como as técnicas de programacao matematica
em dimensao infinita enriquecem a teoria de controle envolvendo derivadas parci-
ais e clarificam algumas condigoes colocadas nestes problemas.

Daremos agora uma breve introducao ao formalismo de Dubovitskii e Mi-
lyutin, que sao técnicas de programacao matemadtica em dimensao infinita onde
através do uso de cones e cones duais obtém-se a regra dos multiplicadores de
Lagrange em uma versao funcional. Devido a seu carater eminentemente abstrato
esta teoria pode ser aplicada a uma ampla gama de problemas de extremos, que
nada mais sao que os problemas de minimizac¢ao e maximizacao de um funcional
sujeito ou nao a restrigoes. Os problemas de extremos foram objeto de pesquisa
matemadtica desde os primeiros estdgios de desenvolvimento da matematica. Os
primeiros resultados foram entao sistematizados e conseguidos através do cdl-
culo de variacoes, com suas intmeras aplicacoes em fisica e mecénica. Uma
atencao especial foi devotada principalmente a andlise de funcoes suaves e fun-
cionais definidos sobre o espago inteiro ou alguma variedade suave. Independente
do célculo de variagoes a teoria de aproximacao foi desenvolvida e os métodos
pertinentes a esta teoria tem um carater préprio.

O progresso tecnolégico apresentou o cédlculo de variacbes com um novo tipo
de problema: o controle de objetos cujos pardmetros de controle sao varidveis em
algum conjunto fechado com fronteira. Problemas de varios tipos envolvendo este
tipo de condigao foram investigados por Pontryagin, Boltyanskii, Gamkrelidze e
Mishchenko, que estabeleram as condigoes necessarias para um extremo - o assim
chamado Principio do Médximo de Pontryagin.

Abordaremos aqui a teoria desenvolvida por Dubovitsskii e Milyutin para a

3
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determinacao de condicoes necessdrias de extremos para o problema
Minimizar fo(z)

sujeito a F(z) =0,
zeC.

Nesse sentido, damos algumas definicoes preliminares, seguidas de alguns re-
sultados sobre os cones de direcoes de descida de f, direcoes factiveis e de direcoes
tangentes. Logo depois, apresentamos o Teorema de Dubovitskii e Milyutin, que
nada mais é do que a regra dos multiplicadores de Lagrange em uma versao fun-
cional, e também apresentamos uma outra versao do teorema de Dubovitskii e
Milyutin de autoria de Urszula Ledzewicz-Kowalewska. Para que possamos utliza-
los na prética, seguimos com o desenvolvimento dos célculos dos cones e de seus

duais. Os detalhes a respeito de assunto podem ser encontrados na monografia de
I. V. Girsanov ([1]).

2.2 A equagao de Euler-Lagrange

Nesta sec@o, F(z) serd um funcional definido sobre uma vizinhanca V de
xo € F, sendo F um espaco de Banach. Consideraremos também dois tipos de
conjuntos que restringirao a variavel x, a saber, );, i = 1, ...n, que serao conjuntos
de interior nao vazio, e (),,+1, que serd um conjunto sem pontos interiores.

Em geral, Q;, i« = 1,...n, serao determinados por restricoes de desigualdade,
e Q11 por restrigoes de igualdade. Considerando @) = ﬂ?jll ()i, nosso problema

serd encontrar xg € () tal que

F(xo) = i F(z).

Seguiremos agora com um conjunto de defini¢oes que sao a base do formalismo
de Dubovitskii e Milyutin.
Definicao 2.1. Seja E um espaco normado e f um funcional definido sobre

(1) Um vetor h é dito uma diregao de descida do funcional f(x) no ponto
xo, se ewiste uma vizinhanca V de h, um niumero estritamente negativo
a = a(F,zg,h) e um nimero gy > 0 tais que para todo € € (0,¢q) e qualquer
h €V werifica-se a desigualdade

f(zo +ch) < f(xo) + ea.

(2) Dizemos que o funcional f é regularmente de descida se suas diregées
de descidas no ponto xq formam um conjunto convexo.
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(3)

(6)

Sendo @) dado por restricoes de desigualdade, dizemos que o vetor h é uma
direcao factivel para () no ponto xg, se existe uma vizinhanga V do vetor
h e um nimero ey > 0 tais que, para quaisquer € € (0,60) e h € V, se
verifica xo +eh € Q

Uma restricao de desigualdade () é dita regular no ponto xy se o conjunto
das direcoes factiveis para () em xy é convexo.

Dizemos que o vetor h é uma direcao tangente a () no ponto g se existe
go > 0 tal que para qualquer ¢ € (0,eq) existe um ponto x(¢) € @ de modo
que se colocarmos x(c) = xo + ch + r(c) entdo o vetor r(e) € E é tal
que, para qualquer vizinhanga V de zero, %T(e) € V para qualquer € > 0

suficentemente pequeno, ou equivalentemente
(@) = ofe).

Uma restricao de igualdade @) é regular no ponto xy se o conjunto das
diregoes tangentes a () em xg é convero.

NOTA 2.1 : A definicao 2.1, 1), é de cardter geral e ¢é vélida para qualquer
funcional, mas na teoria de Dubovitskii e Myliutin ela serd aplicada mais con-
stantemente ao funcional objetivo. Se ) for dado por restrigoes de igualdade a
definigao 2.1, 3), acima nao tem sentido, por isto, precisamos da definigao 2.1,5).

NOTA 2.2. N definigao 2.1, 5), definimos vetor diregao tangente e quando o
conjunto dos vetores tangentes ¢ um subespaco ele é chamado espago tangente.

Defini¢ao 2.2. Um conjunto K é dito um cone se Ax € K para qualquer A > 0
ex € K.

PROPOSICAO 2.1. Temos

(1)
(i)
(i)

As direcoes de descida geram um cone aberto com vértice em 0.
As diregoes factiveis geram um cone aberto com vértice em 0.

As diregoes tangentes geram um cone com vértice em 0.

Defini¢do 2.8. Seja IC um cone em F, seu cone dual * é o seguinte conjunto
dado por

Kr={feFE"|f(x) >0, Vz e K}.

NOTA 2.3. O uso da notacao K* para o cone dual nao parece préprio, pois se
K = E, entdo K* = {0} # E*. Contudo, isto é usual na literatura, ndo devendo,
portanto, causar confusao.

Agora o resultado principal.
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TEOREMA 2.1(Dubovitskii e Milyutin). Suponha que o funcional F(x)
assume um minimo local sobre () = ﬂ?jll Q; no ponto xg € Q). Suponha ainda que
F(z) é regularmente de descida em xy, com diregcées de descida Ky, as restrigdes
de desigualdade Q;, i1 = 1,...,n, sdo requlares em xq, com direcoes factiveis K;,
a restricao de igualdade Q11 é também regular em xy, com direcoes tangentes
Kni1- Entao, existem funcionais lineares continuos f;, i = 0,1,....n + 1, nao
simultaneamente nulos, tais que, f; € K, 1 =0,1,....n+1, os quais satisfazem a

equacgao de Euler-Lagrange
f0+f1++fn+fn+l = 0.

O Teorema seguinte é uma nova versao do Teorema 2.1 e foi mostrado por
Ledzewicz-Kowalewska [2].

TEOREMA 2.2. Suponhamos que:

(1) O funcional F(z) atinge seu minimo local no ponto xq € M = (.5;" M;.

(2) F(z) ¢ um funcional regularmente de descida no ponto zp com cone de
direcoes de descida Cj,

(3) As restrigoes de desigualdade M; para i = 1,2, ..., n sdo regulares no ponto
xo com cone de diregoes factiveis C;, i = 1,2, ...,n.

(4) As restrigoes de igualdade sao da forma M; = {x € X |P,(z) =0} onde
P, : X — Y, sao operadores estritamente diferencidveis em alguma vizinhanca

do ponto xy € M, mas nao todos os operadores P; sao regulares neste ponto; o
operador P : X — [[Z™,Y; dado pela formula P(z) = (Poy1(2), ..., Poym(2))

1=n-+1
satisfaz a condigao que Im(P'()) é um subespaco fechado de J[/27" Y; .
Entao existem formas lineares continuas f; € Cf parai =0,1,2,...,ne \; €

Y* 1 =n+1,..,n+ m, nao nulas simultaneamente e tais que

f0+f1++fn+fn+1++fn+mzo
onde fi—(P/)*(zo)\; parai=n+1,...,n+ m.

NOTA 2.4. Do Teorema acima vemos que, para obtermos uma caracterizacao
analftica das condigoes de otimalidade, devemos conseguir calcular os cones asso-
ciados as diferentes restricoes do problema dado e, posteriormente, devemos saber
calcular os cones duais associados. No Teorema 1 a dificuldade reside em se cal-
cular o cone dual do cone de dire¢oes tangentes (usando o Teorema de Lyusternik

[1]). No Teorema 2 a dificuldade esta em se provar que Im(P’(x)) ¢ um subespago
fechado.

2.2.1 C(Célculo dos Cones

Apresentamos nesta secao alguns resultados e defini¢oes que sao necessérios
aos cdlculos de cones e cones duais. Todos os resultados desta se¢ao, bem como
suas demonstracoes sao encontrados na referéncia ([1]).
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O teorema 2.3 abaixo nos fornecerd uma maneira prética de calcular o cone
de diregoes de decrescimento de um funcional F'(x). Antes de enunciar o teorema
convém introduzir a seguinte definicao:

Definigao 2.4. Um funcional F(x) em um espa¢o normado se diz que tem
uma derivada F’(xg,h) no ponto xy e na dire¢io h se

lim F(zo+ €h) — F(xo)

e—0t €

= Fl(l’o, h)

Observe que esta aplicagio pode ndao ser linear. A aplicaggo h — F'(xo,h)é
chamada derivada direcional de F' no ponto xg.

(1) Célculo do cone de diregoes de descida :

TEOREMA 2.3. Seja E um espago de Banach. Suponha que F(z) é Lips-
chitziana numa vizinhanca do ponto zy, € E, e que F' possui derivada direcional
em xy, em qualquer diregdo h. Se F'(xg, h) é convexa como funcao de h, entao
F(z) é regularmente de descida em x, e seu cone de diregoes de descida, IC, vem
dado por

K={h/ F'(xo,h) <0}.
COROLARIO 2.1 Seja E um espaco de Banach, entdo:

(i) Se F(z) é um funcional convexo continuo, entdo F(x) é regularmente de
descida em qualquer ponto e

K ={h ] F'(x0,h) < 0}.

(ii) Se F(z) é Fréchet-diferencidvel, entao F é reqularmente de descida em xq
e

K={h/ < F'(x9),h >< 0}.
(2) Célculo do cone de diregoes factiveis :

Denotaremos por K, o cone de direcoes factiveis de um conjunto () no ponto
2. Observamos que se xo € int (), entao K = F, assim os “pontos interessantes”
sao os pontos da fronteira de (). Vamos supor que () tem pontos interiores, pois,
caso contrério K = ¢.

Vamos nos dedicar ao caso especifico onde ) é definido por um funcional F'(z),
isto é,

Q=A{z/ F(z) < F(xo)}.

Se F(x) é continuo nao faz sentido estudar o caso mais geral

Q={z/ F(z) <A}, A# F(xo)}.
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pois se F'(zg) < A entdo xp € int Q e se F(xy) > A entao zo ¢ @, ou seja, xo ndo
¢ um ponto factivel.

Vamos denotar por K, o cone direcoes de descida do funcional F(z), que
determina o conjunto () acima, no ponto xg.

NOTA 2.5. A definigao de cone de diregoes de descida vale para qualquer fun-
cional e em particular podemos calcular o cone de direcoes de descida do funcional
que define o conjunto () acima.

Sempre vale K, C K, pois se h € K, existem uma vizinhanca V de h, ¢g > 0 e
o < 0 tais que F(zq + €h) < F(xo) + ea para todo h € V, mas a < 0 implica que
F(z0 + €h) < F(20) o que nos diz que zq + eh € Q pela definicio de Q. Portanto
da definicao de direcao factivel vem que h é uma direcao factivel de () no ponto
xg, ou seja, h € K.

A questao que se coloca é : quando K, C K,?. Para isto temos o teorema:

TEOREMA 2.J. Suponha que F(x) é diferencidvel em xq em qualquer diregao,
F'(x0,h) convezo em h. Se existe h tal que F'(xo,h) <0, entdo

le C {h / F,(l’o,h) < 0}

NOTA 2.6. Observe que a condi¢ao F” (xo,ﬁ) < 0 para algum h é equivalente
a dizer que K, # ¢.
COROLARIO 2.2. Suponha que qualquer das sequintes condicées se satisfaz

(i) E é um espago de Banach, F(x) satisfaz uma condi¢do de Lipschitz numa
vizinhanga do ponto xy e é diferencidvel no ponto xo em qualquer diregao,
F'(x9,h) é convexa em h, e existe h tal que F'(xg,h) < 0;

(ii) F(x) é um funcional convexo continuo e existe T tal que F(T) < F(x);
(iii) £ é um espago de Banach, F(x) é Fréchet-diferencidvel em xo, F'(zo) # 0.

Entao
Ky =K, ={h/ F'(xo,h) < 0}.
PROPOSICAO 2.2. Se () é um conjunto convexo, seu cone de direcdes fac-
tiveis vem dado por

Ky = {A(int Q — o) / A >0}
Ky = {h/h=Azx—x),x € int Q, A > 0}.

(3) Célculo do cone de diregoes tangentes

Definicao 2.5. Sejam X,Y espacos de Banach. P : X — Y é chamada
estritamente diferencidvel em x, se existe um operador A € L(X,Y) tal que,
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para todo € > 0, existe um 6 > 0 tal que para todo x1,x9 € X com ||x1 — x0] < 0
e |lz1 — @ol| <0 tem-se,

[Py — Pry — A1 — 32)|| < €| — 2]

NOTA 2.7. As seguintes conclusoes sao satisfeitas :

(i) Se P é estritamente diferencidvel em xy, entdo P é Fréchet-diferencidvel
em xog e A= P'(xg).

(ii) Se P é estritamente diferencidvel em xq, entdo existe uma vizinhanga de
onde P é continua, de fato, é Lipschitz continua.

(iii) P pode ser Fréchet-diferencidvel em xy e ndao ser estritamente diferencidvel
em xg. Considere, por exemplo, P :-R—R definida por .;

22 sex € I,
P(z) =
0sex ¢ ).

P ¢é Fréchet-diferencidvel em xo =0, com P'(0) = 0. Mas ela ndo é estrita-
mente diferencidvel, pois P sé é continua em xy = 0.

(iv) Se P é de classe C*, entdo ela é estritamente diferencidvel.

TEOREMA 2.5. (Lyusternik) Sejam X,Z espagos de Banach, V uma vi-
zinhanga do ponto xy € X, PV — Z tal que P(x9) = 0. Se P ¢é estritamente
diferencidvel no ponto xo e P'(xg)X = Z (P’ é um epimorfismo), entdo o con-
junto

M ={z / P(z) =0}

possui no ponto Ty um espaco tangente
T,,(M) = ker P'(zg) = {h / P'(z¢)h = 0}.

NOTA 2.8. Do Teorema de Lyusternik se deduz que o cone de diregoes
tangentes K ao conjunto M = {z / P(x) = 0} no ponto zy é o subespago
K ={h / P'(zo)h = 0}.

NOTA 2.9. Observamos que o Teorema de Lyusternik é uma ferramenta
poderosa para se obter o cone de diregoes tangentes, o qual é feito basicamente,
pelo célculo da derivada estrita do funcional associado. Porém, nao é possivel
utilizé-lo no caso em que o operador associado nao é estritamente diferencidvel, ou
quando a sua derivada nao é sobrejetora. Na pratica, a dificuldade se concentra na
condicao de sobrejetividade do operador derivada. Na terminologia de otimizacao,
esta ¢ uma condi¢ao de regularidade.
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2.2.2 (Célculo dos cones duais
TEOREMA 2.6. Suponha que o cone K é um subespago do espaco normado
E. Entao
K*={feFE*/ f(x) =0 para todo z € K}.

NOTA 2.10. Deste Teorema deduzimos que se o cone de dire¢oes tangentes
¢ dado por K = {h / P'(z9)h = 0} onde P satisfaz as hipdteses do Teorema de
Lyusternik entao K* = {f € E* / f(z) = 0 para todo = € K} = K° (o anulador
de K).

TEOREMA 2.7. Sejam f € E*, e K1, Ko, K3 definidos por

Ky = {z/ f(z) =0},
Ky = {z/ f(z) =0},
Ks = {z/ f(x) >0}

Entao

Ky = {\f/ —oc0o< A< +o0},
K = {M/0< A <oo},

E*se f=0,
K5 =
KC; se f#0.

Definicao 2.6. Um funcional suporte para um conjunto A C E em xy € A
¢ uma forma linear continua f € E*, nao nula, tal que f(x) > f(xo) para todo
x € A

Sejam ) C E,xq € Q, K, o cone de direcoes fativeis para () em xq, 7 o cone
das direcoes tangentes a () em zy e Q* o cone dos funcionais lineares suportes
para () em x, isto é,

Q" ={f € E"/ f(z) = f(x) para todo = € Q}.
TEOREMA 2.8. Se () é um convexo fechado, entao
Kr=Q".
Se além disso, int Q) # ¢, entao

K= Q.
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2.2.3 Condicoes suficientes

TEOREMA 2.9. Seja F(z) uma funcdo convexa continua, @i, ..., @Qp41 con-
juntos convexos, e suponha que exista um ponto = tal que z € int Q;, i =
1,.m,% € Qni1. Seja xg € Q = ﬂ;jll Q;:; seja Ky o cone de descida de F(z)
em xg, K1, Ko, ..., IC,, 08 cones de diregoes factiveis para Q1, ..., Qn, K1 0 cone
tangente para ),.1. Entdo zo ¢ um ponto de minimo para F'(z) sobre ) se e
somente se existem f; € 7, 2 =0,1,...,n 4+ 1 nao todos nulos, tal que

Jot fit ot foy1 =0,



CAPITULO 3

ESTERILIZACAO DE COMIDA ENLATADA

3.1 Introducao

O método mais bésico para a preservacao de comida enlatada é o uso de calor
para destruir bactérias que sao frequentemente capazes de destruir o produto
alimenticio enlatado pois bactérias prejudiciais sao prontamente destruidas pela
acao do calor. Como exemplo pratico deste fato a temperatura de pasteurizacao
para o leite é em torno de 143 °F por 30 minutos, ou 161 °F' por 15 segundos.

Para todos os propésitos praticos, pode-se considerar que quando a comida é
herméticamente fechada em uma lata também estarao presentes microorganismos
que nao sendo posteriormente destruidos se aproveitarao das condigoes ambientais
para danificarem o alimento. A destruicao pelo calor de organismos naturalmente
presentes no recipiente selado é a operacao fundamental de preservacao de ali-
mentos enlatados. A operacao é conhecida como processamento para esterilizagao
comercial. A combinacao de tempo e temperatura na qual o produto é aquecido
é conhecido como processo. O processo é determinado a partir do estudo da taxa
de penetracao do calor para o produto e do estudo da resisténcia térmica de es-
poros significantes. Um processo tedrico é entao calculado e testado através da
inoculacao de um esporo conhecido no produto.

O objetivo do processo de esterilizagao ¢ produzir uma condigao de ”ester-
ilidade comercial” em comidas enlatadas. ”Esterilidade comercial” de comidas
significa que as condicoes alcancadas pela aplicacao de calor fornecem um ali-
mento livre de microogasnismos prejudiciais e nao prejudiciais & saide piblica,
capaz de se reproduzirem no alimento sob condi¢oes normais de nao refrigeracao,
armazenagem e distribui¢ao. O processo recomendével de esterilizagao nao sao de-
senhados para matar todos os microorganismos no alimento enlatado. Em outras
palavras, alimentos enlatados sao ”comercialmente estéreis”, mas nao ”bacterio-
logicamente estéreis”.

Na esterilizacao de comida enlatada o principal interesse da indistria de en-
latados estd em prevenir o crescimento do Clostridium botulinum, a bactéria
danosa a comida capaz de produzir a toxima de maior letalidade. Clostridium
botulinum ¢é altamente resistente ao calor. Um processo de esterilizacao que asse-
gura a destruicao do Cl. botulinum também mata todos os outros microorganis-
mos capazes de produzir destrui¢ao de comida enlatada sob condigoes normais de
manejo e armazenamento. O mesmo também acontece com o Bacillus Stearother-
mophilus que também é altamente resistente ao calor.

12
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Atualmente o perfil de temperatura utilizado pelas industrias de enlatados
ainda continua sendo o perfil de temperatura constante. Neste processo eleva-se a
temperatura rapidamente até um certo nivel de temperatura que é mantida con-
stante durante um certo tempo e depois de decorrido este tempo de processo o
enlatado é resfriado rapidamente de modo a que sejam preservadas as caracteris-
ticas de sabor, aparéncia, odor e também nutricional do alimento. Esse pérfil de
temperatura amplamente testado e consagrado pelas indistrias tem como desvan-
tagem uma destruigdo de nutrientes um pouco maior que a necessdria. Outra
desvantagem é que nao se tira vantagem de calor latente ao final do processo pois
quando ocorre o resfriamento o centro da lata ainda continua sendo aquecido.

Nosso propésito neste capitulo é obter o programa de controle 6timo para a
maximizacao da retencao de nutrientes para uma dada reducao na concentragao de
microorganismos dentro da lata durante o processo de esterilizacao. Resolveremos
este problema utilizando o formalismo de Dubovitskii e Milyutin aproveitando o
modelo de Nadkarni e Hatton ([20]) onde é utilizado o modelo Arremius para a
taxa de destruicao de microorganismos e nutrientes e a temperatura é varidavel
obedecendo a equacao de conducgao do calor em meios sélidos. Naquele trabalho
eles resolvem o probelma de minimizagao através da minimizagao do Hamiltoni-
ano associado ao problema obtendo o programa de controle do tipo Bang-Bang.
Observa-se naquele trabalho que uma maior enfase é dada a parte numérica onde
sao determinados os programas de controles nos casos unidimensional e tridimen-
sional. Nossa contribuicao aqui ¢ no sentido de se resolver o mesmo problema
com a utilizagdo do formalismo de Dubovitskii e Milyutin mostrando que essa
ferramenta é bastante pratica para a resolucao deste problema. Usamos de todo
rigor matemdtico para resolver o problema, apresentando os espacgos adequados
e fornecendo todas as demonstragoes necessdriasa dentro do formalismo Dubovit-
skii e Milyutin. Apds a parte tedrica fazemos um experimento numérico de modo
a obter numericamente o tempo de comutacao que nos fornecerd a temperatura
controle. Nesta parte apresentamos as discretizacoes em diferencas finitas cen-
tradas utilizando geometria cilindrica e a simetria radial do problema bem como
fornecemos todos os pardmetros reais que utilizamos. Verificamos que os resulta-
dos obtidos sao bem realistas e de interesse pratico.

3.2 Preliminares

Quando B é um espaco de Banach L(0,7;B) e 1 < g < +0o denotara o
espago das fungdes definidas em (0,7") com valores em B, que sao L?— integraveis
no sentido de Bochner com as normas usuais

T 1/q
HuHLq(O,T;B):[/O Hu(t)ﬂqut] 1<g<oo

Se ¢ = 400 , L>*(0,T; B) denotaré o espago das fungoes definidas em (0,7)
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com valores em B tais que para cada t € (0,7) a funcao u(t) € B é essencialmente
limitada com a norma

[ull pooo,rm) = sup ess |u(t)]| -
te(0,T)

Quando B é reflexivo tem-se o dual topolégico,

(L%(0,T;B)) = L*(0,T, B')

onde B’ é o dual topoldgico de B e % + % = 1. Se B é um espaco de Hilbert entao
L9(0,T; B) é reflexivo para 1 < g < 400

LEMA 3.1. (Gronwall) Seja f(t) uma fungao absolutamente continua, ndo
negativa em [0, T], que satisfaz, para quase todo t, a sequinte desigualdade diferencial

f'(t) < o) f () +¥(t)

onde ¢(t) e ¥(t) sao fungoes integraveis, nao negativas em [0,T]. Entao,

£(t) < exp / 6(5)ds)[£(0) + / (s)ds]

para todo 0 <t <T.
Em qualquer ponto dentro da lata a taxa de destruicao dos nutrientes e dos
microorganismos sao dadas por equagoes da forma

dc; —FE;

Aqui, E; é a energia de ativagao para a reacao de degradacao para espécies i,
T é a temperatura dentro da lata, K; é um fator pré-exponencial para a velocidade
de reagao constante para as espécies i, R é a constante da lei do gés. Valores para
E; e K, foram listados por Lund (1975, [19]) e Thompson (1982, [21]) para um
nimero de diferentes microorganismos e nutrientes. A energia de ativacao (E;)
para os nutrientes sao geralmente mais altas do que para microorganismos e é por
esta razao que a esterilizacao térmica de alimentos enlatados é possivel. Existem
outras equagoes que podem ser usadas para descrever a taxa de destruicao dos
nutrientes e dos microorganismos mas independente da equagao usada é necessario
saber as variagoes de temperatura com o tempo em todos os pontos dentro da lata
se a concentragao de microorganismnos e nutrientes no fim do processo deve ser
determinada. Esta informacao pode ser obtida considerando a conducao de calor
dentro da lata que é governada por
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or
- = AT 2
T a (3.2)
T = Ti(y) em =0 (3.3)
T = Tr(t) Yy € S =00 (3.4)
nyT = 0, Yy € P, plano de simetria de €2 (3.5)

onde (3.2) é a equagao do calor , (3.3) ¢ a condigao inicial, (3.4) a condicao de
fronteira e (3.5) ¢ uma condigdo de simetria. Como notacdo usual adotaremos
2 como sendo o dominio em R"™ onde n = 1,2,3 (no cason = 3 , (2 é a lata ),
S = 09 (a fronteira de 2), P é o plano de simetria de € (plano de simetria da
lata), n é o vetor unitédrio externo e a condutividade térmica. Note que na equagao
(3.4) supbe-se que resisténcias de transferéncia de calor externo sao despreziveis,
o que nao pode ser realista durante a fase de resfriamento onde resisténcias de
tranferéncia finita sao frequentemente encontradas. Desprezar esta resisténcia nao
afeta, contudo, a anédlise geral e conclusoes apresentadas neste artigo, e de fato,
tais efeitos sao prontamente acomodados no modelo se necessdrio.

3.3 Modelo Matemético

A temperatura de resposta Tg(t), que é a varidvel a ser controlada afeta o
comportamento do sistema somente através da condigao de fronteira (eq.(3.4)).
Aqui, contudo, é mais conveniente transferir o controle da fronteira para o dominio
do sistema pela introducao de uma nova varidvel,

T(yut) = T<y7t>_TR(t>

com 1iSso temos

g:a_T_aTR(t):aAT_%:aAT_%

ot dt ot dt dt

com a condicao de fronteira,
T(y,t) =T(y,t) — Tr(t) = Tr(t) — Tr(t) =0 Vyes

com a condi¢ao no plano de simetria,

O=n.vT=nvY+Tg?) =n(VL+VIr(t) =n.vyT VYyeP

com a condigao inicial
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T(y) = 1(0,y) =T1(0,y) — Tr(0) = T1(y) — Tr(0).

Resumindo:

oY dT'r
n.\v T 0 Vy e P
T(y) T;(y) — Tr(0)  ,t=0.

Note que a varidvel de controle aparece como um termo com dependéncia
uniforme do tempo no dominio e é a taxa de variagao da temperatura de resposta
ao invés da prépria temperatura de resposta. Portanto as equagoes dindmicas do

sistemas tomam a forma:

dCxn —FEn
o —KnCy exp(m) (3.6)
dChyy —FEy
T i oM .
dt mCn eXp(R(T - TR)) (3.7)
oY dTr
E alAT — W
T(y,t) 0 Vye S
n.yy T 0 Vy € P
Ty) = Tily) —Tr(0) ,t=0

Nas equagoes (3.6) e (3.7), Cx = Cn (y,t) denota a concentracao de nutrientes
e Cy = Cy (y,t) denota a concentracao de microorgasnismos dentro da lata, ou
seja, para y € ().

E conveniente colocar estas equagdes diferenciais em uma forma adimensional
usando varidveis escaladas e pardmetros. Faremos a seguinte mudanca de va-
ridveis:

T=%, n=4%

xlzTRT;TI ) 1‘2:% 9'173:00—;;]0 7'17_66'}4{0
u=tp

=" a=t B=3 . E= g,
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com Cy, = Cx (y,0) e Cpy = Cys (y,0) .

Vamos agora obter a equagao do calor nas novas varidveis

oY dTr
E—@AT—W

—_ at )
fazendo 7 = #3 e n = ¢ temos,

o _otoy oror_ovr
or  Oyor Ot or Ot a
dTr CZTR@_CZTRL_2

dr dt dr dt «

DT(,7) = 12 A, Xy, 1)

: Na equacgao

logo a equagao fica do seguinte modo nas novas varidveis independentes,

a 0T 1 a dTy
- = AT - —£F
2or L2 12 dr
oY dlr
— =AT — —.
or dr
Uma nova mudanca de varidveis
. TR<T) — T]
T =—"
Ty
T(n,7)
To = TI
onde 717 é constante temos,
dry _ 1 dTg
dr Ty dr
d.fg 1 dTR 1 dTR 1 1 dTR dl’l
— === |AT—-— )| == AT - —— = Axyg — —.
dr Tr dr T < dr T Tr dr 2 dr
Portanto ficamos assim,
d.Zl
JR— — U
dr
d
2 Axy —u

dr

17
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com as condicoes iniciais (7 = 4% = 7 =0se t = 0):

Tr(0) — Ti(n)

951(777 0) = T](T/) = T10
T(1,0) _ Ti(n) —Tr(0) _ Tr(0) —Ti(n)
T; Ty T1(n)
ZL’Q(U, 0) = —T10-

Portanto temos as equacoes modificadas para a equagao do calor

dr o,

dr

dx

d_7'2 = Al‘g—u
r1(n,0) = 19
1’2(7%0) = —Tw

xo(n,7) = 0, Vnes
n.Vry, = 0, VneP.

Devemos modificar também as equacoes das concentragoes através da mu-
danga de varidvel 3 = Cy,/Cn, € x4 = Cp,/Ch, onde Cn(y,0) = Cy, €
Cr(y,0) = C)y, s@o as concentragoes iniciais de nutrientes e microorganismos,
respectivamente. Com isso temos,

des 1 dOydt 1 dOyI® 1 L . . —Ey
I T Cwodi dr  COw dt o Owia IWOn el pa—rs)
 KyIL? —Ey
- x3exp(7R(T_TR))
_EN
= —alxgexp(m).

Analogamente, vemos que,

dl’4 —EM
oo = Tl exp(ﬁ)
onde a; = K’;Lz e ay = KJ‘QLZ. Como x1 + 20+ 1= T;—ITR obtemos
dl‘g —EN
dar Tt eXp(RTI(xl + x5 + 1))
dxzy —FEy
A eXp(RTI(xl + T9 + 1))
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fazendo 8 = £M ¢ F = LN temos finalmente as equacoes
Ex RT;

dxs -F
ar exp((xl + T2 + 1))
dxy —BE
o = exp(m)

com as condicoes iniciais

x3(77»0) =1 ) $4(77»0) =1

Resumindo, as equacoes dindmicas do sistemas sao

d:l?l
JR— — u
dr
81'2
=2 Ag. —
or T2
81'3 ( —-F )
— = —arzexp(—
or o p(x1+:z:2—|—1)
33:4 o ( —6E )
— = —argexp(-——mm
or 2 p(x1+x2—|—1)
com condigoes iniciais em 7 =0 :

r1 = T

T2 = —Tuwo

Ir3 = 1

Tyg = 1

e condicoes de fronteira,

za(n,7) = 0, VneS
n.Vzy, = 0, VneP.

19

O sistema é autdénomo, isto é, nao depende explicitamente de 7 e pode ser re-

ox

presentado sucintamente da forma £ = f(z(n, 7),u(7)), onde x = (x1, x9, T3, T4).

or

Maximizar a retencao de nutrientes sobre toda a lata durante a esterilizacao
para uma dada concentracao de microorganismos pode ser estabelecida mate-

maticamente requerendo que a funcao objetivo,
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Y 3)dnd Y —E dnd
/ / YdndT = / /alxgexp((x1+x2+1)) ndr

seja minimizada através de uma conveniente escolha do controle u(7) sujeito a
restricao

1
W/QM(U,TFW?? =0

sobre a média final da concentracao de microorganismos dentro da lata, onde os
valores tipicos de (] estdao no intervalo 107° a 1071°. Na prética o controle u deve
permanecer entre certos limites.

Vamos agora descrever o procedimento que adotaremos no enfoque do pro-
blema acima colocado. Para a resolu¢ao do problema de minimizagao usaremos o
formalismo de Dubovitskii-Myliutin ( [1]), para obtermos o principio do méximo
de Pontryagin para o nosso problema em particular. Nesta secao colocaremos os
espacos funcionais, os operadores e faremos a formulagao variacional da equacao
dinamica do sistema antes de aplicarmos o formalismo mencionado. As solucoes
dos sistemas serao consideradas no sentido fraco. Mudaremos um pouco a notacao
para facilitar a leitura. Daqui por diante usaremos o seguinte: b = 7 e voltamos
agora para a notagao anterior fazendo t = 7 e z = 7. Assim = = z(z,t) =
(x1(t), xo(2,t), 23(2, 1), 24(2,t)) € u = u(t) e o nosso problema fica do seguinte
modo:

Minimizar  J(z) = fob Jo a123(2, 1) exp(m)dzdt

sujeito a
dl’l
JE— e u
dt
0
% = Axry—u
33:3 o ( —-F )
— = —arzexp(—— =
ot s O e ¥ 2 + 1)
81'4 AoTs e ( —ﬁE )
—_— f— J— X _—
ot 2 p(x1+:z:2—|—1)
com condigoes iniciais
Ty = T
T2 = —Zuwo
Trs = 1

.1'4:1
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com condigoes de fronteira

ro = 0, VzeS
n.Vry = 0, VzeP

e as restricoes

Wﬂ/m(z,b)dz =0
Q

u(t) € I = [Umin, Umax)

3.3.1 Espacos funcionais

Vamos considerar os seguintes espagos:
L2(0, b)—{ .[0,0] — R ] 2 () dm<oo}
X L>(Q) x HY(Q) x L*(Q2) x L*(Q)

(L >>
*—< (Q))* x H(Q) x L¥(Q) x L¥(Q)

(€
*(Q
{ € L*(0,b; X) ‘x e L*0,b; X*)} com a norma:

2 1/2
”xHW(T) = ( . L2(0b;x*)>

_ (/ =0 dx+/b ;d:r)1/2

Nota 3.1. Se x € W(t) entao x(t) = (x1(t), xo(t), z3(t), z4(t)) onde x1(t) €
L®(Q), xo(t) € HF (), x3(t) € L*() e 24(t) € L*(Q). Assim z4(¢) : @ —R com
z:i(t)(2) = 25(z,t), i = 1,2,3,4 e 2y(2,1) = 0 Vz € S. Analogamente 71(t) €
L®(Q), 22(t) € HH(Q), 25(t) € L2(Q) e 24(t) € L2()

x(t)

3.3.2 Operadores

Funcional objetivo:

J  W(T)—R
x— J(x)

b
—-F
= t dzdt.
/0 /Qalxg(z, )eXp(xl(z,t) + xo(2,t) + 1) &
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Equagoes dindmicas do sistema:

Siet) = ult)
%(z, t) — Axg(z,t) = —u(t)
%(z, t) + ajxs(z, t) exp( ) +_95(Z, npn 1)) = 0
%(z, t) + asxq exp( —b ) = 0.

ot (x1(z,t) + 22(2,t) + 1)

Podemos escrever este sistema na forma x(t) + A(z(t)) = B(u(t)) em X* , ou
seja
)y + Ax(t)y = Blu(t))y ¥y e X
Como Z(t) € X* = L=(Q) x H1(Q) x L2(Q) x L2() temos
T(t) = (T1(t), To(t), Z3(t), Z4(t)) e como y € X = L®(Q) x HL(Q) x L*() x L*(Q)
temos y = (yh Y2, Y3, y4) entao 5(75)9 = @1(15), y1>(L°°(Q))*><L°°(Q) +(%2(t); y2>H*1(Q)><H§(Q)+

(.TQ (t)7 yg)L2(Q) + ('T4(t)7 y4)L2(Q) ‘
Considere o operador A,

A X —X*
r — A(z)

A(z) : X —R
y — A(z)y = Ar(z)yr + Az(2)y2 + As(2)ys + As(2)ys

onde

Ay (I>y1 =0

Az(2)y2 = (Va, Vo) 12(0)

—F

AS(x)yz = (a123 eXp(m)’y:%)B(Q)
—BE

Ay(z)ys = (azzy eXp(m), y4)L2(Q)-

Também o operador B,
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B : R — X~

u — Bu

Bu : X —R

y — Bu(y) = Biu(y1) + Bau(yz) + Bsu(ys) + Bau(yas)

Buu(y) = u / 1 (2)dz
Byu(yn) = —u / ya(2)d
Bsu(ys) =0

B4u(y4) =0.

Logo
Bu(y) = u / (11(2) — (=) d=.

23

Fazendo I = [Umin, Umax] C R vemos que se u(t) € I entao tmin < u(t) < Umax.

Seja

G : W({T) —R
r — G(x)

G(z) = ﬁ/ﬂm(z,b)dz — Ch.

3.4 Problema de Controle

Agora nosso problema pode ser colocado na forma abstrata.

Encontrar x € W(T'), u € L*(0,b) que seja solugao do problema :

min  J(z)
onde
J W(T)—>]R
b -F
= t dzdt
1) = [ [ e o0l ey
sujeito a

z(t) + A(z(t)) = B(u(t)) em X*
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10
2(0) = Xo=| "
1
u(t) €
Gx) = 0

3.4.1 Andilise do funcional
LEMA 3.1. O funcional J é Frechet diferencidvel e sua derivada é

/ ’ —F
J(x)h = /0 /Qalhg(z,t) exp(m(Z’t) I 1) +
—F E
x1(2,t) + 22(2,t) + 1)' (r1(2,t) + ma(2, 1) + 1)2
(h1(z,t) + ha(z,t))dzdt.

+ay23(2,t) exp(

Prova: Considere as aplicagoes:

f: X — L3Q)

T — a1 exXp £

T1+x2+1 ) 7

I: IL%(Q) —R
y — 1(y) = [qu(2)dz,

N W(T) — L*0,b)
r— N(z),

N(@)(t) = (Lo f)(x(t))

T: L*0,0) —R
g — Z(g) = [} g(t)dt.

Portanto,

J(x) = (ToN)(x)
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E ficil ver que Z e I séo lineares e continuas. Como o operador N é o
operador de Nemitsky basta vermos que f é classe C!e usarmos derivacao da
funcao composta. Como as derivadas parciais de Frechet d; f e dsf dadas por,

d1f<$')h1 = alhlexp (_—E)

$1+IL'2+1
+ £ b h
a1x1 ex
i P Z’l—i-l'g—l—l ($1+$2+1)2 !

-F E
dof(x)he = ayx1 €x h
2f()2 171 p(x1+:v2+1> (m1+x2+1)22

sao continuas vemos que f ¢ de classe C!. Assim
J(x)h = (T (N(x)) o N'(x))h
— (ZoN'(@))h

g

N'(z)h(t) = (I o f) (x(t))h(t)

ja que f & de classe C'. Novamente usando regra da cadeia temos,

Mas

N'(x)h(t) = I( ((t)) o f'((t))h(t)
= f'((t))) h(t)
(

_ /f 2(8))h(t)2d.

Finalmente

J(z) = / / F(2(t)h(t)2dzdt

-F
- /0 /Qalh3(z’ ) eXp(xl(z,t) ¥ 2a(z, 1) + )+
—F FE
x1(2,t) + x2(2,t) + 1)' (x1(2,t) + xa(2,t) + 1)2
(h1(z,t) + ho(z,t))dzdt.

Com isso temos,

+ayxs(z,t) exp(

Ky = {h|J(x)h <0}, (cone de diregoes de decrescimento)
Kis = {h|-=J(x)h >0}
K; = {—XJ' () 0< <o}, (conedual).
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3.4.2 Analise das restricoes de igualdade

Considere o operador

P o W(T) x L*(0,b) — L2(0,b; X*) x X x R
(x,u) —  P(z,u) = (P, Py, Ps),

onde
P W(T) x L*(0,b) — L?(0,b; X*)
(x,u) —  Pi(x,u),
P (z,u) : [0,b] — X*
t — Pi(a,u)(t) = (1) + A(x(t) - Blu(t)),
Py, : W(T) x L*(0,b) — X
(x,u) —  Pa(z,u) = x(0) — ¢

Py : W(T)x L*0,b) — R
(x,u) —  P3(z,u) = G(x).

Portanto podemos escrever

P(z,u)(t) = (&(t) + Alz(t) — B(u(t)), 2(0) — zo, G(x)).

Logo as restricoes de igualdade sao da forma

M; = {(z,u) € W(T) x L*(0,b) | P{(z,u) =0,i=1,2,3}.

Portanto, vamos utilizar o Teorema 2.2 do Capitulo 2 devido a U. Ledzewicz-
Kowalewska ([2]) e para isso devemos mostrar que P; ¢ de classe C! para i=1,2,3
e Im P'(z,u) ¢ um subespago fechado de L?(0,b; X*) x X xR .

LEMA 3.2: P, é de classe C! e

Pl(z,u)(h,v)(t) = h(t) + A'(x(t))h(t) + B(v(t)).

Prova: Considere D : W(T) — L2(0,b, X*), Dx(t) = z(t). Pode ser facil-
mente provado que D é linear e como

x(1)

HD'THLZ(O,b,X*) = < ||5CHW(T)

L2(0,b;X*)
temos que D é continua, logo D'(z)h(t) = Dh(t) = h(t). Claramente D’ é continua
portanto D ¢ de classe Ct. Seja R : L*(0,b) — L*(0,b; X*), R(u)(t) = B(u(t)),
claramente R'(u)v(t) = B(v(t)) pois B ¢é linear e continua e como R'(u) nao
depende de u temos que R’ é continua e portanto R é de classe C*.
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Seja F' : W(T) — L*(0,b; X*), F(x)(t) = A(z(t)). Se A é derivdvel entao
F'(x)h(t) = A'(z(t))h(t). Vamos agora provar que se x; € L>®(Q), i = 1,2,3,4,
entdo A é de classe C*. De fato,

A: X — X*
x — A(z) = (0, Az(z), As(z), Aa(z))

onde

AQ(ZC) = —AQZQ
—-F
Ty + X9 +1
_ﬁE
r1+ 2o+ 1

)
)

As(z) = ayzzexp(

Ay(z) = agwgexp(

portanto

Al(z) = (0, Ay(z), As(x), Ay())

com

, -k
As(x)h = arhsexp(

T+ a9+ 1

)
) ) E
.131+ZL’2+1 (I1+$2+1)2

)

+G1I3(h1 + hz) exp(

—BE

Agﬁ(l’)h = a2h4 exp(m

—BE ) BE
.131+ZL’2+1 (I1+$2+1)2'

+a2x4(h1 + hg) eXp(

Observe que:
A(z(t)h(t) : X —R

Az@)h(t) © X —R
Y = (Y1, Y2, y3,ya) — A'(z(t))h(t)y

A'(z(8)h(t)y = Az(h(t)) y2 + (A3(x(£) A1), ys) 2() + (A4(2()2(t), Ya) 1
Sejam fl; fg,gl,gg X — L2<Q)
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—-F
filz) = a exp(m)
—-F FE
f2($) - exp(l’l +x9+1 (Il + 22 + 1)2
_ —PE
g1($) - ® exp(.’lll + 29 + 1)
—pE BE

T) = G274€X .
92< ) > p(l’1+$2+1 (I1+ZL‘2+1)2

Assim podemos escrever,

Az(@)h = fi(z)hs + falz)(hy + he)
Ay@)h = qi(@)ha + g2(x)(h1 + ha)

Que A’(x) é linear estd claro, vamos mostrar que A’(x) é continua:

|A (@Al = sup [A(z)hy]

llyllx=1
|A'(@)hyl < [(=Ahg, y2) 2| + [(fr(@)hs + fa(@)(ha + ha), ys)]
+[(g1(x)ha + ga()(h1 + h2), ya)]
1l gy el gy + ([ f1(2)hs + fo(@) (ha + B2)ll 120y 93]l L2
+ [lg1(z)ha + g2(x) (P + h2) || 120y 1Yall L2 -

IA

Assim

1A' ()h|

xS bl + 1A (@)hs + fo(@)(hy + ho)l 2
+ lg1(@)ha + g2 () (ha + h2)|| 20
< ||f1(x)||L°°(Q) ||h3||L2(Q) + ||f2(x)||L°°(Q) [h1 + h2||L2(Q)
+[191(2) | oo @) [1Rall 20y + [192(2) || oo ) (171 + 2| 12
< clhfly-

Veremos agora que A’ é continua. Sabemos que A" : X — £(X, X*). Seja
T, — r em X.

|4 (zn) = A2 pxxy < S [A" ()l — A'()h]
| A" (zn)h — A'(x)h]|x. = sup |(A'(zn)h = A'(z)h)y]

lyllx=1

X*



3.4. PROBLEMA DE CONTROLE 29

(A (zn)h = A'(@)hyl < [(fr(zn) = f1(2), hsys)]
+(falan) — Y
+(g1(z0) — o
+(g2(zn) —
Se ¥, — x em Xentao fi(z,) — fi(z) em L*Q) e também fi(z,) —
fi(z) em L*(Q) e isto implica que (fi(z,) — fi1(z), hsys) — 0. De modo an4-
logo os outros termos a direita da desigualdade acima convergem a zero. Logo
[ A" (zn) — A'(@)|| g(x x+) — 0 e portanto A’ & continua e com isso F ¢ classe .
Como

Pl(z,u)(h,v)(t) D' (z)h(t) + F'(z)h(t) + R (u)v(t)

= () + A@®)h() + B(o(t))

temos que P, & de classe C1.
LEMA 3.3. P,, Py sdo de classe C' e

Pé(x’u)(h> U) = h(O),

1
Py(z,u)(h,v) = ———L/nh4(z,b)dz.
€ Ja
Prova: E facil ver que as derivadas de Gateaux de Py, P3 s30

Py(z,u)(h,v) =
g@mmwzlaém@mz

Como Pj, P; nao dependem de (x,u) entao Py, P} sdo continuas (basta ver que
Pi(xy, uy)(h,v)— Py(xz,u)(h,v) = h(0) — h(0) = 0). Assim P,, P; sdo continua-
mente Gateaux diferencidvel e portanto sao de classe C.

LEMA 3.4. Im(P'(xz,u)) é um subespago fechado de L*(0,b; X*) x X XR .

Prova: Seja6,, — 0 em L*(0,b; X*)x X xR com 0,, = (wy, kn, ) € Im(P'(x,u))
e =(w,k,l). Logo

w, — w em L*(0,b; X*), k, — k em X, [, — | em R. Para provarmos que
0 € Im(P'(x,u)) precisamos das estimativas:

a) |(A'(z()h(t), h(t)| < c(t) A%

b) [B(u(t)h(t)| < clo()|[[n()]|x
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Vamos agora provar a estimativa a),

(A @ORW, B < [(Thalt), Vha(t)) 2|
| (Au@@)hs(®) + L)) + ha(0)), ha (1)) 2
(92 () ha + gal (D) (ha (8) + ha(8), ha(1))]
1Ol 0y + 120D
(@ ()l ooy 171 (2)
(£(0) | e 12 (8) | gy 13 (0] 2
191 () | ey s ()20
() | ey 1 (1)
()| ey (1)

)

)

2(Q)

+ [lg2(z ()| Lo o 11 (2 ”L2(Q)
2(Q)

|h(t

IN

ooy 17372
HLZ(Q ||h3( )HLz(Q)

s () 120
174 ()| 20

I

1h2()]l 20
1A% + 11 (@) oo g |
+ g1 (O] oo ey 12 (¢ )Hx
+2||f2(x(t))||po(g IR +
+2 [lg2(2()) ] oy 1)1

(
)

)l oo 2

IA
=R

IN

(L + @) oo ) + 91 (@) (@
+2|| fo(a(t )HLOO(Q +2ng(:6(t))\|mo(g))||h(t)H§<
< ot )l -

Agora a estimativa b),

[B(u(®)h(t)] =

o(t) /Q (ha(8)2 — h(t)2)d

CIY ARy AU

< @190 (Il oy + 17202
< clo(t)| () x

IN

Como w,(t) € Im(P'(z,u)) temos que existem h,, € W(T) e v, € L*(Q) tais
que

hon(8) + A'(2(E) (1) — B(ua(t)) = wa(t).
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1d ,
5 1hn ()]

IN

[(B(on(t)), hn(£))| + [(A" (2 () n (£), Fen (1))
+[{wn(t), hn(1))]
¢ [ (O] 1Ol + () [ Ol + lwa@)llx 17 ()]

1 5 1 2 2
3 [ @ + 5 1R + () 1 (B)]x

IN

IN

1
2 2
et 5 @)%

1
+5 lwn(0)

2
X* -

C

2

IN

(L+ () [ha(®)]% +

[0ul)F + 5 a(0)

Usando o fato que u(t) € [tmin, Umax] € que v,(t) pertence a uma vizinhanga
de u(t) temos que |v,(t)| < C,, onde C, ¢ uma constante. Logo

1 d 2 Ck2 2 1 2
SO < B (1) a0+ )

< () |ha@)|% + ¢ |lwn(t)]

IN

2
X+ T

Usando a desigualdade de Gronwall temos que

t
(Ol < eloc® [th(o)lliﬁ/o ¢ |jwn(t)]

t
t
< elietous [||kn||§<+ [ eluntol

i* + Cl]

i* + Cl]

Como k, — k em X temos que ||k, |5 < c2. Como w, — w em L*(0,b, X*)
2 )
v dt < ¢q. Com isso con-

. b
temos que ||| 2o, x-) < €30 que nos da [, ()]
cluimos que

1n (D)l < e

Portanto existe uma subsequéncia h,, (t) — h(t) em X. Como |v,, (t)|
existe subsequéncia vn, (t) — v(t). Também ha, (t) — h(t). Como A'(xz(t))
sao continuas temos que

< k
e B

e por hipétese wy,(t) — w(t), logo

hny,, (1) = B(o(t)) — A'(z(t))h(t) + w(?).

J
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Mas /i, (t) — h(t) e assim temos que

h(t) + A'((t))h(t) — B(u(t)) = w(?).

Também hy,, (0) — R(0) implica que Ky, — h(0). Mas Kny, — k, logo k =
h(0). Analogamente concluimos que | = \ﬁl| Jo, ha(z,b)dz . Mas isto quer dizer que
0 = (w, k,l) €elm(P'(x,u)) e assim Im(P'(x,u)) é fechada.

3.4.3 Andlise das restricoes de controle

Q2= {ue L*0,b)|u(t) eUt)=1}.

E facil ver que Q é convexo (ja que I é convexo) e fechado. Logo (Teorema 10.5
[1]) temos que o cone dual do cone de diregoes factiveis de Q3 em u* vem dado
por:

Q3 ={f € L(0,b:Y) | f(w) = f(u") Yw € Qa}.

3.4.4 Equacao de Euler Lagrange

Daqui por diante consideramos (z*, u*) a solugao do problema de minimizacao

Aplicando o Teorema 2.2 (Cap. 2) ao nosso problema, existem funcionais
lineares continuos Fy € K, Fy € Q3, A € L*(0,b, X*)*, n € X*,v €R* nédo todos
nulos tais que

FO(h7U>+F1(hvv) +F2(h,7}>—|—F3(h,U) +F4<hav) =0
V(h,v) € W(T) x L*(0,b;Y) onde:

Fo(u,v) = =XoJ'(@*)h
Fy = (P)"(a" u")A
F3 = (Pé)*(x*,u*)n
Fy = (P)*(z*,u")v.
Dado v € L?(0,b;R) escolhemos h como sendo a solugao do problema de
Cauchy

h(t) + A (O))h(t) = B(o(r))
h(0) = 0.

Entao temos que para o par (h,v) assim escolhido vale Fy(h,v) = 0e F3(h,v) = 0.
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Agora
Fy(h,v) = (Pg)*(a",u)v(h,v)
= <VP393 u*)v(h,v))
= |Q| /h4 z,b)dz.
Logo

—XoJ' (x*)h + u‘—;“ / ha(z,b)dz 4+ Fy(h,v) = 0.
Q

Se Ao = 0 entao Uﬁ Jo ha(z,b)dz + Fi(h,v) = 0. Se v = 0 entdo v = 0. Como
v é arbitrério, se v = 0 entdo Fj(v) = 0. Concluimos assim que Fj(h,v) = 0 e
v = 0 o que contradiz o Teorema de Dubovitskii-Milyutin . Sendo assim podemos
tomar \g = 1, ou seja, o problema é normal. Assim

Fi(v) = J'(x*)h — VL / ha(z,b)dz
9 Jo
b 1
Fi(v) = / L'(z*(¢))h(t)dt — v— / ha(z,b)dz
0 €] Jo
onde L =1o f.
3.4.5 Equagoes adjuntas
Consideremos o problema de Cauchy com L = [ o f
—p(t) + A (@ (O)p(t) = L'(a*(t), em X~
p(b) =

pa(z,t) = 0 VzeS.

Usando o estado adjunto p temos que

_ /0<—b<t),h(t)>dt+/0 A O le), e

Mas
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[ oo = [ 5000 - e, i)

logo

ALM%WWW==—WWMW+A@@ﬁ@W

=~ k) + [ 0.0+ A OO}

Relembrando a escolha de h temos

/0L/(fv"‘(lﬁ))h(t)dtZ/0 {p(1), B(v(t))) = (p(b), h(b))-

Agora uma pequena observagao: Sabemos que p(b) € H* :
p(b) : H—R
h(b) — (p(b), h(D)).
Como H = (L?*(2))* entao H* = (L*(Q2))* e temos p(b) € H. Conclusao:

4

(p(®),h(0)) = Y (pi(b), hi(b)) 120

=1
v

= (_ﬁ’ ha(b)) 2 ()

—v
= —hy(z,0)dz
Lmﬁ(>
v

= —— [ h4(z,b)dz.
0 Jo M)

Usando estes fatos chegamos a
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R() = / (1), B(o(t)))dt
- / (B (p(1)), (1)) .

Recordando que F suporta ()3 em u* vemos que Fi(v) > Fj(u*) e isto quer dizer
que

/0 (B*(p()) 0(t) — w*(E)dt >0 Vo€ Qu.

Suponha que para algum F C [0,b] com medida positiva temos

inf (B*(p(t)), v(t) — " (t)) <0

telk

Considere a multifungao
V. E— 28 \{0}

V(t) = {v e I[(B*(p(t),v —u*(t)) <0

e seja

r(t,v) = (B*(p(t), v — u"(t).

A funcao r é mensurdvel ja que o operador B nao depende de t e é continuo em
v pois se v, — v em R entao de

[(B"(p(t)), vn — 0)| < |B*(p(1))] [vn — 0|

vem que 7(t,v,) — r(t,v). Assim r é mensurdvel em (¢,v) e portanto Gr(V) €
(E) x (R) onde

Gr(V) = {(t,v) € Ex R | (t,v) < 0} N[0,b] x 1.

Usando o teorema de selegdo de Aumam ( Teorema 5.8, pag 873, [32]) obtemos v;
mensurdvel (v; é uma selegdo mensurével q.t.p.) tal que vy (t) € V(t) parat € E.
Seja,

v:E—R

vi(t) se teFE
“”:{mwsetemmw

E claro que v € Q, e além disso
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b
/ (B*(p(t)), v(t) = w* (1)) *xr dt < 0
0
o que é uma contradicao. Logo

inf(B*(p(t)),v(t) —u*(t)) >0  q.t.p. em [0,D]

vel

Mas

B (o) (w(t) — u*(t) = Bo(t) — u (£)p(t)
= ((t) — (1)) / Pz t) — pa(z t)de

\%4

e assim temos o principio de minimo

B (p(t))v = B (p(t)u'(t),  Vvel,
Blu(®)p(t) < B(op(t),  Vvel,
min B(o)p(t) = B(u"(t))p(t)-

Assim devemos encontrar o minimo de B(v)p(t) = v [, p1(2,t) — pa(z,t)dz.
Mas B ¢ linear em v e isso implica que B atingird minimo nos extremos do intervalo
I. Logo o programa de controle é dado por:

| Umin, se I(t) >0
U= Umax s 1(t) <0

onde I(t) = [, p1(z,t) — pa(2,t)dz.

Esse desenvolvimento nos permite enunciar o seguinte teorema:

TEOREMA 3.1. Seja (u*,x*) € W(T) x L?(0,b) uma solu¢io do problema
(P). Entao o par (u*,z*) satisfaz

z*(t) + A(z*(t)) = B(u*(t)) em X*

Z10
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existe p € W(T) satisfazendo as equagoes adjuntas

—p(t) + A" (@ ())p(t) = L'(a*(t)), em X

pa(z,t) = 0 Vze S
e o controle u é dado por

o { Umn, SC I(t) >0
| umax se I(t) <O

onde I(t) = [, p1(z,t) — pa(z,t)dz.
Equacgoes Adjuntas
Veremos como ficam nossas equagoes adjuntas.

—p(t) + Au(x()p(t) = La(a(t)).
Note que:
A (x(t) + X — X*
Ar(z@) - X — X~
v — Af(z(t)v
Ar(z(t))v + X — R
y — [AL(z(@)v](y) = (v, Aa(2(t))y) xxx -

Voltando as equagoes adjuntas para Vy € X temos

(=P(1),Y) surox T (ALED)PE),Y) o = (La(Z(8); ) s

(D0, 9) corx + PO, As(2(D))Y) e x = (La(@()),9) o

Vamos agora desenvolver cada um dos termos dessa equacao:

(py) = (bl(t)7yl)L2(Q) + (po(t), Y2) H-1(@)xHL(Q) T (1.93(75)>y3)L2(Q)
+(pa(t), Ya)r2()

37

(3.9)
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(Lo(2(1)),y) = /Qaly?’@eXp(xl(z,t) +_£<Z7t)+1)+
—E

).

+ayz3(z, t) exp(

FE
(w12, t) + xa(2, 1) + 1)2

(2, t) + xa(2,t) + 1

(y1(2) + y2(2))dz.

Mas

(p1(t), Az(2(t))y) = (p1(1),0)

(p2(t), AZ(=()y) = (Aa(y) p2(t))222) = (V2,VP2)

= / Vya(2)Vpa(z,t)dz
Q
Opa

= — FAAN z,t—l—/ —dS
[n@ om0+ [ n

= —/92(2) A pay(z,t)dz = (= A pa,y2)2(e)
Q

a0, ANa)) = (@rms(ent) esplo—mey
E
DTN T
—-F
r1(2,t) + 22(2,t) + 1
—-F
x1(2,t) + 22(2,t) + 1

).

(th +y2) +

VY3, P3(t)) L2

).

+ay exp(

= (a1z3(z,t) exp(

E
(r1(z,t) + 22(2,t) + 1

_E )
z1(z,t) + wa(z,t) + 17

2P3(t)=92) +

L2()

)p3(t), ys)

+(a1ws(z, t) exp(

E
(z1(2,t) + 22(2,t) + 1)
_E
r1(2,t) + 22, ) + 1

+(ay exp(

L2(q)

Analogamente

38
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(p4(t),Ai($(t))y) = (a2x4(t)exp(xl(t) ;izE(t)+1
BE

).

5pa(t), y1)r2) +

—BE
x1(t) + z2(t) + 1 '

+(agz4(t) exp(
8E
T T D )i +
—BE

+(az exp(

Também temos o seguinte,

(La(2(1), y) = (alxs(t)eXp(xl(z,t) +_af(z,t)+1

FE
.(ZL‘l(Z,t) —+ 1'2(2’,15) + 1)27?/1) +
—-F

x1(2,t) + wa(2,t) + 1

).

+(arzs(t) exp( )-
E

(z1(2,t) + 2a(2,1) + 1

_E

x1(2,t) + wa(2,t) + 1

)27?/2) +

+ (a1 exp( ):Y3)-

Usando estes fatos obtemos,

—F
xl(z7t> + .Ig(Z,t) + 1

sp3(t) +

).

pit) = arws(z,t) expl ).
E

(z1(2,t) + ma(2,t) + 1)

_BE

x1(t) + xo(t) + 1

BE
(ENOET N OER A
_E

xl(z7t> + .Ig(Z,t) + 1

asx4(t) exp(

).

—ayws(t) exp(

E
(w1(2,t) + wa(2,t) + 1)2

)Pa(t); Y4) 2 -

39
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].92<t) = = Apa(t) + arzs(t) eXp(!L"l(Z t) +_$E2(Z t)+1

E
'@ﬂ4ﬂ+xxaw+nﬂﬂw+
xﬂﬂ+$ﬂﬂ+1)

SE
'(xlu)ﬁ—x2@)+-1yl“(w'+
_E

z1(z,t) + 2a(2,t) + 1

).

asx4(t) exp(

).

—ayrs(t) exp(

E
(z1(2,t) + wa(2,t) + 1)

Pa(t) = ar exp(— e ps(t) — i exp—
= qpex —apex
Ps 1P (2, t) + za(2,t) + 1 bs LExP z1(z,t) + z2(2,t) + 1
. —pBE
1) =agex t
halt) = el ()
Agrupando alguns termos as adjuntas tomam a seguinte forma :

)

b = —(1— po)ars(t) exp(— ) —— ¢
= —(1—-p3)a1x ex )
P1 P3)aits pl’1+$2+1 ($1+I2+1>2
—SE BE
+paaoxy(t) ex )
Pac2 4(> p(:v1+x2+1)(x1+ac2+1)2
. —-F FE
= —(1 —p3)aizrs(t)ex . +
P2 ( p3) ! 3(> p(l’l—f—ZL‘g‘l—l) ($1+£L‘2+1)2
—BE BE
+paa0x4(t) X — — A po,
P424() P(x1+x2+1 (x1+x2+1)2 P2
. —F
= —(1—p3)aizs3(t) exp(————),
Ds (1 —ps)arws(?) Xp(x1+x2+1)
. ( —bE )
= agexp(——
Py 2 px1~|—m2+1p4’
com as condicoes em t = b
P11 = 07
P2 = 07
P33 = 07
—v

P4:@
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e py satisfazendo as condigoes % =0 VzeP, pp=0 VzeS

3.5 Simulacao Numérica

3.5.1 Introducao

Vimos acima que o controle da taxa de variacao da temperatura do equipa-
mento deve ser do tipo Bang-Bang se desejamos maximizar a concentracao de
nutrientes para uma dada redugao na concentragcao de microorganismos. Vimos
também que o tempo de comutacao entre as taxas maximas e minimas de aqueci-
mento dependem de uma integral envolvendo os estados adjuntos. Também nada
foi dito quanto ao mimero de comutadores que também dependem dos estados
adjuntos e para se estabelecer o mimero de comutadores e quais sao estes comu-
tadores deveriamos resolver o sistema completo formado pelas equagoes de estado
(equagoes (3.8)) e equagdes adjuntas (equagoes (3.9)) e isso envolveria a resolugao
numérica de um problema de dois valores de contorno, assunto este que deixamos
para um trabalho futuro. Devido ao controle do tipo Bang-Bang o que faremos
no momento é assumir que hd somente um comutador e vamos determinar nu-
mericamente qual é este comutador para um determinado tipo de nutriente e um
determinado tipo de microorganismo. Neste caso nao se torna necessario resolver
as equagoes adjuntas e somente as equacoes de estado necessitam ser resolvidas.

Como ja mencionamos antes, nosso proposito nesta se¢ao nao é sermos orig-
inais e sim desejamos ampliar as idéias abordadas em ([20]), onde os autores
fazem vérios experimentos numéricos. Naquele trabalho os autores fazem um ex-
perimento numeérico em dimensao um, utilizando a equagao de Arremius para
a taxa de destruicao dos microorganismos e nutrientes e fazem um experimento
em dimensao trés utilizando o modelo de Bigelow para a taxa de destruicao dos
microorganismos e nutrientes. Naquele artigo eles nao especificam no primeiro
caso com qual nutriente e microorganismo estao trabalhando, faltam detalhes a
respeito de como foram resolvidas as equacoes e de como foi feita a pesquisa de
minimo do funcional. Eles limitam-se a apresentar os graficos e a tecer alguns
comentdrios sobre os resultados obtidos. Nao queremos aqui questionar os resul-
tados por eles obtidos mas queremos preencher as lacunas deixadas por aquele
trabalho e nesse sentido apresentamos com detalhes todas as adimensionalizacoes
efetuadas, mostramos as equagoes em coordenadas cilidricas e detalhamos as dis-
cretizacoes em diferengas finitas centradas tornando o assunto mais acessivel. Os
resultados que obtemos diferem um pouco dos obtidos no artigo de ([20]) e isso
se deve aos seguintes fatos: Usamos a equacgao de Arremius para o caso tridimen-
sional enquanto que eles utilizaram o modelo de Bigelow para o caso tridimen-
sional, usamos uma taxa de variacao de 11.8°C'/ min e tempo final de processo de
20 minutos enquanto que eles utilizaram uma taxa de 3.87°C/ min e tempo final
de processo é de 127 mi-nutos e além disso utilizamos uma adimensionalizacao
diferente daquela que eles fizeram. De acordo com os profissionais especializados
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em processo de esterilizagao de comida enlatada nossos resultados sao bastante
realistas e o perfil de temperatura que obtemos pode ser implementado na prética.

3.5.2 Coordenadas Cilindricas e Adimensionalizagoes

N6s consideramos o dominio € = Q x [0,27) onde Q = (0, R;) x (0,L) é um
retangulo no plano r x z em coordenadas cilindricas e as seguintes fungoes

Cm % [0,Tf] = R,
cr 2 x[0,Tf] = R,

T:Qx[0,7] - R,

onde ¢,,, é a concentragao de microorganismos, ¢, a concentracao de nutrientes,
Ty ¢ o tempo final de processo com 0 < Ty < 400 e T" a temperatura. Como
as fungoes nao dependem do adngulo ¢ ndés podemos escrever as equagoes que
descrevem a destruicao de microorganismos e nutrientes em funcao do tempo em
coordenadas cilindricas:

(cmycn, T) = Q2 x(0,Ty) - R?
(T,Z,t) - (Cmacan)(T>t>z)

oc; —E;

o¢i — Ko TR 0 T:). i — 1
T (r,z,t) ici(ry 2, 1) eXp(RT(r,z,t))’ em x (0,7%),i=m,n (3.10)
oT o*T 10T 0*T

E(r,z,t} =« <W(T,2,t) + ;E(r,z,t) + W(r,z,t)) cem  Qx(0,T%)

com condicgoes iniciais e de fronteira,

¢i(r,2,0) cri(ryz),em Q i=m,n
T(r,z,0) = Ti(r,z),em
T(r,z,t) = Tg(t),em (0Q\X) x (0,T})
T

g—T(O,z,t) = 0,em X x(0,T%).

Fazendo a mudancga de varidveis

O(r,z,t) = T(rt,z)—Tgr(t)
T(r,t,z) = 0(r,z,t)+ Tr(t)

noés conseguimos o problema de controle modificado:
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(CmyCny0) = Qx(0,Ty) = R?
(T, 27 t) - (Cm7 Cn? T)(T, t7 Z)

oc;

—E;
ot at

R(O(r, z,t) + Tg(t)) )

r, 2z, t) = —Kci(r, z,t) exp( em Qx(0,Ty),i=m,n

00 020 106 020 dTr
E(T,z,t) (8 5 (1,2, t)—i—;a—(r,z,t) P (12, t)) —p o em Q% (0,T%)

ci(r,z2,0) =cp(r,z),em Q i=m,n (PCM)
0(r,z,0) =Ty(r,z) — Tr(0), em

O(r,z,t) =0, sobre  (OQ\X) x (0,T7)

%(O,z,t) =0, sobre X x (0,T}).

Agora procedemos o reescalamento das varidveis espaciais e do tempo de modo
a obter o dominio como um quadrado unitdrio e o tempo variando no intervalo
unitédrio (0, 1). Fazemos entao a seguinte mudanga de varidveis

Logo (7,%2) € © = (0,1) x (0,1) e € (0,1). Fica claro que temos as seguintes
relacoes

r(7) = R,  z2(3) =1Lz,  t{t)=T;t

e dai obtemos

a(m 2,8) = a(r(7), 2(2),1(1) = cilr, 2, ),

gc; _ deidt _ Oci,
ot otdar ot

Portanto

8c_i~~~__ c;(r, 2, 1) ex — B
8’{(T7Z7t) = —K; z( ) 7t) p(R(Q(T,Z t)—f-TR( )))Tf

Fazendo 0(7, Z,t) = 0(r(7), 2(2),t(t)) e Tr(t) = Tr(t(t)) nés conseguimos
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8cz<r Z,1) = —KG(7, Z, ) exp( _~~_~Ei ——— )T}, em Q% (0,1), i =m,n
ot R(O(T,z,t) + Tr(t))
e também

o0 o0 o0 00 0% 9%

= - Zr =Z_Z R

ot ot o = ol gz~ gl

@ = 3_TL @_8_20[/2 @_dﬂ

0z 0z 022 9227 i at 7

e temos a nossa equagao nas novas varidveis

1 00 10 1100 109% 1 dTg

ﬁ;g”(ﬁ;%*ﬁ;%a?*ﬁ@) T X

Quando ¢t = 0 temos ¢ = 0 entdo (7,2, 0) = ¢;(r, z,0) e portanto G(7, Z,0) =
ei(7, %) em Q onde (7, 2) = cpi(r(7), 2(2)).

Nés temos também que 0(7,%,0) = T;(7,2) — Tg(0) em © onde TI(’FLE) =
Ti(r(r),z(z)) e T R(O) Tr(0). As condigdes de fronteira tornam-se 0(7,z,t) = 0
em ¥ onde ¥ = 2. Como 89(0,2,t) = h}: 39(0, Z,1) nés conseguimos 20,z 1) =
em 2 x (0,1).

Apés esta mudancas podemos escrever o problema de controle nas novas va-
ridveis:

O

(@@ 0) © Q% (0,1) > R3
(7/:/7 E/7 t) - (m7m7§)(?7 57,{)

% (7, 7,1) = —T; K& (7, 2, 1) exp(—=— N_NEi — ), em Qx(0,1),i=m,n
ot R(O(r,z,t) + Tr(1))
89 10% _ _~ 1100, _~ 108%0 _ _~
— ol [ =22 —-Z 27

G(7,2,0) =7(?,%7 em Q,i=m,n (PCMa)

9(?,5,?):0 sobre (aﬁ\i)x(o,n
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%1(0,5,?) =0  sobre ¥ x(0,1)

onde
Q= (1,00%, =1 r=r(F) =RF, z2=203)=1L% t=t{) =T

c__z-(r, 5,t~) = ¢(r(r),2(2), t(f))
0, zt) = 0(r(r), 2(2),1(1))
Ty(r,2) = TI(TN(?A”%Z(E))

Tr(t) = Tr(?)
cri(r,z) = cn(r(r),z(2)).

E conveniente escrever as equagoes diferencias para a transferéncia de calor e
processo de reacao em forma adimensional usando varidveis dependentes escaladas.
Para fazer isso, precisamos especificar as dimensoes que aparecem no problema
prético a ser resolvido como segue:

T = temperatura, °K
T; = temperatura inicial,° K
Tr = temperatura da autoclave, °K
t = tempo, min
L = altura do cilindro (lata) em c¢m
R; = railo do cilindro em em
Ty = tempo final do processo, min
¢m = concentragao de microoganismos, esporos/ml or UFC/gr

onde UFC significa (unidades formadoras de colonia)

com = concentragao inicial de microorganismos
¢, = concentracao de nutrientes
crn = concentracgao inicial de nutrientes

concentracao média final de microorganismos desejavel dentro da lata

G = 1075 < Cy < 10719
K; = fator pre-exponencial , para i=m,n 1/min
energia de ativacao para destruigao de espécies i, i=m,n, K j/mole
E, =
J/mole = 0,239.cal /mole
R = contante da lei do gés, 1,987 cal /°K.mole
a = difusividade térmica, cm?/min.
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Observe que estamos usando o sistema de unidades MKS-K .
Fazemos agora a adimensionalizacao considerando a temperatura inicial 77
como uma constante. Portanto podemos escrever

TI(?’ z) =17
T 5T = _%?(?5))
a(FED = _%F(f%))
0720 = ﬂ%%l

0 = 0D

07, 2,t) + Tr(t) = (07,2, ) + o(t) + V)T

0%, ; B,

= —TK,cn(r,z,t)exp — — — ,emﬁx 0,1),
ot d ( ) (RTI(H(?,'ZV,t)Jr@(t)H)) oy
oS ~ e~ —En 3
i}y = —TfKnCn(T,Z,t)eXp( ~ _ _ ~ -~ )7 em ) X (071)
ot RTy(0(7,2,1) + §(t) + 1)
fazendo

OéTf OéTf
Am = Tme, ap = Tme ar = ?12 ar = ?
E, E,, ~  dD ~ ~  Tr(0) -1
E = —=~ =" 1) = —=(t fo= L1
RTIJ B En7 u( ) dt ( )7 0 TI

nés conseguimos

do ~ -
20~ )
90, ~ 0, _~ 100,
a—?(r,z,t) = aRﬁ(r,z,t)—l—aR?%(r,z,t)
0, .~ -~

-l—aL@(?,z,t) —u(t), em £ x(0,1)
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o o e OE ;
s (7, 2,t) = —ancy (7, 2z, 1) e p((b,(?’ 5001 1)), em € x(0,1)
Iom o o 2 e ) _
ﬁ(r,z,t) = —QmCn (T, 2, 1) e p<(5(77,'5,?)+¢(?)—|—1))’ em € x(0,1),

com condigoes iniciais

£(0) 0o
0(7,%,0) = —b, em
en(7,2,0) 1 em Q
(7200 = 1 em 0

e condicoes de fronteira

0(F,Z,8) = 0  sobre (9Q\) x (0,1)

%i((),?,?) =0 sobre iX(O,l).

3.5.3 Problema de Controle

O problema agora ¢ encontrar um tempo de comutagao . que ird nos assegurar
que a retencao de nutrientes serd maximizada de modo que uma reducao desejada
na concentracao de microorganismos seja atingida no final do processo.

Assumimos que o controle é do tipo Bang-Bang com um tinico tempo comu-
tador , mais especificamente:

Umax, ¢ 0 <1 <1,
Umin, S€ T <t <1

et = {
entao nosso problema de controle é:

1 Ies ~ o~
min J(t,) = / [ 3 T 1 a6
0 Q

0<t.<1 ot

sujeito as equagoes dindmicas

%) o~
L0 =
a0 _ ~ P20, _ _~ 180, _~ 00 _ _~ .~ ~
E’(Tvzvt) - aR@?(TWZ?t) +aR?%(T727t) +aLa?(r727t) —U(t), em )X (O, 1)
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In o~ o —fE o
W(r,z,t) = —a,C(T, 2, 1) eXp(@(?’ 1300+ 1)), em Qx(0,1)

Yom 5 23 = —anin(® 2T exp(e————T ) em 9% (0,1),
ot (0(r,z,t) + o(t) + 1)

com condicoes iniciais

@(0) =
5(?,3,0) —«%, em
em(7,%,0) Lem Q
(72,00 = 1, em 9

e condicoes de fronteira

0(7,Z,8) = 0, sobre (OQ\X) x (0,1)

—(0,z,t) = 0, sobre ¥ % (0,1)

e a restricao sobre a concentracao final de microorganismos

/an(?, 21) =Gy

Q
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3.5.4 Parametros Reais

Dimensoes da lata

Didmentro: 8.7cm.

Comprimento: 11.6¢m.

Produto: Puré de porco

Difusividade térmica do puré de porco.

a = 0.092266 ¢m?/min.

Nutriente: Tiamina (vitamina B-1 )
Energia de ativagao do nutriente (7,.; = 121°C).
E, =113 Kj/mole = 27007 cal/mole.

Fator pre-exponencial (T,.; = 121°C').

K, =0.015 min'.

Microorganismo: Bacillus Stearothermophilus
Energia de ativagao do nutriente (7,.; = 121°C).
Em =285 Kj/mole = 68115 cal/mole.

Fator pre-exponencial (T,.; = 121°C').

K, =0.57575 =2 0.6 min .

Tempos e Temperaturas

Tr(0) = 105,4°C = 378 K.

Ty = 71°C = 344°K.

Ty =20 min.

Taxa de aquecimento

fr — 11.8°C// min.

Reducao desejada dos microorganismos

Cy =107° (5 log cycles).

Constante da lei do gas

R=1.987 cal/°K.mole.

3.5.5 Parametros Adimensionais

Calculo de (1)

T 0

dTr — 11,8—K,

dt min

dTr dTrdt  dT 0K

—r - R R 11,8— % 20min,
dt dt dt dt min

dTx

— B — 236K,

dt
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o~ Tr(t) - Ty
ty = =L 1
dp 1 dTg 1 0
- = ——— =———x%x236"K =2 0.686.
di T, df 340K
Portanto
Umax = 0.686
Umin — —0.686

wlhte) = 686, t<i<l1

~ { 0.686, 0<t<t.

1
am = TpK,; = 20min x0.6—— = 12.0

min

1
a, = TyK, =20min*0.015— = 0.3
min

0.09266 * 20
= = =" —0.7934 x 1072
R (4.35)2 8

0.09266 * 20

ar L 3772 % 10

27007

_ 2P 58834 % 102
1087 x350 o834 <10

68115 cal/mole

= = 2.5221
27007  cal/mole

B

~  Tgr(0)—T; 378 —344 .
0 = = = 9. 1072,
0 T 1 9.8837 x 10

3.6 Solucoes numéricas

Agora vamos empregar o método de diferengas finitas centradas para resolver
numericamente as equagoes para a temperatura e concentragoes. A equacao mais
simples noés resolvemos diretamante por uma simples integracao
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3.6.1 A equacao para a temperatura de controle

dp ~ -~
—_— t - t y
7 (t) = u(?)
90 _ _ ~ 920, _ ~ 100, _ ~
5(73 Z, t) - aRﬁ(Ta Z, t) + aR?a_;F(T? Z, t)a
o205 ) ), em @< (0,1)
aLa52 r,Z, u , €M s y
Ton (5 2.7 = —anz (7.2 exp(———22 ) e % (0,1),
ot (0(7“, 2, t) + <,0(t) + 1)
Yo 5 2 1) = —apen(F 20 exp(———— ) em Q% (0,1),
ot O, z,t) + p(t) + 1)
com condigoes iniciais
5(0) = 0o
0(r,z,0) = —b em
em(7,2,0) 1 em Q
(72,00 = 1 em 0

e condicoes de fronteira

0(F,Z,8) = 0  sobre (9Q\Z) x (0,1)
0, - N
EV(O, zZ,t) = 0  sobre X x(0,1).

A solugao da primeira equag¢ao nds conseguimos por integragao

Unax, ¢ 0 <t <t,
Umin, S€  to <t <1

it - {

~ 7 umax’tv—i_ ’50 ) ZS tc
p(t) = x5 7
Umax(2te — 1) + 00, > te.

Cilculo da temperatura real T
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Tr(t(t)) = Tr(t)

T[&(%v) + 17

= Ti(p(t) +1)

t(t) = Tyt

Tr(Trt) = Ti(p(t) +1)
t
ste

Tr(t,t.) = T;(’sé(ﬁ )+1).

BS

3.6.2 Discretizagao pelo método de diferencas finitas centradas

wtty = § 0:686, 0<t<t
) T —0.686, t,<t<1

dp
= () = u(t)

Por2t) = ana(r=t) + anso(r, 2,1
ot r,z, — aR3r2 r,z, CLRTa’F rz,

2

—i—aL@(r,z,t) —u(t), em £ x(0,1)
oc, —BE
- S Q 1
e, —-F

W(T’ 2,t) = —amCn(r, 2, 1) exp((g( ), em 2 x(0,1),

r,z,t) +(t) +1)
com condicgoes iniciais

©(0) = 6o
9(r, z,0) —b, em ()
Cm(r,2,0) = 1 em
cn(r,2,0) = 1 em ()

e condicoes de fronteira

O(r,z,t) = 0  sobre (0Q\X) x (0,1)

%(O,z,t) =0 sobre 3 x (0,1).

52
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Dominio:
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3.6.2.1 Discretizacao 1 - Problema estaciondrio para a temperatura

a0 " 0%0 ta 100
ot~ oz T oy
+ 0% (t,tc) Q% (0,1)
a5 —u(t, t.), em ,
Laz2 Y
No problema estaciondrio nés temos % = 0 e u(t,t.) ¢ uma constante. Por-

tanto temos,

020 100 0%0

arp—= + agp—— +ar=—= = 0. 3.11
Rop2 R or Lo ( )
Malha:

(i-1,j+17 [13+1) [#+1,5+12 [1+2,3+1)

(i-L,]) (i) (i+1,5)

3 £ =
d=
(:-13-11 ﬁ(i,j-lil [1+1.3-1]
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d%0 Oip1; —20;5 + 015
or? Ar?
@ Oiv1; — i1
or 2Ar
1@ U Oiy1y—0ic1;  Oiry—0i1

ror 1Ar 2Ar

(9_29 01— 20;5 +0; 51

022 Az? '
A equagao (3.8) pode ser reescrita na forma

ar |[Oip1; —0i—1
Ar? 2i

a
+A_§2 0ij1—20;;+0,;1] =u

ar 1 ary, ar ar,
RO PRI TS
Ar? ( 2@) L Az2 Wit Ar2 + Az2)

VAL

ar

A2 01 — 2055+ 0i1 4] +

ar, aRr 1
Elgi,]ﬂrl -+ m (1 -+ Z) 91'_:,_1’]' = Uu.

Fazendo
i ar 1 1
o) = —
1 Ar? 27
ar,
g = ——
2 Az2
ar ar,
= 2(35*30)
a3 Ar? + Az2
ar,
oy = —
4 Az2
aRr 1 1
ay = —— —
b Ar? 2i
conseguimos
Ozil@i_Lj + agﬁi,j_l + Oéggm‘ + Oz40i,j+1 + &56i+17j =Uu.
Definindo

Fo = 04391'—1,]' + ol j1 + sl + aulj + aslip

nds escrevemos,

Fo = u.
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3.6.2.2 Discretizagao 2 - Evolugao no tempo para a Temperatura

Usando as notacoes e operadores definidos na tltima se¢ao nés podemos agora
colocar nosso problema na forma

00
i + U
Discretizando o tempo conseguimos,
Qk—f—l o gk
(I + AALF)O* — (I — (1 = N)ALF)O" = 1At

(I + AALF) 05 = uF P IAL + (1 — (1 — N)ALF)0F.

Assim necessitamos resolver o sistema

AP = AL + BO*
onde A= (I + AtF), B= (I — (1 - \)AtF) e

. . . . T
0= (91,17 92,17 cey gk}r,la 01,27 [ERE) 91%»,2’ 91,37 ) Ql,kza """ 3 gkry',kz) .

3.6.2.3 Discretizacao 3 - Evolugao no tempo para as Concentracoes

No6s consideramos as funcoes

Iu(rt,2) = exp l@(r,t,z)—kgo(t)—l—l]
-F
Jm(r.t,z) = exp l@(r,t,z)Jrgo(t)Jrl]
fik = fz(aatk)
Ck+1_ck
S = T (L= )

il A — ap ANALET L (1 — N Atk fE

n_

(I 4+ apAALETT) s ™ = (1 — an (1 — NALSY) = k.

E definimos as matrizes,
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Ai(ten) = T+a AALF
Ag(te) = T—an(l—NALSy

onde A (ty11), As(tx) sdo vetores de mesmo comprimento que ¥, k1 fF  fhtl,

Ag(tpsr) * = Ay(ty) * &

onde * representa o produto termo a termo de ambos os vetores na igualdade.
Analogamente

Bi(tis1) = IT+amAAtfi!
By(tr) = I-an(l—NAtfy,
By(ty1) * = By(ty) * cF.

Condicoes de Fronteira

O(r,z,t) =0  sobre (02\X) x (0,1)

i=1:k , j=1
Gﬁj:() para v =k, , J=1:tk, k=1
1=1:k. , j=k,
00

E(O’ 2,t)=0  sobre X x(0,1)

9;11’]»:9’»“4 para 1=1,7=1:k,, k>1
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E na figura abaixo podemos visualizar os indices k,, k, :

58

& (kg k)

(k1) (p

&

=

(1.1}

(1 k)
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3.6.3 Resultados

Em aplicagoes existe a restrigao sobre as temperaturas méximas e minimas do
equipamento (autoclave) e para obtermos resultados mais realistas vamos impor
restricoes sobre a temperatura de autoclave Tk. Faremos a seguinte imposicao:
20°C' < Tk < 130°C. Esta restricao alterars o perfil da temperatura T e levando
esta mudanca em consideragao conseguimos a funcao

Umax, S 0<t<14,
0, se t,<t<t,
Umin, S€ te <t <t
0, se ts<t<1

u(t,t.) =

Utilizando esta nova fungao e o mesmos parametros citados acima temos os
seguintes resultados:

Na Figura 1 podemos observar a integral de J(t.) e no seu grafico estd marcado
o unico ponto que satisfaz a restrigao sobre a concentracao final de microorgasnis-
mos. Na Figura 2 ¢ mostrada a integral Int(t.) = [5Cn(te,7,2,1) e confirma-se
que apenas para o ponto t, = 0.42 temos Int(t.) = 107°. Na Figura3 podemos ob-
servar o perfil da temperatura real Tk e podemos notar que as restricoes superiores
e inferiores sao satisfeitas. A Figura 4 mostra o decaimento das concentracoes de
microorganismos e nutrientes no ponto central da lata (r = 0 e z = 0.5) e podemos
ver o rdapido decaimento da concentragao de microorganismos. Nas Figuras 5,6,7
vemos a evolugao da temperatura no semiplano da lata nos tempos t = 0.3 (6 min),
t = 0.42 ( 8.5 min) e £ = 0.7 (14 min) respectivamente. Nesta parte numérica
agradecemos ao Prof. Mario Duran Toro e ao doutorando Joaquim Mura (DIM-
UCHILE) pela colaboragao no programa fonte na implementacao computacional.
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FIGURA 1

Gréfico de J( 1) ve g
U?“ T T T T T T T T T
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FIGURA 2

Gréfico da Integral de ¢ (r,z,T)
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140

FIGURA 3

(zrafico da Temperatura vs Tempo, para 1. =042
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FIGURA 4

Graficode Chn e Cm em r=0 e z=05

07k
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FIGURA 5

Temperatura no interior da lataemt=0.3
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FIGURA 6

Temperatura nao interiaor da lata em t = 0.42
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FIGURA 7

Temperatura no interior da lata emt=0.7
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CAPITULO 4

FLUXO BIOCONVECTIVO CLASSICO

4.1 Introducao

Um importante problema biolégico é o fluxo bioconvectivo sendo a “biocon-
veccao” causada pela concentracao de microorganismos nadando na direcao ver-
tical em uma cultura em fluido. Um modelo para este problema foi introduzido
em [24] e [25] independentemente e eles discutem aspectos fisicos e biolégicos
relacionados a este problema.

O modelo construido em [24] diz respeito ao padrao de formacao da cultura
em fluido pela natacao de microorganismos no sentido vertical, considerados mais
densos que o meio que os envolve. Sao feitas as seguintes hipéteses para obtencao
do modelo matemdtico de fluxo bioconvectivo:

(a) As propriedades de um organismo individual nao se alteram apreciavel-
mente durante os tempos de interesse (tempos de observagdo macroscépica dos
microorganismos) e as diferengas entre os organismos individuais nao influenciam
o padrao de formagao e, em particular, a densidade de um organismo individual
¢é constante e maior que a densidade do meio.

(b) A principal forga do meio sobre os organismos é o arrasto viscoso (ou
Stokes) e um organismo que nao estd nadando se moverd com o fluido.

(c) A velocidade de natagao relativa ao meio consiste de duas componentes:
uma aleatoria e uma forga constante em diregao vertical.

(d) A suspensao comporta-se como um fluido ordindrio (Newtoniano) e os
organismos modificam a dindmica deste fluido somente através de sua influéncia
sobre sua densidade.

(e) A suspensao ¢ suficientemente diluida tais que as propriedades como ve-
locidade de natacao e viscosidade podem ser tratadas como constantes.

Este modelo, consistindo das equacgoes para o movimento da cultura em fluido
sendo o fluido viscoso e incompressivel, para a concentracao de microorganismos
foi estudado de um ponto de vista matemdtico em [31]. Os autores provam a
existéncia de uma solucao e a positividade da concentragao para o problema esta-
ciondrio e também estudam o caso nao estacionério.

Em [23] um problema de controle para o fluxo bioconvectivo ¢ apresentado e
¢ provado neste artigo a existéncia de um controle 6timo e obtida as condicoes
necessarias de otimalidade. Nosso objetivo aqui é obter as mesmas condicoes
de otimalidade obtidas em [23] utilizando o formalismo de Dubovitskii-Milyutin
mostrando sua eficdcia e sua praticidade. Apresentamos também alguns detalhes
das demonstragoes feitas em [23] para um melhor entendimento do trabalho.

67
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A proposigao 4.1, bem como sua demonstracao sao de autoria de A. Capating,
R. Stavre e em relacao a esta proposicao nés apenas detalhamos sua demonstracao.
O mesmo acontece com as poposigoes 4.2, 4.3, 4.4 onde nés apenas detalhamos
suas demonstragoes. O Teorema 4.1 declara a existéncia de solugao fraca para a
equagao de fluxo bioconvectivo cldssico e uma primeira demonstracao deste fato
¢ feita no trabalho de Kan-On, K. Narukawa e Y.Teramoto ([31]) onde os autores
além de provar a existéncia de solugao fraca para o problema de fluxo biocon-
vectivo cldssico provam também que esta solucao tem uma melhor regularidade
(mais especificamente regularidade H?, ver Teor. 3.1, pag. 138, [31]) e além disso
eles demonstram a positividade da concentracao e trabalham também com o caso
de evolucao do fluxo bioconvectivo cldssico. A hipétese adicional feita no teo-
rema 4.1 para garantir a unicidade é uma caracteristica tipica das equacoes de
Navier-Stokes. A demonstragao do teorema 4.1 feita por A. Capitind, R. Stavre
difere sensivelmente daquela feita em ([31]) e a recomendamos para aqueles que
estao iniciando o estudo de equacoes de fluxo bioconvectivo cldssico. Enunci-
amos este teorema para que tenhamos garantida a existéncia de solucao fraca e
a partir desse fato possamos propor o problema de controle. O enunciado de
teorema 4.2 ¢ mesmo contido em ([23]) e a nossa contribuigao foi exatamente a
aplicacao do forma-lismo de Dubovitskii-Milyutin para efetuar uma nova demon-
stracao deste teorema, e com aplicagao do formalismo de Dubovitskii-Milyutin
vemos claramente de onde surgem as equacoes adjuntas fato este que nao estd
claro na demonstracao feita em ([23]). Salientamos aqui que nosso objetivo neste
capitulo foi apresentar mais uma bonita aplicacao do formalismo de Dubovitskii-
Milyutin mostrando que esta ferramenta é bastante eficaz na resolucao de prob-
lemas de controle distribuido.

4.2 Resultados de Existéncia e Unicidade

Apresentamos agora as equacoes de fluxo bioconvectivo cldssico em sua forma
original e apds algumas mudancas de varidvieis faremos a formulacao variacional.
Definiremos o que é uma solucao fraca da equacao de fluxo bioconvectivo cléssico.
quando o fluxo estaciondrio de uma cultura em fluido viscoso e incompressivel é
considerado.

Nés supomos que a regiao de fluxo é um dominio limitado em Q C R? com
fronteira Lipschitz, 0f2.

Procuramos uma funcao vetorial u representando a velocidade da cultura e
duas funcoes escalares c e p representando a concentracao de microorganismos e a
pressao da cultura em fluido, respectivamente, que sao definidas em €2 e satisfazem
o seguinte sistema de equagoes e condicoes de fronteira:
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—vAu+ (u-V)u+Vp = —g(1+70)is+f  emQ, (4.1)
divu = 0 em (), (4.2)
—0Ac+u-Ve+ Uﬁ =0 em (2, (4.3)
(9x3
u =0 em OS2, (4.4)
dc
9% —Uceng = 0 em OS2, (4.5)

onde f é a forca externa dada, g é a aceleracao da gravidade, v > 0 é a viscosi-

dade cinemadtica da cultura em fluido, § > 0 é taxa de difusao de microorganismos,

U > 0 ¢ a velocidade média da natacao em direcao a superficie do fluido dos mi-

Croorganismos, vy = [’)’—i —1 > 0 onde p, é a densidade de um organismo individual

e p,, ¢ a densidade da cultura, i3 = (0,0, 1) o vetor unitario na diregao vertical, n

¢é o vetor unitdrio externo e ng = n. iz é a terceira componente do vertor normal.
Introduzimos a funcao g = p + gx3 e temos que ¢ satisfaz

Vq = Vp+ V(gxs)

= Vp+(0,0,9)
Assim Vp =Vq —g-1is.
Portanto,
—vAu+ (u-Vu+Vqg—giz = —g(1+n~c)izg+f
—vAu+ (u-Viu+Vqg = —gycizg+f
—vAu+ (u-V)u+Vqg = —kciz+f

Deste modo (4.1)-(4.5) é equivalente a: Encontrar u,q, ¢ tais que,

—vAu+ (u-Viu+Vqg = —kcig+f em ) (4.6)
divu = 0 em () (4.7)
—0Ac+u-Vec+ Uﬁ =0 em ) (4.8)
81'3
u =0 em OS2 (4.9)
Jc
0% —Ucng = 0 em O} (4.10)

onde k = g.
A formulacao variacional para (4.6)-(4.10) ¢ a seguinte: Encontrar u,c tais
que,
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(u,c) €V x HY(Q)

vag(u,z) + bo(w,u,z) = —k [,cis-z+(f,z) VzeV (4.11)
fa(c,r) +b(u,c,r) = U [gefldr = 0 vr e HY(Q)
onde
ap(u, z) = J,Vu- Vzdzr,
bo(w,w,z) = [,(u-V)w-zdz,
a(e,r) = [, Ve- Vrde, (4.12)
bu,c,r) = [ (u-Ve)rdr,

(-,-) denota o produto de dualidade entre (H1(Q))3 e (H}(R2))? e V ¢ o espago
de Hilbert separédvel
V ={ve (Hy)*|divv =0}

munido do produto escalar (v, w)y = ao(v,w). A fungdo conhecida f é tomada
em (H1(02))3 .

Defini¢io 4.1. Um par (u,c) € V x H*(Q) é chamado solugao fraca das
equagoes (4.1) a (4.5) se ele satisfaz a formulacao variacional (4.11)

Notamos que (u,0) ¢ uma solucao fraca de (4.11) onde uy satisfaz o problema
de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis. Como esta solu¢ao nao descreve o
fluxo bioconvectivo, estudamos o seguinte problema: Encontrar u,, ¢, tais que,

(Uq,co) €V x HY()

vaog(Ug, z) + bo(Ua, Ua,2) = —k [,ciis -z + (f,2), Vz eV
0a(ca,) + DU, Ca,7) = U [o Caedr = 0, Vr € HY(Q)
Jo Cadn = a
(4.13)

onde « é uma constante positiva.
Na sequéncia provaremos (com algumas hipéteses sobre 0, U, v e a) a existén-
cia e unicidade da solucdo de (4.13). Para isto definimos

[0
T = Co— (4.14)
|€2]

e obtemos o seguinte problema equivalente (4.13): Encontrar u,, ¢, tais que,

(Wa, @) € V x HL(Q)

vag(Ug, z) + bo(ug, u,,2) = —k [ Culs-zde +(f,2) VzeV
0a(Ca, ) + D(Ua, Ca,7) = U [o Caiedr = % Jo2=dr Vre HY()

(4.15)
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onde H! ¢ o seguinte espaco de Hilbert:

H' = {7‘ e HY(Q)

[

munido do seguinte produto escalar (¢,7) 7 = a(c, 7).

Para obter esta equivaléncia acima su-bstituimos (4.14) em (4.13)2, notando
que [, Cadz = 0, e obtemos diretamente (4.15),. Para obter (4.15); basta sub-
stituir (4.14) na equacao (4.6) e fazer novamente a formulacao variacional. De
fato:

—vAu+ (u-V)u+Vqg = —kcig+f
—vAu+ (u-V)u+Vq = —ké,iz+ %ig +f
—vAu+ (u-V)u+ Vg — %h = —kcaiz+f
ko

—vAu+ (u-V)u+ V(g — —|x3) = —kéaiz+f

2

Fazendo agora a formulacao variacional com z €V obtemos (4.15),.
No desenvolvimento deste trabalho vamos precisar das seguintes estimativas:

Vigeap < ClVly Wev.
el p2 o < Clldl Vee HY, (4.16)
bo(u, w,z)| < Ciljully, [|wly llzll, va,wzeV,
b(u,c,r) < Ciljally ez lrlz YaeV,ver e HY,

onde C, ('} sao constantes positivas dependendo somente de (2.

Daqui por diante supomos sempre que (ver [31])
U< o (4.17)
c .

PROPOSICAO 4.1. Se (ua,¢,) é uma solucio de (4.15) entio as sequintes
estimativas sao vdlidas

, (4.18)

1 ECU«
Wolly < = | |f]l g + . 4.19
H ”V l/ (H H(H (€2))3 |Q|1/2 (9 . UC)) ( )
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Prova. Tomando r =¢, em (4.15); temos

00(Za, Cn) + b(Un, G, &) — U

(Cas Ca)
a2,

H

~ 2 uc
ol = (1 ——F=
el (1= 2)
A

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IN

= ¢y,
Q “ Ous

Ua [ 0Oc,

dr = — —
|Q| 93$3

dx

U [ . 0c, Ua Jcq,

— wr—d d
7 Qc O + x

Y1 Jo 0
U [_ Oc, Ua ey, ’

'g Qcaa—%d$’+—9’9| Qa—% T
U

el o]+
0 D05 || ) 019
uc Ua

Y ~a VNa 1/ VNa
gl 12l + e 192l
uc - ~ Ua -
ol Nl + o Il

9 |Q|1/2

Q12
s jo

L2(Q)

Y91 + 22z
0 Al 0|Q|1/2 N
U«

9|Q|1/2
Ua 0 B Ua
010" (0 —-UC) 0" -UC)

leall
H1

Agora, fazendo z = u,, em (4.15)s temos,

VaO(uOm ua) + bO(ua7 Uq, ua) = —k fQ Eai?) “Uq + <f> ua>
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vl = —k/};g-ua+<ﬂua>
0
S ‘_k/goziii *Uq + <fa ua>
0
< k;/ Cads - ol + [{F, ua)]
Q
< klleall 2 1aasll 2y + £l -0 1ually
< kC ||5a”§1 Hua||(L2(Q))3 + ||f||(H—1(Q))3 [ualy
< kC ||Ea||h?1 Claally + [l r-10)e [ally
viuly < kC? ICall o+ €l -1y
EC%Ua
< + [1£]] -
1 kC?Ua
laally < = { [[£ll -1 + :

|
TEOREMA 4.1. Para cada « > 0, o problema (4.15) tem ao menos uma

solugdo (U, ¢y ). Além disso, se a viscosidade v satisfaz a condi¢ao
V2 > O €]l 10 (4.20)

entdo existe o/ > 0 tal que para cada o € [0,d/], (4.15) tem uma tnica solugao.
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [23].

4.3 Um Problema de Controle

Nesta segao supomos que (4.17) ¢ satisfeita
Nés consideramos o funcional

J: Kx H(Q) >R

J(a,e) = 5 lle = cll; + §o?

(4.21)

onde K C [0,+00) é um intervalo fechado e nao vazio, N ¢ uma constante nao
negativa e ¢g € L*(Q) é uma funcao dada.
No6s formulamos o problema de controle 6timo como segue:

min{J (e, c), (a,c) €T}, (4.22)
onde 7' é o conjunto nao vazio, fracamente fechado:

T ={(a,c) € K x H'(Q) |JueV tal que (u,c) satisfaz (2.14)}.  (4.23)
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O termo relevante em (4.21) é L|jc —c4l|3 que fornece uma estimativa da
diferenga entre a componente ¢ de um elemento (u, ¢) satisfazendo (4.13) e uma
dada configuracao ¢, de concentracao.

Daqui em diante supomos que K é limitado ou N > 0.

O primeiro resultado a ser provado é a existéncia de solucao de (4.22):

AFIRMACAO 4.1. Se {(cn,cn)}n C T é uma sequéncia minimizante de J
entao {(au,,cn)}n € limitada

Prova: Seja {(an,cy)}n C T uma sequéncia minimizante de J, ou seja,
J (o, ¢n) — infig cper J (o, ¢) em R. Da convergéncia de J(a,, ¢,) vem que J (o, ¢,)
é limitada em R e portanto existe K tal que |J(a,,c,)| < K; assim,

< K;

N
S llen — Cd||i2(9) +oap < K

Isto significa que o? < K; e ¢, — CdHiz(Q) < K; . Mas

IN

2
(llen = call 2y + llcal ey )
2 2
22 (llew = call} ey + llealley

< 2 (Kt llealam) = Ko

2
lenllz2 o

IN

Como {(a, ¢n)}n C T sabemos que existe u,, € V' tal que (u,, ¢,) satisfaz (4.13)
e portanto temos

Oa(cp, )+ by, e, r) = U [ cnaa—:édx = 0.

Para cada n fixo seja r = ¢, assim:

Oa(c,,c,) = U [ ¢,—d
a(cy, cn) Qc o2, x
0 1VerlZag < U [ || a
IVenliz@ < B, |
ac,
< U Cn 2 -
> ” ||L () 81'3 L2(9)
< Ulleallpey Venllreg
U U

HVCHHL?(Q)

IN
|
=y
3
=
P
2
IN
|
3
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Portanto
U
2 2 2
leallrs = lleallzzg) + 1Venllzag) < K2 + 5 Ko
U
el < K1+ 5),
Com isso provamos que (a,,c,) ¢ limitada ja que H(an, cn)Hile = | |® +
2
a7 W

AFIRMACAO 4.2. O funcional J é fracamente semicontinuo inferiormente
sobre K x H'(Q).

Prova. Considere My = {(a,c) € K x H'(Q) |J(a,¢) < A}.. Seja (a, cn) —
(a*, "), com (ay,c,) € M. Logo o, — a* e ¢, — ¢*. Também ¢, — ¢; —
¢* — ¢q. Como (an,c,) € M, temos 3 |c, — Cd”ig(ﬂ) + &a? < ), portanto da
semicontinuidade fraca da norma vem que

e = culllay + 5 (0")? <l e — cullage, + 5 0% < A
e assim J(a*, ¢*) < A o que implica (a*,c¢*) € M,. Portanto M, ¢é fracamente
fechado e J é fracamente semicontinuo inferiormente.ll

AFIRMACAO 4.3: O conjunto T é fracamente fechado.

Prova: Seja (ay,c,) — (a,c¢) em RxH!, com (a,,c,) € T. Portanto temos
Qp — @, ¢, — c em H' e também ¢, — ¢ em L*(Q). Como (a,,c,) € T, existe
u, € V tal que (u,,c,) é solugao de:

(w,,c,) €V X HY(Q) =

vag(un,z) + bo(uy,u,,2z) = —k [, cpls - zde + (f, z) Vz €V
Oa(cy, )+ b(uy, cn,m) = U [ cn%dm = 0 vr e HY(Q)
Jocndr = Q.

Da convergéncia «,, — « vemos que {a,} é limitada, e pela estimativa
(4.19) {u,} é limitada em V, portanto existe uma subsequéncia u,, — u. Logo
ao(Wn,,2) — ao(u,z), j& que ao(-,-) ¢ um produto interno em V. Da imersao
compacta V' — (L*(Q2))* vem que by(un,,u,, ,2z) — bo(u,u,z) (ver pagina 165,
Lema 1.5,ref. [[28]]). Claramente fQ Cpls -2 = fﬂ Cp, Z3dr — fQ czZ3 = fﬂ Cn,ls - 2.
Tudo isso junto nos da:

Cnils-zdr — vag(u,z)+bo(u, u, z)+k/ ciz-zdz.

vag(Uy,,z)+bo(uy,, v, ,2z)+k /
Q

Q

Dai
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vag(u,z) + bo(u,u,z) + k:/ ciy - zdr = (f, z).
Q

Do mesmo modo a(cy,,7) — a(c,r) e [qcn2edr — [ocdr, Vr € H'(Q).
Vamos agora mostrar que b(u,,, ¢y, ,r) — b(u,c r)

Como u,, = uem VeV CC (L*Q))? existe uma subsequéncia de u,,
que também representamos por u,, tal que u,, — u em (L?*(2))3. Considere a
subsequéncia c,,, (mesmos fndices que u,, ). Como ¢,, — cem H' e H' CC L*(Q),
existe subsequéncia de que continuamos representando por ¢,, tal que ¢,, — ¢
em L?(Q2). Logo u,, —~uem V,u, — uem (L*(Q))* e c,, — ¢ em L*(Q). Seja
r € CY(Q), entdo

b(wn,, 7y ) — b(u, 7y 0)| =

/(un,c -Vr)e,, — (u- Vr)cdz
Q

3
/ i 87‘ i 87‘ d
E u, —Cc, — U —Ccaxr
N Nk
1 /9 8IZ 8362

< Z::/Q u;kg_gzcnk_uig—;c da
< ZZ::/Q uﬁlkg—:;cnk —ui%an dx
= [ e —uiggic dx
< Z / i, = || e +
+Z/\ |cnk ¢| dz
3 " A P
+é g; @) [ —C||L2(Q) ”“i”m(n))‘

Assim |b(w,,,7,¢,,) —b(u,r,c)] — 0 Vr € CHQ),jd que c,, & limitada em
H(Q) e portanto em L?(Q).

Pela continuidade de b e pela densidade de C*(Q) em H'(Q) temos que
b(W,, 7, ) — blu,rc) Vr € HY(Q) . Mas b(u,,,cn,,7) = —b(uy,, 7, cn) =
b(Wp, , Cnyy 1) — b(u, c,7) Vr € HY(Q) .
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Assim

Oalcn,,r) + b(an,, ey, 7) — U/ or —dx — fa(c,r) + b(u, c,r) — U/ cﬁdx.

" D 81'3 Q 81'3
E concluimos que
Oa(e,r) + b(u,c,r) — /c—dw—O vr € H'(Q).
81'3
Falta agora mostrar que
/ cdxr = a.
Q
Mas o = [ Cnpd €
1/2
/cnkdx—/cdx < / ey — ¢l dz < 1QI7 [len, — ¢l 12(q)
Q Q Q
Portanto oy, = [, en,dx — [, cdx, mas oy — a = [ cdr = a.
Juntando tudo o que foi feito acima concluimos que u, ¢ satisfaz,
(u,c) €V x HY(Q)
vao(u, z)+b0(u w,z) = —k[,cs zde+(f,z) VzeV
fa(c,r) +b(u,c,r) = U [gcfidr = 0 Vr e HY(Q)

f cd:v = .

Mas isto quer dizer que (o, c) € T e assim T é fracamente fechado.ll

PROPOSICAO 4.2. Suponhamos que U < %, K ¢é limitado ou N > 0. Seja
J o funcional definido por (4.21) e T o conjunto definido por (4.23). Entdo o
problema de controle 6timo (4.22) tem ao menos uma solu¢io, ou seja, existe
(a*,c*) € K x HY() tal que

J(a*,¢*) = min J(a,c).

(a,0)€T

Prova: Qualquer sequéncia minimizante {(a,, ¢,)}n C T de J (ouseja, J (o, ¢,,) —

inf (o, cyer J (@, ¢)) € limitada em K x H'(Q). Além disso, J é fracamente continuo
sobre K x H'(Q) e T é fracamente fechado. Como {(a,, ¢,)}, € limitada e-xiste
uma subsequéncia (a, , ¢, ) — (a*,¢*). Sendo T fracamente fechado temos que
(o, ¢*) € T. Dasemicontinuidade fraca de J segue que J(a*, ¢*) < lim J(ay,, cn,)
e da unicidade do limite (pois J ¢é estritamente convexa) vem que

J(a*, ") = inf J(a,c).

(a,0)ET
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Logo
J(a*, ") = (g;relTJ(a,c).

Ou seja, o problema de controle étimo tem uma solugao.l

Né6s vemos que, em geral, se (a,c) € T, a correspondéncia o — ¢ é multi-
valuada, ou seja, para cada « fixado existem varias solugdes (u,,c,) de (2.14),
assim ¢, = ¢(«) € um conjunto. Portanto a obtengao das condigoes necessarias de
otimalidade nao é 6bvia (pois terfamos que diferenciar a func¢ao J(«, c¢(a)) onde
c(a) € uma multifuncao).

De modo a obter estas condi¢oes nés aproximamos J (em um sentido que
ficard preciso na Proposi¢ao 3.3) por uma familia de funcionais {.J,}-o,

J VxK—R

4.24
Tw,) = (o elw, ) + & [u(w. ) — wl?, 2
onde (u(w, @), c(w,«)) é a tnica solugao de:
(u,c) € V x HY(Q)
vag(u,z) +bo(w,u,z) = —k [yciz-z+(f,z) VzeV (4.25)
Oa(c,r) 4+ b(w,c,r) = U [, caa—zrsdx = 0 vre HY(Q) T
fQ cdr = o
Provaremos que (4.25) tem tnica solu¢ao: Fazendo a mudanga ¢ = ¢ — ﬁ, )
problema (4.25) é equivalente ao problema
(0,0) € V x HL(Q)
vag(u,z) + bo(w,u,z) = —k [,cz-zde+ (f,z) VzeV (4.26)
fa(c,r) +b(w,¢r) = U [ cdr = % Joo=dr Vre HY(S).

Sejam (uy,¢;) e (uy, ¢y) solugoes de (4.26). Subtraindo as equagoes correspon-
dentes a essas solucoes temos:

V(l()('l,ll — UQ,Z) + bo(W, u; —Uy, Z) = —k fg(gl — Eg)i:g - zdx
9@(51 — 52, 7") + b(W,El — 52, 7") — UfQ<51 - ’52)88—;3d$ = 0.

Fazendo z = u; —uy e 7 = ¢; — ¢» temos

vl =y = k[ @ =)t - s

o 0@ -F
01—l % = U/Q(CI_CQ)%CM
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Da primeira equacao acima temos

o= wl? < % [ =l fuf - u e

< —||Cl C2HL2(Q)H111 ugH_L?(Q)
< E||51—52HL2(Q)01 [uf — w3,
o=y < L E Bl
[ur —uofly, < kCVlC ler — 02”1?1(9)'

Utilizando agora a segunda equagao,

6~ el < o / & -l |

(¢ =)

dx
8(01 Cg)
< c1—¢C —_—
> || 1 2||L2(Q) O3 @)
e d(c1 — ¢2)
< N N AT
s 7 la-alme drs |l 12(q)
-~ - UC -
|c1 — C2||I71(Q) < —|V(a - C2)HL2(Q)
-~ UC’
|lex — CQHF}E(Q) < e |lex — C2||}}'1(Q) .
Como U < & = &£ <1:>||cl—02\|H1 =0=|u; —uqyy, =0. Logocs =c e

u; = uz.

Vemos assim que a correspondéncia (w, a) — (u(w, a), ¢(w, «)) é univaluada.
Isso nos permite obter as condigoes necessdrias de optimalidade para o seguinte
problema de controle,

min{J.(w,a) | (w,a) eV x K} (4.27)

e entao fazendo ¢ — 0 vamos obter as condigoes desejadas para uma solugao do
problema de controle (4.22).

PROPOSICAO 4.3. Suponhamos que U < %, K é limitado ou N > 0. Seja
Je o funcional definido por (4.24). Entao o problema de controle étimo (4.27) tem
ao menos uma solucao, ou seja, existe (w',a’) € V x K tal que

Jo(w! al) = (wﬁ,oril)ieanK Je(We, ).
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Prova. Seja {w”,a}, sequéncia minimizante de .J. ( ou seja, uma sequéncia
tal que J (W2, o) — inf(w_aoevxr Jeo(We, ac)). Portanto J.(wl,a) é limitada e
com isso J(al, ) também ¢ limitada. Da definigdo de J vem que o ¢ limitada,

¢ é limitada em L?(Q2) e também ¢ = ¢ — % ¢ limitada em L?(€2). Da unicidade
de (4.25).

kC
laflly < —=

[ucly, < K.

11 220

De |J.(w?, o) < K também implica que

fué —wil, < K
Iwelly < llad =wlly + [ludlly, < K+ K

que nos diz que {(w”,a”)} é limitada. Logo existe (W, al*) — (w*, aF).

Jo (Wi al) < limJ (Wl al*) = lim J (W], al*) = inf  J(we ). (4.28)
(We,ae) EVXK

Como K é fechado temos que (w?,a’) € V x K. Logo

* * .
Je(wial)=min  J(w ae)
(We,0e) EVXK
Falta agora mostrar a semicontinuidade fraca inferior de J. usada em (4.28).
Para provar que J. é fracamente semicontinua inferior devemos mostrar que os
conjuntos de nivel

M, ={(w,a)|J(w,a) < A}

sdo fracamente fechados. Sejam (w,, a,) € M), com (w,,a,) — (w,a). Assim
w, ~wemV eaq, — a. De J(w,,a,) <\ vem que

1
J (W, o) + % ”un - Wn”?/ <A

onde u, e ¢, satisfazem (4.25).

Para u, e ¢, = ¢, — g obtemos de (4.25) as mesmas estimativa (4.18) e (4.19)
com & = «,. Deste modo u,, e ¢, sao limitados e portanto existem ¢,, — ceu,, —
u e assim (u,c) € V x HY(Q) é solugao de (4.25) com o w e a conhecidos acima
(basta passar o limite nas equagdes em (4.25)). Como J ¢é fracamente continuo
temos que J(wy,,an,,) — J(W,c) e como a norma ¢é fracamente semicontinua

inferior (pois é convexa) temos também que

[u = wi| < lim [, —wn,ly,
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ja que u,, —w,, — u—w. Portanto

1 2 _ 1 2
Tw,0)+ o = wilE < BT (W ) + lino [t = wa [} < A

Como (u,c) é a tunica solugao de (4.25) correspondente a (w,a) temos que
Je(w, ) < X que implica (w, ) € M,. Mas isto que dizer que M, é fracamente
fechado e portanto J. é fracamente semicontinuo inferior.l

PROPOSICAO 4.4. Suponhamos que U < %, K é limitado ou N > 0. Seja
Je o funcional definido por (4.24) e para qualquer € > 0, seja (W, o) um ponto
de minimo de J.. Entao existe (o*, ¢*,u*) € K x H* (Q) x V tal que sobre alguma
subsequéncia nds temos, quando p — o0 :

Q, — o,

¢, — ¢ fracamente em H' (), (4.29)
u, — u  fracamente em 'V,
w,, — u' fracamente em 'V,

onde (u,,c,) = (u(w,_, ), c(w,_,ae,)). Além disso, (u*,c*) é uma solugdo de
(4.13) correspondente a o = o e

PB% Je(w_, o) = J(*, ¢") = min{J(a,c) |(a,c) € T} (4.30)

Prova. Para cada (w_, ) existe (u,, c) satisfazendo (4.25) pela definicao de
Je. Primeiro vamos provar que {a.}.o € limitada. De fato isto é 6bvio se K é
limitado. Se K nao é limitado, entao nés temos

N, (%)
5 % < J(ae, ce) < Je(w_,ar) < Je(uy, ) = J (v, o)
onde (ayp, ¢p) ¢ um controle 6timo para (4.22) e (ug, ¢o) verifica (4.13) para a = «
e up = u (u,, ). Deste modo c é limitada.

Observagio 4.1: A desigualdade (x) vem da hipétese que (w_ ) é um
ponto de minimo de J,, ou seja J(w_, ) < J(w,a) V (w,q), e em particu-
lar J(w_, o) < Je(u,, o) tomando w = uy e o = ap. Observe que J(ayg, cp) <
J(ov,¢) VJ(a,c) € T , e neste caso existe ug € V tal que (uy, ¢o) satisfaz (4.13).
Mas (4.13) é (4.25) com w = uy, ou seja, faz sentido considerar J.(u,, o) e com
w = 1 temos que |[ug — wl|> = Oe dai J,(u,, ag) = J(a, o).

Para u, e c. — & nds obtemos de (4.25) as mesmas estimativas (4.18) e (4.19),
com a = a.. Portanto a sequéncia {(u, c.)}eso € limitada em V' x H'(Q2). Como
desejamos € — 0" vamos fixar § > 0 e tomar € < § entao temos,

Ju, — we||} < 2eJ(w,, a.) < 2eJ(a, o) < 26 (a, o).
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Das limitagoes acima temos que existem (u*,c*) € V xH'(Q) e o* € K tais
que para alguma subsequéncia ¢, de € obtemos,

Q, — o,

¢, — " fracamente em H'(Q),
u, — u fracamente em 'V,
w., — W' fracamente em V.

Como (u.,,— w,) — (u* — w*) e a norma ¢ fracamente semicontinua inferior
temos

o' —wf < lim|lu, - w, |
. 2
< lim [, —w, [}

< lim 2¢,J(ap, ¢p) = 0.

ep—0

Assim u* = w*. Logo w., — u* em V.

Tomando as equagoes (4.25) com a,, c.,, Ue,, (j& que para (w, o) = (W, o)
sabemos que (u,,c.,) ¢ tnica solugao de (4.25) e passando ao limite quando
p — 00 temos que (u*, ¢*) satiafaz (4.13) para o = a* e portanto (a*,c*) € T.

Como J ¢ fracamente continuo, lim__, J(c,,c,) = J(a*, ¢*). Mas J(a,, ¢.,) <
Jeop(We,, ) < J(a, o) implica lim_ , J(a,, c;,) < J(ao,co) o que nos dd
J(a*, ¢*) < J(a, c).Por outro lado (ayg, ¢g) € uma solugao de (4.22) e (a*,¢*) € T
fornecendo-nos J(ay, co) < J(a*, ¢*), portanto J(a*, c*) = J(a, co).

Temos também que lim__, Je,(We,, ) < J(a*,c*) e da semicontinuidade
inferior fraca de J, vem

—0

J(a, ") = Jo, (u*, o) <lim,_ o Jc, (We,,) < lim J (W, ac,)
ep—0

e isso implica que

. * %

lim J,(we,,a.,) = J(a*,c").

ep—0
Como {J.(w,,a.)} tem um tunico ponto limite , pois é estritamente convexa,
concluimos que

lim J(we, ) = J(o*, ¢*) = min {J(a, ¢) |(o,c) € T'} .
e—0

Para obter as condigoes necessdrias de optimalidade para (4.27) vamos utilizar
o formalismo de Dubovitskii-Milyutin.
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4.4 Aplicacao do Formalismo de Dubovitskii-Milyutin

Vamos agora aplicar o formalismo de Dubovitskii-Milyutin para encontrar as
condigbes necessdrias de otimalidade para o problema de controle (4.27). Neste
caso de fluxo bioconvectivo utilizaremos o Teorema de Lyusternik e o Teorema 2.1
de Dubovitskii-Milyutin apresentados no capitulo 2, diferentemente do capitulo 3
onde foi utilizado o Teorema 2.2 do capitulo 2.

O Funcional J, estd definido por

Jo : VXK—=R

1
J€(W7a> - J<a7 C(W7a)) + 2_6 ||U(W,Oé) - WH%/ )

onde (u(w,a), ¢(w,«)) é a unica solugao de

(u,c) € Vx HY(Q)
vap(u,z) + by(w,u,z) = —k(cis,z)+ (f,z) VzeV
Oa(c,r) +b(w,c,r) —Ule, 2=) = 0 Vr € HY(Q)
(1) = a
Fazendo a mudanca
- a
c=c— =
2]

obtemos o funcional J. definido agora por

Jo : VxR — R

2

N 1
+ 50’ + o [lu(w.a) - wfy

«
Ctrg ol +5

JE(W’Oé) ‘Q'

2

onde (u, ¢) ¢ a tnica solugao de

(0,8) € V x H(Q)

vag(u,z) + by(w, u, z) —k(ciz,z) + (f,z) VzeV (4.31)
9&(5,T>+5(W,E,T)—U(a%) = %(gj,l) Vr e HY(Q).

Para aplicar o formalismo vamos definir adequadamente os espacos funcionais
onde definiremos o funcional objetivo, as restricoes de igualdade e a restrigao de
controle.

Definimos os espagos
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Xy = V x H
Yo = VxR
My = VxK

e consideramos = = (u,¢) € Xy e m = (w,a) € Y.
Definimos os operadores

P1 : X() X YE) — v
Pi(x,m)z = vag(u,z) + bo(w,u,z) + k(ciz, z) — (f, z),

P2 : X[)X}/O—>[‘7_i*

_ Oor Ua , Or

Pl(x,m)r = 9@(0, ’l“) + b(W,C, T) - U(C> 8_1'3) - W 8_$37 1)7

P . XyxYy— V*x H
P(z,m)(z,r) = (Pi(x,m)z,P(z,m)r).
Consideramos agora

Jooo XoxYo—R

2
~ «
C+ — —cq

2]

N
+ —a?

1
Je(x,m) = 5

1 2
5 +§HU(W7@)—WHV~

2

O problema (4.27) pode agora ser escrito na seguinte forma abstrata

min J(z, m)
s.a
P(x,m)=0
m e M().

84

Vamos supor daqui por diante que € > 0 est4 fixado e que (z,, m.) é um ponto

de minimo do funcional J,
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4.4.1 Anélise do funcional

Sabemos que

Te (ue> Cé)? T = (u,c )
me = (Wea ae)v m = (W,Oé),
~ + Ol
C = C —_.
€ € |Q|

O funcional J, é Frechet diferencidvel e usando a regra da cadeia podemos
calcular explicitamente sua derivada que é dada por

1 1
J(ze,me)(z,m) = =ap(u. — we,u) — —ag(u. — w,, w)
€ €
o o Q
+(Ce+ 7= — ¢4, ¢) + (Ce + = — ¢4, 7=7)
2] €2 2]
+Na.a,
, 1 1
J(ze,me)(x,m) = —ap(u. — we,u) — —ag(ue — we, w)
€ €

(6]
+(C€ - Cd7g) + (Ce — Cq, 1)@
+Naeao.

O cone de diregoes de decrescimento de J, no ponto (x., m.) é dado por

Kp ={(x,m) € Xo x Yy |J(xc,me)(x,m) <0}

e seu cone dual é dado por

KB = {_)‘OJ/(:Ee,me) S (XO X }/0)* |O S )\0 < OO} .

4.4.2 Anilise das restrigoes de controle

O conjunto

My ={(w,a) € Ypla € K}

é convexo e fechado (pois K é fechado) e intMy # @ (pois K é nao vazio) e
portanto o conjunto Q = Xy X My também é convexo e fechado e intQ) = Xy x
intMy # . Seja Kr o cone de direcoes factiveis para o conjunto ) no ponto
he = (ze,m), entao se f € K}, (cone dual do cone de diregdes factiveis) segue que
f =10, f1) onde f; € Y & um funcional suporte para My no ponto m,, ou seja,

fr e My ={feYy|f(m)> f(me),¥m € My}.
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4.4.3 Andlise das restricoes de igualdade

Os operadores P; e P, sao Frechet diferencidveis em (z.,m.) e assim P é
Frechet diferencidvel em (x, m).
As derivadas de P, e P, sao dadas por

P/(ze,me)(x,m)z = wvag(u,z) + bo(u, w,z)
+bo(W,u, z) + k(ci, z),

Py(xe,m)(x,m)r = 6Oa(c,r)+b(w,,c,r)
- Or Ua, Or

‘f‘b(W,CE,T’) — U(C, 8_33‘3> — ﬁ(a_x:g7 ].)

Vamos agora utilizar o Teorema de Lyusternik, para encontrar o cone de
diregoes tangentes associado a restrigao de igualdade. Se (z.,m.) é ponto de
minimo do funcional J, entao P(z., m.) = 0 pela defini¢ao de J, e P é diferencidvel
em uma vizinhanga de (z.,m.). Vamos agora provar que P ¢ de classe C' :

Se hy — he em X X Yy entdo ||k — hel| x, .y, — 0. Como,

1P (he) = P (h)ll exonvoxgy = IP1RE) = PiRoll £ (xpnv x)

+ |1 Py (he) — Pé(he)|‘£(xoxyo,ﬁ*)

das desigualdades,

|bo(W¢ = we, u,2) [we = welly llally lIzly
Iwlly lad—uelly flzlly
lwe = welly llellg Il »

[wily [ler = cellz Il »

bo(w,u'—u, z
|bo(w, ug

€9 )
|b(W? - W, E) T)
~ T')

VAN VAN VAR VAN

|b(W7E? — Ce,

vem que || P'(h?) — P’(he)\|£(X0Xy07XS) — 0 e assim P ¢ de classe C'.

Para utilizarmos o Teorema de Lyusternik resta-nos provar que P’(h.) é so-
brejetivo, mas isto segue do Lema de Lax-Milgram. Portanto pelo Teorema de
Lyusternik o conjunto de diregoes tangentes K, para o conjunto

Q2={h e XoxYy|P(h)=0}

no ponto h. é dado por

Kj = (Kr)" ={f € (Xo x Yo)" |f(h) = 0,Vh € Kr}.
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4.4.4 Equacgoes de Euler Lagrange

Pelo Teorema de Dubovitskii-Milyutin (Teorema 2.1, Capitulo 2) existem fun-
cionais, nao todos nulos, fy € K7, f1 € K., fo € K7 tais que fo+ f1 + fo =0,
ou seja,

fo(h) + fu(h) + fa(h) = 0.
Como fl(h) = f1(m) onde f; € M obtemos

fo(z,m) + fi(m) + fa(x,m) =0.

Para cadam = (w,a) € My sejaz = (u,c) escolhido de forma que P’ (h¢)(z,m) =
0. Dessa forma fy(x,m) =0 e a equagdo de Euler Lagrange fica,

fo(z,m)+ fi(m)=0

—XoJ (ze,me)(z,m) + f1(m) = 0.

Se \p = 0 entdao f; = 0 (o que é um absurdo). Logo o problema é normal e
podemos tomar \g = 1:

fi(m) = J'(we, me)(x,m)

1 1
fi(m) = an(us — W, u) — Zao(u6 — W, W)

«
+(Ce - Cdvg) + (Ce — C4, 1)@
+Naoo.
4.4.5 FEquagoes adjuntas
Sejap. €V, q. € H tinicas solugdes (pelo Lema de Lax-Milgram) de
Va()(pea Z) - bO(W67 Pe, Z) = %a()(ue — W, Z)a
0a(ge,m) — b(We, qe,7) = U [, P9 dy = —k Jo rizpedr + [ 7(cc — cq)dx

oxs
Vz eV, Vr € H(Q))

(EA)
Observagao 4.2: Um esquema da demonstragao de que o sistema acima tem uma
tinica solugao ¢ a seguinte: Toma-se B(pe, z) = vao(Pe, z) — bo(We, Pe, 2) € f(2z) =
Tap(u.—w,, z). E fécil ver que B ¢é bilinear e continua e também que f ¢ continua.
Pelo Lema de Lax-Milgram existe uma unica solugao de B(p.,z) = f(z),Vz € V.
Substitui-se este p. na segunda equacao acima e novamente pelo Lema de Lax-
Milgram encontramos um unico ¢.
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4.4.6 Condicoes Necessdrias de optimalidade

Fazendo z = u em (EA); obtemos:

1
UCLO(pE:“*) - bO(W67p€7u) = an(ue - We,u)-

Fazendo r = ¢ em (EA)y obtemos:

Jq. ~ —~
(g ) = b(We, 4, ?) = U(E 72°) + k(@ po) = (@ = ca). Vr € HY(Q).
T3
Relembrando a escolha de h = (x,m) (P'(he)(z,m) = 0) temos o sistema
U(lo(u, Z) +bO(Weaua Z) + bO(W9u67 ) ( Z) SA
(@) + bl Er) 4 B ) — U@ ) = e 1) M)

Fazendo z = p, em (SA); obtemos,

UCLO(U, pg) + bU(W€7 u, pé) + b0<W7 U, pe) = _k(a:’n pé)

Fazendo r = ¢. em (SA)y temos

. - - - Jq.,  Ua 0q.
G ) + b(Wes . 00) + bW, % 0) = UG 72) = 1or(. 1)

Portanto podemos concluir dessas igualdades que:

1

Zaﬂ(ue — W, ll) = _bO(W> Ue, pe) - k(a& pe)
~ —~ - Ua , 0q.
(07 Ce — Cd) - k(0137 p6)+b(wev ¢, (]e) |QO|[<853 )
com isso temos,
fl(m) - _b0<Wuue7pe) k(a3ape)+k(a37pe)
~ € 1
—|—b(W, Ce, QE) Ua( aq 1) - _a0<ue — W, W)
\QI €
+(ce — cq, ) + Na.a.
€
Mas f1 € M] e isto quer dizer que
fi(m) = fi(me), Vm € My (CN)

ou seja, fi(w,a) > fi(we, a.) e podemos escrever :
J
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_bO(W — W, U, pe) + b<W - Wevgev QG)

q. (a—a) 1
+U(813’1) Q) —an(ue—we,w—wﬁ)
+(ce — ca, I)M + Na(a—a) >0

Como m = (w,a), Vw €V, Va € K, podemos tomar m = (w,,«),Va € K para
obter a seguintes condicoes necessarias de otimalidade

(v — )

2]

U( aqé 1) (Oé - O[e)

81’37 |Q| + (CE — Cq, 1)

+ Na(a —a.) > 0,

{U(gz;, 1) 4 (e, 1) = (cq, 1) + N |Q] 045} (a —a) > 0.

Relembrando que (¢, 1) = a, temos,

[U(aqe,l)— (cd,1)+N|Q|oz€—|—ozg} (v —ae) > 0.
8903

Em (CN) podemos tormar também m = (W + w, ) e m = (—w + W, ) e
obter

1 ~
gao(ue — Wg, W) - b(W, Ce, C_le) - bO(W7 Ue, pe)a VW EV

Logo nossas equacoes adjuntas tornam-se

Va0<p67 Z) - bO(Wea Pe, Z) = b(z>ge> QG) - bo(Z, U, pe)
0a(ge,r) — b(We, qe, 1) — Ufgrgg;da: = _,kifQ rig.pedz + [, 7(ce — cq)dx
vz eV, Vr € H\(),

O desenvolvimento acima nos permite entao enunciar o seguinte Teorema:

TEOREMA J.2. Suponhamos que U < %, K ¢ limitado ou N > 0. Seja J. o
funcional definido por (4.24) e seja (wW_, a) um controle 6timo para (3.6). Entao

existem tnicos elementos (ue,c.) € V X I:ﬁ(Q) que satisfazem:

vag(ue, z) + bo(We, ue, z) = —k/ cdgzdx + (f,z) VzeV
Q

Ba(ce, ) + b(We, e, 1) — U/ ceﬁdx =0 Vre HY(Q) (4.32)
o Ous
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/cezoz6
Q

vag(Pe, z) — bo(We, Pe, 2) + bo(z,ue, p.) = b(z,q.,¢c.) VzeV
(4.33)

0qe
Oa(qe, ) —b(We, qe,7)—U i r@xg

dx = —kr/ Tig.pedl’—l—/ r(ce—cq)dx N7 € ]:fl(Q)
Q Q

(U aqux—l—(|Q|N+1)oze—/

pe cddm) (a—a)>0 VYaeK.  (4.34)
o 0T3 0

O Principal resultado desta secao é uma consequéncia do Teorema acima

COROLARIO 4.1..Suponhamos que U < %, K é limitado ou N > 0. Seja J
o funcional definido por (4.21) e T o conjunto definido por (4.23). Entdo existe
um controle étimo (a*,c*) para (4.22) e existem elementos u* € V,(p*, ¢*) €

V x HY(Q) e A € {0,1} tais que:

vag(u*,z) + by(u*, u*, z) = —k[,cti3-zdr+ (f,z) VzeV
fa(ct,r) +b(u*, c*,r) = U [, c*ard—;)dx = 0 VreHY(Q)
Joctde =

(4.35)
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vao(p*,z) — bo(u*, p*,z) + bo(z,u*,p*) = b(z,¢*, ) VzeV

(4.36)
Oa(q*, ) — b(u*,¢*,r) = U [, rg—idx = —k [rizp*dz+ X [, r(c* —/gj)dx
Vr e HY()

(U/ 94 de + A\|QI N + 1)a™ — / cddx) (a—a*)>0 VYaeK (4.37)
o 0x3 Q

A+lld ]|z > 0. (4.38)

Prova. E 6bvio que (4.35) segue de (4.32) por passagem ao limite sobre sub-
sequéncias obtidas na Proposicao 4.3.

Se {p.}eso € limitada em (L2 (€2))? entdo de (4.33), e da limitacio de {c.}eso
em H'(Q) nés deduzimos que {q.}eso ¢ limitada em H'(Q). Mas (4.33); e da
desigualdade (ver [28])

2 1/2 3/2
IPcltzaaye < 2Pl 2 e 1Pl e

a limitacdo de {p.}e=0 em V segue. Provemos esta afirmagdo. Sabemos que de
(4.33),

vaog(Pe, z) — bo(We, Pe, 2) + bo(2z, ue, pe) = b(2,q.,cc) Vz € V.

Fazendo z = p. temos:

VaO(pev pe) - bO(Wea Pe, pe) + b0<p€7 U, pe) = b(pea e, Ce)
Va()(peu pe) + b0<p€7 U, pe) = b(peu Ge, Ce)

VHPeH%/ - _bO(peyueape)+b<pe7(kace)
viplly < |bo(Pe, te, Pe)| + [B(Pe, G, ) -

Sabemos que (ver pag. 297, desig. 3.72, ref [28])

00(Pe, Ue, Pe)| < G Hlf’eH(yl(Q))3 [[uelly
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1b(Pe, g, cc)| < Cy HpeHV H%Hﬁl(g) HCEHﬁ'l(Q) .

Portanto

N

2
vlpcly < Collpellzagaye luclly + Cullpelly laell 7 g llecl 71
2 1/2 3/2
viply < Co2llpely2 g 1Pl e el
£ lpdly qunHl(m ucequm) .

P 3
Como {p}e>o ¢ limitada em (L?(2))* temos [P/ s < ks 4l iy <

ks. Também por um célculo andlogo ao da proposicao 4.1 temos ||ull,, < k7 e
leell (@) < ks Logo com constantes K e L independentes de € conseguimos,

3/2
vIpelly < K Pl g + L lpelly -

Como p, € V implica ||pe[lz1(q)2 = [[Pelly e usando a desigualdade de Young
com e,

, 11
ab < Cgllall” + 80", —+— =1
PP

temos

viplly < CsK*+B|pells + CsL? + 6 ||pe|ly
(v=B=0)llpl} < CsK*+CsL?

Escolhendo 3 e 0 tais que v — § — § > 0 vemos que {p.}e=o ¢ limitada em V.

Existem entao os limites fracos de {(pe, ¢c) }e>0 em V x H1(€2) que denotaremos
por (p*,q*). Da Proposicdo 4.3 sabemos que ¢, — ¢* em H', u,, — u* e w,, — u*
em V, o, — a*. Claramente ao( pe,,z) — ao( p*,2z). Devido a injecao compacta
de V em L? temos sobre uma subsequéncia €, que (ver pag. 165 ref [28])

b0<wepj7pepjaz) - bO(U*vp*az)
bO(Z7uepj7p€pj7) - bU(Z7U*7p*)'

J& provamos que b(z,pepj,cﬁp]_) — b(z,p*, ¢*), também claramente a(qepj,r) —

a(q*,r) e b(wep s ey, ,T) — b(u*, g%, 7). Como Gy, — ¢* em I:ﬁ(Q) entao Ge,; = q*

em L?(Q) que por sua vez implica em fQ 2ep; dx — o153 g ~d.
Usando os fatos acima podemos passar o hmlte sobre subsequencias em (4.32)
e obter (4.35). Passando o limite em (4.33) obtemos (4.36) com A = 1 e passando
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o limite em (4.34) obtemos (4.37) com A = 1. Claramente (4.38) é verdadeiro com
A= 1
Se {pc}e=0 ndo é limitada definimos as seguintes sequéncias

P
{Pﬁ}e =
-0 ||Pe||(L2(Q))3 >0

4e
{Qe}e = *
-0 HPeH(Lz(Q))3 >0

Dividindo (4.33)-(4.34) por |[Pe[|(z2(q):nds obtemos como antes as limitagoes

das sequeéncias {(P., Qc} .., em V x H1(€2). Passando o limites nas equagoes divi-

didas por [|Pel|(z2(q)y> obtemos (4.36)-(4.37) com A = 0. Observe que como {pe}e=o

1

nao ¢é limitada entao s Oe ja que a, é limitada em Re ¢, é limitada

N (r2@)°
em H'(§2) vem que,
1
— [ r(cc—cg)dr — O
||Pe||(L2(Q))3 Q
”—(]Q|N+ Dae — 0
Pell(z2()°

dai o motivo de A = 0 em (4.36) e (4.37).

Finalmente (4.38) ¢ uma consequéncia do fato que se ||¢*|| (@)

(4.36) segue que p* = 0 que ¢ uma contradicdo com o fato que ||p*[|;2(q): = 1.0

= 0 entao de

Em seguida fornecemos um resultado referente ao problema de controle (4.22)
quando (4.20) ¢ satisfeita (ou seja hd unicidade de solugao de (4.15)). Para qual-
quer a € K = [0,], com o o obtido no Teorema 4.1, o problema (4.13) tem
uma unica solu¢ao (u,,¢,). J& que a correspondéncia o« — ¢, é univaluada, nés
podemos escrever o funcional J : K —R como segue:

1 N
ﬂ@:—/m%—%ﬂm+—ﬁ (4.39)
2 Jq 2
e o problema de controle (4.22) torna-se
min{J(a) |a € K} (4.40)

Neste caso, as condicoes necessarias de optimalidade, obtidas diretamente da
diferenciabilidade de J sobre K, sao fornecidas pela seguinte proposicao:

Proposicao 4.5. Seja o € K um controle 6timo de (4.40). Entdao existe um
tinico par de elementos (u*, c*), (p*, ¢*) € V x H(Q) tais que satisfazem o sistema

(4.35)-(4.38) para A = 1.



CAPITULO 5

FLUXO BIOCONVECTIVO GENERALIZADO

5.1 Introdugao

O propdsito deste capitulo é estudar algumas questoes matemdticas rela-
cionadas as equacoes de fluxo bioconvectivo generalizado para posterior aproveita-
mento em uma aplicagao do Formalismo de Dubovitskii e Milyutin ao problema
de controle relacionado ao fluxo bioconvectivo generalizado.

No Capitulo 3 apresentamos as equacoes de fuxo bioconvectivo clédssico e apre-
sentamos um problema de controle relacionado a este fluxo. Nosso objetivo agora
e apresentar as equacoes de fluxo bioconvectivo generalizado, propor um prob-
lema de controle, similar ao apresentado no Capitulo 3, e através do formalismo
de Dubovitskii-Milyutin obter as condigoes necessirias de otimalidade para este
problema. Veremos que as condigoes necessdrias obtidas no Capitulo 3 sao um
caso particular das condigoes aqui obtidas. Analogamente ao caso do fluxo biocon-
vectivo cldssico nosso objetivo é caracterizar os valores médios o da concentracao
que irao nos fornecer um dado campo de concentracao c.

Para obter este modelo matematico modificamos apenas a hipétese (e) feita
no modelo de fluxo bioconvectivo classico pela hipétese:

(¢/) A suspensao é suficientemente diluida tal que a velocidade de natagao é
constante e a viscosidade depende da concentracao dos microorganismos possuindo
uma boa regularidade.

Este capitulo é a nossa maior contribuicao e também a parte inédita de nosso
trabalho. Obtemos aqui uma generalizacao das condicoes necessdrias de uma
maneira bem distinta daquelas obtidas no capitulo 3. Apresentamos o teorema
5.1 que é de autoria de M. D. Rojas-Medar ([26]) e apresentamos aqui sua demon-
stragao para maior clareza do assunto.

Inicialmente fornecemos algumas notagoes e caracterizamos os espagos fun-
cionais adequados a formulacao variacional para as equacoes de fluxo bioconvectivo
generallizado. Na secao seguinte apresentamos as equacoes de fluxo bioconvectivo
generallizado no caso de evolugao para que o leitor tome conhecimento destas
equagoes mas enfatizamos que nos dedicaremos somente ao caso estaciondrio e
deixaremos o estudo do probelma de controle associado ao caso de evolucao para
um trabalho futuro.Todos os resultados e demonstracoes a partir da proposicao
5.1 e principalmente o teorema 5.2 juntamente com o corolédrio 5.1 sao de nossa
autoria.

94
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5.2 Preliminares

Vamos supor que 2 C R? é um dominio limitado de classe C®3. Dado = € R"
denotaremos por (,y)g s = S, x;; o produto escalar de R® e por | -| a norma eu-
clidiana de = dada por |z| = (3 -, 3 )1/2 .Dado A = [a;j] € R"™" a notagao | -| indi-

1/2

card a norma de Frobenius da matriz A dada por | A| = (Zf i1 a%) . Definimos
também o produto interno no espago das matrizes como sendo A : B = Z? =1 @i bij,
onde A, B € R™". Vemos entdo que | A| = (4 : A)1/2.

Denotaremos por LP(€2), 1 < p < 0o 0 espago de fungoes Lebesgue integréveis

com as normas usuais

Hf”Lp(Q) = (/ |f(x |p) ,1<p<oo

||f||L<><>(Q) = supess|f(v)|
€N

para p = 2, L*(Q2) é um espago de Hiltbert separdvel com o produto interno

9) = [, f(x)g(x)dx

Para o caso de fungoes vetoriais denotaremos L (Q) = (LP(Q2))3.
No caso p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert separdvel com o produto interno

(u,v) :/Qu(ac)v(ac)dx:/Zui(x)'ui(:z:)dx.

Q=

Por simplicidade usaremos a notacao [|-[|, para ||| ;2 (q) ou [|[[r2(0)-
Para m > 0 e 1 < p < oo consideraremos os espacos de Sobolev:

Wme(Q) = {u € LP(Q) |D°u € LP(Q),V |a| < m},
COm a norma

1/p

lallny = | D 1Dl G0

laf<m

O fecho de C§°(Q2) na norma ||-[|,,, , ¢ denotado por W™ () e para o caso p = 2
utilizaremos a notacao padrio Hj*(Q) = WJ*(€). Usaremos a notacio padrio
H™(Q) = W™2(Q) e também denotamos por H"(9) o dual de HJ*(£2). Também
definimos neste caso H™(Q2) = (H™(Q))3.

Denotaremos por Wi sP (092) o espago de tragos sobre Jf2, correspondente a
W1P(Q). Tal espaco serd equipado com a norma

MH ?(00) inf{”“||vv140(ﬂ) jv € WP(Q),v =~ sobre 39} :
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No caso p = 2, denotaremos H'/?(0Q) = W'/>?(0Q)(Adams[29])
L? denotard o subesfago fechado de L%*(§)) das fungoes ortogonais as con-

stantes, isto é,
/ rdxr = O}
Q

o)

munido do produto escalar a(c,r) = (¢,7); = [, Ve Vrdzr e respectiva norma
associada

L2 = {r € L*(Q)

e I/ivl(Q) denotara o espaco de Hilbert

HYQ) =12 x H' = {r e H'(Q)

1/2
1/2
el oy = ()" = ([ 19elae) = el

Temos a seguinte estimativa

lelly < Cliell gy Ve € HY(S).

Seja agora 02 = SUT com S e I' disjuntos. Supondo que S e I' sejam
suficientemente suaves, definimos o espaco,

H&S = {u € HI(Q) }u|s =0,u-n, = 0}

com o produto interno (u,v) = [, Vu : Vvdz e norma associada,

1/2
2
lully, = ( [ 1vu*de) " = vl

Quando nada for mencionado a notagao ”—" indicard convergéncia forte e
7 —” indicaréd convergéncia fraca.
Observagao 5.1. Note que

(u,v) = /Vu Vvdz
. / Z 8u, (%z
. « Ox; (%]

nﬂ%s=(/§x§D)

1/2
= ([vatar) = ivul,
Q
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onde
Ouy Ouy Ouy
8I1 812 8333
— | Oua2 Ouy Oug
vu - 8I1 81‘2 8.233
Oug Oug Oug
8I1 812 8333

¢ a matriz gradiente e |Vu| indica a norma de Frobenius da matriz Vu. Observe

que a coordenada (Vu), ; ¢ dada por (Vu), ; = gg’f. O espago Hj ¢ com a norma
9 K 7 7

||u||Hé _& um espago de Hilbert.
Definimos agora o espaco

G(Q) = {ue (C=(©@))* |, =0, u-ny, :0}.

. P 11( 51 .
Claramente G(Q) C Hj g. Considere G(92) = G(Q) ** o fecho de G(2) na
norma H'”Hés' G(Q2) é um espaco de Hilbert com a norma [[ul|gq) = HuHHés =

|Vull, (j& que G(£2) € um subespago fechado do espago Hj g).
Definimos também o seguinte espaco

TQ) = {u eé(Q)mwuzo}

— {u € (C’C"’(ﬁ))3 }u‘s =0, u-n, =0, divu :O}

° Hu”Hl

Também temos que J(2) C Hjg e consideramos Jo(Q) = T (Q) . o fecho

de :](Q) na norma HHH&s Como :](Q) C é(Q) entao :T(Q) C C.?(Q) , Ou seja
Jo(©2) C G(Q) e [[uf g, ¢ uma norma em Jo(2) que o torna um espago de Hilbert.

Dado u : Q —R? com a regularidade adequada, definimos o tensor taxa de
deformacao por,

1

_ t

D(u) = 3 (Vu+ (Vu)')
Oup 4 Ouy Our | Oup Qui | Ouz
ox1 ox Oxo ox1 Oxs ox1

1

_ | Ouz 4 Ow Oug | Ouz Oug | Ous
D(u) - 2 ox1 + Oxo Oxo Oxo Oxs3 Oxo

Quz | Ouy Ouz | Oup Quz | Ouz
81’1 + a!Es a$2 + 6333 81’3 + a{E3

Também definimos
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(Dw.Dv) = [ D(w)
- [ (e ) (e ) e
[ull, = (D(w),D(v)"? y
. (/z (3e+52))
- (o)

= [[D(w)ll,

5.3 Resultados

Apresentamos alguns lemas que vao nos fornecer as estimativas que serao
amplamente usadas ao longo deste trabalho. Nao damos aqui mas demonstracoes
pois elas sao facilmente encontradas na literatura de equagoes diferenciais parciais.

LEMA 5.1 (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs). Seja ¥ C 02 uma parte
da fronteira, tal que a medida superficial de X é estritamente positiva; entdo existe
uma constante positiva Cq (que depende somente de §2) tal que:

[ull, < Calullgqy, paratodo u € G(Q), com u, =0.
LEMA 5.2 FEziste uma constante positiva Cq, tal que:

l6ll, < Calldlgi — VEEH (D).

LEMA 5.3 Existe uma constante positiva ¢ tal que (Desigualdade de Korn):

lallg <€ lDully =¢l[ul,,,  VueH(Q).
LEMA 5.4 FEziste uma constante positiva v tal que:
lul; <~ |[Dull;,  VueG(Q).

LEMA 5.5. Para cada u € G(2) e 1 < g < 6 eziste uma constante positiva
Cy = Cy(2,09) tal que

[ull, < G4 [[Dul], .
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Observagao 5.2. Por um cédlculo simples obtemos

1
|Du| = ’§(Vu+(Vu)t)
1
< 5 (|Vu] + |(Vu)t|)
< 5 (V] +|vul)
< |Vu

O que nos fornece

|Dul, = ([QD@»F@)UQ
(/Q |Vu|2dx) v

<
< |[[Vull,
<

HuHJO(Q) ”u”H(Q)

Com isso vemos entao que ||, € [[ull Jo & sdo equivalentes em G(£2) e portanto
em Jo(€2). Do Lema 5.1 vemos que existe Cq tal que |lull, < Cq lall j 0

Observagao 5.3. Seja C' = max{C , CQ} entao podemos considerar as estima-
tivas:

CHuHJO(Q)
Cl

[l

”C”2 C|’[}3(Q)'

Consideremos as aplicacoes
BO : Jo(Q) X J()(Q) X JO(Q) — R
By(u,v,w) = (u-Vv,w)
B : ()le()le(Q) — R
B(u, ¢, ) = (u-Ve,p)

By e B sao formas trilineares com as propriedades bem definidas
By(u,v,v) = 0
Bo(u,v,w) = —DBy(u,w,v)

|Bo(u,v,w)| < Cy ||u||JO(Q) ”VHJO(Q) HVHJO(Q)
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B(u,¢,¢) = 0
B(u,¢,<p) = _B(u7(p7¢)
Bu.6.0) < Cillul e 19l 16l 70

5.4 Equacoes de Fluxo Bioconvectivo Generalizado

Considerando o fluido incompressivel e viscoso propomos as equagoes de fluxo
bioconvectivo generalizado

0
a—ltl —2div(v(c)D(u)) + (u-Vu)+Vp = —g(1+c¢)is+f
divu = 0 (5.1)
%—HA +u-V +Uﬁ =0 (0,7) x Q2
g c ctUgp - = 0em (0, :

Aqui sao utilizadas as notagoes

1. a) Q CR3 ¢ um dominio limitado, com fronteira OS2, representando a
regiao de escoamento do fluido

b) u(x,t) = (ui(x,t),us(x,t),us3(z,t)) € R® denota a velocidade do fluido
em um ponto x = (1,2, x3) € 2 e instante t € [0,7], onde 0 < T <
+00.

c¢) p(z,t) é a pressao hidrostética no ponto z e instante ¢.

d) c¢(z,t) representa a concentragdo de microorganismos no ponto x € )
e instante t.

e) v(.) > 0 ¢é a viscosidade do fluido.

f) 6 é a constante que indica a taxa de difusdo dos microorganismos.
g) ¢ ¢ a intensidade da aceleragao da gravidade (suposta constante).
h) f representa uma forca externa dada.

i) i3 = (0,0, 1) & o vetor unitdrio na direcdo vertical.

)
j) U denota a velocidade média de nata¢ao dos microorganismos, na di-
recao vertical.

1) v é uma constante positiva, dada por v = £= — 1, onde p, € p,, sao a
densidade de um organismo e a densidade da cultura em fluido, respec-
tivamente.



5.5. PROBLEMA ESTACIONARIO 101

Nas equacoes acima, V, A, e div representam os operadores gradiente, Lapla-
ciano e divergente, respectivamente; u - Vu indica o operador de convecgao.

As equagoes (5.1) foram estudadas em ([26]) e obtidos resultados de existéncia
para solucao fraca e forte e mediante algumas hipéteses adicionais foram obtidos
resultados de unicidade para a solucao forte. Em ([26]) foram estudados os casos
estaciondrio e nao estaciondrio e sempre que necessdrio utilizaremos os resultados
14 contidos.

Especificamos agora o sistema bioconvectivo generalizado no caso nao esta-
ciondrio e enfatizamos que nos dedicaremos somente ao caso estaciondrio:

% _2div(v(c)D(u)) +wVu+Vp = —g(l+70)iz+£, Qx(0,7T)
divu = 0 Qx(0,7),
& _—9Ac+u-Ve+UZ = 0 Qx(0,7),

3
u(z,t) = 0 S x (0,7), (5.2)
u(z,t)-n = 0 I'x(0,7), ’

v(e)[D(un— (n-D(un)n] = b I'x(0,7),
0% —Ucny = 0 0Qx(0,7),

'LI(.CC, O) = uO(‘T) ) C(CL‘, 0) = CO<$)7 Q x (07T)7

onde 02 = SUT. S é a parte rigida da fronteira e [ é a parte livre da fronteira
(supomos S e I' independentes do tempo); n(x) = (ni(x),n2(x),n3(z))o vetor

normal unitdrio no ponto z € 02 e a% a derivada normal sobre 0f2.

Introduzimos a nova fungao q¢ = p + gxs daf segue que Vp = Vg — giz e com
isso a equagao (5.2a) torna-se
gu _ 2div(v(c)D(n)) + u-Vu+ Vg = —gycis+f£, Qx(0,7)
e fazendo k = ¢ temos

& _ 2div(v(c)D(n)) + wVu+Vq = —keiz+f, Qx(0,7T)

com as demais condicoes do sistema inalteradas

5.5  Problema Estaciondrio

5.5.1 Solugao Fraca

O problema estacionério associado ao sistema (5.2) ao qual associaremos fu-
turamente um problema de controle é o seguinte,
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—2div(v(c)D(u)) +u-Vu+Vqg = —kcig+£f, Q
diva = 0 €,
—9Ac+u-Vc—{—Ué?—;3 = 0 €,
u(z) = 0 S, (5.3)
u(z) - n = 0 T,
v(e)[D(un — (n- D(u)n)n] = b T,
93—;’; —Ucns = 0 09.

Sabemos que para u,z € Jy e ¢ € C*, temos a seguinte férmula de Green (ver

[26])

/[—Zdz'v(v(c)D(u)) + Vq] - zdz= (2v(c)D(u), D(z)) — 2 / by - zdo
Q r
e portanto a formulagao variacional para equagao (5.3a) é a seguinte:

u EJ(), f EX(Q)

/Q [2div(v(c)D(u)) + u-Vu + Vq| - zdr = —k:/

cig-z—i-/f-zdx,VzEJo
Q Q

(20(c)D(u), D(z)) — 2 /

by - zdo + By(u,u, z) :—/c/cig-z—l—(f,z),Vze Jo
r

Q

(20(c)D(w), D(2)) + Bo(u, u,z) =2 /

bl-zda—kr/cig-z—l— (f,z),vz € Jp.
r Q

A formulagao variacional para a equagao (5.3c) é a seguinte (ver [23]): ¢ €
H(Q)

Oa(c,r) + B(u,c,r) = U cﬁdx =0, Vr € H'(Q).
o Oz3

Portanto uma formulagao variacional para o sistema (5.3) ¢ a seguinte:
(u,c) € Jo x H(Q)

(20(c)D(w), D(2)) + B(u, u,2) =2 /

T

bl-zda—k/cig-z+(f,z)
Q
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Ba(c,r) + B(u,c,r) — /ca—xgdx—O
Vz €Jy, Vr e H'Y(Q).

Defini¢io 5.1. Dada f € L*(Q),um par de fungoes (u,c) € Jo x H'()é
chamada solugao fraca do sistema (5.3) se sao vilidas as identidades:

(2u(c)D(u), D(z)) + Bo(u,u,z) = 2(by,z)r — k(cis, z) + (f,2),Vz € Jy
a(c,m) + B(u,c,r) = U [, c3 8T sodr = 0,Vre H'(Q).

Como em ([23]) precisaremos da condi¢go adicional [, ¢, = o jé que, sem esta
condi¢ao, a solugao (u,0) nao descreve o fluxo bioconvectivo e assim o problema
que estudaremos daqui em diante é o seguinte:

(Wa, Ca) € Jo X HY(Q)
(2u(ca)D(uy), D(z)) + Bo(ua, uq, z) =2(by, ) — k(cois, z) + (£, 2)
Oa(ca, ) + By, Ca,7) — Ulca, 2 3a) =0 (5.4)

De modo a provarmos posteriormente alguns resultados referentes ao problema
(5.4) fazemos a seguinte mudanga de varidveis em (5.4):

~ «

Co = Cq — ok (5.5)
Substituindo (5.5) em (5.3a) temos
—2div(v(ca)D(Ua)) + uaVua + Vg = —k(ca + g)is +£, emQ
—2div(v(ca)D(uy)) + uy-Vu, + Vg = —kCuiz — ]{Tﬁi?, +f, emQ
—2div(v(ca)D(uy)) + uy-Vu, + Vg = —kCuiz — kigis + £, emQ
—2div(v(ca)D(u,)) + ua-Vu, + Vg + kigis = —kéols +f, emQ

—2div(v(ca)D(uy)) + up-Vu, + V(g + kfﬁl’g) = —kc,iz +£, em (L
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Fazendo novamenete a formulacao variacional com ¢ = g + k’ﬁl’g obtemos:

(2v(cq + ﬁ)D(ua), D(z)) + Bo(ua, ua,z) = 2(b1,2)p — k(Cuds, 2) + (f,2).
Substituindo (5.5) em (5.3¢c) e refazendo a formulagao variacional obtemos:

or Ua, Or
L) = )
81’3 |Q| 81’3
Observagao 5.4: Podemos obter o mesmo resultado apenas substituindo (5.5) em
(5.5b).
Como fQ ¢, = 0 conseguimos o seguinte problema equivalente ao problema

(5.4)

Oa(cy, 1) + B(ug, Ca,r) — U(Ca,

(Uq, ) € Jo X HY(Q)
(2v(ca + 1q)D(a), D(2z)) + Bo(ua, ua,z) = 2(b1,2)r — k(cas, z) + (f,2),
fa(ca,r) + B(ucL,Ea, r) — U(Cq, 68—3;) = %(68—3;, 1)
Vz €Jy, Vr e HY(Q).
(5.6)
TEOREMA 5.1.Sejam f € L*() e U < & onde C ¢ a constante que aparece
na observacao 5.3. Seja v Lipschitz continua e suponhamos que

vg = inf{v(c)|ceR } >0
(5.7)
vy = sup{v(c)|ceR } < +o0.

Entao eziste uma solugao fraca do problema (5.6).
Prova. Fixemos bases de Schauder {w’ }j’;l de Jo(2) e {¢/ }jil de H'. Agora
para cada n €N consideremos as aproximacoes de Galerkin

u"(z) = ch-wj(x) e '(x)= Zdn7l¢l(x)
j=1 =1

satisfazendo o problema aproximado

(2U(c"+|%é|)D(u"),D(wj)) = —Bg(u",un,wj)+2/rbl-wjda
—k/c"i3~wjdx+(f,wj) (5.8)
Q

0, _Ua [ 00

T = — dx 5.9
9 Jo, 03 (5.9)

0 n il B(u®. " A
afedh) + Bl o) - U [ 2
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para 1 < j,I < n. Assumimos primeiro a existéncia de (u”, ¢"), Vn €N (tal existén-
cia serd provada posteriormente) e demonstraremos que podemos extrair subse-
quéncias que convergem para uma solucao do problema. Para isto, serd necessario
obter estimativas para os gradientes das incégnitas.

Multiplicando (5.8) por ¢, ; e somando em j de 1 até n, obtemos

«

2(v(c"+
2]

)D(u"), D(u")) + Bo(u",u",u") — 2(by,u")r = —k(c"iz,u") + (f,u®).

Similarmente multiplicando (5.9) por d,,; e somando em [ de 1 até n temos:

ac" Ua [ Oc"
0 n’ ") + B n’ n’ ny _ g N7y = — ~— dr.
a(c™, ") (u", ", ") Qc o x ), 95, x

Notando que By(u",u”, u™) =0 temos

2|(v(c")D(u"),D(u"))] < 2 /bl-unda +k /c”ig-u”dx
r Q
+ (£, u")]
1/2
ny||2 n n n
200 [D(")[l; < 2 (/beda) [D(")[|y + &l [l [u™[]
a1 PRI
1/2
< 2e( [ o) DG, +KC I, DG,
+C £l 1D (u")]l,
200 [D(u®)ll, < KC ("l + ClIfll + 2¢[|ball garzry
200 [0l ey < FC2 I a0y +C 15l + 26 [ ragey -
Analogamente,
2 U ac” Ua 1/2 ac”
|| <_ _ n - - Q —
||C HHI(Q) - @ HC ||2 8I3 2+¢9|Q|| | 81’3 )
uc, ., " Ua "
< 1 i 19l + 5 197l
uc ., ., n Ua n
< THC H[}’l(g) HC ||}}3(Q)+ 9|Q|1/2 ||C Hf[’l(g)
_ e Ua

ni2_ ni|__
1+ e

" iy | 1 = =5~ AIERE "Wl 7

IN
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Ua
Cn -~ S . 5.10
0 < GG o6 (5.10)
Com isso temos também
200 [0l < RNl gy + C 15l + 26 ol o
EC?Uw
+C f +20 b 1/2
TG gg O Ml 2 ik,
1 EC?Ux

u” < — +C 4+ 2¢ |61 212 . 5.11
[0 1) < Sor <|Q|1/2 0 _U0) £l 01| g1/ (r)> (5.11)

Portanto a sequéncia {(u”, ")} ¢ limitada em Jo(2) x Ifivl(Q) Agora, do fato
que Jo(£2) esta compactamente imerso em H e fAﬁ(Q) esta compactamente imerso
em L2, podemos escolher uma subsequéncia de {(u", ¢")}(ainda denotada por
{(u"™,c™)}) e elementos u, € Jo(Q2), ¢, € Eﬁ(Q) tais que u" — u, em Jy(2),
u" —u, em H; ¢ — ¢, em I/ivl(Q), " — ¢, em I2. Ainda mais, podemos supor
que D(u™) — D(u,) em L*(Q), V(c") = V(¢,) em L?(Q).

Com isso podemos passar ao limite quando n — +oo em (5.6) e obter

(20(5a+ﬁ)D(ua),D(wj)) = —Bo(ua,ua,wj)—l—2/b1 -w/do

r

—k/Eai3-wjdx+(f,wj) (5.12)

Q
_ _ _ ¢’ Ua [ 9¢'
I I
- D =2 2, 1
0a(Co, @) + B(ug, Ca, @) = U Qcaﬁxgdx 9] an3dx (5.13)

Observamos aqui que

ja que v(c")D(w?) — v(¢,)D(w’)(convergeéncia forte) em L?(Q) em virtude do
Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue.
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Como as sequéncias {w’} e {¢'} sdo completas em Jo(Q) e H() respectiva-
mente, usando (5.12) e (5.13) concluimos que (u,, ¢,) satisfazem (5.6).

Falta ainda provar que o sistema néo linear (5.8) e (5.9) tem solugdo fraca
para todo n. Faremos isso utilizando o Teorema de Ponto Fixo de Brower.

Seja W, o subespaco gerado por {w!,....., w"} e seja M, o subespaco gerado
por {¢', .....,¢"}. Para cada (v, &) € W, x M,,, consideramos a tinica solucio (pelo
Lema de Lax-Milgram) T'(v,§) = (u,c) € W,, x M,, das equagoes linearizadas

«

(2u(€ + I

)D(w), D(w?)) + Bo(v, u, wi) — —Q/Fbl-wjda (5.14)

—k/ cig - widz + (f, w))
Q

9¢'

c
o Oz

v o4

der = —
|Q| an?,

Oa(c, ') + B(v,c,¢') — U dx (5.15)

para 1l < 7,0 < n.

Inicialmente vamos provar que as equagoes (5.14) e (5.15) tem uma tunica
solucao. Considere

F : M,xM,—R

F(ce,r) = #0alc,r)+ B(v,c,r)—=U g cg—:;da:,
Ua or

Claramente F' ¢é bilinear. F' é continua ja que

Bl < Ol g +Culvil, el g
FUC el Il

Também F' é coerciva pois

F(c,c) > (6 —UC) ||c||12L71 .
Claramente f ¢é linear continua, logo pelo Lema de Lax-Milgram existe um tnico
Ca € M, tal que F(cy,r) = f(r), VI € M,.
Tomando este tinico ¢, considere os operadores
F : W, xW,—-R
Q@
Fu,w) = 2(v(€+ W)D(u), D(w)) + By(v,u,w)

g(w) = 2/bl'Wd0'—]€/Caig'Wdl'—F(f,W).
T 0
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O operador F é bilinear ja que (D(u), D(w)) é um produto interno e By(v,u, w)
é trilinear. F' é continua pois

[Fu,w)[ < 20 [D()]ly [D(w)lly + Co vy, [[all 5 1wl

<
< 20(8) [lull j, 1wl sy + Collvly, Thall 5 1wl
e como

F(u,u) =20(&) [|D(w)|; = 2v(¢) |[ul,

temos que F é coerciva.
Claramente g ¢ linear e

g(w)| < 2 /bl-wda +k /caig-wdx + (£, w)|
r Q
2
< 2¢|[ballsary 1D(W)lly + K llcally (Wl
+ el 1wl
< 2ellbillgay 1wl + EC? lleallz Iwll,,

+C [lgll, 1wl 4,

implica que g ¢é continua. Novamente pelo Lema de Lax-Milgram existe um 1nico
u, € W, tal que F(u_, w) = g(w),Vw €W, Assim (5.14) e (5.15) tem uma tnica
solucao.

Por outro lado para o sistema (5.14) e (5.15) obtemos o mesmo tipo de esti-
mativa que aquela em (5.10) e (5.11), isto &, existe M tal que

all, + llellf < M

Considere G = {(v,§) € W,, x M, ‘Hu||30 + HCH%1 < M}. Assim T define uma
aplicagdo continua 7' : G — G. De fato, seja (v, §,) — (v,€) com T(v,§) =
(uq, ¢o). Para cada (v,,&,,) existem tnicos (u,, ¢,) tais que T'(v,,,§,) = (uy, ¢n),
ou seja, temos as equacoes

(Q'U(Sn + ‘g‘ )D(un)a D( “j)) + BO(Vm u,, Wj)_Q(bb Wj) = _k(cnii’n Wj) + (f> Wj)
¢! Ua [ ¢
l ! — e = — Ea—
Oa(cn, @) + B(vy,cny ') = U anax?)dx Q) an?)dx

1 < j,1 < n. Fazendo as mesmas estimativas que (5.10) e (5.11), temos que existem
subsequéncias u,, — u e ¢,, — ¢. Passando o limite nestas equacoes quando
n — +oo vemos que T'(v,&) = (u,¢). Mas esta equagdes tem tinicas solugoes e
concluimos que (0,¢) = (Uq,¢q), OU seja, (Up,,Cy) — (Uq, o). Como estamos
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em dimensao finita temos que (W, , ¢y, ) — (Uq, Ca), isto &, T'(vy,,, &, ) — T(v,§).
Portanto de (vy,,§,, ) — (v,§) concluimos que T'(vy,,§,, ) — T(v,§), logo T
é contfnua. Claramente GG é convexo fechado ja que G é uma bola fechada em
W,, x M,. Portanto pelo Teorema do ponto fixo de Brouwer concluimos que a
aplicagao T possui pelo menos um ponto fixo que é solugao de (5.8), (5.9).1

PROPOSICAO 5.1.Sejam f € L*(Q), U < % onde C é a constante que
aparece na observacao 5.3 e seja v Lipschitz continua satyisfazendo a condi¢ao
(5.7).  Suponhamos que (Un,C,) é uma solugcdo fraca de (5.6) entio temos as
estimativas:

~ Ua
Call 71 S 5 5.16
Il < s 0 (5.16)
1 EC?Ua
ua S P + C f + 2C b 1/2 . 5.17
Jaall < 5 (mr/? T a T Ol el m) (5.17)

Prova. Fazendo z = u,, e r = ¢, em (5.6) temos

(2u(ca + ﬁ)D(ua), D(u,)) = 2(by,un)r — k(Cois,uy) + (f,u,),

0a(Ca,Ca) — U |, Eag%‘;d:c = ‘Uﬁor o %dm,

e a partir da segunda equacao acima conseguimos

o _ Jc, U dc,,
0la(Ca,ca)] = U Qcaa—;ch —|—|—Qo|é Qa—;da:,
_ _ . loe, Ua|Q? || 62,
HHCOZH%IVI S UHCCV||2 axg ’Q’ 8153 )
2 2
~ - Ua .
< UC’HCaHglHcallﬁﬁr‘m—mllcallgu
- . Ua
Olcalljn < UCHCa\|ﬁ'1+|m—1/2a
- Ua
O-VO Il < oo
A Ppeg—_
ST e —uvey

e da primeira equacao acima conseguimos
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‘(2U(Ea + —)D(u,), D(ua))‘ = |2(b1,us)r — k(Calz, us) + (£, u,)|

\<2v<5a+—>D<ua>,D<ua>>\ < 201, el + k(s u)] + [(F u)

1/2
200 [D(wa)[l; < 2¢ </Fbld0> Do)l + k& [I€all; [lually
+IEll; [uall,

1/2
2 ( / blda) 1D(ua)l, + KC [Zall, [ D(wa)l

+C £l [[D(ua)ll,
209 | D(ua)ll, < kC* |Gl + C el + 2¢ ballr/ary

IA

1 ( EC2U o

u, < — +Cf]l, +2c|b 1/2
lualls, < 50 O (0 U0) 1]+ 2¢ 11l s (r)>

5.6 Um problema de controle

Nesta se¢ao supomos que v(-) € uma func¢ao continua satisfazendo a condigao
(5.7) e que a velocidade U satisfaz a condigao:
0

U<5

onde C'¢é a constante que aparece na observacao 5.3 .Vamos considerar v(c) =
v o ¢, assim v(c(x)) = (voc)(x) e além disso temos que v(c) € HY(Q) se v| =
sup{v'(t) [t e R } < 0.

Vamos considerar o funcional J : K x H*(Q2) —R.

J(a,c) = %/Q(c — cg)?dx + gaQ (5.18)

onde K C [0,+00) é um intervalo fechado, ndo vazio, ndo degenerado, N é uma
constante nao negativa e ¢y € L*(€2) ¢ uma fungao dada.
Consideramos o conjunto 1" definido por,

T ={(a,c) € K x H(Q) |Ju € Jocom (u,c) satisfazendo (5.4) } (5.19)
e formulamos o problema de controle 6timo:

min {J(«, ¢) |(a,c) € T}, (5.20)
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Provaremos em seguida a existéncia de um controle 6timo para o problema
(5.20) e posteriormente encontraremos as condigdes necessdrias de otimalidade
(Principio do minimo).

PROPOSICAO 5.2. .Sejam f € L*(Q), U < % onde C ¢ a constante que
aparece na observacao 5.8 e seja v Lipschitz continua satisfazendo a condi¢do
(5.7). Seja J o funcional definido por (5.18) e T' o conjunto definido por (5.19).
Entao problema de controle dtimo (5.20) tem ao menos uma solugao.

Prova. Pode ser provado que qualquer sequéncia minimizante
{(an, )}, € T de J ¢ limitada em K x H'(§) (esta demonstragao jé foi feita
para o caso cldssico no cap 3). Provemos agora que T é fracamente fechado. Seja
(n, ) = (a,¢) em RxHY(Q), com (o, c,) € T. Existe u,, € Jy tal que (u,,c,)
é solugao de

(20(e2) D(wy), D()) + Bo(tn, tn, 7) =2 /

bl'zda—k/cnig-z—k(f,z), (5.21)
T Q

or

Cn=—
o O3

/Q e = . (5.23)

Como «;,, — «, o, € limitada e da estimativa (5.17) u,, é limitada em Jy,portanto
existe uma subsequéncia u,, — u. Existem também subsequéncias ¢,, — ¢ em
HY(Q) (também temos c,, — c em L*(Q?)) e ay, — a. Do fato que Jy estd
compactamente imerso em X e H! esta compactamente imerso em L2, podemos
escolher subsequéncias (u,,, ¢,,) tais que

Oa(cy,r) + B(uy, ¢y, r) — U dx =0, (5.22)

u,, — uem.Jy, u, —uemX,

cn, — cem H'| ¢, — cem L2
Temos também

D(u,,) — D(u )em LQ(Q),
Vie,,) — V(c)em L*(Q).

Isso nos permite passar o limite nas equagoes (5.21), (5.22) e (5.23) para obter
(u,¢) como solucao de (5.4) o que nos diz que («,¢) € T mostrando que T' é
fracamente fechado. Da continuidade fraca de J sobre K x H'(Q) obtemos a
existéncia de um controle 6timo para o problema (5.20). H
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De modo a obter as condicoes necessdrias de otimalidade vamos aproximar
J (em um certo sentido que ficard claro na proposi¢ao 5.4) por uma familia de
funcionais {J, }eso definidos por

J. - H'xJyx K —R
J(§,w,a) = J(a,c(w,oz))+i||2u(£,w,a)—W||§O (5.24)
+o [le(w, @) = &,l>,

onde(u(&, w, a), c(w, a)) é a tinica solugao de

(u,c) € Jy x H(Q)

(2u(&,)D(u),D(z)) + Bo(w,u,z) = 2(b1,2)r — k(cais, z) + (f, 2)

£, = &+ ﬁ (5.25)
or
Oa(c,r) + B(w,c,r) — Ul(c, %) =0
3

/C:Oé
Q

Vz €y, Vre HY(Q).

Fazendo ¢ = ¢ — & e definindo ve, = v(,) = v(€+ %) obtemos o problema
equivalente,

J. . H'x Jyx K —R
J(& w,a) = J(a et ay) + 3 (6w ) - w17, (5.26)
= le—¢li3

onde (u,¢) é a tnica solugao de

(ua€J0XH1( )
(2ve, D(u), D(2)) + Bo(w,u,z) = 2(by, 2)r — k(cis, z) + (f, 2)
Qa(c,r) + B(w, ¢, r) Ul(e, 68—) = %(ﬁ 1)

Ox3”’
Vz €Jy, Vre Hl( ).

(5.27)

Inicialmente vamos provar que o sistema (5.27) tem uma tnica solugao.

LEMA 5.6. Sejam f € L*(Q), U < % onde C' é a constante que aparece na
observagdo 5.3 e seja v Lipschitz continua satisfazendo a condi¢do (5.7). Entdao,
para cada (&, a, W) dado, o sistema (5.27) tem uma inica solu¢io (u,c) € Jy X

H(9).
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Prova. Considere

F : HYQ) x H(Q) =R
F(e,r) = 9&(5,T)+B(W,E,T)—U(E,ga—;)

Ua, Or
f(r) = ﬁ<8—x3’1)'

Nota-se F' é bilinear.e F' é continua pois

[E@ )l < Olleliz llrll gz + Culivil, el g Iz
+UC el g 7l g -

Também F' é coerciva pois

FE2) > (0 UO) [l

Também f ¢é linear e continua pois

Ua  Or
< =2
50l < |G|
Ua
< W|Q|1/QHVTH2
Ua
SIE 7]l 7 -

Logo pelo Lema de Lax-Milgram existe um tnico ¢; € PAI/l(Q) tal que F(cy,r) =
f(r), Vr e HY(2).
Considere os operadores

F : JyxJy—R
F<u’ Z) = 2(U(£Q)D(u)7‘D(Z)) +BO<W’U'7 Z),
g(z) = 2(by,2)r — k(cis, z) + (f,z).

O operador F ¢ bilinear ja que (D(u), D(z)) ¢ um produto interno e By(w,u, z)
é trilinear. F é continua pois

[F(u,z)] < 2v1[[D(u)lly [[D(2)]l, + Co 1wl [[ull 5, NIzl 5,

<
< 2vi[ull, 2]l 5, + Culizl, [lull 5 NIl

€ COo1mo
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F(u,u) =2(v(¢,)D(u), D(u)) > 2v || D(w)ll; > 0

temos que F é coerciva.
Claramente g ¢ linear e

2 /bl'ZdO'
T

g(2)] +k

IN

+|(f,2)]

/Elig - zdx
Q

< 2¢|billzpa) ID@)y + kGl 2l
+ 11l [l

< 2c|ball ey 1zl 5, + RC* NG 7 N1zl 4,
+C [l (2],

implica que g é continua. Novamente pelo Lema de Lax-Milgram existe um tnico
u; € Jy tal que F(u,,z) = g(z),Vz €J,. Assim o sistema (5.27) tem uma tnica
solucao. W

Como a correspondéncia (&, w,a) — (u(w, a), ¢(w, «)) ¢ univaluada, isso nos
permite obter condicoes de otimalidade, via formalismo de Dubovitskii-Milyutin,
para o seguinte problema de controle

min{Je(ﬁ,w,aH (&, w,a) € H' x Jy X K} (5.28)

e entao por passagem ao limite obter as condicoes desejadas para a solucao do
problema de controle (5.20).

PROPOSICAO 5.3. Sejam f € L*(Q), U < % onde C' é a constante que
aparece na observagao 5.3 e seja v Lipschitz continua satisfazendo a condi¢ao
(5.7). Seja J. definido por (5.26). Entao existe ao menos uma solugao do pro-
blema de controle (5.28).

Prova. Seja {(£7, w!', o)}, uma sequéncia minimizante de .J.. Portanto temos
que J (&, w!', o) ¢ limitada e da definicao de J vem que {a!} ¢ limitada. Da
deﬁmgao de J existe (u;, ;) que & solugao de (5.27). Pela Proposicao 5.1 temos

que {c"} & limitada em H' e {u} é limitada em .J.
De

1
o fuf = w25,

2 Je(&8we o) < ka (k1 constante)
€

<
[y = welly, < (2ek)"?
Iwelly, < fu? = wll, + [, < (k)" + Ky
vem que {w!'} é limitada em Jy. Analogamente de

1
2 et — &2 H” < J (& wlal) <k (k1 constante)
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vem que {£'} é limitada em . Logo existe subsequéncia (', w o) tal que

nE n n * * * : : : . .
&7k, Wit alv) — (&5, wr, o). Da semicontinuidade fraca inferior de .J. vem

J(&,wi,af) < HmJ (0%, wit, o)
= lim J (&M%, Wi al%)
= inf J (&, We, ).

(£57w67ae)€H1 X Jox K

Como K ¢ fechado e convexo, K é fracamente fechado e portanto (£, w’, af) €
H' x Jy x K. Logo

‘]6( :aW:ﬂ:) = min. Je(§e, We, ac)
(&eyyWe,ae)EHIX JoX K
3 |
PROPOSICAO 5.4. Sejam f € L*(Q), U < % onde C' é a constante que

aparece na observagao 5.3 e seja v Lipschitz continua satisfazendo a condi¢ao
(5.7). Seja J. definido por (5.26 e para todo € > 0 seja (€., W, a.) um ponto de
minimo de J.. Entdo existem (a*,u*,c*) e subsequencias o, €e,s Ceps Ue,, We, Lais
que

*

Qe, — «
& — ¢ em H!
P
C, — C em H!
u, — u em Jy
w, — u* em Jy.

Prova. Se K é limitado, claramente {c.} é limitada. Se K nao é limitado,
entao

N -
3046 S J(aeace> S Je(geaweya/J S JE(COau07CO) = J(Oé(),Co)

onde (v, ¢o) € solucao de (5.20), co = ¢y + %" , € (ug, ) satisfaz

(110,50) € Jy x f’/ﬁ(Q)

(20(Go + ) D(wo), D(2)) + Bo(uo, ug,z) = 2(by, z) — k(Cois, z) + (f, 2)
o) Bl for) - U ) = B

Yz €dy, Vre H(Q)

ou seja, (ug, ¢o) satisfaz (5.27) com w = ug, £ = ¢ e a = qp.



5.6. UM PROBLEMA DE CONTROLE 116

Da Proposigao 5.1 podemos concluir que {¢}eso € {u.}cso s@o limitadas em
H' e Jy respectivamente, onde ¢, = ¢, + ﬁ . Existem (u*,¢*) € Jy x H',a* € K
e subseqiiéncias ac,, ¢, , U, ,tais que

Qe, — «Q
C, — C em HY(Q)
u, — u' em Jy
Da desigualdade
2
Hufp - Wfp HJO S 2€pJ€p (gepa Wepa aep) S 2€p<](0407 CO)

vem que ||[u, — we — 0 quando ¢, — 0. Portanto w., —u., — 0ede w, =
P P P P P

HJO P
(we, —u,) +u., vem que w,, — u*.

Analogamente de

2
e < 2epJ5p(§€p,W€p,aep) < 2¢,J (v, o)

Eep - gep

vem que { — ¢* e da imersao HY(Q) C L2() temos que £, — ¢ em L*(Q).
Como v é Lipschitz continua temos,

*

Qe ~ O Qe O
Ve i) m U i), = G i
—~ a.  af
< alle. =+ i~
< als, 2], + Ko
Deste modo podemos concluir que ve,  — v(c*) em L*(Q), onde ¢* = ¢* + ﬁ‘i e

relembramos que ve, = v(&,, + TQ_ZI)

Passando o limite em (5.27) quando p — oo, correspondentes a (£, W, a) =
(5%7 , We,, 0c,) obtemos (u*,¢*) solugao de (5.6) para o = a*. Mas isto quer dizer
que (a*,¢*) € T. Como J é fracamente continuo

61131_{1(){](0461,,cep) = J(a*, c").

Das desigualdades
J(a€p7 Cﬁp) < Jép (55107 We,s aep) < J(Oéo, CO)

vem que
J(a*, ") < J(ao, co).
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Mas como (ag, o) ¢ uma solugao de (5.20) e como (a*,c¢*) € T temos que
J(ag, o) < J(a*, ¢*) o que nos da J(ag, co) = J(a*, c*).

Desde que ({6 , We,, 0t,) ¢ um ponto de minimo de J,, temos que

Jﬁp (€Ep7 W€p7 aﬁp) S pr (,0\*7 u*7 Oé*) = J(Oé*7 C*)-
Da semicontinuidade fraca de J, vem que,
T, ) = T, @0 0%) < T T (6 ey ).

Portanto EEE}OJ% (&, Wey, ) = J(aF, ¢*).

Como {J.(§,., W, @) }eso tem um tnico ponto limite (pois J. é estritamente
convexa) concluimos que

liI%JE(fg,We,Oée) = J(a*, ) =min{J(a,¢) |(a,c) € T'}.

5.7 Aplicacao do Formalismo de Dubovitskii-Milyutin

Agora vamos aplicar o formalismo de Dubovitskii-Milyutin para encontrar as
condigoes necessérias de otimalidade para o problema (5.28). O funcional J. esta
definido por

J. . H'xJyx K —R
J(&,w,a) = J(a,c(w,oz))+i||2u(£,waa)—W||§O
+o [le(w, @) = &,]l5

onde(u, ¢) é a tnica solugao de

(u, C) € Jy x HI(Q)

(2v(&,)D(u),D(z)) + Bo(w,u,z) = /rbl - zdo — k:/ﬂcig zdx + (f,z)

b = g

Ba(c,r) + B(w,c,r) — /ca—xgdx =0

/ca:a
Q
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Vz €y, Vr e HY(Q).

Fazendo a mudancga de varidveis ¢ = ¢ — \QI obtemos

Je : [/ﬁ X JO x K —1R

Tigwia) = T iy) + 5 lu - will, + & 1€l
(u,0) € Jo x HY(Q)
(2v(¢,)D(u), D(z)) + 0(~W w,z) = 2(by,z)r — k(ds, z) + (f,2)
fa(c,r) + B(w,¢, 7“) U(e ,80;“3) _ ﬁzﬁ‘((ﬂ 1)dz

Vz e€Jy, Vre Hl(Q).
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Para aplicar o Formalismo vamos definir adequadamente os espacos funcionais
onde definiremos nosso funcional objetivo, nossas restricoes de igualdade e nossa

restrigao de controle. Definimos os espagos
7 = Jy x H(Q)
Y =H(Q) x Jy xR
M = HY(Q) x Jo x K

Consideramos = = (u,¢) € Zem = ({,w,a) € Y.
Definimos os operadores:

P :ZxY —J;

Pi(x,m)z = (2v(§,)D(u), D(z)) + Bo(w,u,z)—2(by,z)r — k(ciz, z) —

I%ZxY—%ﬁy

or Ua  Or
P — 0a(,r) + Bw,&r) — U@ 2y - 22" 1ya
) = Oa(Eur) + Blw.2r) — UE ) = (ot (3L 1)
J%ny_ﬁﬁx<ﬁf
P(z,m)(z,r) = (Pi(x,m)z,Py(z, m)r).
Consideremos agora

Jo:ZxY —R

~ 1 [
Je(ar,m) = (0, €+ 1) + o [u—wily, + o lle = ¢ll;

@p

(f, 2)

(5.29)
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2

o «
C _—
jo
Escreveremos agora o problema (5.28) em uma forma abstrata de modo a poder-
mos aplicar o formalismo de Dubovitskii-Milyutin.:

N , 1 2 1~ 2
+ o +2_€||U_W||JO+2_€||C_§||2

1
J(x,m) == 5

2 —

2

min J.(z, m)
s.a
P(x,m)=0 (P)
m € M.

Daqui por diante, para efeito de cédlculos, vamos supor que € > 0 esta fixado
e que (z.,m,) ¢ um ponto de minimo do funcional J, .

5.7.1 Anélise do funcional

Algumas notagoes

Te = (UE,EE), T =u,c
me = (€6>W67a6>7 m:(f,w,a)
~ Qe
Ce = Cet+ —
€2
o7
ve, = U(fﬁf@)
ol o

Seae = €€+@> gazg—'—@

O funcional J. é Frechet diferencidvel e usando regra da cadeia podemos cal-
cular explicitamente sua derivada que é dada por

Tz m)(wm) = <(D(uc = wo), D(w)~=(Dlu — w), Dlw))
F2a(l — £.0) — <ol — €,6)

+(ce — ca, ¢) + (ce — ca, 1)|%| + Naca.
O cone de diregoes de decrescimento de J. no ponto (x., m.) é dado por:
Kp_{(z,m) € Z xY | J(xc,m)(xz,m) < 0}

e o seu cone dual é dado por

K ={-XJ (xe;me) € (ZxY) | 0< N < o0}
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5.7.2 Andlise das restricoes de controle

O conjunto M = {({,w,a) € Y| a € K} é convexo e fechado e intM # (0 e
portanto o conjunto () = X x M também é convexo fechado e intQ) = Z x intM #
(). Seja Kr o cone de diregoes factiveis para o conjutno @ no ponto h. = (z.,m,).
Entao se f € K segue que f = (0, f1) onde f; € Y* é um funcional suporte para
M no ponto me, ou seja, fi € M* ={f € Y*| f(m) > f(m),Ym € M}.

5.7.3 Analise das restricoes de igualdade

Os operadores P; e P, sao Frechet diferencidveis em (x.,m.) e assim P &
Frechet diferenciavel em (x.,m.). As derivadas de P, e P, sao dadas por:

Pl(ze,me)(z,m)z = (20(§,, )D(u),D(z))+Bo(w,, u,z)
+Bo(w,u,z) + (20'(,, )§D(uc), D(z))

€

+(20(¢., )D(u,), D<z>>ﬁ + k(cs,2)

P/(ze,me)(x,m)r = 0a(c,r)+ B(w,,¢,r)+ B(w,c,r)
_ Or Ua, Or

Vamos agora utilizar o Teorema de Lyusternik para encontrar o cone de di-
recoes tangentes associado a restricao de igualdade.

Se (z.,m¢) ¢ um ponto de minimo do funcional J, entdao P(x., m.) = 0 pela
definicao de J. . Como P é Frechet diferencidvel em todos os pontos em particular
P é diferencidvel em uma vizinhanga de (x.,m,).

LEMA 5.2. Sejam f € L*(Q), U < % onde C' é a constante que aparece na
observagao 5.3 e seja v Lipschitz continua satisfazendo a condigao (5.7). Seja P
o operador definido por (5.29) entao P é de classe C*.

Prova. Seja h — h.em Z x Y. Isso nos diz que [|h — he || ;.. — 0. Agora

||P/<h?) - P/(he )||£(Z><Y,Z*) = ||P{<h?) - P{(he )H,e(ZxY,Jg;)

FIPS) = Py iy iy

Mas de

|B(w, ¢ — e, )| < Cullwll [l = cell g lIrll

) Ve

|B(w¢ —we, &) < Crllwe = wel| el g M7l
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vem que || Py(h) — Pj(he )Hf(ZxY,(ﬁl)*) — 0.
Temos também as desigualdades

[Bo(we —we,w,z)| < [lw —wel|, [[all, |z,

<
|Bo(w,ui—uc,z)| < |[wll, [[uf —ucll;, [1z]],,

(2(0f, — ve,)D(w), D(z))| < 2|

€

U?& B USS

P, [[D(2)]]y

n (O‘? - aE)
(€8 —&)+ T

IN

2C; D), |1D(2)]]4

2

(€ e+ % REONEEIE

20C(1(€7 = €l 1D, 1 D(=)],

20,
+—|Q|1j2 (a7 = a)l 1Dl 1D(2)]], ,

IN

20,

IN

(2 Jeptar)-20e., )eDlw). D)

[e3

+](20'(&,, )€ (DY) — D(u.)], D(z))].

€

< |2([re, e - v, )] Dud). D))
|

Do fato que u” — u, implica D(u”) — D(u.) em L*(Q) e v é de classe C*
temos que a parcela acima tendo a zero quando n — oco. Analogamente

(2(€r,)Dlat) -2 (€., )DL, Dlo))

< ([ 6 e d D p@)|

Qe

+] (20 (€, )€ (DY) — D(w,)], D(2))] ﬁ

tende a zero quando n — oo.
Portanto
1Pi(h¢) = Pi(he )

H,c(ny,(ﬁ'l)*) —0

e com isso P é de classe C'.1H
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LEMA 5.3. Sejam f € L*(Q), U < % onde C' € a constante que aparece na
observagdo 5.3 e seja v Lipschitz continua satisfazendo a condigao (5.7). Seja P
o operador definido por (5.29) entio o operador P'(he) é sobrejetivo.

Prova: Seja (I, g) € Z* e fixemos my = (£, ws, ). Considere as equagoes,

(I,z) = (2v¢,D(u),D(z))+By(w,u,z)
+Bo(w1,u,,z) + (2v'(E,, )¢ D(ue), D(z)) (5.30)
+(20' (€., )D(uy), D(z))% +k(@sz), Vee
(g,7) = ba(e,r)+ B(we,c,r)+ B(wy,C,T)

_ Or Uay , Or =
U(c, 8x3) 9] <8£L'37 1), Vr e HL. (5.31)

Pelo Lema de Lax-Milgram existe um tnico ¢; = ¢;(wy, a1, g) solugdo de
(5.31). Substituindo este ¢; em (5.30) novamente pelo Lema de Lax-Milgram
encontramos u; = uy (£, wy, oy, 1, g) solucao de (5.30). Portanto dado l, = (I, g) €
Z* podemos encontrar hy = ((ug, 1), (&1, w1, 1)) tal que P'(h)hy = I, e assim
P’(h.) & sobrejetiva.ll

Pelo Teorema de Lyusternik o conjunto de direcoes tangentes Kt para o con-
junto Q2 = {h € Z x Y | P(h) = 0} no ponto h. ¢ dado por Kr = {h € Z X
Y | P'(h;)h = 0} e seu cone dual ¢ dado por K3 = (K7)° = {f € (Zx Y)*| f(h) =
0,vh € Kr}.

5.7.4 Equagoes de Euler Lagrange

Pelo Teorema de Dubovitskii-Milyutin existem funcionais lineares, nao todos
nulos, fo € K}, f1 € K}, fo € K tais que fo+ f, 4+ f2 =0, ou seja,

folh) + Fo(h) + fa(h) = 0.
Como f,(h) = fi(m) onde f, € M* obtemos,

fo(z,m) + fi(m) + fa(x,m) =0.

Para cada m = (§,w, «) € M seja x = (u, ¢) escolhido de forma que
P'(h¢)(x,m) = 0.
Dessa forma f(x,m) =0 e a equagado de Euler-Lagrange fica

fo(z,m) + fr(m) =0,
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—XoJl(ze,me)(z,m) + fi(m) = 0.
Como o problema é normal (Se Ay = 0 entao f; = 0, o que é um absurdo) podemos

tomar \g = 1 e assim

fl(m) = )‘OJe/(*T& mE)(x’ m)?

Qe

onde ¢, = ¢, + o

5.7.5 Equagoes Adjuntas

Seja pe € Jo, q. € H tinicas solugdes (pelo Lema de Lax-Milgram) do sistema

a(r, qe) + B(we, 7, ) + k(ris, pe) — U(r, Qi) = LG — &) + (cc — cay)

{ (2U£€D(Z)7 D(pe)) + BO(Wm z, pE) = %(D(ue - W6)7 D<Z>>
Vz €Jy, Vre HY(Q).

(5.32)

Relembrando a escolha de h = (x,m) (P'(he)(z, m) = 0) temos o sistema

((w,7) € Jy x H(Q)

(2v¢ D(u), D(z)) + Bo(we, u,2) = —(2V'(&,, )€D(uc), D(z))
—(2v'(&,,. ) D(u,), D(z))ﬁ — k(ciz z) — Bo(w,u,, z) (5.33)

Ba(@,r) + B(we,,r) + B(w, %) = U@ #5) = {25, 1)

| Vz €Jy, Vre ]:ﬁ(Q)

Fazendo r = ¢ na equagao (5.32b) vem,

_ 0q. 1
(

9“(57 QE) + B(Weya QE) - U(C, _) = - Ee - geaa + (Ce - Cdva'
81'3 €

Fazendo r = ¢. na equacao (5.33b) vem,



5.7. APLICACAO DO FORMALISMO DE DUBOVITSKII-MILYUTIN

~ ~ -~ 0q., Ua 0q. -
0 e ey 6 4e) — 'y A ) T T~ 5 - s Cey (e )-
a(c, qe) + B(we, ¢,q.) — U(c aa;?,) ] Frg 1) — B(w, ¢, qc)
Logo
1 Ua , 0q.

Ea(ge - ge’a + (CE - Cd?@ 1) - B(W,EE, QE) + k(a3>pe>~

= W(a_xfi,

Fazendo z = u na equacgao (5.32a) temos

(20, D(w), D(p)) + Bo(we, 0, pe) = ~(D(u. = w,), D(w).

Fazendo z = p, na equagao (5.33a) temos

(20¢ D(u), D(p.)) + Bo(we,u,p) = —(20/(€.. )eD(w,), D(p.))
—<2v'<seaé>D<ue>,D<pe>>|%‘

_BO(W; Ue, pe) - k(a&pe)-

Portanto

L(D(u, — w.). D(w) = —Bo(w,u..p.) — (2/(¢.. )ED(u,), D(p.))

—(2v'(£.. )D(w,), D<p€>>|¥§| — k(Gis.pe).

5.7.6 Condicgoes necessarias de optimalidade

Podemos agora escrever o funcional f; como:

fl (m> = _BO(W> Ue, pe) - (21}'({6%)5D(u€), D(pe))
~ (20'(¢,.)D(u.), D(p.)) ﬁ — k(@3 p)
—2 (D = wl), Dw)) = <alZ. —€,.€)
0q. o ~
+U(8x3’ 1)ﬁ — B(w, ¢, q.)
+(ce — cq, 1)|%| + Naea + k(cis, pe).

124

Mas f; € M* e isto quer dizer que fi;(m) > fi(m.) para todo m € M e

podemos escrever
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—Bo(w — w, u,, ps)_% (D(ue —w), D(w —w)) — %a(a —&,6—¢)

_B(W - W, Eea QG) - (2Ul<€€a€)<€ - fe)D(u€)7 D(pﬁ))

HUGE S e, D), D))
+(ce — cq, 1)% + Na(a—a.) > 0.

Como m = (§{,w,a) € Eﬁ(Q) x Jop x K, para Va € K, podemos tomar m =
(&.,we,a) para Va € K. Finalmente temos as condigoes necessarias de optimali-
dade: Para todo a € K temos

0qe

Uige

1) - (2,0,(56046)1)(115)7 D(pe)) + (Ce — Cq, 1) + Na, ‘Q| (Oé — Oze) > 0.

Observe que se v é constante obtemos as mesmas condi¢oes de optimalidade
do modelo bioconvectivo cldssico.

Como para todo £ € H'(Q) podemos tomar m = (§ + £, W,a.) e também
m = (=& + &, we,a.) obtemos a igualdade

“0lE — €, =~ (2/(€,, )ED(m), D(po)) V€ € HI(Q).

Analogamente para todo w €J; podemos tomar m = ({, W+ w.a.) e m =
(&, —wW + W,a.) e obtemos também a igualdade

1 ~
- (D<ue - We)u D(W)) = —Bo(W, uevpe) - B(W, Ce, QG)7 Vz EJO

€

e podemos escrever nossas equagoes adjuntas na forma,

(2U§€D(Z), D(pf)) + BO(WE7 z, pE) = _BO(Za U, pe) - B(Zagea q5>

Iq.
81’3

Vz €y, Vr e HY(Q).

Oa(r, q.)+B(we, 1, g )+k(ris, p.)—U(r, )=— (21/(56%)7“D(u€), D(pe))+(ce—ca,r)

O desenvolvimento acima nos permite enunciar o seguinte Teorema:
TEOREMA 5.2. Sejam f € L*(Q), U < £ onde C ¢é a constante que
aparece na observagao 5.3 e seja v Lipschitz continua satisfazendo a condigao

(5.7). Seja J. definido por (5.26), P definido por (5.29) e M = H'(Q) x Jy x K.
Seja (&, We,ae) um controle timo para o problema (P) e sejam
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~ + ag
Cc = C¢ TO
2]
Qe
Ufe - U(€e+_)7
€2
Qe
gea = €e+_
‘ €]

Entao existem tnicos elementos (uc,¢.) € Jy X H! e (Pe, gc) € Jo X 1 tais que
para Vo € K

Oa(Ce,r) + B(We, e, 1) = U(C, 5=) = 556 (5, 1) (5.34)

{ (2ve, D(u.), D(z)) + Bo(We, ue, z) = 2(by, z)r — k(cds, z) + (f, 2)
Vz €Jy, Vre PA[E(Q)

(QUCED(Z)7 D(pe)) + BO(W€7 z, pE) = _BO(Z’ Ue, pe) o B(Z’ EE’ Qe>
Qa(r,q.) + B(we, 7, q.) = k(ris, p.) + U(r, gg;)

— o (QU/(feaé)TD(uE)’ D(pﬁ)) + (Ce — Cq, 7’) (535)
Vz €Jy, Vr e H(Q)
0q. ,
|:U(az3’ ]-) - (2U (56%>D(u5)7 D(pe)) + (C6 — Cq, 1) —+ Nae |Q| (Oé _ 045) Z 0.
, (5.36)
COROLARIO 5.1 :  Sejam f € L*(Q), U < % onde C' é a constante que

aparece na observacao 5.3 e seja v Lipschitz continua satisfazendo a condigao
(5.7). Seja J definido por (5.18) e o congunto T definido por (5.19). Sob estas
condigdes existe um controle étimo (a*,c*) para (5.20) e existem elementos u* €

Jo, (P*,q*) € Jo x HY(2) e A € {0,1} tais que

ba(@,r) + B(w,,@,r) — U@, 2r) = Y& (2 1) (5.37)

{ (2u(c¢*)D(u*), D(z)) + Bo(u*,u*,z) = 2(by, z)r — k(c*is, z) + (f, z)

Vz €Jy, Vr € HYQ)

(2v(c¢")D(p*), D(z)) + Bo(u*, p*,z) = Bo(z, p*,u*) + B(z,q", )
Oa(r,q*) — B(u*, ¢*,r) = k(ris, p*) + U(r, g—g;)
N — (20'(¢*)rD(u*), D(p*)) + A(ce — ca, )
Vz €Jy, Vre HY(Q)

(5.38)

{ lU(gg;, 1) — (20'(¢*)D(u*), D(p*)) + A[(ce — ¢4, 1) + Na |Q]]| (¢ —a*) >0
(5.39)
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A+ Hq*Hﬁl > 0. (5.40)

Prova: Passando o limite em (5.34) sobre subsequéncias obtidas na Proposicao
5.4, obtemos

(20(c*) D(u"), D(2)) + Bo(u*, u*,2) = 2(by, 2)r — k(C"is,2) + (£, 2)
fa(e,r) + Blwe, ) = U(e, 55) = 57 (5, 1)
Vz €y, Vre HY(Q)

Suponhamos que {p.} ¢ limitada em Jy. Fazendo r = ¢. em (5.35b) temos

. %4
Olladfn = Hads,p) +Ulae 5)

— (20'(§..)rD(ue), D(pe)) + (cc — ca, qc)
KC? llgell 71 Ipell s, + UC llgell 7

20101 lgell fa 1l 5, [1Pell 5,

+C? lee — call i llgell 7

(0 =UO) llaell < kC* [[pell 5, + 2011 [ull, Pel 5,

+02 HC6 — Cd”]?l .

IN

Logp {q¢.} € limitada em H'. Das limitagoes acima obtemos subsequéncias
g — ¢ em Jag
p. — p'em Jy.

Passando o limite sobre subsequéncias obtemos de (5.35a)

(20(c")D(p*), D(2)) + Bo(u”, p*, z) = Bo(z,p", u") + B(z,¢", ¢").

Para passar o limite em (5.35b) e em (5.36) necessitamos verificar a convergén-
cia do termo:

(20'(&,..)rD(ue), D(pe)) -
AFIRMACAO 5.1: Vale a sequinte convergéncia

(20/(€,,,)rD(u). D(p.)) — (20/(c")rD(w’). D(p').
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Prova:

IN

Como {u.} e {p.} sdo limitadas em .Jy e podemos supor que v’ Lipschitz
continua, da convergéncia £, — ¢* vem que

(2 [V'(&.,.) — V()] rD(uc), D(p)) — 0.

Seja r € H' e considere rj, € C>®(Q)NL> (2) com 1, — r em H'. Para cada
rr podemos obter a estimativa

|(20(¢")rD(ue) — D(u*), D(pe))| 1V (oo 7kl 1P () = D(@)]5 [1D(pe)ll
C|[D(uc) = D(u")l,
C|[D(uc) = D(u")l,

Cy [lue —uf| g -

VAN VAN VAR VAN

pois {p.} ¢ limitada em Jo, ||74[| = (q) < C3 (C3 constante) e v’ Lipschitz continua.
Da regularidade H? de u. (ver [26]) temos que [lu. — u*|;; — 0. Dado que a
convergéncia pode ser feita para qualquer elemento no subconjunto denso, também
¢é verdadeira para seu limite e assim temos,

(20 (¢*)rD(u.) — D(u*), D(p.)) — O.
Como 2v/(c¢*)rD(u*) € H!, da convergéncia fraca p. — p* em Jy vem que
|(2v'(¢")rD(u”), D(p)—D(p"))| — 0.
Passando o limite sobre subsequéncias temos
(20(c")D(p*), D(z)) + Bo(u*, p*,2) = Bo(z, p*,u*) + B(z, ¢, ")
Oa(r,q*) — B(u*, ¢*,r) = k(ris, p*) + U(r, g—g?))

_ —@(@)rD(u), D(p*)) + (¢ = ca;7)
Vz €Jy, Vre HY(Q)
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e assim obtemos (5.38) e (5.39) para A = 1,e neste caso (5.40) é verdade.
Se {p.} nado ¢é limitada em Jy,tomamos as sequéncias:

P€ — { p€ } ,
1Pell
e
Qe = { } .
1Pell 5,

Dividindo as equagdes (5.35) e (5.36) ||pc|| ;, obtemos as equagoes

(2v¢,D(z), D(P.)) + Bo(we,z,P.) = —By(z,u., P.) — B(z,¢, Q)
Oa(r, Q) + B(we,r,Qc) = k(ris, P.) 4+ U(r, 2%)

) Oxg

_ (27/(56&6)7‘D(ue), D(Pe)) + m(c6 —Cq,T)

Vz €Jy, Vr € HY(Q)
(5.41)

9Q.

U o

1) = (2v'(&,,)D(u), D(P.))

1

1
+—(cc — g, 1) + ——Na ||| (a — ) > 0. (5.42)
[[Pell s,

[Pell 5,

Como {P.} ¢ limitada em .J, analogamente ao caso anterior concluimos que
P.—P'em Jye Q. — Q" em H!
Passando o limite sobre subsequéncias obtemos as equagcoes

(2u(c*)D(z), D(P*)) + By(u*,z,P*) = —Bo(z,*u*,P*) — B(z,¢*, Q%)
Oa(r,Q*) + B(u*,r, Q") = k(ris, P*) + U(r, %)

~ (20/(c)rD(u’), D(B) (5:43)
Vz €Jy, Vr € HYQ)
U((Zg 1) = (20 () D(u*), D(P*))| (a = a*) > 0 (5.44)

que nada mais ¢ que (5.38) e (5.39) para A = 0.

Se ||¢*|l 7z = 0 entao de (5.38) vem que p* = 0 (pela unicidade de solugao de
(5.38a) devido ao Lema de Lax-Milgram) o que é um absurdo (j& que ||p*|| ; = 1),
e assim vale (5.40) para o caso A = 0.0
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5.8 Conclusao

Podemos concluir com este capitulo que o formalismo de Dubovitskii e Mi-
lyutin é uma ferramenta poderosa para se resolver problemas de controle dis-
tribuido envolvendo equacoes nao lineares. A pricipal dificuldade que tivemos foi
a presenca da nao linearidade envolvendo a viscosidade o que dificultou um pouco
a obtencao de estimativas a priori e dos cones de diregoes tangentes. O enfoque
via formalismo nos permitiu calcular as derivadas de Frechet de um modo opera-
cional mais simples do que aquele feito por A. Capatina, R. Stavre no caso de fluxo
bioconvectivo cldssico, além disso o formalismo nos permitiu obter as equagoes ad-
juntas de uma maneira natural com o simples objetivo de explicitar a equagao de
Euler-Lagrange mostrando que o formalismo também é bastante prético.

Cremos que nossa contribuigao foi bastante significativa e que demos um passo
importante dentro da teoria de controle distribuido mostrando que podem ser
resolvidos problemas de uma certa complexidade pelo uso de uma ferramenta
bastante eficaz e pouco conhecida. Fazendo isso estamos divulgando o formalismo
de Dubovitskii e Milyutin e ampliando os horizontes do conhecimento, mostrando
que o nosso trabalho é relevante e tem um cardter avangado.



CAPITULO 6

CONCLUSOES

Observamos durante o nosso trabalho que o Formalismo de Dubovitskii e Milyutin
é uma ferramenta bastante préatica para a resolucao de problemas de controle
distribuido e observamos o pouco uso que se faz desta ferramenta. O enfoque
abstrato do Formalismo pode ser aplicado a quase todos o tipos de problemas
de controle sendo que o enfoque utilizado serd praticamente o mesmo quando se
trabalha com o problema abstrato associado ao problema em questao e o que
diferird de um problema para o outro serd o conhecimento especifico de cada drea
para os célculos necessdrios a aplicagao do Formalismo.

Conseguimos 0 nosso objetivo que foi aplicar o formalismo a trés problemas
de controle distribuido, sendo um problema de evolucao e dois outros problemas
estaciondrios e além disso, fizemos também uma simulagao numérica mostrando
a uniao da parte tedrica com a parte aplicada em um nivel avancado.

Muito trabalho hé que ser feito e os horizontes estao abertos a todos aqueles
que manisfem interesse nesta bonita teoria iniciada por Dubovitskii e Milyutuin

6.1 Futuras pesquisas

Como futuros trabalhos a serem estudados indicamos:

a ) Estudar o problema de controle associado a fluxo bioconvectivo classico no
caso de evolugao.

b ) Estudar o problema de controle associado a fluxo bioconvectivo genera-
lizado no caso de evolugao.

¢ ) Estudar a aplicagdo do Formalismo ao processo de esterilazagao de liquidos
enlatados.

d ) Obtencao das condigbes necessarias via Formalismo para o problemas anor-
mais.

e ) Obtengao de condigdes de segunda ordem via Formalismo.

f ) Aplicacdo do Formalismo & problemas de controle impulsivo.
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