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INTRODUGAQ i,

0 problema da simulagao do movimehto de penetracac de uma
estaca unidimensioﬁal,no soib; sob a agao de um martelo bate;eg
£adaé, foi estudado fecentemente pelos professores Marco Antonio
Réuép, Carlos Moufa e Raul Feljd do_Laborétério de Calculo do
Céntro‘ﬁrasileiro de PeSquiéas Fisicas.

Em um primeiroﬁartigo RAUPP - FEIJOO—~ MOURA [19] propoem  um
m&delp conéistindo,’em hltima.anéliée, de uma inequagao variacﬁy-
hal, e'apreséntam'fesultadds teéficos de existéncia unicidade e
estabilidade da Soiugéo, caracterizando um problema matemdtico
bem posto. | _ |

Em dois outros trabalhos MOURA - FEIJOO - RAUPP [1.2], RAUPP -
FEIJOO ~'MOURA [20] @les consideram algbfitmos para o calculo da
sdlugéo.de tal problemé.bem comouapreséntaﬁ resultados numéricos.
de aiguns experimentos computacionais. Dois tipos de algoritmds
sao analisados: num Uzawa para o cdlculo de pontos de sela e no
outro regularizagao mais elementos finitos no espago e preditor
corretor no tempo.

No presente trabalho nds nos propomos a generalizar os re

sultados obtidos considerando a estaca como um corpo tridimen —

sional.

Do ponto de vista da mecdnica as diferencas basicas entre
o modelo unidimensional e o tridimensional saoc duas. Em primei
ro lugar o atrito, gque no casco unidimensional & modelado como

forgca de massa, no caso tridimensional & representado ~“por uma
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fofga superficial. Além disto, no mode;o unidimensional as pres
soes normais exercidas pelo solo sobr% a estaca se anulam, por
atuarem em diregdes opostas. em cada parﬁicqla da estaca que ' pe
netrou no solo. Isto ﬁéo ocorre no problema tridimensional, pro
vocando © sﬁrgimento de’ﬁais um funcional, nao linear e nao di
ferenqiével, né'inequagao‘variacional que representara o proble
na.

,A.apfesentagéo d6 presént¢.tfabalh0 sera feita em trés ca-
-pitulos.: |

. No primeiro éaﬁifulo descreverembslo prbblema fisico. Uti

lizaremos as equagbes da mec@nica, da elasticidade e descrevere
ﬁos as forgas que atuam na estaca, para estabelecer uma formula
¢ao para o_probléma. A utilizagéo da lei de Coulomb na caracte-
rizagao da forga dé atritﬁ faz- com gue o noéso problema.sejakieg
Icriﬁo.por uma inequégﬁo Variacionallque inclui funcionaiérﬁb_li
neares e nio diferenciiveis.

No capitulo seguinte desenvolveremos a teoria matemitica do
problema, estabelecendo resultados de existéncia e unicidade da
solucdo andlogos aos obtidos para o problema unidimensional. A

técnica utilizada consiste em regularizar os funcionais nao di-

ferencidveis e aplicar o método de Faedo - Galerkin, para entao

langar mao de argumentos de compacidade adequados.

No terceiro capitulo faremos a andlise numérica do proble
ma, apresentando um algoritmo para o cidlculo de solugdes apro
ximadas. Sao estabelecidos resultados de estabilidade e convar

géncia do esquema numérico proposto.
»



CAPITULO 1

DESCRIGCAO E FORMULAGAG DO PROBLEMA

Nosso propdsito & analisar o movimento de um corpo sdlido

tridimensional (estaca) gue penetra no solo impulsionado pela'

acao de um agente exterior, por exemplo, um martelo.’ Assumire s

mos que © corpe & composto de um material visco-elastico, tipe

Relvin (cf. FUNG [5]).

A medida que a estaca penetra no solo surgem forgas em opo

si¢ao ao movimento, que sdo as forgas de resisténcia de ponta do

"solo, a forga de atrito estaca—éolo e a forga resultante da pres

sao que o solo exerce sohre a superficie lateral da estaca:

Para descrevermos ¢ fendOmeno introduziremos de inicio - os

elementos de mec@nica que serdo utilizados r.iste trabalho. Con

sideraremos Os cCampos.

nlx,t) = (u1(x,t), uz(x,t), u3(x,t)) - vetor desloca
mento da particula x = (x1,x2,x3), x € @ ~ configura
¢cao nao deformada - no instante t. Decorrido um tem

po t as coordenadas desta particula sdo x + u(x,t);

£f(x,t) = (f1(x,t), fz(x,t), f3(x,t)) densidade de

forcas de massa atuando na =staca; £ & supostamente

conhecida;
cij - tensor das tensoes;
Eij ~ tensor das deformagoes linearizado,

..Bu. du.
R SR "V |
ej3 ) = 5 Ggo + 530

i i



‘A equagdo do movimento generalizada &
(1.1) '__p_ﬁ.'= 11, £, ' i'=i1;2,3 ’

onde p-é a densidade do'material‘que compoe a'estéca,

)
g u AT . . 3 3o

U = ; € ai? = 1 ai T
ot | =1 773

isto &, assumiremos a convencgao de somatdrio sobre Indices repe’
tidos. |

A lei.de compprtaménto de materiais ﬁiSCO~elésticos-:réla4
ciona o tensor das tensdes, o tensor das déformagSes e 0 tenéor

das taxas de deformagbes através da equagdo (cf.IIN%UT—IlONS[4D

' ' = o (0) (1) 3

C o (0} (1) = -
na qual os coeficientes aijkh(aijkh) sao os coeficientes de elas

ticidade (viscosidade) do material constituinte da estaca. Admi

tiremos, de conformidade com a experiéncia, que estes coeficien

tes satisfazem ds condigdes:

(Simetria) aigﬁh = a;g%k = aé%;j d

(eliticidade) aé?ﬁh €15 Skn 2 Oy €44 €49 7 0,2 0 -

|
=
}..l
e
[
"
~
|
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"As forcas que exercem agao na estaca sao de dois tipos
— forgas de massa, cuja densidade chamaremos f e su
poremos conhecida;.
- — forgas de superficie.
As forgas de superficie sao:
— F(x,t} - forga exercida pelo martelo, gue impulsio
na a estaca, atuando no topo da mesma; assumiremos

que esta forga & normal & superficie;

_.'GN(x,t) - mddulo da forga mormal resultante da'pmeg
sao que o solo exerce sobre a Superficie lateral da

- estaca;

- GT{x,t) - forga de atrito solo—estaca'exercida na
superficie lateral da estaca; a forga de atrito a-

tua em oposigao ao movimento;

— kﬂu(x,t) ~- forga de resisténcia direta do éolo, de
vido ds propriedades elasticas deste; esta forga
exerce sua agao. na diregao normal 3 ponta pene-
trante da estaca. A constante kg & uma caracteris-
tica do solo chémada coeficiente de elasticidade do

s0lo;

— k, G(x,t) - forca de resisténcia direta do solo, de
vido ds propriedades viscosas deste; esta forca tam
bém atua na ponta penetrante da estaca e, admitire
mos; na diregdo normal 3 superficie. Aqui k& o

coeficdiente de viscosidade do solo.



A caracteriiagao da forca de atiito resultante do contacto
direto solo-estaca & feita através da iéi de Coulcmb {(cf DUVAUT-
-LIONS [4 ]) que estabelece a seguinte:

M"Seja ¢ um ponto gualguer da superficie de cbntacto solo=-

-aggtaca, G mbdulo da forga normai exercida pelo so0lo sobre a

N
' estaca e ¢ 0 coeficiente de atrito; num instante t:

1. se [Gp(e)| < u Gylc) entdo d(ec) = 0
(1.3);5 . ii.lse fGT(c)[-= B Gy (c) entdo existe A > 0
tal que uf{c) = - A GTtC)".

0 modelo mais simples pafa a pressao lateral exercida pelo
solo sobfe.a esfaqa e a_léi experiméntai‘dasmecénica dos soclos
'cdn-hecida como lej de -Ilzankiné [10], gue diz gue a pressdc exer
cida pelo solo & simplesmente a "pressac hidrostatica" e que em

nosso caso pode ser eyxpressada matematicamente pela-equagéo:

(1.4) Gy = KY H(xgtus=2) (xg+us=-2) ,

onde K & o coeficiente de Rankine, y & o peso especifico do -sg
le, & é_o comprimento da estaca na configuragdao nao deformada e
H(X) & a fungao de Heaviside. A pressao do solo sobre a estaca
& exercida na direc3do da normal interibr da superficie e somen
te em particulas que penetraram no solo, donde é presencga da fun

¢ao de Heaviside na expressao de Gy -

Introduzidos os elementos mecanicos basicos para a especi



ficagao do modelo, passamos a considerar agora a classe de todos
0s movimentos admissiveis v (velocidadeé) para a estaca, que in
dicaremos por Kin. | |
A poténcia dissipada pela'forga-de indrcia ao longb. de um
movimento v & . | h

D_J.ui v, dx ?_,
Q

@nde Qe a'configuragéo'dé estaca em seu estado nio deformado.
‘Se usarmos a equagio do movimento (1.1) esta poténcia pode

ser expressa por

ol I a, v, dx = J —2) v, ax + Jflﬁv. dx, v € Kin,
i i i i ‘
9] ' Q-

que pela utilizagéo do teorema da divergéncia, no primeiro ter

mo do lado direito, passa a:

v,
't _ \ - 1
(1.5) P I b, v, dx = ]Gij ng v,. do Jcij ngdx + Ifi v, Qx,
Q T Q ) Q
onde T repreSenta a fronteira de § e N(x) = (nq(x), nzbd, n3bd)

& a normal exterior a T em X.

Usando a notagao:

<f,g> = fi 95 dx

<g,L>

il
o
o
»



teremos

,(1.5f)'._ p<ﬁ}Y?.; loij.nj v, dgl; <g{VV> +.§f,y>.,
v € Kin. -

Neste ponto, se introduzimos

Oy = 933 D4 nj - modulo da_componente'#orma; da fqrga.”
"de tragao;

O ='{qiT} - componente tangencial da forga de tragao{

) onde Oimp = Uij nj T Oy ny 7

Vg = Vi By - mddulo da componente normal da velocida-

| ' de,

Vp = Vevy N - componente tangencial da velocidade;

a poténcia das forgas que atuam na superficie externa da estaca

tem a seguinte expressao:
(1.6) jcij ny vy do = J(UT.VT + oy vN)dc .
' r

Como as forgas de superficie que atuam em I' tém caracteris
ticas distintas na superficie lateral, no topo e na ponta pene-

trante da estaca, dividiremos T em trés subregides:

T{ - superficie-lateral da estaca,

r, = superficie da face superior, topo, da esta-

ca e



F3 ~ superficie da ponta penetrante da estaca, nio

plana (0 significado fisico desta hipStese

ficard claro no capitulo II}.

= FT 1'! . PP TPTI T AT IR AT
&

o’ - Ty Gy (x,t)

keu(x,t)'+ kv a(x,t)
O integral (1.6} calculada em F2 e:

- J F(x,t) VN do
£,
visto que a Unica forca dque exgrce agao em Pz & a forga do marte
lo, F(x,t), e ja& admitimos que ela atua na diregcao da normal  in
terior da superficig.
EmII'1 atuam as forgas de atrite GT(x,t), tangente a super-

ficie, e a pressao normal do solo sobre a estaca GN(x,t). Assim
a integral (1.6) calculada em 1",l sera:

JH(x3+u3fﬁ){GT(x,t).YT - GN(x,t)vN}do P

P1

a presenga da fungao de Heaviside na integral assegura gque as



forcas GT e GN atuam somente nos pontos da superficie lateral que
no instante t estac em contacto com d sblo.

Na pbnta penetrante da estaca atuﬁm as forgcas de resistég.
cia direta - koulx,t) e kvﬁ(é,t) - ambas na direcgdo do normal.i_r}_

terior da superficie; assim

'.‘ J{If'eu(x,t)vN + kvu(x,t)vN}dU
I3
sera a poténcia dissipada pelas 'fo'rgas que atuam na superficie I‘3.

Levando est_es_'CéICulos para (1.6) bbtex.jemos

Icij vy do = [H(x3+u3—£){GT(x,t).vT - GN(x,t)Vﬁ}dU -
[ AT r, '
: : _ _ . 1
(1.7)
- J F(X;t)vﬁ do - [{keu(x,t)vN + kV \'I(X,t)VN}dO' .

Iy T3

Por ocutro lado:

Chamando



C.. W,. = T, , . T o, , = T o, =
ij Tij iZj ij mlj igj i3 Uj13 iZj ii 7ij
= J oo, we.+ ] s, = J { ) '
1< i3 Tij 554 ;; jioy%s 13 Y13

e tendo em vista a simetrié do tensor das tensdes (DUVAUT-LIONS
[4 ]) teremos a nulldade da ultima inﬁegral de (1.8).
Levando em con51deragao a. lel do comportamento do material

visco—elastlco gque constitue a estaca (1.2}, chamando

Cag(u,v) = f ig’l’{h (u) e, (Viax
4 _
N SN C I ‘
av(u,v} = J 1]kh (u) ekh(v)dx ’
1)
reescrevemos (4.8):
avi
{1.9) <g,Vv>-= quj §§5dx = ae(u,v) + av(ﬁ,v) .
2

Levando (1.7) e (1.9) em (1.5') obtemos a equagaoc seguinte

p < i, v>+ ae(u,v) + av(ﬁ,v) + f F dec +

(1.10) + ke u dec + ka i v do = < f,v> +

(S [e—

3 T3

+

e

H£x3+u3—£){GT.vT - GNVN}dc ;, V € Kin .

1
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que & a expressdo do chamado "Teorema das poténcias virtuais" pa
ra o problema especifico que nos estamogltrabalhando.

Podemos concluir assim que sao trés as. condigCes indepen-
“dentes que caracterizam mecanicémente o nosso problema (alédm das
condigdes iniciais, & claro): o teorema das poténcias  virtuais
(1.10), a lei de Coulomb'(j.3) e a léi de Rankine (1.4). As in-

cognitas sao u, G

- e‘GN_é a qtestéo basica & a_ .cempatibilidade

deéte.sistéma.

Em fealidade egﬁé.siétema.ﬂe éondigSes pode'ser resolvido em
| uma.ﬁpica variavel ﬁ.pbr eliminagdo de G e Gy -

A incdgnita Gy pode ser eLimihada diretamente atravéz da
lei de Rankine (1.4) e a lei de Coulomb implica que a relagdo

SHIIN Gy - (¥, ~8,) + 1 Gy(Jvgl = Jugh) 3 0

& satisfeita para todos os pontos de Tq. De fato:

i) Se

|Gple) | < u Gyle)

entao O{(c) = 0 e

-

f

Gp - (vp—ig) + u GN(|VT| - 1.’1,1,])

=G, . V

ot U Gglvgl 20,
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Sp - Vp £ lGT|lVTlaf u Gy vl -

ii):  Se

fepe)] = u 'GN(f:)'

entdo existe A > 0 tal que

ﬁ(C)-%'f A GTFc) ;
assim
. _GTT(?T‘ﬁT) + oy GN(Ivfr ":!ﬁjl) =
= Gp.vyg + AlGT!Z 4.1GT!]§T] —'A|GT!2 -
= Gp.vip + |Gpllvp] 2 0

T T

Entao se tomarmos em (1.10} v igual a uma variacao admissi
vel (n3o existem vinculos geométricos!) igual a um movimento adis

sivel menos o movimento real, isto e,
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usarmos (1.4) e {1.11) teremos

[
]

p < i, Pp~0 > + aé(u, Pp-1) + av(ﬁp y-u) +

Jﬁ(¢—ﬁ)N d0'+.kefu(¢~ﬁ)ﬁ do + kvjﬁ(¢~ﬁ)N do +

r

I, o I3 3

{1.12) | r KnyJH(xj@B;.p,)_ (xgtuz-2) (p=t)y Ao +
) 3 S

1.

+ KY uIH{xj+u3-£) (xgtuy=2) ([Yo |~ [G,as >
1" .

1 .

v

< f,9-8>, ¥ ¢ €Kin .

Em resumo, os deslocamentos ukx,t) das particulas da esta-
ca sao caracterizados pela inequagdc (1.12). Admitindo ainda que
a estaca partiu do repouso, devemos juntar a (1.,12) as condic¢oes
iniciais

u{x,e) =0

l
o

u(x,o)

para todo x em {1 .
O fim de dar sentido matematico preciso aos termos da ine-
quagdo (1.12) intréduziremos a notagao sequinte..

Seja 2 um aberto do ®3. Chamaremos

-
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LZ(Q) = espago das fungOes mensurdvels tais que
U
|f[O = {[fz(x)dx} 2 ¢ » .
Q

~ Este espago & um espago de Hilbert munido do pro - =

duto interno
< f,g > = If(X) g(x)dx ;
-
L7 (Q) = espago das funcdes mensuriveis tais que

|£]_ = sup ess|f(x})] < = ;
xeaq

1) = (vlv e 12(2), p% e 2@, |o| < 1}
qﬁe também & espago-de Hilbert munido do produto

interno.

= {vlv={v}, v, e @1 = @’@)?

munido do produto interno

< > =< U, ,V, > ;
u;v l'l !

veivlv=1iv}, v, ex @} = @' @)’

munido do produto interno



-14-
< U,V > =< u.,.v, > X
Bl _lri .

1

Se X & um espago de Banach e T € (0,»), definimos: .

£} L2(0,1:%) = {v:(0,T)— x|f¢v|§ at < =}
e - © : '
i T o
Iv]. = {f|v| dat}
£2(0,1;%) X

g) L7(0,T;X) = {v:(0,T)-+ X|sup ess|\-r]-X < =}
: ' - {0,T)

e .

e o™ 5.5
Com esta notagao podemos dar um sentido matematico preciso
a todas és expressoes aparecendd nas varias fases do argumento
que nos levou ao estabelecimento da inequagac (1.12). Tendo em
vista que os deslocamentos nao estdo sujeitos a vinculos, toma-

mos inicialmente
. 1 3
Kin =V = (H'(Q))
A partir dai podemos definir a forma linear em V

L(v)‘= < f,v > - I T N do ,
)

as duas formas bilincares em V x V
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Ae(u,v) = ae(u,v) + kej Uy Vi da

I's
(1.13)

H

Av(u,v) av(u,v) + kvj uN vN,dG .

Ty
e os funcionais
Jla,.}): V —+ R -
LV I.ﬁ(x3+u3—£)(x3+u3—£)vN-do

J{u,.}: v — R

Vv — iH(x3+ﬁ3—£)(x3+33—E)IVT|dc .

1

Utilizando esta notagdo na inequagao (1.12) o problema

movimento da estaca & colocado na seguinte forma:
determinar u € Lz(D,T;V) tal gue
3 - 2
i. a e L°(0,T:V)
i1, @ e 1?(0,T;H)

u(x,0) =0

Swo e T

do
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p < &,v-0 > + Ae(u,V*ﬁ)'+ Av(ﬁ,v-ﬁ) +

R YJ(u,v-) +.K,Y|.1-j(1ll,v) - Kyu ‘j.(u-,ﬁ)' 2
> Liv), ve v

Assim posto, o problema do movimeﬁto_da estaca, gue pene-
tra no solo sob a agio de um martelo, se reduz_ab problema.dé re
solver uma inéquaggo variaéional de evolugdo (segunda ordem no.
tempc) com condigoes iﬁiciais. Salientamos gque © funcional J{u,v)
& linear na variavel v mas. nao diferenciével'nalvariével u e gque
j(u,v) & ndo diferencifvel tanto na varidvel u quanto na varii
vel v.

Antes de entrarmos na gnéliée tedrica do problema enuncig-
remos um resultado, demonstrado em LIONS-MAGENES [22], que se
aplica em situagoes que ocorrer3c diversas vezes neste trabalho..

Sejam V e H espagos de Hilbert

V< H, V denso em H.

Identificando H ao seu dual, H se identifica a um subespago do

dual V' de V, isto &,

VC H < v,
Se v & tal que

4 |
o v € L2{0,T:V) e -O%e L% (0,T;V") ,

entdo, apds eventual modificagac num conjunto de medida nula em

{(0,T), v & continua de [O,T] em H.



CAPITULO 2

ASPECT0OS TEORICOS

Este capitulo & dedicado ao éstudo de existéncié é~uni§idg
de de solugao do problema proposto no capitulo.antefior. - Para
simplificar estabeleceremos p = & =K =y =1p =k, = kv =1, mas .
obviamente o raciocinio aqui desenvolvido nio se altera se as
constantes assumirem valores distintos de ﬁ._‘

_ Inicialmente.mostraremos que'as formas bilineares Ae(u,v)
e'A;(u,v) sao coeﬁcivas; esta prqpriedade desempenhara papel.fugl
damental tanto no estudo tedrico quanto na anilise numérica do

probléma.

LEMA 2.1 - Seja @ um aberto limitado de fronteira _regular -

‘T eTl uma-pafte nio plana de T, medida de 'y positiva. Entdo

3

existem constantes positivas a, e Oy tais que

2

Q,VVEV.

2
A (v,v) > e lv]] e A (v,v) > av|v|
DEMONSTRAGAD:

Demonstraremos a coercividade de Ae(u,v); a coencividade

de Av(u,v) & obtida analogamente.

Da eliticidade dos coeficientes de elasticidade do mate-

rial do qual a estaca & constituida segue

_17_.



_’Iﬂ-

(2.7) a, (v, v) = Jaé?ih eij{vlﬁkh(v)dx > al €(v)
f -

.E(V) = Jeij(v) eij(v)dx

e ol & uma constante positiva, -

Mostremos inicialmente a existéncia de ¢ >0 tal que

. . . . . 2 ) 2’- -
(2.2)- e(v) + lvN_dc 3 ¢ |y|0 ?v g V.

3
Substituindé Vv por L em (2.2) obtemos a equivalénecia en

| v
. Coen
tre (2.2) e -

(2.2") e{v) + Jv do > c , ¥v eV tal que |vig= 1.

r

bl

3

Suponhamos, por absurdo, que (2.2') nao ocorra. Entaoc exis

te uma sequéncia v, € V tal que

2
=1 a e(va} + JvaN dg — 0
r

vy lo
3

Mas, pela desigualdade de Rorn(cf. DUVAUT - LIONS [4])

(2.3) e(v) + |v|]2 3 ¢ lvl?  wev

e portanto v
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v < -
|_a[1 < constante_
Podemos entao extralr de {v } uma subsequenc1a, que tambem _

denotaremos por {v }, tal que

Vo — v fraco em V.

Sendo
_ 1 .2
h{v) = (v} + Yy do .
T3

conveka, com gradiente continuo, serd tambem fracamente semi—cog
tinua inferiormente (cf. LIONS [41]). -

lim inf{éfv Y + |v2. dg}> e(v) + |v2 do

o aN - -

N
Ty Ty

Dai, como

2

lim inf{s(va) + JVGN doj= O
I's
concluimos que
(v) + v2 dog =0
elv | N = ’
TB
isto &, g{v) = 0 e Vg = 0 em F3 .

A condigdo e({v) = 0 nos diz que (cf. DUVAUT [:3])
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v=a+bAaAx, abe Ra ’

e a gondigéo vy = 0 em 'y implica em
a.N+ bAax. N=20, ¥xe&Tly,

que_' sO admite solugac nao trivial no caso @ = 0 e b paralele a
N, o qﬁe significa que Ts €@ um planc e v & um movimente de rota=-
c30 constante em torno do eixo perpendicular a Ty. Mas por hipd

tese T, & parte ndo plana de I' e portanto
v =10.

Mas, pelo teorema de Rellich, aimersdo de V em E & compacta
é_poftando

va—»v em H ;

como IvaI':0=1 estid demonstrado, por absurde, (2.2}).

De (2.2} e da desigualdade de Korn (2.3) segue

A (v,v) 2 af elv) + I v§ da >

2
T3

% ; 2
-'TQ e(v) + inf {—;— A eltn) + IdeU] 2
r

3

ol a .
< e(v) + inf{Tem}clv]i 2 ¢, [vlf ’

2

»
e o lema 2.1 estd demonstrado.
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De posse da coercividade das formas bilineares Ae(u,v) e
Av(u,v} passaremos a discutir as condigﬁés a serem impostas a £
e F de modo a garantir a existéncia e a unicidade da solugao do
~problema proposto. O seguinte resultado & obtido:

TEOREMA 2.1 - Sejam'__

(2.,'4)__ N £, __f e L?(O;T ; H), £(0) € H ,

(2.5) . F,.Fe1’o,r;: @iy , Fo) =0

" Entdo, para todo T > 0, existe uma unica

(2.6) u e Lm(OJT i V) r
tal que

(2.7) & e L”(0,T ; W)

(2.8) §e 10,7 ; BnL30,T; V),
e

< {3,v-1>+ Ae(u,v—ﬁ) + Av(ﬁ,v—ﬁ) + J{u,v-1) +
(2.9)

+ jlu,v) - jlu,0) > L{v-0), ¥vv € V ,

(2.10) u(x,0) =0 ,

*
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a(x,0) = 0.

DEMONS TRAGAO .

Dividiremos a demonstragao do teorema em quatro etapas, de .

acorde com a estratégia seguinte:

1.

2.

unicidade da solugdo;
estabelecimento de um problema aproximado obtido
da regularizagao dos funcionais J(u,v) e j{u,v).

Também serd mostrado que este problema aproxima-

- do, envolvendo uma inequacao variacional, & equi

. o~ e £
valente a uma equagaoc variacional, em u”, com da

dos iniciais; )

solugao dééta.equégao variacional pela .uﬁiliza—
gao do método de Galerkin; serdo obtidas estima
tivas a priori para as aproximacoes -de Galerkin
Pn uE'h, que serzo independentes de £ e de h; em
consequéncia das estimativas, as aproximagdes de
Galerkin estardo definidas em [0,T] e poderemos

£rh
gue converge

extrair uma subsequéncia de p, u
para ug, quando h tende a zero;

passagem ao limite em €; sendo as estimativas in
dependentes de ¢, extrairemos de u® subsequéncia
gque converge para u solucdo da inequagao (2.9).

Em realidade tendo em c¢onta a unicidade da solu

ol * - ] £ . .
¢cao ficara demonstrado gue a seguencia u- inteira

converge para u.
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] - UNICIDABE

Suponhamos que existam_duas soiug&es ul e u? de (2ﬂn-(2.11)

e tomemos u = u? — uﬂ.'Fazendc'em (2.9) u=1u’e v = ﬁ1;

20> - a e - a e - gwde) ¢

_<i_'1
r3w?,ah - 5@?eh > - L.

tomando, ainda em (2.9}, u = u’ e v = u2 obtemos

<l s a e ra e+ g’ s jate?)

- 5wt,e?) > L.

Somando estas duas inequagdes e usando as. definigdes de

J(u,v) e j(u,v) teremos
- < ﬁ,ﬁ > = Ae(u,ﬁ) - Av(ﬁ,ﬁ) >

(2.12) > JH(x3+u§-q)(x3+u;-1){aN-(|ﬁ§1—|ﬁ;[)} do +
_ ) _
.1
+ Jatx3+u§—1)<x3+u§~1){-ﬁN+(1ﬁ§1-Ia;|)}dc
T, .
.1

Mas,

. . . 2 . 1 .2 .
g+ lopl-lugl < Jogl+fag-ag] < fagl+iagt < 2fa]
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- donde, multiplicando (2.12) por (-1)z

<BE >+ A (0 8) + A (E,0) <

I
——
[y %)

2; - . 2.— -_ ' 1— ) 1_ I -
3 1)(x3+u3 1):H(x3+u3 1)(x3+u3 1)}dqf‘
Tambémn,

H(x +u3-1)( +u —1) - H(x3+u3 1)(x3+u3-1)

g.|u§ - u;!
< lu3T ul

e portanto

< 4,4 >+ a,(u,d) +A,(3,8) < zj|u|lﬁ|da .
I',f'

Assim sendo,

- 2

+

w3
(2.13)
2
fa I 2, .3
(L (I‘1))

gualguer que seja A > 0 .
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‘Neste ponto faremos uso do teorema do trag)(ci.rmﬁAs,[13])f
que pode ser aplicado desde que fégaﬁos hipdteses, Por.. exemplo,

1 aberto limitado_do h; com fronteira Lipchtziana. Ble nos da

|V|2 | '3 < C(Q)|v|f- ,:VV ev.

2
_ (L (Pq))

Usando a coercividade de A, e Aé , as condigoes iniciais, u(0)
= 1(0) = 0, e 0 teorema do_trago, enm (2.13).in£egrada de -0 a ﬁ;.ﬁ

e

Laq2 | 2 (o2 1.2
p’o(t{ + ae|u|1(t).+_avf|u|1(§)ds < C AJ alf¢s)ds +
0 ' 0 '
t
" C : 2
+'4X_J |u[1(s)ds .
0 .
‘ a,
Tomando i = = obteremos
t
|UI:12(t) < c"J [u|f(s)ds , clso,
0

e pela desigualdade de Gronwall (cf. BRAUER [2])
juf, =0

o que encerra a demonstragac da unicidade.

2 — O PROBLEMA REGULARIZADO

Empregaremos a fungao ¢€: R3 —s r* definida por
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(2.14) o (v) = Je? +]v|?

.~
para qualquer e > 0,e a fungao wez R — Rf definida por

6 , se XA <0,
1 ' . : )L 2 : -
_'(?.15) | -wE(A) = __5:_, se 0<X<e
. H{(A})D -~ 42-, se A > €

Por definigao O & continua; como

1l

i, () = [, v, V3],

Ve + |v]?

'V:=’(V1} ?2, v3) € R;,”éegue.élcbntinuidadé de D$€ e a existén
cié de D2¢€(v) qualgquer gue seja v € RY.

Para mostrar a convexidade de ¢ usaremos a caracterizagﬁo
de fungoes convexas (cf. PSHENICHNY - DANILIN [16])

"f(x) & convexa <=> Df(X + Ap).p & uma fungao ndc decreg
cente de A"

Examinemos a fungao

h(X) = D$_(x + Ap).p =
_ x.p + Alp|?
: 1
{e? + |x|2 + a%|p|? + 2xx.p} /2
2
hr ) = |p]|

1
{e? + [x]|?2 + 2?%|p|? + 2}u':.p}/2
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_ {x.p + AMp!?Hx.p + Alp|?}

: 3
{e2 + |x|2 + A2|p|? + 2ax.p} 2

pl? {e® + Ix|? + 32[p|? + 2ax.p}
Y

{e? ¢ |x + lp|2}

lf]p]“ + 2?\pr2 X.p + (x.p)? > 0

. . 3
.{82.+.|x + lptz}/z

pois (x.p)* ¢ [x|?[p|? .

- Por outro lado ¥ também & uma fungao convexa diferenciivel.

H(A)l///’

Chamaremos

wE(h) = $E(l - (1—X3)) r

»
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"e definiremos os funionais

T (yv) = | b (ug)vy do

Je (q,V) ¥J¢€ (u3)c1'>E (vp)do .
_ Irj |
A_inequagad '

¢ B e A
(2.16)
- | +'j8(uF,vl - js(us,ﬁg) > Liv-iT), ¥vev,

podemos juntar as condigoes iniciais

(2.17) - | w®(x,0) = 0,

(2.18) 6 (x,0) =0 .

-g | B ‘E LoE g
;v-u) o+ Av(u ,vu) + JE(u ,V=17)

Chamaremos (2.16)-(2.18) de problema regularizado.

Agora mostraremos que o problema regularizado é equivalen-

te a uma eqguagao variacional com dados iniciais. Tomando em {2.16)

v = 0% + \w s A>0 e weyv

temos
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s € . € : £ s
< 0, w> + Ae(u ,w)+Av(u ,w)f Iwe(u3)wN do +
N
+ b, () =16 (05 + dwy) -¢_(a5)}do > L(w) ev
e 03’ % P lthr T g "y Z L. W .
F1 '
Passando ao limite em A, tendo em vista gue
lim 2

e & . ) . & .
Yao A o tug + M) = ?e‘“T)} = Do (ay

- segue

< ﬁg, w >+ Ae(ug,w)-yAV(ﬁE,w)-+Iwé(u§)wh do f

T

_ jwé(ug) D¢€fﬁ$), o, do > L(w)'f_ the V.
$ s s o _ . :
1

A inegquacac ficarad invertida se tomarmos -w em vez de w. Assim

(2.16) implica em

wf E ' + E £
< 1 ,w > + Ae(u W)+ Av(u ,w)-+IwE(u3)wN do +

Ty

(2.19)
1¢E(u§) D¢€(ﬁ;). wp do = L{w), Vw ev

1

Reciprocamente, tomando em (2.19) w = v - 4% e usando a proprie

dade de fungoes convexas

Do_(85) . (vp = G2) < ¢ (V) = ¢_ (D7)
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obteremos (2.16).

Assim (2.16)~(2.18) & equivalente ao problema (2.19) com as

condigGes iniciais f2,j7) e 2.18).
3'- SOLUGAO DA EQUAGAO VARIACIONAL

'USaremos o'mét0603de Galerkin para mostrar gue {2.19) com

as condicBes iniciais (2;17) e (2.18) tem.solugio

(2.20j- ﬁe é.L%(o,? ; V)

tél éqe
'12;21) o .ﬁe-e_ﬂéfd;T .9

(2.22) | € e L (o, T ; N L%(0,T ; V).

Introduzimos uma aproximagdo convergente (Vs Pyr Ty) de v,

associada ao parametro h caracterizada pelas condigdes

i) o espago discreto

ﬁh =R ' Nh'inteiro, N, » qﬁando h-0 ;

ii} o operador prolongamento

Pt Yy, — V., isomorfismo sobre a imagem ph(Vh);

-
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iii) o operador de restrigao
r i » .
i T Vh , linear e sobre Vh !
iv) lim |v - p,r.v|, = 0, ¥v € v.
h+o h™h" 1

A imagem 'ph(Vh) é cOnheCida como gspaéo das ai:_rdximariﬁes_..

Exemplos de esquemas convergenﬁes_ pode_m ser encontradds‘ em
RAUPP [48], SCHULTZI ['21] ODEN-REDDY [14], AUBIN {41 .

As aproxlmagoes de Galerkin de ue, assoc1adas a (Vh,ph,r) '

sdo deflnldas como ‘as apllcagoes

_'ue'h : [O,ﬂ — V4

tais que

<pﬂﬁ€'h, phvh>-+Ae(phuE'h; phvh)+Av(phﬁ€’h, phvh) +
(2.23) Iw(phue’) v ao Iw(ph3 Db, (0 05D Ve & =
1 T
h h

(2.24) Mo =0,

(2.25) a7 (o)

{}
o
L]

Em (2,23) phug’h representa a terceira componente de pl_11.1€"h
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. phvgtphvg) representa a componente_normal (respectivamente tan’
tencial) de pnvh'. '
Tomando" _I _ _
. g,h . B
u : Jo.
[o.T] — vy

Nh'
B (g5 (1)

J=1

ent3o (2.23)-(2.25) & um sistema de equagbes diferenciais ordi- .

‘narias de segunda ordem em-gg(t), de dimensdo N, , com . dédos_’

iniciais g§(0) = Q;(O) = 0 . Como as fungbes envolvidas s3o re.

gulares, este sistema tem solucao ugfh. definida no intervalo
(Q,th). - | |

A seguir obteremos estimativas a priori, independentes de

e e h; uma primeira consequéncia destas-eétimativassﬁré'%h==T."

 Das definicoes de ¢_-e y_ segue

|v|z_

(2.26) D¢E(v). v=e————— >0 ¥vev,
e2+iv}?
(2.27) wé(x) >0 VA EeR.

Estas propriedades serao usadas no que se segue.

Estimativas a priori (I)

Tomando em (2.23) v = o' , em vista de (2.26) e (2.27)

temos
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< phﬁs’h ' phﬁe'h > + Ae(phue'h, phﬁe'h) +
A, (p et + Jwg(phue'h)'phﬁe'h do <
T
< L(phﬁe'h)_ '
onde
A (v) = A (v,v).

Ou ainda, pela coercividade de Av_,

1 4 s

“€/hy2 €,h -
{lPhu La + Ae(Phu Y+ av[phﬁ

27 at 7 =
(2.28) - |
< L(phﬁe'h) - sttphug'h)phagfh-da
1-|‘I
Mas

i) 1P€(V3) < ]V3] < |V‘| r ¥ v H

‘..l
"
=
N
il

|Jf.v dx - JF Yy do| < (£l vl +

Q2 FZ

* ’F|(L2(r2))3IVT(L2(r2))3 ’

pela desigualdade de Schwarz. A utilizacado do teorema do trago

nos dara
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Liv) < {|£]_ + ';~.|Fq'(Lz(rz))suﬂ,l =z Ivl, -

. Assim,

(ol
‘q .
1A

el lpys®rRl, +l|phuf e 857 P) a5 <
. , .
1 penz A e hi, , C o gl
<55 I35 om0+ 55 ol
qualgquer que seja A > 0, sendo C = C{(Q) uma cohstante oriunda da
aplicagéo'da'teorema do'trago. Levando esta majoragao para (2.28)

‘e escolhendo § tal gue (1+c)x = dv

a <E,0 2 g.,h, . €e,h ;
gelippt g + Ao (ppu ")} 4 e |0 E <

s,hl2

Aognge o+ S
= Il + 5= lppe™ | 5

A

Integrando de 0 a t, t < T, usando as condigdes iniciais e

chamando

: T
1
K, =% I{|f|é(s) + clF|? }ds
o

i (L2 (1)) ?

- Obteremos
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_ t
.£,h . h h
]php ! ];(t) + Ae(phuef_)(t) + J [phﬁe' |$(s)_ds <
. e t e h . -
<K, H c'J'Iphp ! |§(s)ds .
o) .

Portanto,
l, th,2(£- ' . . t £,h 2__' . _
o lppu H ) < K, +c ]phu [2(s)as ,
. s .

e pela desigualdade de Grdﬁwall '

(2.30) | _|phu€'h1§(t) <k (D) .

Levando este resultado a (2.29) teremos
. E'h ] |
(2.31) e a2t < Ky

(2.31') |mﬁah| < kg (D) .
L2 (OJT?V)

Em resumo as esStimativas a priori (2.30), (2,31) e 2.21')

nos asseguram que

uE’h estio num limitado de L™ (0,T;V)

Ph
(2.32)
Phﬁe'h estdo num limitado de L (0,T;HNL?(0,T;V)
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Estimativas a priori(II)

Derivando (2.23) com relagao a t e tomando vh =-ﬁg’h'tem05

< pﬁﬁ ' phu >+ A (ph & h, phﬁe'h) +.

= E h ’ d h . ..E.;h' ’
Av_(phu " ¥ J-a--{w (ph 3 p,t R
4a ) e,h ne,h . .e,h _
J dt{we(ph )} }1D¢ (phuT ). py,l do +
Ty
esh, d . | <c,h, _ .eg,h _
J-we(PhuS ) 3¢ D¢, by, ). phuT' dg =
I‘ .
1
= < £, phﬁe'h > - J F(t) phﬁg'h do .
I'2

Mas tendo em vista que

0 <YL <1, ¥ ER

e Do, (V). w < lwl , ¥w,wev,

Yei+|v|?

temos
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d ﬁe,h he,h =

h
= 1im. Atﬁ”’(PhﬁT (t+&t)) - D¢ (phue }}.

&t+0

'..'1 e,h,. eh

lim — {p, 0 " (t+At) - p, 1 (£)} =

At>o 4. "hT : AT
11m f——-[{D¢ (ph 'h(t+at))'- D (ph T (t))}
Aboﬁt '

{phu€ h(t+&t) - phﬁ;'h(t)}]; 0

pela convexidade de ¢, + ou seja

Jw (ph 3 ) é% Do (ph h). Ph ; 2 do >0 ;
y
1
ii) J 2 v, (o s ™M IDe (p e ™ . p B o =
)

1

' €,h gE h wE D '

Il
e,

1

.€,h <€,h
[
T1~

do ;

1A
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. d ' ,h ..€,h
iii) Ja—;c—lpg(phuBE } PRy qu =

|

wéfphug'h) Phﬁg'h Phﬁg'h do <

< [ Ipga§ M ip g a0

iv) o i = <& v> - |F v dol

i h———, ’

< {IE]; + °J§|<L2(r2>)3}.'lvf& , wev;

A utilizagao de (i} - (iv) e do teorema do trago nos dard

.€,h h
a lp,u® |2 < Ilph 5 pLig e+
I‘*I
j|ph Byp a8 Pao +
+ {|E]_ + c|F| }p, 657"
(L2(r,)) 8 h 1
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' e,h «€,h, . . <E,/hy-
¢ 2f I8 P ey Mo + 112, + olE] g o)) g
1
1: ) .e,h, L .c,h )
<5 I|phuE |2d0.+_:xI|pth’ |2dc  +
r1' ' : I‘1
- A -..E;,h 2- 1 o] 2 2l :
"z_lphu [1 +2_-)r{lf + C lFl(Lz(l—'z))a} s
_g-‘ E;h 2 L ”E;h -
< .A.lpfl ]1 +2(2cf1)1phu. 7 +

h

NAFIE: 212 |

. o
Tomando A = T§E§TT e integrando a inequagao, obtida desta

substituigdo, de 0 a t, t < T e usando as condigdes iniciais te

!phi’le'h|é(t) + A (p a5 ™ () + avf I, 8% |2 (s)ds <
O

(2.33)
t

=€, h il .€,h -
N S IR NI S HETER
Q
onde

T
K .=j [[E12(s) + c*|F|%(s)  }as .
ol T i,
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Para a aplicagéo do Lema de Gronwall, resta-nos mostrar

que

|phﬁsfh|é(0) < conste

L1}

& o gque faremos agora.

-_Avaliando a equagao (2.23) em t = 0, usando as condigoes

iniciais, observando gue wa(O) = 0 e escolhendo vh _ﬁe'h'oh&mos _

fh.. ' : | .--r L in IR | ]
]phu€ ,J;(O) =<f(0), phuE ?(0)> ~JF(0)PhU§ h(O)dd .

P*i
Como, por hipoteses, F(0) = 0:
] E;h | . .'-E'h- B
lppu” U5 (0 < E] (0 [py et Tl
e'portanto
|, 05 P (0) < l£]_(0) .
Assim de (2.33) podemos deduzir a desigualdade
t
.E;h Il ] "efh 2
ae|Phu |1(t) <K, +c J ]phu |1(s)ds
2 _

na qual

K, = K, + |[£]_(0)

Finalmente, usando Gronwall,



L (£} < —E'e_ ® < e(m)

e

. | i
. (2.34) - Ip et

Com este resultadq em (2.33) obtemos
. ) . ’ _--th' 2 ’ I
(2.347) @ TTE(E) < elT)

e.h

< c(T)
" L2%2(0,T;V) '

- gy '
(2.3% ). |phﬁ
Em resumo as estimatiﬁas a priori (2.34), (2.34") e(2.34“)
juntamente com (2.32) mostram que _ |
E,h —~ . . ; . o _
PR estao num limitado de L (0,T:V)

(2.35) phﬁe’h estioc num limitado de L (0,T;V)

p, %" estdo numw limitado de L”(0,T:H)NL2(0,T;V)

Mostraremos que estas propriedades permitem~nos passar ao

limite em h’o gue nos leva a uma solucao ut de (2.19) com as con
dicdes iniciais u®(0) = a%(0) = 0

_ £rsh " sEsh .

Chamemos Q- = [O,T] x . Estando p,u e ppu num limi

tado de LZ(0,T;V) ,

T
I |phue'h[§(s) + [phﬁefh[i(s)ds é conste ,

o

e portanto
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‘phus'h estao num limitado de (H1(QT))3

e,h'-

CArgumeritando anoiogaménte, por estarem phﬁg e phﬁ num limitg T
do de Lz(OrT;V),cohcluimOS
.E‘.,h_ - . . i 1 3 - :
Ppu estao num limitado de (H (QT)) .

Assim, & possivel extrair subsequéncias, gue serac também denota .
. _ _ _

' .h .¢,h .
das_phu e p,0 tais que
| Phue,h af ,
(2.35) . S fraco em (8 (0p))°
phﬁs,h — aE -

O teorema de RELLICH (cf. NECAS [13]) pode ser aplicado pois Qp &
um limita&o de fronteira continua. Este teorema nos diz gque a
imersao (H1(Q))3 em (L2(Q))® & compacta e portanto

phue'h —+ uf

(2.37) ' B forte em (Lz(QT))?

ﬁe,h . €

— 11

Py

Por outro lado QT é& um dominio de R* com fronteira Lipschitziana;
estamos nas condigoes do teorema do trago (cf. NECAS) que nos afir
ma ser a aplicagdo trégo uma aplicagdo compacta de (H1(QT))3 em

1?2 (BQT) . Assim
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(2.38) forte em L2 (30,)

Seqgue também de (2.35) a existéncia de subsequéncia, aqui dehotg _
e,h ., h wg,h '

das por ppu r Pyt e p it tais'qUe
t?'Bg) | Phgefhj__* ﬁa.frado e@ L2(0,T}V):':f
(2.39") - p Pt 0w

Mostraremos a segulr que este limite u® & solucido de (2.16).
Da equivaléncia entre (2.16) e (2.19) podemos ceoncluir dgue as
aproximacbes de Galerkin sao tals gque para guaisquer

a{t) € L2(0,T ; R} e v ev,

T

..E;h
J { < P
5 .

h ' h
P PRV >+ Ae(phue' , phvh) +

e,h h £,h h
(2.40) + Av(phﬁ ¢ Ppv ) + J wg‘phu3 )pth do +

T

- L(thh)}a(t) + J we(phug'h)¢€(d(t)phv¥)do >

Iy
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_ T
2€,h L LEdD .€,h
= 1P ST 4 5 Bg (ppu™' ") (T) + J{Av(phu ) +
-t . s - . ' .0 .

+'J¢€_.(Ph )ph N u o ‘Jw (py,u3 _.”’ (ph " j"i‘(phﬁefh)}d# |
r, _ _ r1 _ _ . .
Observemos que a(t) e L? (0 T:;R) e vVev entao a(t)v e Lz (0, T V) |

e pela convegéncia do esquema de aprox1magoes; (v,

h' ph' ry)

(2.41) "' a(t)phvh — a{t)v forte em L>(0,T;V)

Se bfu,v) & uma forma bilinear continua definida num espaco

normado X ,

ua — 1 - forte em X

e 'va —+ v fraco em X

entio podemos verificar sem dificuldade que
b(ua,va) —_ b(u,V) .

Usando este resultado,de (2.39)=(2.39") e de (2.41) segue a con

vergéncia de "
. h ,h
I{ <-phu€-lrh P PRV + Ae(phue ' phvh)
O - .

+h

s+ a (ph'E , ppv™ Ja(t)dt
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para
T

J { < ﬁe, v o> + Ae(ue,v) + Av(ﬁg,v)}a(t)dt
o)

quando h * 0.
. ’ . . N o 1 17
Por serem normas em espag¢os de Hilbert, Ae(v)‘é e AV(V)_’é
s&a fracamente semi continuas inferiormente. Dai
|E;h1 ( 1

m + 1 a e Hm

lim 1nf{—[ph 5

T .
' .€,h 1 | .€
+ J A (p 8 'dtl > 5 Iu_|c2)(T) +
5 o

. T
1 ) £ a E
+ > Ae(u )GH+[ Av(u ydt
o

Por ocutro lado,

T

i) I le (ph 3;
o F1

h)phvha(t)dcdt — [ J wg(ue?. va(t)dcdt
o)

pois

T

11 J ¥ (pyu 3 )phv o (t)dodt- J j (u3)v a(t)dodt| <
T o

S
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’ T
|I J WE(Phug'h) (phvh—v)Na(t)dodt[ +
o P1 L

T
| J J {we(pﬁu?h) -y (w3} via(t)dodt| ¢
oT, - _ |

T

i_J I |Phu§‘th(thh?V)d(t)IdUdt +
o, o
J J |Phus'h-u£lIa(t)v!dcdt <
o] 1‘1 : :
e,h . | - - |
sclpyu! la(t)p, v, = a(t)v]
TR ILZ(OrTFV) . hh T L%(o,TiV)
+c|phu€’h~u€| a(e)v] — 0
L2 (3Qq) L2(0,T;V)

em consequéncia de (2.38) e 2.41)

_ T T
ii) { J ‘!JE (ph‘?‘g'h)d?g(“(t)vg)dcdt — J l ¢€(u§)¢e (o (£)v) dodt

OI'1’ O‘I

de fato

T ' T
l[ [ votpgus s, @ wp v asat —j ¥, )6 (o (W) v dodt| <
O

t:)I',I . T
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< J [ | v (Ph e h) -, (u )11¢ (a(t)phv ) |dedt +
o

J IH) (u )II¢ (O.(t)phv ) - ¢€(a(1f.)vT)'|dUd.t..

o
e,h e _ _
< c |pput’i-u| . J¢ la{t)pp vy )| +
L% (304) : | .(3QT)'
+ ¢ |u’] fu(t)ph o a(t)vTI -~
' L? (aQT) ' o L2(0,T;V)

pois

t

I K (a(t)phv )Izdodt

=

= J I Ia(t)ph ]2dcdt < conste
orT :

e temos os modos de convergéncias (2.38) e (2.41);
T | T
‘e s ' L€, h £, .E .
iii) J I P (ph 3 )ph N dodt — J Iwe(u )uN dodt
o

' ° T

de fato, procedendo como em 1 mostramos

. -
.£,h . £
II J we(ph )ph N dgdt-— j Jw (w5 a Uy dodt |
o)

°oT, ' _ I
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¢ g,h

h
b |Ph1.‘13 | l hﬁe_' n- 1ﬁel ) +
TtV L? (3Q,)
+ [phﬁe'h—uel' a® I—r. 0
S L2 (3Qg) L2(0,T;V)
em vista de (2.38) ;
_ T : , T o
. . ) th E,h . E . .€ - . ]
iv) j Jwe(phu3 Yo, (phﬁ,r Ydodt — I Jmpe (u3}¢€ (qr)dng ;.
o 1"‘1 . Y I“1 .

esta convergéncia-pode ser mostrada procedendo como em (ii):

T N
l I v, (o a5 By (phuT B aoat -Ifnbe (u3) 9, (87) dodt| -
o _ ol', . ’
1
<c n%pgll u’| ]¢E@§S§’h) +
1% (0Q) L?(0,TV)
+ ¢ |u® |pya° - —- 0
L?(0,T;V) L% (30q)

tende em vista (2.38).
Se usarmos estas convergéncias em (2.40) obteremos, ao fa
zer h» 0 ,
T

[.{ < ﬁe,v > + Ae(ug,v) + Av(ﬁs,v) +
A \
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E —
+ J wa(uB)deU L(v)} alt)dt + [ Jw (u3 ¢ {a(t)v, T)dﬁdt
T o

1
: . T _
> = [8]2(m + % Ae(ueﬂmy+f A, (3%)at +
| R
T : _
J‘{Jwgtugyﬁgdd + Jw€1u§)¢£(ﬁ€)dc - L(a%) }at
.Q 1"1 _ . - I‘*'j' - '

Qﬁ ainda
T |
I'{ < 8%, alt)v-a® >+ A (u,alt)v-0%) +
+ A, (3%, a(t)v-0°) + fweﬁug)(a(t)vN-ﬁg)dc v
r
1
(2.42)

+ Jwe(u§)¢€(att)vT)dd - Jwg(u§)¢e(ﬁ;)do
T .T

s> L{c(t)v-u%)}dat , ¥wv € V , wa(t) @ L2(0,T:R).

Seja S € (0,T), fixo temporariamente, v € V gualguer. Para
a familia-de vizinhangas Bk de S,

- i 1
ek = {8 X ! S + k) ’



tomemos oft) e v tais que

ﬁg(t) se t &9
al{t)v = J
v se teé@

“

em (2.42). Assim

I { < %), vof(e) > + Ae(uett), v-uf (£)  +
b | .

A, (G5 (), v-u©(t)) + st (W§ (£)) (v=a® (£))do +
_ e q

1

+ Jwatu§(t))¢€(vT)dc - Jwgtugtti)ég(ﬁg)da -
. |

1 : _r‘l

- L{v-0%)lat > 0 .

Dividindo esta eguacao por 2k (medida de 6,) teremos

(e IO CY
< 7K Ju dt,v > + Ae(2k Iu (t)ydt,vy +
8 3]

k k
+_A —l; ¥ (t)yae,v) + —_ Y tue(t))dt v do +
v 2k ' 2k €' 3 N
%k IR
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‘ ' 1 £ : _
(2.43) * [ 7% Jwe(u3(t))dt¢E(VT)do " IL(V)(t)dt -
T 0

1 % k

- J{ < 85,05 > (6) + A (uf,8%) (8) + AL (%) (6) +
0

+ Jwgtugtt))ﬁgtt)do +'Iw€(u§<t>>¢€<a§(t))dd +

Ty o - - 'P_'l'--

4=

L(&%) (£)}dt > O

Por um dos teoremas de Lebesgue, se g & uma fungcdo mensurdvel a

~ valores escolares ou vetoriais

1 | N
ok I g(t)dt — gl(s)
®x

para qﬁase todo é, quando k -~ 0.

Assim, de (2.43) concluimos que, a menos de s num conjunto

de medida nula,
< 4%(s), v=u®(s) > + A (0" (s), v-0f(s)) +

(2.48)  + B (8%(s), v=8°(s)) + [y (u5(s)) (v=0©(s))ydo +
T

*

1
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[wg(ug(SJ)dJE(VT)dc - _[we (u3(s)) ¢ _(dz(s))do >
T, I, |

L{v-a®(s)) , ‘¥vev.

e portanto ut (s) e solugao de (2.16) .
Verificaremos gque as condigdes iniciais (2.17) e (2.18)

£

s3o satisfeitas pela fungﬁo'limité u-. Seja d(t) e C'(o,T) tal

que'a(d) = f e afT) = 0. Cdmo

T

- d e:h _ e,h .
J EE[ < Py u v > a(t)dt = - < Phu oYy, v > = 0.,
O ) . R .
e B )
-T. . -‘ ’ . . - m
a r. g.h _ e, h
J 3t L < ppo (&), v > af{t)]dt = f': Pt ", v > alt)dt +
O ’ ‘ O
T ' T
+ J < Phue'hrv > of (t)dt ho, < ﬁs,v > a(t)dt +
0 o
.
+ j <u®,v>at(t)dt =
Q
T
| L [<uf,v>alt)]de =-<uf(0),v>, wev
dt I _ r r r
O . )
segue

W) =0 .



-53 -
Analogamente, usando (2.39') e (2.39") mostramos

a0y =0 ..

Assim demonstramos que ue, limite das  aproxima-~

coes de Galerkin, & solugao.do problema,regﬁlarizaia(2;Mﬂ;(2ﬂ8);

4 - PASSAGEM A0 LIMITE EM et

As estimativas estabelecidas no item anterior sao indepen—
. . ! . N . E: .E . o e -
dentes de £; isso nos assegura que u , u , e 1° estaoc num subcon

junto‘limitado de Lz(O,T;Vi qualquer que seja e. Assim podemos

- . ' - e o [
extrair subsequéncias, que tambem serao indicadas por u ,, u

e

%, tais que
(2.45)  ° u® — u  fraco em L2(0,T;V)
(2.45°) a®* — 4 fraco em L2(0,T,V)

(2.45%) i* — {1’ fraco em L2(0,T,V)

Com os mesmos argumentos usados na demonstracgao de (2.36),

tendo em vista gue G° e % estdo num limitado de L2(0,T;V), con
cluimos
{2.48) u® —= u fraco em H1(QT)'

(2.48"') 2" — 4 fraco em H1(QT)
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Convocando. novamente © teorema de Rellich, a compacidade da imer

;ao de H'(Qp) em L2(Q;) no ad

(2.87) | u® __+uu forte em L?(QT) '
'(.2.,47,')._ : -_ﬁe — for#e em Lé(QT) 3
Taﬁbém;.peia compacidaée-dé apliéaééb trage de H1(QT) em Lz(BQT)
(cf. NgEAé [13]D) AT | |

(2.48) - uw® — u Fforte em LZ(BQT) .

(2.48*) . . = &€ f—+'ﬁ £orté em L?(BQ&) .

De (2.44) podeﬁos concluir que, para toda v € LZ(O,T;V) p

T _
J { <.ﬁ€fv -+ Ae(usrv) + Av(ﬁetv) S

0

——,

wE(ug)deo + Jwg(u§)¢E(VT)dc - L{v)}dt >
T

1 1
(2.49) |
T
> 5 16512 + 5 Ae(ue)(wnj A (a%)ae +
o

T
+ f'{Jwe(ug)ﬁﬁdc - Jw€<u§)¢€(ﬁ;)da -“L(0%) }de
) _

O P/‘ - 1
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onde

L{v) = If(x,t)v dx - JF(t)dec
Q T,

Com argumentos analogos acs usddos na etapa anterior concluimos

que, ao fazer ¢ - 0,

. o
I { <uf,v > + Ae(ug,v) + Av(ﬁg,v)}dt
o . - i . .\

converge para

T _ .
J { <« §,v>+ Ae(u,v) + Av(u,v)}dt .
o

Também pOr serem normas em espagos de Hilbert fracamente semi-.

~continua inferiormente,

T
Whm + LA ) @ + [ A fart >
O

lim inf {%

- - . .o

2 % [ﬁ];(T) + % A, (u) (T) +'f A, (a)dt .
o
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Observemos que

— as fungles b sao Lipchtz continuas com constan

tes de Lipchtz independentes'de E ;

—— we e ¢€ satisfazem a

(2.50) Ve (v3) - H(x3fv3—1)(x3+v341) 5.% €y ?v
(2.41) e (0 = |v| = /]2 - v]
SR hs- e, VY .

/et |v| 2+ |v|?

Com isto serac estabelecidas as convergé@ncias seguintes, gquando

.e+0.

T _ T
i) J J¢€(“§)VNd°dt — JJ(u,v)dt H
o] F1 o
Realmente,
T ' T .
{J Iwg(ug)vmdddt - J JH(x3+u3—1)(x3+u3—1)deU|
(] P1 i o T1
T . .
< J J}wE(UB) - H(X3+u3—1){x3+u3—1)|[v|

_o Tj
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T
J lee(ug) - we(u3)||v|dcdté <
0 L

L

<c % Ty (T ) v + cluf-u|l .Iv| —_ 0
- L% (0,T;V) - L?(3Q4) LZ(0,T:V)
o T | - .
: 11) J Jwe(ug)'dae_(\fl.)do‘dtj - Jj(u,v)dt ;
' o T, o
ae fato,
T T -
]J Ilpe(ug)dsg(v,i,)dcdt‘ - I IIH(;cs-Ifu?;"’:) (x3+u3—1)|vT|dddt]
o ?1. S o o} I‘1 3 :
T L | C
< I lee(ug) - we(u3)11¢€(vT)|§cdt +
o} T1
T

[ I|¢E(u3)-H(X3fu3—1)(x3+u3-1)l[¢€(vT)|dadt +
o T, _

T
I|H(x3 + uy-1) (xg + u3—1)|{¢€{vT)-1vT| |dodt <

Q+—

F1.
T 1
< |ue-u} .{J j €2+[vT|2} A 4
L2(3Qn) ¢
1
T
+%Tu(I“;I).{J Je:"aﬂv,flz}/‘5 +
= o T
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+ce T u(P1)|u| S— 0,
L2(0,T;V)

: T : T
iii) j [we(ug)ﬁédcdt — JJ(u,ﬁ)dt
r

o o]

1

pois

T ‘1 o T | |
JJ [we(ug)ﬁﬁdcdt'— I-_IH(x3+u3~1)(x3+u3—1)ﬁNdadt['5
T ' 0 L

1 ‘ T,

A

€y nE ' Cr s -
lj. Iwe(ug)uN - H(x3+u3-1)(x3+u3-14u§dodt[ f
‘oi F{. - o
T _ _
+ I J]H(x3+u3—1)(x3+u3-1)]LﬁE-ﬁ|dcdt <
o T

1

[ AN

c-%Tu(?1Hﬁ€| + c|u-u| , o | +

L?(0,T;V) L2 (3Qm) L2(0,T;V)

»

+ c|ul | 65 -] - 0
L?(0,T:V) L2 (30q)

T T
iv) ‘I I¢€(u§)¢€(ﬁ;)dcdt — J j (u,d)dt
L A L - ]



- 50 -

de fato
T _
IJ J{wetu§)¢€(ﬁ;) - Hxgtug=1) (eghug-n)| 6, [ Jaodt <
o T ' _ .
1

T |
I Jwetu§>¢eta§)'-_H(k34u3—1)(x3+u3-1i|a§|fd¢at'_
o] T _ : : )

I A

T o : -
+ j J]H(x34u3~1)(x3+u3-1)|[]ﬁ;lf[ﬁT||dddt <
(o} I'1 L ' . _

| T
uul
L*(3Qq) 4 T,

(ez-+]ﬁ€|2)dcdt}%€

£ A

+ £ Tu(F1){I J(Ez-'r|1C1E|2)dm51t]1"é +

0 F1

+ceT u(P1)|u{ +
_ L?(0,T;V)}

Em (iii) e (iv) foram usadas as majoragoes de {i) e (ii) respecti
vamente.

Segue de (2;49) e das convergéncias acima que
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T
j{ < f1,v > + Ae(u V) +_Av(ﬁ ?) + J{u,v) +
o N .

+3(u,v) - L(v)iat > 2 [a]2THE A () (0-+

T
.+ J {Av(ﬁ)dt fJ‘(u,ﬁ') -_I-'j_(u,ﬁ) - L(a)}dt

ou ainda
T
j { < 4,v-4 > + Ae(u}v—ﬁ) + Av(ﬁ,v—ﬁ) +
5
(2.53)
+ J(u,v-4) + jfu,v) - j(ﬁ,ﬁ) - L(vFﬁ)}dt > 0

para v € L2(0,T;V).
Para mostrar que u & solugao forte de (2.9) procedemos como  na

etapa anterior. Fixamos s € {(0,T), tomamos

a{t) se t € Bk r

vi(t)
W | " gsa& t € ek '

w uma fungao qualquer de V, em (2.53) dividida por 2k. A aplica

¢3o do teorema de Lebesgue nos da (2.9).
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Com os mesmos argumentos usados na verificagao de (2.17) e
(2.18) concluimos as condigOes iniciais (2.10) e (2.11). Aqui es

colhemos
v{t) = aft) w

com w fungao gualquer de V e a(t)le C1(O,T) tal que a(0) =1 e a(T) =0.

- - .

Como a solugao & Unica, o processo de extragao de subsequén .

Y]

g g,y h ' P a e e :
cias de phu g e de-u” & inutil: a sequencia inteira converge pa
ra a solugao u.

.Esta concluida a demonstragdo do teorema 2.1 .

_'ixxxgxx3x



CAPITULO 3
ASPECTOS NUMERICOS

-1 - INTROBUCAO

 Neste caﬁitulo analizatemos um algoritmo para‘céiculo_ de
" solucBes aproximadas do problema proposto no capitulo 1-e téo:i
camente analisado no qapitulol2..N¢ste algoritmo & usaéa uma dig
cretizagéo na vdriével t, incorrendo em pfobleﬁas eétacionérios”
a serem resplvidés em cada nivel:de't. |

0 esquema.seré prbposﬁo na segao 2; nele & usada uma regu-
larizacao da-fungao |v]! presente na expressao de j(u,v). A esta
bilidade sera analizada na segao 3 e 0 estudo da convergéncia na

se¢ao 4.
2 - 0 ESQUEMA.

Inicialmente introduziremos a terminclogia gue serd utili

zada neste capitulo.

i

Seja h = (ﬁq, hy, h3), h, € R ; associamos & h a malha

_ 3. = . r . .

Para N > 0 tomamos

.-52_
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N n
é.
n _ : '
B (t)-=
0 se t €R - [tn, tn+1)_
Séja
T+ X, ~1<r<0,
LA) = 1 ~-Xx, 0<2ic<1,, .
| 0 , reRr-[-1,1}
e
S : A . . : :
¢i(l) = L(?; - 1), i =20,1,...,K"
definidas em 0 < X < (K¥1)s. Por exemplo, se K = 3 as fungoes
h ~
¢i(l) serao
)
h. ' . h
¢0_(k) ¢, (x)
: 1 4 _
h 2n  3h  4h A 0 h  2n  3n  4h . A
[
h h.
b 2h 3h _ 4h A 0 h  2h 3h 4h A
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Com estas fungoes formamos o conjunto de fungdes

?‘;‘1523.3- .a =1,2,3; 3, = 0,1,_...,Mi.
fdefigiﬁas por
?;ﬁj2j3 =;¢jg($?)¢j2kx2)¢j3(x3), 0, 0)
2 . %(d,¢.m)¢.m)§.m)',m
343534 SPRERS PR P
5,3, 7 00 ¢j5(31)¢j?(xé)¢iskx ok

Chamaremos espago das aproximantes
V; = {v(x) = (v1(x),v2(x), vy (x}) € V tais que

Mz NH 3

VO Kok = L L T 1 v G.hdshod0ho) ¥ L L (%%}
47 ¥2r % 3,50 3,50 3.0 i 1°3070r32%2033030 Ty 5 3, Tripr¥s

A dimensao deste espago @ 3 M M, Mg

1
Designaremos por = Un(x) a fungao U(x,t) calculada no

nivel t = tn’ isto &,
[ 3



Un=

g
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(x,tn).

- 11 . ' :
Para as fungoes U (x), 1 < n < N, consideremos:

{3.1.a)

(3.1.b)

(3.1.¢)

(3..1.d)

(3.1.¢e)

(3.1.F)

(i)

(ii)

(iii)

a2 Ut =

as diferencas divididas

Contl L
v kf u (inclusive n = 0)
n -1 .
2 0" + 2 0" vt e
2 2k d
n . net .
¢, U -3, U _ n+Et | ooR oy gP? :
: n ;

as médias ponderadas

ﬁn+%

n-—
WBU =

n+1

_ U

8U

n+1

+ U

2

+ (1-28)0™ + su™”

n

1

as fungoes lineares por partes:

Uy, x (%

t)

N-1

n=0

: N~-2
8,U (x,t) = Z

, '(inclusive n = 0)

n+1 n
n u -U n
I (U’ + —— (t-t ) }e, (£) ,
3,0 - 5, 0"
‘¢ £t n
. {atun + = (t tn)}ek(t) ,

=
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ﬁ_z 5. 0™ - 5 P

_Y n, °t £ . ...n
(3.1.h) 8.0y (Xt} = nZO {8,U" + am AN 1 G
Ne2 a20™" - 220" =
(3.1.1) 3 hk(x t) = § {alU" + o (tt )} ek(t_)- r

n=0

. ' QUIH"H'/g _ ZUn+¥’z _
(3.1.5) (x.t) = Z {azuIrF + —t -} o,(8) 4

- n=0

n - o . ., o
Bk(t) funcido caracteristica de (tn, tn+1]

Introduzida a terminodlogia gque se faz necessaria, passare

mos a estudar um algoritmo para resolugdo do wroblema

£ |
encontrar u  tal gue

< 4%, v-a% > + Ae(ue,v—ﬁe).+ Av(ﬁe,v—ﬁe) +

+ 3, v=0%) + 3_(u",v) - 3 (5,05 >
(3.2) .

Li{v-a"), ¥wveyv

u®(0) = 0

afo) =0

Em (3.2) Ae(u,v), Av(u,v), J{u,v) e L(v) sdo os mesmos de

finidos no capitulo 1; porém, o funcional je(u,v) recebera nova

definicgao:
je(u,v) = J H(x3 + u3+1)(x3 + u3-1)¢E(VT)dU '
T

1
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'..na gual

- C 1 '
. _¢€(V)' = (EZ + |V}2)'/2' .

) I. n-.. n-' .. . . ' . . -
Caracterizemos U = U (x), aproximagoes em cada nivelth‘da

solugdo u® de (3.2), através de

h n“—':2'3'a..fN

(3.4)  ii. P =0u'=o0

B TS ¢ | _ n n _ n
iki. < at U, v GtU > + Ae(WeU,' v §tU )_+

3

+ A (6,07 v - 6,07 +J Hxg#UG - 1) (xq#U5 = 1) (v=8,U™), do
B |

1

(3.5) + J H(x3+Ug-1)(x3+Ug - 1)¢€(VT)do
T
1

| n n n
- j H(x3+U5~1) (x3+U, 1)¢E(5tUT)dU >
T .

1

-
h !

v

n > 1

Ln(v—étun), vev ,

sendo

L® (v)

i

<,f(tn), v o> - J F(tn)vN do .
Ty
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Observamos que um esguema assim definido & consistente com
o problema continuo (3.2) e o seu errc local & da ordem de k? .

Por outro lado,

n+1 n-1

.o (i)l | U =0 + 2k dtUé | implica em
(3;5);: weun~=_gkeatdn-+1{1jze)un + 2007
ey ﬁ b0 ; a‘Un'1:= é£Un F o0 S a0 e
Rt _ 2 “t : .2' t
portanto

Usando {(3.6) e (3.7) na inequagdo (3.5) teremos:

2 n n n _ n
i < GtU ’ v—GtU > + 2k6 Ae(GtU ;v StU ) +

n n N ! n
+ A (6,07, v=8,U7) + i) - 3. (8,U7) >

2 L v-5, 0" -3 (U, v-5, 0"+ % < 3,077, yosu" > -

1

- Ae((1—ze)un + 20077, v - étUn) ,
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-Nesta equagao

S SN oon -
je(?) = I g(U.)¢E(vT?do
Iy
e
n, _ o .n_ n
g (U ).—IH{x3 +_U3 ’I)(x3 + U3—1) .
Como jz & diferencié?él,o esquema (3.3)-(3.5) e_equivaien;"
te a
(3.8) i vev] ,n=23,...8
(3.9) - ®=u'=0
2 . n n : n
e <5tU-,v > + 2keAe(6tU V) O+ AV(StU V) o+
(3.10) Djz(GtUn) wvo= LYY - T v+
+ 2 <0, 0™ vso A ((1-2000" + 2007773
Vvevllll ,1'1='T,2,...,N"1
(3.11) o™ = o™ 2k g 00

que & um algoritmo de cilculo de U"(x) passo a passo; no n-8sim

" passo a incdgnita de (3.10) & 6tUn pois atUn_1 , tt e UM fo-
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ram estabelecidos nos passos anteriores.
Para simplificagdo visaremos em (3.10)} a notagao

) ,

(3.12) .a(ﬁ,.v)"% £< u,v >+ 2koA, (u,v) + A (u,v) ;
(3.13) - P =) - gty 2 <o u T, v s

- a (1-20)u” + 20077, v L

Mas (3.8)~(3.11) 86 serd um esquema de cidlculo efetivo se -
estivermos aptos, em cada passo, a

encontrar 6tUn tal que

(3.14) S |
a(8,u,v) + D37 (5,07 V= AN w)

Y v e.v; i

a seguir estudaremos este problema.

Definindo, em Vﬁ , 0 funcional

_ 1 ' _ ,n n
GE(V) = a(v,v) 27 (v) + jE(V);
{3.14) e equivalente a resolver
| . n : 1
{3.15) : D GEIGtU v =0, ¥vEeg vh .

Como veremos a seguir, o funcional Ge(v) satisfaz as pro-



-7~

priedades
i. GE(V) & continuo
ii, Ge(v) & estritamente convexo
iii. G (v)+® quando |v]

e portanto (3.15) tem solugdo Gnica, gque & exatamente a funcio

que minimiza GE(V). Mostremos esﬁas propriedades.

i, G_.(v) & continuo

Como

ljg(v1)-jgivz)| E;J g(Unl|¢€(v1T)-¢E(v2T!ao_:-
T ' :
1
g™ < 'Ugl!
log (vyg) - ¢5(Y2T)| < vap = Vorl

temos

132w = 30wy | < [107] 19, v, las
) |

1

A

n
U l(Lz(ri)ialv1'vzl(L2(P1))3

c Ju™

1A

1 Vol
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e estd demonstrada a continuidade de Ge(v).

ii. - ‘ GE(V)'é estritamente convexo

- - ' . .n

Sendo ¢E(v) fungao convexa temos a convexidade de jE(V).
Como a(v,v) e & (v) sao convexas, basta mostrarmos que a{v,v) &
estritamente convexa. -

'?or um 1;&0
a{iu +H(4—X)V,Iku + (‘I-}\I)v)l'.= }zaéu}u) f
+ .(1"_” 2 alv,v) + 22(1-Nalu,v);

..pét outro lado, a coérbivida&eldé a(v,%) nos 4da

alv-ul|? < alv-u , v-u) =

A

af{v,v) + af{a,u) - 2au,v)
e portanto

alv,v) + a(u,u) > 2a(u,v), vu,v € V; r U FE V.
Assim

a{yu + (1-M)v, Au + (1-A)v) < Ala(u,u) +

LS
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+ A(1—A)a(u,u) + A(1-A)a(v,ﬁ)‘+ (1-2) 2% alv,v) =
= Aaf(u,u) +u(1-k)a(v,v) |

.e=SEgue a con?exidade eS£rita de Ge(v).

 fiii'. : ) _Qé(v); +'§ qQando |V|1'+ a

Sendo jg(v) um funcional positivo,

G, (v)

v

%% a(v,v) = %) ;-

pela CQe;cividade de a(v,v) e continﬁidadé de e,

1V

6 () 3 % [vlZ - 127, vl

- - . . n .
onde | |, & a norma do funcional linear £ . Assim

gim G (v) = + o ,
|V:1+oo

Assegurada a existé@ncia de w que resolva (3.14), resta-nos

estabelecer 0 meio de calcula-la.
M
h

. a base
i=1

Seja M a dimensao de Vg ; designemos por {%&}

de V; . Assim, se w € V; R

w= ] w¢ ,w eRrR .
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De (3.14) segue

a(w, 9) + DI (w. P =27, i=1,..m

ou ainda
My . S -
N,e . _..n _
% W a(¢j,q;) f qu(gqua),qll— g.(qg)"
(3.16) ' '

que & um sistema ndo lineaf de equagdes.

Existe na literatura (cf. TSAACSON - KELLER [ 8 ], ORTE
GA - RHEINBOLDT [ 15], RALL, L.B. [ 17]) varta gama de métodos
iterativos que ﬁodem ser'ﬁsado$ ?ara Resolver (3.16) : mé&todo dé.
Newton,.métoao.da secante genéralizado, metodo de Steffensen,mé
todo nao linear.de Gauss - Seidel.e suas variagoles. Analizarémm
em detalhes a aplicagac do método de Newton no nosso problema es
pecifico.

Para simplificar escrevemos o sistema (3.16) na forma
- f(w) =0

onde £(w) = [£ (), £,(w),... £y (W] & uma matriz coluna e cha
h
maremos J a matriz Mh X Mh , Jacobiano:

afi(w)'

J (w) ( Y -

TR
Y3



-75~

Suponhamos (em seguida verificaremos esta hipdtese) que pro
ximo da raiz, det J(w) # 0.

As iteragoes do método de Newton s3o
w1 o k) g W Ry ey |
Dai obtemos

J(w‘k))tﬁ(k) (1), =.f(w§k))_

que um sistema a ser-resolvidolem (WK L gy
' De (3.16) tiramos
-'_Mh._' - -‘n__ :
£ (w) =-j£ W a(?jfﬁa) + DJE(ijqa)'?i_.
.

pbrtanto

Bfi(w)

W,

- 2:1 '

Como af{u,v) & coerciva e jz(v) é convexa segue que J(w) €& uma
matriz positiva definida.

Sendo f(w)} duas vezes diferenciavel e J(w). nao singular a
convergéncia do método de Newton & quadratica (cf. ISAACSON -~

KELLER [ 8 ]), desde que a aproximagao inicial - w° seja conve

L3
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nientemente escolhida.
Em resumo, a versaco final do algoritmo proposto para o cal

culo da solugao de

B £ .‘g
| < i5,v o>+ Ae(u ,V) o+ Av(u SV} +
(3.17)
£ P e : 1
J{u-,v) +Djé(u ).v=Llv) , ¥v €V,
_.(3.18)' ' .ue'(g) =0
(3.19) af(0) =0 .
em cada nivel de tempo t = nk e
ALGORITMO 3.1
A o™ e vy no=2,3,...,N;
1 o]
(B) U =u =0 ;
(cy para n = 1,2,...,n—-1 calculamos
M
h
no_ % _ %
§. U w jz-.*] w3 (Pj

pelo método iterativo
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J(wk)(wk _ wk+1

) = £(6), k= 1,2,.0.,8-2 4
~ Neste sistema linear de equagSés_

- . _‘ 2..1'1 k -
Tyg = (e e+ PTW 0L f)

fikwk);='a(wk,$;) + pij P = 7P,

(o) o™t =)y GtUn ,  ono=1,2,...,N-1 .

3 - ESTABILIDADE DO ESQUEMA DE EVOLUCRO

Com os valores de Un(x) calculados pelo algoritmo 3.1 cons

¥ —- .. . 2
truimos as funcoes Uh,k(x't)’ StUh’k(x,t),thhﬂibgt),.aéﬁhk(x,t)
e §;Uh k(x,t) definidas em (3.1 £) - (3.1 j). Para estas furgles

mostraremos o resultado seguinte.

PROPOSICAO 3.1: Suponhamos que as hipdteses -do. teorema
2.1 sejam satisfeitas e tomemos 0 < 8 < Y

Entao

(i)i {Uh,k}'{atUh,k} estaé num conjunto llmltado de

L7(0,T & V);
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(ii) {8}V, ,} estdo num conjunto limitado e L”(0,T ; H);
r - .

. . ’ 2 . — . - . s L )
(iii) {6tUh,k} e {ﬁtUh,k} estao num conjunto }1m1tado

de LZ(0,T ; V).
DEMONSTRACAD
- Em primeiro lugér mostraremoé que

+1 . = o I .
(3.20) 18,0777 |2t} + ‘[Uj 2(e) + ; k|6,87]2 < c(my

Tomando -em (3.5}

h!)\>ol

_ n
v = GtU + lw s WEYV
fazendo A +» 0 e levando em conta que a inequacgao resultante tam

bém & valida para -w mostramos a equivaléncia de (3.5) aequagao

n n n
< BéU W o>+ Ae(WGU SW) O+ AV(GtU , W)+
(3.21})
n n n _ .n
+ J g(u )dec + J g{U )D@E(StUT).wTdo = L {w)
T1 T - ’

Vwev;'_L ,
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n

g(UI?)-= H(:i3 + UI3"-' 1_) (xé + U3 - 1) .

Temos .

(i)

(1i)

(iii)

{(iv)

t t

- 2 n I n - . s .—-
< atU {5tU > =< 5 — 3 s =

n _ n=1 . -1
3. U 3. ut ! atU“+atUr-’-

= 1r1s fty2 V=1 2y
a 2k_{latU lo'latU‘ Io}'

% 2 (" 6,07 = 2k A 00™ + (=207 + "6 = -

_ n+1, n=1, , v i
= 8{A (U )AL W+ 20 20)2,U™ 6,0
de g(u™ < |U™] e do teorema do trago segue

..n n
Ifg(u ) (8,0 do| < J[Un[IGtUn|dU
P1 ' : T1
Ny o nN|a
< Ch oty + |2

t

< |
= |§.U
4,

v h1 > 0 e C a constante do teorema do trago;

¢. & tal que [D¢_(w).p| < |p| e portanto

IJ g(Un)chE(ﬁtU,l;) .atug do_| _
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[ 0™ 16,02 a0

A

J
II’I
_'<_C)\|U|2+ |6U|1,Vl1'|>0
{v) LM v) = Jf(x,tn)v dx Q'f P(x,tnij do -
entao
n n
LR @] < [ Ivl, +c [B] |(]L 3 ),3!v|1
n 2' 2
< CALIERNZ + [P (e g ))3} +2A1'V|
para qualquer J\,I > 0 ;
Tomando em (3.21) w = GtUn e usando de (i) - (v) temos
' N, -1 n+1 n—1
{a o2 - |BtUn 12} + ela (U™ -a @)} +
2k A, (6,U", 8.0 < 2k(1gze) a5, UM +
C. n n
2k{2ch, JUR|2 4= |8, UM12 + ca, ([£7]2 + |FP2 ) +
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1'12.
.ﬁ_létUl}.

MaS

. T 1
Ae(u,v) < C‘Ae(u)’@ Ae(v)‘/2 e portanto

nn n . n I n, . 1 Nya
Be (U/8,07) §C1IU [ 18,071 < € lu [1+4,1,|_|5tu 15
disto. e da coerciviﬁa&e de Av(u,v) obtemos
nyz n-1;» . +1 _ n"'1
{150 !O- 19,07 12} + eda (@ ) — A (U )+
' ¥ 2 L n 2 I E 2
+ 2k a |8 U2 < 2k ;2{3a1|p 12+ x, ls, ™2 +
+ A, (|£72 + [P ) L ¥, >0,
e (L2 (r,)° -
onde C2 = max(C,C1).
| 2 %y
Escolhendo{l1 tal que = = 3 obtemos
1
Nya _ n-1,s n+1 _ n-1
{ja,ur]2 - fagu 2} +ela (U ) = a (U )+
n n n n :
ka, |8, U f; < KA, L|ut 3 + [£7]% + |FUY2 o

2
(L (1‘2))3
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sendo Az =
v

~Somando estas desigualdades den=1an = j < N-1 e consi

derando que u° = U1 = .0 temos

. L ' 5 )
+1
1atu3|; + oo [vdTN2 + o T klsU"

(3.22)

. . S |
cr, (] oMz e [ e [ -
n=1. . n=1 n=1  (L2(T,))°

Como por hipdtese
£e€L%(0,T ; H) e FeL?(0,T ; (L(Ty))?)

segue

kA, 3 ]
I N LI AP
e 1 1 (L*(T,))°

1

De (3.22) concluimos que

. A 3
+1 2 n
LA HES R N Lk

e pela desigualdade de Gronwall discreta

. A
[UJ+1[§ < k1 exp(jg k j) ,

1 < 3 < N=1. Como k~j < (N-1)k < T obtemos
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j+1|2
.T

|u < conste (T)

Voltando com este resultado em (3.22) estaré_cohcluida' Ta
demonstragao de (3.20). Observemos que C(T), . além dé T, depende
também dos dados do problema.

Agora mostraremos gue
N=1

(3.23)  lagu?™ 2+ o ull] + I % lo2u™ 2 (2 < c(m)

"Subtraindo a equacae (3.21) no nivel n da mesma equagido no

nivel n+1 obtemos

PP PR B n+1 n
< qt_U at Ut o, w > + Ae(WBU WeU , W)+
n+1 n PR & o | n
+ Av(GtU - GtU ' w} + J{g(U Y—g (U )}WNdU +
r1
+ [tg@™ypo_ (6.0™ ) =g (™) Do 45, UMY .wdo =
9 . g "t et R
I|‘|
B n ' 1
= (L - L)y (w YW €V, .
Tomando w = 6tUn+1 - 6tUn , usando



{i) - W=5tU -ﬁtU = - 2-, =

somando e subtraindo J g(Un)D¢E(GtU$+1).wTddlltemos
£ : _

1

1'1‘+"1$2 _

n
{]aU |82U|2}+kA{WaU ,atatU)f

n+1

2 z n'l'!/z | - I 2 n+/2
k Av(atu Y + kj{g(U Y=g (U )}3tUN dg  +
Ty
k I{g(UnH)-g(Un)} Do (6,05 ") 0202 2 g+

_ y
(3.24) 1

n+1 n n _
[g(U ) (D¢ _(8,Tp )ID¢E(8tUT)}.(6tUT —GtUT)do* =
r

1

= k2 3L (azun”y2 .
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Mas,

. PR 5 ~hny _ 8 n+1 n- '

.(l) k A (Wgo, U , 8,0,U0) =35 [A (3,07 )-a_(3, U7 )]} +
S .n n

+ (1 ge)k B (3,07 4 §,0,U )

'_ n Ny _ o g D 2 Y2y
(_11)_. Ae(at_U -'-,GtBtU), Ae(BtU ,.BtU_ )

2y T+ 721 2 1 Nnyz2y
s Culylagu 2T g loulld

_ .I‘ L .+ ) . : .1 .
(111) 13, LR 2™ | cyclalo™2)2 4
DS R ER b vy 0.
Y | (L2(T,))°
(iv) | (xq+ug=1) (xytuz=-1) -Hxgtvy-1) (x3-v4-1) | ¢ fu-v]

e portanto

1
|J{9(Un+1) - g@wM} . Bf:Um'/z do| <
I“I

1
ﬁ.JIUn-i-'I _ Un||3éUn+/2|dc <

I‘,I.
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I A

n n+¥z
K J]atU flafu /zfdo
r

1

tA

i - 43 B
k C {712,072 + y[o%0” S Y0

(v) $

¢ & tal que [Do_(v).p| < |p| ¥pev

e entaoc

TJ{g(Un+1) ?'g(Un)}D¢E ' n+1) 32 Un+yz do]

tT
T
‘ o X B
< IIU“-+1 - o [a2u™ e <
y | "
< kCith |2 o+ y|32Un+5@|2} ¥y >0 ;
= avi’t” 11 t 17 ¢ d
{vi) sendo ¢ & convexa ,

{D¢E (X1) = D¢E (xz)}- (X..l"xz) 2 0

e portanto

n+'l
'I‘

n+1 n
Jg(U ) {Dg (GtU )—D¢ (8 2y}, -8, Ugldo > 0,
r

1
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Usando (i} - (vi) em (3.24) dividida por % obtemos

1

2,011 2
{]au |O

- aZu™|2} +_.":6{Ae(atU“+ ) - a (3, U™y 4

+ 2ka |3, U ¥ 5,.2k[(1_2_8)01{Y|3_tU_ |2 +

:I_ N2 2 n+1/2' 2. _‘_9__ n 2 . "
* iy |%§J!1} + 4Cy|3.U |2+ 2Y |atU |2+

C. n;z _n 2
oz {3, €712 + |8, F" }
Agora escolhendo vy tal que y(4C + (1—28)C1) = - temos

. 2 FT 12 1a2.02 _ ok, )
{|3gU _|0 [agut |2} + e{a (3 u )-a (3, U )} +

2. N+ : n,z N2
kg [agunT P <k Colla U]+ [ ETlE 4
n
+ |8, F"| }
omrrn?
C1(1-26)+2C c
onde Cy = max{ v , E?} .
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Somando estas equagdes nos niveisn =1 ao n = j < N=-1

a2pd+ 2 | J+1 % V2t Va2
REUTT N E 4 mea (3 U0 ) * oy ] k|azu 17 <

(3.25)

< 2202 + “ea_(3,u™) v C %k|a u?|2 +
- '"t" o e'"t” 7. 2.,| t 1

LRI B _
c, ¥ k|a, £72 + ¢, § x|3,F" o

' Pelas hipdteses f € L?(0,T ; H) e F € L2(0,T ; (L2(F2))3)

e portanto

_ - 3 n. . J n _
(3.26) Y k|3 £ ]; + ) k|3 F[ < constante.
_ 1 1 (L*(T,))°

Agora mostraremos dque

1 - 1
(3.27) [ai Uﬂ[é + "8A,(3,U") < constante.

Tomando (3.21) no nivel n=1 e




- Bg_

temos ' . ; e

aul? 4 @ Ty, 2 1
|3Zu |O.+_aae(atv Y £ A, (6,00

. .
3, U

1ok O, 2.1
A ) + L (3tU )

= (L'-L°%

Como por hipdtese F(0) = 0 segue

4

_Lo(v) Jf(x,O)v dx —'JF(x,O)deo = j E(Q,O)v'dx ;
Q T Y -

2

entao

[ Wal

12w < £y v

Assim

L 1ty , 2 112
|afu ]O + Qae|3tu 2+ Lo l8.U [1 <

O .
< lo o vt + (B, Jazu'|

1 02 112 , % s, 212,
<q [BC1* +alag’| +ﬂ1— 2@ |2 + 2 [%0 12 s

.e@escolhendo X = ~§§‘ e A1 = % temos
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B 2q
l 2 12 e T2 v 1 o
7 P Ulg * 7 [0+ 5 18 001] <

< C{]at;°12 + |f(0)|;} = constanté

e fica demonstrado (3.27}.

Usando (3.26) e (3.27) em (3.25) temos

s A . j 1
2..J+12 J+Ty2 2UIH“/2 2.
(3.28)

S|
1) 2
skt G ; k|20

para todo j < N-1 .. Recorrendo, mais uma vez 3 desigualdade de

Gronwall discreta (cf. LIONS [ 11])em

k <,

j+1y2 1 n;z
13,07 17 < =g~ * maaz L K3 U]
e e
obtemos
. k C
J+1,2 4
|atU Iﬂ Z "B exp 8oy L
k1 c
< exp T =C(T) .
Bog Bag

Com este resultado em (3.28) encerramos a demonstracao da delimi
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tagao (3.23).

Para t € [O,T] r t, € B (t) para algum i,

R i+ i
y = pt U -~ _
'Uh,k(x'to) U™ + ___E___(to ti)’ _

e entdo
SR .. i : ' 1,
{t) < sup {|Ui|1,[U1+1fj} < C(T)’é

|-Uh,k'|1

o que demonstra que.
'{Uh k!t estdo em limitados de L™ (0,T ; V)
# - .

Analogamente mostramos que {8 h k} estao num limitado de

L” (0,T ; V) e que {a h, k} estio num limitado de LW(O,T ; H).

Tambem
T . TNn-1 o GtUnH—atUn . n
JlﬁtUh,kI_’l (t}dt < I n£1|atu + —k—(t—tn)l,l 8, (t)at
Q O

N-1 N~

A

' k +1
2{ Z x|8 Un[2 + 5 ; 6 0™ - s U2} <

I'A

'{N_f 2k([p,02 + Iau“ 12)} + { SR UnH|2+IBUn 2)2c,m)
L _
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portanto {6 } estao ‘num llmltado de Lz(O T ; V}.

n,Xx
f
Com argumentos analogos conclulmos que {5 h k} estio num con-

junto llmltado de L? (0 T ; V).

Esta conclulda a demonstragao da prop051gao 3. 1.
4. CONVERGENCIA DO ESQUEMA NUMERICO

Como consequéncias diretas da proposicio 3.1:

{bh k}-estéo num limitado de LZ2(0,T ; V),
' ’ _ , :
{3, 0 } estdo num limitado de'Lz(b,T i V),
t h,k ae | N
{3 t h, k} estao num limitado de L? (0 T ; H);

portanto podemos extrair subsequéncias, que serao também indica

2 _ .
das por Uh,k ' atUh,k e atUh,k , tais que

(2.29a). . Uy  — U fraco em L2(0,T ; V)

r
(3.29b) BtUh xk U, fraco em L?(0,T ; V)
(3.29c) BéUh k= U, fraco em L2 (0,T ; H)

(x,t) temos

Da defln;gao de Uh,k
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Uh,k(x't) € L (0.T ; H) '

segque entio

T ' T | |

isto &

ot
Up,x (%/8) € H (QT_) |

onde Q. = [0,T] x 2 . Também-

- : o5, .
atUh'k(x,t) € L7 (0,T ; H) ’
0 que implica em-

: 1

Sendo a imersao de H'I (QT) em L? (QT) compacta (cf. NECAS [‘13 ]) .

(3.30a) U — U forte em L?(Q) .

(3.30b) atUh,k — U, forte em L (Qp) -
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Tamb&m por ser compacta a aplicacdo trago (cf. NECAS| 13])

de H'(Qp) em L?(3Qy),

(3.31a) | Uh,k'_* U forte em LZ(BQT) ,

(3.31b) atUh,k u, ﬁgrte em L KBQT)
' A seguir mostraremos que U, = U e Ué =g .

Chamemos

— (D(0,T))° =(CZ(0,Tn3com a nocao de convergéncia
i) ¢, Possuem suporte compacto em (0,T)
. 1i) DY ¢y — .p%¢ uniformemente para qualquer o
— D'(O,T ; V) = espaco das aplicagaes lineéres e continuas

de (D{o,T))? em V, i.e., o espago das distribuigoes.

As fungdes £ @ L?(0,T ; V) estdo associadas distribuigdes

T(£) € D'(0,T ; V)

. T
Y € (D(0,T))? =+ <P(f),y> = J F(L)p(t)dt e Vv ;
Q

tambem

(i) Se <T(f,), ¥ >=< P(£,),¥ > , ¥y € {D(0,T))?*, entdo

'f1'= £, + quaisquer que sejam f1 e £, em L2(0,T ; V);
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(ii) Se fn_e'Lz(O,T V), n=0,1,... , © £ — £, fraco’

em L2(0,T ; V) ent3o

STUE), W > - < TUE), ¥ > ¥ue (D(0,T))° ; isto &,
T(f ) — T(f ) no sentido de distribuigBes.

Com esta-notaéao, fixandovw e (p(o,TH?* , .

T N-1 By g

< T, )y ¥ > J P CTR i e S T TS PROP
' - o o] . . .

CoNe1 Fntt
=1 = (Un+_1—_un)j p(t)ae +

' t

n
N=1 Cart
+ ] %(atun“-atu“)f (t-t ¥ (t)dt .
0 t
n

Agora, usando a formula de somatdrio por-partes (cf. DBHLQUIST -

BJORCK [ 23])

N-1 | N-1
nEO an(bn+1_bn> = aNbN - aobo - zo(an+1_an)bn+1 !

e tomando 0 < k < §{(y), § > 0 tal que y se anula fora de [§,m1=8]

tn-l-2 ftn-ﬂ
t

N~1 _
T(3,U = - % y Un-H{I CY{t)at - ¥ (t)ae}
0

h;k) r ]'t[J >
tn+'| n
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t -t

o, N-1 rr+2 T
-+ 1 atun”{j_ (=t Jv(B)ae —J (-t Jp(t)at =
' 0 [ ' . . ' -
' a1 | g tn '
_ N—1" _ Fn+2_ . _
= - % 7ot J y(E) - ylt-k)at -
n+1
.
N~-1 n+2 : -
-+ 1 B,tUnHJ (=t ) (Y (£) -y (£-k) }at =
o - ST O .
n+1
. |
. ,n+2
N-1 n+2 . _n+1 .
. n+1 U = P(t) - w(t~k) .
-1 [Tt e S e 000 at =
ot |
ot gt 1 'I\v(%:)'—‘w{t-k) o
=~ ¥ J {u + T (et 010, (8 T b=
O
. Q .
o

_ wit) - w(t k)
o] .

Assim,
< T( O, WV T S T, b= T, v >
Mas de (3.29b) segue

<T(au,hk),w>—-><'r(u1),w>
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e portanto g = U1 g.t.p. . Seguindo exatamente os mesmos passos
mostramos que U2 = U g.t.p. .

Em resumo, verificamos os seguintes modos de convergéncia:

1) fraco em LZ(0,T ; V).

(3.32) Upk = U © ii) forte ém L2(Q)

iii) forte em L?(3Q)

i) fraco em L?(O,T s V)
| g S \

(3.33) Y .11) forte em L (QT{

iii) forte em LZ(QQT)

2 . L. -. 2 - .

(3.34) - atuh'k — u Fracp gm L-{¢,T  ; H)

Um resultado de convergéncia das aproximagSes serd@ demons

trado a seguir.
TEOREMA 3.1

Seja 0 < 8 < Y e suponhamos satisfeitas as hipdteses do
teorema 2.1. Entdo U = UY - limite (nos modos de convergéncia
{3.32)~-(3.34)) das aproximagoes Uh x definidas em (3.1£f) e pelo

!

algoritmo 3.1 - & solugdo de (3.17)-(3.19).
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DEMONSTRACAO:

Em primeiro lugar mostraremos que as aprOximagaést%lg Etﬁlk
) . r X

satisfazem a equagao

T. .

>dt + J A (W U r Vh k)dt +

2
J <%0, x 7 Vh,x X

o o

o ST R & , .

(3.35) - + J A (GtUh X 7 h,k)dil:\"'J I gk(Uh k)vh kN dodt +'

' ' 0 ' o T _ _
o | | .

* J J gk(Uh,k)D¢e,k(5t k" Vn,k, 499t =
o T, .

T |
- ' 2 .uly .
J Lk V) 960 ¥ v € L2(0,T 5 V)

o

nesta equagaoc estamos usando aproximagoes lineares por partes pa

ra as fungdes envolvidas, isto &,

N-1 viz,t_, ) - vix,t)
(3.36) v, Gt = [ flxE) + = 2 (et )len(e) s
=0
N-2 wo™ - wo®

_ 8 6 -
Wolp g = CZ) {WBUn + n (t~t )} e (t) ,
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2 : 1 |
00 = T a0 e e

'9k hk)mgk thk Z {g(u“)ma (atun) +

- . £t =t) o
+ [g(UnH-)DqJE(GtUnH) - g™y, (Un)] —— ) o) .

L _.N.—ZI n+1' _ I ' :
L@ = [ 000+ P L O e e )

Para simplicar a notacado, usaremos

"
vV o= v(x,tn)

De (3.1 i) e (3.36):

T

< 2 =
I BtUh,k ; Vh,k > dt
O .

-
I <3261+

=0 n=0
(o]

2Un+'|

k

N-2 N— - -
(t—tn)]sﬂ(t),[xf“ +

v LA eI,
+ (t—tn)]ek(t) > dt
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N-2 L
= 3 .{§ < BEU# , Vs 4 % < a2g? Y™ S o
= t
n=0 - . _
K . o2 n+1 n. _k 2 D1+ 1 n+1
+ 2 < BtU y V> 43 < atg ; vV >}
Assim
7. -
< aéu \Y% >dt = & < a2g° 2v° + v >+
t"h,k ' "h,k 2 t ' 3
o
(3.37)
N=-2 -1 0+ _ -2 -1
+ z k<B;Un'Vn +f61Vn+Vn >+%<atUN’!'VN ;ZVN 5.

n=1
Usando a defini¢ao de WUy o © (3.36) teremos
' _

T

J_ BeMgUn,x ¢ Vp, k)4t =
o

UNiCcamp
BIBLIOTECA CENTRAL
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T+ Nt | |
-2 W i n
e -
= 3 A, (W U+ " (t—tn), s <

(t—tn) }dt =

{ mA(wﬁ v%+—A(w@“—wun ﬁ)+

n—O

2

+ 5 A (0" Y k”"n) +Ea (WU”” ‘ 8un,'v_ITPI - VY s

'isto.é
'TA (w v. .yat = X & (w.u® '2V0'+I'V1) +
Yh,x * Vh,k 2 BgtWglUs 3
o
(3.38)
N~=2 1 1 -2
Z kA(WUn Vn +4Vn+Vn+ (Wg ']'VN ZVN ).

1

Procedendo analogamente, de {3.1h) e (3.36) obtemos:

T | 1
_ Kk o2ve + v
J Bol8ely, 0+ Vp, a9 = 3 Ag (807, 5= +

o

o

(3.39)

+1 V1\1—2 N1
Un v +4vn+vn A s UN 1 :

+ E k A (5,
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Das expressces que definem Iy (Uh,k) ¢ 9y (Uh,k)D¢ek(§tUh,k) e
Lh,k(vh,k) concluimos
N-2 -1 1
o I 1 - '
: . : o T
_ 1 '
(3.40)
. . N—2 : -1 .
"'%J g(UN 1.) (Vv ;— 2VNI Y do 5
.P1.
T
J J gk(U )Dd:E k( t h, k) ‘,]h,kT_ dodt =
o T -
L 1.
N-2 " N (A A G VR
; JQ(U_)DdJE(GtU) - z do +
. _
4
(3.41)
N-2 N-1
Lk N-1 -1, V7 T2V g ]
5 g(u” Dy _(8,U° ). 3 do ;
. .
T I o SR
J Lyon WV at = 3 1@
o
N=-2 n=1 n 1 VN-Z VN-1
n,v + 4V + V. k _N-1 + 2
(3.42) kK L ( 6 ) + 3 L 3 )
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; V;) podemos associar fungoes

wix,t;) e V) , i =0,...,8-1, definidas por

= W(X;tl'o

I

w(x,ti

(3.43) - | w

. WN-1 = W(x'

TOmamos Wl, definidas

tiplicando as equagCes nos

y - eyt
. 3 r

i+1

vitl g vt 4 vt

+1

) 3

R A o

tN-'}')-I = 3

acima, em (3.21) n

niveis n=0 , N-1 por

I i=1r2ra.-;N-2

0,...,N-1 ; maul

2

', as equagoes

nos niveis 1 < n < N~2 por k e somando todas estas equagdes ob-

teremos (3,35);_-

Como

e em vista de (3.33) temos

i)

(3.44) 8.0, — O i1)

iii)
por ser forte o esguema de

(3.45) - VeV

fraco em L2(0,T ; V) ,

forte em Lz(QT) ,

forte em L2 ( QT)

aproximagoes usado,

forte em L%(0,T ;

"
rF

V)

t
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fraco em LZ(O,T ; V)

U — 'ﬁ'forte em Lz(QT)

| forte em L2(30;)

fraco em L2(0,T ; V)
e - e 2
U — U 4 forte em L (QT)-
| forte em L?(50.)
_ﬁe - U fraco em L?(0,T ; H)

0 queldiferendia a_presente situagao e © caso continuo éia

 nao regulariéagéd da fungcao H{x +1%-1)(£ + wy1) . Como esta régu_
larizagao nao teve influéncia na passagem do limite em ¢ da de-
monstragao do teorema 2.1, podemos usar a mesma demonstragao do

caso continuo para o corolirio abaixo.

COROLARIO 3.1 - U & solugao de (2.9)-(2.11}.

XXXX?{{XXXX
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Em consequéncia dos modos de convergéncia (3.32)i , (3.34},

(3.44)i e (3,45) fazendo h e k tenderem a zero a integral

T

I { < 3 Uh K Vh K > + Ae(W U
[0

6%,k * Vn,x' *

converge para

[ B> a 0w + a0 - @
! |

A forma COmO f01 definida. gk(U ), os modog de coﬁvergéncia

h, k
(3.32)111 e (3.45) sao suflclentes-para garantir a convergéncia

T | N
J ng (Uh,k)vh,kmdddt m I I g(U)VN dodt
T T :

o 1 . ‘ o) 4

Também da definicdo de gk(Uh ka¢Ek(6tUh k), de (3.44)iii e
I I

{3.45) segue

T

I I Ik (Op, k) POk (640,10 Vh, k. 904t 57353
!

r
1

T
J J g(U)D¢E(ﬁ). V dodt
' o T

1
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. Com isto fica demonétrado gue o limite U da. sequéncia-

Un'k'é.solugao da equagdo

T

‘J {<ut,v > 4 Ae(UE,v) +-Av(6€,v) +
- _ - , v

| +'Ig(UE)VNda + J g(uE)D¢€(ﬁ?).vao}dt“;'
L Ty
T

='j L{v)dt , ¥v € L2(0,T ; V).

N

. .'E _ - . . . . ., — ’
Tomando v = v — U~ e usando a propriedade de fungoes conve

. Xas
Do_ (0%) fv-U%) < ¢ (v) = ¢, (G5

fica demonstrado que ut & solucao fraca de (3.17). Seguindo oS
mesmos argumentos usados no caso continuo ao verificar que UY &

solugiao forte de (2.16), mostramos que U® & solugao

forte de
(3.17).

" Estd concluida a demonstragac do teorema 3.1.

Sendo as limitagBes (3.20) e (3,23) independentes de ¢, &

possivel extrair subsequéncias, tambem denotadas UE, ﬁeeif: tais
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fraco em LZ(O,T ; V)

U® — U { forte em L2 (Qy)
B forte em Lz(an)
fraco em L2(0,T ; V)
0 — 0 forte em LZ(QT)~
forte em L? (3Qn)
Bt = U fraco em L?(0,T ; H)

) que_diferenciaAafpresente situagao e o caso continuo é;a

_nao regulariéagéo da funcao H(x +‘%f1)(* +uy1). Como esta regu-
larizagao nao teve influéncia na passagem do limite em ¢ da de-~
monstragao do teorema 2.1, podemos usar a mesma demonstragiao do

caso continuo para o corolario abaixo.

COROLARIO 3.1 - U & solugao de (2.9)-(2.11).

XXXX?{(XXXX
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