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Neste trabalno, que apregentamos, nosso principal objetl
, - . - . ot - . S .
vo e demonstrar gqual a condigao nececsaria e sutficiente para que -

um endomorfismo injetivo ou sobrejetive de um A-modulo seja um iso

—_—

morfisro. [6,7]

* ’ Y L] = e ¥
0 enfoque deste trabalho e o tecrema 5.0 " Unm endomoriis

.

. . - " ’ oy ® . - - : .
mo Ingetivo de um H-modulo Tinitapente gerado € um lgomorficmo se

¢ gomente-se o znel A e de dimensso geroh. ,

. . ' . 4 s s ~
sintetizaendo, no primelro capiiulo colocamos definligoes

—

o]

¢ alguns resultados besicos sobre ideals primos, condligfo de cade-

. . ‘. : ’ ., .
ia , modulos Tinitenente gerados e anels locals.

=

A chave para shrir a porta da demonctrszfo do recultado

- - 4 b i at ! ’1 n b} .
principzl € que, e I € um endomor{ismo de uvm A-wodulo M, podemos
definir em ¥ uma estrutura de A{x]-modulo por x.m = f(m) psra to-
do m em M.

A maioria dos resulizdos c¢Bo aprecentados sem dewonstra-—

]

¢80 mas estas podem ser encontradss na bibliogrefis agui citadal

r
No segundo capitulo desgenvolvemos al:iune aspectos da teo .

ria de anel de dimensdo zero, isto € , um anel onde todo ideal pri.
- - . . - . Fal . - .
mo e maximal; Um fato interegsante e a exlstencia de divisores de

zero no snel de dimenczo zero (teorema 2.4). E a principsl ferra—

rZ

L B ' bl , 1 7
nenta & cer utilizaeda no demonstragao do teorems 5.0 € que, se i e

’ e m ’ L - . -
unt A-modulo finltamente gersdo, i3 e A[X]-—aedulo € se I e 0 anula~



dor de L em A{x] entao a dimencgo de A[x]/i & zero quando a diren
<80 de A & zero. ,

0 terceiro e ultimo capitulo inicianos exauinando alguns
csc0s classicos: Se M & um A—m6d910-que caticfaz 0.C.C. (A.C.C.)
‘ertdo o endomorfismo injetive (sobrejetivo) é um isomoriismo; £
obtenos um melhor resultado enfraguecerndo a nipéteue scilua subetl
tuindo a condigfo A.C.C. cobre . por M finita;;énte' serado.

Através de um exemplo mostraﬁbsla nececelidade do anel -

ser corutativo e, Tinalumente, concluimos o trebslno, tendo o resul

tado que nos propuseiscs a demonsirar,

—



capY¥Yrurno T

Todos aneis considerados gdo cosutativos com identidade,
- # hé o= $ . . ) —~ . .
todo modulo e unitaric e cualquer terminolozla que neo. ror exrlicl
# . N
te no texto Todera cer encontrade ns bibliograiils [ 1, 2 e 4 ] .

[4 s - * . - )
Necte cepitulo serzo colocedas definigoes e alyjumas de-

. 5 ) , . _ o ,
monstragoes de propriedades gue cera2o utilizadas nos capitulos ge-

) N S )
guintes, :
& 1. ID=ATS PRILOS v T

1.1.1 - Defini,o€s e propriedades
!

ks ™

sejem a4 wm gnel, T um-~ideal de 4, A/I o anel guociente e
¢ o nomomoriisio de A en A/T derinido por 2Z(x) = x + I = x .

Proposizfo 1.1 [1]

. . ~ . + ’ - -
Lxicte ume corresponderncia biunivoca que preserva orden

entre og idesie b de A gque contém T e os ideais © :{15 | xeb } de
L ' . _ ’
A/T dados por b = ¢ “(b) = {X | #(x) € b } .
. . —~ . - ) - . Lo .
vefinlogo: Seja A um anel, ur ideal p de A e Pring se p ¥ A e se .

x.v € » inplicar que x£€7p ou yEp -

) - . - -
1- Seja { um homomoriisme do znel A no anel B, se g e ldeal prine

-~ P]_ e . : )
de 7 ciitao £ T (q) e iuesl primo de 4.

+



*

2- Com as nipoteces da Propesi,fo 1.1, sé p € idesl primc de A en—
t80 J(p) = p é ideal primc de A/T . y
5- Duas observagoés aclme conclulios que a Proposiygse 1.1 ¢ valida

pera ideals pridos.

Deficicao; Sejerr £ um homomoriicro do anel A no anel B e b um i-

) LI -'0-1 - 4 ' bl o
- deal de B; 0 ideal 1 “(b) de A e chamsado Cortragio de b .

1
. . ~ . ol . . » .
Definiczo: Um subcornjunto neo vazlo S de um anel A e um S8icieme
e - . . .-_’. 4 3 -~ Piliand ’
Multinlicativo de A (s.m.) se: 1€S e se s, b2€ S entao o, .8~€ S.
L £+ i &
Obeervagdo:. - o Sl

. _ : - y )
4~ ZSe p e un ideal primo de A entac A-p e uw s.m. de A. Se &= A-T .

O . L e LN . .
e s S.i. de A e se’'l € 1ceal de 4 entao I e 1deal primo de A,

1.1.2 - Teorema de Erull

) . B . . * E . s I
A partir de um sictems wultiplicaetivo de um enel A e sen

4

pre poss{vel construir ua ideal priro de A; Lste juportante resy

—

- , B
tedo, que veros demongtrar, € o Teorema de Xrull [4] .

— . - ’. LI o .
Tenrers 1,2 Dedo um s.m. S do &nel A, se I e um 1deal de A gue

L4

. -~ - ~ , .
e ma¥imal com recpeito a exclusao de $ entzo I e primo.

1

Damonciracfo: Se a.b € T vemos prover que a €1 ou be€T.

Suponhamos, or absurde, que adle bef;‘I enteo I%( 2,1 ): ideeal

cerado ror a ¢ T e T € ( b,I ): ideal gerado por b e T ; Arora co

F U F



mo qualquer ideal de A que contém proprismente I intercepts § te-
mos que 3 s € sSMi<Kea, Iy com & = 1 + xa ondg 1€ e ¥E€ A
e 4 t€ s\ b, I> com t = j + yb onde jéI.e-yEA
como S é sictema multiﬁlicativo de A implica gue s.t & 3 ,-mas
e .t = 1.9+ i.yp + j.¥a + xyab é: T e isto é absurdo pois

IN 3 =¥, 0 que conpleta a démonetraggo.

1.1.7 - Ideails en andéis de polinSmios

Sejem A um 2nel, x uma indeterminada, a[x] o anel de po-

lincmios=e 1 o nomomworfismo inclusdo de 4 em A[x_‘] .

r

S80 seg ce;uintes as relago€s entre -ideais priucs de A e

de Alx] : S - - I
Lema 1.3 7 S )

1- Se p ¢ ideal primo de A entBo p-Alx] = {au-t- ayx* ... +aﬁxn l-aiép}
é ideal primo de A[Xl . |
2- Se g ¢ ideal primo de A[x] entfio a contragfo de g i*%q) & igﬁal
a gNA e ¢ un ideal prirno de A. |

Demonstraciof{l)Sejam f = Byt & X+ ... + ehknéiALX] €

o
=]

* r: ) .
bo+ blx toe.. bmx & Alx] com f.g & p.Alx] , f'é p.A(x] e
< ¢ p.A[x] entfo existerm coeficientes a; e -bj (estes com menores
k] Jp

[ . v oo . '
indices) respectivamente de £ e g tais gue ai‘i D & bj é P, nas
ig .

entao .0 coeficiente do .tarmo de yrau io+ jO de .z n&o pertence a

R Fd , . ) - )
p contradigao ; [Loso p.Afx] e 1deal primo de Afx]-.

Demonctracso (2) i_1(0

1) e 1deal primo de A; Vamos provaer a imal= .




dede, ve x€1 _1(c_) ent2o x€ 4 e 1(x) = x€ q que implica enx x&€ qgN A
rortanto i"‘l{:L)'C G A, Se € qNA entZo x€ 4 e 1(X) = ¥€ q logo

~_l —
x€1 “{g) portanto gNAC 1 “(q}. O gue completa & demonstragsao.

Fl

3

by 71 - - - ~ L4 . - 4 5 .
5- Exicte uma corresponcencla biunivoca que precerva ordem entre

ideals primos de A e de Afx] .

1.1.4 ~ Ideal meximal e propriedades N\

. . - . ) £ . ~ .
Definigao: Um ideal m do anel A e Neximal ce m # A ¢ nao existe
. = . - . ’ v l‘—h""--_
1desal proprio de 4 gue o contennsa. Tee—

- ' . . . "‘ - . - . * -
Vamos pgarantir o exlctencia de 1ldasals mexlmels num anel,

/ .

~ectie resultado pode ser demonstrado utilizande o Lems de Zorn.

o

-

Tecrema 1.4 .[l, paz. 3]

Todo anel nzo rulo possuil ao penos um ideal mexinal.

Dado o ideal I ¥ &4 , o anel A/I e nio nulo e pzlo teorema
1.4 existe m ide=l maximal de A/1 e aplicando & proposigfo 1.1 te-

nos o segsuinte resultado:

-

[ . . . . ~ . .
Corolerio 1.5 BSe I # A e v 1deal do enel A entso existe um 1dg

2l maximal de A que contem IL.

’ ~—

-’ . " — . I .
k eclaro que e r nzo e unidade de A onteo r.A e um ildeal

proprio de A e assim temos o ceguinte resvltado:

PP T 17 Chen i S anidade 4 rik T b T ideal movwi-
Oorolario 1.6 Ge r nao ¢ unidade de A entao ré&m, n o ldeal muxls

nal de Al
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§ 2 CONDILEO De CADmIA I MOLULOS FINITAMENTS GRRALOS

1.2.1 - Definigoés e prorriedades

* » Lol * -~ - - —~ ] -
Definigao: Um A-modulo i que satisfaz a Condigcao de Cadeia Des-

cendente (D.C.C.), isto €, para cada cadeia de Submodulos de M -

n+l = ..., & cha-

MDU,D%, 2 .... existe n€N tel que i, = M

“, ) P
medo AZ~nodulo Artinianc.

™~
DefirigBor  Um A-modulo ¥ que seticfaz a Condigso de Cadeis Ascen
4 + P 4 .' - | - . ’- ) -
dente (A.C.C.), isto e, para cada cagdela de stubuodulos de M -
:‘\" -1‘ (: "!L C‘ - s s - 4 .E-‘- I'l § ( e "r' = W = e <
& L e M, & existe € i tal que Moo= 8l 4 , €.
~chamado A-modulo Noetaeriano. -

. - ~~ ’ . L . . - ’ .
Definicao: Un a=-modulo ¥ e Finitamente CGerado (i,:) se existem

m m ceey, Ih elementos de i tal que 4 = Am.+ Awi+ ... + .
1, 2, 3 n iz I i q ] l [ 2 Amn

Observagso:

, ’ ~ * X N
6- Todo submodulo de M & f.g. se e somente se } & Noetheriano. [1]
Para que um modulo f.g. seja Noetherisno (ou artiniano)
basta que o anel de eccalsres o sejg; Este e o resultado que va-

. . .o .
mos enunciar e que sera utilizado posteriormente.

Probosiqéo 1.7 [ 1, pag;76]

Se A e um anel Nostheriasnoe {( resp. Artiniano) e ¥ e um

A-médulo f.g. entdo M € um A-modulo Noetieriano (resp. Artiniano).



—m
1.2.2 - A-modulo com ectrutura de K[x]—médulo

. . I o R
ScJam I um A-modulo e f um endomorficmo de i e definiuos

xm = f{m) para todc m¢€ M, Se definirmos « @ ADRxM———1il por:

n n
( Byt 81X 4 ... +oax ).m = Ayl o+ ayxm o+ ... ¥ a,xwm para todo -

n n
k ]gxm) 1{'_lf(rﬂ) = ... = fﬁ(m) e

}

b k —
aie'A e mgi, como Xm =

1
=< . LT s - + B - oy w -
5 {(m) €M ¢ facil ver que ecta multlpllcagao por escalar definé em

M uma ectrutura de A[x] -modulo. N
el . N . o ~
Lema 1.8 Com a&s nipoteses acima, se [ e sobrejetivo entao xil = .
_.~—'~ n .. . . i .
Deronetracao: Como f e sqbregetlvo JVL me M, ;] mel. tal gque -

] | T - R . ,
f{m) = m, mas f(m) = .».' o*’tan‘ro m = xmlexM loso M xif e xi2 € M

por defini g2o;  Ascim xM = k.
£ B . ) -
i .
Definiggo: sSaja M um A- ~méanlo
n e M, ﬁnnq(m) = { a2 éA [ an = 0 E e chemedo sanulador de m.
i # - -I .y
Anni(ﬂ) = { %aEﬁ.| ad = 0 } e phemsdo Anulzdor de A,
4 i .

1

Obocervacao:

- nnn%(“) e ﬂnnA(M) gno ideais de A.

£ .

Para a demonctiracae do resultade que vamos erunciar uss-—
b

]

remos 8l uns fatog elementaree da teorisz dos ceterminantes; Lste

, N . . .
resultado e uma das Terraopentas & corem ullllizadas posterlormsnte.

Proposzicdo 1.9 SCJQL o A"modwlo Ilnltemc te rerado, x uma in

doterninada e £ um endomorfisuo de M, # ¢ um A[¥]-médule  onde . -

i = f£{m) b! m & M, entao ﬁ““g[x](M) 7 { 0 }



Demons tragao: Come i e um A-modulo f.g., clarsmente i e wn A{x]~

rl
modulo f.g. (gerado peles mesmos elenentos).
Seja (x) o ideal de A[x] gerado por x e suponkamos que I seja gera
3 m ey e ” b Mote “(m. ) = 1-\0/°
do por my, m,, y M, €00 () C ¥ temos gue I(ml) X, i,
1£1i<€n

n _
Asaim Xm; JZ:lai.jmj ’ ai‘j e A 1 £1,J & n
a -- .xim. = O onde , . =
portanto (%) g ( 13 } N SlJ

1 se i=j3

0 se ifj >

e 1 £ i-fﬁ n. Tomemcs a matriz de coeflcientes
ali"}{; 812‘ alB > aln .._“_ﬂ‘_‘ .
Ho= ey 8pp™X #py o %2n
. . :f, . .
®nl %n2 %np ot ahn_fj
e mdltlpll vemos as Lirhos do &1&{ema (%) reopectl"akente por Alk
3
Aoy see s A onde A;, S80 08 cofaiorea':' de H
n
Arsim obtenos: -
) (al‘ J R)Ajk i 0
L‘b"l
(a, .~ 3 X JAgy,m. = 0
_ J\E-I {__tJ ]( J
n :
2 (angﬁ 513‘)Ankpg =0
J=ln n .
Adicionando vem E (aij"' &jX)H{kmj = Q k€ @42,..,n}
J:

1 1=
Mas ég;saik— §i 085 = Detd  [3]



¢ as outras parcelas s8o " somas dos produtos dos elementos de uma
coluna, ordenadamente, peloe cofatores dos elementos de outra colu

na " portento todas iguais a zero; Acsim Det Hom_ =G
k € {l,2,..,,n_} mas Det H = (-1)"%"+ alxn—l+ certa, onde
a; € A ,isto é, um polindmio ndo nulo.

Portanto ‘&QHA[E](-M_) # {O}

Poeteriormente vamos recorrer a ezte polinomio nzo nulo |

e portento vamos denotZ-lo por p({x); 1sto é, p(x) = Det H.

Lemz 1.10 - Sejam i um A-modulo f.z., f um_endomorfismo cobrejeti

vo -de 1, M & um A(x]-module, e I = (x) entfo existe g €I tal que

g

f .
( 1+ ©)¥ = 0. - -~
Demonetragio: -
_ Pelo Lema 1.8 IM = M e cuponheamos M zecrado por My, Mo,
ciey 0 scim ﬁ 3 1 fre s \/’i
y I, @ - onde “ng I .
J— .
nortanto (f-.—ljh- = 0
e L IR
LW

E comd na demonstragfo de Trorosgiizzo 1.9 Det H.M = O , mas

-

Det H=1+g , ¢ & T .



§7 AifkL Dk FRAOEs k LOCAL
1.3.1 - Definigogs e propriedades

Sejam A um anel cewmutalivo com ldentidade e S um s.m. de A.

NI . o~ . . —1
Definigao: O Anel de Fragoes de A por & e o conjunto S "4 =
=) 8 P o o men.. 8 . b _ at + bs
= { E | ag h, Sg ] } COon. a5 operagoes: E + T T st e
2 b = ab onde a _ b N . 1 1 N
ST T =% see somente se 3 8 E:S ]b(at bs) = O.

( SﬂlA , +, « ) € um anel countativo com identidade [2] .

Os detalites sobre o anel de fragoés podem ser encontrados em[l]ou[z}

~ —

Cheervagoesty i _ i —

2- Se p e idesl primo de A entfio § = A-p é s.m. de A e a0 inves de

-
1

-1 i
azcrever § TA escrevenes pw
A

G- Seja A un dominio ¢ § = fSY ent8o S A = K = q.f(4): gg;pd de

. ~ " oLy .
frageoes de A e o TAIx]=K[x] .

- . , - + , - . E . .
fefinload: Arnel Local ¢ um enel con wn unlco ideal mwaxiwmal.
- . , . . ~. .
Lema 1,11 Se p e um ideal priqno de A eéntao o anel Ap e local.
._. — L + -, . . .
Demons tragao: pAp :{‘? I a&pe Eﬁ¢ p} & 0 unlico Liieal ma-

o+

. - oL . .
ximal de ﬂp. De fato: Que pﬂp g 1leul de-Ap ¢ claro; A;ora -

T~

quelguer elencnto de Ap que n&o pertence a pAp uns unidade de Ap

o gue completa a demonstragao.

Observagfo:

10~ ( A, m ) #nel Local entdo aém e e somente € & No € ura uni



~-10~

dade de A.

Lema 1.12 [1]

Sejam A um anel e S un s.m. de 4; Oz idezis primos de

n

1 o -~ .- c . .
S TA estao em correspondencia blunivocs com os ideails primos de A

que n&o interceptem S.

1.7.2 - Relagdo eatre ideais de A e de A[x]

T . i - - ’ \ ~ L]
Yamos analiligzar .giora gqual e a relagzo gue exicle entre -

os idesis de um anel A e os ideais do snel de polindmics A[x] .[4]

e

Lema 1.17 S2ejam A um dominlo com corpo quoclente K ¢ x uma indeter

. " ~ - ~ . - I . - .
minada; Intso existe ume correspondencia biunivoca entre ideals

!
-

primos de A{x] que contraer a zero em A & os idesie primos em K[x].

Denonetracfo Seja 5 = ﬂ—{Ol entao Snlﬂ = K € S_lﬂ[x]géﬁlx] e

o resultado segue aplicando o Lema 1,.11.

Lema 1.14 sejJem A um arel e x uma indeterminade; L
em A{x] uma cadeia de tree ideais primos distintos com 2 meécma con

tragéo em A.

Demonstraglo: Supenhamos ¢ue exista em A[x]) ume cadeia de ide-
als primos palx] = g & q¢ & aq, com & meame contracso p e 4.
o #: 1 += < &)
- I - - - _— - +
Agora A/p e dominio, entso sejs S = A/p.- {O i e 2ss1m

-
S {a/m) = g.f{a/p) = K,



~11-

Obzervando o diagrama:

Temos El,gé- 52 uma cgdeia de ideais primos:izﬂ/p[i]que con-

traem a zero em &/p, pelo Lema 1.12 existe uma correcporiencia biy

' ) N = » 13 * : - - _\_\_ —_— ] -~
nivoca entre ecces ildeais e ideals de K[x] € pela observajeo J -
. ~ . - 4 . -
existe correspondengia biunivoca que preserve ordem entire ldeails

rrimos de K e de K[x] , mas K € corpo portanto contrsdigfo ( pois

seus unicos ideszis s20(0) ¢ ¥ ). 0 gque demonsira o Lema.
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caprpfruLo 1II

ANSL D UIEENSED Z#R0

2.1 - Definigoes e propriedades

I -
Neste capitulc epresentamos alguns aspectos da teoria

- ., . ~° : . ’

dog aneis de dimensdo zero [4.] e com os resultados cue aqui va
« _

mos aprecentar pretendemos fazer uma demonsiracao clara do princi-

pal resultade do nosso trabalho.

T

-

“"--_\_.

0 ¢omprimento de uma cadeis de ideals primos de um

Definicszo:

anel A ensce : Dy Py & PhrCh e o D, nfinite e p,: ide-
- [ 4 :__-{-_-. o = :F In i3
. ¢: v Y *

ais primos de A,

Definicao: A Dimensfo d- Krull do anel £ , gue varos denotsr -

mos en A.

. ~ ~ ’ . . ~ L P
A dimensaoc de i anel ngo nulo € Wi 1lntelro nao negaehivo ou iniil-

nita.

Cheservaroes: . .

+

b . ~ - .
1- Dim A = O se e soxmente se todo idesl primo de A e maximsl.

.

o - R -~ . .
2= Dimoa = 0 e A e um douinlio entao 4 e um corpo.
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. . s ’ N
O anel cuociente de um anel de di:nensao zero € ainda um

anel de dimensSo zero; £ o que contém o seguinte resultsdo:
Lema 2.1 Sejem A um anel de dimencao zero e I um idezl de 4 en

L4

t80 A/I e enel de dimensdo zero.

Demonetracso:  Huponhemncs P & P, ideals primos de A/T. e -
L= <

@: Ae—ph/I o nomomorficmo csndnico, entéo G_l(fﬁq = p.oe . -

}
—— —

L
-1 . . . N - -
Z “(psr) = pn ca0 1deals primos de 4j - Agora  pele Propogigao 1.1
[ < .

_— . » .
%; P, , mae coxo Dim A = Q temos nececcariamen

51 % 52 implica py
te que Ei = D, € portanto fDim‘fmﬂflﬁlﬁ:_Q.

. .'r . . - Cl - I . 2
Lema 2.2 Sejan A-um anel Ge dimensao zero € g wa ldezl primo de
A4 entZo o anel Aq & de dimensBo-zero.
~ L oz s e I : ST
Deronstratao: r feite de maneirs analo/~a a znterior aplicando o

Provosizfo 2.% . weje A um anel locel de dimensfo zero entfo toda

]

A

rio ucidade de A ¢ nilpotente.

_ - ) - P ; ) ~ 2
DemonstPagao:  Se r& A nao e nilpotente entoo S -‘{1, T, T, o }

¢ um c.m. de A. Towmemos C = {I idesl de A tal qué IMN s=¢ }‘i
C#Z pois (O )& C.

Definicos I 2 J ce e cogente se JL& T, Avedim ( C, » ) e um con

Jinto parcislmente ordenadno e ge Il<: 12 C: IBICL c..s ¢ uma ca-

~

. . . . . - ’ . ) . : '
deia de ideslis de T entoo \ufli e cen omajorante; Asclm pelo Lema
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: . . s .
de Zorn existe p elemento neximal de C e pelo Teorema 1.2 p e ide-

s

O e A e Local impllica gue p'e uni-

1}

gl prizo de A, mas como Dim A
R . o ~ ’ .. ) . F
co ideal mavimel e como r n&o e unidade de A v £ p (corolerio 1.6)

que é sbeurdo. = Lo.o r é nilpotente.

’ . - Lol . + b - T
Tecorema 2.4 seja A un anel de dimencao zero e e r rnao € unida-

"de de A entezo gnnA( r )} ¥ {0 }J

Dexonctracao: Serag feits considerando dole casos:

12 caso — A e anel local

- . T, ’ .
Pela Prorosicac 2.2 v e nriinotente, lcto €, exicte n me-

i
'_I

. . —_ ‘ n b= n-1
nor inteiro rositive tal que r =0, enteor “.r=0 ¢ 1’ ¥O0

aceim I‘n_lé Amz,&( T ) e portento Arn, (1) ,;C'{O } )

— rd )
¢ ngso - A nao e anel local

~ ’ . . . ~ L] s '
Como T nao e.uridade de A pelo Corolario 1.0 exitte g 1~

- . . . L
desl meximal de A tal que v € aq; heora A € local (lema 1.11) e

1
L

i

rn 1..

’ I
g |a€qes¢q}eoa_rjealma—

. . . . . . ~ ’ .. .
xinel de A, er/1& qﬂq pois r g q logo /1 n&o e unidade de Aq £
. i

Dirg Aq = 0 (lema 2.2), A = {

. ~ = ’ . . + . . .
pela Feorocisfo 2.3 »/1 e nilpotente, 1sto e, existe n menor intel

L N X ~ oL L e
ro positivo tal que ( r/1 ) =0 mee 0= ( »/1 )" = /1 entéo, -~
e e . n , o
por definigao, existe ¢ € A-g tal gque s.v = O gue lupliica -
n-1 n-1 . =1 .
{ s.17 Yor = O onde s.T' A 0, poia {r/1 ) # 0, ¢ o2seim -

n-1 ' ; ' , "
8.1 € Ann,( v ) e portento ﬂn”gﬁ r) 7 {Q i*



m]_s_

ejam A um enel, il um A-modulo f.g., £1M——— > um
endomorfismo, ¥ & um &[x] -modulo onde x.m = £(..) pars todo m em M

e I = Ann (M) & wn idesl nfo nulo de A{x) ( Proposiglo 1.9 ) .

AP
C resultado que o:.ora vanos demonstrezr e e principal fer

ramenta a ser utilizada na demonstroi&o do Teorema 3.6 .

Teorema 2.5 Com as mesmas notagnés acima ece Uim A = O entdo
S

Din _A-[}i;_ff_/l 2

Demonstragdo: Ne demonstre.&o da PLopoaliﬁo 1.9 exiete um poli-
nornio nfo nulo plx) € I Afirramos que - ﬂ[x]/ e gero-dimerisio-

nal onde J = { pfx) Yy e

Pois se P, C.'. p1 ore! 1de'-1u' P l‘T‘Oo de u[x]/u e & A} —A[%] /d €
o homomorfis canonico entdo Py * i, l(r ) i= 1,2 sZo ideais pri
-I.i.‘-_OS de 4[x]e p2 % pl }5
Pelo Lemna 1.7% (\ A_ _ﬁ ——— AlX] 'ﬁ[XJ/J
e P57 p, /Y A 850 i_deais

at o . p'P%‘_ PR — pl P pl
primog de A e coumo Yim A= O ' U U

- [n) ks et * | # _‘)
te(ﬁq..:. que Py 5 s ¢ . | P S Py

#-
Asora A [x] P [y]c:g%) h\\“\x\ U
. "““\\ s
e TLA[X] 7 b, : P [%]
s \J

(plx))

Coro relo Lesa 1.14 rndo0 eviste cadeia de tres ouw mais -
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. . . " . . %
ideais primos dictintos em  A[¥} ( D P D vha[x] J 0 com

& meenms contragio em A, temos portanto um sbeurdo se py ¥ p, e

assim_necessériamente 55 a 5i, o cue prova que im ( 4[x1/ J) = 0.

Cormo I/J & um ideal de A1/ J entéo Dim ( Al /I )/ I/F ) = 0O

(Lema 2.1) mas pelo 12 Teorema do isomoriismo

i

Dim (a0 /3 )/ 1/3 ) Diﬁ { a1x1/7 ) e rortento Dii (g[x]kl):O.



capfruLo III

R . . i . . q - = T | ,’...—1-.—‘ : LR i . T CiL oty L -
B QL ORFISHG IFJRTEVO o BOBRLJLTIVO Db wOUULOS: FPINITAMLNTe GelabOS

Vamog exayingr sgora quando um endomorfismo injetivo ou

" zobrejetivo de um A~modulo € um isomoriismo; Comegaros com O se=
N : ’

¥

- + -
mainte caso clascico:

. . . - L’ . . - ’ . .
Teorepna 5.1 Se ¥ e um A-~vicdulo Artiviano e T e un endomorfismo
injetivo em M ent&o £ e um iscnorfismo. T -

Desonstrocac: - Basta provarmos gue M = (i)
Ty £ Ak{?.r — ':I’ K -\_ - 1( oo R o
Definimece (M) = v ' (n) &€ M /S (m) = fofefoev.ofilm) ¢ me M
. . L.-»-‘—n—-v..._.ﬁ_._.-.....-.—..-i'
- k-vezew
X - . X I ‘. i
) £ d pols O € 0T(H) , 1T(n) e claramente um submodulo de M

rd

: -1 .
Nooe P &) , Aselm
. :
7 e e uma cedela decendente

AW
i\
h

S
=
nJ

&
q D L) 2t

de submadulos de M e como e Artiniano 3 n € N tal cue -

n,.. Jnrl L, %o PN o | S e L

f(E) = f (i) = +.0 5 Mas (1) = T [i(&)] e como £ e inje-
. . a f . . e f e

tivo ( roils £ & injetivo )} temos gue M = (i),

Torolario 3.2 Sejam A um snel Artinianc e M oor A-modulo f.z. -

L s . . .. - .. -~ . . SR
g¢ I e wn encomorficro injetiveo em b esrigo £ ¢ um 1scmortisnho.

el

o~ Pd - s a0 s -
Denonstracno: Ca Proposiao 1.7 segue que o e um A-modulo Arti-

niano e portanto o rowultado cegme o Tooremn 2.1,
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Agora venos demonstrar un resultado dusl do Teorems 35.1.

. - r N ”, N . F . .
Teorema %.3 Se [ e um A~modulo Noetaerishno e £ e ur endonerfis

s
1

w0 sobrejetivo em i ent8o ¥ & um isomorfismo.

Devonstrecao: Rasta provarmos gue £ € injetivo

.

onelderemos Ny :{ &€ M/ (%) =090 } pers k& N ; Clara

(N

2

) ’, ;o -
mente N, e submeodulo de If e N_ C N, para todo kg IM. Dects
Iy s ——— <

. . . 1
forma Ny & N, & N3 .. e uma cadelias dscendente de sub
modulos de M , como M & loetheriano 3 n¢& H tal gue N = Nr+l’

: : ~ P P :
Aceim se f(m) = O entdo mg Iy & Ny.e -] w g U sl que -
el IR P NPT '
9(w) = m , pois £7 & eobrejetivo.

o oy L eTel, _ on+l, o) \ o
Agora 0 = f(m) = f__[i ()] = £ e entfou' € W, = L

. . n [ =~
logo m = £ (m) =0,
- . L il . o T PN 2 - R a ..,“-. g .
Corolar™io %.4 Sejam A un onel Joetngrisno e W um A-wcodulo £.:.

s

- ’ > 4 + . . o - .- .
e ¥ e um endomorfisno sobrejJetive de Wl entso £ e um isovorilamo.

rd
-nodulo HNoe—

I

o o -,
280 Da Propoci so 1.7 seiue que il €

L'

theriano e o recultado seoue do Teorema 2.7,

—

Vamos procurar enfrequecer a cendigao " I ser

Hogtheria—'

no " no Teorews 3.7%, de nmodo gue erte ainds oo veriiiyue, esta con

. * P o " G - .
iigao ¢ a de ¥ ger finitamente gerado.

F

- - . . b a 7 s . el L
Teoprema 3.5 ce oo nm A-modulo Fupo. e £oe wn endoyorfismoe so-—
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—
£

brejetivo em Il entzo £ e um isomorfismo.

— ; . . [
Pemonetracgo: Bagta provarmos gue f ¢ 1njetlvo

E . ’ - - : -
Do Lema 1.8 segue que e wm  Afx]-modulo e xM = I Vongsideremos
I = (x ) : o0 dceal de A[%] zerado por x, ascim T = M e pelo Le-
me 1.10 - g £ I tal que (L+g)il = O , por cutro lsdo , podeios eg

crever o = gk cow ' ¢ A[x]e entfo ( l4ux Jm = O para todo m € M

it

O como  xm = (i) -

.

aceim (I) m + gem = O, Portanto se £(m)
(defini o) da equagdo (1) segue que a = 0 . O que prova que f
e injetivo.

- < -

- . -

0 eeguinte exenplo mestira cue se retirarmos a comutativi

dsde do ansl A o Tadrema 5.5 nao nais se verifica.
Lvemnlo:
——— b

Seja V: espago vetorial schbre § , Din,7 = 00 e {vik'

:.Jr
- . < ) 1EN
A= Homp( v,V } & um enel nso coautativo e -
2,

O .

base de V entd

5 :

2 [5 s PRE. 32i] .

Tomembs M= A ® A entfo ¥ ¢ um A-nddulo Finituncnte . erodo (erado
por {1,0) e (0,1} ) e definiros ;ﬁ:iﬁ;—ww——yﬁ por {»,0) = 0 e
F{O,8) = 8(s) onde r, & € A..

Y

- L’ e . . . —_~ .
noelero que T e am endororfismo sobregetivo mag nzo injellvo.

L2 = Taorema 4.8
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Teorema 7.6 Sejs A um anel comutativo com identidsde, um endo-

. . . . ’ ) , . i -
morficmo injetivo de um A-rodulo f.z. € um 1somorricmo e & £0 .en-
Fl - —
te ce A e up arel e dimensso zero.

- ~ . s . Yo h et .
Demonsirazao: Seja p um ide&l primo de A entuzo pelo corolari-

0 1.4 existe m ideal maximel de A tal que p ¢ m. Afirmamos que

p = m:

Pois se p # m tomemos # = A/p, M & um A-modulo f...(zerado por

= . ' s o N ,
1 ) e seja a &€ m—p definimos entao um endomoriicwo £ : M-l

— [ — Fl N - . . .
por f(r) = ra , £ e bem definida e injetora , de fato:

—

Pera v, 8 € A a S e

r = s equivale r-g£ € p equivale (r-g)a ¢ p ecuivele ra = sa .

. r i + . —_— - - .
Arora,por hipotesge, £ e um isororiismo portanto —I & I tal que

N — o— . ’ .
{r) = ra =1 aque equivele & I-ma & D¢ m gue € contradigao. -

=

L3 rams [

rols & € m . Avzgim p = & e portanto Jim A = O .

-

L) . - * i o - N -
Reciprocanente, se I & um A-modulo f.g. e T'§ Me— i 0 endosior-
. . . ] - o B ’ PN 4 P -
ficmo injetivo pelo Lexa 1.9 & e ue S -nmoduleo, I = srn. . (3)
. ) et ) b e

i

+ L] E]
g Llln 1aeal ne

i ; - ;n iy .’ . - K Ry el
Bado XEATA /T , x = x + T , aflrmaros gue ¥ € ung uniaands, Qe fg

o et 2 3 1 i [ b4 — .
to:  Pols se 1 neo e wee vnidade pelo Teorema 2.5 gl_ﬂnf_ %) #{Q
Y
0

uZ0O )ye ux =0 enta
[

e

cntfo -] W &€ ann, () tel que u gf!_“ I
a9 .
_(11[.1-) = O ‘%_- ! ™ € wa

I+,

r

ur &€ I e sntfo  uxi

L - » - L . - -
entao am = O \-/ m & J, rols £ e 1InJollvo

nxm o= ulln) =

il
O
o
H
i

. ’ N ~
Lomo o T que ¢ contradigno.

20 mlo de #[x] e pelo Toorena 2.4 Dim ( A(¥Y /T )Y = 0.

o



x unidade entfo .] v € A[xJ/ I tal que xv = 1 gue equivale a
*xv - 1 &€ I que implica ( uv - 1 Jm = 0O \/ m £ M
entdo xvin = m  mas xvm = vi(m) = £(vi),1lsto é, m = f{vn)}

4 . . -~ . S
lo;o £ e cobreJetivo , o que prova que I & um isomoriilsro.
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