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IH'fl\Q_jjU~ÃO 

• 
Neste trabalno, que aprecentamos, nosso prir:cipal objeti 

vo é demonstrar. qual a condiçbo necessária e suí~iciente para que -

um endomorfismo injetivo ou sobPejetivo de UT!l A-mÓdulo tOeJa um iso 

morfisrco. [6,7] 
' O enfoque de~te trabalho e o teorema 3.b " Um endorJ.orí"i.§. 

' ' ;tiO injetivo de ur.1 R:-:710dulo finitamente .,serado e u.11 iüor .. or.fiuno ce , 

e s-Omente .-se o anel A é de dimE:nE5o zero". 

:Sintetizando, DO prÜr.eÜ'O C8f"{ tulo "COlOC8WO.::O d.efini:;;oes -- ---e al;;uns resultados básicoE. !30 bre idetJ.is prlil:os, conli.ic_;8o de cade-

ia ' . l '. . ' ; . J:!OG1_l os :t 1n1 te.-;ente .:;er8.üOo e rme1s loenis. 

A c.i:lave para abrir a porta da dc;:non<:.. trEJ;8o elo I'ecul tm1o 

' ' ' prir:2ip:ü e que, c e f e uu1 encio;uori'ismo de u~n A-~.J.odulo l1·:i, pode.üoo 

definir ern !;f nma estrutur>a de A[x]-rn·~dulo por ")Ç.:n::: í'(m) parEJ. to-

do m em M. 

A rnBioria do.s re.sult.sdos sao aprec-;entados ;;.;em demonstra-

çao r:-!8S estas· podem ser encontrad.ss na bib.l io.:;rai'ia acjni citada: 

' No se,'_:undo cHpltul.o de:::er.volverr.os ~Ü~)lTIS asJJectos da teo 

ria de anel de di:~:ensão zero~ ' isto e um ar:el onde todo il'.ea1 pri.. 

" . ,.. . 
::no e mnximal; Um fato interessante e a exl~;tencla de divisores de 

zero no <::mel de dimen.tP.o zero (teorema 2. t,). E a princip<.ü ferro..-

cer uti1iznda nu. ' de:-:~om.trs;;õo do üeoremB 3.u e que, 

Uiil A-;r.Ódulo Li.ni tan:ente cerDdo, i":'i é á [x] -:;:Ódulo e t:e I 6 9 t:lnulo-



dor de I,; em A(xJ então a diu)ensão de A(x1/ I é zero quando a dir;:~n 

de A ' e zero. • 

O terceiro e ÚÍ limo cap{ tu lo iniciaJi,OB exan,inanJ.o ol 0 un<:i 

cacos clás::,icos: ' ' Se :v1 c ~Jm 1-1.-modulo que E.ati.sí'az .J.C.C. (il..C.C.) 

er.tão o tmdor;Jorí~ismo ir;jetivo (&obrejetivo) , . -· e um 1so~;.or 1 1 smo ; E 

obtt:-i;;os um ITLelt1or· recul t2do enfrac~uecer,Jo a . ' . ;npote:_e BClí!.o 

tu indo a condi~~o· A. C:.::;. Lobre ,.,1 por r.1 .fini ta;:.E::n te oerado. 

Atrav"és de u::1 exemplo mostraffi'os, a necec.sid~:de do anel -

:::·.er co1::utâti vo e, finab,en~e, concluií::o5 o trabalno, tendo o resul 

tBdo que nos propu::;e;:;os a demon.strm:·. 
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C.oPf'rULO I 

• 

' . Todos ane1s con::;idersdo.s .sao co;;:utr:;tivoc coJ:rt identidade, 

todo :v)dulo é unitário e <~ualquer tertni.nolo,~ia que r;ê'o. ror ex;---lÍci 

' [ ] ta no texto 'f'Odera <:er encontr2.d2 na bitlio,;ra:t'ia 1, 2 e 4 . 

' l . - l ~ f'' . - 1 . Nec.te c<Opl tu o ser.so colocecas c e_ l.TilÇOé6 e ILi- mc.as de-

mom;tr8;oBs de y;ropried[':des q:Je [,er8o util' z~:,das nos cap{ tu lo~ se-

guintes. 

§ 1 liJ;:,AIS..Pi_\HlO.:::i ------

l. f.l - lJei'ini c,oes e, prr:,-priedndes 

.:;eja::. á um anel, I ur.:1 ·-ideal de A, A/I o ar:El Q'JO~iu1te e 

0 o·no;iomorr'i;..;J;_o C.e A t:.:-ü A/I êcl'iniuo por ·?_(x) = x +I= x • 

P~onosi~~o 1.1 [1] 

bxit te umc. 
"' . , .· 

correcponder·:cia bJ.Ulll vaca que pre[;-.erv~1 ordea1 

entre os ideaie b de A que contém I e os ic1eai.::. t = {X I x f b } de 

A/I ducoos por h ~ 0-1 (\1) ~ { x I Ç1(x) E b } 

;_~e ja A um anel, ' ur.. icleR.l_ p de A e pri.I;_;Q se p I A e 0e 

x.y é p in:plicor c;_ue x~ p ou YE p 

Observa;;oê's: 

l '' . " rL·~ ~ CIO '~"'.-8]. _,, no - ,::;o Ja 1 u"; r:.omOI!:O _._:::r;,o """ .-.. 

' e i, eé:.l pr.L:l!O de A. 

' B, f:.,e q c prlLO 
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2- CO!TJ as . ' lnpotet-e.s ' se ' p e iàeo.l pruno àe A en-

tão 0(n) õõO p é ideal pr-il!JO de A/I • • 

3- Dc.u observar;oês acü.e concluL:os que a Propoci:;Bo 1.1 ~ vélida 

psra iceo.is pci::':os. 

Defi(i·:'ão: 

. deal de Bj 
--1 , 

O ideal ~ (b) de ~ e ~ha~sdo Co~tra~ITo de b 

De·finL.::ão: Um subcoujnnto neo V&ZlO " S de um onel ' A e 

- ' entao ::...~ .e,..,€ S. 
L L 

Ob " '" '"V"•'B-0. · .._ ·- ' c.;~ • ~ 

' i_deul Eontão ' 4- .se p e lJQ_ pr1~o de A A-p e Uk s . tt~ de A. Se c- A-I . ~-

' de ·r ' e u;:_ ç '" A e E e e O o li! o L.: eaJ de ri Em tão I ' ideal e prlr;·:o de ri. 

1.1.2 - Teorema de Krull 

.A portir de ur;: sir:tews ' ::ul tj rliceti vo de UEl ehsl A e ~~e;n 

' . . l . d A pre poss1vel con.str'ulr u:;; HieL": prL:·o -G 'j 

t0do, que ver-os der;,on;:trar, é o Teorema de ~':rull [4] 

1.2 c'le A que 

é :-:.axi:nal com :re,:_pci to a exeh::são de S cr.tüo I ~ pn.mo. 

Dsrr'on:· tNl('8o: Se 2. b E I v~moi.O prover que a ê I cu b E I • 

Sll):'Onhmuos, por abeurdo, q-.__le e t/ I c b ~I e:-:ttê'o I~( 8, I ) : idu2l 

rerado ror a e I e I f_ ( b,I ) : iC:ea1. <::';el'ado po~' b e I A:orro co 
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' mo qu2lquer ideal de A que contem propria~',ente I intercepta S te-

mos que 3 s E s n <a' I > .com s = i + xa ond~ i. t.: I e X E. A 

e j t f S n ( b, I> com t = j + yb onde j ( I e y (. A 

' co~o Se siEtema multiplicativo de A imnlica que s.t € S , mas 

s.t = i.j + i.yb + j.xa + xyab E: I e isto é absurdo pois 

I(\ o = 0. O que co:::pleta a deJr.onstração. 

'. . :L .1. ·;. - .Ideais err: am.:J.:s de polinouios 

Sejam A um ane;t, x u:na indetepminada, A[x] o anel de po­

linÔf:",ios·-_€i i o hor.:J.o-:r:orf'i<::rLo inclucê'o de A em A[xJ . 

são ::::.e.~_uintes as relaç;._?ês er.tre -ideais pri ~.os de A e 

de A [x] 

Lerna 1. 3 I • 

1- Se p é ideal primo de A então p.A[xJ +e· xn [s ·EPl 
n 1 J 

' . e lê!eal rriE:o de A [x] 

2- Se q é ideal primo do A[x] ent?io -á contrasão de q_ i-\q_) é iLual 

a q{l A e é u:n ideal pr:ir:;o de A. 

o
0

+ b
1

x + ••• · + b, xc E: 
·" 

A [x] com f'.c; f.. p.A[xJ f'tj. p.A[x] e 

p.A [xl ent8o exi::::terr: coe:ficientos a. e b. (e~tes com menores 
lo Jo 

{ndjces) respectiva~ente de~ e G te.is -=;nt: a. J p e b. J p J r:1os 
lQ~ Jo f 

então .o coeficicmte do termo de L,;rm1 i\J + j 0 de í'.,;; r~~o pÍO-rtence a 

p contradi(,;ão , Lo~·,o p.A[x] é ideal prL;,o de A [x] 

Dccmonctrac.Go (;:;) i-1 {q) é icteal prü-.o de i\j Vür;JOG provür a i..,;ua1;;;, 
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decle, 0e 
-1 

xE i (c) <.:ntUo xE:A e i(x) :o: xE.q c;ue irc.plica e::: x€q(\A 

+ .-1,) (\- "( 
ror~nntol \'-J.CQr'\A. SExfq Ae.:r..taoxEAelx)::: :-:-E q lo~~o 

.-1, \ -l( xf 1 \QJ r-~ortunto q_f\A C i- q). 

?- Exi::_te u;;-,a corrc~sponC~ncia biun{voca que pret·erVn ordon entre 

ü'leais prl;r,os de A e ·Je A[x) 

1.1.4- Ideal maxi~iJ.l e propriedades ~ 

::Jef'inicão: ' Um iC.eal ·m do 3Dl: l A e ;-,·:axi:r:al l':E m f. A e nao existe 

-ideal ·prÓprio de _A qne o contenha. 

e:::te res,,Jltado pode ser úerr;ón:::tr>ado util1zanúo o Ler:.e de Zorn. 

TeoreE"JJ l. 4 [ 1, poc;. 3] 

Todo an~l r~8o nulo po8sni ao n.enot~ 

' 

'1") 
l.)<L ideal CTtaxirJal. 

Dudo o ideal I I A , o an0l A/I e n;_:o nulo e pelo teorema 

1.4 existe ir. ide8l r!laximal ele A/I e aplicando c pr·opot..oi'::,S:o 1.1 te-

mos o ~e~·Jinte reEultedo: 

' . t;o!'OlP.rJo 1.5 Se I I A é ''If: .i de~:ü do cnel A ent8o exi::::to um ide - __ __,__._ 

' -b clc:r·o que ~e r moo ~ unidade de A untEo r.A 

rcorrio de A e as~i:~ te~os o Ee~u1_nte resultado: 

é .u Se r noo é ,_mi.dBde ele A enli1o r·E w, r;1 i.desl mu:n~ 
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§ 2 CONDI::;ÃO D.ó CAD~IA b ;.iÓDULOS FIN!Tr~~.u,;NTb -JbNüJOS 

1.2.1 - Dcfi~içoes e rr?~riedades 

Definição: ' Um A-modulo ;:,~ que sa~isfaz o Condição de Cadeia Des-

cr_nc:ente (D.C.C.), isto é, para cada cadeia de SubmÓdulos de 1JI 

existe nf N tal que fvln :::: M +1 _ . n - ... ' e cha-

' rí:t~do A-:aodnlo Ar ti r~iano. 

DGfl.ri-"'ii.Õ:- U~;·l A-mÓdulo ~.( que satié:faz a Condic.,ão c1e Cadeil-i Ascen 

dente (A.C.C.), isto é, para--c_ad.a-c.{êdeia de :::.>l.lbi:;.Ódulos de M 

exic.te nE. H tal que J\1 ::: ii·I +
1 

:: ••• 
n n 

' , e 

cilamado A-:r,Ódulo Noe.t11eriano. 

DefinirP.:o: ' ' Um A-rnodulo :·/.L e Finl tamf_nte Gerado (Y •. :) se exi.stem 

. . . ' 
Observarão: 

rr, elEtnentos de i:~ tal que ;·,1 = Am + 
n l '+ Am • 

n 

, , ' , . [] 6- Todo submodulo de I~f e f.g. se e sor..ente se i\1 c Noetnerumo. l 

Para que '---1-:-tl m~dulo :f.g. seja NoetLeriano (ou .n.rtiniano) 

basta que o anel de e::;calares o t:-,eja; Este é o resultado que va­

r;·:o.=, enunciar e que será uti lizedo pocteriormente. 

J?ropoticão 1.7 [ 1, pac.76] 

Se A e U1;1 anel Noetheriarw ( rN:p. Artiniario) e Ní é um 

, - ; ; . ( 1-l..-modulo f .g. entao l!l e um A-rwdulo NoetL<:irlano retp. ilr:tiniano) . 



-6-

l. ~. ~ - A-mÓdulo com e.s tru tu r a de A (xJ -mÓdu,lo 

Sejam 1.-, urr. A-mÓdulo e f um endO!llorí'iu:_-,o de ;,~ e (~G.finin,os 

xrn = f(m) para todo E E::: M; Se deí'inirmoo A [x]x f,1 f,1 por: 

( a0 + a 1x + ••• + anxn ) .m = aJm + a 1 xm + + a x 
!l 

n 
]f; pura todo -

r A r " Xk - k-1.' .) - k-lf, ( ) 
ai~ e m<;:;:;a, como m- x ~,xm - x tn = = k r (m) e 

fk(P.1) E 1~1 é í'f';cil ver que e c ta mnl tiplica.:>tío por escolar define em 

M uma ee.trutura de A [x]-mÓdulo. 

Leína 1.8 Com as iJ.i'pÓte.See acima, se 
:> ; . . 
.I €· 60breJEtl VO 

Como f é E:(}brejeti vo V m t:: M, 3 m1 f LL tal que 

por defini""ão; 

f 

Defi.rü ·::ão: ,::;e ja L·l um A-rr.()c1n lo 

r;: E: Nl 
". ' AnnA (:ü) ~ { e EA o•c C<,,. ~ ' ~ o e ctwmeê.o ÜJ:ulador de m. 

Ann,; (.;.,:) { } ' ~ ·n !;.A n·,.r - o e ch~mcdo r.nul~:;ci.or dr~ lvL " ,, 
s:;n)c:.erver'ão: 

7- AnnA (m) G .Hf!nA (ivi) _ S[;O ideais de A. 

Co rebul todo que vomob 

c},_ terr1inadn e f um encJOi:wrfi~;;-l,O de M, LI [; um A[x] -;r,Ódulo onde 

xm = f(n:) V m .;; M, cnt8o lmcA[x] U) f { O\ 
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De1:on<- treção: Como ;<,: é um A-mÓdulo f'.g., claramente !~I é Uil1 A(x]-

mÓdulo r .g. (c;erado pelos mesmos elenentos). 

SE.:ja (x) o ideal de A{x] ,;erado por x e suponLamos que M seja c:;er.ê_ 

do por m1 , m2 , · •.• , mn co:_ o f(r,:) C. R': ternos que í~(rr.:L) = xmi '/i, 
n 

Aseim xml. = 2.= a. -m-
j=l l~ J 

portanto (*) ~~I ( 

a .. E: A lJ 

a.- tÍ· -x)m. =O 
lJ lJ J '"" 

l !S l,J ~ n 

onde Ó · · = { 
'J 

e l < l < 
~ ' 

n. Tornerr.os a matriz de coeí~icientes 

all-x- 8 12. 0 13 8 ln --
H = a2l a,')-x ., 8 2n <'.L '--'23 

. / 
a 
nl 

a n2 a ., a'"· -x 
L n~ DE 

l se i::::j 

O se i'fj 

e rr.nltipliquec:os as lil:hDs do si~;tema (*) respectÍ'Ia~;ente por A1k 

onde Aik são os cofatores de H 
n 

Ar:-Bim obte::JOs: ~(al- Jl .x)Alk!!l. -O 
~l .) J - J 

~l(a2j- .\2jx)A2kmj = O 

Adicior:ando Vem : 

Mas [3J 

' 
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e as outras parcelas sao -" sorr,as dos produtos do.s elementos de uma 

coluna, ordenadai:Jsnte, peloc cofatores dos elementos de outra colu 

na " portento todas iguais a zero; AEsim Det H.mk = O 

k t { 1,2, ••• ,n} maE' Det H= (-l)nxn+ a
1
xn-l+ •.. + an, onde 

A. i~ A , isto é, um pol inê;nio nao nulo. 

Portanto 

P~.~.:::teríorr;:cnte var-::os recorrelZ a este polinÔmio nao nulo 

e portento vai:Jos denotÔ-lo por p(x); ic·to é, p(x) = Det H. 

vo -de L:, :M é um. A[xJ -mÓcJ.ulo, e I = (x) então exi.:-:te ~_;E I tal que 

nortanto 

I 

Pelo Lema 1. 8 H-'f = r.I 

BS<:-:im 

~ 
,J=l 

m. 
l =:2: 

j=l 
p: • . m. 
lJ J 

(i· .. -l)in. =O 
~-1 J J 

e c'JponLaraos ;_,r :::;crndo por :n
1

, :n-2 , 

onde c· .. r- I ' I i 
'•lJt:. '\/ 

E co;ao DR dem.onstra~8o Co 1-'-"(l''oci_,Õo 1.9 Dct H.M =O , mas 

Det li = l + g , ~. ( I 
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1.3.1 - Definigoê's e propried.8des 

Sejam A um anel co;iutDtivo coe, identidade e S um s.m. de A. 

Defjnição: O Anel do Fra~oªs de A por ~ ~ o conjunto S
-1, ,, 

{ a 
a€ A, SE s } a b at + bs = con, as opera;oes: + = e s s t st 

8 b = ab onde a b ' 3 s' ( I dcat bs) t st = .t se e so:~-,,.::nte se s - - o. 
s ' • o 

' + ' . ) é um anel co~.mtativo cor;;_ iG.entidade [ 2] 

Os d~taLié<:> ~,obre o 2nel de frc:;oBs podem 2er encontrados e.c.l[lj outz]. 

' 2- Se p é ideal pricno de A ontêío S ,_ A-_p e s.;: .. de A e ao ntves de 
-l • 

e~crever S A e~crevexos " " . p 
• 

. d • - s 9-~ SeJa A um omuno e =A-Ço\· enteo S-lA = K = 

de A e 
_, ~ 

-- ~. [ J l'[ J u r.x~.x 

q.f(A): corpo de 

De:Ci nL:.:ê'o: 
' . . Local e um enel cor;; u_,'Il UlPCO ideal maxiwul. 

LEmD l.ll 

xi.mal de lc • 
]l 

Ob;:;erva~~Do: 

10- ( A, m ) 

é 11r;1 ideal pri -,-ia de A <:.';ntão o anel A 
p 

' e locctl. Se p 

De fato: 

1\:nel Local 

~2ue r.-·.lt é iCec.l de p 

que nGo per-tence !J. 

Hl tão a E m .se e 

' ' . e o urnco i<:eal ma-

' Ap e cloro; 

' 8 UE;j UliÜl:~d8 de i'i p 

-a nco e ur::a un1 
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dade de A. 

Lema 1.12 [1] 

Sejam A um anel e S u.u-, s.m. de A; Os idec..is primos de 

s-1
A e:::tão em corre.spondêneia biut,{voca com Ob ideais prir;::os de A 

que não interceptam S. 

1.3.2 - fielaç~o e~tre iaenis de A e de A[x] 

, "" ... Vamos analizar ·Bi_ ora qual e a r~lo~ao que ex i~ te entre -

os ideais de um anel A e os ideais do anel de polinÔr!Ü~t; b.[x] . [ 4] 

Lema 1..13 . d ' . Se jarr: A um DfiilClO com COl'po.êiUociunte K e x urlla ir::dcter 

<r.inada; Então existe uma corresponclênc·ia biunÍvoca entre ideais 
• 

prif!los de A[x] q11e contro.er:. G zero em A ·2 os ideais prir,,os erre K[x] . 

o n-:sultac1o t;ecue oplic:anda o Lun-,.a l!ll. 

Ler!le 1. JA 

-1 ~ 
~KeS A(x]=K[x] e 

.i:L!o GXi.ste 

en: A[:xl n~aa cadeia de tr-ês ideoi~; primos di.::tintos con: a mecma con 

.De~non.stra~ão: Suponhnmos çue exü;t.e em h(x] urr.B ca8c::ia de ide-

ais pri:::o,:s pA[xl ':!om e p G)Ll h., 

t\~.orn A/p 
,. i' • -e dow1n1o, ent20 seja s ~ .1/p -{D} e ass irn 

-l 
S ~(A/p) :o: q.:f(A/p) -= K; 
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Observando o diae;rama: 

u -- --------> Yp[xJ 

'l'emos qr C- q
2 

uma cadeia de ideais primo5 de A/p[x] que con-
i= 

traem a zero em A/p, pelo LeLL8 l.-;L2 exiDte l.Ltta correLpcr:· __ 2ncia biu 

l!ivoca entre e:;.ses ideeis e ideais de K(;cJ e- pele. observa~ÊÍo 5 

existe cort'BE-pondên?ia hiunÍvoca que preserva arder:-: entre ideais 

primos de K e de K[x] , mae ,K é corpo portanto contredis::ão ( pois 

ceus '-~Dií'os ideoi:J s2o ·(O) e K). O que demonstra o Lema. 
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C A P f T U L O II 

AN~L :U~ urr.:BNoÃO Z~t\.0 

2.1 - Definiçoes e propr~edados 

' Neste capl t..ulo epre5entmnos al.guns aspectos da teoria 

dos anéis de dimensão zero [4] ' e com os resultados q_ue aqul V.§. 

' ~os apre.:·entar pretendemos fazer UiT.B üesont.trs~;ão clara do prlncl-
.. -

pal re::.:ultado do nos.so trabnlho. 

·-Definic;ão: 0 corr:pr·ir:en :~o de urr:a ccdei.s cte ideais pn_ J;os de útl 

anel li. é n se Pc ,;_ 
Pn, n finito e pi: ide-

ais pr-un.os de A. 

A u;mensê'o C1· T<r1Jll do 8!:182. P. ' que Vé:ll.QOS deLator 

por Dim A e o Buprerao do~ ideais pri 

mos em A. 

A c3.in~cns5o de um anel nao nulo ' e u;u inteiro no.o nt:.~BH_vo ou íni'i-

nita. 

-OLxc-rva .:oes: 

1- Dim A = O se e sà:r;entc se toJo iàeel. prJ.mo ' de A e 

entõo A é um cor'po. 
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O anel r;uociente de um anel de di::-.f.:nt:D:o zero é ainda um 

anel de di.rr:ensão zero; • • • 
l'~ o que contem o set_:ul nte rc::.ul ta do: 

LP:rí:'J 2.1 Sejam A urr: anel -de di.men.são zero e I urn i.de2l de A. en 

t2o li./I é ·anel de dimensão zero. 

0uponhamos p1 C p.., ideais pr·ir~tos de A/I e - == L 

0: A'-~A./I o ho.:rw:::orfiuno canÔnico, então e . 

' . .,-1-) -
·~ (p0 " Po cao 

c c 
ideais primos de A; pela P~opocição l.l 

' . p
1 

c p') , mos co:r.o Dím A ·= O temos nece.ss·arla-:-ten * ~ . 
e porümto Dk C A/I· .. L =_O • 

• 
Le;na 2 . 2 Se,ja:!l A, um B!E-1 de dirr.em::3o zero e q ur:t iéiedl· primo de 

A entõ"o o anE·l Aq é de dl_m0n<:~ão-zcro. 

"Jer~OD::-;tra"':'30: f; f'eÍ ta ílC r:lD.DeÍr-::j Emálo;:·a D C<Dterior npli8ando O 

Lema 1.12. 

ProT'osi,..,_ão 2. 3 0eja A um Hnel lOCéÜ de di·"!msão zer·o então toda 

r_;" o u.c_ic1<_,de ê.e A é t~ilrotcnte. 
. -

Dc;:,o:r.2tr8('DO: SG 

• 
e ;1m E: .rr:. de A. 

n t li p0.1.S ( o ) v 

D>:>:fj nL .03 I :r J 

rE: A nZio é nU.r·ot~;ntc entRo S = { l, r, 2 r, 

'I'Olt.e;;;os C = { I idecl Ue A tol que I (\ :...; = 0 

( n 
V• 

' c.. .se e t:Oi_;lente ~e J T " . 
• 

} 
} 

j~1nto parcisl.··,ente ordenHCo e 'e I 1 C L, C T.~ C 
. ~ -' 

e u;ns ca-

deia ~e ideois de C ~r~t~o V ' T "' ·'-·i ~ 
i\t.:cim pelo LcJl.a 
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de Zorn existe p elemento TM'JXH:l8l de c e pelo Teorema 1.2 ' ide-p e 

al rri;;.o à e A, mos COL-:.0 DL-:-: A ~ J e ' imrlica ' ' A e Local que p ·e uni-

co ideal 818 'X Í E18l e CO filO ' r nt:JO e unide.de de A r r;; p ( ' . corol2r1o· 1. 6) 

' que e absurdo . ' . Lo,_co r e nllpotente. 

r_reorema 2. 4 .:ieja A UIL anel de dimcn~: ão zero e ::..e r r..ão & unida-

·de de A então AnnA ( r ) ;i {O ) . 

De::.om.:trar.9o: Será feita con:::.iderando doi::.. ca~o:;;,: 

1º caso - A ~ anel local 

Pt?la Proros i ·_:;Bo ' ' r e rtilrotente, ieto e, ----

no r inteiro r''l5i ti vo tal que n - n-1 r ~ O, entao r .r ~ O 

ro_etento Ar:nA ( r ) i tO 1 . 

2º CBf.O - A DtlO ' e anel local 

- ' Cm;lo r neo e. ur~i da de de ' . A pelo Oarolar1o 1.6 

e;d L te n llle­

n-1 
0 r ;I 

exicte q 

deol mnxin;al de A tal qu12 r E: q; 

Di~ Aq =O (lema :.2), qA = { ~ 

' !;..:_::ora A.q e local (lc:-:lB l.ll) e 

. c; •. 
. 'l' f A,"l' e- r 1 qA ' q 

"Ol·e PfO 1- - - '-" '1 

a ( q e s ~ q } ~ o ideal mL-

- ' lo,:;o r/1 nr;o e u~:iriccJe cie A e 
q 

l'/1 ' ~ nilpotente, i5to ~' exi~te tl ~cnor intai 

ro roe-itivo tal que 

n-l ( s.r 

n-l c s. r c: 

exine o E A-q t'Jl 

n-1. -1 J ) . r = O onde s. r r \ , 

e rortFJn to 

n que c.r 

poi2 (· r/1 ) 1 ~-l t J, 

i\w A( r ) t {O \ • 

c .·_:cc im 



-15-

;sejam A ur!l anel, J:.I um A-r.:c.~dulo f'.g., f·: M --~~---)' .l\1 um 

endorhorf'isluO, M é um L [x] -~;,Ódulo onde x .rn. ::::: i' C..) paro todo 1:1 em M 

e I ::: ideal n5o nulo de A [x) ( Proposição l. 9 ) 

O rcGul ta do q.ue e, __ ora vr:noc demons trer ' e 2. prineipal fer 

rar._:.enta a ser ·utilizada na demonstrc:~ão do Teorema 3. 6 . 

Teorç;::-·A ? . 5 Com as meEmas notsçoÊ?s acimo. 2e lJim A ::.:: O então 
' Di c ( A[x] /I .) -- O 

Na demonstra.)1o Clp. __ Propo,si~2o l.J exicte um poli-

nÔrrio nco n•.üo p(x) E,: I 

nol onde J = ( p(x) ) 

----.._ __ 

; A.firr:~amo.:. (iUe A [Xl/J 

dcA[x]/Je 0: 

' . . e zero-du!erlSlO-

A [x]-----7>A[x] /J é 
. " . -o cwrnoCiorflsmo canon lcd ente o p. = 

l 
cA-l(#_,) . l 2 "-" 1', l- ,_ .:-;.3o ideais 

ms de ;, [Y] o p 2 <:;- r 1 o 

PGlo Lema l.) p~ = I\ (\ A 

e p~::: p 0 (\ A são ideois 
c '-

pr>imo~:: ·~e A e co;;_o Vim A= O 

te;~o.-:: •11Y'2 r-)_ :::: P~ 

Acora p~A[xJ. = r;A[xlC p2 

e p"2A[x] t p2 
' 

• 

r'j_ <--- - ----- P1 

IJ 
<-------

~',, \) 

' r';A [x) 

A[x] /J 

Po 
~--~-------~~- ,_ 

pols p(x) ( Po 
' 

e p(x) 4 P;A[x] 
\J 

( p (x)) 

(l t p~) o 

. 
Y'_[\0 ~virtc cnGelG de tref' ou mal8 
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i.deais pri.:"!iO:':: dir_ t l ntos à [X) ( Po 2 
é .. 

um 8b~urdo se te;:1oc portanto 

... ' L,.'.(X] I cem 

Pr " p2 e 

. . . 
BBfl;n ne~esser1amente P

2 
= r 1 , o que prova que Dim ( i, [X] I J) = o. 

Corw I/J é ""' ideal de A [z) I J então JJi,;, ( ,',[xJ /J )/( I/J ) = O 

(Leiil8. 2.1) raD..s r0lo 112 'Teorema do iso,rcorLisso 

Dl!n t•[x]/J )/( I/J) = Dim ( A[x]/I ) e rortcmto Di1 .. (;.Cx]/I)=O. 
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C A P Í T li L O III 

3.1 - Casos ~l~ssico~ 

Vs.:nos exB:d_nar 8(;ora quando um endomor_fismo i:Jjet:i'vo ou 

:;obrejetivo de um A-:rlÓdulo é ur:~ ieomor±'iEmo; se= 

:~inte caco cl~ssico: 

Se ~.~ é um A-:::iÓ(l>Jlo Articümo _e ' f e lJJ!t enclO ... :-!orfi.srno 

in,ieti vo ~:m :•!t entüo f' é 11tE_ isoJ,_orf'is1TtO ~ -----

. k ( ) 
J. -·- I c< ,, [>']1_-o3 n ,, ( í'k ( .. ·I) 

para cada k ~ N e :rk "") \.o .. c 

\I :::> f(c,) 2 ' e um<-1 ccüeia decc-:ndente 

de submc;duloo de t'I e co::-:to ;..r é Arti.niano j n ç;_ N tal que 

. . . "'n(") " ~"'["'( '!] -'- ,,.. .L _L ••• c cor:no 

tivo ( :;:·ois f ( injetivo ) terws que !'.:1 = t"(ú). 

ce r é u~n endornorfir::.o injetivo e;:: I•: srtão f' ' C ~Hn iSCJ::.Or.fi SJ,Q • 

• , p ·- ~ " .. ' '-, ' A . 
' ·~' .. -·.;r·<o.··J .• ·-,o •,, ~"" ·c•" ,·,·e • "\J'TI ·-mo··\,•0 rtJ---~- -'- ~ -'- ~ '-'b ._c 1 -' J :·.·. '-' .. .t:. '!." ··-- -
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Aí=-~ora vc.JJ~os der;.on&trar uJ. resultado dual do Teort~ma ).1. 

Teore:nB 3. 3 Se i.I é um A-lnÓdulo r\oe:t:.J.eriano e f é Wl: endo::10rfis 

Gasta provnru:os qu~ f é injetivo 

Coneid-crernos N = { 
k 

'c l x ~ M I f''(x) = O j pera k f N 

' ' mente ;.rk e ~ubrr.0dulo de i.1 e Nk C Nk+l pn.rD todo k f H. Det~ta 

Agora 

lo, ,o m 

. • .. 
.é I·Ioouwriano j n E: 

ç então 

t<.il ouc f~ = N 
L n n+ l' 

tt:ü. quo 

w1 E. N 
I~+l 

' 

t.J 
n 

~-:oetr.eriano e ;.~ um A.- t:oclu Lo f. __ 

Se ::: é urn endo:wrf'is,_,_o ~.;cbrcjetivo de ~J e:nt&o :t' e -urri i.:-:.Y .. or:t"is;;:o. 

1.7 se.~ue c;_ue ' ~",[ C UI! 

procurar Ul1>equeçe.:;:' ;:octher·içL-' 

con 

Q·,·.oc .. ,O ·' d • 1" 't · C d _ :,.,'-' ..; a e !'- Ecr -_;_r_;_ ê-l~:en .__e c 'r c_,. o. 

' ' ' p;·1 i\-~c,odulo .f.r..,. c 1' e tE-:-: enrlo~,.ort'isnw too-
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b-1·ejeti vo em I.I entêo 
. . . 

f e um lCOJr.orfJ.:o__,;~,o • 

• 
prov~ir!!tOS que f e injetivo 

Do Lema l . 8 • que l.i e lllí~ A [x) -mÓdulo e xl',1 = 1-:í; 

I = ( x ) o i: eal de A [x] ..::.cr2do por x, as.=..i;·;, 1:-.1 = M e pelo Lc­

W3 l.lJ J g f I- tc:1l que (1-t-c_:)t<l =O , por outro lEdo , pod9í:tos es 

crever L= c'x cÜ1t L' f I,[x] e en.tf:o ( 1-f~~x )m :-:O par0 t:x:o i:l E. M 

a~: sim (I) m + t:,'xni::: O·, 

(] --·-) l E_':1lDl:.:;80 da equação _(l) s!'.:gue que ·m = O O que prova que f 

é injeti •iÔ. 

O seguinte exe,;;plo moftra c;ue se reti.rarn~oc: éi co .. utntivi 

d.sde do EHlSl A O rr:~C;resa :J , __ 5 D<JO r:_cis ;:,c veri1:'ica. 

Seja 

ba~e rJe v entDo 

V: esp!-:Ço V1:::toriLü c:o.bre 1:2 , .üir:Q \l "' ro e 

A = don;("( V, V ) é u:·ü enel nGo CGI\:uto.tivo 
~ 

.,, 'l 
' pst: ..... ::; J . 

) v .1 
1 SiEi\ 

e 

por (l,U) e (0,1) ) e dcfi:rúr.os f: \I--~)',,. por l·(-r.·,O) ;:::; O e 

:f(O,s) =: 8(s) onde 

injet i_vo. 

) • :? - 'I'coreoJF! :; . ó 
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Seja A um anel comutativo com identid1:::de, u..-.;l endo-

n:orfisr;o injetivo de nn A-r:~Ódulo :f .r;,. 

Derr,on:::-trD'.:Bo: .S8ja p um ideD.l priz;o de A énttlo pelo corol.:1ri-

o 1. 4 ex i;:, te L'l ideal maxir:;crü de A tal que p c. m. 

p = m: 

Pois se·p I m torr:e~os M ~~ A/p, I:I 8 um A-mÓdulo f.c_.C:;erndo por 

por í'(c) ; ra ' f e bem definida e 1n,jetora , de Í'ato: 

PeTa r, s E: A ·--. 

r= s equ_iv~üe r-c E p e(:uivale (r--~)a E_ p eq_uivc,le r::-;= sa 

, ' , .. -1 
1~ _·ora, por h~_pote.sc 1 f e wn -isoLor·:fisLo porü:nto .-=_ r ~ :.~ tal q_ue 

' 1-ra C p c m q_>;8 e contr,.-1:1iç8o 

e E m 

' ;,.~ e ur:, 

,x==x+I_, a.:;:'irméa: .o c 

to: _2oic se X 
- , • " -'1 rH,;o e urr:.D '.1(LlCDuü pelo 

cnt8o l-i.nr •. (x) 
c! 

qee u t/. I 

UY." E I e 1.n til o ux~·'[ -~ o; 

- v ' inj(· l--i ente, o 'cliE - ' ~!l E: .. l roi:: f e 'o ' 
c 

' con trN1-i .Co.:···o n E T qnc " :~.:~o. 

"i [x] -r.•.Ódulo, I = 1· ,- ..-. ('"i) ·'·'· []"" 
" X 

que x E: Ulll.Cli.1UC 1 óe :!:'n 

? ·~ .... .) 

L1 j O ) e ux 

v o 
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unidade Então ] - ( A[x] I I X v tal (_ 1ue XV ~ l c_;11e E: qui vole a 

~"V '· . - l t:. I que ir::r·licn ( XV - l )m ~ o v r:-: ( 
,,, 
'" 

cor: tão ví' ( El) f(v:"), icto ' .f(vn1) XVJl", ~ m mas xvx ~ ~ e, m ~ 

I • • " ; • ~ • 
lo,c_,o f e EObreJCtlVO , o que r-.rova que t. e Ul~J lSo:,1or:tlSE:o. 

X 

-----
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