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RESUMO

O estudo dos processos de solidificacao de metais e ligas € um dos problemas mais complexos da
engenharia, tanto do ponto de vista teérico como tecnolégico A complexa natureza dos fenémenos
fisicos envolvidos fazem impossivel a obtencao de solucoes de forma simples. Por isto, temos que
usar sofisticados modelos matemaéticos formados por sistemas de equacoes diferenciais em derivadas
parciais de evolucao e nao lineares.

No presente trabalho estamos preocupados dos aspectos computacionais da solidificacao de ligas
binarias: apresentamos um algoritmo numérico que esta baseado no método dos volumes finitos em
malhas colocalizadas e o método de Euler implicito para o avanco no tempo. Diversos problemas
documentados na literatura sao usados para verificar a implementacao dos algoritmos. Também,
apresentamos simula¢oes numéricas que caracterizam e verificam numericamente a formagao de
canais de convecgao.
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ABSTRACT

The study of metals solidification processes and alloys is a very complex problem in engineering,
from the theoretical point of view and from the technological point of view. By the complex
nature of the physical phenomena involved it is impossible to find solutions of simple nature. So,
we have to use sophisticated mathematical models consisting of non-linear time dependent partial
differential equations.

In this work we are concerned with the computational aspect of the solidification of binary
alloys: we present a numerical algorithm based in the finite volume method in co-located grids
and the implicit Euler method for time advancing. Several problems documented in the literature
are used to verify the implementation of the algorithms. Second, we present numerical simulations
characterizing and validating the freckles formation.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A elaboracgao de novas ligas metéalicas é o principal objetivo da engenharia metalargica. Muitos
profissionais da area dedicam grandes esforgos e recursos econdmicos para entender as diferentes
propriedades dos metais. Baseados na sua experiéncia, misturas originais de varios elementos tem
sido utilizadas para muitas aplicagoes praticas: na fabricacao de partes fundamentais na industria
aeronautica (turbinas por exemplo), de carros, pecas de equipamentos eletronicos, etc.

Em geral, a qualidade das ligas depende das proporcoes dos metais utilizados e existem espe-
cificagoes a serem seguidas segundo normas estritas. Desta forma, se obtém uma liga com deter-
minadas propriedades mecanicas, térmicas, magnéticas, etc, que sejam adequadas as necessidades
do projeto desenvolvido. Em alguns casos, a solidificacao rapida destas ligas no seu processo de
fabricagao é uma das principais razoes de falha antes do tempo previsto pelo desenho industrial. A
liga resultante nao possui as especificacoes desejadas devido a que sua natureza nao foi mantida sob
controle. O problema se origina no processo de fabricacao e nao na selecao do material usado. Por
tanto, um melhor entendimento da evolugao da solidificacao é necessario para melhorar a qualidade
das ligas obtidas.

O estudo dos processos de solidificacao de metais e ligas ¢ um dos problemas mais complicados
de resolver na engenharia, tanto do ponto de vista tedrico e tecnoldgico. A complexa natureza
dos fenémenos fisicos envolvidos é um impedimento para obter solu¢oes adequadas de maneira
simples. Para isto, temos que fazer uso de sofisticados modelos matematicos que, em general, sao
formados por sistemas de equacgoes diferenciais em derivadas parciais evolutivas e nao lineares. Pelo
correto uso das leis que governam o processo de solidificagao (fisicas, quimicas, etc), o profundo
analise matematico das equagoes envolvidas, métodos numéricos adequados e uma boa simulagao
computacional, é possivel melhorar o entendimento deste fenémeno, influindo assim no desenho,
qualidades dos produtos, diminui¢ao dos custos entre outros aspectos.

O processo de solidificagao pode ser considerado como uma mudanga no ordenamento atémico
desde um estado desorganizado até a formacao de uma estrutura ordenada, conhecida como estru-
tura cristalina, e que inclui a nucleacao e o crescimento de cristais, os quais produzem diferencas no
processo quando tratamos com substancias puras ou ligas. A mudanca de fase é produzida na tem-
peratura de solidificacao, que é mais baixa que a temperatura de fusao, devido ao sub-esfriamento
necessario para gerar a forga que ocasiona a transformacao liquido-sélido. Um dos processos de



2 1 Introducao

Figura 1.1: Exemplo da formacao de freckles.

interesse ¢ a solidificacao de ligas, onde nao existe um frente de solidificacao plano, mas gera-se
um crescimento dendritico, devido a diferenca de solubilidade entre o liquido e o solido. Este cres-
cimento dendritico, gera uma zona com presenca de soélido y liquido, chamada zona de mescla, e
onde o conhecimento das propriedades fisicas € um grande desafio.

Consideremos a solidificacao de uma liga binaria. Suponhamos que a liga esta inicialmente
completamente liquida, e com uma concentragao homogéneo em cada um de seus componentes.
Dependendo das condigoes de esfriamento e outros diversos fatores, o produto solidificado final pode
ter grandes variagoes espaciais nas concentragoes dos diferentes componentes, o que é um defeito
no desenho da liga, e que pode trazer como conseqiiéncia, por exemplo, que os equipamentos
elaborados com estes materiais sejam de baixa qualidade.

O principal objetivo do presente trabalho, é desenhar técnicas numéricas que permitam simular
computacionalmente a formagao destes defeitos, em particular, a formacao de chaminés de convec-
¢ao de soluto, as quais sd@o apontadas como uma das causas para a formacgao de sardas (freckles, no
inglés) as quais fazem que o material obtido possua, em alguns lugares, propriedades metalargicas
diferentes daquelas calculadas pelo desenho industrial, como a dureza e a maleabilidade (veja a
figura 1.1). Abordamos o modelamento matemético e a simula¢do numérica do problema de solidi-
ficacao de ligas binarias, explicando em detalhe os algoritmos usados e sua implementagao compu-
tacional. Todo isto é complementado com a apresentagao de diferentes experimentos numéricos que
podem ser encontrados na literatura. Alguns deles sao usados para validar a implementacao dos
algoritmos e discutir as diferencas, coincidéncias e possiveis melhoras obtidas pelos procedimentos
adotados por nos.

Para atingir este objetivo, apresentamos em primeiro lugar, o modelo matemético considerado.
Em particular, estamos interessados no modelo para ligas binarias, mas ele pode ser estendido para
o caso da solidificagao de metais puros ou de ligas de mais de dois componentes. Este modelo
considera equacoes de conservacao para as variaveis da velocidade, temperatura e concentragao,
além de relagoes termodinamicas entre elas que permitem o célculo de outras quantidades de
interesse como a entalpia, a fragao de s6lido e a concentracao liquida.

O primeiro em formular um modelo matematico rigoroso foi Flemings junto aos seus colabora-
dores no final da década dos 60’s. Eles consideram o fluxo do material liquido a traves das dendritas,
as quais sao consideradas como uma rede solida. O fluxo na regiao liquida e o movimento ou a
deformacao do solido nao foram tratados explicitamente. Usando um balanco de massa e de soluto
num volume elementar de mescla, que é feito considerando a possibilidade saida ou entrada de



liquido neste volume e também, supondo densidades diferentes nas duas fases, Flemings derivou
a equacao de redistribuicao local de soluto, LSRE. Depois, Mehrabian e colaboradores propuse-
ram que o fluxo de liquido na zona de mescla poderia ser calculado usando a lei de Darcy para
fluxos em meios porosos. Em 1981, Rider e colaboradores publicam pela primeira vez, um modelo
onde se toma em conta o acople que existe entre as zonas de mescla e a zona liquida. Neste caso,
resolve-sem ao mesmo tempo a lei de Darcy, a equagao da energia e a LSRE na zona de mescla

Neste capitulo explicamos os principais mecanismos fisicos presentes na solidificacao de ligas
binarias. O capitulo come¢a com uma descricao do problema da cavidade, que nos ajuda a intro-
duzir a nomenclatura associado & solidificagao. Depois fazemos uma revisao dos aspectos fisicos
do fenomeno, prestando atencao ao diagrama de fases que permite descrever os estados da liga e
também determinamos as relagoes termodinamicas que permitem construir o modelo. Finalmente,
apresentamos os principios de conservacao considerados para derivar o sistema de equagoes que
usamos para modelar a solidificagao de ligas (binarias), detalhando as simplificagoes consideradas
para obter o modelo final.

Depois, descrevemos as técnicas numéricas usadas para determinar o sistema de equagdes (em
dimenséo finita) que permite calcular aproximagdes numéricas das variaveis envolvidas no feno-
meno de solidificagao. Em geral, as equagoes de conservacao que descrevem a solidificagao, sao do
tipo difusao-convecgao. Por isto, o capitulo comega com a descri¢ao da discretizacao desta equacgao
usando o método dos volumes finitos para o tratamento espacial e o método de Euler implicito para
o tratamento das derivadas temporais. Depois, descrevemos o algoritmo para discretizar as equa-
¢oes de Navier-Stokes. Neste trabalho consideramos o método SIMPLER em malhas co-localizadas,
onde todas as varidveis de interesse sao guardadas no mesmo noé computacional. A seguir, jun-
tamos as idéias anteriores para elaborar o algoritmo numérico usado na simulacao computacional
do fendémeno de solidificagao. Diversos experimentos numéricos documentados na literatura sao
apresentados para validar a implementacao computacional dos algoritmos.

Finalmente, sao enumeradas as principais conclusoes do presente trabalho e apresentamos fu-
turas linhas de trabalho.



CAPITULO 2
O MODELO MATEMATICO

Comecamos o presente capitulo apresentando um exemplo que serve para introduzir a nomenclatura
associada a solidificacao de ligas. A seguir, descrevemos os principais aspectos fisicos do fendémeno,
discutindo os diferentes principios fisicos usados e as simplificacoes consideradas. Finalmente,
fazemos um resumo do sistema de equagoes mateméticas consideradas no trabalho.

2.1 O problema da cavidade

Consideremos a seguinte situagao em duas dimensoes: temos uma cavidade de forma retangular
preenchida com uma liga em estado liquido, submetida a acao da for¢a da gravidade. Supomos
que a liga é binaria, isto é, a liga esta formada por dois componentes. O componente que estéd em
maior quantidade, chama-se solvente e o outro soluto . Juntos formam a solugao e a concentragao
¢é a propriedade que nos diz a proporcao de soluto na solugao.

Supomos que a concentracao inicial de soluto é homogénea. Supomos também que a mescla
possui uma temperatura inicial constante e superior a temperatura de fusao e que a mescla esta
em repouso. A seguir, o lado inferior da cavidade é submetido a resfriamento, entretanto que o
lado superior é mantido & temperatura inicial e os outros s@o isolados termicamente (veja a Figura
2.1). Nao é permitida a entrada e saida de soluto. O objetivo do experimento é estudar a evolugao
da concentracao de soluto dentro da cavidade. A solidificagdo da liga comeca no lado inferior
da cavidade. Este é o processo de transporte de calor: as regioes que estao perto deste lado da
cavidade, experimentam uma mudanca de fase, passando da fase liquida & sélida. A superficie que
separa estas fases, se chama frente de solidificagao e, em geral, é de forma irregular ou dendritica
no caso de solidificagao rapida. O crescimento do frente de solidificagdo é instéavel (veja a figura
2.1)

Por outro lado, lembremos que o fluido esté submetido a agao da gravidade. Se o gradiente de
temperatura é suficientemente grande, o processo de conveccao natural comecgara imediatamente.
Isto é o processo de transporte de momentum. Agora, pelas condi¢oes fixadas para o experimento,
o soluto é conservado, mas é conhecido que a solubilidade deste é menor no sélido que no liquido.
Logo, alguma parte do soluto é levado pelas correntes de convecgao do sélido ao liquido. Este
processo, que se apresenta na escala da cavidade, é conhecido como macrosegregacao. Também
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Figura 2.1: Lado esquerdo: Esquema do experimento da cavidade, mostrando um detalhe da
forma na que crescem as dendritas. A temperatura do lado superior (vermelho) é superior a do
lado inferior (azul) e nao é permitida entrada nem saida de soluto. Lado direito: Detalhe do
crescimento dendritico do cobre. Foto de Arnoldo Badillo.

¢é possivel que uma parte do soluto rejeitado do sélido seja capturado pelas ramas das dendritas
antes de ser transportado no interior da fase liquida. Isto origina a formagao de pequenos noédulos
de soluto altamente concentrado. Este fendmeno chama-se microsegregacao.

2.2 Aspectos Fisicos da Solidificacao

No presente trabalho consideramos o modelo para a solidificacao de uma liga binaria formada por
dois componentes: o soluto e o solvente. A deducao detalhada das equagoes que formar este modelo
sao apresentadas no trabalho de [Ahm95] e ndo serdo repetidas aqui. Agora, é preciso estabelecer
alguma nomenclatura e conceitos basicos.

A forma geométrica irregular do frente no caso de solidificacao rapida é complexa demais, pelo
que, na pratica é impossivel descreve-la totalmente (ainda numericamente, ja que é preciso um
grande custo computacional). Ao invés de calcular explicitamente a forma geométrica do frente,
tem surgido técnicas que usam volumes promédio para encontrar as equagoes de conservagao que
governam a solidificacao de sistemas (veja [NB91]). Nesta aproximagao, se faz uma ponderacao
sobre cada uma das fases das equagdes de conservagao para as variaveis de interesse (como tem-
peratura, concentracao, velocidade). O principio deste procedimento, é integrar as variéveis num
volume elementar, cada variavel na sua propria fase. O efeito deste procedimento é que a forma
final do frente desaparece e é substituida por uma zona de estado intermediario: entre solido e
liquido. Esta zona se chama zona de mescla, o ainda no inglés mushy zone.

Esta zona de mescla, nao é uma terceira fase e somente faz referéncia a uma regiao onde temos
coexisténcia (no nivel macroscopico) das fases liquida e soélida. No interior desta zona, a propor¢ao
de cada fase é dada pela funcao de fracao de sélido f,, que é uma fungao que indica a fragao de
matéria no estado soélido por unidade de volume. Também temos a fragao de liquido £; := 1 — £,
que indica a fracao de matéria no estado liquido por unidade de volume.

Para modelar o transporte de soluto na regiao de mescla, denotamos por ¢, a concentracao de
soluto no soélido e por ¢; a concentracao de soluto no liquido. Se consideramos que a velocidade
de difusao é infinita dentro de uma caixa isotérmica elementar localizada no interior da zona de
mescla (regra de nivel), entao as concentragoes liquida e solida sao constantes nessa caixa e assim,
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se define a concentracao media ¢ como
c=qf 4 cfs = (1 — £) + cofs. (2.1)

Esta decomposicao é importante, ja que, como anotado antes, o transporte de soluto no sélido
¢ menor em varias ordens de grandeza que no liquido. Isto é pela adveccao de soluto e a diferencga
da difussividade de massa.

Por outro lado, como a caixa é isotérmica, temos que # = 6, = 0,. No caso do momentum, a
parte solida da liga é suposta estética, isto é, vs = 0 e assim, a equacao de conservagao de momento
aplica-se a quantidade v = f;v;.

Observacgao 2.1 Pelo processo de ponderac¢ao, a derivacao rigorosa da equagao de conservagao
de momentum (veja o capitulo 2 da tese de [ |) entrega alguns termos diferentes para a
velocidade na zona de mescla. Por isto, tomou-se a decisao de simplificar a equac¢do de momentum
para obter uma equacao de Navier-Stokes modificada bem parecida a cldssica. Logo, v denota a
velocidade no liquido sem ponderacao pela fragao de solido.

2.2.1 O Diagrama de Fases

Supomos que o processo de solidificacao ocorre na presenca de equilibrio termodinamico. Neste
caso, fazemos uso do diagrama de fase (veja a Figura 2.2) para determinar o estado da liga. Para
o caso de uma liga binaria (de dois componentes), o diagrama de fase tem a forma ilustrada pela
figura 2.2.

Neste caso, o eixo coordenado horizontal representa a concentracao c e o eixo coordenado vertical
representa a temperatura 6. A temperatura 0 é a temperatura de fusao (na que o solvente puro
muda de fase) e a temperatura 0 ¢ a temperatura eutética. Por baixo desta temperatura nao tudo
esta no estado solido sem importar a concentracao.

O diagrama de fases também esta formado por duas curvas (veja a Figura 2.2): a curva de
liquidus:

Y 0g, 0] — Ry
6 —(0) = P(6—6p) (2.2)

e a curva de solidus:

Vs [0m, 0F]  — Ry
0 — 7s(0) = kv(0) (2.3)

onde P é uma constante negativa e k € [0,1] é o radio de segregacao. Estas curvas sdo tais que
vs(0F) = 7(0r) = 0 e 75(0) < 7(0) para todo 6 € [0g,0p). A concentracdo Cpmax := Vi(0g) se
chama concentragao eutética e em nosso modelo supomos que ¢ < v, (0g).

Dada uma temperatura 6 € [0, 0r|, a quantidade 7,(f) ¢ a concentragao de soluto para a qual
a liga liquida comega a solidificar e a quantidade v;(f) é a concentragao de soluto para a qual a
liga solido comega a se fundir. Usando o diagrama de fases obtemos que

C
P _ max 24
o Cmax (2.5)

Ca
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Figura 2.2: Diagrama de Fase em termos da concentracao c e a temperatura 0. A linha inclinada
vermelha é a curva de liquidus e a linha inclinada azul e a curva de solidus.

onde c4 = v5(0g).
Seja O := [0,7(0r)] x [0,00) C R% Usando as curvas de liquidus e de solidus podemos fazer
um divisao do diagrama de fases nos seguintes conjuntos:

Os = {(c,0) €O :c<~0)ebe€lp0r)}U{(cd)ecO:0<bg} (2.6)
Or = (1s(08), (k)] x {0k}, (2.7)
O = {(,0) €O :ce ((0),n0)]ebe(0p6r)}, (2.8)
Op = {(0,0p)}, (2.9)
O, = {(c,0) €O :v0) <ceb e (0p0r}U{(c) cO: <0} (2.10)

Dada uma temperatura 6 € (0g,0r), o diagrama de fases determina a concentragao de soluto
vs(0) onde a liga no estado sélido comega-se a fundir e a concentragao de soluto v,(#) para a qual
o liquido comeca-se a solidificar.

Seguindo a definicao dos engenheiros metalirgicos, a regiao de mescla corresponde a aqueles
pontos (¢, ) no diagrama de fase para os quais ¢ € [y5(6),7.(0)] e para os quais 6 € [0g,0r]. Em
cada um destes pontos (¢, 0) temos que ¢ = v,(0)(1 — £,) + 7s(0)fs,. Logo

c—(0) _a
75(0) = (@) a+b

onde a := () —ce b :=c—(0) (veja a figura 2.2). Naturalmente, a fracdo de solido é igual
a um na zona sOlida e é zero na zona liquida. Existem dois situacoes nas quais a fracao de sélido
¢ uma fungao multivaluada: quando temos mudanca de fase na presenca de concentracao nula e
temperatura de fusao (neste caso £5(0,0r) € [0,1]) ¢ quando 6 = 0. Neste caso

c—(0)
2 00) — 2 (0) 1}

£,(c,0) = (2.11)

fs(c,0p) € {

para 7s(0) < ¢ < 7(6).
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Usando os conjuntos definidos em (2.6)-(2.10), temos que

({1} en Og
c—n(b) 1
, em O
|:'73 GE - N QE) d
f.(c,0) € c— %(629 } em Oy, (2.12)
[0, 1] em Op
(10} em O,
para a fracao de soélido e
r% e OS
v(0g) em O
ale,0) =< v(0) em Oy (2.13)
0 em Op
c em Oy,

para a concentracao liquida.
Usando o diagrama de fases podemos estabelecer uma relagao entre a entalpia £, a temperatura
0 e a concentracao c. Esta relacao é dada pela seguinte equagao:

£=pC0 + (1 —£,)L, (2.14)

onde p é a densidade, C, o calor especifico e L o calor latente (que representa la energia que
necessaria para uma mudanca completa da fase de uma unidade de volume sujeita a temperatura
de fusdo e concentragao nula). Estas propriedades se assumem constantes.

A defini¢do dada em (2.12) para a fragao de sélido como uma fun¢ao multivaluada gera proble-
mas no sistema que modela a solidificagao no estado transiente, ja que, neste caso, todo o problema
tem que ser estabelecido em termos de fungoes de valor miltipla. Isto é originado pela dependéncia
da temperatura e da concentracao. De fato, quando consideramos a entalpia como uma funcao da
temperatura e da concentragao, ela nao é continua. Entretanto, se consideramos a temperatura
como uma func¢ao da concentracao e da entalpia, ela é uma funcao de Lipschitz. Logo, temos que
considerar a temperatura e a fracao de solido como dependendo da concentracao e da entalpia.

Supondo que as curvas de solidus e liquidus sao linhas retas, estas varidveis podem ser escritas
explicitamente em termos da concentracao e da entalpia. Esta nova fungao sera denotada como f.
Para encontrar a expressao que define f;, temos em conta o seguinte:

1. O grafico da fracao de solido £f5 no conjunto ), é uma superficie paramétrica em relagao a
0 e f,.

2. Os valores da fracao de solido na fronteira do conjunto de mescla Oy; podem ser deduzido
usando o valor desta na fronteira dos conjuntos sélido e liquido, exceto pelo conjunto Og. O
valor da fracao de solido neste conjunto pode ser encontrado sob a hipétese de que, quando
tivermos concentracao constante em Op, a variacao na fracao de soélido é proporcional a
varia¢ao na entalpia.
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A Figura 2.3 ilustra o diagrama de fases em termos das novas variaveis £ e ¢. Definindo § =
[0,%(0g)] x [0,00), os conjuntos S;,i = S, E, L, M escrevem-se como

Ss = {(c.6)eS : €< pChop}U

{(¢,€) €S : ¢ <(0r) y vs(08)(pCplr — E) > pC,(0F — 0E)c}, (2.15)
Se = {(¢.€)eS: E2pClpy (m(0r) —7:(0r)E€ < L(c—:(0k))}, (2.16)
S, = {(¢,€)eS : pCu(0F —O0r)c > v(0r)(pCpor + L — &)} (2.17)
Sy = S\ (SsUSpUS) (2.18)

Note que o ponto (0,0r) € Mop no diagrama de fase ¢ — 6 é enviado nos pontos (0,&) do
segmento {0} x [pCp0p, pCplr + L] C Sy do diagrama de fase ¢ — £.

PCoO, +L
[ lo:

PCpO;

Figura 2.3: Diagrama de Fase em termos da concentragao c e da entalpia &.

Neste ponto temos as variaveis ¢, E ,é e fs que estao relacionadas pelas seguintes equagcoes:
£ = pCh+(1—f)L, (2.19)
fo = £.(90), (2.20)

onde £, é dada pela equagao (2.12). O seguinte resultado diz a forma na que temos que selecionar
as variaveis livres ¢ e &.
Proposicao 2.1 Eristem duas fungoes fs: S — [0,1] e 0 : S — R, tais que
E = pCo(E &)+ (1 — fo(¢ &)L, (2.21)

f(¢.€) = [s(c.0(¢8)), (2.22)
para todo par (¢,€) € S.
Prova: As expressoes de 0 e f, como funcdes do par (¢,&) sdo facilmente deduzidas usando a
relagdo (2.21) exceto no conjunto Syp;. Neste conjunto, elas sdo obtidas invertendo a seguinte
funcao:

M:[0,1] x [0.,0r] — Su
(fsa‘g) = <C75) = (Ml(fmg)vMQ(fsae))?
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onde
M(z,y) = —POp+ (1 —7r)POpx+ Py—+ (r —1)Puzy, (2.23)
My(z,y) = pCpy+ (1 —x)L. (2.24)
onde P e r sao as constantes que aparecem na definigao das curvas de liquidus e solidus, equagoes
(2.2) e (2.3). Resolvemos agora a equagio £ = My(f,,0) para encontrar f,. Levando esta expressao

na equacgao 6 = M ( fs, ), a variavel 0 pode ser escrita como a rafz positiva da seguinte equacao
quadratica:

0 = a®+a1(E)y+ao(E) (2.25)
onde ¢ e € sdo parametros e

az = (T - 1)100177

al(€) = (L=r)(pCpbr + &) + 7L,
ao(¢,E) = —(rLOp + (1 —1r)E0p + EL/P)
Denotando esta raiz como 6 (¢, ) temos entao a seguinte expressao equivalente:
~ —9an(&
0, (¢ &) a0 (%) (2.26)

) + \/al — day(¢,E)as

Resumindo todo o anterior, a temperatura se define, em termos da concentracao e da entalpia,
como

E/pC, em Sg
0(c,€) = F em S (2.27)
0, (c,E) em Sy
(E—L)/pC, em S,
e a fragao de solido f, é dada por
1 em Sg
L—-&)/L
£, ) = (pCp0E + &)/ em Sg (2.28)
(pCpl1(c,E)+ L —E)/L em Sy
0 em Sy.

Tomando em conta as duas equagdes anteriores e a equagao (2.14), obtemos a seguinte relagao
entre a entalpia £, a temperatura 6 e a fracao de solido f:

E=pChi(c,E) + (1 — fi(c,E))L. (2.29)

2.3 Principios de Conservacao

Nesta secao usaremos os principios de conservacao do momemtum, de conservagao de massa e
conservacao da energia. O primeiro deles nos leva as equacoes de Navier-Stokes modificas; o
segundo complementa estas equagoes com a condi¢ao de incompressibilidade e nos leva a equagao
do soluto; finalmente, o terceiro nos entrega a equacao do calor.
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2.3.1 Conservacao do Momentum

Neste caso as equagoes sao validas fora da zona sélida, ja que o solido é suposto estatico. Obtemos
entao as equacoes de Navier-Stokes mais dois termos de forga que sao descritos a seguir:

1. A primeira é uma forca externa, denotada F'.(c, ). Esta forga toma em conta a influéncia da
gravidade no fluxo do fluido e deve-se as variagoes da densidade no liquido. Podemos entao
distinguir as seguintes dependéncias:

e A densidade depende da temperatura. Definimos o coeficiente de expansao térmico (3,
como

10V 10p
=—— =-Zt 2.
b= 750 p 00 (2:30)

onde V' é um volume de referencia, p é a densidade, e 0 a temperatura. Notamos que
para os metais, a densidade aumenta com a diminuicao da temperatura, e assim temos

que Gy > 0.
e A densidade depende da composicao. Definimos o coeficiente de expansao solutal
10V 1 0p
= —— = ——— 2.31
g V O¢ p O ( )

onde V e p sdo como antes e ¢; é a concentragao liquida. O signo de 3. depende de
qual seja o soluto, e que pode ser mas pesado ou mais leve do que o solvente e também
depende do raio de segregacao r, que pode ser maior ou menor do que a unidade. No
presente trabalho, supomos que k£ < 1.

Usando estes dois coeficientes de expansao, a aproximacao de Boussinesq diz que, para valores
de referencia da temperatura 6, e concentracao c,, fixos, temos que a densidade no liquido é
dada por

pr = pr(1+ B4(0 — 0) + Be(cr — )

onde p, = pi(0,,c.), ¢ uma densidade liquida de referéncia. Isto corresponde a uma lineari-
zacao da densidade liquida p; como uma funcao da temperatura e da concentragao ao redor
do ponto p;.

Usando o anterior e supondo que ps = p; = p, o termo da forga externa é:

Fe(C, (9) = pg = pr(l + ﬁ&(e - 67“) + ﬁc(cl - Cr))ga
onde g é a forca da gravidade.

2. A segunda é uma forca interna, denotada Fj(c,£). O termo que representa esta forga leva em
conta os efeitos da zona de mescla. Quando a liga solidifica em forma dendritica (veja figura
2.1) e supomos que nao temos movimentagao de graos, zona de mescla pode ser considerada
como uma estrutura soélida de dendritas, a traves das quais flui o liquido. Por tanto, esta
zona é modelada como um material poroso e opondo-se ao movimento do fluido. Podemos
entao usar a Lei de Darcy para meios porosos. Nesta lei, a velocidade media v = fjv;, é
diretamente proporcional ao gradiente das pressoes Vp e pode ser escrita como

K
v = ——Vp,
1
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onde K é a permeabilidade, u a viscossidade dinamica. Note que o fluxo do fluido entre
as dendritas depende muito da permeabilidade K que é uma funcao do empacotamento das
dendritas (e assim, da fragdo de solido f,) e sua orientagao. Varios modelos podem ser
aplicados. Neste trabalho usaremos aquele baseado na teoria de Kozeny e modificada depois
por Carman (veja | I, | |) : a permeabilidade pode ser expressa como uma fungao
da superficie do solido exposta ao fluido por unidade de volume de so6lido, Sy. Neste caso
resulta que

o 20 L E))

~180f(c, )2
onde d é 0 espago que existe entre as ramas secundarias das dendritas. Usando a lei de Darcy

e a relagao de Carman-Kozeny, tem-se que a forga interna é dada por

_ uCfie€)
Bl = Do~ ey

onde C' ¢é o coeficiente permeabilidade da zona de mescla. A validade de aplicagao da relagao
de Carman-Kozeny é bastante limitada devido & auséncia de dados de permeabilidades. Por
um lado, o modelo anterior tem sido validado experimentalmente para fracoes solidas de
valor alto, nao existem dados para regioes com fracao de solido pequenas pelas dificuldades
associadas com sua medicao.

Se p denota a pressao, temos entao a seguinte equacao de Navier-Stokes modificada:

d(pv)
ot

+V-(pv@wv)=V-(uVv) — Fi(c,0)v — Vp+ F.(c,0) , (2.32)
onde ® denota o produto tensorial.

Observacgao 2.2 O objetivo ao usar a aprorimacao de Carman-Kozeny € modificar as equagoes de
Navier-Stokes somando um termo de permeabilidade de tal forma que para fracoes de solido perto
de um (permeabilidade pequena), as equagoes de fluzo de fluido parecem com a equagdo de Darcy.
Por outro lado, para fragoes de solido iguais a zero (no liquido), temos que Fi(c,E) = 0, e assim
obtemos as equagoes de Navier-Stokes usuais.

FExiste outra possibilidade para obter um comportamento andlogo no fluxo do fluido. Dantzig, no
ano de 1989 [Dan/, propus uma formula¢ao melhorada baseada na viscosidade e assim modelar a
resisténcia que a liga liquida encontra na zona de mescla. Neste caso, toma-se a viscosidade como
uma fungao da fracao de solido, u = p(fs), de tal forma que p — oo quando fs — 1 e p —
quando fs — 0, sendo p; a viscosidade do fluido no liquido.

No presente trabalho nds supomos que a viscosidade € aquela no liquido: u(fs) = = p.

2.3.2 Conservacao da massa

Este principio entrega duas equagoes: A primeira é a condigao de incompressibilidade (que é uma
conseqiiéncia da aproximagao de Boussinesq e é valida em todo o dominio) e que pode ser escrita
como:

Vv =0. (2.33)
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Note que esta condi¢do nao permite a contracao da liga (mudangas no volume) ocasionada pelas
variagoes na temperatura.

A segunda, é a equacao do soluto. Neste caso usamos a lei de Fick para sua derivacao. Esta
equagao, que ¢é valida para todas as zonas, pode ser escrita como

% + V- (vVe¢ —nVe) =0, (2.34)

onde 7 é o coeficiente de difusao de soluto. O coeficiente 77 nao toma conta dos diferentes valores
da difusao do soluto nas fases solida y liquida, mas este valores sao muito pequenos e por isto os
efeitos da convecgao predominam acima dos difusivos e por isto é tomado constante.

Além disso, a concentracao liquida ¢ é igual a ¢ na zona liquida, ~;(f) na zona de mescla e nula
na zona solida. Como a velocidade é nula na zona sélida, a concentracao liquida, podemos defini-la
de qualquer forma ali (veja a seguinte secdo).

2.3.3 Conservagao da energia

Neste caso usamos este principio em conjunto com a lei de resfriamento de Fourier. Desta forma,
obtemos a seguinte equagao:

o€
5 + V- (pCpv -0 — kyVO) =0, (2.35)

onde kg é a conductividade térmica. O processo de convec¢ao somente transporta temperatura no
lugar da entalpia pelo fato de que nao permitimos transporte de graos livres: as dendritas solidas
permanecem fixas ao solido e nenhuma particula sélida é levada pelo fluxo & parte mais quente para
ser re-fundida. Se este processo for permitido, temos que levar em conta a convecgao da entalpia

(veja [VOIOT]).

2.4 Resumo do Modelo Matematico

Seja © € R%,d = 2,3 um conjunto aberto e limitado, com fronteira regular ) representando o
molde de solidificacao. Seja T > 0, um determinado instante de tempo. O sistema de equagoes
que modela a solidificagao de ligas sera pranteado no cilindro Q7 = (0,7) x Q, com fronteira
Y = (O,t) x 0f2.

Usando os subdominios definidos em (2.6)-(2.10), podemos definir cinco subconjuntos ou zonas
Q;(t),i=S5,E, M, F, L do subdominio 2 para cada tempo ¢ € (0,7") como segue

Qi(t) ={x € Q| (c(x,t),0(c(x,t),E(x, 1)) € O;} (2.36)

Na figura 2.4 estao ilustradas algumas destas zonas. Também apresentamos os interfaces soélido-
mescla, I',, e mescla-liquido, I',,,;. Também sao ilustrados outras éreas da fronteira 0f), as quais
serao de interesse para estabelecer alguns dos problemas do presente trabalho.

Definimos os conjuntos Q% e %, que denotam, respectivamente, os pontos de ) que sdo
liquidos ou de mescla para cada instante de tempo e os pontos de ) que sao solidos para cada
instante de tempo. Isto é:

mho— () € Q|x e\ Qg(t),t € (0,T)}, (2.37)
Q7 = {(z,t) eQ|x e Qs(t),t €(0,T)} (2.38)
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Figura 2.4: Esquema do molde de solidificacao, ilustrando algumas das zonas do molde, as interfaces

e areas da fronteira.

Por tanto, o problema de solidificagao completo é:

Encontrar um campo vetorial v : Q% — R? e os campos escalares p,&,c: Qr — R tais que as

seguintes equagoes sejam validas:

0
a—; + V- (vg(e,0) — DVe) = 0em Qr,
o0&
E + V. (pC’p'UG — K@V@) = 0Oem QT;
0
(5,)0:) +V-(pv@v—pVo) + EF(c,0)v+Vp = F.(c,0) em QF,
V-v = 0em Qy,
v = 0em Q7,
O modelo se complementa com a equagao (2.29) e as seguintes relagoes (veja | D:

Relagao 1. Uma relacao para calcular a fracao de soélido:

1 no soélido ,
fs = ¢ solucao da equagao (2.44) nao linear na mescla
0 no liquido

onde a equacao nao linear é

E-L+Lfs o 4+ mc
pCy Tl (=R

onde m ¢é a declividade da curva de liquido e k é o coeficiente de segregacao.
Relacao 2. Uma relacao para calcular a concentragao liquida:

G = 1/}(.]08)67

(2.39)
(2.40)

(2.41)

(2.42)
(2.43)

(2.44)
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onde a funcao 1 se define como

1 se fs =1,
)T
¢(f8) - m se fs c (0, 1)7
1 se f,=0.

Como a velocidade é nula no sélido, podemos definir a funcao concentragao liquida ¢; de forma
conveniente.

Além disso, temos que impor condi¢oes de contorno adequadas para a concentracao, a tempera-
tura e a velocidade (as quais dependem da fisica do problema) e condigoes iniciais obtidas a partir
do instante no qual o material fundido é colocado no molde de solidificacao. A figura

Observagao 2.3 Embora a relagio (2.11) defina a fragao de sdlido como fung¢ao da concentragdao
e da temperatura, para obter um algoritmo numérico adequado,é conveniente expressa-la como uma
fungao da entalpia e da concentragdo, como na relagao um. De fato, a equagdo nao linear (2.44) é
deduzida da sequinte forma: como ¢ = fscs+ (1 — fs)ap e s = reyg, temos que ¢ = fora+(1— fs)o =
(1= (1 —=7r)fs)c. Usando a equagio da curva de liquidus temos que

mc

1_(1_r>fs

onde m = 1/P. Por outro lado, colocando em evidencia a temperatura da equagio (2.14) e igua-
lando, se obtém a equagio (2.11). Este procedimento também justifica a defini¢ao da concentragao
liquida dada na relacao 2 na zona de mescla.

9 = 9F—|—mcl:9p—|—

Observacao 2.4 Notemos que o subdominio $2,,; e as interfaces Uy, Uy nao sao conhecidos a-
priori, 1d que dependem da concentracao c e da temperatura 6 o que traz uma dificuldade matemdtica
adicional para o estudo do problema. Uma alternativa para contornar esta dificuldade e que foi
usada neste trabalho, € considerar uma regulariza¢ao do problema (2.39)-(2.43) e que € obtida
modificando o termo de Carman-Kozeny na equacao de conservacao de momento. FEsta estratégia
nos permite escrever as equagoes do problema (2.39)-(2.43) em todo o dominio 2, permitindo assim
o cdlculo a posteriori do conjunto £, e das interfaces Ugp, U



CAPITULO 3

SIMULACAO NUMERICA DO
PROBLEMA DE SOLIDIFICACAO

O objetivo do presente trabalho é calcular solu¢oes numéricas aproximadas das equagoes que mo-
delam a solidificacao de ligas binérias. Para atingir este objetivo, vamos a descrever o tratamento
no tempo e espaco de cada uma das equagoes e seu acoplamento. Para isto, usaremos o método
dos volumes finitos. A principal razao desta escolha é o embasamento fisico deste método. Em par-
ticular, este método possui a propriedade da conservacao, que é muito importante nos fenémenos
governados por equagoes de transporte. Outra motivagao, é comparar os nossos resultados com
aqueles obtidos por outros autores usando elementos finitos.

Comecamos estudando o tratamento numérico da equagao de difusao-convecgao. Isto se justifica
pelo fato de que todas as equagoes do problema de solidificagao podem ser escritas neste formato.
Mais ainda, uma parte do algoritmo que permite aproximar o problema de solidificacao é baseado
no tratamento de leis de conservagao (veja a segao 3.3). Finalizamos o capitulo apresentando alguns
resultados numéricos que validam a implementacao computacional do algoritmo proposto.

3.1 A Equacao de Difusao-Convecgao

Iniciamos nosso estudo com a descri¢ao da aproximacgao numérica da equacao de difusao-convecgao.
Seja 2 C R?% d = 2,3 aberto e conexo com fronteira dS) regular e seja T > 0. A equacao de nosso
interesse ¢ a seguinte:

9(p9)
——+V-J=05, 3.1
ot (3:1)
valida em Q x (0,7). A funcao ¢ : 2 x (0,7) — R descreve a variavel que nos interessa aproximar
(temperatura, concentragao, etc), p é a densidade de massa, S pode-se interpretar como uma taxa
de geracao de volume ou termo fonte e J é o transporte da propriedade ¢ devido aos efeitos de

conveccao e de difusao e esta dado por:
J = pvo —I'Vo, (3.2)

17
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onde v :  — R? ¢ uma funcao de valor vetorial conhecida com componentes v;,i = 1,...,d tal
que V- v =0 e que descreve a velocidade do fluido e I' é o coeficiente de difusao.

A descrigao completa do problema se atinge mediante a prescricao de uma condigao inicial:
(x,0) = ¢°(x), onde ¢° : @ — R & conhecida, e condi¢des de contorno adequadas. No pre-
sente trabalho, consideramos condigoes de Dirichlet e/ou Newmann homogéneas: Sejam I'p e I'y
subconjuntos de 0f2 disjuntos e tais que I'p U 'y = 012, entao para todo ¢ > 0 temos que

Vo-n = h(x,t), Ve € I'y.

onde g e h sao fungoes conhecidas e n é o vetor normal exterior & [I'y. Resumindo, o problema de
difusao-convecgao é o seguinte:
Encontrar ¢ : [0, 7] x Q@ — R tal que

% +V: (pvp—TVe) = S, V(x,t) € Qr, (3.3a)
$(0,2) = ¢°x) vV € Q, (3.3b)
ot,x) = g(t,x), V(x,t) € Xp, (3.3¢)
Vo-n = h(x,t), V(x,t) € Xy. (3.3d)

onde ZD = FD X (O,T) (& EN = FN X (O,T)

3.1.1 Discretizacao Espacial: Volumes Finitos

Devido a que o problema de solidificagao involve o transporte de algumas varidveis, selecionamos
o método de volumes finitos para discretizar o problema (3.3)-(3.3). Uma das principais razoes é
que é um método conservativo, aspecto importante para a fisica do problema.

Geragao dos Volumes de Control

O primeiro passo, é a partigdo do dominio 2 em volumes finitos ou de controle (veja Figura
3.1), os quais denotaremos por Qp, P = 1,..., N, onde N é o numero de volumes de control. Os
volumes sao de forma poligonal e tais que se tomamos a interseccao de qualquer par, entao as
tnicas possibilidades para o conjunto que resulta sdo: o vazio, um ponto, uma aresta (em 2 e 3
dimensdes) ou uma cara (somente em 3 dimensoes). Além disso, temos que

N
Q= U Op.
P=1

A priori, nao temos nenhuma restri¢cao para escolher a forma geométrica dos volumes de controle
nem o seu tamanho, mas existem simplificagoes quando o dominio €2 é de forma retangular. No
caso bidimensional, escolhemos os volumes em forma de retangulo com lados paralelos aos eixos
coordenados e de tamanhos iguais ou nao (veja a Figura 3.2), ja no caso tridimensional, estes sdo
construidos na forma de paralelepipedo retangular com caras paralelas aos planos coordenados e
de tamanhos iguais ou nao (veja a Figura 3.3).
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No presente trabalho se assume que os lados (caso 2D) e caras (caso 3D) dos
volumes de controle sao paralelos aos eixos (caso 2D) e planos (caso 3D) coordenados,
respectivamente.

Agora temos que escolher os ndés computacionais, isto é, aqueles noés ou pontos de € onde
aproximaremos a variavel ¢. Uma pratica comum (adotada neste trabalho), é tomar o centro do
volume de controle como o n6é computacional. Este n6 o denotamos como xp (veja as Figuras 3.2
e 3.3). Para outras aproximacoes, veja | le| |.

Forma integral da Equacao

O segundo passo, é integrar a equagao (3.1) em cada um dos volumes de controle Qp. Usando o
teorema da divergéncia no segundo termo do lado esquerdo obtemos a seguinte igualdade:

/ de—i—/ J-nds:/ S dx, (3.4)
Qp at 8QP Qp

para P=1,... N e onde 02p é a superficie do volume de controle e m ¢ o vetor unitario normal
exterior ao elemento diferencial de area ds.

A equagao (3.4) contém integrais de volume e integrais de superficie que temos que aproximar.
Isto se faz em termos de ¢p(t), notagdo que usamos para designar uma aproximagao ao valor
de ¢(xp,t). Assim, obtemos uma equagido para cada volume de controle, formando assim um
sistema de equacoes de N equagoes e N incognitas. Naturalmente, neste procedimento temos
que incorporar adequadamente as condigoes de contorno. A seguir estudamos a descricao destas
aproximacoes.

Aproximagao das integrais de volume: termos temporal e fonte

A aproximacao das duas integrais de volume que aparecem na equagao (3.4) se faz usando a regra
do ponto médio, isto é, para todo t > 0 temos

(p9) N dop(t)
/ T x pl0p R0, (3.5)
/QSdX ~ [Qp|Sp(1), (3.6)

onde |Qp| é a area (volume em 3D) do conjunto 2p. Note que esta aproximagao somente faz uso do
valor (aproximado) da variavel ¢ no né «p, sem o compromisso de nenhum outro n6 computacional,

Figura 3.1: Fzemplo de uma particao para um dominio () rectangular em volumes de control.
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o que facilita sua implementacao computacional. Além disso, como todos os noés computacionais
estao no interior de €2, nao temos necessidade de fazer um tratamento especial para aqueles volumes
de controle que possuam um lado na fronteira 0f2.

Aproximacgao das integrais de superficie: A lei da poténcia

Descrevemos agora a aproximacao das integrais de superficie que descrevem no transporte da
variavel ¢:

/ J -nds = / (I'V¢ — pvo) - nds. (3.7)
oNp o0p

No caso bidimensional, estamos na presenca de uma integral de linha e no caso tridimensional de
uma integral de superficie. Nas figuras 3.4 e 3.5 ilustramos um volume de controle interno tipico,
(um volume Qp tal que 9Np NI = 0. O caso no qual Qp tiver intersecgao nao vazia com a
fronteira 02 do dominio 2 sera tratado mais adiante) e a nomenclatura usada no trabalho.

Note que 0Qdp = Uj 0Qp;, onde j = w,e,n,s no caso bidimensional (veja a Figura 3.4) e
j=0b,t,w, e, s,n no caso tridimensional (veja a Figura 3.5). Logo, a integral (3.7) pode ser escrita

como
J -nds = / J - nds (3.8)

Também temos que o vetor normal n coincide com algum dos vetores da base canonica, segundo
a superficie onde se esteja integrando.

Para explicar a aproximagao da integral de fluxo J, vamos considerar a situacao bidimensional.
A extensao a trés dimensoes é trivial. Também, vamos considerar somente a integral sobre a
superficie 0€2p.. O procedimento para aproximar as outras integrais ¢ analogo. Neste caso n = e;
e assim

= = _ 09(x, 1)
/89})76 J nds = /891;’E Jx(wmt) ds = /é)QRE (va<$,t)¢ I O ) ds. (39)

para todo t > 0. J, e v, denotam a componente do fluxo e da velocidade na dire¢ao de ey,
respectivamente. Usando a regra do ponto médio para aproximar a ultima integral em (3.9), temos

Figura 3.2: Ezemplo de uma particao para um dominio €2 bidimensional retangular ilustrando os
volumes de controle (volume cinza), os nés computacionais (pontos pretos) e as linhas de conexao
entre eles (linhas finas).
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Figura 3.3: Exemplo de uma particao para um dominio €0 tridimensional em forma de paralelepipedo
retangular ilustrando os volumes de controle e os nds computacionais (em cor azul).

o -

Ay

i AX s

Figura 3.4: Volume de controle interno em duas dimensoes.

que

[ ads = 0020 = 09 (sl 0o, ) - T2 )
0. -

onde [0€2p,| € a area da superficie 0Qp,.
Introduzimos agora os fluxos (locais) por conveccao (de massa) F, e por difusao, D,, da
propriedade ¢, cuja definicao é dada por:

F. = p|l0Qpe|v.(x.,t) (3.10)

I|09
D, = _Lo%ee] (3.11)
|z — zpl|
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Figura 3.5: Volume de controle interno em trés dimensoes ilustrando a nomenclatura e o tamanho
das arestas.

Podemos entao escrever a equacao anterior como

0¢ (e, t)

o (3.12)

/ Jods = |0Qpe|Ji(@e,t) = Foop(xe,t) — D
p,.

Além disso, definimos o ntiimero de Péclet (local) como a razao entre os fluxos convectivo e
difusivos, ou seja:

Pe ==, (3.13)

Na aproximacao da integral (3.12) temos que avaliar a variavel ¢ e sua derivada parcial em
relagdo & x no ponto x., (veja as figuras 3.4 e 3.4) que nao é um né computacional. Por tanto,
temos que usar estratégias de interpolacao. Uma vez feito isto para todas as caras d€lp; obtemos
a discretizacao da equagao (3.7) e que pode ser escrita como:

/ J nds= (lpép(t) —Zaanbj(t) (314)
op nb
onde o indice nb indica os nos vizinhos de xp (veja as figuras 3.4 e 3.5).

Como o termo difusivo é de tipo eliptico (ou seja, os efeitos se espalham em todas as dire¢oes
da mesma forma), podemos usar diferencas finitas centradas para aproximar a derivada parcial que
aparece em (3.12), isto é

0p(z., (1)) 9u(t) = dr(t)
O |ze —xp|

O que segue agora é procurar uma estratégia para aproximar o termo convectivo. Uma delas é
usar uma media aritmética simples (interpolagao linear) ou seja:

or(t) + ¢p(t)

o.1) :
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Figura 3.6: Ilustra¢ao do modelo "tube and tank’.

Este procedimento (chamado o esquema centrado) funciona muito bem quando o efeito da convecgao
é pequeno. Ainda mais, a aproximagao é de segunda ordem (veja | |). Por outro lado, quando
a convecgao é o fendmeno dominante (como no caso do transporte de soluto na solidifica¢ao), a
interpolacao linear nao é apropriada ja que podem aparecer oscilacoes na solucao numérica as quais
poderiam ser eliminadas com uma malha muito fina, o que certamente, nao é adequado pelo custo
computacional.

Motivados por isto, diversas estratégias de interpolagao tem sido propostas pela comunidade
cientifica, entre as mais populares temos:

1. O esquema upwind, introduzido no trabalho de Courant, Isaacson e Rees (veja | |. Neste
esquema, o valor da quantidade ¢.(t) é igual ao valor de ¢ no n6 do lado da cara “acima do
vento" (upwind, no inglés). Isto é

Ge(t) = ¢p(t), seF.>0, (3.15a)
Pe(t) = ¢u(t), sel.<0. (3.15b)
Este esquema ¢ baseado no modelo tank-and-tube (veja | ). Como ¢ apresentado na

Figura 3.6, os volumes de controle podem ser associados com tanques preenchidos de fluido,
que estd bem misturado. Este tanques estao conectados em por tubos curtos. O fluxo
pelos tanques representa conveccao e os muros dos tanques representam difusdao. Como o
fluido dentro dos tanques esta bem misturado, a temperatura deste dentro de cada um deles
é uniforme. Logo, é natural supor que o fluxo do fluido em cada um dos tubos possui a
temperatura do tanque situado na direcao contraria ao fluxo. Em geral, o fluido neste tubo
pode nao saber nada relacionado com o tanque no qual esta esvaziando seu contetdo, mas
pode levar toda informacao do tanque da onde provém o fluido.

Uma desvantagem deste esquema é que se apresenta o fendmeno de difusao falsa quando as
linhas de corrente do fluxo nao sao paralelas as linhas que definem os volumes de controle

(veja | D

2. O esquema hibrido que foi desenvolvido por Spalding (veja | |). Consideremos em pri-
meiro lugar, a seguinte expressao

exp(Px/L) — 1

0= b0t (P =1

(o1 — o) (3.16)

que é solucao de uma equacao de difusao-conveccao unidimensional estacionaria no intervalo

[O7L] e tal que ¢(0> - ¢07¢(L) - qu' Considerando ¢P7¢E € ”mE - .’L'PH €como qua ¢L € L7
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respectivamente, podemos usar (3.16) para determinar o fluxo J.. Desta forma obtemos
op — ¢r

eXp(P e) -1

Repetindo o mesmo procedimento para as outras caras, chegamos em expressoes similares.

Desta forma, obtemos que o coeficiente ag 4 dado por

E, F,
p— p— ;].
U (D) =1 (P —1 (3.18)

que é uma das expressoes do esquema exponencial. Vamos a estudar agora a variagao do
quociente ag/D, como uma func¢ao do nimero de Péclet P, . Neste caso

J,=F, (qsp + (3.17)

ap Pe

—_ = 3.19

D, eXp(P e) -1 ( )
A figura 3.7 apresenta esta variagao. Para P, positivo, o ponto F é o vizinho abaixo da
corrente e sua influencia diminui na medida que P. aumenta. Quando P. é negativo, F

coincida com o né vizinho acima da corrente e tem uma grande influencia. Note que
e Se P, — oo entao ag/D, — 0
e Se P, — —oco entdo ag/D, — —PF,
e Se P, =0 entao a declividade é ag/D. =1 — P,/2.
Estas linha retas estao ilustradas na figura 3.7. O uso de esta observacao é o que origina o

esquema hibrido:

—P, se P, < —2,
ag P,

Fe: I1-% se —2< P < -2, (3.20)
0 se P, > 2,
Usando uma notagao mais compacta temos
P
ap = D, max {—Pe, 1-— 2 0} (3.21)
. O esquema da , descrito no trabalho de Patankar (veja | |). Neste caso, o que se faz é

aproximar melhor a curva azul da figura 3.7, melhorando o comportamento de tipo exponen-
cial desta curva. De fato, a expressao que define este esquema para o coeficiente ap escreve-se
como:

—P, se P, < —10,
ap _ (1+0,1P)°—P, se —10<P. <0, (3.22)
D, (1-0,1P.)° se 0 < P, < 10, '
0 se P, > 10,
Em notacao mais compacta temos
5
ap = D, max {0, (1 - %’Fe‘) } + max{0, —F.} (3.23)

Esta é a técnica escolhida neste trabalho para aproximar as equagoes a serem
consideradas.
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Figura 3.7: Variagao do coeficiente ag em relagao ao niumero de Péclet. Apresentamos também os
casos limites.

Condigoes de Contorno

Quando alguma das superficies 9€2p; esta contida na fronteira do dominio (2, é preciso analisar a
expressao do fluxo J para calcular corretamente a integral (3.7) neste conjunto.

No caso de condicao de contorno Dirichlet: ¢(x,t) = g(x,t) parat > 0 e & € 0Qp; N I'p.
Temos que J = pv(x,t)g(x,t) — Ve, e assim, temos que aproximar as componentes do gradiente
de ¢. Um caminho para faze-lo, é usando diferencas finitas unilaterais. Por exemplo, se n = e; e
este vector estiver apontando para o interior do dominio €2, entao

0p _ ¢p(t) — g(@u,t) (3.24)

0r, |lzp — x|

Vo-n =

No caso de uma condi¢do de Newmann: V¢ -n = h(x,t) parat > 0e x € 0Qp; N['y. Neste caso
J-n = pv(x,t) n)p(x,t) — Th(x,t). (3.25)

E importante entdo, levar em conta o valor da velocidade para cada um dos pontos em 9. Em
geral se supoe que a velocidade respeita a condigdo de ndo deslizamento (no slip no inglés), o que
resulta em J -n = I'h(x,t) e assim a integral resulta em calcular uma integral de linha (superficie)
com integrando conhecido.

3.1.2 Discretizacao Temporal: O Método de Euler Implicito

Para cada n6 computacional &p, P = 1,..., N consideramos a fungao de valor real ¢p(t) definida
para todo t > 0 como a aproximagao da propriedade ¢ no ponto (xp,t). Podemos entao escrever
as equagoes (3.5), (3.6) e (3.14) como

dep(t)
dt

p|Qp| +apdp(t) = Y amdw(t) = [Qp[Sp(t), t>0 (3.26)
nb
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com condigao inicial ¢p(0) = ¢°(xp). Definindo para todo ¢ > 0 a funcao vetorial ®(t), que possui
como componentes sao ¢p(t), P =1,..., N tais que ®(0) = (¢p(0)) = (¢°(xp)), temos que resolver
um sistema de equagoes diferenciais ordinarias:

dd(t)

= = AWR@), >0 (3.27)

D(0) = (¢"(xp)). (3.28)

Para tomar conta disto, usamos o método de . Neste algoritmo escolhemos um passo de tempo
adequado At > 0 e para cadan =0, 1,2, ... definimos ¢, := nAt. O algoritmo inicia com o calculo
do vetor ®(0) e entao, para n > 1, calculamos as aproximagoes ®" de ®(¢,,) como

o — cpnfl

— = Ao (3.29)

Isto é um sistema de equagoes lineares que temos que resolver a cada passo de tempo e assim
calcular o vetor ®” para cadan =1,2,....

3.1.3 Sub-relaxacao e Sobre-relaxacao

Quando resolvemos iterativamente um sistema de equagoes lineares ou estamos fazendo iteracoes
para tomar conta das nao linearidades que podem apresentar as equagoes (como a Navier-Stokes,
veja a segao seguinte), é conveniente aumentar ou diminuir as variagoes da variavel dependente
de uma iteracao para a outra. Este procedimento se chama sobre-relaxagcao ou sub-relaxacao
dependendo se as variagoes sao aceleradas ou diminuidas. Em geral, a sub-relaxacao é usada com o
método de Gauss-Seidel o que origina o método SOR (Successive Over-Relaxation pela sua sigla no
inglés). Ja a sub-relaxacdo é muito usada para evitar divergéncia na solugao iterativa de equagoes
fortemente nao lineares.
Lembremos que a equagao (3.29) pode ser escrita como

appp = Z Anp@np + bp (3.30)

nb

Vamos supor que ¢% ¢ uma aproximagao conhecida de ¢. A equagao (3.30) pode ser escrita como

bp = > AnbPrb + bp
P -
o que é equivalente a termos
> b Anb®Pnb + bp
br = 4 (Lm0 g (3.31)

onde a expressao dentro do parénteses representa a variagao no valor ¢p gerada pela iteracao atual.
Esta variagao é modificada ao introduzir um fator de relazacdao a:

an AnpPrp + bp 0 )
— ¢p

ap

¢P:¢(1)D+Oé<
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ou ainda a a
P P 0
—op = Zb APy + bp + (1 — ap)gcpp (3.32)
n
Quando ¢p fica igual a ¢%, entdo estes valores de ¢ satisfazem a equagdo original (3.30). Se
a € (0,1) seu efeito é a sub-relaxagao, ou seja os valores de ¢p ficam proximos de ¢%. Se a é
pequeno estas variacoes sao pequenas. Se o > 1, temos sobre-relaxagao.

Em geral, ndo existe uma regra para escolher o melhor valor de o (embora no capitulo 7 do livro
do Péric e Ferziger, | | se apresentam alguns resultados experimentais). Este valor depende de
muitos fatores como a natureza fisica do problema, o niimero de nés computacionais, o espacamento
entre eles e o algoritmo iterativo usado.

3.2 As Equacgoes de Navier-Stokes

Por simplicidade na apresentacao, a exposi¢ao limita-se ao caso bidimensional. Denotamos por u
e v as componentes da velocidade na direcao dos eixos coordenados x e y, respectivamente. As
equagoes de Navier-Stokes modelam o fluxo de um fluido incompressivel e viscoso. Escritas na
forma conservativa, estas equagoes sao

@+V'(PU¢> = V- (uVg) =V - (pe;) + 5, (3.33)
Ve =0, (3.34)

onde ¢ = u parai =1, ¢ = v parai=2; v = (u,v) : [0,T] x 2 — R? & a velocidade, p ¢ a pressio,
it € a viscosidade dinamica e p, Sy sao como antes.

A equagao (3.33) é a equacao de conservagao do momentum e a condi¢ao de incompressibilidade,
equagao (3.34), é a equagao de continuidade, ou conservagao de massa.

Tomando

J¢ = p'UCb - [LVQb,
Qs = Sy —V-(pe:)
podemos escrever a equagao (3.33) no como uma equagao de difusdo-convecgao, onde o termo fonte

¢ dado por g, 0 que nos permite usar as mesmas técnicas apresentadas na segao anterior para
discretizar no espago a equagao (3.33). De fato, para um volume de controle Qp

Qy = / (Sp — V- (pe;)) dx = |Qp|Sy(xp) — / p(e;-m)ds (3.35)
Qp Qp oQp
Se as caras dos volumes sao paralelas aos eixos coordenados entao n coincide com algum e;: por

exemplo para ¢ = 1, pela regra do ponto médio temos que
/ ple;-m)ds = / pds = Ac(pe — puw) (3.36)
o0p o0p

onde A, = |y, =y,
Definamos A,, := A. e A, .= As = ||y, — y.||. Integrando a equagao de continuidade (3.34)
sobre um volume de controle 2p temos que

/ (V-v)dx = / v-nds & uA. — upAy + unA, —usAs =0 (3.37)
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3.2.1 Introducao

Quando queremos resolver numericamente as equagoes de Navier-Stokes aparece de forma natural
uma dificuldade: carecemos de uma equagao explicita para a pressao. Isto tem conseqiiéncias nas
técnicas usadas para resolver este sistema. Por um lado, se tentamos usar um método acoplado,
ou seja, as duas equagoes ao mesmo tempo, a restricao de incompressibilidade obriga a ter cuidado
na hora de calcular as componentes da velocidade nas caras do volume de controle e também no
algoritmo usado para resolver o sistema de equagoes que se origina, que é mal condicionado.

Outra alternativa, é usar algoritmos segregados, isto é, resolver uma equagao e depois a outra.
Este tipo de algoritmos podem ser divididos em duas categorias: baseados na densidade e baseados
na pressao. Na primeira categoria, a equacao de continuidade serve como uma equacao para a
densidade e a pressao ¢é calculada usando as equacgoes de estado e da energia. Embora esta técnica
funcione muito bem para os casos de um nimero de Mach! alto, no caso de ntimero de Mach
baixo e problemas de transferéncia de calor (que é caso dos problemas deste trabalho) esta técnica
experimenta um deterioro da taxa de convergéncia e fica instéavel. Por outro lado, as técnicas
baseadas na pressao, desenvolvidas originalmente para problemas de fluidos incompressiveis, tem
sido estendidas com sucesso para o caso de fluidos compressiveis.

A discretizacao das equagoes de Navier-Stokes resulta num conjunto de equagoes algébricas nao
lineares que tem que ser resolvidas numericamente. Para resolve-lo, temos duas alternativas: a
aproximacao direta e a aproximacao segregada. Na aproximacao direta, as equagoes de momentum
e de continuidade sao resolvidas de forma simultdnea. Nesta técnica temos garantida um bom
acoplamento entre a velocidade e a pressao. Porém, a quantidade de memoria computacional
requerida para armazenar os coeficientes do sistema é muito grande, e também, os problemas em
mecéanica dos fluidos sao nao lineares, pelo que uma estratégia iterativa tem que ser usada, gerando
custos computacionais adicionais. Na aproximacao segregada, os sistemas de equacoes para as
diferentes componentes da velocidade sao resolvidos seqiiencialmente usando uma aproximacao da
pressao conhecida. Porém, nao temos garante de que estas velocidades assim calculadas satisfazem
a equagao de continuidade (3.34), e assim é obrigagdo melhora-las. Devido a que a pressdo nao
possui uma equacao propria, como podemos melhorar a pressao de tal forma que a velocidade
melhorada cumpra com a equacao de continuidade? A resposta a esta pergunta aparece com o
processo de iteracao, onde podemos predizer uma velocidade que gradualmente vai satisfazendo ao
mesmo tempo, a equagao de momentum e a equacao de continuidade.

Na familia de métodos segregados, encontramos diversos métodos: O método de passo fraciona-
rio, o método de compressao artificial, o método da penalizacao e o método de correcao da pressao.
Um dos métodos que pertence a esta tltima familia, e um dos mais conhecido, é o método SIMPLE
de Patankar e do qual temos outros derivados como o SIMPLER, SIMPLEC, SIMPLEX.

No método SIMPLE, o autor faz uso da (staggered grid) (veja a figura 3.8 que ilustra a si-
tuagao em 2 dimensdes. A extensao a trés dimensoes é natural), que foi introduzida por Harlow
e Welch na década dos 70’s. Nesta malha, os nés computacionais usados para guardar os valores
da pressao e a velocidade sao diferentes. A principal vantagem desta malha, é que o acoplamento
entre a velocidade e a pressao pode ser garantido com sucesso. Desde entao a malha desencon-
trada tem sido muito difundida (ainda mais pelo trabalho do Patankar, | |). Porém, esta
malha é inconveniente para a implementagao de algoritmos em malhas em coordenadas curvilineas

!'medida de velocidade relativa que se define como o quociente entre a velocidade do objeto e a velocidade do
som no médio onde se movimenta o objeto
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Figura 3.8: Malha desencontrada em 2D. A figura ilustra os nos de cada uma das varidveis e 0s
volumes de controle: pressao (circulo preto, volume cinza), componente horizontal da velocidade
(triangulo azul, volume azul claro) e componente vertical da velocidade (triangulo vermelho, volume
amarelo).

ou nao-estruturadas, especialmente em problemas tridimensionais. Estas dificuldades sao muito
menores em , onde todas as variaveis sdo armazenadas no mesmo noé (veja a figura 3.9 para uma
ilustragao no caso bidimensional). O ponto critico no uso deste tipo de malha é: como eliminar
as dificuldades que aparecem quando fazemos o desacoplamento entre a velocidade
e a pressao? Na década dos 80’s, Rhie e Chow (| |) resolvem esta questao ao introduzir o
método de interpolagao de momentum (MIM pela sua sigla no inglés). Este método foi reformulado
por Péric (veja | |) e Majundar (veja | ). Depois, Majumdar (veja | |) e Miller e
Schmidt (veja | | fazem notar que o método de Rhie e Chow, embora elimine os modos esptirios
de pressao, possui a fraqueza de que a solugao é dependente, numa boa medida, de um fator de
sub-relaxacao. Por tanto, para fazer um calculo computacional eficiente e confiavel numa malha
colocada, temos que garantir os seguintes aspectos:

1. O algoritmo tem que evitar os modos esptrios da pressao (fenémeno do tabuleiro de xadrez)
2. O processo de solucao tem que ser independente de fatores de relaxacao
3. O algoritmo tem que ser suficientemente robusto.

Na seguinte secao, apresentamos a implementacao do método SIMPLER em malhas colocadas.

E bom mencionar, que os algoritmos apresentados neste trabalho foram implementados
também na malha desencontrada.

3.2.2 O Método SIMPLER para malhas co-localizadas

No método SIMPLER, comegamos com as componentes da velocidade conhecidas, calculados numa

etapa ou iteracdo anterior, tanto nos nés computacionais: u% e v%, como nas caras dos volumes
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Figura 3.9: Fxemplo de uma malha colocada em 2D, ilustrando um volume de controle tipico.

de controle: u(} e u(}. Logo, usamos as técnicas de aproximagao descritas antes na equagao (3.33),
para obter sua versao discreta para cada um dos noés xp:

—up = AnpUnp + bp + Ae(Py — Pe)p + —————apu 3.38
a, P Z bUnb T 0P (Pw — Pe)p o pPUp ( )
A equagao (3.38) ja tem incorporada o procedimento de relaxagao explicado antes. Os termos
(pw)p € (pe)p sdo interpolados linearmente. Por exemplo, para (p.)p temos:

(pe)p = fere+ (11— fopp

onde f. = ||[x. — ®yl||/(2]|xg — xp||). Expressoes andlogas a (3.38) podem ser encontradas para
a segunda componente da velocidade vp. Os termos de pressao ps e p, também sao calculados
usando interpolacdo. Da equagao (3.38) tiramos que

nb%n b uAe w ~— Ve
up = ay (Za blinb P) +(1—au)uop+a p p)P, (3.39)
ap P (ap)p
nbWn b uAe w ~ Ve
s = o, (Ea blnt P) L1 gl 4 QAP =P (3.40)
ap E (GP)E

Em malhas co-localizadas temos que eliminar os modos esptirios da pressao e assim calcular cor-
retamente a velocidade. Isto se consegue usando o mesmo formato empregado para calcular a
velocidade nos nés computacionais, equagao (3.38). Temos entdo

> Apptiny + bp
Ue = Qy
ap

auAe(pp — PE)
(aP)e

) + (1 — o )ud + (3.41)
e

O interessante da equacao (3.41) é que a diferenga pp — pp aparece como na malha desencontrada
e esta é a razao pela que o acoplamento entre a pressao e a velocidade pode ser garantido. Se
aparecem modos espurios na pressao, o uso da equacdo (3.41) para a velocidade nas caras do
volume de controle gera pseudo fontes ou sumidouros da taxa de fluxo de massa de cada um dos
volumes de controle, os que sao eliminados pela equagao de continuidade.



3.2 As Equacoes de Navier-Stokes 31

A seguir, definimos a pseudo-velocidade 4 e os coeficientes d.; como

@l = au{ﬁ<§:%www+bp) +(1—ﬁ9(§:mw%w+bp) }+(1—awug (3.42)

ap ap

1 1
def = {fem +(1- fe)m] ayAe (3.43)

por tanto, podemos escrever a equagao (3.41) como
u, = 4+ des(pp — pE) (3.44)

Em analogia & (3.41) para a velocidade na cara norte do volume de controle v,,, temos

A _
v, = (Z AnpUnb + bP) + (1 . CYU)U,g + Qy n(pP pN)
ap n (GP)n
= @2 + dnf(pp — pN) (345)

onde a pseudo-velocidade 9,, e o coeficiente d,,5 se definem de forma similar a . e dey.

Agora, substituimos as equagoes (3.44) e (3.45) na forma discreta da equagao de continuidade,
equagao (3.37), e obtemos assim a equacao que serve para calcular a pressao, que denotamos como
p*. Nesta equacao podemos incorporar um fator de sub-relaxacao «,. Por tanto, a equacao final
da pressao é

a 1l—«a
Lyt = E AnpPry + b + Lapp (3.46)
Qp Qp

onde
ap =ag + aw +ay + as,

ap = (Ad).f; aw = (Ad)yy; ay = (Ad)nf; as = (Ad)sy;
b= (0"A), — (0"A). + (1°A), — (2" A),,.

O seguinte passo, ¢ usar o valor de p* nas equagdes de momentum discretas, (3.38), e logo resolve-
las para obter as componentes da velocidade intermedidria, up,vp. Usando estes valores e os
da pressao p*, calculamos as componentes da velocidade nas caras u} empregando o método de
interpolagao de momentum modificada ou MMIM, e que foi apresentado por Majumdar e depois
estendido por Choi para fluxos transientes. Neste caso,

*:%(Z%%+&)+%&%—%)

’ ap (Clp)e T (1 o Ozu)ug - Qu [feu*E + (1 - fe)u*p] (347)

U

onde Bp = bp + () "} (1 — o, )apu’s. Expressoes similares calculam a componente vertical v7. Os
valores u e v} sao corrigidos para obter uma expressao que permite calcular as componentes da
velocidade u, e v,. O termo de corregao envolve a corre¢ao da pressao pp, e ¢ dado por

Ue = u: + dew(p/P - ng) (3-48)
Uy = U+ dnw<p§D - p?v) (3'49>
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Substituindo estas equagoes na equagao da continuidade discreta (3.37), obtemos a equagao que
permite calcular p':

appp = Z AnpPrp + b (3.50)

onde
ap =ag +aw +any + ag,

ap = (Ad)ef; aw = (Ad)wf; anN = (Ad)nf, as = (Ad)sf;
b= (u"A)y — (A + (vV'A)s — (V' A),.

Novamente, podemos usar um fator de sub-relaxacdo «,, para resolver a equagao (3.50).

Finalmente, corrigimos as componentes da velocidade nas caras, u, e v,, usando p’ e as equagoes
(3.48) e (3.49). Para corrigir as componentes da velocidade nos noés computacionais, up e vp,
usamos as seguintes expressoes

up = up+dp(p, —p,)p (3.51)
vp = vp+dp(ps —p,)p (3.52)

onde a pressao pode é interpolada linearmente e onde temos que

oty -yl awllme — @l
P (aP)P F (aP)P

3.2.3 Algoritmo SIMPLER em malhas colocadas

Os passos a seguir no algoritmo SIMPLER para malhas colocadas sao os seguintes:

Passo 1 Comecar com valores para as componentes da velocidade nas caras do volume de controle
0,0

e 0s n6s computacionais u?, v?, Up, Up.

Passo 2 Calcular os coeficientes da discretizagao da equacao de momentum e as componentes da
pseudo-velocidade Y, equacao (3.42), e v para determinar o termo fonte da equagao da
pressao, equagao (3.46), baseados nas componentes da velocidade nas caras dos volumes de
controle u}, v} e os nos computacionais u}, v).

Passo 3 Calcular os coeficientes d.r, equacao (3.43), e d,,y da equagao da pressao, equagao (3.46),
usando u§ e v}.

Passo 4 Resolver a forma discreta da equacao da pressao para obter a aproximacao ao campo de
pressoes p*

Passo 5 Usando p*, resolver as equagoes de momentum discretas para obter as componentes da
velocidade intermediéria up e vp.

Passo 6 Calcular as componentes da velocidade nas caras dos volumes de controle, u} e v}, usando
MMIM e os valores de up, v, p* e os coeficientes das equagoes de momentum discretas. Usar
os valores destas componentes para encontrar o termo fonte da equagao de corregao da pressao.
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Passo 7 Resolver a equagao de corregao da pressao, (3.50), para obter os seus valores p’

Passo 8 Corrigir as componentes da velocidade nas caras dos volumes de controle usando as
equagoes (3.48) e (3.49) e corrigir as componentes da velocidade nos nés computacionais
usando as equagoes (3.51) e (3.52).

Passo 9 Resolver as equagoes discretas para outras variaveis escalares se for o caso

Passo 10 Voltar ao passo 2 e continuar até atingir convergéncia.

3.2.4 Experimentos Numéricos I: Fluxo numa cavidade quadrada

Este é um problema padrao e bem documentado na literatura que serve como teste para verificar
a implementagao de programas computacionais que resolvem a equagao de Navier-Stokes (veja por
exemplo, | lel |). Neste caso, trabalhamos com a versdo adimensional das equagoes de
Navier-Stokes

u —vAu+ (u-Viju+Vp = f,
V-u = 0,

1
onde v é a viscossidade cinemaética do fluido e temos que v = —, sendo Re o ntumero de Reynolds.

As equagoes anteriores sao vélidas numa cavidade quadrada ©Q = (0,1) x (0,1). Supomos que nao
existem forgas agindo no fluido, ou seja f = 0. O fluido é suposto inicialmente em repouso (u = 0
e p=0)e parat > 0, supomos que é aderente em todas as paredes da cavidade, u = 0, excetuando
a parede superior, onde supomos uma velocidade imposta u = (1, 0).

Na figura 3.10 apresentamos os graficos do campo de pressoes e das linhas de corrente para
um fluido com Re = 1000 e para ¢t = 20, usando uma discretizagao de 80 x 80 volumes finitos. O
tamanho de passo temporal usado foi de At = 0,02. Estes parametros foram usados para capturar
a formacgao dos dois vortices nos extremos inferiores da cavidade.

Em todos os casos, os experimentos foram rodados num Laptop Toshiba satellite, com proces-
sador intel centrino de 1,86 GHz, 512 Mb de memoria RAM e 80 Gb de disco duro. Os programas
usados para obter os resultados foram escritos em Matlab ((©), Mathworks) e os graficos foram ge-
rados com Tecplot ((©), Amtec). Os parametros de relaxagao para resolver as equagoes de momento
e da pressao foram:

ap=0,7, a,=a,=0,5,

respectivamente. Além disso, o sistema foi resolvido até que a diferenca na norma L*> de duas
aproximacoes consecutivas foi menor do que 1073,

3.2.5 Experimentos Numeéricos II: Conveccao natural

Neste experimento, incorporamos ao fluxo do fluido a variacao de temperatura. Este é outro
problema bem documentado na literatura (veja por exemplo | |) que é usado para verificar
a implementagao de algoritmos numeéricos.

O fluido segue sendo incompressivel e supomos que as variagoes da densidade de massa em
relagao das varidveis espaciais e do tempo sao deprecidveis e, por isto, podem-se ignorar. Exceto
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Fluxo numa cavidade com parede deslizante. Re=1000

Figura 3.10: Navier-Stokes: Fluzo numa cavidade com tampa deslizante. Re = 103, tempo — 20
seq. Desenho das linhas de corrente e das linhas de contorno da pressao. Nata-se a formacao de
vortices nas esquinas inferiores da cavidade, aspecto tipico deste problema.

aqueles ocasionados pelas mudancas de temperatura e dependem linearmente desta. Além disso,
supomos que a viscosidade e a condutividade térmica nao mudam com as varia¢oes na temperatura.
Consideramos o problema estacionario. As equagoes sao as seguintes

1%
——Afd Vo =
Pr +u-V 0

—\/%Au+(u-V)u+Vp = 0k,
V-u = 0,

onde 0 ¢ a temperatura do fluido, U a velocidade, p a pressao, k = (0, —1), v é a viscossidade, Pr
¢ o numero de Prandtl dado por

v

Pr=-—

K

onde k é a condutividade térmica e Ra é o niimero de Rayleigh dado por

Ra = —
KV
Nas figuras 3.11, 3.12 e 3.13 apresentamos os resultados para Pr = 0,71 e os numeros de Rayleigh
Ra = 103,10*,10°. Em todos os casos, os experimentos foram rodados num Laptop Toshiba
satellite, com processador intel centrino de 1,86 GHz, 512 Mb de memoria RAM e 80 Gb de disco
duro. Os programas usados para obter os resultados foram escritos em Matlab ((©), Mathworks) e
os graficos foram gerados com Tecplot ((©), Amtec).
Em cada caso, se considerou uma discretizagao de 40 x 40 volumes finitos. tomamos os seguintes
parametros de relaxacao para resolver as equacoes de momento, da pressao e da temperatura:

ap=0,7, a,=a,=ay=0,5,
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respectivamente. Além disso, o sistema foi resolvido até que a diferenga na norma L*> de duas
aproximacoes consecutivas foi menor do que 107°.

Temperatura e Linhas de Fluxo.

Figura 3.11: Convec¢iao Natural numa cavidade quadrada. Pr = 0,71, Ra = 103. O grdfico ilustra
o campo de temperaturas e algumas isotermas (linhas em preto). Também sao ilustradas algumas
linhas de fluzo (linhas brancas).

O sentido do fluxo vem dado pelo sinal do coeficiente de expansao. Neste caso, ele é negativo e
assim, temos fluxo no sentido contrario aos ponteiros do reldégio. Notamos a influéncia do aumento
no nimero de Raileigh nas curvas de nivel da temperatura (isotermas): o termo convectivo comega
a ser dominante no fenémeno.

3.3 As Equacoes de Solidificacao

Nesta secao vamos a aplicar as idéias apresentadas antes ao problema de solidificacao apresentado
na se¢ao 4 do capitulo 1. Lembremos que neste problema temos que resolver quatro equagoes dife-
renciais parciais, que sao complementadas com algumas relagoes termodinamicas junto a condigoes
de contorno e iniciais.

As equagoes (2.41) até (2.43), s@o equagdes do tipo Navier-Stokes, onde temos um termo de
forga (externa) dado por F.(c, ) e outro termo de for¢a interna dado por Fj(c, #)v. Além disso, as
equagoes sao validas somente naquelas regides do molde que nao sao sélidas (onde a velocidade é
suposta nula). Isto gera o primeiro inconveniente na hora de tentar gerar um algoritmo numeérico
para resolver as equagoes do nosso interesse: a priori, nao conhecemos o conjunto onde vamos
resolver as equacoes. A forma adotada neste trabalho para resolver este inconveniente, foi modificar
o termo da forga interna: se € > 0 ¢ pequeno (da ordem de 107>, entdo tomamos consideramos a
funcao

COf 3,2 ('7 )

(1= [l )+
)

A conseqiiéncia deste truque (veja o capitulo seguinte) é que agora as equagoes de momentum

Ff(c,0) =

7
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Temperatura e Linhas de Fluxo.

Figura 3.12: Convecgdo Natural numa cavidade quadrada. Pr = 0.71, Ra = 10%. O grdfico ilustra
o campo de temperaturas e algumas isotermas (linhas em preto). Também sao ilustradas algumas
linhas de fluzo (linhas brancas).

sao validas em todo o molde, e se f; = 1, entao a funcao F; assome valores altos, o que obriga a
velocidade a tomar valores muito pequenos.

O outro aspecto que temos que levar em conta, é que as equagoes (2.39) e (2.40) envolvem,
cada uma delas, duas variaveis. Assim, (2.39) envolve a concentragao liquida no termo convectivo
e (2.40) envolve a entalpia no termo temporal. A idéia, é ter um algoritmo baseado no método
SIMPLER para resolver as equacoes de momento em primeiro ligar, e depois, de posse com o valor
das compoentes da velocidade, resolver as outras duas equacoes. Temos entao que decidir qual é a
variavel principal nas equagoes (2.39) e (2.40).

Isto se faz usando um procedimento que faz o desacoplamento da concentracao e da concen-
tragao liquida na equagao (2.39) e da temperatura e entalpia na equagao (2.40). Para descrever o
procedimento, consideremos a equagao diferencial parcial genérica

0

8—1‘ V- (nFi (1) — asVF (1)) = 0, (3.53)
onde «q,ay sdo constantes conhecidas, v a velocidade tal que V- v = 0 e F(u) uma fungao
conhecida. A equagao (3.53) é complementada com condigoes de borde e iniciais adequadas. Se A

¢ uma constante real, podemos escrever entao
F(u) = M+ F(u) — A, . (3.54)
Desta forma, considerando a fun¢ao G(u) = A\u — F(u), a equagao (3.53) pode ser escrita como

% + v - V(au) — MaeVu) = v - V(a1G(u)) = V- (a2 VG (u)), (3.55)

Agora, tomamos At > 0 como um tamanho de passo temporal suficientemente pequeno e avaliando
os termos do lado esquerdo no tempo t"*!, e os termos do lado direito no tempo anterior, ¢, obtemos
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Temperatura e Linhas de Fluxo.

Figura 3.13: Convecgdo Natural numa cavidade quadrada. Pr = 0.71, Ra = 10°. O grdfico ilustra
o campo de temperaturas e algumas isotermas (linhas em preto). Também sao ilustradas algumas
linhas de fluzo (linhas brancas).

um esquema numérico baseado na idéia de splitting de operadores no tempo, ou seja

n+1 n

u"tt —u
At
Agora usamos as idéias anteriores para as equagoes (2.39) e (2.40). A primeira delas, pode ser

complementada com uma equagao que relaciona c e ¢; (veja a Relac¢@o 2, na se¢ao 4 do capitulo 1)
dada por

+ A" - V(e u"h) — MapVu") = v - V(o G(u™)) — V - (e VG (u™)), (3.56)

¢ = o(f.)e. (3.57)

Neste caso, tomando u = ¢, F(u) = ¢;, a1 = 1, as = D e A = 1 temos que a discretizagdo no tempo
das equagoes (2.39) e (3.57) fica como

Cn+1 —c"

—g T " -V -V (DY) = 0" V(" — ) - V- (DV(c" — ),

G = w(fre,

(3.58)

Na segunda, pode ser complementada com uma equagao que relaciona £ e 6 dada por a equacgao
(2.14). Neste caso, tomamos u = &, F(u) = B(€) = 0, a; = pC,, az = kg e A = 1/(pC,) temos
que a discretizagao no tempo das equagoes (2.40) e (2.14) fica como

pCp(Yn-‘rl _ en)

+ pCpu™ - VY™ — ¥ . (kg VY = 0,

At
EMHL = En 4 pCy (Y — g, (3.59)
gt — [ 4 Lfr+

071-1—1 — ,
pCyp

onde Y é uma variavel intermediaria que aproxima a temperatura. Note que se temos convergéncia,
entao Y™ — 0" e assim £" — £,
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3.3.1 Algoritmo

Baseados nas ideais apresentadas antes e aquelas apresentadas na tese do Ahmad, temos o seguinte
algoritmo que serve para resolver as equacoes que modelam a solidificacao de ligas binarias:

1. A discretizacao espacial é feita usando volumes finitos,

2. Mudanga na ordem de célculo das variaveis: primeiro resolvemos as equagoes de Navier-Stokes
e depois as outras variaveis, comecando pela entalpia,

3. Em cada passo de tempo iteramos até que a convergéncia for declarada,

4. Nos resolvemos as equagoes de Navier-Stokes em todo o dominio €. Isto se faz adicionando
uma constante € > 0 suficientemente pequena ao denominador na forca interna de Carman-
Kozeny: 1 — f, é trocado por 1 — f, + €.

No algoritmo descrito logo mais, S o vetor que guarda as variaveis do problema de solidifica-
cao, ou seja, S = [v°, &, ¢, a, fs,0] onde v ¢ a velocidade ([m/s]), € a entalpia ([J/(sm?)]), ¢ a
concentragao ([%]), ¢; a concentragao liquida ([%)]), fs a fracao de solido ([——]) e 6 a temperatura
([C]). O seguinte & o algoritmo:

Passo 0. Parametros do problema Seja ¢ > 0 e tol > 0 suficientemente pequenos. Escolha o
incremento no tempo At > 0 e o nimero de passos N final-

Passo 1. Inicializagao das variaveis Usando as condicoes iniciais, definimos S°.

Paran =1,2,..., Ngina calculamos S™ seguindo os passos 2 até o 7.

Passo 2. Inicio das iteragoes internas Tomamos ng := n e definimos §™ = S").

Para k = 2,3, ... até convergéncia, calcular as componentes do vetor §"* seguindo os passos
3atée7

Passo 3. Calculo da velocidade e da pressao Usamos o algoritmo SIMPLER em malhas co-
locadas para calcular aproximacoes da velocidade v™ e da pressao p™*.

Passo 4. Calculo da entalpia Calculamos a variavel auxiliar y™* via

pCp(y™ — y")

At =V (kgVy™ — pCpo™y™) = 0 (3.60)

e logo usamos a seguinte equagao para calcular £

EM = M1 4 Oy (YE — O, (3.61)

Passo 4. Calculo da concentragao Calculamos uma aproximacao da concentragao ¢ via

(e =)

Az + V- (™™ —pVE™) = V- (0™ (¢ = ¢*7) = DV(c™ = ¢*7)) (3.62)
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Passo 5. Calculo da fragao de sé6lido Calculamos uma aproximagao da fracao de solido fI'*
usando a relagdo 1 mencionada no final do capitulo um, ou seja

1 se (EpF,cp) €S,
fap = { solugdo da equagdo nao linear(3.63) se (EpF, ) € M,
0 se (EpF,cp) e L,

onde os conjuntos S, M, L sao obtidos ao escrever o diagrama de fases (2.2) em termos da
entalpia £ e a concentracao ¢ (veja o capitulo um). A equagao nao linear é

EF — L+ Lz mey
£~ = 4, +—LE 3.63

pC * 1—(1—-k)z (3.63)
onde m é a declividade da curva de liquidus, « é o radio de segregacao e z = fI's.

Passo 6. Calculo da concentragao liquida Calculamos uma aproximacao da concentracao li-
quida ¢ usando a relagdo 2 mencionada no capitulo um, ou seja

b = V(e (3.64)
onde a funcao 1 se define como
1
- se fop =1,
n 1
V(fp) = ™, e (0,1
P T S 00
1 se fop =0.

Passo 7. Calculo da temperatura Calculamos uma aproximacao da temperatura 0™ via

Epf = L+ Lf%

O =
r pCy

Passo 8. Verificagao da convergéncia Se o erro relativo dado por

8™ = 5™l _

o tol (3.65)

faga n =n + 1 e va até o passo 2. Caso contrario, faca k = k + 1 a vai até o passo 3.



CAPITULO 4

RESULTADOS NUMERICOS

Antes de apresentar os resultados obtidos nos experimentos numeéricos realizados, faremos algumas
observagoes relacionadas com o desenvolvimento das ferramentas numéricas usadas para modelar
a solidificagao, em particular, a macrosegregacao e sua implementagao computacional.

Experiéncias numéricas foram feitas usando o §—esquema que aparece no trabalho de Glo-
winski e Pironneau [(P], tomando § = 1—1/+/2 que é o valor 6timo segundo os autores. Neste
algoritmo temos que resolver um problema de tipo Stokes e dois de tipo difusao-conveccao.

Foram testados diversos parametros de relaxagao para resolver as equagcoes de conservagao
(momentum, energia e soluto) e a equagao da pressdo. Um aspecto que frustrou ao autor, é a
pouca literatura relacionada com a escolha 6tima deste parametro (que é fundamental para a
convergéncia dos algoritmos): em geral depende do problema e é escolhido de forma heuristica.
O livro de Peric e Ferziger | | faz alguns experimentos numéricos para determiné-lo no
caso do problema da cavidade com tampa superior deslizante.

Embora nao sejam reportadas, experiéncias numéricas relacionadas com conveccao de Rayleigh-
Bénard e com difusao dupla foram feitas. Isto com o objetivo de testar a boa implementacao
dos algoritmos com outros problemas mais simples do que o problema de solidificacao.

As equacgoes de Navier-Stokes modificadas forma resolvidas em todo o dominio €2. Para
isto, foram testadas duas aproximacoes que forma descritas no capitulo 1: uma baseada na
viscossidade e a outra modificando o termo da forca interna. Esta tltima foi a adotada neste
trabalho devido que é a mesma metodologia usada no capitulo onde demostramos a existéncia
de solugoes fracas.

O algoritmo usado para resolver o problema de solidificacao também foi implementado usando
o método dos volumes de controle baseado em elementos (veja | |, | |, | D,
[ I, | I, 1 |, | | e a revisao feita pelo Baliga em | |). Este método oferece
a flexibilidade geométrica do método dos elementos finitos e a propriedade de conservacao do
método dos volumes finitos. Agora, como os experimentos foram feitos em cavidades retangu-
lares e nao estamos fazendo refinamentos adaptativos, é suficiente com o método apresentado
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antes. A escolha de malhas colocalizadas, embora um pouco mais cara computacionalmete
pelas interpolacgoes que precisam serem feitas, foi adotada para facilitar a manipulacao de

indices na implementagdo, o que é dificultoso no caso da malha desencontrada (staggered
grid).

e Como antes, todos os experimentos foram rodados num Laptop Toshiba satellite, com pro-
cessador intel centrino de 1,86 GHz, 512 Mb de memoria RAM e 80 Gb de disco duro. Os
programas usados para obter os resultados foram escritos em Matlab ((©), Mathworks) e os
graficos foram gerados com Tecplot ((©), Amtec).

e Os seguintes foram os parametros considerados em ambos experimentos para relaxar e resolver
as equagoes de momento, da pressao e da temperatura, respectivamente:

ap=0,7, a,=a,=ay=0,5,

Além disso, o sistema foi resolvido até que o maximo valor entre a diferenca na norma L de

duas aproximagoes consecutivas e a do divergente discreto da velocidade, foi menor do que
1076,

e Virias experiéncias numéricas foram feitas para explorar a influéncia nos resultados do para-
metro € usado para modificar a funcao Fj(c,#). Chegou-se a conclusao que o valor 1072 nao
altera consideravelmente os resultados e além disso, evita possiveis instabilidades numéricas
no caso em que f, esta perto de 1.

e Em ambos experimentos, consideramos um passo temporal de At = 0,1. Além disso, Usou-
se uma malha de 60 x 36 volumes no primeiro experimento e uma de 72 X 24 no segundo.
Os parametros fisicos usados, sao aqueles da tabela A.1do apéndice A, exceto no segundo
experimento donde tomamos

pw=0,00127, 6=8x10"", [3.=—0,42.

Nossa principal referencia nesta parte é a tese do Ahmad, | |]. De fato, nas segoes que
seguem, nos tentamos reproduzir os seus resultados usando as ferramentas desenvolvidas nas se¢oes
precedentes. Diversas diferencias surgiram, as quais serao comentadas, procurando explicar a sua
origem.

Observacgao 4.1 No seu algoritmo, Ahmad usou elementos finitos, métodos streamline para o
tratamento dos termos convectivos. Também usou penalizagdo na pressao para o tratamento da
condi¢ao de incompressibilidade (de fato, considerou o elemento Q1 x Py). Além disso, para avangar
desde um nivel de tempo para o outro, ele nao usou iteragoes internas.

4.1 Experimentos Numéricos I: Gradiente horizontal da den-
sidade

Em primeiro lugar, apresentamos resultados relacionados com um problema estudado experimen-
talmente por Hebditch e Hunt em | |. Neste experimento, considera-se uma cavidade de 10
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Figura 4.1: Solidificacao:

Temperatura e velocidade. t = 205 seg.
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Figura 4.2: Solidificagao:

Concentracao e velocidade. t = 205 seg.
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Figura 4.3: Solidificacao: Fracao de Solido e velocidade. t = 205 seg.
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Figura 4.4: Solidificagao: Densidade e velocidade. t = 205 seg.
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cm por 6 cm e com uma profundidade de 1.3 cm. Devido a fineza da cavidade, nos consideramos
uma situagao bidimensional.

Na cavidade verteu-se uma liga de chumbo (Pb) e estanho (Sn) inicialmente liquida, em repouso,
com uma concentracao inicial de estanho de 48%. Supomos que nao entra nem sai soluto da
cavidade e que o fluido se adere as paredes da cavidade. Além disso, os lados da cavidade sao
isolados termicamente, exceto no lado esquerdo, onde a temperatura é diminuida segundo a relacao

0(t) = 6, — 0, 05t

onde t é o tempo (medido em segundos) e 6y é a temperatura inicial da liga. Neste caso, 6y =
Oy + mey, onde cg = 0,48, 0, é a temperatura de fusao e m ¢é a declividade da curva de liquidus
(veja a tabela A.1 no apéndice A).

A solidificagdo comega entao, no lado esquerdo da cavidade. Uma vez comegamos a diminuir
a temperatura neste lado, o fluido comeca a se movimentar devido a aparicao de um gradiente
horizontal de densidade e também pela conveccao térmica. Como foi comentado no capitulo 1,
uma parte do soluto é rejeitado do frente de solidificacdo e levado pelo fluxo do liquido (por
convecgao) para o lado direito. Dependendo do sinal do coeficiente de expansao de soluto 3., os
gradientes de temperatura e de soluto geram movimentos que se opoem ou se somam, gerando um
gradiente horizontal de densidade que sustenta o movimento.

Nas figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 apresentamos os graficos da temperatura, concentragao, fracao
de solido e densidade no tempo t = 205seg. Cada um deles ilustra também as linhas de fluxo
(corrente) do fluido. A tabela 4.2 faz o resumo daquilo que ¢ ilustrado em cada gréfico.

Variavel Tempo: ¢t = 205seg | Tempo: t = 405seg | Tempo: t = 765seg
Concentracao Figura 4.2 Figura 4.6 Figura 4.14
Densidade Figura 4.4 Figura 4.8 Figura 4.16
Fracao de sélido | Figura 4.3 Figura 4.7 Figura 4.15
Temperatura Figura 4.1 Figura 4.5 Figura 4.13

Tabela 4.1: Resumo dos resultados apresentados para a liga Pb — 48%Sn para o caso de gradiente
vertical de densidade.

A seguir, apresentamos também algumas figuras que ilustram a evolugao do frente de solidifi-
cacao da liga.

4.2 Experimentos Numéricos II: Gradiente vertical da densi-
dade

Este segundo experimento, é de fato, aquele descrito no inicio do capitulo 1. O objetivo deste
experimento é simular a formacao das chaminés de conveccao e a sua evolugao. Estas chaminés sao
apontadas hoje como as grandes responsaveis pelos defeitos de solidificacao, ou freckles. Determinar
as condicoes sob as quais formam-se estas chaminés, é um problema de grande importancia pratica
na industria, ja que os efeitos ocasionados por eles poderiam serem corrigidos e assim obter um
bom produto (veja a figura 4.17)
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Figura 4.5: Solidificacao: Temperatura e velocidade. t = 405 seg.

Uma das dificuldades na predigao de chaminés, é que praticamente todas as ligas metalicas
sao opacas, o que dificulta sua observagao. Além disso, é dificil fazer medic¢oes de, por exemplo,
temperatura ou concentragao no interior das amostras sem alterar o sistema. A simula¢ao numérica
entao pode contribuir fortemente no entendimento dos processos fisicos que ocorrem durante a
solidificagao direcional e que originam os freckles. De fato, hoje existem varios c6digos comerciais
que simulam a solidificacao de ligas metélicas, mas sua grande desvantagem continua sendo o custo
e, a0 serem pagos, ¢ quase impossivel testar variantes dos algoritmos e tentar introduzir alguma
mudanca neles.

A situagao fisica do experimento ¢é a seguinte: temos uma cavidade retangular de 0.09 m de base
por 0.03m de altura. Uma liga de chumbo com 48% de estanho, em estado completamente liquida
e em repouso ¢ colocada na cavidade. Supomos que nao temos entrada nem saida de soluto. As
paredes horizontais sao supostas aderentes e submetidas a uma temperatura fixa. Em particular, a
parede superior é deixada na temperatura inicial 6, e a temperatura da parede inferior é diminuida
seguindo a relagao 0(t) = 6y — 0,25¢ onde ¢ é o tempo, medido em segundos. As paredes verticais
da cavidade sao isoladas térmicamente. Na sua tese, o Ahmad supoe a velocidade nula nas paredes
verticais. Nos simulamos esta situacao e também exploramos outra condigao de contorno: a parede
deslizante, onde v-n =0e¢ o(v,p)n An = 0.

Nas figuras 4.18 até 4.29, apresentamos os nossos resultados numéricos para o caso dos dois
tipos de paredes. A tabela 4.2 faz o resumo daquilo que é ilustrado em cada grafico.

Quando comparamos os nossos resultados com aqueles apresentados por Ahmad vemos que nos
conseguimos simular as duas chaminés de convecgao que aparecem na tese do Ahmad, e assim,
os resultados, pelos menos qualitativamente, sao parecidos. Agora, se fazemos uma andalise mais
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Figura 4.6: Solidificacao: Concentracao e velocidade. t = 405 seg.
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Figura 4.7: Solidificacao: Fragdo de Sélido e velocidade. t = 405 seg.
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Densidade e Linhas de Corrente, =405 seg
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Figura 4.8: Solidificacao: Densidade e velocidade. t = 405 seg.
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Figura 4.9: Solidificacao: Temperatura e velocidade. t = 645 segq.
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Figura 4.11: Solidificagao: Fragao de Sdlido e velocidade. t = 645 seg.
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Figura 4.12: Solidificacao: Densidade e velocidade. t = 645 seg.
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Figura 4.13: Solidificagcao: Temperatura e velocidade. t = 765 seg.
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Figura 4.14: Solidificagao: Concentrac¢ao e velocidade. t = 765 seg.
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Figura 4.15: Solidificacao: Fragao de Sdlido e velocidade. t = 765 seg.
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Figura 4.16: Solidificagcao: Densidade e velocidade. t = 765 seg.
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Figura 4.17: Pega metdlica com freckles. Tomada de http://www.icaen.uiowa.edu,/ becker.
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Variavel Tempo: ¢t = 35seg | Tempo: ¢t = 70seg | Tempo: ¢t = 100seg
Concentracao Figura 4.18 Figura 4.22 Figura 4.26
Densidade Figura 4.19 Figura 4.23 Figura 4.27
Fracao de sélido | Figura 4.20 Figura 4.24 Figura 4.28
Temperatura Figura 4.21 Figura 4.25 Figura 4.29

Tabela 4.2: Resumo dos resultados apresentados para a liga Pb — 48%Sn para o caso de gradiente
vertical de densidade.

detalhada, notamos que nossos resultados apresentam simetria (em rela¢do a reta x = 0,09/2),
quando comparados com os reportados pelo Ahmad. Uma das razoes para isto, pode ser o algo-
ritmos que usamos para calcular a velocidade. Em particular, nés verificamos em todo instante a
conservacao da massa, V - u =, no nivel discreto. Isto tem que ser feito, ja que qualquer mudanca
na velocidade (que neste caso é pequena, da ordem de 1073 — —107°m/seg) acarreta mudancas
nas variaveis que estao sendo calculadas.

Por outro lado, se observa a influéncia da condi¢ao de borde sob a velocidade: nota-se pequenas
diferencgas nos valores das variaveis perto das paredes verticais.
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Figura 4.18: Solidifica¢io com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.
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Figura 4.19: Solidifica¢io com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.
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Figura 4.20: Solidifica¢ao com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.
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Figura 4.21: Solidifica¢io com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.
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Figura 4.22: Solidifica¢io com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.
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Figura 4.23: Solidifica¢ao com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.
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Figura 4.24: Solidifica¢ao com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.
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Figura 4.25: Solidifica¢io com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.
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Figura 4.26: Solidifica¢io com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.
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Figura 4.27: Solidifica¢io com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.
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Figura 4.28: Solidifica¢iao com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.
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Figura 4.29: Solidifica¢ao com velocidade nula em todo o contorno (figura de acima) e com veloci-
dade nula somente nas paredes superior e inferior.



CAPITULO 5
CONCLUSOES

Neste trabalho consideramos o sistema de equagoes que modela a solidificagao de ligas binarias.
Para este sistema, usamos o método de volumes finitos baseado em malhas colocalizadas, combinado
com um método de discretizagao temporal baseado no método de Euler implicito e usando idéias
de splitting de operadores para desenhar um algoritmo para simular numericamente o processo de
solidificagcao de uma liga de chumbo e estanho colocada numa cavidade retangular, inicialmente em
estado liquido, em repouso e homogénea, onde nao é permitida a entrada e saida de soluto. Duas
situagoes foram consideradas:

e Na primeira delas, supomos que fluido é aderente as paredes da cavidade. Além disso, as
paredes sao isoladas térmicamente, exceto a parede esquerda onde a temperatura foi dimi-
nuida gradualmente. Varios graficos da temperatura, da concentragao, da fracao de soélido e
da densidade em diferentes tempos foram apresentados, ilustrando a mudanca na quantidade
de soluto nos diferentes lugares da cavidade.

e Na segunda delas, as paredes verticais da cavidade sao supostas deslizantes e termicamente
isoladas. Por outro lado, as paredes horizontais sao supostas aderentes e submetidas a uma
temperatura conhecida. Em particular, a parede superior é mantida a uma temperatura fixa
(a inicial da liga) entretanto que a da parede inferior é diminuida gradualmente. Novamente
foram apresentados varios gréaficos da temperatura, da concentracao, da fragao de solido e da
densidade em diferentes tempos, ilustrando a aparicao das chaminés de convecgao as quais
sao apontadas como a origem dos freckles.

Também, usando um procedimento que permite modificar o problema original de solidificacao
e o método de Galerkin, demonstramos um resultado de existéncia de soluc¢oes fracas para um
modelo evolutivo de solidificacao nao homogéneo, isto €, com os coeficientes de difusao dependendo
das variaveis de concentracao e temperatura.

5.1 Futuras Linhas de Pesquisa

A seguir enumeramos diversos problemas que podem ser atacados no futuro:
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Na analise matematica do problema de solidificacao
1. Estudar a unicidade e regularidade das solucoes fracas do problema,
2. Demonstrar a existéncia de solugoes fortes do problema,

3. Estudar a unicidade e regularidade das solugoes fortes do problema.

Na simulagao numérica do problema de solidificagao

1. Implementar o algoritmo apresentado no trabalho usando os método de volumes de controle
baseados em elementos, os quais permitem a grande flexibilidade geométrica dos elementos
finitos e possuem a desejavel propriedade de conservagao dos volumes finitos.

2. Explorar o uso do software numérico obtido para aprofundar no entendimento e melhorar os
processos industriais relacionados com a elaboragao de partes metéalicas.



APENDICE A

PARAMETROS FISICOS DA LIGA
PB-SN

] Parametro \ Unidades \ Simbolo \ Valor
Parametros metalargicos
Densidade Kgm™3 P 9000
Calor especifico JkgT' K™t | C, 200
Condutividade térmica WmtK1 | Ky 30
Viscosidade dinamica Pas 7 0,01
Difusividade do soluto m? st D 3 x 107
Parametros do diagrama de fases
Temperatura de fusao °C O 327,2
Temperatura eutética °C Op 183
Calor latente Jm? L 4,8195 x 108
Concentragao eutética - —— CE 0,19
Declividade da curva de liquidus | — — — m -233,4
Radio de segregacao - —— r 0,307
Aproximacgao de Boussinesq
Temperatura de referéncia °C 0, 216
Coeficiente de expansao térmico | °C~! Ba —10~*
Concentragao de referéncia —— — cr concentracao

inicial

Coeficiente de expansao do soluto | — — — oA -0.45
Aceleracao da gravidade ms—? g -9,81
Termo de Carman-Kozeny
Espacamento entre as ramas
secondarias das dendritas m ) 2 x 1074

Tabela A.1: Propriedades Fisicas da liga Pn-Sn
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