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INTRODUCAO

0 Célculo das VariagGes, embora tenha aparecidc em &poca re-
lativamente antiga, pois sua origem\remonta aos prcblemas da bra-
quistdcrona e do sdlido de revolugdo de resisténcia minima, pro-
postos, respectivamente, por J.Bernoulli e Isaac Newton no fim
do seculo XVII, tem sido uma das fontes donde os matemdticos tém
retirado idéias profundas gue na maioria dos casos, depois de de-
senvolvidas, nada gﬁardam aparentemente com sua o:igem. Isto se
da porgue os problemas variacionais sao de relevadas importancia
nas aplicagdes da Fisica e da Engenharia, alem de serém éssencial'

mente gecmétricos.

Na tentativa de resolver os problemas variacionals Lagrange
introduziu o congeito de Variagac no seculo XVIII, época em gue

Euler descobriu a famosa equagao diferencial gue fornece a condi-

gao necessaria para resolver um problema variacional no plano.Pos

teriormente este resultado fol generalizadec demonstrandofse que
um problema variacional nos levé a um problemaciaEquagSes Diferen
ciais. Esta via} entretanto nos conduz a uma série de dificulda-‘
des, comb por exemplb, o problema de existéncia de solugdo de um
problema variacional nos conduz a um p?oblema de existéncia de so
lugdo para equacBes diferenciais, que & gsabidamente dificil.

Ha cerca de 40 anosg, L.C.Young publicou um trabalhc (ver [7]}
onde ele introduz o conceito de uma Curva Generalizada, o qual
constituiu o ponto chave para uma visao diferente dos problemas
de Cadlculo das Variagdes. NMesta nova diregio o importante para a

pesquisa deixa de ser o ponto de vista operacional como era carac




teristico da via por equagoes diferenciais, mas a estrutura do
conjunto de objetos que constituem os candidatos a solugao do pro-
blema variacional em questao. Posteriormente estendidas para di-
mensdo superior, a técnica introduzida por Young permitiu a obten
¢ao de Teoremas de existéncia bastante gerais (ver D'Ambrosio [4]).

Com relagao a este novo ponto de vista destacam~se os traba-
lhos de H.Federer e W. H., Fleming, que partindo das correntes de
De Rham tem dgseﬁvolvido estudos sobre compacidade de sub clas-
ses, dessas correntes numa dada norma , particuiarmente as corren—
tes Normais e integrais:(ver [21).

Em {81 sao introduzidas as correﬁtes o-Normais que constitu-
em o fecﬁé das corréntes Normais na topologia'déda por Federer . e
Fleming no trabalho citado acima;aEstas correntes sd0 caracteriza
das por possuireﬁ Masgsa finita como aé normais, mas ao contrario
destas a fronteira'pode ter Massa infinita. Neste trabalho sgo de
monstradas uma série de propriedades quedizenrespeito a esta nova
classe de correntes.' .

0 propdsito inicial de nosso trabalho era a géneralizagéo do .
‘Teorema da Deformagéo}'demonstrado em'[21 para as correntes Nor—
mais, no gue diz'reséeito as correntes o—Normais. Entretanto; ha
medida em que desenvolviamos nosso estudo verificamos, como erade
Se esperar, gque nem todas as propriedédes verificadas para as cor
rentes normais poderiam ser estendidas para as o-Normais. Este
fato nos levou a constatar que'quaﬁto mais COntrol&Qamos tanto a

corrente como sua fronteira melhores resultadeos obtinhamos. Dail

introduzimos as classes das correntes g-Normais e B~Normais, cujo —




estudo constitue o essencial deste trabalho, desenvolvido no ca=
pitulo Vv,

Para finalizar cumpre observar que os capitulos I, II, III e
IV tem por finalidade introduzir os conceitos e resultados‘ gue
utilizaremoslno'capitulo V e que além disso permite ao leitor ndo
habituado a esta parte da matemidtica compreender sem graﬁdes di-

ficuldades o trabalho desenvolvido no capitulo V.




CAPITULO T
ALGEBRA DE GRASSMANN

1.1 - k-VETORES
Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita #n.
DEFINICAO 1.1.1 - Chama-se k-veton, 1 < k £ n, uma expresséé da for

maz:

a4 = al(vllAvlz_!\...ﬂvlk),+...+ar(leAvr2A...Avrk_) '

onde a, € IR, com as propriedades, onde u,.v, u'€ V.-

a) {a+bj} (uﬁ-xv) = a.(u-:'xv) +..b(uﬁv);
b l{udA v} = u..f":v;

<) (u+.u')ﬂv=u‘!kv+u'ﬁv;

d) uhA{v +u'l =ulv+udu;

e) (au)ﬁv=uﬂ(av):a {ul v):

£) {(uhu)y = 0,

Usando estas regras temos:

uAv+ v Au=uhdbu+ulv+viAua+viv = (urv)Aluty) = 0.




Assim;

ulAv =~ {(vAu).

Os O-vetores saoc numeros reais, os l-vetores sao vetores de

V e para k > n  os k-vetores sao nulos.

O conjunto dos k-vetores com a operacaoc adicao a + B de dois
k-vetores o« e B , obhtido escrevendo uma expressao ac lado da ou-

tra, unidas pelo sinal +, e a multiplicacao por ascalar aam. obti-

-da trocando a, por aa; na expressao de o, com:- a € R, forma um

espago vetorial que representaremos por Ak(V). A este espago <¢ha

N ,

- mamos espacgo dos k-vetores.

Se {25, £4,...,2_} & base de V. Pode-se mostrar que £ <
1 2 n _ Al
< EAZ EEER: Klk_com Ay <.12'< . < A e 1 <A <n, constitul

. . .n
uma base para ﬁk(v) e portanto a dimensao deste espaco e ().

Logo todo k-vetor sobre V pode ser escrito como:

a =T o, ° £A ; ay € R,
X
£, = &, A2 Ao A2 , onde
AR T Ay Me
A = (ll, hz,,,.,lk) com Al < A2_< ees < Ak -

£ 1<, <n, 1=1, 2,..., k.




DEFINICAO 1.1.2 ~ Um k~vetor & simpfes se possue a forma

vy sz Ao WA Vi r onde v,, i = 1,2,....k, sao elementos de V.

Vamos definir agora um modo de a partir de um k-vetor e um s-

vetor obter um k+s-—vetor.

DEFINICAQ 1.1.3 — Sejam o € Ak(v) e B € AS(V). Definiremos o pio-

i a, * £, pelo s-vetor £= E ?u-' Zy

como sendo o glementoc de & (V} pela formula:

dute exterion do k-vetor a =

kts

1l

a A B = (i ay * EA)'ﬂ (ﬁ Ba ° £

= L o

B+ 2, AL .
(A} (w) AT A us

onde £. A L =4&, A...A 2. AL A...A L .
A u Al:, _}n ul u,

0 produto exteriocr goza das sedguintes provriedades:

Se a € Ak(v), 8 & A (V) e v €& ﬂt(V), tem-se:

a) oA {BAy)=(a A B}y Ay ;

ks

b) a A B = (1) (8 A w);

¢) o Aa=0 se k & impar ;

d) Como consequéncia de b) temos vy A vy Al.oA 73 =
1 2 k

- . : 1c 5 U oS uUnto
€ vy A v, Aol LA vy, onde {1,2,...,k} e Lm  anjunto

e A = (A

17 Agriees hy) uma nermutacac e €, representa o




sinal desta permutacao.

Os k~vetores simples podem ser pensados como k-paralelepipechs

orientados em .V, ou seja, como mostra as figuras abaixo.

V = BR3
A
?._"_—L - ' |‘ ;L
/'/.-'- - ’
."""_"—"_—_} . + - i ot :
AS—— > :
l-vetor 2-vetor o 3~vetor

N
Vamos agora considerar dolis espacos vetoriais reais de dimen-
sdao finita e vejamos a relacao (entre as suas algebras de  Grass-

mann) induzidas por uma aplicagao linear. ~

Se f: V —~—>W, onde Ve W sao espagos vetoriais, a uma
aplicacdo linear, entdo existe uma Unica aplicagao induzida por f

de ﬁk(v) em Ak(W), que denotaremos fy, tal que:

fk(E a, * V., A Vo A...A vrk) =

1.2 ~ K~-COVETORES

Seja V um espag¢o vetorial e ﬂk(v) o espaco dos k-vetores so

bre V. -
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DEFINICAO 1.2.1 - Um k-covetfor de V € um elemento do espago dual

de Ak(V)..
Representaremos o dual por ﬁk(v).

. - . - . .n
Se n € a dimensao de V, entao a dimensao de Ak(V) e (k).

Pode-se mostrar—-se que um elemento w de hk(v) pode ser escri

to na forma: .

. r , . , ,
w = T bl . fll A f12 AL LA flk
{ )

onde i=1,2,ve.,r , 1=1, 2,...,k s8ao elementos do es-

paco dual de V. Isto & identificamos

A = (V) = A (V)

1 2 n o~ _ .
se {te,l; 32;.-..; fen} e{’ﬁ ’ ’e- I ERY; £ } 5a0 bases duals,reg

pectivamente, entao

_ A X A
A=t Al e R,
onde
A= gy Agreey }k) com Ay <A, < L.l S Ape 1Zh < e
i =1, 2,..., kX, constitue uma baSe para ﬂK(V).

' k,.
Portanto podemos escrever os elementos de A (V)  como:




W= £ ’ w)t € 1R .

DEFINICﬁD_l.Z.Z - Dizemos que um k-covefon & simples se ele  pos-

sul a forma

fl A f2 Ao A fk ; onde fi sao elementos do dual de V.

Consideremos as somas diretas:

' n
Ay(V) = & ﬂk(v)
k=0 :
e -
L o N
A(vy = @ AT(V) . e
k=0 i
Estas somas sao espac¢os vetoriais de dimensao 2%, com elemen
tos bases e e eA, regspectivamente. Esites egpagos vetoriais

A
com o produtc exterior constituem as Afgebras Contravardiante e Co-

variante de Grassmann.

1.3 - PRODUTO ESCALAR EM Ak(v) e ﬂk(V)

DEFINICAO 1.3.1 - Sejam vy A Vo Ao oA Ve e W A W, Ao A vy k-

vetores simples. Definimos produto escalar por:

(vl A Vo AL A vk) . (wl A L A...A wk) =

= det(vi . wj) = !Vi . wj
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Portantoc temos em ﬁk{v) uma norma natural definida a partir

desse produto escalar.

Para o caso de k-vetores gerais a definigao & estendida pelé

propriedade de linearidade do produto escalar, ou seja, se

a = (L a,. *v A v Ao b v € A (V) e
r o 1 _r2 Tk k

B=(a, +v, Av Ao..hv, €AQ(V)

g S1 Sy K
entao: : ' N
a8 =(Za_ v A A) - (Ta, v, hv, Aihv ) =
r T ry Tx s S 1 2 %k
= ¥ a '« a - det{v o v ),
r,s r S o5 S

Como Ak(v) & o dual de ﬂk(v) temos um produte escalar natu-

ral induzido nesse espaco pelo produto escalar definido acima.

Por outro lado sa a é o k-vetoer dado acima e w & o k-covetor

i1, 1 1y
w =1L b % A E A...A £ 7, definimos o produto misto w *+ o =
i .
: i i
= ¥ bhla, » T Eh £ l(v.l }asof L(v-k y o=
1,9 A Ih1 Ik
= 1 vra, - det £ (v. )]
. i
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> W uma aplicagao linear. Entao a aplicacgao in

Seja f: V
duzida

f!: W! —— VI
define uma aplicagac linear, que representaremos também por T,

fk: Ak

- Wby k - 1
(W) = A, (W'); > AT(V) = A (V)

como se seqgue:

se we AFm) ‘e o€ A V) e

—-> W linear, entaoc

(fk w) a = w(f, «).

k
Se definirmos ainda
P ﬁ](v)-_——*—a Ak{v)
<
por:

lb(vl A V2A...ﬁvk) =1 Ay, Aav.h v, ;




e estendermos por linearidade, ¢ se transforma num isomorfisimo

pois

Se definirmos o produto escalar em -Ak(V) por:

temos gue:

v, = lal,

—

onde | | indica a norma proveniente do produtb escalar, portan-

to sao normas duais em A (V) e ﬁk{V).

1.4 - MASSA E COMASSA

E conveniente introduzir também normas especials nos espagos

ﬂk(v) e A.k(v).

DEFINICRO 1.,4.1 ~ A Massa de um k-vetor o & o nlmero real

Haoll =inf { £ |E|/ B & um conjunto finito de k-veto
EEB )
res simples e a = L & }.

LED
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DEFINICAO 1.4.2 - A Comassa de um k-covetor w & o nimero real
|l = sup {w(Y)/ v & k-vetor simples e [|v[]< 1}.

A Massa e a Comassa gozam das seguintes propriedades:

D fe s lals

2 1wk ol

0 Lwealc el - fle s

4) II| a A Bl < -”?” il 0_{15163_ 3 € ﬂk(\}) .'

Obviamente a Massa e @& Comagssa sao normas duais.
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CAPTTULO IT
FORMAS DIFERENCIAIS

2.1 - DEFINICAQ DE FORMA DIFERENCIAL

DEFINIGEO 2.1.1 - Uma k-{oima num aberto U ¢ R” & uma aplicagao de
_ ) _
Uem A (:Rn) r.
g2 U — ®Y)
x —> J{x)

Dizemos que uma k-~foima emU & infinditamente diferenciavel se
para cada o € Ak(U) tem-se que f(x)+a & infinitamente  diferen-
ciavel, i

Representaremos o.conjunto das k—{ormas infinitamente dife-
renciaveis em UV por EkCU).

As k-formas podeﬁ ser adicionadas e multiplicadas por esca-

lar de modo natural e assim constituem um espago vetorial.

Lembrando que AOGRn) = 2A°®m"Y =R temos que uma 0-forma &
uma funcao real em U e sendo AnGRn} ~ R, podemos considerar as

n ~ n
n—-formas no R como fungces em R,

A soma direta

£ (U) =8, E°(U)

& uma Algebra Difernencial Graduada com produto. exterior A e a

diferencial exterior 4.
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2.2 - PRODUTQ EXTERIOR

DEFINICRO 2.2.1 - Seja # uma k-forma e 6 uma £Z-forma no R". Defi-

nimos produto exterior de ¥ por § como sendo uma k+f-forma no R

tal que

(F A 8){x) = (x) A 6(x), %€

onde F{x) A 8(x) e Q‘produto exterior de um k-covetox por um £-co

veton, definido de modo andlogo ao produto exterior de um k-~veton

por um £-vefonr,
0 produto exterior goza das seguintes proPriedades:

Sendoug uma. k—formé; 9 uma K~forﬁ; e vy & uma p-~forma temos:
a) (§ A B) A v = ﬁ A8 Ay
by g a6 = (-5 e 4 g
c) FA(B+y) =0 A86+F Ay, se p=4.
— 5 —

2.3 - APLICACOES INDUZIDAS

Vamos considerar agora uma aplicacio diferenciivel de umaber
mo: n -’
to UV de R em R

£ . UCR > R

e vejamos como esta aplicagao induz uma aplicacdo no espaco  das
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k-formas deimm emimp.

Chamamos TXGRm) e T (R") os espagos tangentes a K* e R°

£ (%)
nos pontos x ¢ £(x), respectivamente. A aplicacdo derivada Df(x)

& entac uma aplicag¢ao linear

, ) S + IR 3
R~ 1T R > Te(x) (R™) (R7) .

Esta aplicacac linear induz aplicagdes entre os espagos  de

k-vetores e k-covetores, denotados

A (E(x)

m n
nk(:R) >ﬂk(lR)
dada por: -
(A, £(x)) (5 a. » v Av. A. o Av. ) =
k r rl r2 rk
== % a. » DE (%) vrl A DEf(x) vrz Ao A DE(X) Vrk,
e
Kk n. AkE(x} kK, 1
ATRT) > A R)
dado por:

[(ARE(0w] (@) = w[ (8 E(x) o

para todo w € AkGRn} e a € AktRmL
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Obviamente Ak f(x) induz de modo natural uma aplicagdo f# do"

espago das k~formas do R" no espago das k—formas do W™,

m N . -
Dado U C R aberto e fiRm-+ZRn, diferenciavel, ela induz uma

aplicagao que denotaremos f# tal que

definida por :

U ) - = P86 (o))

para a k 3;1, v g€ ﬁkﬁRn), ¥Vx €V e a € ﬂkCRm).

il

Quando k 0 escrevemos

£ g =g £, v uma O-forma-

A aplicacgdo f# goza das seguintes propriedades:

oo #
£ ) £ )

i

#
a) £ (7, + 7))

) £ (9, B == @) AE (g

o) £ (g by =g (B AL W)

I

A (o g” @) =4 1£7 (M1

—_ 0 —
2.4 - DIFERENCIAL EXTERIOR

Consideremos uma k-forma infinitamente diferenciavel ¥ sobre
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. Tr n
um conjunto U do R .

DEFINIQJ&O 2.4.1 - Denomina-se Diferencdal Exterior de@ a(k + 1)-

forma, que denotamos d #, dada por:

d g(x) - (a) =

(vp, A v Aoh v AecAvo)
1 2 o (K+1)

para ¥Vx € U, se k < n; onde Vv g(x) & a derivada de ¥ em x com

I.
L

respeito a V. (derivada no sentido de Gateaux) e » indica gque
o vetor sobre o qual ele & colocado foli retirado da expressac do

(k + 1l}=-vetor.
Observe-se que se k = n entao 4 § = 0.

Pode-se mostrar que a diferencial exterior possue as saquin-

tes propriedades:

1t

a) dl¢gy + 0,) =d g, +ddg,

i

b) A(F, A 9, =d g, A G, + (-1 " g, A A g, §& k-forna;
c) a{a ¥} = 0:

# . #
d) dl£ (@) = £ (@,




CAPITULO IIX
INTEGRACAO DE FORMAS

3.1 - COMPLEX0OS SIMPLICIAIS (EM :mn): vamos resumir.alguns resul-
tados e definig¢odes da tecria dos complexos simpliciails no Hf& Pa-
ra mailores detalhes referimos © leitor a [9].

Seja Zmn_umvespago vetorial real.

Um conjunto finito {vo Py ,...,vn} de péntos de R" & dito

v

estar em podicao geral se os vetores v, = V =V e,V -V
- l o r F

2 n o]

sao linearmente independentes. (por abuso de linguagem diremos que

O.i'

Os pontos V_, Vy,...sV_ estdo em pesicdo geral).
DEFINICAO 3.1.1 - Sejam n > 0 um nimero natural ev_,vy,...,v,, n+l
pontos de R em posicdo geral. Entdo o conjunto

n ' n
= | . s . = E iR ==
g [Vorvlr an] {V - /V

- . . n
€ chamado de n -sdmplexo em R gerado pelod pontos v, v, ...,V -

A dimensdao de wm n - simpfexo & o nGmero n. Por convengao O
. . - . - i :
conjuntc vazio serda considerado como n -~ simples em R, com n=1,
‘e portanto de dimensao - 1.
i LT] L] 13} .
Em tudo gue se segue a expressac 'Seja ¢ = [vo,vl,...,vn] um

: . e s ! i no .
n - simplexo™ significa "Seja ¢ o n-simplexe em R dgerado pelos
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_ n L _
pentos v _,;vq,.-.,v_ de R em posigao geral”.

Quandc nao estaremos interessados diretamente na dimensao do
simplexo, omitiremos © indice superior do simplexo, escrevendo ape

nas o .

Sejam o [vgsVyre-.yv ] um n-simplexo e k um nlmero natu-
ral tal que 0 < k < n. Entao o k-simplexo em r" gerado por um
subconjunto de k + 1 elementos de {vo,vl,...,vn} & dito uma k-fdce

n ' , - - .
. As O-faces de um simplexo sao chamados vexrdices., Convencio

de o
na-se que © conjunto vazio & a (-~ 1) -face de qualguer simplexo.Pa
ra indicar que o, & face prép;ia de a,, isto-é, que o & face de
Oor distinta de 05, @SCreveremos 0, <302.

Um k~éimp£exd ondentade & um k - gimplexo no qual damos  uma
ordenagao aos seus vértices. Consideramos iguais duas Ordenaéﬁes
gue podem ser convertidas uma. na outra por um nimero par de permu
tagoes de vértices. Assim todo simplexo admite duas orientagoes.
Vamos representar um K-simplexo orilentado pelazuﬂx@ﬁo Gﬂfvi"‘”vk}
onde estamos considerandq a ordenagao Vo'vl""’vk‘ -A .notagéo

—(vo,vl,...,vk) significa que estamos considerando o simplexo

{vo,vl,...,vk] ‘com a orientacgao oposta, isto &, (vl,vo,...,vk).

Dado um k-simplexo orientade ok = (vo,vl,,..,vk), asgsociamnos
- YT (v — _ 5 -
a ele o k-vetor JF (vy v, A (v, vy A e A vy VO)] se
k > 2 ocu vl - Vo se k=1,
Para efeito de notacgac, dado um k-simplexo orientado Uk, Q

. = . . -k
k ~ vetor associado sera indicado por o .

Denotamos ainda por ]dki o conjunto de pontos determinado por
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DEFINICAQ 3.1.2 - Seja o~ = {v_,v reevivy ] um k-simplexo  (kAL).

0 bandicentro de o & o ponto:

i k
b(o™) = ~2 I v..

k+1 i

Sejam UE k—-simplexos 1 < 1 < k.

Uma k - cadeda orientada & uma expressao da forma
r
r o= aio
i
~ - T k - , ,
onde ai Sao numeros reais, Ui sao k-sinplexos orientados. As

k-cadeias podem ser somadas, somando-sge os coeficientes respecti
vos e multiplicando-se seus coeficientes.
0O conjunto das. k-cadeias sera indicado por Ck & com as ope-

ragoes acima & um espago vetorial.

DEFINICAO 3.1.3 - Dado o k-simplexo orientado o =‘(vo,vl,...,v
"o bondo de o, denotado por 3¢, serd a (k-1l)-cadeia orientada da
da por:

B(VO,V “"Vk)

1777 Vk

onde Gi indica auséncia de Vi’ se k » 1, se k=0, fazemos ¢ =0.

0 bordo de uma k-cadeia e cbtido por linearidade, isto &.

3 {

r.
)
i:

r .
a.kﬁ?) = F a, 3ao. .
1+t i=




Esta operacac define entd@c uma aplicagao linear chamada ope-

rador bonrdo

onde representamos 3{(g) por 3g.

Podemos verificar facilmente gque 3%¢ = 3(30) = 0.

Seja XK um complexo simplicial e Al (IK) -0 complexo simpli —

cial cujos simplexos sac do tipo:
B :I[b(.o‘o);cnw;b(ar)] ¥

onde r & um nlmero inteiro satisfazendo ~1 < r < dim X e
Oy < 0p < een <0, sao simplexos de XK. A'(IK) & chamado a primed-
na subdivisao banicentrica de XK.

Definimos, indutivamente, a n-dsima subdivisao baricentrica

de K, como o complexo simplicials:

a(a™ Y (K, com

it

AP IR )

AP (K)

i

Seja K um complexo simplicial. A matfha ("mesh”) de K é de-

finida por:

malha (X ) = sup {diémetro de o}.
g€ 1K
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Note que se K & finito entao: malha(lK) < «.
Pode-~se mostrar gue se XX & um complexo simplicial de dimen-
n

530 n enm IRn, entac malha{A{IK)) < Y malha(K ), Se K @& tal

que malha(K) < » entao 1lim malha(AY{XK)) = 0.

oo

DEFINICAO 3.1.4 - Um complexo sdimplicial ohientado K € uma cole-

vao finita de simplexos orientados, sujeita as seguintes condigoes:

i) Se oM E K e ok & facade crn, entao Ok € K.

Cix n m ~ 1. m
ii) Se ¢ # ¢, entao |o [N |o| = g.
A dim ® & a maior das dimensdes de seus simpiexos.

A negido poliedral |XK| associado ao complexo K & o conjun

to

3.2 - COMPLEXOS CELULARES: Se’jam R™ um Q8PACO vl.etorial real nor-
mado e § um subconjunto de rY.

Entac se para qﬁaisquer dois pontos x & vy em S5, o segmen-
to de reta unindo % a y c¢std contido em 8, dizemos gue § e oon

VEXO.

aAlém disso, se S & um conjunto convexo, a dimensdo de 8 & o

ra

. N
menor m tal gque existe um m-plano de R contendo 3.

DEFINICAO 3.2.1 - Uma cela de dimensao zero em R & um ponto de
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n el n .
IR". Se kK > 1 uma cela de dimensao k em MW & um subconjunto com

pacto, convexo e de dimensao k de ZRn, cuja fronteira topoldgica
(que chamaremos de boxado da cefa) & a unido de um nimero  finito
{nac nulo) de celas de dimensac k-1 com interiores .disijuntos
(estas sao chamadas as (k - 1)-faces da cela.

Notemos ainda que, se 1 < i < k uma (k ~ 1} - Jace de uma
cela de dimensao. k & uma (k ~ i)~face de uma (k - i + 1l)-face da
cela considerqdaf As 0 - faces sdo chamadas vertices. (Note que se
k > 0, um k~simplexo & uma cela)..

Uma cela orientada & uma cela no qual damosg uma orientacao
aos vértices, considera-se que duas orientagoOes de uma mesma cela

sao iguails se uma pode ser convertida na outra por uma permutagao

de ordem par.

DEFINICAO 3.2.2 - Seja iRn;um espago vetorial normado.
Um complexo celular em RY & uma colegaoc X de celas em r"
satisfazendo:
i) Se B € K, entdo todas as faces de B estio em X;
ii) Se B e D€ K, entdo Int B8N Int D =@ ouB N D& fa-
ce de B e de D.

iii) Se B e D € K, entac B N D & uma unidn de celas de X.

: . n : :
Seja K um complexo celular em R . Associamos a K subcon —

junto | | de R" definido por:

| K| =\_/ A

ACIK.
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A dimensao de K, denotada dim K, & o supremo das dimensdes

de suas celas.

Sejam A uma cela em R™ e VirVgs+..,V, OS5 seus vértices.
O baricenitro de A & o ponto b(A) de A definido por:
L

b(Aa) :'—IJ—;- vy + e, + =V

Podemos verificar que se X & um complexo celular de dimensao
finita, entao X admite uma subdivisao chamada primeira subdivi —

sao baricéntrica que & um complexo simplicial.

._O_.

3.3 - INTEGRACAO SOBRE CELAS E CADEIAS

Seja A C ®" uma k~cadeia orientada de mn ou seia

' ‘ . e
e seja ¢ uma forxrma Diferencial continua gobre A,

Sejam b(c};) baricentro dos k-zimplexos cr? a 8]; o8 k-veto —

reg associados a O’i .

Definimos a operag¢ao "o" (que nao & independente da subdivi-

sao) por:

o

(o)

Il

_ k o
¢ol a; o = La;diblo,))
i _ i
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pois
- Rk .on
¢ (b)) & AT (RY)
e
k n
=
Ui_ Ak(IR ) .
Vamos definir agora integragao de formas sgobre cadeias,
Seja agora (f{ k-simplexo orientado e ¢ k-forma continua em
Uk‘

Seja A'{0), A%(0) ..., sequéncia de subdivia&m;dé'ok com malhas
cujo didmetro tende para zerc.

Pode~se mostrar que existe o limite

lim ¢ o A% (o) .
'k—)-cu

DEFINIQKO 3.3.1 -~ Chama-se Integral de ¢ sobre ck 0 numero real

f L b= [.k¢(p}dp = lim ¢CJAk(d)-
O g ko

Definimos integral de uma k-forma continua ¢ sobre uma k-~ca-

deia simplicial Egi OE por:

¢-[- Cod=za, [ 6.
JA A=Ya, ok + JG%
1 1 1

A integral de uma k-forma continua ¢ sobre uma k-cadeia celu

- . -~ - -. '
lar € obtida por uma expressao analoga a anterior.
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CAPITULO IV

CORRENTES

4.1 - CORRENTES COM SUPORTE COMPACTOS

Consideremos EK(U) o espago das k-formas infinitamente dife-
rencifveis no aberto U ¢ R'.

e . . k.0 - .
DEFINICA0 4.1.1- Seja ¥ € E"(V), o supoate de J & o subconjuntofe

chado de U, dado por:

Supp # = U N Fecho {x € B /P(x) # 0}.

Consideraremos a nogéo de convergeéncia em Ek(U) dada pela
convergencia uniforﬁe, em cada subconjunto compacto de U, de cada
derivada parcial de Qualquer ordem, isto &, uma sequéncia de k-
formas {gn} converge para a k-~forma ¥, se para cada compacto de
U a sequéncia {ﬁn} e a de suas derivadas convergem uniformemente

nesses compactos.

DEFINICAO 4.1.2 - Seija Ek(U) com a nogao da convergencia dada aci

ma. Uma corrente k-dimensionafl em U & um funcional linear

T 3 Ek(U)-~ > R,

. - A - . - - . .,k : X
que seija continuo, isto &, se {ﬁn} & uma sequéncia T (U} que con-



verge para O Zero, entdo

T(Gn) ———> 0,

O conjunto das correntes k~dimensionais em U & denotado por
L, (U) . Este conjunto € um espago vetorial sobre R e estd munideda
topologia fraca, isto &, uma sub-base & dada pelos subconjuntos de

Ek(U): .

V(T, 8, e) = {s € B (U) / |T(#) - 8(F)] < ¢}

para cada T € Ek(UJ, [ = Ek(U), g > 0.

DEFINICEO 4.1.3 - O supoate de T(supp T) & o menor conjunto CCU,

I

- -~ k
tal que C & fechado em relacac a U e T{{) 0 para todo ¥ € E (U)

com supp § € U - C,
Dizemos que uma sequencia {Tn}'de correntes em B,
. K,
para T € E, (U) gse & gomente se, para cada § € E" (U}, Tn(g)+ m{F),

(U) converge

k

Para correntes de suporte compactos podemos utilizar a  mé~

trica

p(A,B} = max {sup {d(x,7A}, x € B}, sup {d(x,B),x=Al}

denominada métrica de Hausdorff para cowmparar distancia de  su-

portes.
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A soma direta,

B, (U) = & E_ (U)

constitui um Complexo de Cadeilas com o operador fronteira

()

Biﬁik{UJ —> Ey_q

definido como:
aT = T o d¢v

cnde T € Ek(U), e d & a diferencial exterior. Entao temos 82 = {,
Dada T EEEk(U), a corrente 3T EJEk_l(U} & chamada o bordo de

T, Obviamente o operador bordo 3 & continuc em Ek{U}.

Demonstra-se ficilmente que ge T € Ek(UJ entao suwpp 3TC supp T

‘e ainda gue se supp T & compacto, entao supp 39T & compacto.

DEFINIGAO 4.1.4 - Seja T € E,_(U) e § € E'(U) com k > m. Definimos

T A FE E m(U} COmoO

g =
(T A @) {y) = T A )

para todo 1§ € Ek_m(U) e portanto,

I

3T A E) = (-1 (o1 A -1t ra an.
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k. n -
A cada ¥ : R™ > AR ),'Ln somavel com suporte compacto

associamos a corrente C § € En—k

;c)(g)=j oA Y,
v o

= EnnkﬂRn) com R" orientado de maneira usual.

No caso em que § anterior @ a fronteira caracteristica de
um subconjunto aberto e limitado UCMU}, entdao C Y pode ser iden~

tificada com U; escrevendo

o (9) =f g,
U

_ o k,.n, T e
g€ E R, R
No item seguinte introduziremes uma outra norma ho espaco
das correntes. Tal norma corresponderi & nogio da area, volume,

ete, do suporte da corrente.

4,2 - MASSA DE UMA CO.RRE.NTE

DEFINICAC 4.2.1 = nga EAmS Ek(U}, definimos'ﬂaaéa de ¥ como,
M@) =swp {][|FG0|] / x € U,

onde || || indica a Comassa {(veja L.4.2)
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DEFINIGCAO 4,2.2 - Se T € E, (U) a Massa de T & definida como

M(T) = sup {T() /g€ E(V e M(p) < 1]+

. ~ k )
As aplicagoes M em E (U) e Ek(U) constituem normas nos espa-
¢os das formas com suporte compactd em U e das correntes de suporx

te compacto contido em U.

Seja ¢ € Ek(U). Associamos a @ uma fungdo real nao negativa

||¢]]: U > R
dada pox - ||g] [ (X) —_ HH(X)HI
x € U, ondel|| || indica a Comassa (veja 1.4.2),

Seja T € Ek(UJ com M(T) < « associamos uma medida chamada Me

dida variacional de T .e denotada ||T|| definida como:
RN -
[|T]](E) = sup{T(g)/g e B(U) e ||g)]| <£}

, _
onde f & uma fungdo real nao negativa e continua em U .




4.3 - ALGUMAS PROPRIEDADES DAS CORRENTES COM SUPORTE COMPACTO

A segulr apresentamos algumas propriedades gue utilizaremos

neste trabalho.

1 oA < T lelT eg ),

M(T) < », § € E°(U), m < k.

2 [18a v 11 < & el 1wl v e 250,

3) M(T N A) = ||T]] (X}, ACU subconjunto de Borel e o

fungdo caracteristica de A.

4y M(cy) = fle a Lo, ¥IL,

somavel com suporte CORpacto.

No caso particular em gque ¥ @ a. fungaoc caracteristica de uma

cela convexa k-dimensional orientada de A, entao a massa da cor-

rente k~dimensional associada & igual 3 medida k-dimensiondl da
cela,

5) [T A %ﬁ[| (£) < ||tl] (£), A c B subconjunto de Borel.

6) Be T € Ek{U) e M(T) < # .

entao T pode ser estendida no conjunto das k-formas con-

tinuas em U e:
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7) seja {Ti} uma segueéncia de correntes e T € Ek(Rn) tais
izl
que lim T.=T7 e limAinfEM(T,) <+ <
i 1 i+ 1

entao M(T) < ~ e lim T, (§) = T(P) para toda k-forma con-

tinua @ em U e

lim in £ | [T, (| () > [{T]](2)

10

para todo conjunto aberto A € U,
8) Se A & um subconjunto compacto deRY, e 0 < C < ®», entdo

EkCRn) N {T: supp TC A e M(T) < C}

& compacto {(na topologia fraca).

Observamos que nas duas vrimeiras propriedades podemos deg-

rrezar ¢ fator (;) desde que #(x}) & simples quando x € supp T.

Note que nas propriedades acima egtamos usando T N A em veZ

4.4 -~ APLICACOES INDUZIDAS

. . . T n s
Sejam U e V dols abertos de K™ e R respactivamente. Uma
fungao infinitamente diferenciavel £: U~V induz uma transforma -~

¢ao linear contlnua
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# * Ek(U) > Ek(V}

dada por:

£,(T) (#) = T(£°9), para cada ¢ € E(v),

onde
f# : Ek(v) —— Ek(U)
dada no item 2.3
PROPRILEDADES DE f#
1} f#fcomuta com o operador-bordo: a0 f# = f# o 2.
2) (gOf)# :‘g#c}f#

3 £, (M AF=FE, (7AW, §er™ W, n<k.

4) supp f#(T) C £ {(supp T) e quando f tem inversa diferencia
vel, entao:

-1

supp T = supp f#' {f#T) C fwl(supp f#T)w

= flsupp T) C supp £, (T)

L

poxrtanto supp L) = f(supp TY
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No caso particular de homotetia

::m? >,mp

Hs

temos entao

supp uﬁ# (T} = Hyg (supp T).

n

5) Para T € B, ~ (R")

k
. k

M(£4T) <||T{|(D £7) <+

M(T) < ]|T]] (1) e entdo no caso de homotetia us

m(us (1) < [|T]] (jsFy =

1k k
= |6|™ [l = [§]" Mm(m)
- também, guando k > 1
.M(S(u bp ) =
= M(u3,(31)) < 16 1% miem
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()

de Ek(U) gerado pelos k-simplexos orientados de U pensados = como

: n : ‘ .
Seja U € R aberto. Consideremos o .subespago vetorial P

corrente de acordo com o Item 4.1. A cada elemento de Pk(U)chama—
mos de cadela pofiedral. Dada uma cadeia poliedral se os ssus coe
ficientes em relagao aos simplexos forem inteiros .. a cadeia po-

liedral & chamada cadeia poliedral intelnra.

4.5 - CORRENTES NORMAIS E 0-NORMAIS .

DEFINICAC 4.5.1 - Uma corrente T E-Ek(ﬁfh & normal se

N(T} = M{?) + M (3T) < + =,

. | : , '
A cada subconjunto U € IR assoclamos o espago linear das coi

rentes nowmais
N, (U) = EktRn) N {T/N(T) < @ e suppp T C U},
e o cgmplexo de cadeias
N, (0) = & N (0)-

Quando U & aberto, identificamos N, {U) com

B A0 AT /(T < ©} .
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Seja fiU —> V infinitamente diferenciavel, entdo pode-se

mostrar que £ induz uma aplicagao £

f# : Nk(U) —_— Nk(V) de modo

analogo ac visto em 4.4.

Um resultado muito importante sobre estas correntes & o cha-

do Teorema da Deformagdo que enuiciaremos a seguir.

Se T € quRn) e ¢ > 0, entdo existem P € NkGRn),Q € thRn) e

n
c ,
S Nk+lGR ) tais qgue

1) T =P +Q + 38 |

2) M(P) i 2n k{(g)M(T) + D) e - (9]
3 MOP) < 20 TP M e

4) M(Q) < 6n k(kfl) e . M (a1)

5) M{8) < 4n k+i&£) > M(T)

6) P & cadeia poliedral com coeficientes reais
7) supp (P) UV zupp(S) € {x EZRn/d(X,Supp T) < 2n ¢}

8) supp (0P} U supp Q) C {x Eim;/d(x,supp 3Ty < 2n £}
Seja agora T € EkﬂRn), Para cada & > o Lomenos;

M _(3T) = inf L {M0OQ)/M(T-Q) < &}
& QE%JR)

supp Q compactol;
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N€(T) = M{T) + ME{BT)

DEFINICAO 4.5.2 -~ Uma corrente T € EkGRn) & 0 - Normal se e sdmen

te se para cada g€ > o, N_(T) < o,

De mode analogo ao que foi dito anteriormente para correntes
. . o . :
normais obtemos o complexo de cadeias N, "(U) para cada conjunto

aberto U doIRn;

Enmt {8] prova-se'NkG(U) @ o fecho de Nk{U) na norma

NE(T} = M(T} + MEIBT)‘-'

- , - el n . .
e alem dissoc se U e V sao abertos do R e R respectivamente e
f U > V & uma aplicacdo localmente lipschitziana, entao f

induz uma aplicagao.

g

£ 1 NQ{U) ——=> N3(V);

o

propria entac

1) £9 & linear

2) Se f e g sdo aplicagdes localmente Lipschitzianas e

£l

oy, sho proprias  entio
supp:f% () U )

asupp T ’ 9"

a




CARITULO VY

TEOREMA DA DEFORMACAQ

5.1 =~ CORRENTES o, B — NORMALS

Dados os numeros e, 6 5§, > 0 considerenos os s

1 72
meyros:

8
1) ME:]‘(BT) = dinf {M(Q), M(T-0) < &,

b n
QeE, (R)

plsupp T, supp ) < 51, supp Q compacto}l onde
ca de iHausdorif.
2) M & (37) = inf {21(30), B(T-Q)< € ,

’Qemk(nfU

o
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eguintes nu

p & a metri

pl{supp T, supp 2 < §,, (supp 2T, supp 5Q) < Gor  BUPD  Q

compactol

onde T & uma corrente de suporte compacto.

Mas condig¢tes anterioves definimos ainda:

NE (T) = M(D) + ME (37)

£0, . 1
N 1 “{Ty = M{T} + . st




Chserve que:

5 8
: 1 2,
N (T) < N T(T) < W (1)

e além disso se, €, > €, entao

N, AT) < N_ (T);

1T g
5. 5.

N L < N, Yy
1 2

- 5, 8 5, 8

noo T Am o ew, .

T & g-normal se T ten suporte compacto e para Ye, 61 > 0,
)
M) <+ .
£
DEFINICRO 5.1.2 ~ . T & a=-oomald aa T ten suporke compacto o nara
Ve, {Sl’ ¢, > 0,
§,,6.
N 1 Z(T) < oo
€ s '
3 i

. .. T ) . ~ G
Danotamos o conjunit:o das correntes  B-norntails por u;{ﬂﬁ la o

. : S A o
conjunto das correuntes o-normais por Nk{E{)

-
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. 8
Seque~se das relagoes entre os nimeros N (T), N_ l('I') e

&.,8
Ne 1 2('I‘) que :

SR AP o Brmly o 1T i
Nk(ﬂfB CHS(RY) € N (RY) € N (RY) .

_..O..
5.2 — PROPRIEDADES DAS CORREMTES o, S5-NORMALS

Neste Item demenstrarewmos algumas propriedades importantes das

correntes o, B-normals .

TEOREMA 5.2.1 - NE(RD) & o fecho de Nk(mn) na topolbq.‘i.a dada pe-

la metrica definida por:

d (T,T,) = M2, ~T,) + p(supp T;, supp ©,)

ocnde p e a métrica de Hausdorff.

PROVA:
. a1
Seja T € Nk(JR ) e
Precisanos nostrar gue dado £ > 0, oxiste T} & Nkilgl) Lal
o N R o B . £ g £/3 ..,
que dl(f,’il) < g. Como T & J.-Jk(ll?. o, dados e L; . l‘\JE;,J.[L} <
o . . N o\ STO €
< + o @ portanto existe Y, & B, (W) tal gue H{0-T,) < e,
is “ ix 3
ol{supp T, supp T, < S o Mtamr,) < Me/g (57) + 1 < + =. De
L ! i7" = 3 1 - e /3
£ - w . ~
M{T—Tl) < T w2 M(TL) < M{T) + -%m < 4w, Conclulinos entao




2
w0

que T, S thﬂin) e gue

= M(T—TlJ + p{supp T, supp Tl) <

dl(T'Tl)

{3 n - n
Portanto Nk(IR ) C fechod Nk(TR ).

1
Por cutro lade, dado T €& fechod Nk(ﬂin), para qualquer
. - - l
N n -
> ist = : : e -
£y 7 0 existe T Nk(ﬂi }  tal que dl(T,Tl) < eqs Dados entao

. . . - n
g, § > 0, guaisquer, existe T, € N (IR

1 K ) tal que dl{T,T1)<min(€,6L

Portanto M(T—Tl) < min{e,8) < e e p(suppT, supp Tl)‘<min(€,5l5

< § . e assin MS(aT) = inf {M(aQ), M(T~Q) < e,
QEEk(Hzn) )

p(supp T, supp Tl) < 8§} < M(aTl) < Fow o,

Concluimos portanto que 7T € NE(HRH), Ou seja,

fechod NpCRn) - NB aRn), a..d.
1 k
TEOREMA 5.2.2 - Ng(ﬂin) & o fecho de Nb(ﬂin) na topologia dada pela

métrica definida por:

dZ(Tl,TZ) = M(TluTz} f ol{supp Tl’ Supp T2J +

+ p(supp 3T, supp 3T2),
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PROVA:
Seja T € NE(IRD). Precisamnos mostrar que, .dado £ > (0, exig~
te T, € Nk(m“) tal que d,(T;,T) < . Como T & NE(IRHJ dados

. = /1 ' .
' 2 , z ’ NE§4 (T) < + © e portanto existe Tl € Ek(ﬂl

n

) tal

dap (M

gue M('I'm'I'l) < %, p(supp T, supp Tl) < n-ifl-- e plisupp 87, supp aT])

=
5_ -—~4—-—,Com

e/4

mer) < MUt G b1 <+ a

£

e  M(T - T)) < -5 = M(T;) < M(T) + §3~ <+ o,

Concluimos entao que Tl & N'k{IRn} . Além disso

a,(T,T

5 l) = M(T*Tl) + p(supp T, supp Tl} +

=

Wl (T

+ p(supp 9T, supp E)Tl) < it + z < g,
Portanto N> (IR"”) ¢ fecho, N, {R"}.
k dl k
Por outro lado, dado T € fechod Nk(mn) r para qualguer €, > 0
n :
= ot - i G = - .
existe ‘1l Nk(IR )} tal que d2 (T’Tl) < €4
Dados,e_ntéo, ¥ £, 6}, 6? > {3, exigte Tl € Nk(‘_ar) tal que

d2(T’Tl) < min{e, 51, 62). Portanto M(T—"_'['l) < min{e, 61, 62) < g

p{supp T, supp ’I‘.L) < min{e, é‘l, S, < §. e

p{supp 387, supp B'I'l) < minf(e, 61, S, <8,

0]
ol
I
]
I.._I
]
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MS(&T) = inf {M(30Q), M(i=Q) < g,
0EE, (R" ) -

plsupp T, supp Tl) < 61,
p(supp 97, supp ary) < 62} <

< M(aTl) < + e

Concluimos portanto que 7T € H%(I&n), ou seja, fechod N?CRP)C
_ R

£

c N?(IRn} . c.q.d.

W

TEOREMA 5.2.3 ~ Se T & NE(ﬂfH e £, 8y, 8§, > 0, entdo

5108, )
Mo (D) = inf {M(30), M(Q-T) < ¢,

7 . n
SOFH (IR

p(supp T, supp 0) < 51,

p{supp 3T, supp 30} < &,

supp Q compachol
PROVA

Por definlcaod

M {oT) = inf (o), M(o-1T) < g ,

- '
e :
B *k(h‘ )

{sipp T, supp Q) < &
A 2.




i

p(supp 9T, supp 2Q) < §.
supp Q compacto} e

5.,8
M, 720 ¢ v+ o

Como M{T) < + o segue-se que para os (O que entram no calcu-

§.,8 _
1o de Me 1 2(8T}, M{OQ-T) < e dimplica M(Q) - M(T) < £ e portan

to M{Q) < M{iY + e , ou seja M{Q) < + « ., Além dissc, obviamen-
te, todo Q que entra efetivamente no calculo do infimo tem
M{3Q) < + = | Concluimos portanto que aqueles Q gque entram efeti-

- . n
vamenta no calculo do infimo pertencem a NP(IR ).

TEOREMA 5.2.4 — Se T € Nf(Iﬁl) e a,-ﬁ- >0, entac:

S . .
Mo tm = TinE (100), MT-) < e

- n
NEY :
ﬁ_C' Ik (IF" )

plsupp T, supp Q) < &, supp Q compaciol s

PROVA:

{totalmente anidloga a anteriorn) .

TEOREMA 5.2.5 - Se T € u(

s . -
Ho{IRTY e e » [, onntao:

Mp(aT) = inf {Men), M{1-0) < ¢,

0eN, (R)

supp 0  compacto} s
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PROVA:

totalmente anadloga ao Teor. 5.2.3) .

TEOREMA 5.2.6 - Seja &), 8§, >0 e T & (R") tal que

)
lim inf {M_
e+ 0 =

3

1720m ) ¢ v @

Lntao T & N (W

L 2 e n - ar -0 s
(ou seja, se &, §4 >0, TE MARY) e 1 € M (R entao
dado M, 0, "existe € > 1. suficientemente pegueno  Eal aque

§.,8
Mo Y2 my > M)

PROVA:

. ~ o U2, .
Seja uma sequéncia . — 0 tal gue M (8T) < K (cons—

tante) para todo n. Existe entdc T _ € M, (IR

tal que M(T-T ) < e , {37 ) < H_ (37) + 1 <K + }.

Mas, por definicao

(1—-1_,71 T
i i y}.} i
- B L ~ 2 L
M{T-T ) = sup  {eem— - {&y , 0 # 8 c uwrimayl
n AT ]
)

e portanto (T-T.){f) = 1(T-T) » (&) < = ().
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[#1

- oyl on . k n - '
Entao, para cada @ E:éa (), onde é; (IR" ) & o espage das

k-formas de suporte compacto, temos e £, T 0

inplica

Tn{g)*—"“+ T(F) (pois. M(¥) < + < ),
K . b L
Como d;§(ﬂ€]) e denso em Ek(IRn), T a Tn sac conklinuas na

topolegia fraca (definic¢ao de corrente) entio Tn(ﬁ)*““_"* T ()

para ¥ §f € Ek(IRn) e portanto

T o—— fracamente. )

{02

Como 9 continua na topologia fraca, tomos

-3

o g fracamente

: .- = :".. - N -
@ portanto pera cada. ¥ € ET({(IRTY  +al que Ni{¥) < 1, como

3T (f) —r OT(H), existe 4. &N

i
tal que
aT{F) < b )+ 1 <
TR
< P‘-ff}‘}?v ) v M(E) + 1 <
- Ty
y}
CM{EY. )Y 1 2 H 14+ L=




~Entao

M(3T) =

e portanto T € Nk(ﬂfl).

B

TEOREMA  5.2.7 - Beja §, >0 e T € N]{J{m

l b

- . 81
lim - inf{M_" (1)} <
£+ 0 ’

+ oo -

n
€ 1
T E W (R)

2ja, se T e NL(RT) e o1& N,{(Rn)
e &

E < 0

8 paeny
DIE (97) = o

PROVA;

( a masma que a anterior) s

S - RPNy ] .. -
TROREMA 5.2.3 - Beja e N {7} &al cue 1dm (I {27 < +
I‘._:"[J £
et e 1 el
mntap T & H (IR)
k
oy 4 - o rL1 [y o Tjn -y [ FL it —-Dri Y - -..'.:'(. P . P RPSIFO
(\J } SC.] ey &0 . = LIJ—f (...f\ ) = i + ;.'wi]‘_ {i.\\. o TR _5__..} A (_| R ARRNLESY
. o . g
existe ¢ > 0 suficientemente pedquens tal que A (&) > 9

tal que

suficientemente pequenc tal que

entao para qualguer

45
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PROVA:

(a mesma do Teor. 5.2.6) »

TEOREMA 5.2.9 - Se © € W (R"), T ¢ m '), k > 2, entio existe

< <

£ > 0 tal que para todo 0 < €y < €5 < e 0 ﬁl 63 e

D < 8., <8 tenos

2 4’

61,62 5.,8
Mg (o1} > M

3
TTL 2

PROVA:

Usando o Teorema 5.2.6 podenos escolher ¢ > 0 - tal que

6.8, 8.,8 §,.8
M 1 “{ary > 0 ( e portanto M L 2{3T > M ! 2(EJ'I‘) > 0.
© £ 1 T E

511 : s, existe i ER |
Assim, dado £ \JHF vy ]{JR
norte de Tl compactd e H(TmTl) < gl(o gue irmplica M (le <
< " -+ = ’
< MAT) £ i)

o(supp T, suon Tl) < G],

pl{supp 3T, supp STl) < §, @

81,6q

. - o £r £ oo ‘ [P e R - oy ek e . e

ainda com M(STl) = Mr (3T) + r com 4 suficizntemponte  poagua-
1

(=

no  para qua sejam satisfeitas as dessicualdade:s:




(1) 1

(2) 1 -

onde

(tal

5.6, 47

w12y 4y
1
§,.8
1."
A M " (37) 1
S % ! BT

£ = max {]x['/ d{x, sapp T) X omax (63, 643}

£ existe pois o conjunto & compacto).

Evidentemento £ > 0.

Nestas condigoes, como

£ > MAax
vESURD Tl'

andlogamente

o{supo T, supp T2 8, < §4 entdo

srpp{T) € (x| /d (=,

< max{63, 64}} ¢ porsanto
{rY|} =
£ > max  {|yi}t.

¥ - i}
vEsunog 91
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Dados entao £ > €y > El > 0, queremos exibir T. € Nb(ﬂin)

tal que

6. ,8

172
M(T—Tz) < €5y M(BTE) < ME (BT]f

1

p(supp T, supp Tz) < 63 e

p{supp 3T, supp 38T7,) < §, -

Fagamos T, = p (Tl) onde Mg e uma homotetia de razao de

2 8
semelhanga 5§ > 0 tal que
8..8.
e -6 L. Cue T Pem
] kKoL L 1 -1
{ %) 1 - (_g_%_______.-_.-____) “* < § < T ! 1
. i e I ‘:\
M{T) + €1 HrL “(3T)
§, - §.
(-Jr*) 1 - (___“L.m_.__;j.:,:_) S. &
T
_ §, ~ 6,
{HE*) 1~ (=) < a .
£
Tenos entao
M(T*Tz) = M{T“uaTl}
= MfT~T1+T;“u5Tl3 <
SOME=T) o H{Ieug T <




K :
2 €q +{1~8) M(T.I) <

X

< ey F(1-8)° (U(T) + oeg).

De (*} - parte esquerda -~ ven que

£, = €
kKo 2 L. iy
(1-8)7 < —(5y7% » On Seja
1
k | .
(L-6) " (M(T) + €4) < &, = €4.  Assim
__I‘-fl(’l“-T.J LE,FE, mELTE,

2 1 2 1

Ainda  M(T,) = M(D(ugT,)) = My

1
A p
A )

de (*) - parte direita - vem

5,8,

M, e {37)

k-1 < __u_:.%_,,...,._{q.___‘__....
SR

M VS e

gue

8 ORI a portanto

am . Sklm l A om
{ J_l)_] o { ;-1(:;:_.1)

®]




Ainda

p{supp T, supp Tz} = p{supp T, supp uﬁTl)

il

p(suﬁp T, Mg SUPP Tl) <

< p(supp T, supp Tl) + (1-8) maz {[|y|} <
E3unp |

yesupp T,

61 + {1-8) - L

A

e de (¥*) - parte esguerda-vem que (1-8) » 2 < 53 61 e

pertanto

plsupp T, sump TZ) < 61 + 8, - 51 = §, s

™ ' whe ke ulo
Analoganente, usando (¥*¥} - parte cusguorda - vem. que
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TEOREMA 5.2.10 - Se T € nP(m™)

o, bALA

:k L P k ">_ 2. entaa

cviste e > 0 tal que para todo 0 < g, < g, <

1 , < e e
0<8, <6, temos
§ §
M L omy) > o 2 (3my .
1 5.
PROVA: ’

Andloga a do Teorema anterior escolhendo para razao de homote

tia & > 0 satisfazendo apenas as desigualdades
S3
e, -y Ve, OT
(*) 1 - () O I B ) -
ML) + €1 8,
: Mot o+ ox
"1

(%K) 1 - 2 L <

. g AT n - 1 R .

TEOREMA 5,201 -~ S M€ N@- (=) T ili L]k (10 PR N entao
I

axiste e > 0 fal gque para todo 0 < g, s CE Bamos




PROVA:

Anadloga a do Teorema anterior, escolhendo para razao

motetia § > 0 satisfazendo apenas

de ho-

-y —
. X . M {3aT) k-]
€ & el
1 ~{ ) < § < (—e—) .
' M(T)+e] ME (37 )+r

1

5.3 -~ TEOREMAS DA DEFQORMACAG

Nesta secgao estenderemos o Teorema da deformagao para

correntes o, B,0~normais -

TEOREMA 5.3.1 - Seja T € NJ(R"

3

tao, r > 0 tal que para
n g, n _
P € Ny R), Q€ Nk{lR ) e S € N g
1) T=P + Q + 938
X n o
2) M(P) < 2 n” [() M(D) #
g k=1 . |
3) M(3P) < 2 n () M (BT
1) M) < 6 (e M (am)
5) M(S) < 4 nk(g}a . BT

L @®, k> 2

qu.(B._quJ_e r 0 < ¢

as

- Ny, .. _
e T £ M R7) .Existe, en-
< r, podemos encontrar

(ﬂp) tais que:s

{(k-1ig - M_{(37) ]

[
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6) P & uma cadeia poliedral com coeficientes reais.

PROVA:

Consideremos ¥ > 0 tal gue valham os resultados dos Teoremas
5.2.8 e 5.2.11. Mais explicitamente, tal que para gualguer 0 <g<r,

tenhamos

(*) M_18T) > My, (8T) > M .(BT) >

2e

Mo

3¢&
2

) ~ o n
Pelo Teorema 5.2.5, podemos, entdo encontrar Tl € dk(R ) tal
que

£ (e portanto M(TJ) <

X3 %)

M(T~Ll) <

< M{T)y +

ol
"
e

o

M('c)Tl) < Moo (37) + 4, con

e

2

A =M _(3T) - M (3m}

£

.

el {8}

< M_{aT) -~ M,_ {2T).
. Jv.

[
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Portanto temos:

(*%) M(BTl) < M (3T} + M_(3T) -

£

N1 | %]

- M {(37) = ME!aT}.

3e
5€.
Seija agora
- 4 . 3 n-k +1
e, =inf {e - 5 ¢« ¢ M6
3 | .
6 n{, ) M_(aT) M{T) + 3¢
k-1 gt 3

.~ ) n :
A condigac (*) garante que €5 0. Como 'I'l € N _(R7), usando o
Ih
teorema da deformagﬁo para correntes normais, com s?, axisten

ARG n .n - T ”hn
P e N @Y, QL € Nch ) e s eN , ®)
tais que

{1} Tl = P + Ql + 98

(2) M(P) < 2n® [(Q) M(Tlf oA

n

k-1 }

(3) M(3P) < 20" (. %) M(or

1




(4) m(@) < 60" (1)) MOT) -,

(5) m(s) < 4n* (7) m(T)) - e,

(6) P & uma cadeia poliedral com coeficientes reais.

Podemos escrever entao

‘I‘=-T1+TﬂTl=P+Q1+?S‘+T—Tl=
= D + (Ql + 7T - Tl) + 35 e fazendo

Q=0 +T - Ty, concluimeos que existem

P e Nk(mn), o e ¢ ®Y e

S o PO
8 € R als g
3 Nk+lLP ) tai que

Além dissos

: . ..k n, n.
(2) M(p) < 207 [ () M(Tl) i) €y 4_1(311)1
< 2nk {(E) (M(T) -+ 5 =
. D w 3. DoEEL 5w (3T
Pl ) (em3e. 5 MF(ST); M_(3T) ]

k. n 3! i )
20" { () M(T) + {, J)e-M (3T) +

55




mas

e portanto

(3)

Usando ( ',’r-.k)

56

() % £ - %E.B_"..Eﬂ ()]

M{p) < 20K { (}?) M(T) +

+ Gl e H (M)
M(3P) < 20 () M (37.) <
~ k-1 1=
<an® (2 ME_(a'r)' -
MQ) = M(Q, + T - T)) <
_ 5 M(Q,) + M(T - T 2
<60 (D) D) ~e, b 2e
< ‘“nk(kfl) ME(BT) €,y gﬁ
<en Gl M (s
3 > 3
(e - 3 ——— ; :-.-15(81’)) e




_ .k, n o

(5)  m(s) < @ (h M@ ee, <

| ~

1 () + %e).

A

o M{T) - ¢

2

My omm . e

- < 4n (k

(6) P 2 poliedral com coeficientes reais por causa de(6)

TEOREMA 5.3.2 - Seja T € ¥ (®%), T ¢ m ®Y, k > 2 e § > 0. Exis

te, entac r > 0 tal gue para gualguer 0 < £ < r, podemos encon

trar P € N, (R, Q € NE ®") es e N, R tais que

(L) T =P + Q + 38
kK, ,n LI §
(2} M(P) < 2n [ () M{T) + (.7 .)e ™M (3M}.
- K k-1 £

(3) M(3P) < 20 ~ L y) M7 ()

(4) 1@ 2 625" e o M0 (51
(5) 1(8) < 4n" (e - m(m)

(6) P & cadela poliedral com coeficientes reais

{(7) zupp (P} W sup@ (3) € {x / a(x, supp T) < 2 &}
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(8) supp (9P) U supp (Q) € {x / d(x, supp T) < 28},

PROVA:

Consideremos r >

0 tal gue valham os resultados dos Tecremas

5.2.7 e 5.2.10. Mais explicitamente, tal que para qualquer 0 <e < r

tenhamos

| ¥5]

13

(2]

23

2¢ (3T)

(*) Mi (3T) > M® (3T} > M

ML b
o

Pelo Teorema 5.2.4, podemog encontrar, entao, T, &N

n=-k-+1

]{ ‘30

que M(T - T]) < % £ (e portanto M(Tl) < M(T) + % g,

p{supp T, supp Tl) <3
MOT) <My (0T) + 4,
‘é’t,
3
5 36
Mo (3T) -~ M3 (3T)
- 3e
A= - —3
3
8 56
< MD(AT) - M (3 .
€ I
Temos portanto,
¥k % i
{%%) M(Gll) <
-%5.Ir 6 ,
< 1.1.3,';- {97} + J."IE (am)
21_.

- M

& e

com

Cra

(am)

]

ol toite
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= n’ ().
Seija agora

£, = inf {e- 3 £ e E:5§l ’

_ k N (a1}
€

e — § 3 b . £ }

! 2 k. n 8
6n (k-l) ME (D)
- . M{®) - ¢ S
L3 ! in
M(T) - 5E

A condicao (*) garante que €, > 0. Como Tl € NkGRn), usando

o Teorema da Deformagac para correntes normals, com € existen

wh e s en URn)- tais gue

-
1
PeNM®RY) 0 €N K41

k

(1) fl =P 4 Ql 1+ 38 -

n
k

n

] k y N .. o
(2) M(P) < 2n [() J(Tl) ! (kml) €y M(all)}‘

(3) M(3D) 5.2nk(kf1) M5, )
. ¥, n N, L
{4) M(QJ_) < 6n (k-ul) iv'I(uTl) €5

(5) M(8) < 4nk(2) ML) - e,

(6} P 2 uma cadeia poliedral com coeficlientes reais
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(7) supp (P) YU supp (S) C {x / d{x, supp Tl)‘i 2n 32}
(8) supp (3P) U supp (Ql) C {x/d (%, supp BTl) < 2n 82}’
‘Podemos escrever. entao

T=T) hT-T) SR 4O 48T - T =

=P + (Ql+T—-Tl)+BS

e chamando

Q = Ql + T - Tl,

concluimos gue existem

n

= (R

PeEN®), QEN (R)esecn

kK+1
tais qgue

{1) T=2DP -+ Q0+ 38>

Além  disso mostram-sa (2}, (3), (4), (3) e (6) com os mesmos ar

gumentos utilizados nas demonstiacles dos Irenscoriesnondentes do

teorema 5.3.1, Falta apenas provar (7) ¢ (8). Paxza isto, chserve

MOsS gue como supp Tl & compacto, existe yOG supp T tal gue

d{x, yo) = d(x, supp T,) < in e

1 2




para cada x € {x / 4 {(x, supp Tl)_i-2n e?},

Por outro lade, como

§

] 208

p{supp T, supp Tl) <

por definigao de distincia de Hausdorff, isto implica
afy supp T) < 3 s .
Of ki ___? .

Entdo, para cada

x €{x / d({x, =upp Tl) i"2n 82} '

temos
d{x, supp T) < d {x, %}) + d(xy,supp T) <
. L 3 3 _ "
< <n g, 56 < 2an g o+ 500 = 24 -
Ainda,

supp (3P) U guop {(Q) =

= gupp (9P) U sunp (Q + 7 -~ Tl) «

61
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C supp (38P) U supp (Ql) U supp(T) U
U supp. (Tl)
c {x / d(x, supp aTl) < 2n 82} U
U supp (T) U supp (Tl)
] C {x/d({x,supp T;) £ 2n e,} Y supp(T)
U supp(Tl)
‘e pelo mesmo argumento a1'1t§arior, vem
C {x/d(x, supp T) < 2§},
TEOREMA 5.3.3 - Seja T €NJR'), T # w,_ @Y, k > 2, §, >0 e
62 > 0. Existe entdo r > 0 tal gue para gualguer 0 < ¢ < 1, noda-

<

mos encontrar P € Nk{]Rn) , O € N}S (an) e S

(1) T = P+ g+ 38

s . SO N n -

.(;.) M{P) < 207 [, #m0T) + G y) e
_ . 8,98,

{3) M{3P) < 2nk L (kfl) I\’Igl “(9T)

. .
() +tais que

Fetd T
= N,
k+1°

2
(37T}
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8448
k, n 1772
(4) M(Q) < en () & M, (o)
k,m .
(5) M(S) < 4n (k) e ¢ M(T)
(6) P & uma cadeia poliedral comn coeficientes reais
(7) éupp (P) U supp(S) € {x |d(x, supp T) < 2 8,1
(8) supp {(3P) Y supp(Q) € {x|d(x, supp T) < 2 8,1
- (9) supp {(3P) ¥ supp(a.Q) C {x|d(x,supp 37T) < 262}
PROVA:

Consideremes r > 0 tal que valham os resultados dos Teores
mas 5.2.6 e 3.2.9. Mais explicitameznte, tal que para qualguer

0 <g <r tenhamos -

R
8§,:8, . 7 Y173 Yo
(*} M. (O >M3 s
£ __2&_
28,28
S ll‘ 2 rm > __n__:i{-v{'lv
> My, (o7) = P 3.

Pelo Teorema 5.2.3, podemes encontrar, entao,




tal que

- _3
M(T Tl) < 5 €

{e portanto M(Tl) < M({T} + ,%_ £ ),

plsupp T, supp T,) < —%m 8

1
o (supp 3T supp dT.) < —o— 3
HEURR Oy > 9T 2 9y
' % Sy % 5,
M(3T,) < MZ - (3T) + A
1/ < My
'2'8
3 3
6 ;6 = (S F A 6
MEl 2oomy - Mé 2 206
A = 2
2
' 3 3
§.,96 = 6., = &
<um P % - wt 2 T 205n
£ _§ B
2 £
Tamos portanto
§,:6
(*%) M(AT,) < Mel 2 (31 .

Seja aqgora

F

7

com

&4




s ~ 3 . n-%k 4: 1
£, = inf { ¢ 5 ¢ 6]f62 ;
k M (3T)
£
£ ~ —oe € ,
4 2 §8,,8
~ k, n 1772
on \k"'].) DIE {aT)
M(T) ¢ & % 52 y
M(T)4~é%:z dn dn

™

r

A condigao (*) garante que €, > 0. Como Tl E_NP(BR

usando o Teorema da deformagaoc para correntes normais, com €y

e N, (R™ e s &N ,(RY) tais que

, ' n
. e T
existem P & N](iR ) Ql k T )

(1) T, =P+ Q + 38
(2) m(e) < 205 () mir) + (O )-e . M(3T)
- k "1 k-1 2 R ]
(3) u(o®) < 2pk(k?l} M{OT, )
) } n 1 ag 4 M
(4) M{Q) < 6n( L.} M3T) - e,
- . k., n oy
(5) M(5) < 4n”() ML) €,

(6) P & uma cadeia poliedral com cosficlentes roals
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-

(7) supp(P) VY supp(S) C.{x Id(x, supp T < 2n 82}

l}

(8) supp (3P} V supp(Q;) € {x | d(x, supp 3T;) < 2n e, ).

Podemos escrever entao

=
il
+
+

T - T =-P+Ql'-1-33+'r-*Tl=

T + 38

i
o
o
o
o
+
K
l

l)
&2 chaman§o

Q=0, +T -2

{

concluimos que existem P € Nk(ﬂin), O e NS(H&H) = Nk+l(IRn)

tais que

(1) T =P + Q 4+ 38

e, alem disso , -mostram-se’ (2), (3}, {4), (5), (&), (7) e (8) com os
mesnos argumentos utilizados nas demonstragoes dus ftens corres —
pondentes do Teorema 5.3.2:. Falta provar apenas o Ltem (9).

Para isto:

supp (5P} V suppl(’Q) =

] C

= gupp(3ap) U supp(an + 3T - aTl
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C supp(3p) Y supp(BQl) U supp(aT) U
U supp(BTlJ
C supp (9P) U supp(Ql) U supp(aT)
U sup?(BTl)
e ﬁsando (8) wvem gue

C {x | d{x, supp 3T|) < 2n €,} Y supp(d7}.

Por outro lado, usando o masmo argumanto que no final do Teo

rema anterior, com

concluinos gue

{x ld(x, supp 9Ty < 2o g?} i} d(x, supp 3T) < 2 62}
e. portanto

supp (AP) U supp(3Q) C

¢ {x|d{z, supp 3T) < 2 6,1

C..,
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