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INTRODUÇÃO 

O Cálculo das Variações, embora tenha aparecido em época re

lativamente antiga, pois sua origem remonta aos problemas da bra

quistócrona e do sólido de revolução de resistência mínima, pro

postos, respectivamente, por J .Bernoulli e Isaac Nev.rton no fim 

do século XVII, tem sido uma das fontes donde os matemáticos têm 

retirado idéi-as profundas que na maioria dos casos, depois de de-

senvolvidas, nada guardam aparentemente com _sua origem. Isto se 

dá porque os problemas variacionais são de relevadas iQportância 

nas aplicações da FÍsica e da Engenharia, além de serem essenciál 

mente geométricos. 

Na tentativa de resolver os problemas- variacionais Lagrange 

introduziu o conceito de Variação no século XVIII, epoca em que 

Euler descobriu a famosa equação diferencial que fornece a condi

ção necessária para resolver uffi problema variacional no plano.PO§. 

teriorrnente este resultado foi generalizado demonstrando-se que 

um problema variacional nos leva a um problema de Equações Di fere,g 

ciais. Esta via, entretanto nos conduz a uma sé.rie de dificulda

des, como por exemplo, o problema de existência de solução de um 

problema variacional nos conduz a um problema de existência de so 

luçao para equaçoes diferenciais, que é sabidamente dificil. 

Há cerca de 40 anos, L.C. Young publicou um trabalho (ve:r [7]) 

onde ele introduz o conceito de uma Curva Generalizada, 

constituiu o ponto chave para uma visão diferente dos 

o qual 

proble:nas 

de Cálculo das VariaçÕes. Nesta nova. direção o import'ante para a 

pesquisa deixa de ser o popto de vi.sta operacional como era carac 



teristico da via por equaçoes diferenciais, mas d estrutura do 

conjunto de objetos que constituem os candidatos à solução do pro

blema variacional em questão. Posteriormente estendidas para di,

mensao superior, a técnica introduzida por Young perrnit~u a obte~ 

çao de Teorem~de existência bastante gerais (ver D'Ambrosio [4]). 

Com relação a este novo ponto de vista dest3.cam-se os traba

lhos de H.Federer e W. H. Fleming, que Fartindo das correntes de 

De Rham têm d~senvolvido estudos sobre compacidade Çe sub clas

ses, dessas correntes numa dada norma, particularmente as corren

tes Normais e Integrais .-(ver [2]). 

Em [8] são introduzidas as correntes a-Normais que constitu

em o fecho das correntes Normais na topologia dada por Federer e 

Fleming no trabalho citado acima. Estas correntes são caracteriza 

das por possuírem Massa finita como as normais, mas ao contrário 

destas a fronteira pode ter Massa infinita. Neste trabalho são de 

monstrade.s uma série de propriedades que diz~nrespei to a esta nova 

classe de corren·tes. 

o propósito inicial de nosso trabalho era a generalização do. 

·Teorema da Deformação, -demonstrado em [21 para as correntes Nor

mais, no que diz ·respci to as correntes a-Normais. Entretanto; na 

medida em que desenvolvíamos nosso estudo ver i ficamos, corro era de 

se esperar, que nem todas as propriedades verificadas para as cor 

rentes normais poderiam ser estendidas p,1ra as o-Normais. Es·te 

fato nos levou a constatar que· quanto mais controlávamos tanto a 

corrente como sua fronteira melhores resultados obtínhan~s. Daí 

introduzimos as classes das correntes a-Noi:mais c S-Normais, cujo 



estudo constitue o essencial deste trabalho, desenvolvido no ca ... 

pítulo V. 

Para finalizar cumpre observar que os capítulos I, li, III e 

IV tem por finalidade introduzir os conceitos e resultados que 

utilizaremos no capítulo V e que além disso permite ao leitor nao 

habituado a esta parte da matemática compreender sem grandes di

ficuldades o trabalho desenvolvido no capítulo V. 

-o-
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CAPÍTULO I 

ÁLGEBRA DE GRASSHANN 

l.l - k-VETORES 

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita n. 

DEFINIÇÃO 1.1.·1 - Chama-se k- vet.ott., 1 < k < n, uma expressao da for 

ma: 

onde a. E IR, com as propriedades, onde u,.v, u'E V. 
l 

a) (a+b) (u A v) ~ a (u A v) + b (u A v); 

b) l(uA v) ~ uA v; 

c) ( u + u' ) A v = u A v + u' A v; 

d) uA(v+u') ==uAv+uAU'i 

e) (au) Av~ u A(av) ~a (uA v); 

f) ( u A u) ~ O. 

Usando estas regras temos: 

u A v + v A u = u A u + u A v + v A u + v A v = {u+v) A (u+v) = O. 



Assim: 2 

u A v - (v A u) • 

Os - . O-vetores sao numeras reais, os l-vetores sao vetores de 

V e para k > n os k-vetores são nulos. 

O conjunto dos k-vetores com a operação aUição a + B de dois 

k-vetores a e B 1 obtido escrevendo uma expressão ao lado da ou-

tra, unidas pelo sinal +, e a multiplicação por 2scalar aa. ol.Jti-

. da trocando a. por aa. na expressão de a, com· a E JR, forma um 
' ' 

espaço vetorial que representaremos por Ak(V). A_ este espaço cha 

mames espaço dos k-vetores. 

Se {t1 , t 2 , ..• ,f} é base de V. Pode-se mostrar que . n 

< ••• < lÀ 
k 

uma base para 

com e 1 < Ài < n, constitui 

Ak (V). e portanto a dimensão deste espaço e 

Logo todo k-vetor sobre V pode ser escrito como~ 

a ~ E a À 
. .e À a À " :R, 

À 

.e À ~ tÀ A tÀ A ••• A .e onde 
l 2 Àk 

À ~ (À l' À2, ••• ,Àk) com Àl < Àz < ... < Àk 



DEFINIÇÃO 1.1.2 - Um k-vetor é .6.-Lmp.te . .õ se possue a forma 

v
1 

Av2 A ••• A vk, onde v., i= 1,2, ... ,k, são elementos de 
L 

3 

v. 

Vamos definir agora um modo de a partir de um k-vetor e um s-

vetor obter Qrn k+s-vetor. 

DEFINIÇÃO 1.1.3- Sejam a E Ak{V) e SE A5 {V). Definiremos o pko

du.-to e.x-te.Jti..olt do k-vetor a = I: a. À • f. À pelo s-vetor 8 = L 8u • f.À 
À u 

como sendo o fflemento de Ak+s(V} pela fÓrmula: 

onde 

a A 6 = (E 
À 

A ••• A 

o produto exterior goza das segUintes propriedades: 

Se r'l E Ak (V) , 6 E A (V) e y E At(V), tem-se: 
s 

a) a A ( 6 A y) = (a A il) A y ; 

b) a A 6 = (-l)ks (B A a); 

c) a !). a = O se k e impar 

d) Como consequência de b) temor:> vÀ. Av A •.. A 
1 À2 

= E:À. • v 1 A v 2 A ... A vk' onde {1,2, ... ,k} e um conjurrto 
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sinal desta permutação. 

Os k-vetores simples podem ser pensados como k-paralelepÍpedbs 

orientados em V, ou seja, como mostra as .f:lguras abaixo. 

,.._:_, __ ··---- ,• 

i 

l-vetor 2-veto;r- 3-vetor 

Vamos agora considerar dois espaços vetoriais reais de dimen-

sao finita e vejamos a relacão (entre as suas álgebras de 
> 

Grass-

mann) induzidas por uma aplicação linear-~ 

Se f: V --~>H, onde V e \V sao ·espaços vetoriais, é uma 

aplicação linear, então existe uma Única aplicação induzida por f 

de Ak (V) em Ak (í'l) , que denotaremos fk, tal que: 

• v lA v 2 A ... A v k) ~ - r r r 

- o -

1.2- K-COVETORES 

Seja V um espaço vetorial e Ak (V) o espaço dos k-vet.ores so 

bre v. 
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DEFINIÇÃO 1.2.1 - Um k-eovetok de V é um elemento do espaço dual 

de Ak(V). 

Representaremos o dual por Ak(V). 

Se n é a dimensão de V, então a dimensão de 
n 

(k) 

Pode-se mostrar-se que um elemento w de Ak(V) pode ser escri 

to na forma: 

r 
w = I: 

i 

. . l i2 .k 
bl • fl A f A •.• A fl 

d f ij -· . l 2 on e 1 l ·- . , , •.. , r 1 j = 1, 2, ... ,k sao elementos does-

paço dual de v. Isto é identificamos 

Se .e.,.,, ••• , 
'-

sao bases duais ,re~ 

pectivamente, ent::io 

A ••• A 
Àk k 

t E A (V) , 

onde 

k 
i = 1, 2, ... , k, constitue uma base para A (V). 

Portanto podemos escrever os elementos de Ak (V) como: 



6 

w= ,,,À . 
"EJR. ' 

DEF·INIÇÃO 1.2.2- Dizemos que um k.-c..ove.:tolt é .óimpf.e.t. se ele pos-

sui a forma 

e 

f l A f 2 A A k fi .•. f 1 onde sao elementos do dual de V. 

Consideremos as sornas diretas: 

* A (V) = 

-Estas sornas suo 

n 
ffi 

k=O 

tos bases e 

espaços vetoriais de dimensão .2n 1 com eleme~ 

À e , respectí vamen·te. Estes espaços vetori3.is 

com o produto exterior constituem as Ã:tg t>~blt.M Co ntJtava.Jtian.te. e. Co-

-0 

1. 3 - PRODUTO ESCALAR EM AI< (V) e 

vetores simples. Definimos produto escalar por: 
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Portanto temos em Ak(V) uma norma natural definida a parti~ 

desse produto escalar. 

Para o caso de k-vetores gerais a definição é estendida pela 

propriedade de linearidade do produto escalar, ou seja, se 

então: 

= (E a· 

r 
r 

r,s 
• a 

s 

v E Ak(V) 
rk 

A ••• A 

det{v 
ri 

e 

' 

A ••• A v ) -
sk 

como Ak (V) é o dual de Ak (V) temos um produ.to escalar na tu-

ral induzido nesse espaço pelo produto escalar: definido acima. 

Por outro lndo 
. il iz 

w = E bl • f A f 
i 

= E 
i, j 

= E 
i,j 

i h a. 
J 

-se a e o k-vetor dado acima e w e o k-cov(.:>tor 
i 

A .•• A f k, definimos o produto misto 

il ik 
f (v.À) ••• f (v.À) -

J 1 J k 
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Seja f: V----> W uma aplicação linear. Então a aplicação m 

duzida 

f': W' -----> V' 

define t®a aplicação linear, que representaremos também por fk , 

como se segue: 

fk (/. 
rl r2 r .r 

A A ••• A f k) )) f f = 
r 

br fk 
rl 

A fk 
r2 

A ••• A fk = í. . f f 
r 

Se '" E 
A k (i v) e u. E Ak (V) e 

f: v-~ > H linear, então 

por: 

Se definirmos ainda 

k 
1" A (V) -~~> A (V) 

k 

f 
rk 

' 



9 

e estendermos por linearidade, a se transforma num isomorfismo 

pois 

Se definirmos o produto escalar em por: 

temos que: 

onde indica a norma provenient'' do produ-tb escalar, portan-

to são normas duais em Ak(V) e 

- o ·-
l. 4 - MASSA E COI>-1ASSA 

E: conveniente introduzir também normas especiais nos espaços 

e 

DEFINIÇÃO 1.4.1- A Ma..6.6a de um k-vetor a é o número real 

li a li ~ in f ( l: I ~I/ E 
~El3 

res simples e a = r. t; } • 
~EJB 

-c um conjunt.o fJnito de k-veto 



lO 

DEFINIÇÃO 1.4.2 -A Coma.ó.óa de um k-covetor '\V é o número real 

! ! w li ~ sup (1.!( Y) I Y é k-vetor simples e li Y li < l}. 

A Massa e a Comassa gozam das seguintes propriedades: 

l) li a li .?. I a I : 

2) 11 wll·_:: lwl; 

3) l>~• a I_:'. li w li · li a li 

Obviamente a Ma~sa e a Comassa sao normas duais. 

- o -
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' CAPITULO II 

FORMAS DIFERENCIAIS 

2.1 - DEFINIÇÃO DE FORMA DIFERENCIAL 

0EFINIÇÃO 2.1.1- Uma k-6onma num aberto U c Rn é uma aplicaç~o de 

Uem Ak(E.n),. 

~ u -> Ak (JRn) 

x -> fl(x) 

Dizemos que uma k-6oJtma emU é lnó-i.n-Ctam~nte. dj_6e.ne._neúi.vel se 

para cada a E Ak{V) tem-se que~(~) •a é infinitamente 

ciável. 

diferen-

Representaremo~ o conjunto das k-6ohma.6 infinitamente dife

renciáveis em U por Ek(U). 

As k-formas podem ser adicionadas e multiplicadas por esca-

lar de modo natural e assim com;tituem um espaço v2torial. 

Lembrando que A
0 

(JRn) = A 0 (JRn) =R temos que uma O-forma -e 

uma função real em V e sendo An(JRn} ~ JR, podemos considerar as 

n - n n-formas no~ como funçoes em R. 

A soma direta 

é uma Ãlg e.bna ViS e/t.'enc..-ia.t Gnaduada com produto exterior A 

diferencial exterior d~ 

- o -

e a 



12 

2. 2 - PRODUTO EXTERIOR 

DEFINIÇÃO 2.2.1 - Seja fã uma k-forma e e uma l-forma no JRn. Defi-

nimos produto exterior de ~ por 0 como sendo uma k+t-forma n no lR 

tal que 

(ÇJ'A 8)(x) = !)'(x) A ó(x), xEJRn 

onde íJ'(x) A 8 (x) e q produto exterior de um k-c.ovet:oJr.. por um .e.-c.o 

veta~, definido de modo análogo ao produto exterior de um k-veto~ 

por um t-ve.A:oJL. 

o produto exterior goza das seguintes propriedades: 

Sendo 'I uma k-forrna, e uma l-forma e 

a) (ÇJ' A 8) A y.= çrA (8 A y ) ; 

b) P' A 8 = (-l)k.t 8 A Ç!; 

c) P' A (8 + y) = Ç! A e 

-o 

2.3- APLICAÇÕES INDUZIDAS 

+ P' Ay, se 

- uma p-forma y e 

p = t. 

temos: 

Vamos considerar agora uma aplicaÇão diferonc:Lável de um aber 

to l.J de JRm em JRn 

f V c JRm --> JRn 

e vejamos como esta aplicélção induz uma aplicação no espaço das 
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rn n 
k-forrnas de m em~. 

m n m n 
Chamamos Tx(JR ) e Tf(x) (JR ) os espaços tangentes a JR e lR 

nos pontos x e f(x), respectivamente. A aplicação derivada Df(x) 

é então uma aplicação linear 

rn (lRrn) JR l'.>l ·r 
X 

Df(x) > T crrPJ ~ (JR"). 
f (x) 

Esta aplícação linear induz aplicações entre os -espaços de 

k-vetores e k-qoveto-res, deno·tados 

dada por: 

(~k f (x) ) o: ar v· A 
r rl 

v 
r2 

A. ·- • A v ) = 
rk 

= l: ar • Df(x) v A Df (x) v r J\. .. A Df (x) v ' r rl 2 rk 

e 

dado por: 
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Obviamente 11k f (x) induz de modo natur"al uma aplicação f# do· 

espaço das k-formas do ~n no espaço das k-formas do Rm. 

Dado V c Rm aberto e f:Rm ~ Rn, diferenciável, ela induz uma 

# aplicação que denotaremos f tal que 

definida por 

para a k > 1, V~ E Ek(JRn}, Vx EU e 

Quando k = O escrevemos 

A aplicação f# goza das seguintes propriedades: 

a) f# (~1 + ~2) = f# (~ 1) + f# ( ~ 2) ' 

b) f# ü\ 112) = f# ( iJ 1) A f# (i/2), 

c) f# (!J'1 J\ )I 2) = éf: ()11) A f# ()12); 

(f # 
( )/) # [f#(~)] d) o g) = g 

-- o -
2.4 - DIFERENCIAL EX'rERIOR 

Consideremos uma k--forma infinitamente diferenciável r;! sobre 
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um conjunto U do JRn. 

DEFINIÇÃO 2.4.1 - Denomina-se ViôeJtenciat Ex:teJtiOJt de 0 a (k + 1)-

forma, que denotamos d ~, dada por: 

d iJ' (x) • (a) ~ 

~ d iJ'(x)• [ E a ·v A v A ••• A ·v . 
r r r1 r2 r (Ú l) 

k+l 
(-1)i-1 ~ E a E v v iJ' (x) • 

r r i=l r. 
1 

(v r A v A ••• A v A ••• A v . . ) 
1 r2 ri r (k+l) 

para Vx Eu, se k < n; onde v v 
r. 

.0(x) é a derivada de Çf em 

l 

respeito a v 
ri 

(derivada no sentido de Gâteaux) e .A indica 

~ 

x com· 

que 

o vetor sobre o qual ele é colocado foi retirado da expressão do 

(k + 1)-vetor. 

Observe-se que se k = n então d ~=O~ 

Pode-se mostrar que a diferencial exterior possue as seguin-

tes propriedades: 

k 
A iJ' 2 + (-1) Jii

1 
i\ d f1

2
, i1 e k-forma; 

c) d(d fi) ~ O; 

- o -
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CAPITULO III 

INTEGRAÇÃO DE FORMAS 

3.1 - COMPLEXOS SIMPLICIAIS (EM ~n) : Vamos resumir alguns resul-

tados e definições da tecria dos complexos simpliciais no IRn. Pa-

ra maiores detalhes referimos o leitor a [ 9] . 

Seja llin _um espaço vetorial real. 

Um conjunto finito {v
0

, v
1 

1 ••• ,vn} de pontos de JRn é dito 

es-tar em po.!J-{ç.ão ge.Jw.t se os vetores v 1 - v
0

, v 2 - v
0

, ••• ,vn- v
0 

são linearmente independentes. (por abuso de linguagGm diremos que 

os pontos v
0

, v
1

, ... ,vn estão em posição geral). 

DEFINIÇÃO 3.1.1 -Sejam n > O um nfmtero natural ev0 ,v1 , ... ,vn' n+l 

pontos de JRn em posição geral. Então o conjunto 

n n 
a =[v ,v

1
, ••. ,v ]={v E JR-/v = 

o n 

n 
l: 

i=O 
a.---1,0< 

l 

e chamado de n -.õ,tmp-te.xa e.m 

a. < 1 } 
l 

A dimensão de um n- ,.:,impie.xo é o número n. Por convençao o 

conjunto vazio será considerado como n- simples em JRn, com n ·= 1, 

e portanto de dimensão - 1. 

Em tudo qne se segue a expressao 
n 

"Seja o Ull 

n- simplexo" signif_i_ca ''Seja an o t1- sj_mplexo em JRn gorado pelos 
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pontos v , v
1

, ... , v de JRn em posição geral". 
o n 

Quando não estaremos interessados diretamente na dimensão do 

si.mplexo, omitiremos o indice superior do sirnplexo 1 escrevendo a~ 

nas a • 

Sejam on = [v0 ,v1 , ... ,vn] um n-sirnplexo e k um número natu

ral tal que O < k < n. Então o k-simplexo em JRn gerado por um 

subconjunto de k + 1 elementos de {v , v
1

, ••. , v } é di to uma k-6d.c.e. 
o n 

de on. As O-faces de um simplexo são chamados vê.Jt.ti_ee.-6. Convencia 

na-se que o conjunto vazio é a (- 1) -face de qualquer simplexo.Pa 

indicar face própria de isto • face de r a que 01 e 02' e, que 01 e 

0 2' distinta de 02' escreveremos 01 < 02 . 
Um k-.6-i.mpie.xo o!LJ..e.nta.da 

. 
um k - simplexo qual damos e no uma 

Ordenação aos seus vértices. Consideramos !.guais duas ordenações 

que podem ser convertidas uma_ na outra por um número par de perm~ 

tações de vértices. Assim todo simp.lexo admite duas orientações. 

Vamos representar um l<:-simplexo orientado pela not.açôo (v ,v1, .•. ,v1 ) 
o . < 

onde estamos considerando a o.rdenação v
0

,v
1

, ... ,vk. l\. notação 

-(v
0

,v
1

, ... ,vk) signifi.ca que estamo~.:; considerando o simplexo 

[v
0

,v1 , ... ,vk 1 com a orientação oposta, isto 0, (v1 ,v
0

, ... ,vk). 

Dado um k-simplexo orientado o·k = _(v
0

,v
1

, ... ,vk), associamos 

a ele o k-vetor % [ (v
1 

- v ) A (v 2 - v
0

) A ... A (vk ~· v ) se 
. o o 

k > 2 ou v 1 - v 
0 

se k = 1. 

Para efeito de nota·ção, dado um k-simplcxo oriGntacl.o 

k- vetor associado será indtcado por Õk. 

k 
a ' o 

Denotamos ainda por j ok i o conjnn·t.o de pontos determinado l_X)r 

k 
a . 
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DEFINIÇÃO 3 .l. 2 - Seja (kf-1). 

O baft~centno de ok e o ponto: 

onde 

Sejam 

1 k 
E 

k+l i=O 
v .• 
~ 

k--simplexos 1 < i < K. 

Uma k - cade-ia Oh-Le11-tada. c uma expressao da forma 

a. 
l 

r 
E ~ a, 
i ~ 

- -sao numeras reais, k 
a. 

l 
-sao k-simplexos orientados. As 

k-cadeias podem ser somadas, somando-se os coeficJ.ente.s respect_:!: 

vos e multiplicando-se seus coeficientes. -

O conjunto das. k-cadeias sera ind.Lcado por ck_ e com as ope

raçoes acima é wu espaço vetorial. 

DEFINIÇÃO 3 .1. 3 -- Dado o k-simplexo orientado a == (v , v
1

, ... , v
1 

) , 
.· o < 

o bohdo de a, denotado por ()o , será a (k- l) -cad(Üa orientada da 

da por: 

onde indica ausência de v., se k > .l, se k =O, fazemos Oü =O. 
l ----

O bordo de uma k-cadeia e obU_do por linea~·irl.ade, iuto é 

r 
a ( >: a' 'uk ) -

i=l l .1. 

r 
E a, 

i=l l 

':1 k o0. 
l 
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Esta operaçao define então uma aplicação linear chamada ope-

!Lado!t. boJLdo 

onde represen-tamos a (a) por ao. 

Podemos ve~ificar facilmente que d 2 a ~ d(da) =O. 

Seja :K um complGxo simplicial e 6 1 (JK) o complexo simpli

cial cujos simplexos são do tipo: 

B ~ [blo ), •.• ,blo )] , 
o r 

onde r é um número inteiro sat:isfazendo -1 < r < dim :K e 

< a sã. o sj_mplexos de 1<. !J. 1 
( JK) é che~mado a pl1.úne.1-

r 

Definimos, indutivamente, a n-ê.-6.{ma /.SLLbdLvLúio baJt,[c.ê.HL'Lic.a 

de JK , como o complexo simpl icial: 

n-l 
~ 6 I 6 · ) I lK ) , com 

Seja lK um complexo simplicjaJ.. A malha. ("me::;h'') de TI< é de-

finida por: 

malha(JK) = sup {dJâmetro de o}. 
aE JK 
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Note que se lK é finito então: malha(JI<) < oo. 

Pode-se mostrar que se IK é um complexo simplicial de dimen-

sãó n em IR n 1 então n 
malha (LI ( JK ) ) :'_ n+ 1 malha ( JK ) , Se JK e tal 

que malha ( JK ) < co então lim malha ( 11r { JK ) ) = O. 
r+oo 

DEFINIÇÃO 3.1.4 - Um c.ompie.xo .6i..mp.tJ.c.i..a.e. oJtJ..e.n-tado JK é urna cole-

qao finita de simplexos orientados, sujeita as seguintes condições: 

ok E lK • 

to 

i) Se n E ][{ 
k fac'a de n então . a e a e a ' 

i i) Se n 

" 
m então lo n 

I" I aml Çl. a a ' 
~ 

A dim lK e a maior das dimensões de seus simplexos. 

A ,_'Le_g,{ãa potle.dJta.t 

y 
a c.::IK 

associado ao complexo lK 

I k, 
I a I 

o---

-e o conju!:!: 

3. 2 - COMPLEXOS CEJ.,ULARES: Sejam JRn tun 8spaço vetorial real nor-

mado e S um subconjunto de lRn. 

Então se para quaisquer dois pontos x e y em S , o segmen-

to de reta unindo x a y c:s·tá contido em S , dizemos que S é c.on 

v e. xo . 

Além disso 1 se S é um conju_nto convexo, a di..1ne.n.J;,ão de. S e o 

menor m tal que existe um m-plano de JRn contendo S 

DEFINIÇÃO 3. 2 .l - Uma· cela de dimensão zero em .IRn e um ponto de 



JRn. Se k > 1 uma cela de dimensão k em JRn é wn subconjunto co!!! 

pacto, convexo e de dimensão k de JRn, cuja fronteira topológica 

(que chamaremos de botr..do da c.e.la) é a união de um número finito 

(não nulo) de celas de dimensão k - 1 com interiores disjuntos 

(estas são chamadas as (k - 1) -faces da cela. 

Notemos ainda que 1 8e 1 < i < k uma (k - 1) - 6 a c. e. de uma 

cela de dimensão. k é uma (k - i) -:::ace dt:;; ur.ta (k - i + 1) -face da 

cela considerada.· As O- faces são chamadas vé.Jt.tic.e.J:, . . (Note que se 

k > O, um k-simplexo é urna cela). 

Uma c.e.la oJt-i..e.n..tada .é uma cela no qual damos \.una orientação 

aos vértices 1 considera-se que duas orien·tações de uma mesma cela 

sao iguais se uma pode ser convertida na outra por uma permutaç~o 

de ordem par. 

DEFINIÇÃO 3. 2. 2 - Seja JRn um espaço vetorial normado. 

Um cOmplexo celular em n - -1R e uma coleçao JK de celas em 

satisfazendo: 

i) Se B E JK, então todas as fuces de B estão em 1< i 

.i i) Se B e D E JK, então Int B n Int D ~ i2l ou B n D e f a-

c e de B e de D. 

iii) Se B e D E JK, então B n D e uma união de celas de I<. 

Seja ]< um complexo celular em JRn. L\ssocim11os a JK subcon-

junto jJK I de JR.n definido por: 

I lK I \_)A 

AEJK 
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A d-Lme.nl.lã.o de ]{ 1 denotada dirn :K, e o supremo das dimensões 

de suas celas. 

Sejam A uma cela em JRn e v 1 ,v2 , ... ,vn os seus vértices. 

o baJtice.n.tno de A é o ponto b (A) de A definido por: 

l l 
b (A) = n v

1 
+ . . . + v 

n n 

·podemos verificar que se R é um complexo celular de dimensão 

f.inita, então JK admite urna subdivisão chamada prime~ra subdivi

são baricêntrica que é lru complexo sirnplicial. 

- o .. 

3. 3 - INTEGRAÇÃO SOBRE CELAS E CP..DEIAS 

Seja A c IR n ~a k-cadeia orientada de JR n ou seja 

A= L: a. a. 
L .L 

e seja / uma forma Diferencial cont:.lnua sobre 

Sejam b(cr~) ba.ricentro dos k-simplcxos 
L 

res associados a cri . 

-

A. 

e os k-~veto -

Definimos a operaçao ''o" (que nao e independente da subdivi-

são) por: 

k 
a. 

l 
;:;; L: a. rfJ(b(o.)) 

i l l 



pois 

e 

k 
a • 

Vamos definir agora integração de formas sobre cadeias. 

Seja ago~a ok ~-simplexo orien-tado e rp k-forma continua 
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em 

Seja /1 1 (o") , 6. 2 (a) , ••. , sequência de sub di visões de ak com malhas 

cujo diâmetro tende para ze.ro. 

Pode-se rr.ostr<J.r que existe o limite 

lirn ~o 6k(a). 
k-l-00 

DEFINIÇÃO 3. 3.1 -· Chama-se Integral de rp sobre crk o numero real 

k 
lim rp o ll (cr). 
k+oo 

Definimos integral de urna k-forma contínua q'J sobre uma k--ca-

deia simplj_cial por: 

E a. 
l 

A in-tegral de uma k-forma contínua rp sobre uma k-cudeia celu 

' - ' lar é obtida por uma expressao anuloqa a anterlor . 

.. o -
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CAPÍTUI.O IV 

CORRENTES 

4 ,l - CORRENTES COM SUPORTE COHPACTOS 

Consideremos Ek (U) o espaço das k-formas infini t.amente dife

renciáveis no aberto U c ~n. 

k 
DEFINIÇÃO 4.1.1:..... Seja Çf E E (V), o .õupoJt..te de. Çf e o subconjuntof~ 

chado de U, dado por: 

Supp ~ ~ U n Fecho {x E ~n/~(x) tO). 

k Consideraremos a noçao de convergência em E (U) dada pela 

convergência uniforme, em cada subconjunto compacto" de u, de cada 

derivada. parcial de qualquer ordem, isto ê, uma seguência d~ k-

formas {.(;l'n} converge para a k-fo.rma !i.f, se pará cada compacto de 

U a sequência {}1 } e a de suas derivadas convergeTr. uniformemente 
n 

nesses compactos,. 

DEFINIÇÃO 4.1.2 - Seja Ek(U) com i1 noçao da convergência dada aci 

ma. Uma c..oltJte.vtte. k-dlmenf.,[onal em U é um funcionul linear 

T Ek (U) ---- > JR, 

que seja continuo, isto e, uma sequência ·f/~ (U). que con-



25 

verge para o Zero, então 

--->o. 

O conjunto das correntes k-dimensionais em U e denotado por 

Ek (U). Este conjunto é um espaço vetorial sobre R e está munido da 

topaiog~a &naQ~isto é, uma sub-base é Cada pelos subconjuntos de 

Ek (U) : 

{S E Ek (U) I jT()l) - s (})')I < d 

para cada 
k TE Ek(UJ, iJ' E E (U), E> 0. 

DEFINIÇÃO 4 .1. 3 - O -6 upoJd:e. de. T (supp T) é o menor conjunto C cu, 

tal que C é fechado em relação a U e T(~) 
k 

= O para ·todo Ç{ E E (U} 

com supp ~ c U - C. 

Dizemos que uma sequência {Tn} ·de corren-tes em Ek (U) converge 

para T E Ek (U) se é somente se, para cada Çf E Ek (U), Tn (Çf)-+ '.L' (!J'). 

Para correntes de suporte compactos podemos utilizar a mé-

trica 

p(A 1 B) -- max {sup {d(x,A), x E B}, s up { d ( x, B) , x '::: A}} 

denominada métrica de Hausdorff para comparar dist.iincia de su-

portes. 
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A soma direta, 

constitui um Complexo de. Cade.i..a.6 com o operador fronteira 

definido como: 

dT = T o d, 

onde 
2 

TE Ek(U), e d é a diferencial exterior. Então temos d = 0. 

Dada T E Ek (U) , a cOrrente dT E Ek-l (U) - chamada bordo de e o 

T. Obviamente o operador bordo 3 e contínuo em Ek (U) • 

Demonstra-se fàcilmente que se T E Ek (U) en-tão Stlpp d'rc supp 'r 

e ainda que se supp T é compacto, então supp 8T é co1npacto. 

- m DEFINIÇAO 4.1.4- Seja TE Ek(U) e }J E E (U) com k > rn. Definimos 

T A~ E Ek-m(U) como 

('r A iJ) (')I) - T (ÇI i\ ')I) 

para todo tj; E Ek-m(U) e. pOrtanto, 

a (T !I fi) ~ (-l)m (a•r) A !1(-l)m-l ·r i\ df!. 
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m k n 
A cada 1jJ : lR -> A (R ) , Ln somável com suporte compacto 

associamos a corrente C 1jJ E E k n-

rJ E En-k (JRn) com JRn orientado de maneira usual. 

No caso em que 1jJ anterior é a fronteira característica de 

Uffi SubCOTijUllt{) aberto e limitado ucxu> 1 ent.ão C lJi pode ser iden-

tifi·caàa com U; escrevendo 

u (IJ) ~ f u fJ ' 

No i tem seguinte introduziremos tuna out.ra norma no espaço 

das correntes. Tal norma corresponderá a noçao da ãrea
1 voluine, 

etc. do suporte da corrente. 

- o -

4. 2 - MASSA DE D;lc'\ CORHENTE 

DBFINIÇÃO 4.2.1- Seja }1 E Ek(U), def_inimos A!a,_L.I.a de_ !J comor 

M(O') ~sup{jjfJ(x)jj /xEU}, 

onde li jj indica a Comassa (veja LA.2) 
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DEFINIÇÃO 4.2.2- SeTE' Ek(U) a MMõa de 1' e definida como 

M(T) = sup {T()I) / )I E Ek (U) e M()l) < l], 

As aplicações M em Ek(U) e Ek{U) constituem normas nos espa

ços das formas com suporte compacto em U e das correntes de supoE 

te compacto con-Cido em U. 

Seja ~E Ek(U). Associamos a~ uma função real· nao negativa 

lliJII: U->JR 

dada por 

x E U, andei) J) indica a Comassa (veja 1.4.2) 

Seja T E Ek (U) com M(T) < oo associamos uma medida chamada 1\le. 

di.da vafLi..ac.i.o nal de T .e denotada li 'r)) definida como: 

IITII (f) = sup{Ti!ll/0' E Ek(U) e 11011 <f} 

' onde f é uma função real nao negativa e continua em O . 
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4. 3 - ALGUMAS PROPRIEDADES DAS CORRENTES COM SUPORTE COMPACTO 

A seguir apresentamos algumas propriedades que utilizaremos 

neste trabalho. 

M(T) < oo~ g E Em(U), m < k. 

2) I I ,0' A <jJ I I llf<lll ·ll'iJII, 'iJ E Ek-m(U) • 

3) M(T n A) ~ IIT li ('J(A), A c U subconjunto de Borel e .Xp, 

função característica de A-. 

4) M(C<jJ) ~f lwl d L11 , somãvel com suporte compact~. 

No caso particular em que lJ! é a função característica de uma 

cela convexa k-dimensional orientada de A1 então a-massa da cor-

rente k-dimensional assoc.i..ada é igual à medida k-dimensionál da 

cela. 

5) IIT A ?;Ali (f) < IITII (f), A c R
11 

subconjunto de Borel. 

6) SeTE Ek(U) e M(T) < * oo: 

então T pode ser estendida no conjunto das k-~ormas con-

tinuas em U e: 
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7) Seja {T, } uma sequência 
~ i>l 

de correntes e T E Ek (Rn) taiS 

que lim T.~T e HminfM(T.) <+ ro 

i700 l 
i+oo 

1 

então M{T) < ~ e lim Ti(~) = T(~) para toda k-forma con

tínua ~ em U e 

lim in 
i-

(A)> IITII<A) 

para t:odo conjunto aberto A c u. 

8) - . n Se A e um subconJunto compacto de R , 

e compacto . (na topologia fraca). 

e o < ~ -< oo, então 

Observamos que n~s duas primeiras propriedades podemos des

k 
prezar o fator (m) deE;de que r;f(x) é simples quando x E: supp T. 

Note que nas propriedades acima estamos usando T n A em vez 

~ TI\'" ue ~'-<A• 

- o -
4.4 -APLICAÇÕES INDUZIDAS 

Sejam u e v dois abertos de JRm e JRn respect_i vamente. Uma 

função infinitamente diferenciável f: U -+V induz uma transfo:rma -

çao linear contínua 



dada por: 

onde 

dada no ítem 2o3 

PROPRIEDADES DE f# 

f # 
E (U) 

]( --> Ek(V) 

L ('r) (fJ') 
" 

# k 
~ T(f fj'), para cada fJ' E E (V), 
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4) supp f# \T) c f (supp T) e quando f t-:cm inversa diferencia 

vel, ent'iio: 

'r su f-l (~ T) c supp -- pp ,'f j_H_ -

"-? f(supp T) c supp f_,.(T) 
. - - ff 

e portanto sup:r "f#(T) -- f(supp 'f)~ 



No caso particular de homo·tetia 

temos então 

supp ~o (T) - ~o (supp T). 
# 

32 

M(T) < jjTjj (lt e então no caso de homotetia ~o 

também, quando k. > 1 
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Seja U c JRn .aberto. Conside.remos o .s_ubespaço vetorial Pk {U) 

de Ek(U) gerado pelos k-simplexos orientados de U pensados como 

corrente de acôrdo com o ítem 4 .1. A cada elemento de Pk (U) chama

mos de c.ade.la po.tiedftaf. Dada uma cadeia poliedral se os seus coe 

ficientes em relação aos simplexos forem inteiros a cadeia po-

liedral é chamada c.ade_icr. poiie.dJta.e Ã.n:te--i..Jta. 

o 

4. 5 - CORRENTES NORMAIS E O-NORl'!AIS 

DEFINIÇÃO 4. 5.1 - Uma corrente 'I' E ·Ek ( lRn) e nofLma.t se 

N (T) ~ M(1') + M (8T) < + w • 

A cada subconjunto U c JRn associamos o espaço linear das c.olt 

e o complexo de cadeias 

Quando U e aberto, identi.ficamos Nk (U) com 

Ek(U) n{1' / N(T) < w), 
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Seja f:U---> V infinitamcnV~ diferenciável, então pode-se 

mostrar que f induz uma aplicação f# 

---> Nk (V) de rnodo 

análogo ao visto em 4.4. 

Um resultado muito importante sobre est.as correntes é o cha-

do Teorem.J. da Defoimaçdo que enuilci aremo:-:> a seguir.· 

_ Se T E Nk (~
11

) e s > o, então existem P E Nk (JR
11

) ,Q E Nk (:~R
11

) e 

n 
S E Nk+ 1 (JR ) t.ais que 

1) T = P + Q + as 

2) M(P) < 2n k[ (~)M(T) + 

3) M(8P) < 2n k··l( n) H (8T) 
k-1 

4) M(Q) < 6n k ( n ) 
k-1 s • M ( 8T) 

5) M(S) < 4n k+l(n) E • M(T) 
k 

6) P é cadeia polj_edral com CO(?.ficientes reais 

7) supp (P) U snpp(S) c {x E ~1R
11
/d(x,supp T) < 2n c} 

n 
8) supp (dP) u supp (Q) c {x E JR /d(x,supp 8 '1') < 2n c} 

M (3T) -
E 

inf 
Q 

n 
EE,(JR) 

" 
(M(3Q)/M(T-Q) 

supp Q compac·t.o}; 

< cJ 



' 

M(T) + M {dT) 
s 
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DEFINIÇÃO 4. 5. 2 - Uma corrente T E Ek (JRn) é a - Normal se e sõmen 

te se para cada E > o, N (T) 
2 

< 00 

De modo análogo ao que foi dito anteriormente para corren-tes 

normais obtemos o complexo de cadeias N* cr(U) para cada 

n 
aberto U do :R • 

Em [8] prova-se· Nk
0

(U) e o fecho de Nk(U) na norma 

N (T) = M(T) + M I3T) 
E E 

conj.unto 

e_ além disso se U e V são abertos do mm e mn respectivamente · e 

f : U -> V é urna apltcação localmente lipschitziana, então f 

induz uma aplicação 

e se flsupp T c prÓpria então 

1) f 0 é linear 
# 

2) Se f 'e g sao aplicações localmente Lipsctü -~~zianas e 

sc'to o:cóo:t:iet:::> entilo 
' c 

- o -
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Ci\PÍ'.rULO V 

5 .1 - CORRENTES a., 6 - NORl·ii\IS 

Dados os numeras t:, õ 
1

, O 
2 

> O consideremos os seguintes nu 

Fcleros: 

8 
l) I! 1 (8T) -

c 
inf {H(dQ), r.l(T-Q) < 2 1 

QEEk ( JRn) 

p (supp T, supp ÇJ) < 6
1

, supp Q comp:=tc·to} oncl.r::- p e a nétri 

ca de Ilausdorff. 

:L n:E {!.!(3(1) f·H'r-Q) < t: , 

p (supp 'I', supp Q) < 6 1 , 

cor,-•pact.o} 1 

onde '_C é nma cor.rent.c cl_c ~:; uportc compC!.c-to. 

I'-lélS condições antc,rj_orcs defi_n_imos u5.nd<'l: 

N ('l') - n ('J') + i-I ( d'I') 
t: s 

o 
N l('I')

c I! (1') + 

~ :!('C) 
ó 1 ~ ó ~ 

+ i1 -~ .; (()T) 
c 



Observe que: 

ó 
< N 1 (T) 

" 
ó l'ó2 

< N (1') 

" 
e além disso se, E 

1 
> E: 

2 então 

N (T) 
"l 

< N ('I'} i 
"z 

o o 
< N l' 2 (T) 

E 

D:CFINIÇÃD 5.1.1- Seja 

-

2 

T E .-, r.,..,n ) Lk \..U-\ 
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T c !3-no.cmal se T ten ~:mpo.r:te compacto e p<J.ra 'rfF.., {i_,> o, 
L 

o 
H 'l(T) < + ro 

E 

'l' e 

'lh; 1 6
1

, Ô;~ '> 0 1 

Denotamo~_; o conjuni:o das co:r:x:en",:.es [)··nOl:l'lil.iS 

' t d t ' ._,G ''fR0 ) con]un o .:::t~ co.cren ·es o:-normnls por L~k \-~ • 

por -.. 8 r ·rnn \ 
L·;}~ , .~r~ , e o 



• 
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Segue-se das relaç(Jes entre os nÚincros 
6 

N (T) , N l (T) e 
E E 

61,152 
N (T) que ' 

E 

- o -
5. 2 - PROP lUEDl\J)E.S Dl\S COP.~r·;::!TES 1'Y., S--NOR!>'Il\IS 

Neste ítem demonstra reJHGS algum2.~; propriedades importantes das 

'correntes a 1 O-normais ~ 

'3 n .. n 
TE O RENA 5. 2 .1 - N~ (iR ) e o fecho de Nk ( m. ) na topoloiJ.LZI. dada pe-

la mêtJt--éc.a definida por: 

onde p é a métr:i .. ca de Hau~;dorff. 

Seja 

Precisamos r::ostrar CJUQ (.lado E > n .. ox.i.~~:Lc>. ·r1 c N, Cnn ) ,, 
que Como 'l' E 

f::""! portem to e xis te ,_, = T7' I ._,n 
J., o;;;: ü 1 Ih 

.!.. X: 
~r('r~·-e,) < 

" 
p (supp 'l' 1 T l.) < E 

H(~~·r• 1 ) < >(13 I J'l') + 1 < 1-:c.:upp c '"'' - 3 "s/3 

I·' 1T-T ) < 
E 

:o::=~> H(T ) < d('I') + E < + Cour.;J.u.iDo::.> n . "\ 1 3 l 3 

E 

3 

t:.al 

De 

então 



<~-+-E-
3 3 

< o. 

Portanto 

Por outro lado, dado 

E > Ü 
1 

existe 

E, ó > O, quaisquer, existe 

T E fechod 
1 

tal que 
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n 
Nk(TI~ ) , para qualquer 

d
1 

(T ,T
1

) < f:
1

. Dado~:; então 

Portan-t:o H(T-T
1

) < min(r::,O) <E: e p(suppT, supp T
1

) <min(E,O)_:: 

< 6 . e assim in f {M( OQ), 
n 

QEEk (JR ) 

N(T-Q) < E, 

Concluímos portanto que '1' E í:'.J~ (JR n) 1 ou seja, 

fcchod 
1 

c.q.d. 

'l'EOREMll. 5.2.2- N 1 ~(mn) e o fecho de Nk(IRn) nu. topologia Jada pela 

métrica defüüda por: 

+ p(supp 'j 'l' ' - l' 
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PROVA: 

S . TENka(IRn).P. t dd O. e)a reclsamos mos rar que, a _o t. > , exls-

·te T
1 

E Nk(JR
11

) tal que d
2

(T
1

,T) <e. Como T G: N~(IR.n) dados 

E 
-4- N~;: (T) < + oo e portanto extste 

E que N(T-T
1

) < -
4
-, p(supp T, supp T

1
) _:_ E 

4 
e p(supp ()T, supp 3T

1
} 

< 

De 

E -
4
- , com 

M(a•r
1

) < Ms/4 ,E/4 (3T) + 1 < + oo • 
s/4 

E 

3 

Concluímos então que •r
1 

E Nk (1Rn). Além disso 

Porto.nto 

+ p(supp 8T, supp 8T
1

) < E 

1 

N~(IRn) c fechod
1 

Nk(JR
0
). 

+ E 

4 
+_E_ 

4 < E, 

Por outro lado, dado TE: fechod Nk(JRn) pAra qualquer E:l > O 
2 

exis-l:e tal que 

Dados, ent.ão, v E 1 0]_, 62 > o, existe Tl 

d 2 (T,Tl) < 

e assim 

min(t:, 61, 82) Por-l:anto 

p(supp 3'1', supp o·r) 
l 

&í(T-'I'l) 

E N,(JRn) ·tal ClUC 
K 

< 1.ün (c, c) ., ' 8 2) < E ; 
.l 



in f 

QEE, ( JRn ) 
K 

{N(3Q) 1 !t(cj_'-Q) < f: 1 

p(supp 'I', supp T
1

) < 6
1

, 

L 
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Concluimos portc;mto que mr·la(lRn) . f h l!( .. 'n)C 
.!. '-= Lk 1 OU SCJd 1 CC Od ' 1 ii;.. 

') Y. 

c.q.d. 

TEORic.:f-!1\ 5. 2, 3 -- Se 'l' (: a n 
'\(JR)e 

in f 

ry:uk ( _mn ) 

{ll(8Q), H(()·-I') 

p(snnp 1'1', supp di]) < 6'), 

Sll)_)p Q compact~o} 

PUOVi\ ~ 

Por defi-nJ ção :· 

< C I 

inf U!(dQ), r-l(Q-'1'} < t. , 

·~r~1;• ( wn ) 
~~ _, 'k . 

entZto 



lo de 

Como H ('f) 

p(snpp dT 1 supp dQ) < 

supp Q compacto} e 

o '8 
M 1 2(3T) < + oo 

E 

< + w segue-se que paru 

61' 6 2 
H(Q--T) irr.plica H (3'1') < E 

c 

42 

os 'i que entram no c5lcu-

H(Q) - H (1') < E e porta_!l 

to li ( Q) < H ( '1') + E ' ou sejn H ( \1) < + 00 Além disSo, obvinmen-

te, todo Q que entra efetivo.mente no cálculo do Ínfimo tem 

H(80) < +_ oo • ConcluÍmos portanto '_"{UG ç_quelcs Q que entram efeti-

vameni:e no cálculo do Ínfimo pertoncern a Nk (IR 11 ). 

'l'EOREI-~l\ 5.2.4- Se TE N~(mn) e c, 0
1 

>-o, então: 

inf {H(~)Q), l<l('r-<2) 
n 

QEHk ( IP ) 

D (supp 'I', supp Q) 

PROVA: 

( totnlm~nu~ <.m1d.oc:r;c a anl::er:i.o-r:·) . 

'rEOP.E?-iA 5 . 2. 5 ··· Se 'i-, c ~-,C5(11~ 11 ) 
l"l: ' . 

in[ 

(lEI-J (ll_-:on ,_ k ' 

c > o, 

< s ' 

Q comp2ci:o} • 



PROVA: 

(totalmente aniíloqa ao Teor. 5.2.3). 

TEO::ZJ::tm 5.2.G -Seja 0
1

, 0
2 

> 11 e 

lim inf 
s+ o 

à 'ô 
(1-! I· 2 (0T)} 

E 
< + ~ 

'r c: ''-'ct(~n) -- ~ '1 J.t<. 
.< 

( • --" i" > O 'I' E ,._,ka(-r:>n) e- '.l' "--, '-'!,(Y_;·n) OU SeJa., se v]_' u 2 1 d J.Ll. • __ .ih 

dudo M
0 

> O, existe E > O snficicnt.err.cmte pequeno t::-tl 

PROVA~ 

43 

então 

c1ue 

Seja nma sequi:'~ncia ::: --+ o 
n 

6 1 'à ? 
M -- '(JT) 

E 
< K ( ,,,.,,...,s-

... - h• 

tante) pa1·a todo n. 

e portanto (T-·'J~ ) (>1) < 
n 

?-l(Cl'J:' ) < 
n 

T 
l\ 

r-: 
;~ 

n 

(?-•f' ) 
( ----~-- ( Çf) 

n c:n 

., ('..,-T ) 
·'. l n 

n 

(.,; u,_(mn) (p:::!.o 'fCO.t'CJ:i'.'l r.: ., -) 
::J • ..-; • j _, 

( U'l') + 1 < K 1· J.. 

'
o, 

1
.o ,.,. r,-_- _, ,' · - ,' ~-,.,n , 1 

•/) • •-' c ) f 
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Então, para cu.c1a }.3' f::': Jj 1< (JRn), onUc (lk ( J_Rn ) CF e o e~paço rlas 

]:-·formas de .suporte com.pae to, temos r1ue s --~o 
!1 

íruplica 

T (ÇJ')--> T(ÇJ') 
n (pois- H(0) < + oo). 

Como 11 k ( _·mn ) d E'k ( JRn ) iP' '.L' e enso em , 

topolorJiil f-caca (c1cfiniyêio de co.-.:-n~nte) 

para v Çf c El:< ( m.n) e portan-t:o 

fracamen i.:o. 

~[' o 'r sao cont.Ínuas na 
n 

Como () c contínnu na topologia fraca, hono:-> 

i'l' ·----+ (l'l' (;_.n 

e porti.-mto para cudu.. yr c-:; .Lt (JJ\n) 

till quo 

8'l' (ÇI) < J',;,' ( :!l 
n,l .-

+ 1 < 

1:cÜ que .'·~(fi) < 1-, COTIO 

< H CJ'J.' ) + l --' I< l· l + 'L n,, 
Y' 



I\(3T) -· sup ( (3T(>'!), ~\(ÇI) < 1} < 

< K + 2 < + oo 

c portanto 

5.2.7 --Seja e T E 

ô 
lim inf{MEl(JT)} < + oo • 

Ent:ão 

(ou seja, se 

c+ o 

T E .Ts (JJ"n, 
b, _ ·-~ , e _;-: 

tal que 

ent.:.i:io puro. rr.1u.lquer 

n > O, exLste E < O ;-_;uficicnt:r::trlent~ p(:rtucno L~l que o 

Pr:.ovn; 

a m:':!r.;na que n ant.crior) • 

Sojo_ 
r< n_ 

'.[' Ç "' /·l·c~-- ) C •] l .,.. ]]'" t''< 1 "'~ 1 \ 1 -<' ~,- •X> - L'1k\ .. t. .o __ ::,_~c_-_,_, ''.~\·'.'-·-!f ~ 

•-: - ;.- () 

(ou seja, se 

existe 

45 
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PROVI\.: 

(u. mesma do 'I'cor. 5.2.6) • 

s > O tal que parZl. todo O < c. 
1 

< E 
2 

< s c O < ,1) 
1 

< 8 
3 

e 

PROVA: 

Usando o Teorcr:ta 5 .2.5 podemos e~Jcolhe:c ~ > O que 

o) . 

Assim, duUo · t •,• '-" r,. r JJ"n ) I ·r ' ·· 3 ) "l.' p-...,--J.·.··· ·co,_ eo~· -, .i co.-r c::u-'- -·· ,-, "1 "'k\ ;• • .L> --'••-•O " Ol -

p:)rte de 'r I"' ' c·, J. l j 

ITl • .. 1 com;:;acc::o e < 

P ( ou·~y) T C"'l'J•l '1" ) < .~ 
..::l ~~; f •~Lfc 1 Vj_/ 

.::d.nda com 



(li 

( 2 I 

( 3) 

o nele 

( t.al 

1 -

61' ó 2 
l 

ô - o k~-r-
l 3 l < H ( 3TI - (-------) (-----------·) t ú l' ó 2 

t-! (3'r)+r 
'" ''l 

Õ l r Ô? 

1 64 - 02 
t--t -~c aT) 

8 -J::"=y-·· 1 1 - (·--y·-1 < (----,·------) '" ' 

l) ., , ô 2 
H .t. "(()'[')+r 

s 1 

t ~ milx ( [x[ 1 d(x, r.upp 'r) < max (ó 
3 ' 

.t czis tr:: pois o .. 
conjunt:o o compact.o). 

Evidentemente .t > o. 

Nest~c:ts como <>upp 'l'l) 

[;upp('I'
1

) c (jx.[ /d (~{: uupp 'i') < 

< ··-,xr< !!,,_,_, 1 '-' :-3 r 

.C> max {iyl} e, 
yEsupp •r

1 

,:.r.nÕ.loy cnrcn te max . I ' J' 

{ I Y j • 
vc-:C c; 1 <')O "''l' 
.'- • -·_i_' o- l 

47 
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Dados então E: > c 2 > t: 1 >O, quen.::.mos exibir T~, E :>\(lRn) 

tal que 

p(suppT,suppT
2
)<0

3 
e 

p(supp dT, supp dT
2

) < o
4 

• 

Façamos T' = W 2 ô onde e uma homotctLl de 

semelhança ó > o t:al que 

( *) 1 -

l - < o 

1 -
. 64 - 02 
( ---·----··-) < .s • 

I 

'J.'i.:1mos então 

- M(T-'r +T ·-11 'L' ) < 
'"]_ l'<Sl 

< 01 c .. :-·r, ) 
L 

+ ~.,, ( l···rt \ ",· l < - \ --· ó' '"J. 

'ru?.ao de 



De ( *) - parte esquerda -- V{~D que 

' 

1\inda 

de ( *) - par-te d.irci. Ll_ --vem que 

6
1

,0') 
H - "'(d'I') 
cl 

M 0 l ' tf;·-~-~-:~;·;~--~ 
cl 

ou seju 1 

Assim 

\ k·-1 ''(','I' ) 
-·- ( . l .! -'l 

portant.o 

a 'l ( '\ '.\ ) 
!'L ,tJ -''1 

<l9 

G 
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J\inda 

= p (f~upp '1', nó snpp ·r
1

) < 

vEsunp 
-' " .. 

< ól + (1-.6) . t 

e de (*li·) - parte esquerda-ver'l que (1-ó) 

portanto 

p (supp ~c, s tron T ) < c 
'· 

' An;:clogaqente, us~J.ndo (•!d·:~:) 

p(sup? d'1', sup:_J 8'1'.,) < 6 11 • 

Concluíuo.s portanto '-}L~c 

' 1'- .' ·•""'· /\ ~'/i 



'J.'EOREHA 5. 2 .10 - Se c ,.,., + 
.J. tt 

r~xiste ~ > O tal que para todo O < E
1 

< s 2 < s e 

PROVA; 

temos 

o 
11 l 

c 1 
(a'r) > ( 3T) • 

51 

então 

Análoga à do TcoreiC~a anter:i..or escolhendo paJ:a razão de homote 

·tia 8 > O satisfazcnc1o a1)(:nas as dcsiqualdades 

1 -

l s - e ·--
(~-__;!~-~ _ _L) k < 8 
H('I') + _s

1 

( * *) l -

T~:wrm.HA 5. 2 .11 k > ~ 1 En:.:2.o 

exist.G € > o t:<:ll que todo f) < 
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PROVA: 

Análoga à do Teorema anterior" escolhendo para razao de ho-

motetia O > O satisfazendo upenas 

1 
k 

"2 - 'i 
1 -(----·) < 8 < 

M(T)Hl. 

- o 

5.3- TEORE~~S DA DEFO~\ÇÃO 

Nesta secçno estenderemos o 'I'eorem:::t da d8ío:cmação ·para as 

correntes a, S,a.-normu.is · 

TEOREMA 5.3.1- Seja TE I'!,
0

("1Rn) 1 k > 2 e T jL: Nk(F_n) .Existe, en-
K -

tão, x > O tal que para qu<J.lquer O < s < r:, pod"'"mos encontrar 

(=n) Q Nka "Pn) s E N (•••n) , . P E Nk 1\'. , E \..![\ e ·: r k-i J _](\_ ·caJ_s que: 

1) ·r ~ P + Q + as 

2) M(P) < 2 

3) M(3P) < 2 

ic'í ( 'j_') + 
{\_ 

(k··-.1) s 

) ) k 1 n) ( 4 M \Q < 6 n 'k-1 E · 1\ 3T) 

5) Ivl(S) < 4 k (n) 
n k é: 

•N(8'1~)l c: 
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6) P e uma cadeia poliedral com coeficientes reais. 

PROVA: 

Consideremos r > O tal que valham os resul<':ados dos Teoremas 

5.2.8 e 5.2.11. MaJs explic1tamente., tal que para qualquer O <t:<r, 

tenhamos 

(*) M
0

(8T) >M
30 

(8T) >M
20 

(8T) > 

2 

n - k + l 
> • c 

k 

Pelo 'Teorema 5. 2. 5, podemos, ent.J:o encon·trar T 
1 

E Nk (JRn) tal 

que 

M(T-·'l' ) 
3 

< E 
l 2 

(e port.21nto M('I'l) < 

M('r) + 3 s ) < 2 - e 

(d'f} + 1~, COrt:l 

2 
Í () T) • 



Portu.n·to temos: 

Seia agora 

c2 = inf {c - ~ c • 

E -; 

- M (31') 
li:: 
2 

n-·k+l 
i(t.j ( 31') 

c 

- 1<1 ( TL:.L } 
H(T) + 3c 

2 

54 

A condição(*) garante que ~-:: 2 > O. Como T
1 

r:: Nk(1Rn), uso.ndo o 

teorema da deformação pu.ra correntes norwcüs, com 2
2

? existem 

P E N (JRn) Q E N f"]pn) e S E N (1l.l.n) k I ~ 1 k \.11."\. k+ 1 . 

tais que 

(2) N(P) + 

(3) M(3P) 



(5) M(S) 
k 

1
n

1 < 4n 
k 

-(6) P e uma cadej_a poliedral com coeficient.es reais. 

Podemos escrever então 

Q~Q +T-·T 
1 l concluímos que existem 

n 
P E N

1 
(]_:t ) , 

·' 

tais que 

(l) T - P +a+ as. 

Além disso: 

( 2) M(P) 2nk [ ( n) < -- k 

k n 
< 2n [ ( k) -

M(T:I) + 

(M(T) + 

s- J s · 
2 

n 
(k--1) €.:2 

1 
2 

E) + 

e 

•M(3'1\)l 

55 



ma.s 

e portan-to 

( 3) 

usõ.ndo ( 1< *) 

( 4) 

E -
3 n-k+l 
-E•-~·-2 k 

M(p) < 2nk [ (~) M(T) + 

M(Q) " 11(Q
1 

+ T - T ) 
l 

3 
, (E ·- 2 

M ( 3T) , 

" 

< 

< 

3 ,, 

56 



( 5) ~1 ( s) . .k ( n) < 4n k 

(M(T) + 

o 1•l(T) • c 
HITT.+ 3c 

2 

3 
2eJ o 

< 4nk (~) H(T) • E 

57 

(6) P é poliedral com coeficientes reais por causa de (6) 

TEOREMA 5.3.2- Seja~~ E N~ (JR
11

) 1 T f!- Nk(JRn), k > 2 e O > O. Exis 

te, r~ntão r > o tal que para qualquer o < s < r ' püdf:@OS encon 

trar E n N? r~Rn) s E (lRn) tais p Nk (JR ) ' Q E \ l!.. e N- que 
K K+l 

(1) T - P + Q + as 

I 2) H(P) k n 
< 2n [ (k} loTll. 

(3) 11(31') 

(4) M(Q) 

(5) M(S) 

(6) P é cadeia pol:i.càral com coef:Lcicnh~s rc,-t:L~> 

(7) supp (P) u .supp un c {x I d(x, Sl1!,'l_J T) ( 2 O} 
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(8) supp (3P) U supp (Q) c {x / d(x, supp 'E) < 26}. 

PROVA: 

Consideremos r > O tal que valham os resultados dos Teoremas 

5.2. 7 e 5.2.10. Mais explicitamente, tal que pa.t:'a qualquer O <c< r 

tenhamos 

( *) ( 3T) > ( 3T) > ( 3T) > n-k+l 
k 

. 3. 

Pelo Teorema 5. 2. 4, podemos encont:car, então, T 
1 

c Nk (J:{n) tal 

CjUG M(T - T ) < ~ 
]_ 2 t: (e portanto 

D (supp T, supp T
1

) < ~ ô e 

1':. = 

< No 
c 

Temos portanto, 

< 

·~6 
? 

< MJ 
2E 

(()'I') ~· 

( 3T') 

? 

~6 
(d'r) •. H~ 

2s 

. (\ + J>·l· 
s 

+ 11, com 

( 3 T') 

< 

( 3 '1) • 

(8'1') .. ( ,JI') ., 



Seja agora 

E 2 = inf {E- ~ E • 

' E -

M(T) 

M(T) 

3 
2 

3 + -E 
2 

n-k+l 

k N° ( 81') ' 
E 

8 
4n} 
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A condição {*) garante que t:
2 

>O. Como T
1 

E Nk(tR11 ), usando 

o Teorema da Deforrnaqão para correntes norrnais
1

com c
2

, existem 

P E Nk (n
11

) , Q1 E Nk (::t~
11

) e S E Nk+ 
1 

(JP.n) tais ql'.e 

( 3) M('P) 

(4) M(Q]_) 

(5) M(S) 

k n 
< 2n (k-1) 

< 6nk (, n ) 
j(·-1 

(G) P é Ufila cadeia policdra_l com coeficientes revi;:; 



(7) supp (P) u supp (S} c {x I d(x, svpp T
1

) < 2n c
2

} 

(8) supp (3P) u supp (Q1 ) c {x/d (x, supp 3T
1

) < 2n s
2
). 

Podemos escrever en-tão 

T"""T -1-T-'I' 
1 l 

e chamando 

concluímos que ex.istem 

p E Q E 

tais que 

(1) •r P + Q + JS • 

n 
E Nk+l (IR ) 

60 

Além disso riiostram-·f.;~-, (2}, (3), (4), (S) e (6) com os nlc;-;n~nr_; ar 

gument0~5 utili r::; a dos nas demond t.ca,~:Ões dos _[ r:.enscorJ.t.::S pon.dt:mt:.e.s do 

teor:cma. 5, 3 .1. :F'alta ap(ma.s prova1.· (7) e (B). Pn:r:a .i.:-o·-to, ob~_;(}J:v.~ 

mos que como supp T
1 

é compa.cl:o, e~cü.:t.e ':.,;'
0

E S llpp 'I' Lal q LlG 
1 

2n 



Por outro lado, como 

p(supp T, supp T
1

) < ~ô 1 

por rJefinição de distância de Hau~:dorff, is'co implica 

d{y , supp T) 
o 

3 
< ·-7. 

6 • 

Então, paru. cada 

Lemos 

Ainda, 

d(x, supp T) < d (x, y ) -f- d(y ,supD T) < 
() o L 

+ - 2 ~0 < 2n 
6 
4n 

3. + ·--o 
2 

supp ( dP) u supp {Q) -· 

- supp (3P) u supp (0
1 

+ T 

26 ' 

-"')' ""l 

61 
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c c;upp (8P) u supp (Ql) u supp(T) u 

c (x I d(x, supp il'l'
1

1 < 2n c
2

} u 

u supp (T) u supp (T
1

1 

u 

·e pelo mesmo arg·umento anterior, 1fcm 

c {x/d(x, supp T) < 20}. 

6 2 > O. Existe entAo r > O i:al que para quaJ_qtJcr O < c < r, pode-

rr.os encontrar p- E Nk (JR
11

) 1 Q E N~ (lR.n) e S E Nl;::+l (m?) -i-.a_Ls que 

(li T p + Q + f)S 

( 2) 

( 3} H (8 P) < 2 k-1 ( n ) 
11 k--1 

8 1 ;ó..-, 
H · " ( aTJ 

c 

' 8 "I ' 2 ;.J .. (J T)j 
c 
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( 4) M(Q) 

(5) M(S) 

(6) P é uma cadeia poliedr.al com coeficientes n~ais 

(7) supp (P) u supp(S) c {x j d(x, supp T) < 2 6
1

} 

(8) supp (3P) u supp(Q) c {xjd(x, supp T) < 2 o
1

) 

(9) supp (3P) u supp(3Q) c {xj<l(x,supp J'r) < 2 o
2

) 

PROVA: 

Consideremos r > O tal que valharn os resultados dos ~rc~Ol~C-::-

mas 5. 2. 6 e 5. 2. 9. Mais e.'::pli c i t.amentc 1 tal que para qualquE~r 

o < E: < r ·tenhamos 

(*) 
8] 'o 2 

M . '(3T) > 
s > 

Polo •r co rema .1_). 2. 3, pod::emos encon_ b·_·ar,. en !:::~~o 1 

'1' ~ N, ( m.n ) 
1 - " 



tul que 

{e portanto 3 
2 

3 
2 E 

E ) ' 

3 p(supp •r, supp 1'
1

) < -
2
-· o

1 
r 

6 
2 

( 8T) + 6 ' 

81,82 
M - ( 81') 

s 

3 - o 
2 2 ( 3T) 

2 

61,62 
3 

ól' 
3 ,\ 

< 2 ;< 2
(3T) M (3'I) H 

c 3 
2 E 

Temos port<J.ni:o 

( * *) 
ó 1' o 2 M . 
E 

( ., '1') 
o-- ' 

Seja agora 

64 

com 

< 



' 

E -

.f\1('1') • E: 
----3-

M(T)+ 2G 

3 
2 

c . 
' 

' 

01 02 
} 

' • 
4n 4n 

A d · ç-o ( *) ·•·1r t > O Con•.o T
1 

E. !·!
1
, ( 1R n) con l a ~' an e que E 2 • ,_ 

usando o Teorema da deformação para corr_.entes aormais, com l-::
2 

( 2) H(P) 

( 3) H( 3P) 

( 4) 6 Jc( n, _"'"'J') < n k.-·1 1 ;.-,_,(] ·1 " E2 

I 5 I M( S) < 

(6) P é uma cadeia po1iedra1 com c02fJ_c_i_cntes :cc.:Li.c 

65 



(7) supp(P) u supp(S) c {x I d(x, supp T
1

) < 2n c
2

J 

(8) supp(3P) u suppiQ
1

J c {x I d(x, supp aT
1

J < 2n s
2
}. 

Podemos escrever então 

T = Tl + T - Tl = p + Ql -~ ~n + m T -<J.::> .1. - 1 -

e chamando 

concluímos que existem P E Nk(lRn), Q E N~(JRn) e SE Nk+l(~Rn) 

tais que 

(1) T-P+Q+JS 

66 

e, ãlém disso, rrostram-se (2), (3}, {4), (5), (6), (7) e (8) com os 

mesmos argumentos utiliy;udos no.s demonst.ré~r~Ões dvs .f.tens corres 

pondentes do 'l'eorema 5. 3.2. Frtlta p.rova:r apenaS o Item (9), 

Para isto: 

supp(âP) V supp(dQ) -

-- supp ( êJP) u supp ( dQ
1 

+ dT ~., J'I'
1 

l c 
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c supp(3P) u supp(3Q
1

) u ocupp(3T) U 

C supp (3P) u supp(Q
1

) u supp(3T) 

e usando ( 8) vem que 

Por outro lado, usando o mr.;smo argumento que no fi.nal do 'I'eo 

rema anterj_or, com 

cuncluíraos que 

e. portanto 

supp(:JP) u supp(:JQ) c 

c.q.d. 

- o -~ 
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