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ABSTRACT

In this work we study graded algebras and graded polynomial identities. We study two

types of problems: finding the possible gradings on a given algebra, and finding a basis for

the graded identities of a given algebra. We begin with the basic definitions and results on

algebras, graded algebras, (graded) polynomial identities, etc. We give a description of the

possible gradings on the matrix algebra over an algebraically closed filed, and of the upper

triangular matrices when the field is algebraically closed of characteristic 0, and the group

is abelian and finite. Then we study the graded identities of the matrix algebra over a field

K and of the algebras M11(E) and E ⊗ E where E is the infinite dimensional Grassmann

(or exterior) algebra.
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RESUMO

Neste trabalho estudamos álgebras graduadas e identidades polinomiais graduadas. Fo-

ram abordados dois tipos de problemas: determinar as posśıveis graduações de uma de-

terminada álgebra; encontrar uma base para as identidades graduadas de uma álgebra.

Começamos com as definições e resultados básicos de álgebras, álgebras graduadas, iden-

tidades polinomiais (graduadas), etc. Em seguida fornecemos uma descrição das posśıveis

graduações da álgebra das matrizes n × n sobre um corpo algebricamente fechado, e da

álgebra das matrizes triangulares superiores quando o corpo é algebricamente fechado, de

caracteŕıstica 0 e o grupo é abeliano e finito. Depois estudamos as identidades graduadas

da álgebra das matrizes n× n sobre um corpo K e das álgebras M11(E) e E ⊗ E onde E é

a álgebra exterior (ou de Grassmann) de dimensão infinita.
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Introdução 1
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1.2 Álgebras Graduadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Introdução

A teoria das álgebras que satisfazem identidades polinomiais, denominadas também PI-

álgebras, é uma parte importante da teoria de anéis. Os primeiros trabalhos que envolviam

PI-álgebras aparaceram, embora de forma impĺıcita, na década de 1920-1930, nas pesquisas

de Wagner e Dehn (podeŕıamos voltar às pesquisas de Sylvester, publicadas em 1852 e

1853, mas preferimos não entrar em assuntos históricos). O verdadeiro desenvolvimento da

PI teoria começou com os trabalhos de N. Jacobson e I. Kaplansky há aproximadamente

60–65 anos, e atualmente é uma área da álgebra bem desenvolvida e em expansão rápida.

São três as principais linhas de pesquisa sobre PI-álgebras. A primeira (e a mais clássica)

estuda as propriedades de uma álgebra (ou um anel) sabendo-se que ela satisfaz alguma

identidade polinomial. A segunda representa-se por pesquisas sobre as classes de álgebras

que satisfazem um dado sistema de identidades polinomiais (essas classes são chamadas de

variedades de álgebras). A terceira estuda as identidades polinomiais satisfeitas por uma

álgebra interessante. Gostaŕıamos de deixar claro que tal divisão não é definitiva nem exata

e que os problemas na PI teoria, na maioria das vezes, estão interligados. Uma discussão

mais detalhada sobre o desenvolvimento da PI teoria pode ser encontrada, por exemplo, na

monografia [10], ou nas [12, 13].

Durante os últimos 20 anos observa-se uma tendência de maior concentração de pesquisa

sobre identidades graduadas. As identidades graduadas, em álgebras associativas, apare-

cem com força total na fundamental e celebrada pesquisa desenvolvida por A. Kemer. Essa

pesquisa permitiu que Kemer desse uma resposta positiva ao famoso problema de Specht
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e desenvolvesse a estrutura dos ideais de identidades polinomiais em caracteŕıstica 0. Os

principais resultados e métodos da teoria de Kemer podem ser encontrados nas monografias

[14, 12, 13]. A teoria de Kemer revelou de maneira clara que as álgebras associativas com

identidades polinomiais têm semelhanças profundas com as álgebras comutativas e finita-

mente geradas. Logo após os trabalhos de Kemer, por volta de 1987, as identidades gradu-

adas tornaram-se objeto de pesquisas independentes e muito ativas.

Sem dúvida alguma as álgebras matriciais e relacionadas a elas são de grande importância

para a álgebra e as aplicações. Mas enquanto a estrutura dessas álgebras é bem conhecida,

pouco se sabe sobre as identidades por elas satisfeitas. As identidades das álgebras Mn(K)

são conhecidas somente quando n = 1 (trivialmente), e n = 2, ver [17] para charK = 0, e [16]

e [9] para charK = p > 2. Não se sabe quase nada sobre as identidades da álgebra M2(K)

quando charK = 2, nem sobre as de M3(K), nem mesmo em caracteŕıstica 0. As álgebras

Mn(K) admitem uma graduação natural com o grupo Zn, nos referimos a essa graduação

como sendo a n-graduação de Mn(K). Se eij são as matrizes elementares, com entrada 1

na posição (i, j) e 0 nas demais, então Mn(K) = ⊕At onde t ∈ Zn e At é o espaço gerado

pelas eij com j − i ≡ t (mod n). As identidades 2-graduadas de M2(K) foram descritas em

[22] quando charK = 0, e em [15] quando charK = p > 2, e |K| = ∞. Mais tarde em

[20] foi descrita uma base das identidades n-graduadas em Mn(K), charK = 0, e em [3],

o mesmo resultado foi obtido para |K| = ∞. Ressaltamos que as identidades Z-graduadas

de Mn(K) foram descritas em [21] (charK = 0), e em [3] (|K| = ∞). Considerando-se

álgebras associativas, sabe-se bastante sobre as identidades graduadas das álgebras T-pri-

mas, que desempenham um papel muito importante na teoria de Kemer, ver por exemplo

[4, 5] e as bibliografias desses dois artigos. Ressaltamos que as identidades graduadas dessas

álgebras foram estudadas em caracteŕıstica 0, bem como em caracteŕıstica positiva. As

informações assim obtidas foram utilizadas no estudo do comportamento dos respectivos

T-ideais conforme a caracteŕıstica do corpo. As posśıveis graduações de Mn(K), charK = 0

e K algebricamente fechado, foram descritas em [7], assumindo-se o grupo da graduação

abeliano e finito.

Neste trabalho estudamos as graduações nas álgebras matriciais, nas álgebras das ma-

trizes triangulares superiores e outras álgebras importantes. Estudamos também as respec-

tivas identidades graduadas.

A dissertação está organizada na seguinte maneira.
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O primeiro caṕıtulo contém uma parte dos pré-requisitos para a leitura dos caṕıtulos

posteriores. Recordamos as definições e as propriedades básicas de anel, álgebra etc., de

identidade polinomial, T-ideal. Oferecemos vários exemplos, na sua maioria utilizados mais

adiante na dissertação. Definimos também os conceitos de álgebra relativamente livre, varie-

dade de álgebras e discutimos brevemente as propriedades mais importantes desses conceitos.

Em seguida introduzimos álgebras graduadas, identidades graduadas e todos os conceitos

relacionados com elas que serão necessários no decorrer da dissertação. Ressaltamos que

nesse caṕıtulo, como regra geral, as afirmações estão sem as devidas demonstrações, mas

com citações para que o leitor interessado possa encontrá-las.

No segundo caṕıtulo damos uma descrição das graduações de Mn(K) em termos das

graduações elementar, fina e induzida. Na seção 2.1 recordamos o conceito de graduação

elementar (introduzido no caṕıtulo 1) e introduzimos outros conceitos: graduação fina,

graduação elementar e álgebra graduada com divisão, e enunciamos e provamos alguns re-

sultados básicos que são utilizados adiante. Na seção 2.2 definimos representações projetivas

e mostramos que a classificação das graduações finas é equivalente à descrição dos grupos

finitos com representações projetivas de grau máximo. Essas duas seções ”preparam o ter-

reno”para o resultado principal deste caṕıtulo, que é enunciado e demonstrado na seção de

2.3, e que dá uma descrição das graduações nas álgebras das matrizes sobre o corpo K,

quando K é algebricamente fechado.

No terceiro caṕıtulo damos uma descrição das G-graduações na álgebra UTn(K) das

matrizes triangulares superiores n × n sobre um corpo K quando G é um grupo abeliano

finito e K é algebricamente fechado e de caracteŕıstica 0, o teorema que dá essa classificação é

enunciado e provado na seção 3.2. Na seção 3.1, damos os conceitos e fatos básicos necessários

para demonstrar o resultado principal na seção 3.2. Definimos o grupo dual Ĝ de um grupo

abeliano finito G e uma ação de Ĝ em A, onde A é uma álgebra G-graduada. Em seguida

mostramos que um subespaço V ⊂ A é homogêneo se e somente se χ(V ) = V para todo

χ ∈ Ĝ.

No quarto caṕıtulo estendemos o resultado de Vasilovsky [20], que garante que quando

charK = 0 todas as identidades Zn-graduadas de Mn(K) seguem das identidades:

(i) x1x2 = x2x1, wt(x1) = wt(x2) = 0;

(ii) x1x3x2 = x2x3x1, wt(x1) = wt(x2) = −wt(x3),
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para o caso em que K é infinito. Para isto foi necessário construir um modelo genérico para

a álgebra n-graduada Mn(K), isto é feito na seção 4.1 onde também são provados alguns

resultados básicos sobre esse modelo que são utilizados adiante. Na seção 4.2 provamos o

resultado acima, quando K é infinito.

No quinto caṕıtulo relembramos brevemente as definições das álgebras M11(E) e E ⊗ E

e suas Z2-graduações naturais, definidas no caṕıtulo 1. Constrúımos modelos genéricos

para essas álgebras e utilizamos tais modelos para encontrar uma base para as identidades

polinomiais Z2-graduadas satisfeitas por elas quando o corpo é infinito. É um fato conhecido

que os T -ideais das álgebras M11 e E ⊗ E coincidem, quando o corpo é de caracteŕıstica

0 (Teorema de Kemer), encerramos o caṕıtulo dando uma prova, utilizando os resultados

provados no caṕıtulo (que utilizam métodos elementares), da coincidência dos T -ideais das

álgebras M11 e E ⊗ E sobre um corpo de caracteŕıstica 0.
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CAPÍTULO 1

PI-Álgebras: Conceitos Básicos

Neste caṕıtulo apresentaremos os conceitos básicos e alguns resultados que são utilizados

ao longo do texto. Começaremos com a definição de álgebra. Para evitar repetir ”. . . sobre

o corpo K”freqüentemente, a menos que se diga algo em contrário, sempre consideraremos

os espaços vetoriais, e as álgebras como sendo sobre o corpo K.

1.1 Álgebras, PI-Álgebras e Variedades

Nesta seção introduzimos os conceitos de Álgebra, Álgebra com Identidade Polinomial,

que é uma importante classe de álgebras, Variedades e Álgebras Relativamente Livres.

1.1.1 Álgebras: Conceitos Gerais

Uma álgebra nada mais é que um espaço vetorial sobre um corpo K, com uma multi-

plicação de vetores compat́ıvel com a soma e multiplicação por escalar.

Definição 1.1.1. Diremos que um K-espaço vetorial A munido de uma operação binária,

∗ : A×A→ A, denominada de multiplicação é uma álgebra sobre K, ou simplesmente que

A é uma álgebra, se para qualquer α ∈ K e quaisquer a, b, c ∈ A, valer:

(1) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;
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(2) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

(3) α(a ∗ b) = (αa) ∗ b = a ∗ (αb).

Diremos que:

(i) A é comutativa, se a ∗ b = b ∗ a para quaisquer a, b ∈ A;

(ii) A é associativa, se (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) para quaisquer a, b, c ∈ A;

(iii) A é unitária, se existir 1A ∈ A tal que 1A ∗ a = a ∗ 1A = a para qualquer a ∈ A

(vamos escrever 1 em vez de 1A).

(iv) A é uma Álgebra de Lie se para quaisquer a, b, c ∈ A valem:

a ∗ a = 0, anticomutatividade,

(a ∗ b) ∗ c+ (b ∗ c) ∗ a+ (c ∗ a) ∗ b = 0 identidade de Jacobi.

(v) A é uma álgebra de Jordan se para quaisquer a, b ∈ A valem:

a ∗ b = b ∗ a, (a2 ∗ b) ∗ a = a2 ∗ (b ∗ a) onde a2 = a ∗ a.

Observação 1.1.2. Em geral, para simplificar a notação, iremos omitir o śımbolo da mul-

tiplicação ” ∗ ” e escrever (ab), no lugar de (a ∗ b).

A seguir providenciamos alguns exemplos de álgebras.

Exemplo 1.1.3. O espaço vetorial Mn(K) das matrizes n× n com entradas em K, com a

multiplicação sendo a multiplicação usual de matrizes, é uma álgebra associativa com 1.

Exemplo 1.1.4. O espaço vetorial R
3 sobre o corpo dos reais com o produto vetorial ×

usual é uma álgebra de Lie.

Exemplo 1.1.5. O anel K[x1, . . . , xn] dos polinômios em n variáveis é uma álgebra comu-

tativa e com 1.

Exemplo 1.1.6. Se K ⊂ L é uma extensão de corpos, então L é K-álgebra.

Exemplo 1.1.7. O subespaço Un(K) de Mn(K) das matrizes triangulares superiores com a

multiplicação ”herdada”de Mn(K), também é uma álgebra associativa com 1.
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Exemplo 1.1.8. Se A é uma álgebra associativa com multiplicação ∗ então o conjunto A é

uma álgebra de Lie com a multiplicação [a1, a2] = a1 ∗ a2 − a2 ∗ a1. Essa álgebra é denotada

por A(−).

Exemplo 1.1.9. A álgebra das matrizes simétricas n×n com o produto a ∗ b := (ab+ ba)/2

é uma álgebra de Jordan. Aqui exigimos que a caracteŕıstica do corpo seja diferente de 2.

Exemplo 1.1.10. Ressaltamos que, como no caso de álgebras de Lie, se A é uma álgebra

associativa, substituindo-se o produto de A pelo produto simétrico a∗b = (ab+ba)/2 obteremos

uma álgebra de Jordan, denotada por A(+).

Definição 1.1.11. Um subespaço vetorial B de uma álgebra A será denominado uma subál-

gebra de A se B for fechado com respeito a multiplicação de A. O subespaço B será

denominado um ideal à esquerda de A, se AB ⊆ B. De modo similar, definimos ideal à

direita de A. Um ideal bilateral será simplesmente denominado de ideal.

Exemplo 1.1.12. O subespaço Un(K) é uma subálgebra de Mn(K). O subespaço I de Un(K)

que consiste das matrizes em que todos os elementos da diagonal são 0 é um ideal bilateral

de Un(K) (mas não de Mn(K)).

Exemplo 1.1.13. É bem conhecido que, como K é corpo, toda álgebra de Lie é isomorfa a

uma subálgebra de alguma álgebra de Lie do tipo A(−), onde A é associativa. Esta afirmação

é conhecida como Teorema de Poincaré–Birkhoff–Witt. Considerando-se álgebras de Jordan,

isso deixa de ser verdadeiro. As álgebras de Jordan que são subálgebras de A(+) são chamadas

de especiais, e as demais excepcionais.

Exemplo 1.1.14. Álgebra de Grassmann. Seja V um espaço vetorial de dimensão

infinita, com base {e1, e2, e3, . . .}. Definimos a álgebra de Grassmann ou álgebra exterior

de V , denotada por E, como sendo a álgebra associativa com base, como espaço vetorial,

consistente dos produtos {1, ei1ei2 . . . eik | i1 < i2 < . . . < ik, k ≥ 1} e satisfazendo as

relações e2i = 0 e eiej = −ejei para quaisquer i, j ∈ N. Sejam E0 e E1 os subespaços

vetoriais de E gerados pelos conjuntos {1, ei1ei2 . . . eim | m par}, e { ei1ei2 . . . eik | k ı́mpar},
respectivamente. É fácil ver que

(ei1 . . . eim)(ej1 . . . ejk
) = (−1)mk(ej1 . . . ejk

)(ei1 . . . eim),

para quaisquer m, k ∈ N, e assim podemos concluir que g0x = xg0 para quaisquer g0 ∈ E0 e

x ∈ E, e g1g2 = −g2g1 para quaisquer g1, g2 ∈ E1.
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Exemplo 1.1.15. Centro de uma álgebra. Sendo A uma álgebra, o conjunto

Z(A) = {a ∈ A | ax = xa para todo x ∈ A}

é uma subálgebra de A, chamada de centro de A. No exemplo anterior Z(G) = G0 se

charK 6= 2. Se charK = 2 então a álgebra G é comutativa e neste caso Z(G) = G.

Definição 1.1.16. Produto Tensorial de Espaços Vetoriais. Sejam V e W espaços

vetoriais com bases {vi | i ∈ I} e {wj | j ∈ J} respectivamente. O produto tensorial V ⊗W

de V e W é o espaço vetorial com base {vi ⊗ wj | i ∈ I, j ∈ J}, onde vale

(∑

i∈I

αivi

)
⊗
(∑

j∈J

βjwj

)
=
∑

i∈I

∑

j∈J

αiβj(vi ⊗ wj),

onde os αi, βj ∈ K são escalares e as somas
∑

i∈I αivi, e
∑

j∈J βjwj são finitas.

Veremos a seguir que para definir uma multiplicação em um espaço vetorial A, de modo

a torná-lo uma álgebra, basta defini-la entre os elementos de uma base de A. Para isto

utilizamos a proposição a seguir, sua demonstração é simples e será omitida.

Proposição 1.1.17. Se A é um espaço vetorial com base β, e f : β×β −→ A é uma função

qualquer, então existe uma única função bilinear F : A× A −→ A estendendo f .

Agora basta observar que as propriedades (1), (2) e (3) da Definição 1.1.1 nos dizem

exatamente que a multiplicação ∗ : A × A −→ A é uma aplicação bilinear. Assim se na

definição acima os espaços vetoriais são álgebras para definir uma multiplicação que faz do

produto tensorial uma álgebra basta definir uma multiplicação entre os elementos da base

{vi ⊗ wj | i ∈ I, j ∈ J}.

Exemplo 1.1.18. Produto Tensorial de Álgebras. Se V e W são álgebras com bases

(como espaços vetoriais) {vi | i ∈ I} e {wj | j ∈ J} respectivamente então V ⊗W é uma

álgebra com a multiplicação dada por

(vi1 ⊗ wj1)(vi2 ⊗ wj2) = (vi1vi2) ⊗ (wj1wj2), i1, i2 ∈ I, j1, j2 ∈ J.

Exemplo 1.1.19. Um exemplo importante de produto tensorial de álgebras, que será estu-

dado no Caṕıtulo 5, é a álgebra E ⊗ E, onde E é a álgebra de Grassmann.
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Exemplo 1.1.20. Álgebras de matrizes com entradas na álgebra de Grassmann.

O espaço vetorial das matrizes n×n com entradas na álgebra de Grassmann E, munido com

a multiplicação usual de matrizes é uma álgebra, que será denotada por Mn(E). Sejam a,

b ∈ N com a+ b = n, a subálgebra de Ma+b(E) das matrizes da forma
(
A B

C D

)
, onde A ∈Ma(E0), B ∈Ma×b(E1), C ∈Mb×a(E1), D ∈Mb(E0),

será denotada por Ma,b(E).

Definição 1.1.21. A transformação linear ϕ : R1 −→ R2 entre as álgebras R1 e R2 é um

homomorfismo (de álgebras) se

ϕ(a ∗ b) = ϕ(a) ∗ ϕ(b), a, b ∈ R1.

O conjunto ker(ϕ) = {r ∈ R1|ϕ(r) = 0} é denominado núcleo de ϕ. Se ϕ é biuńıvoca

diremos que ϕ é um isomorfismo. Se R1 = R2 diremos que ϕ é um endomorfismo, e se

ϕ é um endomorfismo biuńıvoco diremos que ϕ é um automorfismo.

Exemplo 1.1.22. É fácil ver que Mn(E) ∼= Mn(K)⊗E. Também, se L é uma extensão do

corpo K então Mn(L) ∼= Mn(K) ⊗ L, onde conisderamos L como sendo uma K-álgebra.

Vale um resultado análogo ao Teorema dos Isomorfismos para anéis, grupos e espaços

vetoriais o qual também chamaremos de Teorema dos Isomorfismos. Antes precisamos definir

o quociente de uma álgebra por um ideal.

Consideremos uma álgebra A e I ⊂ A um ideal (bilateral) de A. Definimos a relação de

congruência módulo I:

Definição 1.1.23. Sejam a, b ∈ A. Dizemos que a é congruente ao elemento b módulo I,

e escrevemos a ≡ b (mod I), ou a ≡I b, se a− b ∈ I.

Notação 1.1.24. A classe de equivalência de a é o conjunto {b ∈ A|a ≡ b (mod I)} =

{a+ i|i ∈ I} = a+ I e será denotada por a ou a+ I. O conjunto das classes de equivalência

será denotado por A/I.

Não é dif́ıcil verificar que a relação definida acima é uma relação de equivalência. A

proposição a seguir garante que podemos definir operações de soma, multiplicação por escalar

e multiplicação, de maneira natural de modo a tornar o conjunto A/I uma álgebra. A

demonstração é simples e é análoga ao caso de anéis, e por isso será omitida.
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Teorema 1.1.25. Sejam A uma álgebra, I um ideal (bilateral), a, b ∈ A e λ ∈ K. Então

as operações:

• multiplicação por escalar: λa = λa;

• soma: a+ b = a+ b;

• multiplicação: ab = ab,

estão bem definidas e fazem do conjunto A/I uma álgebra.

Definição 1.1.26. A álgebra A/I, no teorema anterior, é chamada de álgebra quociente.

Agora podemos enunciar o Teorema dos Isomorfismos. A sua demonstração é análoga ao

teorema para anéis e será omitida.

Teorema 1.1.27. Teorema dos Isomorfismos Seja ϕ : R1 −→ R2 um homomorfismo de

álgebras. Então ker(ϕ) é um ideal bilateral de R1 e a álgebra quociente R1/ ker(ϕ) é isomorfa

à Im(ϕ).

1.1.2 Álgebras Livres, Identidades Polinomiais e PI-Álgebras

Nesta seção definiremos as Álgebras Livres, que são importantes pois são o “ambiente”

onde são introduzidos o conceito de identidades polinomiais, através do qual definimos a

classe das álgebras com identidades polinomiais. Começaremos com a definição de Álgebras

Livres.

Definição 1.1.28. Seja B uma classe de álgebras e F ∈ B uma álgebra gerada por um

conjunto X. A álgebra F é dita livre na classe B, livremente gerada pelo conjunto X,

se satisfaz a seguinte propriedade universal: Para toda álgebra R ∈ B, qualquer aplicação

X → R pode ser estendida a um homomorfismo F → R. A cardinalidade |X| do conjunto

X será chamada de posto de F .

A seguir constrúımos uma álgebra livre na classe das álgebras associativas. Seja X um

conjunto. Uma palavra sobre X é uma seqüência xi1xi2 . . . xin onde n ∈ N e xij ∈ X. A

palavra vazia será denotada por 1. Denotaremos por K〈X〉 o espaço vetorial que tem como

base o conjunto de todas as palavras sobre X. Assim, os elementos de K〈X〉 são somas

(formais) de termos que são produtos (formais) de um escalar por uma palavra em X.
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Definição 1.1.29. Os elementos x ∈ X são chamados de variáveis, os produtos (formais)

de um escalar por uma palavra são chamados de monômios e os elementos de K〈X〉 são

chamados de polinômios. Um monômio M tem grau k em x se, a variável x ocorre em

M exatamente k vezes, denotamos degx(M) = k. Dizemos que dois monômios M e N

têm o mesmo multigrau se degx(M) = degx(N), para todo x ∈ X. Um polinômio f é

homogêneo de grau k em x, se todos os seus monômios tem grau k em x, denotamos este

fato por degx f = k. Dizemos que f é multihomogêneo, se para cada variável x todos os

seus monômios têm o mesmo grau em x. Um polinômio linear em x é um polinômio de

grau 1 em x. Se f é linear em cada variável dizemos que f é multilinear.

Consideremos agora em K〈X〉 a multiplicação definida por

(xi1xi2 . . . xin)(xj1xj2 . . . xjm
) = xi1xi2 . . . xinxj1xj2 . . . xjm

.

Munido deste produto, K〈X〉 é uma álgebra associativa, com unidade, que é a palavra vazia

1. A proposição a seguir garante que K〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas com

unidade.

Proposição 1.1.30. A álgebra K〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas com unidade.

Prova: Para ver isto considere A uma álgebra associativa com unidade e h : X −→ A uma

aplicação qualquer. Para cada i ∈ N denotaremos por ai a imagem de xi por h. Consideremos

agora a aplicação linear ϕh : K〈X〉 −→ A tal que ϕ(1) = 1A e ϕ(xi1xi2 . . . xin) = ai1ai2 . . . ain .

Temos que ϕh é um homomorfismo de álgebras e é o único satisfazendo ϕh|X = h.

Se f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉, denotaremos por f(a1, . . . , an) a imagem de f por ϕh. Na

verdade f(a1, . . . , an) é o elemento de A que se obtém substituindo xi por ai em f .

De agora em diante, a menos que se diga algo em contrário X denota um conjunto

enumerável X = {x1, x2, . . . }.

Definição 1.1.31. Seja A uma álgebra associativa. Um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉
(ou a própria expressão f(x1, . . . , xn) = 0) é dito ser uma identidade polinomial de A

se f(a1, . . . , an) = 0 para quaisquer a1, . . . , an ∈ A. Neste caso diremos que A satisfaz a

identidade f(x1, . . . , xn) = 0. Denotaremos por T (A) o conjunto de todas as identidades

polinomiais de A. Dizemos A é uma álgebra com identidade polinomial ou PI-álgebra

se T (A) 6= {0}. Se A1 e A2 são álgebras, dizemos que A1 e A2 são PI-equivalentes se

T (A1) = T (A2).
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Observação 1.1.32. Não é dif́ıcil ver que f = f(x1, . . . , xn) é uma identidade de A se, e

somente se, f pertence aos núcleos de todos os homomorfismos de K〈X〉 em A.

Definição 1.1.33. Comutador (de Lie) de comprimento n > 1. O comutador (de

Lie) de comprimento n > 1 é definido indutivamente por

[x1, x2] = x1x2 − x2x1,

[x1, x2, . . . , xn] = [[x1, x2, . . . , xn−1], xn]

Exemplo 1.1.34. Se A é uma álgebra comutativa (e associativa) então [x1, x2] ∈ K〈X〉 é

uma identidade polinomial para A. Em particular qualquer álgebra comutativa é uma

PI-álgebra.

Exemplo 1.1.35. O polinômio [x1, x2, x3] é uma identidade polinomial da álgebra de Grass-

mann G. Para ver isto, basta observar que [a, b] ∈ G0 = Z(G) para quaisquer a, b ∈ G.

Sabemos que o conjunto das identidades polinomiais satisfeitas por uma determinada

álgebra é um ideal de K〈X〉. Além disso ele apresenta uma propriedade importante: esse

conjunto é invariante por endomorfismos. Ideais com essa propriedade são denominados

T-ideais.

Definição 1.1.36. Dizemos que um ideal I de K〈X〉 é um T-ideal se ϕ(I) ⊆ I para todo

ϕ ∈ End K〈X〉, ou equivalentemente, se f(g1, . . . , gn) ∈ I para quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ I

e g1, . . . , gn ∈ K〈X〉.

Proposição 1.1.37. Se A é uma álgebra, então T (A) é um T-ideal de K〈X〉. Reciproca-

mente, se I é um T-ideal de K〈X〉, então existe alguma álgebra B tal que T (B) = I.

Prova: [10], pg. 22 e 23.

1.1.3 Variedades e Álgebras Relativamente Livres

Nesta seção, apresentaremos os conceitos de variedades (de álgebras associativas) e de

álgebras relativamente livres.

Definição 1.1.38. Seja {fi ∈ K〈X〉|i ∈ I} um conjunto de polinômios da álgebra associativa

livre K〈X〉. A classe B de todas as álgebras associativas que satisfazem as identidades
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fi = 0, i ∈ I, é chamada de variedade (de álgebras associativas) determinada pelo

sistema de identidades polinomiais {fi ∈ K〈X〉|i ∈ I}. A variedade M é chamada

de subvariedade de B se M ⊂ B. O conjunto T (B) de todas as identidades polinomiais

satisfeitas por todas as álgebras da variedade B é denominado o T-ideal de B. Dizemos

que o T-ideal T (B) é gerado, como T-ideal, pelo conjunto {fi ∈ K〈X〉|i ∈ I}. Usamos

a notação T (B) = 〈fi ∈ |i ∈ I〉T e dizemos que o conjunto {fi ∈ K〈X〉|i ∈ I} é uma

base para as identidades polinomiais de B. Os elementos de T (B) são chamados

conseqüências das identidades polinomiais da base.

De maneira análoga define-se variedade de álgebras de Lie, de Jordan, etc.

Já vimos, na Proposição 1.1.37, que o conjunto T (A) das identidades polinomiais satis-

feitas por uma álgebra A é um T-ideal. Não é dif́ıcil ver que a interseção de T-ideais também

é um T-ideal e portanto o conjunto T (B) das identidades polinomiais satisfeitas por todas

as álgebras de uma variedade B também é um T-ideal, o que justifica termos denominado

T (B) ”o T-ideal de B”.

Exemplo 1.1.39. A classe das álgebras comutativas é a variedade definida pelo conjunto

I = {[x1, x2]}.

Exemplo 1.1.40. A classe das álgebras associativas é a variedade definida pelo conjunto

I = ∅.

Um dos principais problemas na teoria das álgebras com identidades polinomiais é en-

contrar uma base para as identidades dessa álgebra. Esse é, em geral, um problema bastante

complicado. Apenas para se ter uma idéia ainda não são conhecidas bases para as identidades

polinomiais de Mn(K) quando n ≥ 3, nem para M2(K) (quando |K| = ∞ e a caracteŕıstica

de K é 2).

A seguir daremos alguns exemplos de bases para algumas das PI-álgebras.

Exemplo 1.1.41. Se K é um corpo infinito então T (K) = 〈[x1, x2]〉.

Exemplo 1.1.42 ([10], pg. 50, Teorema 5.1.2). O T-ideal das identidades da álgebra de

Grassmann é gerado por [x1, x2, x3], quando o corpo é infinito e chK 6= 2.

Exemplo 1.1.43 ([10], pg. 51, Teorema 5.2.1). Se K é um corpo infinito então T (Un(K)) =

〈[x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n]〉T .
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Nos próximos exemplos precisaremos do polinômio standard

sm = sm(x1, . . . , xm) =
∑

σ∈Sm

(−1)σxσ(1)xσ(2) . . . xσ(m),

onde Sm é o grupo simétrico de {1, 2, . . . ,m} e (−1)σ é o sinal da permutação σ. O clássico

Teorema de Amitsur e Levitzki diz que a identidade de menor grau satisfeita pela álgebra

matricial Mn(K) é s2n.

Exemplo 1.1.44. Se K é um corpo de caracteŕıstica 0, os polinômios s4 e h5 = [[x1, x2]
2, x3]

formam uma base das identidades da álgebra das matrizes M2(K). Este resultado foi obtido

por Razmyslov e em seguida Drensky encontrou o sistema mı́nimo de geradores. Resultado

análogo é válido quando K é infinito e de caracteŕıstica p > 3, quando p = 3, aparece mais

uma identidade na base. Ver para mais detalhes [10], pg. 84 e [16, 9].

Aqui ressaltamos que ainda para n = 3, a base das identidades para a álgebra Mn(K),

deverá conter o polinômio s6 (segundo o Teorema de Amitsur e Levitzki), mais um polinômio

que expressa o fato de Mn(K) ser uma álgebra algébrica, e mais outros polinômios. Quais,

não se sabe, nem tem-se idéia.

Exemplo 1.1.45. Percebemos do exemplo anterior que a tarefa de encontrar uma base para

as identidades de uma álgebra dada, pode ser extremamente dif́ıcil. Por outro lado, há

outros tipos de identidades polinomiais que são mais fáceis de estudar, e ainda várias vezes

oferecem bastante informação sobre as identidades (ordinárias) satisfeitas pela álgebra. Aqui

recordamos brevemente alguns resultados. As identidades com traço na álgebra matricial

Mn(K), quando a caracteŕıstica de K é 0, foram descritas por Procesi e por Razmyslov, e

elas seguem de um análogo do polinômio de Hamilton–Cayley, ver para mais detalhes [10],

pg. 84. As identidades com involução também são importantes, ver para mais detalhes [12].

As identidades graduadas desempenham um papel especial. Elas foram utilizadas de maneira

essencial por A. Kemer; em seguida vários pesquisadores vêm trabalhando na área. Nós

estudaremos esse tópico de maneira detalhada nos próximos caṕıtulos (e até o final desta

dissertação).

Definição 1.1.46. Fixado um conjunto Y , a álgebra FY (B) na variedade B é dita a álgebra

relativamente livre de B (ou a álgebra B-livre), se FY (B) é livre na classe B, livremente

gerada por Y .
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O próximo teorema mostra que toda variedade tem uma álgebra livre e que a álgebra

relativamente livre é determinada, a menos de isomorfismo, pela cardinalidade de Y .

Teorema 1.1.47. Sejam B a variedade determinada pelo conjunto {fi|i ∈ I}, Y um conjunto

e J o ideal de K〈Y 〉 gerado por

{fi(g1, . . . , gni
)|gi ∈ K〈Y 〉, i ∈ I}.

Então a álgebra F = K〈Y 〉/J é relativamente livre em B com um conjunto de geradores

livres Y = {y + J |y ∈ Y }. E quaisquer duas álgebras relativamente livres em B de mesmo

posto são isomorfas.

Prova: [10], pg 23

1.2 Álgebras Graduadas

1.2.1 Álgebras Graduadas: Conceitos Gerais

Nesta seção apresentaremos os conceitos de álgebras e identidades graduadas que serão

o objeto central de estudo no restante do texto.

Definição 1.2.1. Seja G um grupo. Uma álgebra A é dita ser G-graduada, se A = ⊕g∈GAg

onde Ag é subespaço de A para todo g ∈ G e AgAh ⊆ Agh para todos g, h ∈ G. Um elemento

a ∈ ∪g∈GAg é chamado homogêneo. Se a ∈ Ag dizemos que a é homogêneo de grau

g e denotamos wt(a) = g. Se a ∈ A então a =
∑

g∈G ag, onde ag ∈ Ag são determinados

unicamente por a. Chamamos ag de componente homogênea de grau g em a e dizemos

que
∑

g∈G ag é a decomposição de a como soma de elementos homogêneos. Dizemos

que uma subálgebra B de A é homogênea na G-graduação de A, se

B =
∑

g∈G

Bg onde Bg = B ∩ Ag,

neste caso os subespaços B ∩ Ag serão denominados de subespaços homogêneos. Se um

ideal I de A é uma subálgebra G-graduada dizemos que I é um ideal homogêneo de A.

Exemplo 1.2.2. Seja A uma álgebra. Então é fácil ver que a decomposição

⊕g∈GAg,
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onde Ag = {0} se g 6= ε e Aε = A é uma G-graduação em A. Esta graduação é chamada de

trivial.

Exemplo 1.2.3. A álgebra de Grassmann E possui uma Z2-graduação natural E = E0⊕E1,

onde E0 e E1 são os subespaços definidos no Exemplo 1.1.14.

Exemplo 1.2.4. Consideremos

(E ⊗ E)0 = (E0 ⊗ E0) ⊕ (E1 ⊗ E1) e (E ⊗ E)1 = (E0 ⊗ E1) ⊕ (E1 ⊗ E0).

É imediato verificar que

E ⊗ E = (E ⊗ E)0 ⊕ (E ⊗ E)1, (E ⊗ E)i(E ⊗ E)j ⊆ (E ⊗ E)i+j

para todos i, j ∈ Z2. Portanto a álgebra E ⊗ E é Z2-graduada.

Exemplo 1.2.5. Consideremos a decomposição

M1,1(E) = (M1,1(E))0 ⊕ (M1,1(E))1

onde

(M1,1(E))0 =

{(
a 0

0 d

)
| a, d ∈ E0

}
e (M1,1(E))1 =

{(
0 b

c 0

)
| b, c ∈ E1

}

e verificamos diretamente que

(M1,1(E))i(M1,1(E))j ⊆ (M1,1(E))i+j para todos i, j ∈ Z2.

Assim essa decomposição é uma Z2 graduação para M1,1(E)

Exemplo 1.2.6. Seja a álgebra Mn(K) das matrizes quadradas de ordem n sobre um corpo

K. Para cada γ ∈ Zn, definimos o subespaço Mγ = 〈Eij | j − i = γ〉 e para cada k ∈ Z,

definimos

Mk =

{
{0} , se |k| ≥ n,

〈Eij | j − i = k〉 , se |k| < n.

É fácil ver que

M = ⊕γ∈Zn
Mγ e M = ⊕k∈ZMk
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Agora, para ver que estas decomposições definem uma Zn-graduação e uma Z-graduação,

respectivamente, em Mn(K), basta observar que

EijEkl = δklEil,

donde segue que Mγ1Mγ2 ⊆Mγ1+γ2 para γ1, γ2 ∈ Zn, e Mk1Mk2 ⊆Mk1+k2 para k1, k2 ∈ Z.

Nas graduações definidas em Mn(K) no Exemplo 1.2.6 acima as matrizes elementares

são homogêneas. Mais ainda Eij ∈ Mγj−γi
e Eij ∈ Mj−i, onde γ1 = 1, . . . , γn = n. As

G-graduações na álgebra Mn(K) com essa propriedade têm um papel importante, como

veremos nos Caṕıtulos 2 e 3.

Exemplo 1.2.7. Sejam K um corpo e K[x] a álgebra dos polinômios de uma variável x

sobre K. Então K[x] admite uma Z-graduação: K[x]n é o espaço gerado por xn, n ≥ 0, e

K[x]n = 0 se n < 0.

Uma Z-graduação análoga pode ser definida na álgebra dos polinômios em várias variáveis

x1, . . . , xn sobre K, considerando-se o grau total dos polinômios. Neste caso podemos

considerar também uma graduação com o grupo Z
n, onde levaremos em consideração o grau

dos monômios em cada uma das variáveis.

Exemplo 1.2.8. Seja K um corpo de caracteŕıstica diferente de 2 e seja G = Z2 × Z2 o

grupo não ćıclico de ordem 4. Definiremos uma G-graduação sobre a álgebra das matrizes

A = M2(K). Se Eij são as matrizes elementares, então A(0,0) = Span(E11 + E22), A(1,0) =

Span(E11−E22), A(0,1) = Span(E12 +E21), A(1,1) = Span(E12−E21). Verifica-se facilmente

que esta é uma G-graduação em M2(K).

Exemplo 1.2.9. Seja K um corpo algebricamente fechado e de caracteŕıstica 0, e seja A

uma K-álgebra de dimensão finita sobre K. Um resultado clássico de C. T. C. Wall descreve

as posśıveis Z2-graduações de A supondo-se que A seja Z2-simples. (Em outras palavras, os

dois únicos ideais homogêneos de A são 0 e A.) A menos de isomorfismo graduado, A tem

de ser uma das seguintes álgebras.

1. A = Mn(K) com a graduação trivial A0 = A, A1 = 0.

2. A = Ma+b(K) é dividida em 4 blocos sendo os dois blocos diagonais de tamanhos a×a

e b× b. Neste caso

A0 =

(
U 0

0 V

)
, A1 =

(
0 W

T 0

)
,
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onde U ∈Ma(K), V ∈Mb(K), W ∈Ma×b(K) e T ∈Mb×a(K).

3. A = Mn(K) ⊕ tMn(K) onde A0 = Mn(K) e A1 = tMn(K), e t é um elemento tal que

t2 = 1.

Definição 1.2.10. A G-graduação

R = Mn(K) = ⊕g∈GRg

na álgebra das matrizes n × n sobre um corpo K é dita elementar se existe uma n-upla

(g1, . . . , gn) ∈ Gn tal que Eij ∈ Rg−1
i gj

.

Exemplo 1.2.11. A Zn-graduação e a Z-graduação definidas no Exemplo 1.2.6 são ele-

mentares.

A seguir damos uma caracterização bastante útil das subálgebras G-graduadas de uma

álgebra G-graduada.

Lema 1.2.12. Sejam A uma álgebra G-graduada e B uma subálgebra de A. As seguintes

afirmações são equivalentes:

(1) B é subálgebra G-graduada de A;

(2) B é álgebra G-graduada tal que Bg ⊆ Ag para todo g ∈ G;

(3) As componentes homogêneas de cada elemento de B pertencem a B;

(4) B é gerada por elementos homogêneos.

Prova: Se vale (1) então a decomposição B = ⊕g∈GBg, onde Bg = Ag ∩ B, é uma G-

graduação em B tal que Bg ⊆ Ag e portanto vale (2).

Suponhamos então que vale (2). Seja b ∈ Bg e b =
∑

g∈G bg, onde bg ∈ Bg, a decomposição

de b como soma de elementos homogêneos, em relação a G-graduação de B. Como Bg ⊂ Ag

cada bg também é homogêneo em relação à G-graduação de A e (3) está provada.

Se vale (3) então o conjunto B ∩ (∪g∈GAg) gera B, e segue (4). De fato, seja b ∈ B e

b =
∑

g∈G bg, onde bg ∈ Ag, a decomposição de b como soma de elementos homogêneos, em

relação a G-graduação de A. Segue de (3) que bg ∈ B, ou seja bg ∈ B ∩ (∪g∈GAg).

Suponha que vale (4). Seja C uma base de B, C ⊂ (∪g∈GAg) composta de elementos

homogêneos e seja Bg = B∩Ag. O elemento b =
∑n

i=1 ci, onde ci ∈ C, é homogêneo de grau
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g se, e somente se, wt(ci) = g, 1 ≤ i ≤ n. Assim Cg = C ∩ Ag é uma base para Bg e como

C = ∪g∈GCg segue que B = ⊕g∈GBg e o lema está provado.

Exemplo 1.2.13. Se consideramos Mn(K) com qualquer uma das graduações definidas no

Exemplo 1.2.6 então é fácil ver que a álgebra Un(K) das matrizes triangulares superiores é

subálgebra homogênea de Mn(K), já que é gerada pelos elementos homogêneos {Eij|i ≤ j}.

Definição 1.2.14. Uma aplicação Φ : A → B entre álgebras G-graduadas é chamada ho-

momorfismo G-graduado, se Φ é um homomorfismo que satisfaz Φ(Ag) ⊆ Bg para todo

g ∈ G. De modo análogo, definimos isomorfismo, endomorfismo e automorfismo

G-graduado.

Proposição 1.2.15. Se I é um ideal G-graduado de uma álgebra G-graduada A então A/I

é uma álgebra G-graduada considerando (A/I)g = {a+ I|a ∈ Ag}.

Prova: É claro que A/I =
∑

g∈G(A/I)g, e que (A/I)g(A/I)h ⊂ (A/I)gh. Para concluir

resta mostrar que a soma é direta. Suponhamos que (
∑

g∈G(ag + I)) = 0. Neste caso

(
∑

g∈G ag) ∈ I e como I é G-graduado segue do Lema 4.1.1 que ag ∈ I, ou seja (ag + I) = 0,

assim A/I = ⊕g∈G(A/I)g e o lema está provado.

A proposição a seguir é uma versão graduada do Teorema 1.1.27, ao longo da dissertação

também iremos nos referir a ela como Teorema dos Isomorfismos.

Proposição 1.2.16. Teorema dos Isomorfismos Sejam A e B álgebras G-graduadas e

Φ : A→ B um homomorfismo G-graduado. Então, o ker(Φ) é um ideal G-graduado de A e

a álgebra quociente A/ ker Φ é isomorfa (como álgebra graduada) à ImΦ = Φ(A).

Prova: É fácil ver que ker(Φ) é um ideal de A, vamos mostrar que ele é G-graduado. Seja

a ∈ ker(Φ) e a =
∑

g∈G ag, onde ag ∈ Ag é a sua decomposição como soma de elementos

homogêneos. Como Φ é homomorfismo graduado temos que 0 =
∑

g∈G(Φ(ag)) e Φ(ag) ∈ Bg,

portanto Φ(ag) ∈ ker(Φ).

A aplicação Ψ : A/ ker Φ → B dada por Ψ(a + ker(Φ)) = Φ(a) está bem definida pois

se a, b ∈ A são tais que a + ker(Φ) = b + ker(Φ), então a − b ∈ ker(Φ) e Φ(a) = Φ(b), ou

seja Ψ(a+ ker(Φ)) = Ψ(b+ ker(Φ)). É fácil ver que Ψ é um homomorfismo graduado, assim

resta apenas mostrar que Ψ é injetor. Se Ψ(a + ker(Φ)) = 0 então Φ(a) = 0 e a ∈ ker(Φ),

logo a+ ker(Φ) = 0 e o lema está provado.

19



1.2.2 Álgebras Graduadas Livres e Identidades Polinomiais

Graduadas

Precisamos do conceito de álgebra associativa livre G-graduada. Consideremos uma

famı́lia {Xg|g ∈ G} de conjuntos enumeráveis e dois a dois disjuntos. Tomemos então

X =
⋃

g∈GXg e consideremos a álgebra associativa livre unitária K〈X〉. Definimos agora

wt(1) = 0 e wt(x1x2 . . . xm) = wt(x1)wt(x2) . . . wt(xm)

onde wt(xi) = g se xi ∈ Xg. Sendo então m um monômio de K〈X〉, dizemos que wt(m) é o

G-grau de m. Tomando para cada g ∈ G

K〈X〉g = 〈m | m é monômio de K〈X〉 e wt(m) = g〉

temos

K〈X〉 = ⊕g∈GK〈X〉g e K〈X〉gK〈X〉h ⊆ K〈X〉gh

para quaisquer g, h ∈ G, assim K〈X〉 é uma álgebra G-graduada denominada a álgebra

associativa livre G-graduada.

Lema 1.2.17. A álgebra G-graduada K〈X〉 satisfaz a seguinte propriedade universal: Para

toda álgebra G-graduada A, toda função Φ : ∪g∈GXg → A tal que Φ(Xg) ⊆ Ag, para todo

g ∈ G pode ser estendida a um único homomorfismo de álgebras.

Agora podemos dar a definição de identidade polinomial graduada.

Definição 1.2.18. Seja A = ⊕g∈GAg uma álgebra G-graduada. Dizemos que um polinômio

f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é uma identidade G-graduada de A se f(a1, . . . , an) = 0 para

quaisquer ai ∈ Awt(xi) com i = 1, . . . , n.

Daremos agora a definição de TG-ideal, que é o análogo para o caso de identidades

polinomiais graduadas do conceito de T-ideal.

Definição 1.2.19. Seja K〈X〉 a álgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de K〈X〉
é dito ser um TG-ideal se ϕ(I) ⊆ I para todo endomorfismo G-graduado ϕ de K〈X〉. Dado

um subconjunto S qualquer de K〈X〉, definimos o TG-ideal gerado por S, que é denotado

por 〈S〉TG, como sendo a interseção de todos os TG-ideais de K〈X〉 que contêm S. Quando

G = Zn o TG-ideal também será denotado por Tn.
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É claro que K〈X〉 é um TG-ideal que contém S, assim na definição acima 〈S〉TG é in-

terseção de uma famı́lia não vazia de conjuntos, além disso não é dif́ıcil ver que a interseção

de uma famı́lia qualquer de TG-ideais é ainda um TG-ideal, portanto 〈S〉TG está bem definido

e é o menor TG-ideal que contém S.

O TG-ideal gerado por S coincide com o subespaço vetorial de K〈X〉 gerado pelo conjunto

{h1f(g1, . . . , gn)h2 | f(x1, . . . , xn) ∈ S , h1, h2, g1, . . . , gn ∈ K〈X〉,
wt(f1) = wt(x1), . . . , wt(fn) = wt(xn)}.

A proposição a seguir é bastante útil, sua demonstração é simples e por isso será omitida.

Proposição 1.2.20. Sendo A uma álgebra G-graduada, temos que o conjunto TG(A) das

identidades G-graduadas de A é um TG-ideal de K〈X〉.

Exemplo 1.2.21. Consideremos a álgebra de Grassmann G com sua Z2-graduação natural

(conforme definida no Exemplo 1.2.3). Como ab = −ba para quaisquer elementos a, b ∈ G1,

temos que f(x1, x2) = x1x2 + x2x1 ∈ K〈X〉, onde K〈X〉 é a álgebra livre Z2-graduada, com

α(x1) = α(x2) = 1, é identidade Z2-graduada de G.

O próximo resultado mostra uma importante relação entre os conceitos de identidades

polinomiais ordinárias e graduadas.

Proposição 1.2.22. Sejam A e B duas álgebras. Se A e B possuem G-graduações tais que

TG(A) ⊆ TG(B), então T (A) ⊆ T (B). Ademais, se TG(A) = TG(B), então T (A) = T (B).

Prova: Consideremos a álgebra associativa livre K〈Y 〉, onde Y = {y1, y2, . . .} e seja

f(y1, y2, . . . , yn) ∈ T (A). Para cada i = 1, 2, . . . , n, escolhemos xig ∈ Xg e definimos o

polinômio f1 = f(
∑

g∈G xig, . . . ,
∑

g∈G xng) ∈ K〈X〉.
Como f ∈ T (A), é fácil ver que f1 ∈ TG(A) e dáı f1 ∈ TG(B). Dados b1, b2, . . . , bn ∈ B,

tomemos big ∈ Bg, para i = 1, . . . , n e g ∈ G, tais que bi =
∑

g∈G big. Fazendo então as

substituições xig = big, para i = 1, . . . , n e g ∈ G, temos

f(b1, b2, . . . , bn) = f

(∑

g∈G

b1g,
∑

g∈G

b2g, . . . ,
∑

g∈G

bng

)
= 0

e assim f ∈ T (B).

Se TG(A) = TG(B), então TG(A) ⊆ TG(B) e TG(B) ⊆ TG(A), donde temos a última

afirmação.
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Observação 1.2.23. É importante observar que a rećıproca do resultado acima é falsa. As

álgebras Z2-graduadas E = E0 +E1 e E = E + 0 (graduação trivial), satisfazem identidades

Z2-graduadas diferentes.

Definição 1.2.24. Uma álgebra Z2-graduada A é supercomutativa, se ab = (−1)wt(a)wt(b)ba

para todos a, b ∈ A0 ∪ A1.

Exemplo 1.2.25. A álgebra de Grassmann é um exemplo de álgebra supercomutativa.

Definição 1.2.26. Seja K〈X〉 = K〈X〉0+K〈X〉1 a álgebra livre Z2-graduada definida como

acima. Para os monômios f , g ∈ K〈X〉, consideramos as relações fg = (−1)w(f)w(g)gf e

seja I o ideal Z2-graduado gerado por estas relações. A álgebra K(Y ;Z) = K〈X〉/I é

naturalmente Z2-graduada (pois herda a graduação de K〈X〉) e é chamada de álgebra livre

supercomutativa.

A álgebra K(Y ;Z) satisfaz a seguinte propriedade universal: Para toda álgebra superco-

mutativa A = A0 ⊕ A1, toda função Φ : Y ∪ Z → A tal que Φ(Y ) ⊆ A0 e Φ(Z) ⊆ A1 pode

ser estendido a um único homomorfismo de álgebras.

1.2.3 Identidades Graduadas Multilineares, Homogêneas e

Próprias

Nesta seção veremos que sob determinadas condições podemos simplificar as identidades

com que trabalhamos, podendo nos restringir a alguns tipos especiais de identidades.

Lema 1.2.27. Seja f(x1, . . . , xm) =
∑n

i=0 fi(x1, . . . , xm) ∈ K〈X〉 onde fi é a componente

homogênea de f com grau i em xi.

(i) Se o corpo K contém mais que n elementos então fi(x1, x2, . . . , xm) ∈ 〈f〉TG;

(ii) Se a caracteŕıstica do corpo é zero ou maior que o grau de f então 〈f〉TG admite uma

base composta por uma famı́lia finita de polinômios multilineares.

Prova: (i) Seja I = 〈f〉TG o T -ideal de K〈X〉 gerado por f . Escolhemos n + 1 elementos

distintos α0, . . . , αn de K. Como I é um TG-ideal, obtemos que

f(αjx1, x2, . . . , xm) =
n∑

i=0

αi
jfi(x1, x2, . . . , xm) ∈ I ; j = 0, 1, . . . , n.
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Consideramos estas equações como um sistema linear com incógnitas fi para i = 0, 1, . . . , n.

Sendo o determinante ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α0 · · · αn
0

1 α1 · · · αn
1

...
...

. . .
...

1 αn · · · αn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∏

i<j

(αj − αi)

o determinante de Vandermonde que é diferente de 0, temos que cada fi(x1, x2, . . . , xm) ∈ I.

(ii) Por (i), podemos assumir que fi(x1, x2, . . . , xm) é multihomogêneo. Seja k = degx1
f .

Escrevemos fi(y1 + y2, x2, . . . , xm) ∈ I (aqui y1, y2,∈ Xwt(x1) ) sob a forma

f(y1 + y2, x2, . . . , xm) =
k∑

i=0

fi(y1, y2, x2, . . . , xm)

onde fi é a componente homogênea de grau i em y1. Logo, fi ∈ I para i = 0, 1, . . . , k.

Como degyj
fi < k; i = 1, 2, . . . , k − 1; j = 1, 2, podemos aplicar argumentos indutivos e

obtemos um conjunto de conseqüências multilineares de f . Para ver que estas identidades

multilineares são uma base para 〈f〉TG é suficiente observarmos que

fi(y1, y1, x2, . . . , xm) =

(
k

i

)
f(y1, x2, . . . , xm)

e que o coeficiente binomial é diferente de 0, pois temos por hipótese que char (K) = 0 ou

charK ≥ deg(f).

Corolário 1.2.28. Seja A uma álgebra. Então,

(i) Se o corpo K é infinito todas identidades polinomiais graduadas de A seguem de suas

identidades graduadas multihomogêneas;

(ii) Se o corpo K tem caracteŕıstica zero todas as identidades polinomiais graduadas de A

seguem de suas identidades multilineares graduadas.

Quando a álgebra é unitária podemos restringir a nossa busca de identidades polinomiais

a um determinado tipo de polinômios (polinômios próprios), conforme explicamos a seguir.

No que segue Y = Xε e Z = ∪g 6=εXg, assim X = Y ∪Z. As variáveis de grau ε serão denotas

por yi, i ∈ N e as variáveis de grau diferente de ε serão denotadas por zj, j ∈ N, quando

uma variável tiver grau arbitrário será denotada por xi, i ∈ N.
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Definição 1.2.29. Um polinômio f ∈ K〈X〉 é chamado polinômio próprio, se as variá-

veis de grau ε aparecem em comutadores apenas, isto é,

f(x1, . . . , xm) =
∑

αi,..,jz
a1
1 z

a2
2 . . . zak

k [xi1 , . . . , xip ] . . . [xj1 , . . . , xjq
] ; αi,...,j ∈ K,

onde ai ∈ N, 1 ≤ i ≤ k e assumimos que 1 é um produto de um conjunto vazio de comuta-

dores. Denotamos por BG(X) o conjunto de todos os polinômios próprios de K〈X〉.

O Lema 1.2.34 mostra a importância dos polinômios próprios para encontrar uma base

das identidades de uma álgebra unitária. A demonstração está baseada no Teorema de Witt

e no Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Antes de enunciá-los precisamos da definição a

seguir.

Definição 1.2.30. Se A é uma álgebra associativa e a álgebra de Lie L é isomorfa a uma

subálgebra da álgebra de Lie A(−), definida no Exemplo 1.1.8, dizemos que A é uma álgebra

envolvente de L. A álgebra associativa U = U(L) é a álgebra envolvente universal

da álgebra de Lie L, se L é uma subálgebra de U (−) e U satisfaz a seguinte propriedade

universal: Para qualquer álgebra associativa A e qualquer homomorfismo de álgebras de Lie

ϕ : G→ R(−) existe um único homomorfismo de álgebras associativas ψ : U → R que estende

ϕ, ou seja, tal que ψ(x) = ϕ(x) para todo x ∈ L.

O teorema a seguir garante que toda álgebra de Lie possui uma álgebra envolvente uni-

versal, que é única a menos de isomorfismos. Recordamos que no ińıcio deste caṕıtulo fizemos

um comentário que toda álgebra de Lie L é isomorfa a subálgebra de alguma álgebra A(−)

para alguma álgebra associativa.

Teorema 1.2.31. Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt Toda álgebra de Lie L possui

uma única (a menos de isomorfismos) álgebra envolvente universal U(L). Se L tem uma

base E = {ei | i ∈ I}, onde I é um conjunto ordenado, então U(L) = K〈E〉/J , onde J é o

ideal de K〈E〉 gerado pelos polinômios [ei, ej]− ei ∗ ej (śımbolo ∗ denota a multiplicação em

G). Além disso os elementos

{ei1 . . . eip , i1 ≤ · · · ≤ ip, p = 0, 1, 2, . . . },

formam uma base de U(L).

Prova: [11],Teorema 1.3.1, pg 11.
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Teorema 1.2.32. Teorema de Witt A subálgebra de Lie L(X) de K〈X〉(−) gerada por X

é livre na classe das álgebras de Lie, além disso U(L(X)) = K〈X〉.

Prova: [11], Teorema 1.3.5, pg 14.

Agora vamos utilizar estes dois teoremas para encontrar uma base de K〈X〉 que será

bastante útil.

Proposição 1.2.33. Suponhamos que os elementos

x1, x2, . . . , [xi1 , xi2 ], [xj1 , xj2 ], . . . , [xk1 , xk2 , xk3 ], . . . ,

formam uma base ordenada de L(X) onde os elementos x1, x2, . . . precedem os comutadores.

Então

(i) O espaço vetorial K〈X〉 tem base formada pelos elementos

xa1
1 . . . xam

m [xi1 , xi2 ]
b . . . [xl1 , . . . , xlp ]

c,

onde a1 . . . , am, b, . . . , c ≥ 0 e [xi1 , xi2 ] < · · · < [xl1 , . . . , xlp ], na ordenação da base de

L(X).

(ii) Os elementos desta base tais que ai = 0 sempre que wt(xi) = 0, 1 ≤ i ≤ m, formam

uma base para BG(X).

Prova: O item (i) segue do Teorema de Witt que garante que U(L(X)) = K〈X〉, e do

Teorema de Poincaré-Brirkhoff-Witt, que nos diz como encontrar uma base para U(L(X))

a partir de uma base ordenada de L(X). O item (ii) segue diretamente do item (i) e da

definição de BG(X).

A seguir utilizaremos a base deK〈X〉 dada na proposição anterior para provar que quando

o corpo é infinito as identidades graduadas de uma álgebra seguem de suas identidades

próprias. Para isto será necessário utilizar o seguinte fato: Se A é uma álgebra G-graduada

então sua unidade é homogênea de grau ε. Isto será provado no Caṕıtulo 2, Lema 2.1.5 (ii).

Lema 1.2.34. Se A é uma álgebra unitária G-graduada sobre um corpo infinito K então

todas as identidades polinomiais graduadas de A seguem das suas identidades próprias (ou

seja, daquelas em TG(A) ∩ BG(X)). Se charK = 0 então todas identidades polinomiais

graduadas de A seguem das suas identidades próprias multilineares.
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Prova: Seja f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ∈ K〈X〉. Pela Proposição 5.1.4 podemos escrever f

como

f =
∑

αay
a1
1 . . . yan

n z
an+1

n+1 . . . z
am

m wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn), αa ∈ K,

onde wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ∈ BG(X) e a soma é feita sobre as m-uplas a = (a1, . . . , am)

tais que ai ≤ degyi
(f), 1 ≤ i ≤ n e ai ≤ degzi

(f), n + 1 ≤ i ≤ m. Para cada f dessa forma

definimos o conjunto

M(f) = {M1,M2, . . . ,Ml}
= {a1|a1é o primeiro termo da n-upla a = (a1 . . . , am) e αa 6= 0},

onde M1 > M2 · · · > Ml > 0.

Afirmamos que se f ∈ TG(A) e f é multihomogêneo em y1, então

gi =
∑

a1=Mj

αay
a2
2 . . . yan

n z
an+1

n+1 . . . z
am

m wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ∈ TG(A), j = 1, 2, . . . , n.

A demonstração do lema segue desta afirmação, juntamente com o Lema 5.2.8, pois se f é

multihomogêneo então f é conseqüência das identidades {wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn)|αa 6= 0},
que são multilineares se f é multilinear. Agora demonstraremos a afirmação.

É claro que

wa(y1 + 1, . . . , ym, z1, . . . , zn) = wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn).

Como wt(1) = ε segue que f(y1 + 1, . . . , ym, z1, . . . , zn) também é identidade polinomial

graduada para A e conclúımos que

f(y1 +1, . . . , ym, z1, . . . , zn)=
∑

αa

a1∑

i=0

(
a1

i

)
yi

1x
a2
2 . . . xam

m wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ∈ TG(A).

Como f é multihomogênea a1 + degy1
(wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn)) = degy1

(f), assim a com-

ponente homogênea com menor grau posśıvel em relação a y1 se obtém quando a1 = M1 e é

dada por ∑

a1=M1

αay
a2
2 . . . zam

m wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn), (1.1)

onde o sub-́ındice a1 = M1 no somatório significa que a soma é feita sobre os a = (a1 . . . , am)

tais que a1 = m. O corpo K é infinito, logo segue do Lema 5.2.8 que o polinômio 1.1 pertence

a TG(A).
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Suponhamos que a afirmação seja verdadeira para 1, 2, . . . , k, onde k é um número

natural menor que n.

Multiplicando g1 +g2 + · · ·+gk por ya1
1 e subtraindo o produto de f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn)

obtemos

h(y1, . . . , yn, zn+1, . . . , zm)=
∑

a1>Mk

αay
a1
1 . . . yan

n z
an+1

n+1 . . . z
am

m wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ∈ TG(A).

É claro que M(g) = {Mk+1, . . . ,Ml} e aplicando os argumentos anteriores ao polinômio g

conclúımos que

∑

a1=Mk+1

αay
a2
2 . . . yan

n z
an+1

n+1 . . . z
am

m wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ∈ TG(A),

e a afirmação está provada.

Como veremos este lema será fundamental para encontrar uma base para T2(G⊗G) no

Caṕıtulo 5.
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CAPÍTULO 2

Graduações nas Álgebras de Matrizes

Neste caṕıtulo estudamos as graduações na álgebra das matrizes sobre um corpo K. A

maioria dos resultados estão em [6].

2.1 Graduações Fina e Induzida

Nesta seção definiremos dois tipos importantes de graduação nas álgebras de matrizes, a

saber, a “fina” e a induzida, também provaremos alguns lemas que serão usados nas próximas

seções. Recordamos que a G-graduação

R = Mn(K) = ⊕g∈GRg

na álgebra das matrizes n × n sobre um corpo K é dita elementar se existe uma n-upla

(g1, . . . , gn) ∈ Gn tal que Eij ∈ Rg−1
i gj

.

Definição 2.1.1. Sejam G um grupo, H subgrupo de G, A = ⊕h∈HAh uma álgebra H-

graduada e B = Mn(K) = ⊕g∈GBg a álgebra matricial com a G-graduação elementar deter-

minada pela n-upla (g1, . . . , gn) em Gn. A G-graduação R = ⊕g∈GRg na álgebra R = A⊗B,

definida na seguinte maneira: Rg = Span{a ⊗ Eij|a ∈ Ah, g
−1
i hgj = g}, é denominada

graduação induzida.

Não é dif́ıcil verificar que a decomposição R = ⊕g∈GRg é de fato uma G-graduação. Para

ver isto considere r = a⊗Eij ∈ Rg e s = b⊗Ekl ∈ Rh então rs = δjkab⊗Eil e pela definição
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acima rs ∈ Rg−1
i wt(ab)gl

. Se rs 6= 0 então j = k, g = g−1
i wt(a)gj e h = g−1

j wt(b)gl, assim

g−1
i wt(ab)gl = g−1

i wt(a)gjg
−1
j wt(b)gl = gh. Portanto rs ∈ Rgh. Dáı segue que, em geral, se

r ∈ Rg e s ∈ Rh então rs ∈ Rgh.

Definição 2.1.2. Uma G-graduação R = ⊕g∈GRg em uma álgebra A é denominada fina se

dimAg ≤ 1 para todo g ∈ G.

Lema 2.1.3. Seja R = Mn(K) a álgebra das matrizes n× n sobre um corpo K, munida de

uma G-graduação, R = ⊕g∈GRg. Se as matrizes escalares estão na componente unitária Rε

e todas as matrizes Eii, i = 1, . . . , n, são homogêneas, então a graduação é elementar.

Prova: Observemos que se um elemento idempotente u é homogêneo então u ∈ Rε, pois se

u ∈ Rg, então u2 ∈ Rg2 . Como u = u2, obtemos que u ∈ Rg

⋂
Rg2 , ou seja, Rg = Rg2 . Logo

g = g2 e portanto g = ε. Assim as matrizes E11, . . . , Enn estão na componente Rε. Vamos

mostrar que isto implica que Eij é homogênea para todos os 1 ≤ i, j ≤ n.

Observemos que para quaisquer 1 ≤ k, t ≤ n existem g ∈ G e a ∈ Rg com a =
∑

i,j aijEij

e akt 6= 0. De fato, se esta afirmação fosse falsa então para todo g ∈ G teŕıamos Rg ⊂ R̃,

onde R̃ = Span{Ei,j|(ij) 6= (k, t)} e portanto R ⊂ R̃, o que é um absurdo, já que Ekt ∈ R e

Ekt 6∈ R̃. Como Ekk, Ett, a
−1
kt E ∈ Rε, onde E é a identidade de R, segue que

Ekt = (a−1
kt E)Ekk(

∑

ij

aijEij)Ett ∈ Rg,

e o lema está provado.

Observação 2.1.4. Na demonstração do lema anterior utilizamos apenas que cada elemento

não nulo do corpo tem inverso multiplicativo. A mesma demonstração vale se trocarmos o

corpo K por um anel com divisão D.

No Lema a seguir sempre consideramos ideais unilaterais.

Lema 2.1.5. Sejam R = ⊕g∈GRg um anel munido de uma G-graduação finita, ε a unidade

de G, e Rε a componente unitária de R nessa graduação. Então

(i) Se R não tem ideais nilpotentes não nulos então Rε não tem ideais nilpotentes não

nulos;

(ii) Se R é um anel com unidade 1, então 1 ∈ Rε;
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(iii) Se R é Artiniano, então Rε também é Artiniano.

Prova: Vamos demonstrar primeiro (i) para ideais a esquerda. Seja I um ideal a esquerda

de Rε. Suponhamos que I é nilpotente. Como a graduação é finita temos que |SuppR| = n

para algum natural n. Seja J = RI o ideal à esquerda de R gerado por I. Vamos mostrar que

se Im = 0, então Jmn = 0. Para isto basta mostrarmos que para quaisquer x1, . . . , xmn ∈ I

e para quaisquer a1, . . . , amn ∈ R homogêneos não nulos vale a igualdade

a1x1a2x2 . . . amnxmn = 0. (2.1)

Sendo a1, . . . , amn ∈ R homogêneos não nulos, existem g1, . . . , gmn ∈ SuppR tais que

ai ∈ Rgi
, i = 1, . . . , mn. Considere os elementos u1 = g1, u2 = g1g2, . . . , umn = g1 . . . gmn

de G. Se ui 6∈ SuppR então a1x1a2x2 . . . aixi ∈ Rui
= {0}, e a igualdade (2.1) vale. Se

ui ∈ SuppR, i = 1, . . . , mn então como |SuppR| = n existem, pelo prinćıpio da casa de

pombos, ı́ndices i1 < i2 < · · · < im tais que ui1 = · · · = uim . Neste caso denotamos:

bk = aik+1xik+1aik+2 . . . aik+1
, k = 1 . . . ,m− 1

Assim wt(b0) = wt(b0b1) = · · · = wt(b0b1 . . . bm−1), onde b0 = a1x1 . . . ai1xi1 , e portanto

wt(bi) = e, i = 1, . . . , m−1. Ou seja, b1, . . . bm−1 ∈ Rε e no lado esquerdo da igualdade (2.1)

aparece o fator c = xi1b1xi2b2 . . . bm−1xim . Como b1 . . . bm−1 ∈ Re e I é um ideal a esquerda

de Rε segue que c ∈ Im = 0, e portanto vale (2.1). Para ideais a direita o lema pode ser

demonstrado de maneira análoga.

Para mostrar (ii) considere 1, a identidade do anel R e 1 = 1ε+
∑

g 6=ε 1g sua decomposição

em fatores homogêneos. Para x ∈ R temos x = x1ε +
∑

g 6=ε x1g, donde x− x1ε =
∑

g 6=ε x1g.

Como para todo g 6= ε temos wt(x1g) = wt(x)wt(1g) 6= wt(x) = wt(x − x1ε) segue que

x− x1ε = 0, ou seja x = x1ε. Analogamente x = 1εx, e portanto 1 = 1ε.

Vamos agora mostrar (iii). Para isto seja I um ideal a esquerda qualquer de Rε. Então o

ideal RI de R gerado por I é homogêneo. Suponha que a ∈ R, x ∈ I e que a é homogêneo.

Se ax ∈ Rε então a ∈ Rε e, portanto ax ∈ I. Logo RI
⋂
Rε = I. Assim qualquer cadeia

estritamente descendente de ideais de Re gera uma cadeia estritamente descendente de ideais

em R e (iii) está provada.

Lema 2.1.6. Sejam R uma K-álgebra com unidade 1 e A uma subálgebra de R isomorfa a

Mn(F ). Se Eij, i, j = 1, . . . , n, são as matrizes elementares de A e 1 = E11 + . . . Enn então

R = AC ≃ A⊗ C ≃Mn(C), onde C é o centralizador de A em R.
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Prova: Dado x ∈ R, definimos

xij =
∑

s

EsixEjs.

Então para quaisquer k, l, obtemos

xijEkl =
∑

s

EsixEjsEkl = EkixEjkEkl = EkixEjl,

e

Eklxij =
∑

s

EklEsixEjs = EklElixEjl = EkixEjl,

ou seja, xij comuta com qualquer elemento de A. Por outro lado,

∑

ij

xijEij =
∑

ijs

EsixEjsEij =
∑

ij

EiixEjj = (E11 + · · · +Ejj)x(E11 + · · · +Ejj) = 1x1 = x.

Portanto R = AC.

De agora em diante denotaremos a identidade de um anel por E.

Proposição 2.1.7. Seja R um anel com unidade, munido de G-graduação R = ⊕g∈GRg. Se

x ∈ Rh é invert́ıvel, então x−1 ∈ Rh−1.

Prova: Seja x−1 =
∑

g∈G rg a decomposição de x−1 em soma de homogêneos. Temos que

E = xx−1 =
∑

g∈G xrg. Observe que wt(xrg) = ε, somente se, g = h−1, e como wt(E) = ε

segue que rg = 0 para todo g 6= h−1. Portanto, x−1 = rh−1 .

Lema 2.1.8. Seja R = Mk(K) a álgebra das matrizes k × k sobre um corpo K munido de

G-graduação R = ⊕g∈GRg. Se dimRε = 1 então esta G-graduação é fina e os elementos

homogêneos não-nulos de R são invert́ıveis.

Prova: Pelo Lema 2.1.5 a identidade E está em Rε e como sua dimensão é 1 segue que

Rε é o conjunto das matrizes escalares. Seja x ∈ Rg um elemento homogêneo, não nulo

tal que detx = 0. Neste caso, det axb = 0 para quaisquer a, b ∈ R. Observemos que se

z ∈ RxR então existem ai, bi ∈ R homogêneos tais que z =
∑

i aixbi. Se z ∈ RxR∩Rε então

aixbi ∈ Rε. Assim aixbi são matrizes escalares com determinante nulo, logo aixbi = 0 e z = 0.

Portanto RxR ∩ Rε = 0. Assim x gera um ideal próprio em R, o que é uma contradição.

Agora, se 0 6= x ∈ Rg então x é invert́ıvel e, pela Proposição 2.1.7, x−1 ∈ Rg−1 6= 0. Segue

dáı que se 0 6= x, y ∈ Rg então x é invert́ıvel e x−1y = λE, pois x−1y ∈ Rε. Logo, x e y são

linearmente dependentes e dimRg = 1.
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Corolário 2.1.9. Se a álgebra Mn(K) das matrizes sobre um corpo K tem uma graduação

fina então todo elemento homogêneo não nulo de Mn(K) é invert́ıvel.

Prova: Segue diretamente dos Lemas 2.1.5 e 2.1.8.

Lema 2.1.10. Seja Mn(K) = R = ⊕g∈GRg a álgebra das matrizes sobre um corpo K munida

de G-graduação fina. Então H = SuppR é um subgrupo de G.

Prova: Seja 0 6= a ∈ Ag um elemento homogêneo arbitrário. Pelo Lema 2.1.8 o elemento a

deve ser invert́ıvel. Seja H = SuppR e suponha que a, b ∈ H. Desse modo Rg 6= 0 e Rh 6= 0.

Então existem a ∈ Rg, b ∈ Rg não nulos e como a e b são invert́ıveis segue que ab é não nulo.

Além disso wt(ab) = gh e portanto Rgh 6= 0. Logo H é fechado para a multiplicação. Pelo

Corolário 2.1.9, se h ∈ H então h−1 ∈ H. Portanto H é subgrupo de G.

Definição 2.1.11. Dizemos que uma álgebra G-graduada A é álgebra graduada com

divisão se cada elemento homogêneo não nulo é invert́ıvel.

Como conseqüência dos Lemas 2.1.8 e 2.1.10 obtemos o corolário seguinte.

Corolário 2.1.12. Seja A = Mn(K) = ⊕g∈GAg a álgebra das matrizes sobre um corpo

algebricamente fechado K, e munida de G-graduação. Então A é uma álgebra graduada com

divisão se, e somente se, a G-graduação é fina.

Prova: Se a G-graduação é fina então, pelo Corolário 2.1.9, A é uma álgebra G-graduada

com divisão. Suponha que cada elemento homogêneo não nulo é invert́ıvel. Pelo Lema 2.1.5

a componente homogênea Aε é uma subálgebra semi-simples contendo todas as matrizes

escalares. Por hipótese Aε é uma álgebra graduada com divisão sobre K, sendo K é alge-

bricamente fechado temos que dimAε = 1. E a partir do Lema 2.1.8 obtemos que todos os

subespaços não nulos Ag têm dimensão 1.

2.2 Graduação Fina e Representações Projetivas

Nesta seção mostraremos que a classificação das graduações finas é equivalente a um

conhecido problema de teoria dos grupos.

Definição 2.2.1. Sejam G um grupo finito e V um espaço vetorial sobre um corpo K. Uma

aplicação f : G −→ GL(V ) é chamada representação projetiva de G em V se f(ε) = E,
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aqui ε é a identidade de G e E é a identidade de GL(V ), e f(g)f(h) = α(g, h)f(gh) para

quaisquer g, h ∈ G onde α(g, h) é um escalar não nulo. Uma representação projetiva é

denominada irredut́ıvel se V não tem subespaço W não trivial tal que f(g)(W ) ⊆ W para

todo g ∈ G.

Com esta definição podemos ver f como função de G para PGL(V ) = GL(V )/Z(GL(V ));

PGL(V ) é chamado de grupo linear projetivo. Então f é homomorfismo de grupos (os

escalares somem pois serão α(g, h)In).

Não é dif́ıcil vermos que para um grupo de ordem n a dimensão das representações pro-

jetivas irredut́ıveis é limitada por
√
n quando K é algebricamente fechado, a demonstração

desse fato é bem parecida com a demonstração do Teorema 2.2.2 abaixo (e por isso iremos

omiti-la). Qualquer grupo abeliano do tipo Zn × Zn tem uma representação irredut́ıvel de

dimensão n, podemos obter tal representação da seguinte maneira. Seja A uma matriz com

1 nas posições (i, i + 1) e (n, 1), e com zero nas outras. Seja B a matriz diagonal onde na

diagonal aparecem as ráızes n-ésimas da unidade. A aplicação f : Zn×Zn −→ GL(Cn) dada

por f((a, b)) = AaBb é uma representação projetiva irredut́ıvel de dimensão n.

Em geral é um problema complicado classificar os grupos de ordem n2 que tem repre-

sentação projetiva irredut́ıvel de dimensão n e encontrar tais representações.

O teorema a seguir mostra que de certo modo a classificação das graduações finas nas

álgebras de matrizes é equivalente à descrição dos grupos finitos com representações proje-

tivas de grau máximo.

De acordo com o Lema 2.1.10, o suporte de qualquer graduação fina na álgebra das

matrizes é um subgrupo finito de G.

Teorema 2.2.2. Qualquer graduação fina em uma álgebra de matrizes R = Mn(K), sobre

um corpo K, determina uma representação projetiva n-dimensional do grupo H = SuppR,

de ordem n2. Se K é algebricamente fechado e G é um grupo de ordem n2 então qualquer

representação projetiva irredut́ıvel n-dimensional de G determina uma graduação fina na

álgebra de matrizes Mn(K).

Prova: Seja Mn(K) = R = ⊕g∈GRg uma graduação fina na álgebra das matrizes. Sabemos,

pelo Lema 2.1.10, que H = SuppR é um subgrupo de G e que dimRh = 1 para todo h ∈ H.

Em cada componente Rh, h ∈ H e h 6= ε escolhemos uma matriz não nula denotada por f(h).

Se h = ε definimos f(ε) = E, a matriz identidade. Temos que f(g)f(h) = α(g, h)f(gh),
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para algum escalar não nulo α(g, h), já que cada componente Rh, h ∈ H, tem dimensão 1 e

f(g), f(h), e f(gh) são não nulos. Assim obtemos uma representação projetiva de H.

Para vermos a irredutibilidade desta representação consideremos um subespaço não nulo

W de Kn e suponhamos que

f(h)(W ) ⊆ W para todo h ∈ H. (2.2)

Denotemos por T : Kn −→ W⊥ a projeção de Kn em W⊥. Seja T =
∑

h∈H Th a de-

composição de T em fatores homogêneos. Como dimRh = 1 existem escalares λh tais que

T =
∑

h∈H λhf(h) e por (2.2) segue que T (W ) ⊆ W . Assim W⊥ = T (W ) ⊆ W e W⊥ = 0,

logo W = Kn.

Agora considere um grupo G de ordem n2 e f : G −→ GLn(K) uma representação

projetiva irredut́ıvel de dimensão n sobre um corpo algebricamente fechado K. O espaço

vetorial

A = Span{f(g) | g ∈ G} (2.3)

é uma subálgebra de Mn(K), pois f(g)f(h) ∈ A para quaisquer g, h ∈ G e assim A é fechado

para multiplicação. Como Kn é um A-módulo simples e fiel, já que f é irredut́ıvel, sobre um

corpo algebricamente fechado, segue que A = Mn(K). Dáı, os elementos f(g), g ∈ G são

linearmente independentes, ou seja

Mn(K) = A = ⊕g∈GAg, (2.4)

onde Ag é o subespaço de Mn(K) gerado por f(g). Pela definição de representação projetiva

temos que AgAh ⊆ Agh, para quaisquer g, h ∈ G. Logo (2.4) é uma graduação.

Lema 2.2.3. Se R é uma álgebra simples e f ∈ R é um elemento idempotente então

A = fRf é subálgebra simples de R cuja identidade é f . Além disso se R é graduada então

A = fRf é homogênea.

Prova: Primeiro observemos que se x = frf , para algum r ∈ R, sendo f 2 = f , temos que

fx = f 2rf = frf e xf = frf2 = frf = x.

Ou seja se x ∈ A então fx = xf = x.

Sejam I um ideal de A, com I 6= A, e RIR o ideal de R gerado por I. Se x ∈ RIR ∩ A
então existem rl, sl ∈ R, ml ∈ I tais que x =

∑
rlmlsl. Como x = fxf e fmlf = ml temos
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que

x = fxf =
∑

frlmlslf =
∑

frlfmlfslf.

Mas frlfmlfslf ∈ I, logo x ∈ I. Assim RIR∩A ⊆ I 6= A, e portanto RIR = 0, logo I = 0,

e o resultado está provado.

2.3 Teorema Principal

Nesta seção K denotará um corpo algebricamente fechado, R = Mn(K) a álgebra das

matrizes n × n com entradas em K, munida de uma G-graduação R = ⊕g∈GRg, e E a

identidade de R. O nosso objetivo é provar o teorema a seguir, que dá uma descrição das

graduações deMn(K) em termos das graduações elementar, fina e induzida. Este é o teorema

5.1 de [6].

Teorema 2.3.1. Sejam K um corpo algebricamente fechado e Mn(K) = R = ⊕g∈GRg a

álgebra das matrizes n×n com entradas em K, graduada por um grupo G. Então existem uma

decomposição n = pq, um subgrupo H j G de ordem p2 e uma q-upla g = (g1, . . . , gq) ∈ Gq

tais que Mn(K) é isomorfa, como álgebra graduada, ao produto tensorial Mp(K) ⊗Mq(k)

com a G-graduação induzida onde Mp(K) é H-graduada com uma graduação fina e Mq(K)

tem a G-graduação elementar induzida por g.

Denotaremos por A a componente unitária de R. Pelo Lema 2.1.5 A é uma álgebra semi-

simples que contém E. Decompomos a álgebra A em uma soma de componentes simples,

A = A(1) ⊕ · · · ⊕A(k). Como K é algebricamente fechado cada A(i) ≃Mqi
(K) é uma algebra

de matrizes. Denotemos por ei a identidade de A(i), i = 1, . . . , k. Então a partir do Lema

2.2.3 conclúımos que R(i) = eiRei é uma subálgebra simples e homogênea de R. Denotaremos

por C(i) o centralizador de A(i) em R(i).

Proposição 2.3.2. O centralizador C(i) é uma subálgebra simples e homogênea de R.

Prova: Pelo Lema 2.1.6, R(i) = A(i)C(i) ≃ A(i)⊗C(i) e se I é um ideal não nulo de C(i) então

A(i)I é um ideal não nulo de R(i). Logo R(i) = A(i)I, já que R(i) é simples, e portanto I = C(i).

Para verificar que C(i) é homogênea considere c =
∑

g∈G cg, onde c ∈ C(i), cg ∈ C(i)
⋂
Rg. Se

r é homogêneo então 0 = rc− cr =
∑

g∈G rcg − cgr e essa é a decomposição de rc− cr como

soma de fatores homogêneos, logo rcg − cgr = 0 para todo g ∈ G.

35



Ou seja, rcg = cgr, para todo g ∈ G. Segue dáı que rcg = cgr para todo r ∈ R e para

todo g ∈ G, assim cg ∈ C(i). Portanto C(i) é homogênea.

No que segue H(i) denotará o suporte de C(i).

Proposição 2.3.3. A subálgebra C(i) tem uma G-graduação fina e H(i) é um subgrupo de

G.

Prova: Observemos que dim(C(i) ∩ A(i)) = 1, pois sendo A(i) isomorfo à uma álgebra de

matrizes, se x ∈ C(i) ∩ A(i) então x = λei. Dáı, segue que dimC(i) ∩ A = 1 e como C(i)

é homogênea segue do Lema 2.1.8 que C(i) é uma álgebra munida de uma graduação fina.

Além disso, SuppC(i) = H(i) é um subgrupo de G, pelo Lema 2.1.10.

Agora decompomos as identidades das álgebras A(1), . . . , A(k) como uma soma de idem-

potentes minimais, ou seja, de matrizes unitárias diagonais. Para isto denotaremos por ei
αβ,

1 ≤ α, β ≤ qi, as matrizes unitárias de A(i), i = 1, . . . , k. Então ei = ei
11 + · · · + ei

qiqi
.

Proposição 2.3.4. Existem elementos homogêneos xi,i−1 ∈ eiRei−1 e xi−1,i ∈ ei−1Rei, onde

2 ≤ i ≤ k, tais que

ekxk,k−1ek−1 . . . e3x32e2x21e1x12e2x23 . . . xk−1,kek 6= 0

e

wt(xi+1,i)wt(xi,i+1) = ε.

Prova: Temos que

ekR . . . Re2Re1Re2R . . . Rek = ekRek 6= 0. (2.5)

Para verificar isso observemos que se m é uma matriz não nula então RmR é um ideal não

nulo de R e portanto é igual à R. Dáı segue que R . . . Re2Re1Re2R . . . R = R e assim (2.5)

vale. Assim existem elementos homogêneos xi,j ∈ eiRej 1 ≤ i, j ≤ k tais que

ekxk,k−1ek−1 . . . e2x2,1e1x1,2e2x2,3 . . . xk−1,kek 6= 0. (2.6)

Lembramos que R(i) = A(i)C(i) e A(i) ⊆ Rε, assim cada elemento r ∈ R se escreve na forma

r =
∑

l alcl, onde al ∈ A(i) e cl ∈ C(i). É claro que r ∈ Rg, se e somente se cl ∈ C(i) ∩ Rg.

Logo Rg = 0 se, e somente se C(i) ∩ Rg = 0. Ou seja, SuppR(i) = SuppC(i) = H(i), onde

i = 1, . . . , k. Como x1,2x2,1 ∈ e2Re2 é homogêneo não nulo, t2 = wt(x21x12) pertence a

H(2) que é subgrupo de G. Logo existe 0 6= z2 ∈ C(2), tal que wt(z2) = t−1
2 . Sabemos que
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C(2) tem uma graduação fina e que z2 é homogêneo e não nulo, assim a partir do Lema 2.1.8

conclúımos que z2 é invert́ıvel. Além disso z2 comuta com e2, assim considerando x
′

21 = z2x21,

x
′

32 = x32z
−1
2 obtemos que x

′

32e2x
′

21 = x32e2x21. Portanto

ekxk,k−1ek−1 . . . e3x
′

32e2x
′

21e1x1,2e2x2,3 . . . xk−1,kek 6= 0 (2.7)

e

x
′

21x12 ∈ R(2).

Além disso,

wt(x
′

21) = wt(z2x12) = wt(z2)wt(x21) = wt(x12)
−1wt(x21)

−1wt(x21) = wt(x12)
−1.

Analogamente existe um elemento homogêneo e invert́ıvel z3 ∈ C(3) tal que wt(z3) =

wt(x
′

32x23)
−1. E podemos substituir x

′

32 por x
′′

32 = z3x
′

32 e x43 por x
′

43 = x43z
−1
3 em (2.7).

Observe que wt(x
′′

32) = wt(x23)
−1. Prosseguindo dessa maneira obtemos xk,k−1, . . . , x21 de

modo que

ekxk,k−1ek−1 . . . e3x32e2x21e1x12e2x23 . . . xk−1,kek 6= 0 (2.8)

e

wt(xi+1,i)wt(xi,i+1) = ε,

e o resultado está provado.

Segue da Proposição 5.1.4 que

xi+1,ixi,i+1 ∈ Rε ∩R(i+1) e xi,i+1xi+1,i ∈ Rε ∩R(i). (2.9)

Além disso existem α1, . . . , αk, β1, . . . , βk tais que

ek
βkβk

xk,k−1e
k−1
βk−1βk−1

. . . e2β2β2
x21e

1
α1α1

x12e
2
α2α2

x23 . . . xk−1,ke
k
αkαk

6= 0. (2.10)

Definimos

yi,i+1 = ei
1αi
ei

αiαi
xi,i+1e

i+1
αi+1αi+1

ei+1
αi+11, yi+1,i = ei+1

1βi+1
ei+1

βi+1βi+1
xi+1,ie

i
βiβi

ei
βi1
. (2.11)

Então os elementos y12, . . . , yk−1,k, y21, . . . , yk,k−1 são homogêneos,

ei
11yi,i+1e

i+1
11 = yi,i+1, ei+1

11 yi+1,ie
i
11 = yi+1,i (2.12)
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e, usando 2.10 , obtemos que

yk,k−1 . . . y21 . . . yk−1,k 6= 0. (2.13)

Logo

yij := yi,i+1yi+1,i+2 . . . yj−1,j 6= 0, yji := yj,j−1yj−1,j−2 . . . yi+1,i 6= 0 (2.14)

para todos 1 ≤ i < j ≤ k. Desse modo (2.12) vale para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ k, pois se i < j,

temos

ei
11yije

i
11 = ei

11(e
i
11yi,i+1e

i+1
11 e

i+1
11 yi+1,i+2e

i+2
11 . . . ej−1

11 yj−1,je
j
11)e

j
11

= ei
11yi,i+1e

i+1
11 e

i+1
11 yi+1,i+2e

i+2
11 . . . ej−1

11 yj−1,je
j
11 = yi,j

e de modo análogo ej
11yjie

i
11 = yji. Temos então a seguinte relação

ei
11yi,je

j
11 = yi,j, 1 ≤ i, j ≤ k. (2.15)

Observemos que y22 := y21y12 6= 0 e que wt(y22) = wt(x21x12) (já que as matrizes unitárias

ei
αβ são homogêneas de grau ε) e por (2.9) wt(x21x12) = ε, logo y22 ∈ e2Re2

⋂
Rε = A(2).

Como e211y22e
2
11 = y22 e y22 ∈ A(2) conclúımos que y22 é um múltiplo escalar da matriz

e211. Se dividirmos y21 por esse fator (que é não nulo, já que y22 6= 0) podemos assumir

que y22 = e211, enquanto as relações (2.14) e (2.15) continuam válidas. De modo análogo

y11 := y12y21 = αe111, e portanto y2
11 = α2e111e

1
11 = α2e111 = αy11. Agora observemos que

y3
22 = y21(y12y21)(y12y21)y12 = y21y

2
11y12 = αy21y11y12 = α(y21y12)(y21y12) = αy2

22 = αy22,

por outro lado y3
22 = y2

22y22 = y2
22 = y22. Assim αy22 = y22 e portanto α = 1. O mesmo

argumento mostra que dividindo yi+1,i por um escalar adequado obtemos

yi,i+1yi+1,i = ei
11 e yi+1,iyi,i+1 = ei+1

11 , (2.16)

enquanto as relações 2.14 e 2.15 permanecem válidas. Definindo yii = ei
11 temos o seguinte

resultado.

Proposição 2.3.5. Os elementos yij definidos em (2.11), 1 ≤ i, j ≤ k são linearmente

independentes com multiplicação dada por yijyrs = δjsyis. Ainda yij ∈ eiRej e ei
11yije

j
11 = yij.

Prova: É suficiente provarmos que yijyrs = δjsyis, dáı segue que os yij, 1 ≤ i, j ≤ k são

linearmente independentes. Se j 6= s então por (2.15) temos yijyrs = eiyij(e
jer)yrse

s = 0,
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pois ejer = 0. Se i < j = r < s ou i > j = r > s segue diretamente de (2.14) que yijyjs = yis.

Se i = j então para i < s segue de (2.11) que

yiiyis = ei
11yi,i+1yi+1,s = ei

11(e
i
1αi
ei

αiαi
xi,i+1e

i+1
αi+1αi+1

ei+1
αi+11)yi+1,s

= ei
1αi
ei

αiαi
xi,i+1e

i+1
αi+1αi+1

ei+1
αi+11yi+1,s

= yi,i+1yi+1,s = yi,s.

Da mesma maneira conclúımos que yiiyis = yi,s, se i ≥ s, e que yiryrr = yi,r. Se i < j e r > s

então

yijyjs = yi,i+1 . . . yj−2,j−1(yj−1,jyj,j−1)yj−1,j−2 . . . ys+1,s

= yi,i+1 . . . yj−2,j−1(e
j−1
11 )yj−1,j−2 . . . ys+1,s

= yi,i+1 . . . yj−2,j−1yj−1,j−2 . . . ys+1,s = yi,j−1yj−1,s.

Ou seja se i < j e r > s então yijyjs = yi,j−1yj−1,s, e utilizando esta relação repetidamente

recáımos em um dos casos yiryrr = yi,r ou yiiyis = yi,s. O caso i > j e r < s é análogo.

Proposição 2.3.6. O subespaço com base {yij|1 ≤ i, j ≤ k} é uma subálgebra graduada de

R, isomorfa à álgebra Mk(K) munida de G-graduação elementar e existem g1 = ε, g2, . . . ,

gk ∈ G tais que wt(yij) = g−1
i gj.

Prova: Segue da Proposição 5.1.4 e do Lema 2.1.3.

Lembramos que R(i) = A(i)C(i), os elementos das subálgebras simples A(i) e C(i) comutam

entre si, A(i) ≃ Mqi
(K) está contida na componente unitária Rε, C

(i) ≃ Mpi
(K) munida de

graduação fina e e1 + · · · + ek é a matriz identidade de R = Mn(K).

Proposição 2.3.7. Se pi e qi são como acima, p1q1 + · · · + pkqk = n.

Prova: De fato, ei é a unidade da álgebra R(i) e dimR(i) = p2
i q

2
i . Como R(i) = eiRei segue

p2
i q

2
i = dimR(i) = P (ei)

2, onde P (ei) denota é o posto de ei. Então P (ei) = piqi. Como

E = e1 + · · · + ek, temos n = P (e1) + · · · + P (ek) = p1q1 + · · · + pkqk.

Proposição 2.3.8. Se y é um elemento homogêneo não nulo de R então

dim yC(i) = dimC(i)y = p2
i .
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Prova: Considere a transformação linear T : C(i) −→ C(i)y, definida por T (x) = xy.

Observemos que T é injetora, pois caso contrário existiria x homogêneo não nulo (e portanto

invert́ıvel) tal que xy = 0, o que é um absurdo já que y 6= 0, além disso T é claramente

sobrejetora. Portanto T é um isomorfismo de espaços vetoriais e dimC(i)y = p2
i . É claro que

o mesmo argumento mostra que dim yC(i) = p2
i .

Proposição 2.3.9. O posto da matriz ei
11 é pi, i = 1, . . . , k.

Prova: Observemos que

e
(i)
11Re

(i)
11 = e

(i)
11eiReie

(i)
11 = e

(i)
11R

(i)e
(i)
11 = e

(i)
11A

(i)C(i)e
(i)
11 = e

(i)
11A

(i)e
(i)
11C

(i) = e
(i)
11C

(i).

Logo, pela Proposição 2.3.8, segue que P (ei
11)

2 = dim e
(i)
11Re

(i)
11 = dim e

(i)
11C

(i) = p2
i e portanto

P (ei
11) = pi.

Proposição 2.3.10. Com as notações acima, temos p1 = . . . = pk := p,

dimC(i)yijC
(j) = p2 e C(i)yij = yijC

(j).

Prova: Como o posto de ei
11 é pi temos que

dim ei
11Re

j
11 = pipj. (2.17)

Em particular, a dimensão do (C(i), C(j))-bimódulo C(i)yijC
(j) é no máximo pipj, já que

yij ∈ ei
11Re

j
11 e portanto C(i)yijC

(j) ⊂ ei
11Re

j
11. Já vimos que C(i)yij e yijC

(j) são subespaços

de C(i)yijC
(j) de dimensão p2

i e p2
j , respectivamente. Portanto

dimC(i)yijC
(j) ≥ max p2

i , p
2
j . (2.18)

Ou seja dimC(i)yijC
(j) ≥ max p2

i , p
2
j e dimC(i)yijC

(j) ≤ pipj, logo pi = pj := p e C(1), . . . , C(k)

têm a mesma dimensão.

Além disso

dimC(i)yijC
(j) = p2. (2.19)

Afirmamos que C(i)yijC
(j) é irredut́ıvel como um C(i)-módulo graduado a esquerda e como

um C(j) módulo graduado a direita. De fato, suponha que M 6= 0 é um submódulo graduado

de C(i)yijC
(j). Seja 0 6= m ∈ M um elemento homogêneo não nulo de M . Pela Proposição

2.3.8 temos que dimC(i)m = dimC(i) = p2 e portanto dimM ≥ p2. Como M é submódulo
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de C(i)yijC
(j) e dimC(i)yijC

(j) = p2 segue que dimM ≤ p2. Assim dimM = p2 e portanto

C(i)yijC
(j) = M . De modo análogo segue que C(i)yijC

(j) é irredut́ıvel como um C(j)-módulo

graduado a direita. Observamos que C(i)yij é um C(i)-submódulo graduado de C(i)yijC
(j) e

que yijC
(j) é um C(j)-submódulo graduado de C(i)yijC

(j), logo

C(i)yij = C(i)yijC
(j) = yijC

(j). (2.20)

E o lema está demonstrado.

Lema 2.3.11. Existe um isomorfismo de álgebras tal que xyij = yijϕ(x).

Prova: Pela Proposição 2.3.10 para cada x ∈ C(i) homogêneo existe um único x ∈ C(j) tal

que xyij = yijx. Para ver a unicidade observemos que se xyij = yijx = yijx̃ então x − x̃

é homogêneo e como 0 = yij(x − x̃) segue do Corolário 2.1.9 que x = x̃. Denotaremos

este elemento por ϕ(x). Observemos que se x, y ∈ C(i) são elementos homogêneos então

temos que (xy)yij = x(yijϕ(y)) = yijϕ(x)ϕ(y), e portanto ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y). Logo a

aplicação ϕ : C(i) −→ C(j) dada por ϕ(
∑

g∈G xg) =
∑

ϕg∈G
ϕ(xg), onde xg ∈ C(i) ∩ Rg, é um

homomorfismo de álgebras tal que xyij = yijϕ(x). Se ϕ não é um isomorfismo então existe

x ∈ C(i) homogêneo não nulo tal que 0 = ϕ(x), logo xyij = 0, o que é uma contradição.

Portanto é um isomorfismo de álgebras.

De certo modo este é um isomorfismo de algebras graduadas. Mais precisamente, a

aplicação θ : H(i) −→ H(j) dada por θ(h) = wt(ϕ(x)), onde x é tal que wt(x) = h, é um

isomorfismo de grupos e ϕ(C(i) ∩ Rg) ⊆ C(j) ∩ Rθ(g). Como todos os H(i) são isomorfos

podemos considerar as álgebras C(i) como H(1)-graduadas. Essas álgebras são isomorfas,

como álgebras graduadas.

Denotemos, para o caso j = i+ 1 cada isomorfismo desses por ϕi,i+1. Definimos ϕ1 = 1,

ϕ2 = ϕ12, ϕ3 = ϕ23ϕ12 = ϕ23ϕ2, . . . , ϕk = ϕk−1,kϕk−1. Então para cada x ∈ C(1) e i < j

temos ϕi(x)yij = yijϕj(x). Na verdade essa relação vale para quaisquer i, j.

Lema 2.3.12. Com as notações acima, temos

ϕi(x)yij = yijϕj(x),

para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ k.

Prova: Denotamos por ϕi+1,i : C(i+1) −→ C(i), i = 1, . . . , k − 1 o isomorfismo no caso

i− j = 1. Considere a ∈ C(i). Temos que

ayii = ayi,i+1yi+1,i = (yi,i+1ϕi,i+1(a))yi+1,i = yii(ϕi+1,iϕi,i+1(a)). (2.21)
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Como a e ϕi+1,iϕ(a)i,i+1 pertencem a C(i), yii ∈ A(i) e A(i)C(i) ≃ A(i) ⊗ C(i), segue de 2.21

que a = ϕi+1,iϕ(a)i,i+1. Dáı segue que

ϕi(x)yi,i−1 = yi,i−1ϕi,i−1(ϕi(x)) = ϕi,i−1(ϕi,i−1ϕi−1(x)) = yi,i−1ϕi−1(x),

e o Lema está provado.

Lema 2.3.13. Os elementos x = x + ϕ2(x) + · · · + ϕk(x). formam uma subálgebra (não

necessariamente graduada) C ≃Mp(K). Além disso xyij = yijx.

Prova: Observemos que

x · y = (x+ ϕ2(x) + · · · + ϕk(x))(y + ϕ2(y) + · · · + ϕk(y)),

e como C(i)C(j) = 0 temos que

x · y = (xy + ϕ2(x)ϕ2(y) + · · · + ϕk(x)ϕk(y)) = (xy + ϕ2(xy) + · · · + ϕk(xy)) = xy.

Além disso se 0 = x = x+ ϕ2(x) + · · · + ϕk(x), então

0 = ei(x+ ϕ2(x) + · · · + ϕk(x)) = ϕi(x), i = 2, . . . , k

e portanto x = 0.

Como yij ∈ eiRej, ϕi(x) ∈ eiRei e os idempotentes são ortogonais, segue de 2.21 que

xyij = yijx, (2.22)

para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ k, x ∈ C, e o lema está provado.

É claro que os elementos da forma

ei
α1yije

j
1β, 1 ≤ α ≤ qi, 1 ≤ β ≤ qj

são homogêneos. Além disso se ei
α1yije

j
1β = 0, então 0 = ei

1αe
i
α1yije

j
1βe

j
β1 = ei

11yije
j
11, e por

2.16 temos yij = 0, o que é um absurdo. Assim os ei
α1yije

j
1β são não nulos, além disso são

linearmente independentes e o subespaço D gerado por eles é uma álgebra isomorfa a Mq(K),

onde q = q1 + · · · + qk. De fato, o isomorfismo é definido se levamos ei
α1yije

j
1β em Eµν , onde

µ = q1 + · · · + qi−1 + α e ν = q1 + · · · + qj−1 + β.

Como xei
α1 = ϕi(x)e

i
α1, e

j
1βx = ej

1βϕj(x) e ei
α1 está no centralizador de C(i) segue de 2.22

que

xei
α1yije

j
1β = ei

α1yije
j
1βx, (2.23)

ou seja, D está no centralizador de C em R. Temos o seguinte resultado.

42



Lema 2.3.14. A álgebra R é isomorfa a C(1) ⊗D.

Prova: É suficiente ver que dimD = q2, dimC = p2 e dimR = p2q2, portanto R = CD é

isomorfa a C(1) ⊗D.

Na verdade o isomorfismo ϕ : C(1) ⊗D −→ R é dado por, ϕ(x⊗ Eµν) = xEµν , onde

Eµν = ei
α1yije

j
1β, µ = q1 + · · · + qi−1 + α e ν = q1 + · · · + qj−1 + β (2.24)

é uma matriz unitária em D. Agora para provar o Teorema 2.3.1 basta provar que este é

um isomorfismo graduado.

Prova do Teorema 2.3.1: Já que todos os Eµν são homogêneos, sabemos que a graduação

em D é elementar, wt(Eµν) = g−1
µ gν , onde Eµν é o elemento dado em (2.24). Além disso,

podemos assumir que gµ = gi e gν = gj, pois ei
α1 ∈ A(i), ej

α1 ∈ A(j) e

wt(Eµν) = wt(yij) = g−1
i gj. (2.25)

Denotemos H = H(1) = SuppC(1) e vamos calcular o grau do elemento xEµν = ϕ(x⊗Eµν),
onde x ∈ C(1), wt(x) = h ∈ H:

wt(xEµν) = wt(xei
α1yije

j
1β) = wt(ϕi(x)e

i
α1yije

j
1β) = wt(ϕi(x)yij). (2.26)

Consideremos wt(ϕ(x)) = h
′

. Então xy1i = ϕ1(x)y1i = y1iϕi(x) pela igualdade (2.22), logo

hg−1
1 gi = g−1

1 gih
′

, ou seja, hgi = gih
′

, já que g1 = e. Assim wt(ϕi(x)yij) = g−1
i hgig

−1
i gj =

g−1
i hgj = g−1

muhgν . Considerando em C(1) ⊗D a graduação induzida então se x ∈ C
(1)
h temos

que

wt(x⊗ Eµν) = g−1
µ hgν . (2.27)

Isto significa que ϕ é um isomorfismo de álgebras graduadas e o teorema está provado.
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CAPÍTULO 3

Graduações abelianas na álgebra das

matrizes triangulares superiores

Neste caṕıtulo daremos uma descrição dasG-graduações na álgebra UTn(K) das matrizes

triangulares superiores n × n sobre um corpo K quando G é um grupo abeliano finito e K

é algebricamente fechado e de caracteŕıstica 0. A maioria dos resultados estão em [19].

3.1 Grupo dual

Nesta seção definiremos o grupo dual Ĝ de um grupo abeliano finito G. Se A =
⊕

g∈GAg é uma álgebra G-graduada definiremos uma ação de Ĝ em A como automorfis-

mos e mostraremos que um subespaço V de A é homogêneo se, e somente se, é invariante

pela ação de Ĝ. Para mais detalhes recomendamos [12]. Neste caṕıtulo K é um corpo

algebricamente fechado e de caracteŕıstica 0.

Lembramos que se G é um grupo finito, quando o corpo é algebricamente fechado, vale

o seguinte resultado.

Teorema 3.1.1. São equivalentes:

(i) G é abeliano.

(ii) Todas as representações irredut́ıveis têm grau 1.
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Segue do teorema acima que quando G é um grupo abeliano finito o conjunto Ĝ dos

caracteres irredut́ıveis de G com a operação χ1χ2(g) = χ1(g)χ2(g) é um grupo abeliano,

chamado grupo dual de G.

Podemos definir uma ação de Ĝ em A da seguinte maneira

χ(a) =
∑

g∈G

χ(g)ag

onde χ é um caracter irredut́ıvel de G e a =
∑

g∈G ag é a decomposição de a ∈ A como soma

de elementos homogêneos ag ∈ Ag.

Teorema 3.1.2. Um subespaço V ⊂ A é homogêneo se e somente se χ(V ) = V para todo

χ ∈ Ĝ.

Prova: Sejam v ∈ V e v =
∑

g∈G vg a decomposição de v como soma de fatores homogêneos

e χ um elemento de Ĝ. Se V é homogêneo então vg ∈ V para todo g ∈ G, e portanto

χ(v) =
∑

g∈G χ(g)vg ∈ V . E como χ(g) 6= 0, para todo g ∈ G conclúımos que χ(V ) = V .

Suponha agora que χ(V ) = V para todo χ ∈ Ĝ. Se V não é homogêneo então existe um

natural t tal que:

(*) Existem elementos homogêneos vg1 , . . . , vgt
6∈ V , onde g1, . . . , gt ∈ G, para os quais

v = vg1 + · · · + vgt
∈ V .

Podemos supor que t é o menor número natural com a propriedade (*). Seja χ tal que

χ(g1) = λ, χ(g2) = µ e λ 6= µ. Então

u = λv − χ(v) = (λ− µ)vg2 + · · · ∈ V,

o que é um absurdo, pela minimalidade de t.

Esse fato será muito usado na demonstração do Lema 3.2.2.

3.2 Resultado principal

Nosso objetivo neste caṕıtulo é provar o resultado a seguir, que corresponde ao teorema

principal de [19].

Teorema 3.2.1. Sejam K um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica 0 e A = UTn a

álgebra das matrizes triangulares superiores sobre K, graduada por um grupo abeliano finito

G. Então A é isomorfa como álgebra graduada à UTn com alguma G-graduação elementar.
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Antes de demonstrar o teorema precisamos dos resultados a seguir.

Lema 3.2.2. Seja A = UTn = ⊕g∈GAg graduada por um grupo G. Se as matrizes ele-

mentares são homogêneas então a graduação é elementar.

Prova: Como E11, . . . , Enn são homogêneas na G-graduação e E2
ii = Eii, i = 1, . . . , n

segue que E11, . . .Enn estão na componente unitária Aε de A. Seja g1 = ε. Definimos

gi+1 = giwt(Ei,i+1), i = 1, . . . , n − 1. Então é claro que Eij = Ei,i+1, . . . , Ej−1,j ∈ Ag−1
i gj

e

o lema está provado.

Lema 3.2.3. Seja A = UTn = ⊕g∈GAg como no teorema. Então existem matrizes trian-

gulares estritamente superiores Y1, . . . , Yn tais que e1 = E11 + Y1, . . . , en = Enn + Yn são

idempotentes ortogonais e e1, . . . , en ∈ Aε, onde Aε é a componente unitária de A na G

graduação dada.

Prova: Sejam |G| = m e Ĝ = {ϕ1, . . . , ϕm} o grupo dual de G. O teorema será provado por

indução. Se n = 1 o resultado é óbvio. Suponha que n ≥ 2 e que o lema já está provado para

n − 1. A subálgebra das matrizes triangulares estritamente superiores J = Span{Eij|1 ≤
i < j ≤ n} é o radical de Jacobson de A e portanto ϕ(J) = J para todo ϕ ∈ AutA e

conseqüentemente J é homogênea. Denotamos

W = Span{E1n, . . . , En−1,n}.

Não é dif́ıcil ver que W é o anulador a esquerda de J . Seja ϕ ∈ AutA, como ϕ(J) = J

temos que se j ∈ J então ϕ(w)j = ϕ(wϕ−1(j)) = 0, onde ϕ−1 e o automorfismo inverso de

ϕ. Assim ϕ(W ) = W , e portanto W é homogêneo. Como W é um ideal homogêneo temos

que A/W também é uma álgebra G-graduada.

Denotemos por ρ : A −→ A/W a projeção canônica. Então

A/W = ρ(UTn−1)
⊕

C

onde C = ρ(〈Enn〉) é a imagem do subespaço gerado por Enn. Como UTn−1 ∩W = {0} a

restrição de ρ a UTn−1 é um isomorfismo e portanto UTn−1 ≃ ρ(UTn−1).

Vamos mostrar que

J(ρ(UTn−1)
⊕

C) = J(ρ(UTn−1)). (3.1)

De fato, seja y ∈ J(ρ(UTn−1)⊕C). Temos que y ∈ ρ(UTn−1), pois caso contrário existiriam

0 6= λ ∈ K, ỹ ∈ UTn−1 tais que y = ρ(ỹ)+λρ(Enn). E portanto ρ(I)− 1
λ
y = ρ(I− 1

λ
ỹ−Enn)
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não é invert́ıvel, já que M = I − 1
λ
ỹ − Enn é uma matriz triangular superior com Mnn = 0,

o que é um absurdo pois y ∈ J(ρ(UTn−1) ⊕ C). Observemos que Enn(UTn−1) = 0, logo se

x = x̃ + c, com x̃ ∈ ρ(UTn−1), c ∈ C temos 1 − xy = 1 − x̃y e assim y ∈ J(UTn−1

⊕
C) se,

e somente se y ∈ J(ρ(UTn−1)). E 5.6 está provada.

É claro que o anulador (bilateral) de J(ρ(UTn−1)) é 〈{ρ(Enn), ρ(E1,n−1)}〉, e segue de

(5.6) que para qualquer ϕ ∈ Aut(A/W ) vale

ϕ(J(ρ(UTn−1))) = J(ρ(UTn−1))

e

ϕ(〈ρ(Enn), ρ(E1,n−1)〉) = 〈ρ(Enn), ρ(E1,n−1)〉.

Logo ϕ(ρ(Enn)) = αρ(Enn)+βρ(E1,n−1), α, β ∈ K e como E2
nn = Enn conclúımos que α = 1

e β = 0.

Assim as subálgebras C e ρ(UTn−1) = AnnC são homogêneas em A/W . Por hipótese de

indução o lema está provado para ρ(UTn−1). Existem Y
′

1 , . . . , Y
′

n ∈ Span{Eij|1 ≤ i < j ≤ n}
tais que se e

′

1 = E11+Y1
′, . . . , e

′

n−1 = En−1,n−1+Y
′

n−1 então ρ(e
′

1), . . . , ρ(e
′

n) são idempotentes

ortogonais e invariantes pelos automorfismos ϕ1, . . . , ϕm. Dáı segue que os e
′

1, . . . , e
′

n−1

são idempotentes ortogonais, já que UTn−1 ∩ W = {0}. Além disso esses elementos são

invariantes pelos automorfismos ϕ1, . . . , ϕm módulo W , pois ρ(ϕi(e
′

j)) = ϕi(ρ(e
′

j)) = ρ(e
′

j).

É claro que ρ(Enn) está na componente unitária de A/W , já que C é homogênea em A/W .

Logo e
′

n = Enn também é invariante pelos automorfismos ϕ1, . . .ϕn módulo W .

Como Ĝ = {ϕ1, . . . ϕm} é um grupo abeliano, K é algebricamente fechado e Ĝ(W ) ⊂ W ,

existe uma base {w1, . . . , wn−1} de W que consiste de autovetores de ϕi, i = 1, . . . , m.

Fixemos um e
′

j, vamos construir o ej da forma ej = e
′

j + u
′

j, para algum u
′

j ∈ W . Seja

ϕ(e
′

j) = e
′

j + a1w1 + . . . an−1wn−1

para algum ϕ ∈ Ĝ, onde a1, . . . , an−1 ∈ K. Se ϕ(wi) = λiwi, i = 1, . . . , n− 1, então é claro

que

ϕk(e
′

j) = e
′

j +
n−1∑

i=1

ai(1 + λi + · · · + λk−1
i )wi.

Como ϕm = 1 segue que

ai(1 + λi + · · · + λm−1
i ) = 0, para todo i = 1 . . . , n− 1. (3.2)
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Analogamente se ψ ∈ Ĝ. ψ(wi) = µiwi, i = 1, . . . , n− 1 e

ψ(e
′

j) = e
′

j + b1w1 + · · · + bn−1wn−1,

então

bi(1 + λi + · · · + λm−1
i ) = 0, para todo i = 1 . . . , n− 1. (3.3)

Temos que

ψϕ(e
′

j) = e
′

j +
n−1∑

i=1

(bi + µiai)wi,

ϕψ(e
′

j) = e
′

j +
n−1∑

i=1

(ai + λibi)wi,

e como Ĝ é abeliano segue que

bi(1 − λi) = ai(1 − µi), i = 1, . . . , n− 1. (3.4)

Agora constrúımos e
′′

j pela seguinte regra. Se para nosso ϕ ∈ Ĝ todos os λ1, . . . , λn−1 são

diferentes de 1, então definimos

e
′′

j = e
′

j +
a1

1 − λ1

w1 + · · · + an−1

1 − λn−1

wn−1. (3.5)

Se λi = 1, mas µi 6= 1 para algum outro ψ ∈ Ĝ substitúımos o coeficiente ai

1−λi
de wi em

(3.5) por bi

1−µi
. Se ρ(wi) = wi para todo ρ ∈ Ĝ então em (3.5) tomamos o coeficiente de wi

como sendo 0.

Vamos agora mostrar que ϕ(e
′′

i ) = e
′′

j . Para isto consideremos e
′′

i = e
′

j + α1w1 + · · · +

αn−1wn−1. Temos que

ϕ(e
′′

i ) = e
′

j + (a1 + λ1α1)w1 + · · · + (an−1 + λn−1αn−1)wn−1.

Se λi 6= 1, então αi = ai

1−λi
e

ai + λiαi =
ai

1 − λi

= αi.

Segue de (3.2) que λi = 1 implica que ai = 0. Assim se λi = 1 mas µi 6= 1 para algum outro

ψ ∈ Ĝ para algum ψ 6= ϕ então

ai + λiαi = αi.

E se ρ(wi) = wi para todo ρ ∈ Ĝ então αi = 0 e

ai + λiαi = 0 = αi.
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Logo ϕ(e
′′

j ) = e
′′

j .

Segue da relação (3.4) que ψ(e
′′

j ) = e
′′

j para todo ψ ∈ Ĝ. Agora definimos uj = e
′′

j − e
′

j,

ou seja, e
′′

j = e
′

j + uj, j = 1, . . . , n. Lembramos que para todo j = 1, . . . , n − 1 os e
′

j são

idempotentes, e
′

j, e
′′

j ∈ UTn−1, uj ∈ W , W 2 = 0, e
′

n = Enn e que W (UTn−1) = 0. Assim os

elementos

(e
′′

j )
2 = (e

′

j + uj)
2 = e

′

j + e
′

juj, j = 1, . . . , n− 1

(e
′′

n)2 = (e
′

n + un)2 = e
′

n + une
′

n

e

(e
′′

j )
2 (e

′′

n)2 = (e
′

j + uj)
2(e

′

n + un)2 = e
′

j(uj + un)e
′

n, j = 1, . . . , n− 1

também são invariantes pela ação de qualquer ψ ∈ Ĝ. Então os elementos

ej = e
′

j + e
′

juj − e
′

j(uj + un)e
′

n, j = 1, . . . , n− 1,

en = e
′

n + une
′

n

satisfazem a condição ψ(ei) = ei para todo ψ ∈ Ĝ, i = 1, . . . , n. Vamos agora mostrar que

os e1, . . . , en são idempotentes ortogonais. Como We
′

j = 0, j = 1, . . . , n−1, temos e
′

nW = 0

e os e
′

1, . . . , e
′

n são idempotentes ortogonais. Segue que eiej = δijei para todo

i = 1, . . . , n− 1. De modo análogo, e2n = en, enej = 0, j = 1, . . . , n− 1. Finalmente,

ejen = (e
′

j + e
′

juj − e
′

j(uj + un)e
′

n)(e
′

n + une
′

n)

= e
′

juje
′

n − e
′

j(uj + un)e
′

n + e
′

june
′

n = 0,

para todo j = 1, . . . , n− 1. Por construção os elementos e1, . . . , en são da forma E11 + Y1,

. . . , Enn + Yn, respectivamente, com Y1 . . . , Yn ∈ J(A) e o lema está provado.

Prova do Teorema 3.2.1: Consideremos os idempotentes e1 = E11+Y1, . . . , en = Enn+Yn

constrúıdos no Lema 3.2.3. Como e1, . . . , en ∈ Aε, qualquer subespaço Aij = eiAej é

homogêneo. Além disso Aij 6= 0 pois 0 6= eiEijej ∈ Aij. Se 0 =
∑

1≤i≤j≤n αijaij, onde

0 6= aij ∈ Aij e αij ∈ K, então, como os idempotentes e1,. . . , en são ortogonais segue que

0 = ek(
∑

1≤i≤j≤n αijaij)el = αklakl. Logo αkl = 0. Dáı segue que

A = ⊕1≤i≤j≤nAij,
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e dimAij = 1 para quaisquer 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Se i < j então

eiEijej = Eij + YiEij + EijYj + YiEijYj ∈ J(A),

logo ⊕1≤i<j≤nAij ⊂ J(A). Como os dois subespaços têm a mesma dimensão vale a igualdade

J(A) = ⊕1≤i<j≤nAij. Assim Jn−1 = A12A23 . . . An−1,n e se Ai,i+1 = 〈aij〉, onde ai,i+1 =

eiEijej é um elemento homogêneo não nulo tal que eiai,i+1ei+1 = ai,i+1, i = 1, . . . , n − 1,

então a12a23 . . . an−1,n 6= 0. Assim os elementos homogêneos

a11 = e1, . . . , ann = en, aij = ai,i+1 . . . aj−1,j, 1 ≤ i < j ≤ n,

formam uma base de A com a multiplicação dada por

aijakl = δkjail.

Agora o teorema segue do Lema 3.2.2.
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CAPÍTULO 4

Identidades Graduadas para a

Álgebra de Matrizes n× n

Neste caṕıtulo consideramos a álgebra Mn(K) das matrizes de ordem n sobre um corpo

K com a Zn-graduação dada no Exemplo 1.2.6. A maioria dos resultados estão em [2]. Assim

Mn(K)(0) consiste das matrizes da forma




a1,1 0 · · · 0

0 a2,2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · an,n



, a1,1, a2,2, . . . , an,n ∈ K,

e, para 0 < t ≤ n− 1, Mn(K)t consiste das matrizes da forma




0 · · · 0 a1,t+1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 a2,t+2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · an−t,n

an−t+1,1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...

0 · · · an,t 0 0 · · · 0




,
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onde a1,t+1, a2,t+2, . . . , an−t,n, an−t+1,1, . . . , an,t ∈ K.

Em [20] Vasilovsky mostrou que quando charK = 0 todas as identidades Zn-graduadas

de Mn(K) seguem das identidades:

(i) x1x2 = x2x1, wt(x1) = wt(x2) = 0;

(ii) x1x3x2 = x2x3x1, wt(x1) = wt(x2) = −wt(x3).

Mais tarde em [2], Azevedo estendeu o resultado para corpos infinitos de caracteŕıstica

qualquer. Para isto foi necessário construir um modelo genérico para Mn(K). De agora em

diante iremos nos referir às identidades acima como (i) e (ii).

Neste caṕıtulo uma barra sobre um i ∈ Z denota a imagem de i pela projeção canônica

Z → Z/nZ enquanto i (mod n) denota o resto da divisão de i por n.

4.1 Um Modelo Genérico para Mn(K)

Sejam Y = {y(k)
i | 1 ≤ k ≤ n, i ≥ 1} e Ω = K[Y ] = K〈Y 〉/J , onde J = 〈y1y2 − y2y1〉, a

álgebra dos polinômios em variáveis comutativas gerada pelas variáveis y
(k)
i . Decompomos

a álgebra Mn(Ω) das matrizes n × n com entradas em Ω como soma direta dos subespaços

Mn(Ω)i formados pelas matrizes do tipo




0 · · · 0 f1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 f2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · fn−i

fn−i+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...

0 · · · fn 0 0 · · · 0




,

onde f1, . . . , fn ∈ Ω, e i ∈ {0, 1, ..., n− 1}.
Para mostrar que esta decomposição é uma Zn-graduação precisaremos do lema a seguir.

Lema 4.1.1. Sejam f1, . . . , fn, g1, . . . , gn polinômios pertencentes à Ω. Considere as
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matrizes

A =




0 · · · 0 f1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 f2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · fn−i

fn−i+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...

0 · · · fn 0 0 · · · 0




,

B =




0 · · · 0 g1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 g2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · gn−j

gn−j+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...

0 · · · gn 0 0 · · · 0




onde 0 ≤ i, j ≤ n− 1. Então

AB =




0 · · · 0 f1gi1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 f2gi2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · fxgix

fx+1gix+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...

0 · · · fngin 0 0 · · · 0




onde ik = (i+ k − 1) (mod n+ 1) e x = n− (i+ j) (mod n).

Prova: Podemos escrever as matrizes A e B na forma A =
∑n

k=1 fkEk,ik , B =
∑n

l=1 glElml
.

Assim AB =
∑n

k=1 fkgikEk,mik
.

A posição do elemento fk é (k, ik) com ik − k ≡ i( (mod n). Assim conclúımos que

ik = i+ k se i+ k ≤ n e ik = i+ k − n se i+ k > n. Ou seja, ik = (i+ k − 1) (mod n+ 1).

O elemento fxgix está na última coluna da matriz AB. Assim, como gn−j está na última

coluna da matriz B, temos que n− j = ix. Logo, n− j = (i+ x− 1) mod n+ 1 e portanto
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x ≡ −(i + j) (mod n). Como n − (i + j) (mod n) é o único elemento de 1, . . . , n tal que

n− (i+ j) ≡ −(i+ j) (mod n) segue que x = n− (i+ j) (mod n).

Nosso objetivo agora é construir um modelo genérico Zn-graduado da álgebra Mn(K)

que é o análogo da álgebra das matrizes genéricas para o caso Zn-graduado. Denotemos por

R a subálgebra Zn-graduada de Mn(Ω) gerada pelas matrizes

Ai =




0 · · · 0 y
(1)
i 0 · · · 0

0 · · · 0 0 y
(2)
i · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · y
(n−a(xi))
i

y
(n−a(xi)+1)
i · · · 0 0 0 · · · 0

...
. . .

...
...

...
...

0 · · · y
(n)
i 0 0 · · · 0




para i ≥ 1.

Lema 4.1.2. A álgebra relativamente livre Zn-graduada K 〈X〉 /Tn(Mn(K)) é isomorfa à

algebra R.

Prova: É claro que a aplicação ϕ : K〈X〉 −→ R dada por ϕ(f(x1, . . . , xk)) = f(A1, . . . , Ak),

(este é o homomorfismo que estende a função xi −→ Ai) é um homomorfismo Zn-graduado

que é sobrejetor já que R é gerada pelos A1, . . . , An. Vamos mostrar que kerϕ = Tn(Mn(K))

e o lema segue do Teorema dos Isomorfismos. É claro que kerϕ ⊂ Tn(Mn(K)), já que cada

matriz de Mn(K) é especialização de uma matriz de mesmo grau de R.

Suponha agora que f ∈ Tn(Mn(K)). Temos que f(M1, . . . ,Mk) = 0 para quaisquer

matrizes M1, . . . , Mk tais que wt(M1) = wt(A1), . . . , wt(Mk) = wt(Ak). Assim a entrada

(i, j) da matriz f(A1, . . . Ak) é um polinômio nas variáveis y
(1)
i , . . . , y

(n)
i , 1 ≤ i ≤ k que se

anula para qualquer substituição y
(l)
i −→ ri,l, onde ri,l ∈ K, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ l ≤ n. E como o

corpoK é infinito esse polinômio deve ser o polinômio nulo. Dáı segue que f(A1, . . . , Ak) = 0,

logo f ∈ kerϕ. E portanto kerϕ = Tn(Mn(K)) e o lema está provado.

4.2 As Identidades Graduadas de Mn(K)

Agora faremos uso da álgebra R constrúıda na seção anterior para demonstrar o teorema

a seguir, que é o resultado principal de [2].
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Teorema 4.2.1. Todas as identidades polinomiais graduadas da álgebra Zn-graduada Mn(K)

seguem de

x1x2 = x2x1, wt(x1) = wt(x2) = 0,

e

x1x3x2 = x2x3x1, wt(x1) = wt(x2) = −wt(x3),

onde wt(x) é o grau da variável x.

Denotaremos por I o ideal das identidades Zn-graduadas em K〈X〉 gerado pelas identi-

dades (i) e (ii).

Lema 4.2.2. A álgebra Zn-graduada Mn(K) satisfaz as identidades graduadas do Tn-ideal

I.

Prova: Lembramos que se M , N ∈ Mn(K)(0) então M e N são matrizes diagonais, e

portanto comutam. Logo Mn(K) satisfaz a identidade (i). Como as identidades em (ii) são

multilineares basta mostrar que elas valem quando

x1 = Ei1j1 , x2 = Ers, x3 = Ei2j2 ,

onde Ei1j1 , Ei2j2 ∈ Mn(K)(t) e Ers ∈ Mn(K)(n−t), onde 0 < t ≤ n − 1 (se t = 0 então essa

identidade é conseqüência óbvia de (i)). Assim temos que

j1 =

{
i1 + t, se i1 + t ≤ n,

i1 + t− n, se i1 + t > n;

i2 =

{
j2 − t, se j2 − t ≥ 1,

j2 − t+ n, se j2 − t < 1;

r =

{
s+ t, se s+ t ≤ n,

s+ t− n, se s+ t > n.

Se Ei1,j1Er,sEi2,j2 6= 0 então j1 = r e s = i2. Afirmamos que, neste caso, i1 = s = i2 e

j1 = r = j2. De fato, se j1 = i1 + t e r = s+ t− n, então como j1 = r segue que n = s− i1,

o que é um absurdo. Assim as igualdades j1 = i1 + t e r = s + t − n não podem valer

simultaneamente. De modo análogo conclúımos que as igualdades r = s+ t e i2 = j2 − t+n

não podem valer simultaneamente. Portanto se j1 = i1 + t, então r = s+ t e i2 = j2 − t, logo

i2 = s = r − t = j1 − t = i1
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e

r = j1 = i1 + t = i2 + t = j2.

Analogamente provamos que se j1 = i1 + t−n então r = s+ t−n e i2 = j2 − t+n. Portanto

i2 = s = r − t+ n = j1 − t+ n = i1

e

r = j1 = i1 + t− n = i2 + t− n = j2,

e a afirmação está provada. Dáı segue que Ei1,j1Er,sEi2j2 6= 0 se, e somente se i1 = s = i2 e

j1 = r = j2 e isto ocorre se, e somente se Ei2,j2Er,sEi1j1 6= 0. Assim temos que

Ei1,j1Er,sEi2j2 = Ei1j2 = Ei2j1 = Ei2,j2Er,sEi1j1 ,

ou então

Ei1,j1Er,sEi2j2 = 0 = Ei2,j2Er,sEi1j1 ,

logo (ii) vale.

A demonstração do lema anterior é a que aparece em [20], Lema 1. Nesse artigo o

autor utiliza a hipótese de que o corpo K tem caracteŕıstica 0 para reduzir o resultado

ao caso multilinear. No caso de corpos de caracteŕıstica positiva isto não pode ser feito.

Para contornar isto usaremos o modelo genérico constrúıdo na seção anterior. Antes de

demonstrar o Teorema 4.2.1 precisamos de alguns lemas.

Lema 4.2.3. Para todo monômio 0 6= m(x1, . . . , xk) ∈ K 〈X〉 de comprimento q, existem

inteiros 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ iq ≤ k e {k1, . . . , kq, x} ⊆ {1, . . . , n} tais que

m(A1, . . . , Ak) =




0 · · · 0 y
(k1)
i1

. . . y
(kq)
iq

0 · · · 0

0 · · · 0 0 ω2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · ωx

ωx+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...

0 · · · ωn 0 0 · · · 0




onde ωi = y
((k1+i−2) mod n+1)
i1

. . . y
((kq+i−2) mod n+1)
iq

, i = 2, . . . , n.
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Prova: Provaremos o resultado por indução sobre q. Se q = 1, o resultado é claramente

verdadeiro. Suponha agora que q > 1. Então existe um monômio 0 6= n(x1, . . . , xk) ∈ K 〈X〉
tal que m(x1, . . . , xk) = n(x1, . . . , xk)xi, onde 1 ≤ i ≤ k. O resultado segue da hipótese de

indução e do Lema 4.1.1, já que as outras entradas da matriz são função da primeira.

Lema 4.2.4. Sejam m(x1, . . . , xk) e n(x1, . . . , xk) dois monômios de K 〈X〉. Se as ma-

trizes m(A1, . . . , Ak) e n(A1, . . . , Ak) têm a mesma entrada não nula na primeira linha então

m(A1, . . . , Ak) = n(A1, . . . , Ak).

Prova: Se m(x1, . . . , xk) e n(x1, . . . , xk) têm na primeira linha a mesma entrada não nula

segue diretamente do Lema 4.2.3 que m(A1, . . . , Ak) = n(A1, . . . , Ak).

Lema 4.2.5. Sejam m(x1, . . . , xk) e n(x1, . . . , xk) dois monômios de K〈X〉 tais que

m(A1, . . . , Ak) = n(A1, . . . , Ak).

Se xp é uma variável de m(x1, . . . , xk) e m1, . . . ,ml são monômios de K〈X〉 tais que vale

m = m1xpm2m3 . . .ml−1xpml então existem monômios n1, . . . , nl em K〈X〉 e uma bijeção

ϕ : {1, . . . , l} −→ {1, . . . , l} de modo que

n = n1xpn2xpn3 . . . nl−1xpnl, wt(m1xpm2 . . .mt) = wt(n1xpn2 . . . nϕ(t)).

Prova: Vamos demonstrar apenas os casos l = 2 e l = 3, a mesma idéia pode ser usada para

demonstrar o caso geral. Suponha l = 2, pelo Lema 4.2.3 sabemos que existem monômios

ω1, . . . , ωn, η1, . . . , ηn em Ω e inteiros 0 ≤ i, j ≤ n− 1 tais que

m1(A1, . . . , Ak) =




0 · · · 0 ω1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 ω2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · ωn−i

ωn−i+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...

0 · · · ωn 0 0 · · · 0



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e

m2(A1, . . . , Ak) =




0 · · · 0 η1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 η2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · ηn−j

ηn−i+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...

0 · · · ηn 0 0 · · · 0




.

Observemos que o grau de m(A1, . . . , Ak) em R é i e portanto o grau de m(x1, . . . , xm)

também é i. Segue do Lema 4.1.1 que m1(A1, . . . , Ak)Apm2(A1, . . . , Ak) é igual a




0 · · · 0 ω1y
(i1)
p ηj1 · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 · · · ωyy
(iy)
p ηjy

ωy+1y
(iy+1)
p ηjy+1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · ωny
(in)
p ηjn

0 · · · 0




onde ir = (i+ r−1) mod n+1, x = n− (i+a(xp)) mod n, js = (n−x+ s−1) mod n+1

e y = n − (n − x + j) mod n. Em particular i1 = i + 1. Conclúımos então que a variável

y
(i+1)
p aparece no monômio não nulo da primeira linha de m(A1, . . . , Ak) se, e somente se,

existem monômios m1 e m2 em K〈X〉 tais que m = m1xpm2 e wt(m1) = i. Assim a variável

y
(i+1)
p deve aparecer no monômio não nulo da primeira linha de n(A1, . . . , Ak) e aplicando

o racioćınio anterior a n conclúımos que existem n1 e n2 em k〈X〉 tais que n = n1xpn2 e

n1(A1, . . . , Ak) tem grau i em R. Logo wt(m1) = wt(n1) e é fácil ver que ϕ = (1, 2) = idS2 e

o resultado está provado para l = 2.

Vamos agora mostrar o lema para l = 3. Consideremos então m = m1xpm2xpm3. Sejam

0 ≤ i1, i2,≤ n − 1 naturais tais que i1 = wt(m1) e i2 = wt(m1xpm2). Então as variáveis

y
(i1+1)
p e y

(i2+1)
p aparecem no monômio não nulo na primeira linha dem(A1, . . . , Ak) e portanto

também aparecem no monômio não nulo da primeira linha de n(A1, . . . , An), denotaremos

tal monômio por ω, e portanto existem monômios n1 e n2 em K〈X〉, com n = n1xpn2xpn3,

tais que:

wt(n1) = i1 e wt(n1xpn2) = i2, se y1 aparece à esquerda de y2 em ω
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ou

wt(n1) = i2 e wt(n1xpn2) = i1, se y1 aparece à direita de y2 em ω.

No primeiro caso ϕ = (1, 2, 3) = idS3 e no segundo ϕ = (2, 1, 3), e o resultado está provado.

Lema 4.2.6. Sejam m(x1, . . . , xk) e n(x1, . . . , xk) dois monômios de K〈X〉 que satisfazem

m(A1, . . . , Ak) = n(A1, . . . , Ak). Então m(x1, . . . , xk) ≡ n(x1, . . . , xk) (mod I).

Prova: Seja xi a primeira variável de m. Pelo Lema 4.2.5 existem monômios n1 e n2 em

K〈X〉 tais que n = n1xin2 e wt(n1) = 0.

Trocando as letras m e n se necessário, existem quatro monômios n7, n8, n9, n10 em

K 〈X〉 tais que n = n7n8xin9n10, wt(n7n8) = 0 e wt(n8xin9) = 0. Para demonstrar essa

afirmação consideramos três casos posśıveis.

Caso 1: Existem monômios m1 e m2 em K〈X〉 tais que m = xim1xim2 e wt(xim1) = 0.

Então pelo Lema 4.2.5 existem três monômios n2, n3 e n4 tais que n = n3xin4xin5, e

wt(n3) = wt(n3xin4) = 0 e a afirmação vale.

Caso 2: Existem duas variáveis xa e xb, e seis monômios m1, m2, n3, n4, n5, n6 em

K〈X〉 tais que m = m1xaxbm2, n = n3xan4xin5xbn6, n1 = n3xan4, wt(m1) = wt(n3) e

wt(m1xa) = wt(n3xan4xin5). Então wt(n4xin5) = 0 e como wt(n3xan4) = wt(n1) = 0 a

afirmação está provada.

Caso 3: Nenhum dos casos 1 e 2 vale. Consideremos m = xi1xi2 . . . xiq . Escolhemos

r ∈ {1, . . . , q} o menor inteiro tal que xir é uma variável de n1. Pelo Lema 4.2.5 existem

monômios n3, n4, n5, n6 de K〈X〉 tais que n1 = n3xirn4, wt(n3) = wt(xi1 . . . xir−1), n =

n5xir+1n6, wt(n5) = wt(xi1 . . . xir). Vamos mostrar que o comprimento de n5xir+1 não é maior

que o comprimento de n1. De fato, se o comprimento de n5xir+1 é igual ao comprimento

de n1 então, como n5xir+1n6 = n = n1xin2 segue que n1xi = n5xir+1 e conseqüentemente

xi = xir+1 e wt(n5) = wt(n1) = 0. Mas wt(n5) = wt(xi1 . . . xir) e cáımos no caso 1, o que

é uma contradição. Se o comprimento de n5xir+1 é maior que o comprimento de n1 então

cáımos no caso 2 (onde xa = xir e xb = xir+1), o que é um absurdo. Assim o comprimento

de n5xir+1 não é maior que o comprimento de n1. Observemos que mesmo que ir = ir+1

podemos, pelo Lema 4.2.5, tomar n3 6= n5, de modo que xir e xir+1 também aparecem em

posições distintas em n1. Aplicando o mesmo racioćınio para r + 1, r + 2, . . . , q conclúımos

que se x é uma variável de xirxir+1 . . . xq então x é variável de n1 e a(x) ≤ b(x), onde
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a(x) denota a multiplicidade de x em xirxir+1 . . . xq e b(x) denota a multiplicidade de x

em n1. Como r é o menor inteiro pertencente a {1, . . . , q} tal que xr é variável de n1,

vale a igualdade a(x) = b(x). Portanto n1 e xirxir+1 . . . xq têm o mesmo multigrau, em

particular wt(xirxir+1 . . . xq) = wt(n1) = 0. Pelo Lema 4.2.5 existem monômios m3, m4, m5

de K〈X〉 tais que m = m3m4xjm5, onde xj é a primeira variável de n, wt(m3m4) = 0 e

m4xjm5 = xir0
xir+1 . . . xiq , logo wt(m4xjm5) = wt(xir0

xir+1 . . . xiq) = 0. E trocando as letras

m e n a afirmação está provada.

Definimos

w(x1, . . . , xk) =

{
xin9n7n8n10 , se wt(n8) = 0,

xin9n8n7n10 , se α(n8) 6= 0.

Se wt(n8) = 0 então wt(xin9) = 0 e usando a identidade x1x2 = x2x1, com wt(x1) =

wt(x2) = 0 segue que w(x1, . . . , xk) ≡ n(x1, . . . , xk) (mod I). Se wt(n8) 6= 0, então wt(n7) =

wt(xin9) = −wt(n8) e, usando a identidade x1x3x2 = x2x3x1, com wt(x1) = wt(x2) =

−wt(x3), e novamente temos w(x1, . . . , xk) ≡ n(x1, . . . , xk) (mod I).

Como w(x1, . . . , xk) − n(x1, . . . , xk) ∈ I ⊆ Tn(Mn(K)) = Tn(R), segue que

w(A1, . . . , Ak) = n(A1, . . . , Ak) = m(A1, . . . , Ak).

Se w0 e m0 são monômios de K 〈X〉 tais que w = xiw0 e m = xim0 então segue do Lema 4.1.1

que w0(A1, . . . , Ak) = m0(A1, . . . , Ak). Segue da hipótese de indução que vale a congruência

w0(x1, . . . , xk) ≡ m0(x1, . . . , xk) (mod I), então w(x1, . . . , xk) ≡ m(x1, . . . , xk) (mod I).

Agora vamos demonstrar o resultado principal deste caṕıtulo, o Teorema 4.2.1.

Prova do Teorema 4.2.1: Precisamos mostrar que Tn(Mn(K)) = I. Do Lema 4.2.2 segue

que I ⊂ Tn(Mn(K)). Resta mostrar que vale a inclusão contrária Tn(Mn(K)) ⊂ I. Como

o corpo K é infinito segue do Corolário 1.2.28 que o ideal Zn-graduado é conseqüência dos

seus elementos multihomogêneos, logo para mostrar que Tn(Mn(K)) ⊂ I basta mostrar que

se f(x1, . . . , xk) ∈ Tn(Mn(K)) é uma identidade polinomial graduada multihomogênea de

Mn(K) então f(x1, . . . , xk) ∈ I.

Seja r o menor inteiro não-negativo tal que o polinômio f pode ser expresso módulo I

como uma combinação linear de r monômios multihomogêneos

f ≡
r∑

q=1

aqmq (mod I),
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onde 0 6= aq ∈ K. Afirmamos que r = 0. Vamos provar esta afirmação por absurdo. Suponha

então que r > 0. Pelo Lema 4.2.5 sabemos que f ∈ Tn(R), logo

a1m1(A1, . . . , Ak) = −
r∑

q=2

aqmq(A1, . . . , Ak)

e portanto existe p ∈ {2, . . . , q} tal que m1(A1, . . . , Aq) e mp(A1, . . . , Aq) têm na primeira

linha a mesma entrada não-nula. Segue dos Lemas 4.2.4 e 4.2.6 que m1 ≡ mp mod I, o que

contradiz a minimalidade de r, já que

f ≡
r∑

q=1

aqmq = (a1 + ap)m1 +

p−1∑

q=2

aqmq +
r∑

q=p+1

aqmq mod I.

Assim f ≡ 0 (mod I) e o teorema está provado.
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CAPÍTULO 5

Identidades Graduadas para algumas

Álgebras T-primas

Neste caṕıtulo estudaremos identidades polinomiais Z2-graduadas, encontraremos bases

para essas identidades satisfeitas pelas álgebras M11(E) e E ⊗ E com suas Z2-graduações

naturais definidas nos exemplos 1.2.5 e 1.2.4 respectivamente. A maioria dos resultados está

em [15].

Lembramos que no caso da álgebra associativa livre Z2-graduada K〈X〉 (livremente ger-

ada por X), consideramos X = Y ∩ Z (a união é disjunta), onde Y = {y1, y2, . . . } é o

conjunto das variáveis pares e Z = {z1, z2, . . . } é o conjunto das variáveis ı́mpares.

5.1 A álgebra M1,1(E)

Começamos lembrando que M11(E) é a álgebra das matrizes M de ordem 2, com entradas

na álgebra de Grassmann, da forma

M =

(
a b

c d

)
,
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onde a, d ∈ E0 e b, c ∈ E1. As operações em M11(E) são as operações usuais para matrizes.

A Z2-graduação em M11(E) é dada pela decomposição

M11(E) = (M11(E))0 ⊕ (M11(E))1,

onde

(M11(E))0 = {
(
a 0

0 d

)
; a, d ∈ E0}, (M11(E))1 = {

(
0 b

c 0

)
; b, c ∈ E1}.

Por simplicidade de notação freqüentemente denotaremos a álgebra M11(E) por M11.

O nosso objetivo nesta seção é descrever o TZ2-ideal das identidades Z2-graduadas sat-

isfeitas por essa álgebra. Para isso precisaremos construir um modelo genérico para essa

álgebra.

5.1.1 Um modelo genérico para M1,1(E)

Consideremos os conjuntos Y = {y(j)
i |i ≥ 1, j = 1, 2} (das variáveis de grau 0), e

Z = {z(j)
i |i ≥ 1, j = 1, 2} (das variáveis de grau 1), como os conjuntos geradores da álgebra

livre supercomutativa. Lembramos que a álgebra livre supercomutativa é denotada por

K(Y ;Z). Agora considere as matrizes

Ai =

(
y

(1)
i 0

0 y
(2)
i

)
Bi =

(
0 z

(1)
i

z
(2)
i 0

)

e a subálgebra Gen(M1,1) de M2(K(Y ;Z)) gerada por essas matrizes. Essa álgebra tem uma

2-graduação natural:

Gen(M11) = Gen(M11)0 ⊕Gen(M11)1,

onde

Gen(M11)0 = {f11e11 + f22e22; f11, f22 ∈ K(Y ;Z)}

e

Gen(M11)1 = {f12e12 + f21e21; f12, f21 ∈ K(Y ;Z)}.

É fácil ver que tal decomposição é de fato uma 2-graduação. Mais ainda, temos que f11,

f22 ∈ K(Y ;Z)0 e f12, f21 ∈ K(Y ;Z)1.

Veremos a seguir que a álgebra 2-graduada Gen(M11) é isomorfa à álgebra relativamente

livre de posto enumerável F2(M11). Para provar isso precisamos do lema abaixo.
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Lema 5.1.1. Se K é um corpo infinito e f(y
(1)
1 y

(2)
1 , . . . , y

(2)
n , z

(1)
1 , . . . , z

(2)
m ) ∈ K(Y ;Z) é tal

que f(g1, . . . , gn, h1, . . . , hm) = 0 para quaisquer g1, . . . , gn ∈ E0 e h1,. . . , hm ∈ E1 então

f = 0.

Prova: Usando as relações gh = (−1)wt(g)wt(h)hg podemos escrever f na forma

f(y
(1)
1 y

(2)
1 , . . . , y(2)

n , z
(1)
1 , . . . , z(2)

m ) =
n∑

i=1

αimi(y
(1)
1 y

(2)
1 , . . . , y(2)

n , z
(1)
1 , . . . , z(2)

m ),

onde mi ∈ K(Y ;Z) são monômios de multigraus distintos. Como o corpo K é infinito segue

do Corolário 1.2.28 que αimi(g1, . . . , gn, h1, . . . , hm) = 0 para quaisquer g1, . . . , gn ∈ E0 e

h1, . . . , hm ∈ E1. Mas neste caso é fácil ver que αimi(y
(1)
1 y

(2)
1 , . . . , y

(2)
n , z

(1)
1 , . . . , z

(2)
m ) = 0 e o

lema está provado.

Lema 5.1.2. A álgebra 2-graduada Gen(M11) é isomorfa à álgebra relativamente livre de

posto enumerável F2(M11) na variedade das álgebras 2-graduadas determinada por M11.

Prova: Consideremos o homomorfismo 2-graduado ϕ : K〈X〉 −→ Gen(M11) que estende

a aplicação ϕ : X −→ Gen(M11) dada por ϕ(yi) = Ai, ϕ(zi) = Bi. É claro que vale a

inclusão ker(ϕ) ⊂ T2(M11), já que cada matriz de M11 é uma especialização de uma matriz

de Gen(M11). Seja f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ T2(M11). Então existem

fij(y
(1)
1 y

(2)
1 , . . . , y(2)

n , z
(1)
1 , . . . , z(1)

m z(2)
m ) ∈ K〈Y ∪ Z〉, 1 ≤ i, j ≤ 2,

tais que a matriz M = f(A1, . . . , An, B1, . . . , Bm), é da forma

M = E11f11 + E12f12 + E21f21 + E22f22.

Como f ∈ T2(M11) os polinômios fij são tais que

fij(g
(1)
1 g

(2)
1 , . . . , g(2)

n , h
(1)
1 , . . . , h(1)

m h(2)
m ) = 0

para quaisquer (g
(1)
1 g

(2)
1 , . . . , g

(2)
n ) ∈ E0 e (h

(1)
1 , . . . , h

(1)
m h

(2)
m ) ∈ E1. Assim segue do Lema

5.1.1 que fij = 0, ou seja f(A1, . . . , An, B1, . . . , Bm) = 0 e portanto f ∈ ker(ϕ). Logo

T2(M11) = T2(Gen(M11)), e como ϕ é sobrejetora o Teorema dos Isomorfismos garante que

F2(M11) = K(X)/T2(M11) é isomorfa a Gen(M11).
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5.1.2 As identidades graduadas de M1,1(E)

Agora utilizaremos o modelo genérico de M1,1(E) para encontrar uma base para as iden-

tidades 2-graduadas de M1,1(E). Para simplificar a notação de agora em diante o śımbolo

∧ sobre uma variável significa que ela pode não aparecer. Por exemplo za1zb1 . . . zan
ẑbn

representa qualquer um dos monômios za1zb1 . . . zan
zbn

ou za1zb1 . . . zan
.

Proposição 5.1.3. Seja I o T2-ideal das identidades 2-graduadas de M11. Então os polinômios

y1y2 − y2y1, z1z2z3 + z3z2z1 ∈ K〈X〉 pertencem a I.

Prova: Lembramos que E0 é o centro de E e que se g1, g2, g3 ∈ E1 então g1g2g3+g3g2g1 = 0.

Assim se

y1 =

(
a1 0

0 d1

)
∈ (M11)0 e y2 =

(
a2 0

0 d2

)
∈ (M11)0,

então a1, a2, b1, b2 ∈ E0 e

y1y2 =

(
a1a2 0

0 b1b2

)
=

(
a2a1 0

0 b2b1

)
= y2y1,

ou seja y1y2 − y2y1 ∈ I. Além disso, se

zi =

(
0 ci

di 0

)
∈ (M11)1, i = 1, 2, 3,

então

z1z2z3 + z3z2z1 =

(
0 c1d2c3 + c3d2c1

d1c2d3 + d3c2d1 0

)
= 0,

e a proposição está provada.

Agora vamos mostrar que essas identidades são uma base para T2(M11(E)). De agora

em diante identificamos as variáveis yi e zi com as suas imagens pela projeção canônica

K〈X〉 −→ K〈X〉/J , onde J é o ideal das identidades 2-graduadas gerado pelos polinômios

y1y2−y2y1, z1z2z3+z3z2z1 ∈ K〈X〉. Definimos o conjunto B ⊂ K(X) como sendo o conjunto

formado pelos monômios

ya1ya2 . . . yak
,

ya1ya2 . . . yak
zz1yb1yb2 . . . ybl

,

ya1ya2 . . . yak
zc1zd1zc2zd2 . . . zcm

ẑdm
,

ya1ya2 . . . yak
zc1yb1yb2 . . . ybl

zd1zc2zd2 . . . zcm
ẑdm

.
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Aqui a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ak, b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bl, c1 < c2 < . . . cm e d1 < d2 < · · · < dm, k ≥ 0,

l ≥ 0, m ≥ 0. Nos monômios do segundo tipo k + l ≥ 1, nos monômios do quarto tipo se

k = l = 0 seu grau é maior que ou igual a 2, lembramos que o chapéu sobre uma variável

significa que ela pode não aparecer. A proposição a seguir garante que a imagem de B pela

projeção canônica, que de agora em diante também denotaremos por B, gera K〈X〉/J .

Proposição 5.1.4. O conjunto B gera K〈X〉/J .

Prova: Para isto basta mostrar que cada monômio em K〈X〉 é congruente módulo J a um

monômio de B. Como y1y2 − y2y1 ≡ 0 (mod J) segue que se g ∈ K〈X〉0 então

y1g − gy1 ≡ 0 (mod J). (5.1)

Usando 5.1 não é dif́ıcil ver que se m é um monômio em K〈X〉 então existe um monômio

da forma h1(y)ẑe1h2(y)ze2ze3 . . . zes
com o mesmo multigrau de m tal que:

m ≡ h1(y)ẑe1h2(y)ze2ze3 . . . zes
(mod J), (5.2)

onde h1(y) e h2(y) são monômios nas variáveis yi.

Observe que se h(y) é um monômio nas variáveis yi então segue de 5.1 que

h(y) ≡ ye1ye2 . . . yenh
(mod J). (5.3)

Aqui e1 ≤ e2 ≤ · · · ≤ enh
. Se h(z) 6≡ 0 (mod J) é um monômio nas variáveis zi então segue

da identidade z1z2z3 + z3z2z1 ∈ J que

ẑe2ze3ze4 . . . zes
≡ zc1zd1zc2zd2 . . . zcm

ẑdm
(mod J), (5.4)

onde c1 < c2 < · · · < cm, d1 < d2 < · · · < dm, e os ı́ndices são tais que os monômios têm o

mesmo multigrau.

A proposição segue de 5.2, 5.3 e 5.4.

Um cálculo direto nos dá a seguinte proposição:

Proposição 5.1.5. Se Ai e Bi são as matrizes definidas na Seção 5.1.1 então

Aa1Aa1 . . . Aak
Bc1Ab1 . . . Abl

Bd1Bc2Bd2 . . . Bcm
B̂dm

(5.5)

é igual a expressão

y
(1)
a1 y(1)

a2
. . . y(1)

ak
z(1)

c1
y

(2)
b1
y

(2)
b2
. . . y

(2)
bl
z

(2)
d1
z(1)

c2
z

(2)
d2
. . . z(1)

cm
ẑ

(2)
dm
et1t2

+ y(2)
a1
y(2)

a2
. . . y(2)

ak
z2

c1
y

(1)
b1
y

(1)
b2
. . . y

(1)
bl
z

(1)
d1
z(2)

c2
z

(1)
d2
. . . z(2)

cm
ẑ

(1)
dm
et3t4 ,
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note que os z
(1)
dm

, z
(2)
dm

aparecem se, e somente se, a matriz Bdm
aparece. Além disso se a

matriz 5.5 for par então t1 = t2 = 1 e t3 = t4 = 2 e se for ı́mpar então t1 = t4 = 1 e

t3 = t4 = 2.

De agora em diante a matriz M denota a matriz obtida substituindo yi = Ai e zi = Bi

em um monômio M ∈ K〈X〉.

Corolário 5.1.6. Se M ∈ B então a matriz M é da forma P 1
Meij + P 2

Mekl, os ı́ndices i,

j, k, l são determinados pela paridade da matriz M e os multigraus dos monômios P 1
M ,

P 2
M ∈ K(Y ;Z) dependem injetivamente de M , isto é, a aplicação que associa a cada matriz

M de B o multigrau da matriz P 1
M (resp. P 2

M) é injetiva. Além disso P 1
M 6= 0 e P 2

M 6= 0.

Prova: A primeira parte do corolário segue diretamente da proposição anterior. A segunda

parte segue observando que se

P 1
M = y(1)

a1
y(1)

a2
. . . y(1)

ak
z(1)

c1
y

(2)
b1
y

(2)
b2
. . . y

(2)
bl
z

(2)
d1
z(1)

c2
z

(2)
d2
. . . z(1)

cm
ẑ

(2)
dm
,

então M é um monômio nas variáveis ya1 , ya2 , . . . , yak
, yb1 , yb2 , . . . , ybl

, zc1 , zc2 , zd1 ,

zd2 , . . . , zcm
, ẑdm

, onde a variável zdm
aparece no monômio M se, e somente se z

(2)
dm

aparece

em P 1
M . Assim podemos determinar a partir de P 1

M as variáveis que aparecem em M . Agora

observamos que como M ∈ B a ordem em que as variáveis aparecem em M fica determinada

pelos ı́ndices superiores nas variáveis y
(a)
n , z

(b)
m de P 1

M e o resultado segue. Se M ∈ B então

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ak, b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bl, c1 < c2 < . . . cm e d1 < d2 < · · · < dm, k ≥ 0, l ≥ 0,

portanto P 1
M 6= 0 e P 2

M 6= 0.

Proposição 5.1.7. O conjunto B ⊂ K〈X〉 é linearmente independente módulo T2(M11).

Prova: Como o corpo K é infinito basta mostrar que cada subconjunto multihomogêneo de

B é linearmente independente módulo J . Sejam M1, M2, . . . , Mn monômios distintos em B
multihomogêneos e λi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n escalares tais que

M = λ1M1 + λ2M2 + · · · + λnMn ∈ T2(M11(E)).

Então, como T2(M11(E)) = T2(Gen(M11)), se substitúımos yi = Ai e zj = Bj em Ml obtemos

M = λ1M1 + λ2M2 + · · · + λnMn = 0. (5.6)
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Segue do Corolário 5.1.6 que as matrizes Ma são da forma P 1
Ma
eij + P 2

Ma
ekl, onde os

ı́ndices i, j, k, l são determinados pela paridade da matriz Ma. Observe que como os Ml são

multihomogêneos as matrizes Ml têm a mesma paridade. Então a equação 5.6 fica

0 = (λ1P
1
M1

+ λ2P
1
M2

+ · · · + λnP
1
Mn

)eij + (λ1P
2
M1

+ λ2P
2
M2

+ · · · + λnP
2
Mn

)ekl.

Logo

0 = λ1P
1
M1

+ λ2P
1
M2

+ · · · + λnP
1
Mn

= λ1P
2
M1

+ λ2P
2
M2

+ · · · + λnP
2
Mn
.

Pelo Corolário 5.1.6, os multigraus dos monômios não-nulos PM1
a
, PM2

a
∈ K(Y ;Z) dependem

injetivamente de Ma, conclúımos que λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.

O teorema a seguir corresponde ao teorema 9 de [15].

Teorema 5.1.8. Se K é um corpo infinito com charK 6= 2 então as identidades 2-graduadas

de M11(E) seguem das identidades y1y2 − y2y1, z1z2z3 + z3z2z1.

Prova: Pela Proposição 5.1.3 segue que J ⊂ T2(M11). Consideremos f ∈ T2(M11). Pela

Proposição 5.1.4 existem escalares λi e monômios mi em B ⊂ K〈X〉 tais que

f ≡
∑

λimi (mod J). (5.7)

Como J ⊂ T2(M11) segue que 0 ≡T2(M11) f ≡T2(M11)

∑
λimi, e pela Proposição 5.1.7 λi = 0.

Assim a equação 5.7 fica f ≡ 0 (mod J), logo f ∈ J . Assim T2(M11) ⊂ J e o resultado

segue.

5.2 A álgebra E ⊗ E

Como vimos no Caṕıtulo 1 a álgebra E ⊗ E tem uma 2-graduação natural, a saber

E ⊗ E = (E ⊗ E)0 ⊕ (E ⊗ E)1,

onde

(E ⊗ E)0 = (E0 ⊗ E0) ⊕ (E1 ⊗ E1) e (E ⊗ E)1 = (E0 ⊗ E1) ⊕ (E1 ⊗ E0).

Nesta seção encontraremos uma base para as identidades Z2-graduadas satisfeitas por essa

álgebra com a Z2-graduação acima. A seguir constrúımos um outro modelo genérico para

M11 e provamos alguns resultados que serão úteis mais adiante.
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5.2.1 Um outro Modelo Genérico para M11

Sejam Y = {a(0)
i , b

(0)
i |i ∈ N} variáveis comutativas e Z = {a(1)

i , b
(1)
i |i ∈ N} variáveis

anticomutativas. Consideremos a álgebra supercomutativa K(Y ;Z) livremente gerada por

elas e a álgebra L gerada por 1 e pelas matrizes

Ci = a
(0)
i

(
1 0

0 1

)
+ b

(0)
i

(
1 0

0 −1

)
, Di = a

(1)
i

(
0 1

0 0

)
+ b

(1)
i

(
0 0

1 0

)
.

Se os Ci são elementos pares e os Di são elementos ı́mpares então L tem uma 2-graduação

natural.

A proposição a seguir mostra que L é de fato um outro modelo genérico para M11.

Proposição 5.2.1. A álgebra L é isomorfa à Gen(M11).

Prova: Seja ϕ : Gen(M11) −→ L o homomorfismo determinado por ϕ(Ai) = Ci, ϕ(Bi) = Di.

Para ver que kerϕ = 0 basta observar que, como charK 6= 2, as matrizes Ai e Bi são

especializações das matrizes Ci e Di, basta substituirmos a
(0)
i , b

(0)
i , a

(1)
i e b

(1)
i por

y
(1)
i +y

(2)
i

2
,

y
(1)
i −y

(2)
i

2
, z

(1)
i e z

(2)
i respectivamente.

As proposições a seguir serão úteis na próxima seção.

Proposição 5.2.2. As matrizes Ei = b
(0)
i

(
1 0

0 −1

)
, Di =

(
0 c

(1)
i

d
(1)
i 0

)
satisfazem as

seguintes relações:

EiEj são centrais, EiEj = EjEi,

EiDj = −DjEi, D2
iDj = −DjD

2
i .

Prova: Basta verificar diretamente fazendo os cálculos.

Proposição 5.2.3. Se f ∈ B2(L) é um polinômio multihomogêneo, então f é combinação

linear de elementos da forma

Eα1
i1
Eα2

i2
. . . Eαk

ik
Dj1D

2
j1
D2

j2
. . . D2

jl
g(Dn1 , Dn2 , . . . , Dnm

),

onde i1 < i2 < · · · < ik, {j1, j2, . . . , jl} e {n1, n2, . . . , nm} são disjuntos, j1 < j2 < · · · < jl,

e os polinômios g são multilineares.
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Prova: Como as matrizes Ci = a
(0)
i I2 + Ei, onde I2 é a matriz identidade de ordem 2,

aparecem apenas em comutadores e a
(0)
i I é central esses termos têm contribuição nula e não

aparecem na expansão de f . Segue do lema anterior que f = Eα1
i1
Eα2

i2
. . . Eikh(D1D2 . . . Dt),

onde h é um polinômio multihomogêneo e i1 < i2 < · · · < ik. Escrevemos h como uma soma

de monômios não nulos h =
∑n

i=1 λiMi, onde λi ∈ K. Observe que Mi é um monômio que

só tem variáveis ı́mpares. Usando a identidade z1z2z3 +z3z2z1 = 0, como feito na Proposição

5.1.4, podemos escrever Mi = Dc1Dd1Dc2Dd2 . . . Dcm
D̂dm

(o chapéu tem o mesmo significado

que na Proposição 5.1.4), com c1 ≤ c2 ≤ . . . cm e d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dm. Agora observemos

que se ci = ci+1, 1 ≤ i ≤ m − 1 então segue de z1z2z1 = 0 que Mi = 0. Logo ci 6= ci+1,

1 ≤ i ≤ m − 1 e analogamente di 6= di+1, 1 ≤ i ≤ m − 1. Isso quer dizer que cada i pode

aparecer no máximo duas vezes, uma em {c1, c2, . . . , cm} e outra em {d1, d2, . . . , dm}. Assim a

menos de sinal temos Mi = . . . D2
i . . . e usando D2

iDj = −DjD
2
i temos Mi = D2

i . . . , a menos

de sinal. Como D2
iD

2
j = D2

jD
2
i segue que Mi = D2

j1
D2

j1
D2

j2
. . . D2

jl
gi(Dn1 , Dn2 , . . . , Dnm

), onde

j1 < j2 < · · · < jl, gi é um monômio multilinear e {j1, j2, . . . , jl}
⋂{n1, n2, . . . , nm} = ∅.

Como os Mi têm o mesmo multigrau o resultado segue.

5.2.2 Um Modelo Genérico para E ⊗ E

Para encontrar o T2 ideal de E ⊗E também faremos uso de um modelo genérico. Nesta

seção constrúımos esse modelo e provaremos alguns resultados que serão úteis.

Sejam a
(0)
i , b

(0)
i , c

(0)
i , d

(0)
i variáveis comutativas e a

(1)
i , b

(1)
i , c

(1)
i , d

(1)
i anti-comutativas, onde

i = 1, 2, . . . Consideramos a álgebra livre supercomutativa K(Y ;Z) livremente gerada

pelos conjuntos Y = {a(0)
i , b

(0)
i , c

(0)
i , d

(0)
i } e Z = {a(1)

i , b
(1)
i , c

(1)
i , d

(1)
i } das variáveis pares e

ı́mpares, respectivamente. Denotemos por F a subálgebra de K(Y ;Z) ⊗ K(Y ;Z) gerada

pelos elementos da forma

Yi = a
(0)
i ⊗ b

(0)
i + a

(1)
i ⊗ b

(1)
i , Zi = c

(0)
i ⊗ d

(1)
i + c

(1)
i ⊗ d

(0)
i .

A álgebra F tem uma 2-graduação natural, consideramos Yi como as variáveis pares e Zi

como as variáveis ı́mpares.

Proposição 5.2.4. A álgebra 2-graduada F é isomorfa à álgebra relativamente livre de posto

enumerável K(X)/I na variedade das álgebras 2-graduadas definidas por E ⊗ E.

Prova: O homomorfismo ϕ : K(X) −→ F determinado por yi −→ Yi e zi −→ Zi é

claramente sobrejetor. Para concluir basta mostrar que kerϕ = I e a proposição segue do
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Teorema dos Isomorfismos. É claro que kerϕ ⊂ I, já que cada elemento de E ⊗ E é uma

especialização de um elemento de F . Seja f ∈ I então ϕ(f) é um polinômio em K(Y ;Z) ⊗
K(Y ;Z) que se anula para cada substituição dos a

(0)
i , b

(0)
i , c

(0)
i , d

(0)
i por elementos de E0 e

dos a
(1)
i , b

(1)
i , c

(1)
i , d

(1)
i por elementos de E1. Dáı segue que ϕ(f) = 0 em K(Y ;Z)⊗K(Y ;Z),

ou seja, f ∈ kerϕ e a proposição está demonstrada.

5.2.3 Um Pouco de Combinatória

Na seção a seguir precisaremos de alguns resultados combinatórios que serão provados

nesta seção. Mais precisamente necessitaremos os resultados desta seção para provar que os

monômios zi1zj1zi2zj2 . . . zim ẑjm
, onde i1 < i2 < · · · < im e j1 < j2 < · · · < jm são linearmente

independentes módulo as identidades graduadas de E ⊗ E. Começamos com a definição de

sinal colorido:

Definição 5.2.5. Sejam (i1, i2, . . . , in) uma permutação dos śımbolos {1, 2, . . . , n} e A, B

subconjuntos de {1, 2, . . . , n} tais que

A ∪B = {1, 2, . . . , n}, A ∩B = ∅.

Um par (iα, iβ), 1 ≤ α, β ≤ n, forma uma inversão colorida (em relação a partição {A,B}
se 1 ≤ α < β ≤ n, {α, β} ⊂ A ou {α, β} ⊂ B, e iα > iβ. Se q é o número de inversões

coloridas então (−1)q é o sinal colorido desta permutação com relação a partição {A,B}.

Exemplo 5.2.6. A tabela abaixo mostra os sinais coloridos de todas as permutações de

{1, 2, 3}.
permutações

partições

123 132 231 213 312 321

123 + − + − + −
12; 3 + + − − + −
13; 2 + + − + − −
23; 1 + − + + − −

Observação 5.2.7. Vamos considerar as partições como pares não ordenados, deste modo

o conjunto {1, 2, . . . , n} tem exatamente 2n−1 partições, incluindo a partição trivial. No caso
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da partição trivial A = {1, 2, . . . , n}, B = ∅ a definição acima coincide com a definição usual

do sinal de uma partição, ou seja, o sinal colorido de uma permutação com relação a esta

partição é o sinal usual da permutação.

Lema 5.2.8. As transposições (t, t+2) mudam o sinal colorido de qualquer permutação em

relação a qualquer partição.

Prova: Consideremos i = (i1, . . . , in) uma permutação dos śımbolos {1, 2, . . . , n}, {A,B}
uma partição qualquer deste conjunto e j = (i1, . . . , it+2, it+1, it . . . in). Temos duas possibi-

lidades para os śımbolos it, it+1, it+2:

(1) os śımbolos it, it+1, it+2 pertencem a um mesmo conjunto da partição;

(2) não acontece (1).

Definimos qi
A como sendo o número de inversões coloridas com relação à cor A, isto é, o

número de inversões coloridas (iα, iβ) tais que {α, β} ⊂ A na permutação i. Definimos de

modo análogo os números qi
B, qj

A e qj
B. No caso (1) podemos supor sem perda de generalidade

que it, it+1, it+2 pertencem a A. Neste caso qi
B = qj

B e os números qi
A e qj

A têm paridades

diferentes e neste caso o resultado vale.

No caso (2) podemos supor sem perda de generalidade que dois dos śımbolos it, it+1, it+2

pertencem a A e o outro pertence a B. Temos que considerar três possibilidades: ou temos

it, it+1 ∈ A, it, ou it+2 ∈ A ou it+1, it+2 ∈ A. Não é dif́ıcil ver que para qualquer uma das

três possibilidades qi
B = qj

B e os números qi
A e qj

A têm paridades diferentes.

Veremos na proposição a seguir que para uma permutação variando-se as partições ou o

sinal colorido não varia ou número de sinais coloridos iguais a 1 e a −1 é o mesmo.

Proposição 5.2.9. Seja i = (i1, i2, . . . , in) uma permutação fixa de {1, 2, . . . , n}. Então o

sinal colorido de i é igual a 1 ou −1 com relação a todas as partições, ou então é igual a 1

para 2n−2 partições e −1 para as outras 2n−2 partições.

Prova: Pelo Lema 5.2.8 basta provar a proposição para permutações i tais que i1 < i3 < . . .

e i2 < i4 < . . . . Faremos indução em n. Para n = 1, 2, o resultado é óbvio. Para n = 3 o

resultado segue do Exemplo 5.2.6.

Suponha agora que n > 3 e que o resultado já está provado para 1, 2, . . . , n − 1.

Seja i′ = (i1, i2, . . . , in−1) a permutação dos n − 1 śımbolos {1, 2, . . . , n} \ {in} obtida de i
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apagando-se o śımbolo in. Então a proposição vale para i′ pela hipótese de indução. Como

i1 < i3 < . . . e i2 < i4 < . . . segue que in = n ou in−1 = n.

Se in−1 < in então in = n. Se {A,B} é uma partição de {1, 2, . . . , n} \ {in} então

{A∪{in}, B}, e {A,B ∪{in}} são partições de {1, 2, . . . , n}, e toda partição de {1, 2, . . . , n}
é obtida desta maneira, além disso os sinais coloridos destas partições são os mesmos de i′

com relação a partição {A,B}. E neste caso a proposição está provada.

Se in−1 > in então in−1 = n. Definimos i′′ = (i1, i2, . . . , in−2, in). Então a proposição vale

para i′′. Seja (C,D) uma partição de {1, 2, . . . , n − 1} e seja ε o sinal de i′′ com relação a

esta partição. Consideremos as partições (C ∪ {n}, D), (C,D ∪ {n}) de {i, 2, . . . , n}. Em

uma delas in e in−1 = n pertencem a conjuntos diferentes da partição, e neste caso o sinal

colorido de i em relação a esta partição é ε. Na outra in e in−1 = n pertencem ao mesmo

conjunto da partição e o sinal colorido de i em relação a esta partição é −ε. E neste caso a

proposição também está provada.

Proposição 5.2.10. Seja i = (i1, i2, . . . , in) tal que i1 < i3 < . . . e i2 < i4 < . . . . Se

i 6= (1, 2, . . . , n), então o sinal colorido de i é igual a 1 para 2n−2 partições e é igual a −1

para as outras 2n−2 partições de {1, 2, . . . , n}.

Prova: Segue da demonstração da proposição anterior. Faremos indução em n, e observamos

que por hipótese de indução tanto no caso in−1 < in quanto no caso in−1 > in obtemos 2n−2

vezes o sinal colorido 1 e 2n−2 vezes o sinal colorido −1.

5.2.4 As Identidades Graduadas de E ⊗ E

Nesta seção encontraremos uma base para o T2-ideal das identidades 2-graduadas de

E ⊗ E.

Proposição 5.2.11. Os polinômios y1y2 − y2y1, z1z2z3 + z3z2z1 são identidades graduadas

para a álgebra E ⊗ E. Se charK = p > 2 então o polinômio yp
1z1 − z1y

p
1 também é uma

identidade graduada para E ⊗ E.

Prova: O primeiro polinômio é claramente uma identidade graduada, já que a componente

par de E ⊗ E é uma álgebra comutativa.

Vamos agora mostrar que o segundo polinômio é uma identidade graduada. Como o

segundo polinômio é multilinear para concluir basta mostrar que

g1g2g3 ⊗ h1h2h3 + g3g2g1 ⊗ h3h2h1 = 0,
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sempre que gi, hi, i = 1, 2, 3, são homogêneos tais que wt(hi) = wt(gi)+1. Neste caso temos

g1g2g3 = (−1)(wt(g1)wt(g2))g2g1g3 = (−1)(wt(g1)wt(g2)+wt(g1)wt(g3))g2g3g1

= (−1)(wt(g1)wt(g2)+wt(g1)wt(g3)+wt(g2)wt(g3))g3g2g1,

e

h1h2h3) = (−1)σh3h2h1,

onde σ = wt(h1)wt(h2) +wt(h1)wt(h3) +wt(h2)wt(h3) = wt(g1g2) +wt(g1g3) +wt(g2g3) + 1

(a última igualdade é módulo 2). Ou seja,

h1h2h3 = −(−1)(wt(g1g2)+wt(g1g3)+wt(g2g3))h3h2h1,

e segue que o segundo polinômio é identidade.

Resta mostrar que se charK = p > 2 então o polinômio yp
1z1 − z1y

p
1 também é uma

identidade graduada para E ⊗ E. Para isto considere a ∈ E0 ⊗ E0 ⊕ E1 ⊗ E1. Então a se

escreve na forma a =
∑

(ei ⊗ fi + gi ⊗ hi), onde ei, fi ∈ E0 e gi, hi ∈ E1. Como a é uma

soma de elementos que comutam dois a dois e charK = p segue que

ap =
∑

(ep
i ⊗ fp

i + gp
i ⊗ hp

i ),

e como gi, hi ∈ G1 segue que gp
i = hp

i = 0, assim ap =
∑

(ep
i ⊗ fp

i ). Como os elementos

ep
i ⊗ fp

i são contrais em E ⊗ E o resultado segue.

Lema 5.2.12. A álgebra B2(F ) = B2(X)/B2(X) ∩ I é imagem homomorfa de B2(L)

Prova: Definimos a aplicação ϕ : B2(L) −→ B2(F ) por ϕ(P + T2(M1,1)) = Q + I, onde

P , Q ∈ B2(X) e Q ∈ P + T2(M1,1). Como T2(M1,1) ⊂ I é fácil ver que a aplicação está

bem definida. Também é fácil ver que ϕ é um homomorfismo e se P ∈ B2(X) temos que

ϕ(P + T2(M1,1)) = P + I. Dáı segue que ϕ é um homomorfismo sobrejetor e o lema está

provado.

Agora vamos usar o outro modelo genérico de M1,1 constrúıdo nesta seção para provar o

resultado a seguir.

Lema 5.2.13. Sejam gi(z1, z2, . . . , zn) polinômios multilineares linearmente independentes

módulo o T2-ideal T2(M1,1). Os polinômios

yi1
1 y

i2
2 . . . y

ik
k z

2
n+1z

2
n+2 . . . z

2
n+rgi(z1, z2, . . . , zn),

são linearmente independentes módulo o T2-ideal T2(M1,1).
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Prova: Como o corpo K é infinito basta mostrar que os polinômios acima de mesmo

multigrau são linearmente independentes, mas neste caso qualquer combinação linear é um

polinômio da forma

yi1
1 y

i2
2 . . . y

ik
k z

2
n+1z

2
n+2 . . . z

2
n+rg(z1, z2, . . . , zn), (5.8)

onde g(z1, z2, . . . , zn) é uma combinação linear dos gi(z1, z2, . . . , zn). Se mostrarmos que o

polinômio 5.8 pertence a T2(M1,1) somente quando g(z1, z2, . . . , zn) pertence a T2(M1,1), o

resultado estará provado, já que os gi(z1, z2, . . . , zn) são linearmente independentes módulo

T2(M1,1).

Observemos que

Eα
i = (b

(0)
i )α

(
1 0

0 −1

)α

e D2
i = c

(1)
i d

(1)
i

(
1 0

0 −1

)
.

Assim fazendo yi = Ei, 1 ≤ i ≤ k e zj = Dj, 1 ≤ j ≤ n+r, podemos concluir que o monômio

yi1
1 y

i2
2 . . . y

ik
k z

2
n+1z

2
n+2 . . . z

2
n+r é igual a

(b
(0)
1 )i1(b

(0)
2 )i2 . . . (b

(0)
k )ik(c

(1)
n+1d

(1)
n+1) . . . (c

(1)
n+rd

(1)
n+r)

(
1 0

0 −1

)(i1+i2+...ik+r)

.

Assim se

yi1
1 y

i2
2 . . . y

ik
k z

2
n+1z

2
n+2 . . . z

2
n+rg(z1, z2, . . . , zn) = 0,

segue que o polinômio g(z1, z2, . . . , zn) se anula quando substitúımos z1 = D1, . . . , zn = Dn.

Logo g(z1, z2, . . . , zn) ∈ T2(M1,1), e o resultado segue.

Agora usaremos os resultados da Seção 5.2.3 para provar o lema a seguir.

Lema 5.2.14. Os monômios multilineares

mij = zi1zj1zi2zj2 . . . zim ẑjm
,

onde i1 < i2 < · · · < im, j1 < j2 < · · · < jm−1 < jm, são linearmente independentes módulo

as identidades graduadas de E ⊗E, e o chapéu significa que a variável zjm
não aparece se o

grau do monômio é ı́mpar.

Prova: Suponhamos por absurdo que os monômios sejam linearmente dependentes. Então

existem mij e escalares αij não todos nulos tais que
∑
αijmij é uma identidade graduada

75



para E ⊗ E. Como o corpo K é infinito podemos supor que esses monômios têm o mesmo

multigrau e renomeando as variáveis se necessário podemos supor que os mij são monômios

nas variáveis z1, z2, . . . , zk e que o monômio z1 . . . zk aparece com coeficiente não nulo α.

Consideremos a nova identidade
∑
αij(mijzk+1). Sejam {A,B} uma partição do conjunto

{1, 2, . . . , k − 1, k}, n = |A|, m = |B|. Substitúımos zi 7→ e2i−1 ⊗ 1, se i ∈ A, zi 7→ 1 ⊗ e2i,

se i ∈ B e zk+1 7→ e2n+1e2n+3 . . . e2k−1 ⊗ e2m+2e2m+4 . . . e2k. Denotaremos por mijzk+1
(A;B)

o resultado do monômio mijzk+1 após a substituição. Como
∑
αij(mijzk+1) é identidade

para E ⊗ E segue que 0 =
∑
αijmijzk+1

(A;B). Logo 0 =
∑

(A;B)(
∑
αijmijzk+1

(A;B)), onde

a primeira soma é feita sobre todas as 2k−1 partições de {1, 2, . . . k}. Reordenando a soma

obtemos ∑
αij(

∑

(A;B)

mijzk+1
(A;B)) = 0. (5.9)

Agora iremos usar a Proposição 5.2.10 para provar que
∑

(A;B)mijzk+1
(A;B) = 0 sempre que

mij 6= z1z2 . . . zk. De fato, suponhamos que mij = zn1 . . . znk
6= z1 . . . zk, então

mijzk+1
(A;B) = (−1)σ(A;B)e1e3 . . . e2k−1 ⊗ e2e4 . . . e2k,

onde σ(A;B) é o sinal colorido da permutação (n1, . . . , nk) com relação à partição A ∪ B.

Segue da definição de mij que n1 < n3 < . . . , e n2 < n4 < . . . . Como (n1, . . . , nk) 6=
(1, 2, . . . , k), segue da Proposição 5.2.10 que

∑

(A;B)

mijzk+1
(A;B) = (

∑

(A;B)

(−1)σ(A;B))e1e3 . . . e2k−1 ⊗ e2e4 . . . e2k = 0.

Assim, como o sinal colorido de (1, 2, . . . , k) é igual a 1 em relação a qualquer partição

obtemos de 5.9 que

α2k−1(e1e3 . . . e2k−1 ⊗ e2e4 . . . e2k) = 0,

o que é um absurdo pois α 6= 0 e charK 6= 2.

Lema 5.2.15. Seja f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ∈ B2(M1,1) ≡ B2(L) um polinômio graduado

(aqui usamos as letras yi para Ei e zi para Di). Então módulo o ideal I das identidades

graduadas de E ⊗ E o polinômio f é igual a um polinômio da forma

yα1
1 yα2

2 . . . yαm

m z2
i1
z2

i2
. . . z2

ik
gj(zj1 , zj2 , . . . , zjl

),

onde {i1, i2 . . . , ik} ∩ {j1, j2, . . . , jl} = ∅, i1 < i2 < · · · < ik e gj é um polinômio multilinear.

Se charK = p > 0 impomos αi < p, i = 1, . . . , m.
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Além disso se os polinômios multilineares gj são são linearmente independentes módulo

I então os polinômios acima são linearmente independentes também.

Prova: Pela Proposição 5.2.11 segue que T2(M1,1) ⊂ I, assim a primeira parte segue da

Proposição 5.2.3. Se charK = p > 0 e a ∈ E1 × E1 então ap = 0. Assim quando

charK = p > 0 impomos αi < p, i = 1, . . . ,m. Se os gj são linearmente independentes

módulo I procedemos de modo análogo à demonstração da Proposição 5.2.13.

O teorema a seguir corresponde ao teorema 23 de [15].

Teorema 5.2.16. O ideal das identidades 2-graduadas da álgebra E ⊗ E é gerado pelos

polinômios y1y2 − y2y1, z1z2z3 + z3z2z1, e se charK = p > 2, também por yp
1z1 − z1y

p
1.

Prova: Já vimos que esses polinômios são identidades graduadas de E ⊗ E (Proposição

5.2.11). Como os dois primeiros são uma base para as identidades graduadas deM1,1 podemos

trabalhar na álgebra relativamente livre determinada por elas, ou seja, em Gen(M1,1). Pelo

Lema 1.2.34 basta considerar os polinômios próprios, e assim o resultado segue dos Corolários

5.2.15 e 5.2.14.

Como conseqüência dos Teoremas 5.1.8 e 5.2.16 obtemos uma nova prova, utilizando

métodos elementares, da coincidência dos T -ideais das álgebras M11 e E⊗E sobre um corpo

de caracteŕıstica 0.

Corolário 5.2.17. Se charK = 0 então as álgebras M1,1 e E ⊗ E são PI-equivalentes, ou

seja, T (M1,1) = T (E ⊗ E).

Prova: Se charK = 0 então segue dos Teoremas 5.1.8 e 5.2.16 que T2(M11) = T2(E ⊗E), e

o resultado segue diretamente da Proposição 1.2.22.
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