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ABSTRACT

In this work we study graded algebras and graded polynomial identities. We study two
types of problems: finding the possible gradings on a given algebra, and finding a basis for
the graded identities of a given algebra. We begin with the basic definitions and results on
algebras, graded algebras, (graded) polynomial identities, etc. We give a description of the
possible gradings on the matrix algebra over an algebraically closed filed, and of the upper
triangular matrices when the field is algebraically closed of characteristic 0, and the group
is abelian and finite. Then we study the graded identities of the matrix algebra over a field
K and of the algebras M;;(F) and F ® E where E is the infinite dimensional Grassmann

(or exterior) algebra.
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RESUMO

Neste trabalho estudamos édlgebras graduadas e identidades polinomiais graduadas. Fo-
ram abordados dois tipos de problemas: determinar as possiveis graduacgoes de uma de-
terminada algebra; encontrar uma base para as identidades graduadas de uma &algebra.
Comecamos com as definicoes e resultados bésicos de algebras, algebras graduadas, iden-
tidades polinomiais (graduadas), etc. Em seguida fornecemos uma descri¢ao das possiveis
graduagoes da &algebra das matrizes n X n sobre um corpo algebricamente fechado, e da
algebra das matrizes triangulares superiores quando o corpo é algebricamente fechado, de
caracteristica 0 e o grupo é abeliano e finito. Depois estudamos as identidades graduadas
da algebra das matrizes n x n sobre um corpo K e das dlgebras My;(F) e E® E onde F é

a algebra exterior (ou de Grassmann) de dimensao infinita.
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Introducao

A teoria das algebras que satisfazem identidades polinomiais, denominadas também PI-
algebras, é uma parte importante da teoria de anéis. Os primeiros trabalhos que envolviam
PI-algebras aparaceram, embora de forma implicita, na década de 1920-1930, nas pesquisas
de Wagner e Dehn (poderfamos voltar as pesquisas de Sylvester, publicadas em 1852 e
1853, mas preferimos nao entrar em assuntos historicos). O verdadeiro desenvolvimento da
PI teoria comecou com os trabalhos de N. Jacobson e I. Kaplansky ha aproximadamente
60-65 anos, e atualmente é uma &area da algebra bem desenvolvida e em expansao répida.
Sao trés as principais linhas de pesquisa sobre Pl-dlgebras. A primeira (e a mais cldssica)
estuda as propriedades de uma &lgebra (ou um anel) sabendo-se que ela satisfaz alguma
identidade polinomial. A segunda representa-se por pesquisas sobre as classes de algebras
que satisfazem um dado sistema de identidades polinomiais (essas classes sdo chamadas de
variedades de dlgebras). A terceira estuda as identidades polinomiais satisfeitas por uma
algebra interessante. Gostarfamos de deixar claro que tal divisao nao é definitiva nem exata
e que os problemas na PI teoria, na maioria das vezes, estao interligados. Uma discussao
mais detalhada sobre o desenvolvimento da PI teoria pode ser encontrada, por exemplo, na

monografia [10], ou nas [12, 13].

Durante os ultimos 20 anos observa-se uma tendéncia de maior concentracao de pesquisa
sobre identidades graduadas. As identidades graduadas, em algebras associativas, apare-
cem com forca total na fundamental e celebrada pesquisa desenvolvida por A. Kemer. Essa

pesquisa permitiu que Kemer desse uma resposta positiva ao famoso problema de Specht



e desenvolvesse a estrutura dos ideais de identidades polinomiais em caracteristica 0. Os
principais resultados e métodos da teoria de Kemer podem ser encontrados nas monografias
[14, 12, 13]. A teoria de Kemer revelou de maneira clara que as dlgebras associativas com
identidades polinomiais tém semelhangas profundas com as algebras comutativas e finita-
mente geradas. Logo apods os trabalhos de Kemer, por volta de 1987, as identidades gradu-

adas tornaram-se objeto de pesquisas independentes e muito ativas.

Sem duvida alguma as algebras matriciais e relacionadas a elas sao de grande importancia
para a algebra e as aplicagoes. Mas enquanto a estrutura dessas algebras é bem conhecida,
pouco se sabe sobre as identidades por elas satisfeitas. As identidades das dlgebras M, (K)
sao conhecidas somente quando n = 1 (trivialmente), e n = 2, ver [17] para char K = 0, ¢ [16]
e [9] para char K = p > 2. Nao se sabe quase nada sobre as identidades da algebra My (K)
quando char K = 2, nem sobre as de M3(K), nem mesmo em caracteristica 0. As dlgebras
M, (K) admitem uma graduagao natural com o grupo Z,, nos referimos a essa graduagao
como sendo a n-graduacao de M, (K). Se e;; sdo as matrizes elementares, com entrada 1
na posigao (7,7) e 0 nas demais, entdo M, (K) = ®A; onde t € Z,, e A; é o espago gerado
pelas e;; com j —i =t (mod n). As identidades 2-graduadas de M,(K) foram descritas em
[22] quando char K = 0, e em [15] quando char K = p > 2, e |K| = oo. Mais tarde em
[20] foi descrita uma base das identidades n-graduadas em M,,(K), char K = 0, e em [3],
o mesmo resultado foi obtido para |K| = co. Ressaltamos que as identidades Z-graduadas
de M, (K) foram descritas em [21] (char K = 0), e em [3] (|K| = o0). Considerando-se
algebras associativas, sabe-se bastante sobre as identidades graduadas das algebras T-pri-
mas, que desempenham um papel muito importante na teoria de Kemer, ver por exemplo
[4, 5] e as bibliografias desses dois artigos. Ressaltamos que as identidades graduadas dessas
algebras foram estudadas em caracteristica 0, bem como em caracteristica positiva. As
informagoes assim obtidas foram utilizadas no estudo do comportamento dos respectivos
T-ideais conforme a caracteristica do corpo. As possiveis graduagoes de M,,(K), char K = 0
e K algebricamente fechado, foram descritas em [7], assumindo-se o grupo da graduacao

abeliano e finito.

Neste trabalho estudamos as graduagoes nas algebras matriciais, nas dlgebras das ma-
trizes triangulares superiores e outras algebras importantes. Estudamos também as respec-

tivas identidades graduadas.

A dissertagao esta organizada na seguinte maneira.



O primeiro capitulo contém uma parte dos pré-requisitos para a leitura dos capitulos
posteriores. Recordamos as definicoes e as propriedades basicas de anel, dlgebra etc., de
identidade polinomial, T-ideal. Oferecemos varios exemplos, na sua maioria utilizados mais
adiante na dissertagao. Definimos também os conceitos de algebra relativamente livre, varie-
dade de dlgebras e discutimos brevemente as propriedades mais importantes desses conceitos.
Em seguida introduzimos algebras graduadas, identidades graduadas e todos os conceitos
relacionados com elas que serao necessarios no decorrer da dissertacao. Ressaltamos que
nesse capitulo, como regra geral, as afirmagoes estao sem as devidas demonstracoes, mas
com citagoes para que o leitor interessado possa encontra-las.

No segundo capitulo damos uma descricao das graduagoes de M, (K) em termos das
graduacoes elementar, fina e induzida. Na secao 2.1 recordamos o conceito de graduacao
elementar (introduzido no capitulo 1) e introduzimos outros conceitos: graduagao fina,
graduacao elementar e algebra graduada com divisao, e enunciamos e provamos alguns re-
sultados basicos que sao utilizados adiante. Na secao 2.2 definimos representagoes projetivas
e mostramos que a classificagao das graduacoes finas é equivalente a descricao dos grupos
finitos com representacoes projetivas de grau maximo. Essas duas secoes ”preparam o ter-
reno” para o resultado principal deste capitulo, que é enunciado e demonstrado na secao de
2.3, e que da uma descricao das graduacoes nas algebras das matrizes sobre o corpo K,
quando K é algebricamente fechado.

No terceiro capitulo damos uma descrigdo das G-graduagoes na algebra UT,(K) das
matrizes triangulares superiores n X n sobre um corpo K quando G é um grupo abeliano
finito e K é algebricamente fechado e de caracteristica 0, o teorema que da essa classificacao é
enunciado e provado na secao 3.2. Na se¢ao 3.1, damos os conceitos e fatos basicos necessarios
para demonstrar o resultado principal na secao 3.2. Definimos o grupo dual G de um grupo
abeliano finito G e uma acao de G em A, onde A é uma algebra G-graduada. Em seguida
mostramos que um subespago V' C A é homogéneo se e somente se x(V') = V para todo
y €G.

No quarto capitulo estendemos o resultado de Vasilovsky [20], que garante que quando
char K = 0 todas as identidades Z,-graduadas de M, (K') seguem das identidades:

(i) 2329 = o3z, Wt(x1) = Wt(x2) = —wit(x3),

3



para o caso em que K ¢ infinito. Para isto foi necessario construir um modelo genérico para
a algebra n-graduada M, (K), isto é feito na se¢do 4.1 onde também sdo provados alguns
resultados basicos sobre esse modelo que sao utilizados adiante. Na secao 4.2 provamos o
resultado acima, quando K ¢ infinito.

No quinto capitulo relembramos brevemente as defini¢oes das algebras M (F) e E® FE
e suas Zs-graduagoes naturais, definidas no capitulo 1. Construimos modelos genéricos
para essas algebras e utilizamos tais modelos para encontrar uma base para as identidades
polinomiais Zs-graduadas satisfeitas por elas quando o corpo ¢ infinito. E um fato conhecido
que os T-ideais das algebras M;; e EF ® E coincidem, quando o corpo é de caracteristica
0 (Teorema de Kemer), encerramos o capitulo dando uma prova, utilizando os resultados
provados no capitulo (que utilizam métodos elementares), da coincidéncia dos T-ideais das

algebras Mi; e E ® F sobre um corpo de caracteristica 0.



CAPITULO 1

PI-Algebras: Conceitos Basicos

Neste capitulo apresentaremos os conceitos basicos e alguns resultados que sao utilizados
ao longo do texto. Comecaremos com a definicao de algebra. Para evitar repetir ... sobre
o corpo K”freqiientemente, a menos que se diga algo em contrario, sempre consideraremos

0s espacos vetoriais, e as algebras como sendo sobre o corpo K.

1.1 Algebras, PI—Algebras e Variedades

Nesta secao introduzimos os conceitos de Algebra, Algebra com Identidade Polinomial,

que é uma importante classe de dlgebras, Variedades e Algebras Relativamente Livres.

1.1.1 Algebras: Conceitos Gerais

Uma &algebra nada mais é que um espaco vetorial sobre um corpo K, com uma multi-

plicacao de vetores compativel com a soma e multiplicagao por escalar.

Definicao 1.1.1. Diremos que um K-espaco vetorial A munido de uma operacao bindria,
x: Ax A — A, denominada de multiplicacdo é uma dlgebra sobre K, ou simplesmente que

A € uma dlgebra, se para qualquer o € K e quaisquer a, b, ¢ € A, valer:

(1) (a+b)xc=a*xc+bxc;



(2) ax(b+c)=a*xb+axc;
(3) ala*b) = (aa)*xb=ax(ab).
Diremos que:
(i) A é comutativa, se a xb = bx*a para quaisquer a, b € A;
(ii) A é associativa, se (a*xb)xc = ax* (bx*c) para quaisquer a, b, c € A;

(iii) A € unitdria, se existir 14 € A tal que 14 *xa = a* 14 = a para qualquer a € A

(vamos escrever 1 em vez de 14).
(iv) A € uma Algebra de Lie se para quaisquer a, b, ¢ € A valem:
a *x a = 0, anticomutatividade,
(axb)xc+ (bxc)xa+ (c*xa)*b=0 identidade de Jacobi.
(v) A € uma dlgebra de Jordan se para quaisquer a, b € A valem:

axb=>bxa, (a*>*b)xa=a’x(bxa) ondea®=axa.

Observacao 1.1.2. Em geral, para simplificar a nota¢ao, iremos omitir o simbolo da mul-

tiplicagdao ” %7 e escrever (ab), no lugar de (a % b).
A seguir providenciamos alguns exemplos de algebras.

Exemplo 1.1.3. O espaco vetorial M,,(K) das matrizes n x n com entradas em K, com a

multiplicacao sendo a multiplicacao usual de matrizes, € uma dlgebra associativa com 1.

Exemplo 1.1.4. O espaco vetorial R? sobre o corpo dos reais com o produto vetorial X

usual € uma dalgebra de Lie.

Exemplo 1.1.5. O anel K[z, ...,x,] dos polinémios em n varidveis é uma dlgebra comu-

tativa e com 1.
Exemplo 1.1.6. Se K C L é uma extensao de corpos, entao L é K-dlgebra.

Exemplo 1.1.7. O subespago U, (K) de M, (K) das matrizes triangulares superiores com a

multiplica¢ao "herdada”de M, (K), também € uma dlgebra associativa com 1.



Exemplo 1.1.8. Se A € uma dlgebra associativa com multiplicacao * entdao o conjunto A é
uma dlgebra de Lie com a multiplicacdo (a1, as] = a1 * ag — ay % ay. Essa dlgebra é denotada

por A,

Exemplo 1.1.9. A dlgebra das matrizes simétricas n X n com o produto a*b := (ab+ ba)/2

€ uma dlgebra de Jordan. Aqui exigimos que a caracteristica do corpo seja diferente de 2.

Exemplo 1.1.10. Ressaltamos que, como no caso de dlgebras de Lie, se A € uma dlgebra
associativa, substituindo-se o produto de A pelo produto simétrico axb = (ab+ba)/2 obteremos

uma dlgebra de Jordan, denotada por A™).

Definicao 1.1.11. Um subespaco vetorial B de uma dlgebra A serd denominado uma subdl-
gebra de A se B for fechado com respeito a multiplicacao de A. O subespaco B serd
denominado um ideal a esquerda de A, se AB C B. De modo similar, definimos ideal a

direita de A. Um ideal bilateral serd simplesmente denominado de ideal.

Exemplo 1.1.12. O subespago U, (K) é uma subdlgebra de M, (K). O subespago I de U, (K)
que consiste das matrizes em que todos os elementos da diagonal sao 0 € um ideal bilateral

de Un(K) (mas nao de M, (K)).

Exemplo 1.1.13. E bem conhecido que, como K € corpo, toda dlgebra de Lie € isomorfa a
uma subdlgebra de alguma dlgebra de Lie do tipo A7), onde A € associativa. Esta afirmacao
€ conhecida como Teorema de Poincaré—Birkhoff-Witt. Considerando-se dlgebras de Jordan,
isso deiza de ser verdadeiro. As dlgebras de Jordan que sio subdlgebras de A™) sdo chamadas

de espectiais, e as demais excepcionais.

Exemplo 1.1.14. Algeb’ra de Grassmann. Seja V um espaco vetorial de dimensdo
infinita, com base {ey,eq,e3,...}. Definimos a dlgebra de Grassmann ou dlgebra exterior
de V', denotada por E, como sendo a dlgebra associativa com base, como espago vetorial,

consistente dos produtos {1, e; €;,...€; | i1 < ia < ... < ig, k > 1} e satisfazendo as
2

relagoes e; = 0 e e;e; = —eje; para quaisquer i, j € N. Sejam Ey e E; os subespagos
vetoriais de E gerados pelos conjuntos {1, e; e, ...e;, | m par}, e{ e; e, ...e; | k tmpar},

respectivamente. E fdcil ver que

(eiy---ei)(ej, €)= (=) (ej, .. ej ) (e, - --€),

para quaisquer m, k € N, e assim podemos concluir que gox = xgy para quaisquer gy € Ey e

r € F, e gigo = —gog1 para quaisquer gi, gs € Fy.

7



Exemplo 1.1.15. Centro de uma dlgebra. Sendo A uma dlgebra, o conjunto
Z(A) ={a € A| ax = xa para todo x € A}

¢ uma subdlgebra de A, chamada de centro de A. No exemplo anterior Z(G) = Gy se

char K # 2. Se char K =2 entdo a dlgebra G € comutativa e neste caso Z(G) = G.

Definicao 1.1.16. Produto Tensorial de Espacos Vetoriais. Sejam V e W espacos
vetoriais com bases {v; | 1 € I} e {w; | j € J} respectivamente. O produto tensorial V @ W

de Ve W € o espago vetorial com base {v; ® w; | i € I,j € J}, onde vale

(Z a> ° (Z ﬁjwj) =Y S e o),

i€l jeJ il jeJ
onde 0s a;, B; € K sdo escalares e as somas Y _,c; ovi, € Y55 Bjw; sao finitas.

Veremos a seguir que para definir uma multiplicacdo em um espaco vetorial A, de modo
a torna-lo uma algebra, basta defini-la entre os elementos de uma base de A. Para isto

utilizamos a proposicao a seguir, sua demonstracao ¢ simples e serd omitida.

Proposicao 1.1.17. Se A € um espacgo vetorial com base 3, e f : Bx 3 — A € uma funcdo

qualquer, entdo existe uma unica funcdo bilinear F: A x A — A estendendo f.

Agora basta observar que as propriedades (1),(2) e (3) da Definigdo 1.1.1 nos dizem
exatamente que a multiplicacdo * : A x A — A é uma aplicacao bilinear. Assim se na
definicao acima os espagos vetoriais sao algebras para definir uma multiplicacao que faz do
produto tensorial uma algebra basta definir uma multiplicagao entre os elementos da base
{vi@w;liel,jeJ}.

Exemplo 1.1.18. Produto Tensorial de Algeb’ras. Se V e W sao dlgebras com bases
(como espagos vetoriais) {v; | i € I} e {w; | j € J} respectivamente entdo V ®@ W € uma

algebra com a multiplicacao dada por
(Uh ® wjl)(viz @ ij) = (Uilvlé) ® (wjle2)7 ilviQ S [7j17j2 e J

Exemplo 1.1.19. Um exemplo importante de produto tensorial de dlgebras, que serd estu-

dado no Capitulo 5, é a dlgebra E® E, onde E € a dlgebra de Grassmann.



Exemplo 1.1.20. Algebras de matrizes com entradas na dlgebra de Grassmann.
O espaco vetorial das matrizes n x n com entradas na dlgebra de Grassmann E, munido com
a multiplica¢ao usual de matrizes € uma dlgebra, que serd denotada por M,(E). Sejam a,

beN coma+b=mn, a subdlgebra de M,.,(E) das matrizes da forma

A B
( C D > s onde A S Ma(Eo),B S Maxb(El)ao € bea(E1)7D € Mb<E0>,

serd denotada por M, ,(E).

Definicao 1.1.21. A transformacao linear ¢ : Ry — Rs entre as dlgebras Ry e Ry é um

homomorfismo (de dlgebras) se
elaxb) = p(a) *o(b),a,b € Ry.

O congunto ker(p) = {r € Ri|o(r) = 0} é denominado nicleo de ¢. Se ¢ é biunivoca
diremos que @ € um tsomorfismo. Se Ry = Ry diremos que ¢ € um endomorfismo, e se

© € um endomorfismo biunivoco diremos que ¢ ¢ um automorfismo.

Exemplo 1.1.22. E ficil ver que M,(E) = M,(K)® E. Também, se L é uma extensio do
corpo K entao M, (L) = M,(K) ® L, onde conisderamos L como sendo uma K -dlgebra.

Vale um resultado analogo ao Teorema dos Isomorfismos para anéis, grupos e espagos
vetoriais o qual também chamaremos de Teorema dos Isomorfismos. Antes precisamos definir
o quociente de uma algebra por um ideal.

Consideremos uma algebra A e I C A um ideal (bilateral) de A. Definimos a relacao de

congruéncia médulo I:

Definigao 1.1.23. Sejam a, b € A. Dizemos que a € congruente ao elemento b modulo I,

e escrevemos a =b (mod 1), oua =5 b, sea—0beI.

Notagao 1.1.24. A classe de equivaléncia de a € o conjunto {b € Ala = b (mod I)} =
{a+ili € I} = a+1I e serd denotada por @ ou a+I. O conjunto das classes de equivaléncia

serd denotado por A/I.

Nao é dificil verificar que a relagao definida acima é uma relacao de equivaléncia. A
proposicao a seguir garante que podemos definir operacoes de soma, multiplicagao por escalar
e multiplicagdo, de maneira natural de modo a tornar o conjunto A/l uma &lgebra. A

demonstragao ¢ simples e é andloga ao caso de anéis, e por isso serd omitida.



Teorema 1.1.25. Sejam A uma dlgebra, I um ideal (bilateral), a, b € A e A\ € K. Entao

as operacgoes:

e multiplicacdo por escalar: \a = \a;

e soma:a+b=a+b;
e multiplicacdo: ab = ab,
estao bem definidas e fazem do conjunto A/I uma dlgebra.
Definigao 1.1.26. A dlgebra A/I, no teorema anterior, é chamada de dlgebra quociente.

Agora podemos enunciar o Teorema dos Isomorfismos. A sua demonstragao é andloga ao

teorema para anéis e sera omitida.

Teorema 1.1.27. Teorema dos Isomorfismos Seja ¢ : Ry — Ry um homomorfismo de
dlgebras. Entao ker(p) € um ideal bilateral de Ry e a dlgebra quociente R/ ker(p) é isomorfa

a Im(p).

1.1.2 Algebras Livres, Identidades Polinomiais e PI—AlgebraS

Nesta se¢ao definiremos as Algebras Livres, que sao importantes pois sao o “ambiente”
onde sao introduzidos o conceito de identidades polinomiais, através do qual definimos a
classe das édlgebras com identidades polinomiais. Comegaremos com a definicao de Algebras

Livres.

Definicao 1.1.28. Seja B uma classe de dlgebras e F' € B uma dlgebra gerada por um
conjunto X. A dlgebra F € dita livre na classe B, livremente gerada pelo conjunto X,
se satisfaz a sequinte propriedade universal: Para toda dlgebra R € B, qualquer aplicacao
X — R pode ser estendida a um homomorfismo F' — R. A cardinalidade | X| do conjunto

X serd chamada de posto de F'.

A seguir construimos uma algebra livre na classe das algebras associativas. Seja X um

conjunto. Uma palavra sobre X é uma seqiiéncia x;, x;, ... x;

n

onden € Nex;, € X. A
palavra vazia serd denotada por 1. Denotaremos por K (X) o espago vetorial que tem como
base o conjunto de todas as palavras sobre X. Assim, os elementos de K(X) s@o somas

(formais) de termos que s@o produtos (formais) de um escalar por uma palavra em X.
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Definicao 1.1.29. Os elementos x € X sao chamados de varidveis, os produtos (formais)
de um escalar por uma palavra sao chamados de mondémios e os elementos de K(X) sdo
chamados de polinémios. Um monomio M tem grauw k em x se, a varidvel x ocorre em
M exatamente k vezes, denotamos deg, (M) = k. Dizemos que dois monomios M e N
tém o mesmo multigrau se deg, (M) = deg,(N), para todo x € X. Um polinomio f €
homogéneo de grau k em x, se todos os seus monomios tem grau k em x, denotamos este
fato por deg, f = k. Dizemos que f é multihomogéneo, se para cada varidvel x todos os
seus monomios tém o mesmo grau em x. Um polinomio linear em x é um polinomio de

grau 1 em x. Se f € linear em cada variavel dizemos que [ é multilinear.

Consideremos agora em K (X) a multiplicagao definida por

m*

(.ﬁEilfﬂiQ .. xin)(leij . l’jm) = Tjy Lig -« - LjpLj1 Ljy - - - T

Munido deste produto, K (X) é uma algebra associativa, com unidade, que é a palavra vazia
1. A proposigao a seguir garante que K (X) é livre na classe das élgebras associativas com

unidade.
Proposicao 1.1.30. A dlgebra K(X) € livre na classe das dlgebras associativas com unidade.

Prova: Para ver isto considere A uma algebra associativa com unidade e h : X — A uma
aplicacao qualquer. Para cada ¢ € N denotaremos por a; a imagem de x; por h. Consideremos
agora a aplicacdo linear ¢, : K(X) — Atalque p(1) = 1o e (i Tiy ... x;,) = Qi Qiy - . . G4, -
Temos que @y, é um homomorfismo de dlgebras e é o tnico satisfazendo pp|x = h. =

Se f = f(z1,...,2,) € K(X), denotaremos por f(ay,...,a,) aimagem de f por ¢,. Na
verdade f(ay,...,a,) é o elemento de A que se obtém substituindo z; por a; em f.

De agora em diante, a menos que se diga algo em contrario X denota um conjunto

enumeravel X = {xq,xo,...}.

Definicao 1.1.31. Seja A uma dlgebra associativa. Um polinémio f(x1,...,x,) € K(X)

(ou a propria expressio f(x1,...,x,) = 0) € dito ser uma identidade polinomial de A
se f(ay,...,a,) =0 para quaisquer ay, ..., a, € A. Neste caso diremos que A satisfaz a
identidade f(z1,...,x,) = 0. Denotaremos por T(A) o conjunto de todas as identidades

polinomiais de A. Dizemos A € uma dlgebra com identidade polinomzial ou PI-dlgebra
se T(A) # {0}. Se Ay e Ay sao dlgebras, dizemos que Ay e Ay sio PI-equivalentes se

11



Observagao 1.1.32. Nao ¢ dificil ver que f = f(x1,...,2,) é uma identidade de A se, e

somente se, [ pertence aos nicleos de todos os homomorfismos de K{(X) em A.

Defini¢ao 1.1.33. Comutador (de Lie) de comprimento n > 1. O comutador (de

Lie) de comprimento n > 1 € definido indutivamente por
[9517952] = T1Tg — T2,

[x17$2> < wxn} = Hxlax% SR 7xn71]7xn]

s

Exemplo 1.1.34. Se A é uma dlgebra comutativa (e associativa) entdo |x1, 5] € K(X) é
uma identidade polinomial para A. Em particular qualquer dlgebra comutativa € uma
Pl-dlgebra.

Exemplo 1.1.35. O polinomio [x1, x, x3] € uma identidade polinomial da dlgebra de Grass-

mann G. Para ver isto, basta observar que |a,b] € Gy = Z(G) para quaisquer a, b € G.

Sabemos que o conjunto das identidades polinomiais satisfeitas por uma determinada
algebra é um ideal de K(X). Além disso ele apresenta uma propriedade importante: esse
conjunto é invariante por endomorfismos. Ideais com essa propriedade sao denominados
T-ideais.

Defini¢ao 1.1.36. Dizemos que um ideal I de K(X) é um T-ideal se p(I) C I para todo
¢ € End K(X), ou equivalentemente, se f(q1,...,gn) € I para quaisquer f(xy,...,x,) € I
eqgi, -, gn € K(X).

Proposicao 1.1.37. Se A é uma dlgebra, entdo T(A) é um T-ideal de K{(X). Reciproca-
mente, se I é um T-ideal de K(X), entdo existe alguma dlgebra B tal que T(B) = I.

Prova: [10], pg. 22 ¢ 23. m

1.1.3 Variedades e Algebras Relativamente Livres

Nesta segao, apresentaremos os conceitos de variedades (de algebras associativas) e de

algebras relativamente livres.

Defini¢ao 1.1.38. Seja {f; € K(X)|i € I} um conjunto de polinémios da dlgebra associativa

livre K(X). A classe B de todas as dlgebras associativas que satisfazem as identidades
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fi=0,1€ 1, é chamada de variedade (de dlgebras associativas) determinada pelo
sistema de identidades polinomiais {f; ¢ K(X)|i € I}. A variedade M ¢é chamada
de subvariedade de B se M C B. O conjunto T(B) de todas as identidades polinomiais
satisfeitas por todas as dlgebras da variedade B € denominado o T-ideal de B. Dizemos
que o T-ideal T(B) € gerado, como T-ideal, pelo conjunto {f; € K(X)|i € I}. Usamos
a notagio T(B) = (f; € |i € I)T e dizemos que o conjunto {f; € K(X)|i € I} é uma
base para as identidades polinomiais de B. Os elementos de T(B) sao chamados

conseqiéncias das identidades polinomiais da base.

De maneira anédloga define-se variedade de dlgebras de Lie, de Jordan, etc.

Ja vimos, na Proposigao 1.1.37, que o conjunto T'(A) das identidades polinomiais satis-
feitas por uma algebra A é um T-ideal. Nao ¢é dificil ver que a intersecao de T-ideais também
é um T-ideal e portanto o conjunto T'(B) das identidades polinomiais satisfeitas por todas
as algebras de uma variedade B também é um T-ideal, o que justifica termos denominado
T(B) "o T-ideal de B”.

Exemplo 1.1.39. A classe das dlgebras comutativas € a variedade definida pelo conjunto

I'={[z1, 2o}

Exemplo 1.1.40. A classe das dlgebras associativas é a variedade definida pelo conjunto

I=40.

Um dos principais problemas na teoria das algebras com identidades polinomiais é en-
contrar uma base para as identidades dessa algebra. Esse ¢, em geral, um problema bastante
complicado. Apenas para se ter uma idéia ainda nao sao conhecidas bases para as identidades
polinomiais de M,,(K) quando n > 3, nem para Ms(K) (quando | K| = oo e a caracteristica
de K ¢é 2).

A seguir daremos alguns exemplos de bases para algumas das Pl-algebras.
Exemplo 1.1.41. Se K ¢é um corpo infinito entio T(K) = ([x1, x2]).

Exemplo 1.1.42 ([10], pg. 50, Teorema 5.1.2). O T-ideal das identidades da dlgebra de

Grassmann € gerado por [x1,xs, 3], quando o corpo é infinito e chiK # 2.

Exemplo 1.1.43 ([10], pg. 51, Teorema 5.2.1). Se K é um corpo infinito entdo T'(U,(K)) =

([z1, To][m3, 24 - - - [T2n_1, Ton])T .
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Nos proximos exemplos precisaremos do polinomio standard

Sm = Sm(T1, ..., XTy) = Z (=1)7To(1)To(2) - - - To(m)
oESm
onde S,, é o grupo simétrico de {1,2,...,m} e (—1)? é o sinal da permutagao o. O cldssico
Teorema de Amitsur e Levitzki diz que a identidade de menor grau satisfeita pela algebra
matricial M, (K) é sa,.

Exemplo 1.1.44. Se K é um corpo de caracteristica 0, 0s polinomios s, € hs = [[x1, T2|?, x3]
formam uma base das identidades da dlgebra das matrizes My(K). Este resultado foi obtido
por Razmyslov e em sequida Drensky encontrou o sistema minimo de geradores. Resultado
andlogo € valido quando K € infinito e de caracteristica p > 3, quando p = 3, aparece mais
uma identidade na base. Ver para mais detalhes [10], pg. 84 € [16, 9)].

Aqui ressaltamos que ainda para n = 3, a base das identidades para a dlgebra M, (K),
deverd conter o polinomio sg¢ (sequndo o Teorema de Amitsur e Levitzki), mais um polinémio
que expressa o fato de M, (K) ser uma dlgebra algébrica, e mais outros polinémios. Quais,

nao se sabe, nem tem-se idéia.

Exemplo 1.1.45. Percebemos do exemplo anterior que a tarefa de encontrar uma base para
as identidades de uma dlgebra dada, pode ser extremamente dificil. Por outro lado, hd
outros tipos de identidades polinomiais que sao mais fdaceis de estudar, e ainda vdrias vezes
oferecem bastante informagao sobre as identidades (ordindrias) satisfeitas pela dlgebra. Aqui
recordamos brevemente alguns resultados. As identidades com traco na dlgebra matricial
M, (K), quando a caracteristica de K é 0, foram descritas por Procesi e por Razmyslov, e
elas seqguem de um andlogo do polinomio de Hamilton—Cayley, ver para mais detalhes [10],
pg. 84. As identidades com involugao também sao importantes, ver para mais detalhes [12].
As identidades graduadas desempenham um papel especial. Elas foram utilizadas de maneira
essencial por A. Kemer; em sequida vdrios pesquisadores vém trabalhando na drea. Nos
estudaremos esse topico de maneira detalhada nos proximos capitulos (e até o final desta

disserta¢ao).

Definigao 1.1.46. Fizado um conjunto Y, a dlgebra Fy (B) na variedade B € dita a dlgebra
relativamente livre de B (ou a dlgebra B-livre), se Fy(B) é livre na classe B, livremente

gerada por'Y .
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O préximo teorema mostra que toda variedade tem uma &algebra livre e que a &dlgebra

relativamente livre é determinada, a menos de isomorfismo, pela cardinalidade de Y.

Teorema 1.1.47. Sejam B a variedade determinada pelo conjunto { f;|i € I}, Y um conjunto
e J o ideal de K{Y') gerado por

{filg1,-- -1 9n,)

Gi €K<Y>,i€f}.

Entao a dlgebra F = K(Y)/J € relativamente livre em B com um conjunto de geradores
livres Y = {y + Jly € Y}. E quaisquer duas dlgebras relativamente livres em B de mesmo

posto sao isomorfas.

Prova: [10], pg 23 m

1.2 Algebras Graduadas

1.2.1 Algebras Graduadas: Conceitos Gerais

Nesta secao apresentaremos os conceitos de dlgebras e identidades graduadas que serao

o objeto central de estudo no restante do texto.

Definicao 1.2.1. Seja G um grupo. Uma dlgebra A € dita ser G-graduada, se A = ®yeq A,
onde A, € subespaco de A para todo g € G e AjAy C Ay, para todos g, h € G. Um elemento
a € UgegAy € chamado homogéneo. Se a € A, dizemos que a é homogéneo de grau
g ¢ denotamos wt(a) = g. Se a € A entdo a = 3, a,, onde a; € A, sio determinados
unicamente por a. Chamamos a, de componente homogénea de grau g em a e dizemos
que deG a, € a decomposicao de a como soma de elementos homogéneos. Dizemos

que uma subdlgebra B de A é homogénea na G-graduacdo de A, se

B =Y B, onde B,=Bn A,

geG

neste caso os subespagos BN A, serao denominados de subespagcos homogéneos. Se um

ideal I de A € uma subdlgebra G-graduada dizemos que I € um tdeal homogéneo de A.
Exemplo 1.2.2. Seja A uma dlgebra. Entdo € fdcil ver que a decomposicdo
EBgeGAga
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onde A; = {0} se g #¢c e A. = A € uma G-graduacio em A. Esta graduagdo é chamada de

trivial.

Exemplo 1.2.3. A dlgebra de Grassmann E possui uma Zs-graduacgao natural E = Eq® Ey,

onde Ey e Ey sao os subespacos definidos no FExemplo 1.1.14.

Exemplo 1.2.4. Consideremos
(EQE)y=(Ey®E)®(E1QFE)) e(EQE) =(Ey®E))®(E® Ey).
E imediato verificar que
EQE=(E®E)®(F®E), (EQE)(E®E); C(E®E)y,
para todos i, j € Zy. Portanto a dlgebra E ® E € Zs-graduada.

Exemplo 1.2.5. Consideremos a decomposicao

M1 (E) = (M11(E))o © (M11(E)

(M1 (E))o = {(0 3) \a,deEo} ¢ (My1(E)); = {(0 g) \b,cea}

e verificamos diretamente que

onde

(Ml,l(E)>2(M1,1(E))] g (MLl(E))iJrj para todos Z,] < ZQ.
Assim essa decomposi¢io € uma Zy graduagdo para M 1(E)

Exemplo 1.2.6. Seja a dlgebra M, (K) das matrizes quadradas de ordem n sobre um corpo
K. Para cada v € Z,, definimos o subespaco M, = (E;; | j —i = 7) e para cada k € Z,
definimos
0 , k| > n,
[ se k] 2
(Bij |jg—i=k) , selk| <n.

Efcicil ver que

M = @z, M, e M = @rezMj,
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Agora, para ver que estas decomposicoes definem uma Z,-graduacao e uma Z-graduacao,

respectivamente, em M, (K), basta observar que
EijEy = ouly,
donde seque que M, M., C M, 1, para vi, V2 € Ly, € My, My, € My, x, para ki, ko € Z.

Nas graduagoes definidas em M, (K) no Exemplo 1.2.6 acima as matrizes elementares
sao homogeéneas. Mais ainda E;; € M, ., e Ey € M; ;, onde v = 1,...,% = n. As
G-graduagoes na dlgebra M, (K) com essa propriedade tém um papel importante, como

veremos nos Capitulos 2 e 3.

Exemplo 1.2.7. Sejam K um corpo e K|x] a dlgebra dos polindomios de uma varidvel x
sobre K. Entao K[x] admite uma Z-graduagio: K(x], € o espago gerado por ", n > 0, e
Klz], =0 sen < 0.

Uma Z-graduacgao andloga pode ser definida na dlgebra dos polinomios em vdrias varidveis
xy, ..., T, sobre K, considerando-se o grau total dos polinomios. Neste caso podemos
considerar também uma graduagao com o grupo Z", onde levaremos em considera¢ao o grau

dos monomios em cada uma das varidveis.

Exemplo 1.2.8. Seja K um corpo de caracteristica diferente de 2 e seja G = Zo X Zo 0
grupo nao ciclico de ordem 4. Definiremos uma G-gradua¢ao sobre a dlgebra das matrizes
A = My(K). Se E;; sio as matrizes elementares, entao Aoy = Span(Evi + Ea), Ago) =
Span(Ey1 — Ey), Ay = Span(Ei2+ Es), Aqy = Span(Eix — Ea). Verifica-se facilmente

que esta é uma G-graduagio em My(K).

Exemplo 1.2.9. Seja K um corpo algebricamente fechado e de caracteristica 0, e seja A
uma K-dlgebra de dimensao finita sobre K. Um resultado cldssico de C. T. C. Wall descreve
as possiveis Z-graduagoes de A supondo-se que A seja Zg-simples. (Em outras palavras, os
dois tnicos ideais homogéneos de A sio 0 e A.) A menos de isomorfismo graduado, A tem

de ser uma das sequintes dlgebras.
1. A= M,(K) com a graduagao trivial Ay = A, A; = 0.

2. A= M,,(K) € dividida em 4 blocos sendo os dois blocos diagonais de tamanhos a X a

U 0 0w
AOZ ) AIZ )
0V T 0
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onde U € M,(K),V € My(K), W € Myup(K) e T € Myyo(K).

3. A= M,(K)®tM,(K) onde Ay = M,,(K) e Ay =tM,(K), et é um elemento tal que
t?=1.

Definicao 1.2.10. A G-graduagado
R = M,(K) = ®geclly

na algebra das matrizes n X n sobre um corpo K ¢ dita elementar se existe uma n-upla

(G1,---,9n) € G tal que E;; € Rgi—lgj.

Exemplo 1.2.11. A Z,-graduacao e a Z-graduacao definidas no Exemplo 1.2.6 sao ele-

mentares.

A seguir damos uma caracterizagao bastante util das subédlgebras G-graduadas de uma

algebra G-graduada.

Lema 1.2.12. Sejam A uma dlgebra G-graduada e B uma subdlgebra de A. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1) B € subdlgebra G-graduada de A;
(2) B ¢ dlgebra G-graduada tal que By C A, para todo g € G
(8) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B;
(4) B € gerada por elementos homogéneos.

Prova: Se vale (1) entdo a decomposicao B = @yeqBy, onde B, = A, N B, é uma G-
graduacao em B tal que B, C A, e portanto vale (2).

Suponhamos entao que vale (2). Sejab € Byeb = deG by, onde b, € By, a decomposicao
de b como soma de elementos homogéneos, em relacao a G-graduacao de B. Como B, C A,
cada b, também é homogéneo em relacao a G-graduacao de A e (3) esta provada.

Se vale (3) entdo o conjunto B N (UgegA,) gera B, e segue (4). De fato, seja b € B e
b=>" e by, onde b, € A,, a decomposicao de b como soma de elementos homogéneos, em
relacao a G-graduacao de A. Segue de (3) que b, € B, ou seja by € BN (UgeaAy).

Suponha que vale (4). Seja C' uma base de B, C' C (UgegAy) composta de elementos

homogeéneos e seja B, = BN A,. O elemento b= >_"_, ¢;, onde ¢; € C, é homogéneo de grau
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g se, e somente se, wt(¢;) =g, 1 <i <n. Assim C;, = C' N A, é uma base para B, e como

C = UgeaCy segue que B = @ e By e 0 lema estd provado. m

Exemplo 1.2.13. Se consideramos M, (K) com qualquer uma das graduagoes definidas no
Ezemplo 1.2.6 entdo € fdacil ver que a dlgebra U, (K) das matrizes triangulares superiores é

subdlgebra homogénea de M, (K), jd que € gerada pelos elementos homogéneos {Eyj|i < j}.

Definigao 1.2.14. Uma aplicacio ® : A — B entre dlgebras G-graduadas é chamada ho-
momorfismo G-graduado, se ® é um homomorfismo que satisfaz ®(A,) C B, para todo
g € G. De modo andlogo, definimos isomorfismo, endomorfismo e automorfismo

G-graduado.

Proposicao 1.2.15. Se I € um ideal G-graduado de uma dlgebra G-graduada A entao A/l
¢ uma dlgebra G-graduada considerando (A/I), = {a+ Ila € A,}.

Prova: E claro que A/ = > gec A/, e que (A/I),(A/I)y, C (A/I)gn. Para concluir
resta mostrar que a soma ¢ direta. Suponhamos que (Y, .(ay + 1)) = 0. Neste caso
(dec ay) € I e como I é G-graduado segue do Lema 4.1.1 que a4 € I, ou seja (a,+ 1) =0,
assim A/l = @yec(A/I), € 0 lema esta provado. m

A proposigao a seguir é uma versao graduada do Teorema 1.1.27, ao longo da dissertacao

também iremos nos referir a ela como Teorema dos Isomorfismos.

Proposigao 1.2.16. Teorema dos Isomorfismos Sejam A e B dlgebras G-graduadas e
®: A — B um homomorfismo G-graduado. Entdo, o ker(®) € um ideal G-graduado de A e
a dlgebra quociente A/ ker ® € isomorfa (como dlgebra graduada) a Im®P = ®(A).

Prova: E facil ver que ker(®) é um ideal de A, vamos mostrar que ele é G-graduado. Seja
a € ker(®) ea =)
homogéneos. Como ® é homomorfismo graduado temos que 0 = >
portanto ®(a,) € ker(P).

A aplicacao ¥V : A/ ker® — B dada por ¥(a + ker(®)) = ®(a) estd bem definida pois
se a, b € A sao tais que a + ker(®) = b + ker(®), entdo a — b € ker(®) e ®(a) = ®(b), ou

ag, onde a, € A, é a sua decomposicao como soma de elementos
(©(ag)) ¢ P(ay) € By,

geG

geG

seja U(a + ker(®)) = U(b+ ker(®)). E ficil ver que ¥ é um homomorfismo graduado, assim
resta apenas mostrar que W ¢ injetor. Se U(a + ker(®)) = 0 entdo ®(a) = 0 e a € ker(P),

logo a + ker(®) = 0 e o lema estd provado. m
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1.2.2 Algebras Graduadas Livres e Identidades Polinomiais

Graduadas

Precisamos do conceito de algebra associativa livre G-graduada. Consideremos uma
familia {X,|g € G} de conjuntos enumerdveis e dois a dois disjuntos. Tomemos entao

X =, cq X, e consideremos a dlgebra associativa livre unitdria K (X). Definimos agora
wt(l) =0 e wt(z1wy...xy) = wt(x))wt(zs) . .. wt(T,)

onde wt(x;) = g se x; € X,. Sendo entdo m um monodmio de K (X), dizemos que wt(m) é o

G-grau de m. Tomando para cada g € G
K(X), = (m | m ¢ mondomio de K(X) e wt(m) = g)

temos
K(X) = @gecK(X); e K{X)K(X)n C K(X)gn
para quaisquer g, h € G, assim K(X) é uma &lgebra G-graduada denominada a algebra

associativa livre G-graduada.

Lema 1.2.17. A dlgebra G-graduada K(X) satisfaz a sequinte propriedade universal: Para
toda dlgebra G-graduada A, toda funcdo ® : UgeaX, — A tal que ®(X,) C A,, para todo

g € G pode ser estendida a um unico homomorfismo de dlgebras.
Agora podemos dar a definicao de identidade polinomial graduada.

Definicao 1.2.18. Seja A = ©gecAy uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um polinémio
f(z1,...,z,) € K(X) € uma identidade G-graduada de A se f(ay,...,a,) = 0 para

quaisquer a; € Ayyz,y comi =1, ..., n.

Daremos agora a definicao de Tg-ideal, que é o analogo para o caso de identidades

polinomiais graduadas do conceito de T-ideal.

Definicao 1.2.19. Seja K(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de K(X)
¢ dito ser um Tg-tdeal se o(I) C I para todo endomorfismo G-graduado ¢ de K(X). Dado
um subconjunto S qualquer de K(X), definimos o Tg-ideal gerado por S, que é denotado
por (S)I¢ | como sendo a intersecao de todos os Tg-ideais de K(X) que contém S. Quando

G =7, o Tg-ideal também serd denotado por T,,.
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E claro que K(X) é um Tg-ideal que contém S, assim na definicio acima (S)76 ¢ in-
tersecao de uma familia nao vazia de conjuntos, além disso nao é dificil ver que a intersecao
de uma familia qualquer de Ti-ideais é ainda um Tg-ideal, portanto (S)7¢ estd bem definido
e é o menor Tg-ideal que contém S.

O Tg-ideal gerado por S coincide com o subespago vetorial de K (X) gerado pelo conjunto

{hlf(gl,...,gn)hg | f(xl,...,xn) - S ) hl,hg,gl,...,gn € K<X>,
WH(f) = wh(@), . wh(f) = wi()}-

A proposigao a seguir é bastante util, sua demonstragao é simples e por isso serd omitida.

Proposicao 1.2.20. Sendo A uma dlgebra G-graduada, temos que o conjunto Tg(A) das
identidades G-graduadas de A é um Tg-ideal de K(X).

Exemplo 1.2.21. Consideremos a dlgebra de Grassmann G com sua Zs-gradua¢ao natural
(conforme definida no Exemplo 1.2.3). Como ab = —ba para quaisquer elementos a, b € Gy,
temos que f(xy1,x2) = 122 + 2911 € K(X), onde K(X) € a dlgebra livre Zs-graduada, com
a(xy) = a(xe) =1, € identidade Zs-graduada de G.

O préximo resultado mostra uma importante relagao entre os conceitos de identidades

polinomiais ordinarias e graduadas.

Proposigao 1.2.22. Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduagoes tais que
Te(A) CTe(B), entao T(A) C T(B). Ademais, se Tg(A) = Tg(B), entao T(A) = T(B).

Prova: Consideremos a &algebra associativa livre K(Y), onde Y = {y1,42,...} e seja
fy1,y2,...,yn) € T(A). Para cada i = 1, 2, ..., n, escolhemos z;; € X, e definimos o

polinomio fi = f(3_,cq Tigr - -+ D geq Tng) € K(X).
Como f € T(A), é facil ver que f; € Tg(A) e dai f; € Tg(B). Dados by, bs, ..., b, € B,

tomemos by, € By, parai =1, ..., ne g € G, tais que b; = dec big. Fazendo entao as
substituigoes ;4 = by, parai =1, ..., ne g € G, temos
Fsbar . b) = 1 (zblg,zbzg,...,zbng) -
geG geqG geG

e assim f € T(B).
Se Tg(A) = Ta(B), entao Tg(A) C Ta(B) e Tg(B) € Tg(A), donde temos a ultima

afirmacao. m
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Observacgao 1.2.23. E importante observar que a reciproca do resultado acima € falsa. As
dlgebras Zs-graduadas E = Ey+ Ey e E = E+0 (graduagdo trivial), satisfazem identidades

Zo-graduadas diferentes.

Definicao 1.2.24. Uma dlgebra Zo-graduada A € supercomutativa, se ab = (—1)wt(a)wt(b)ba

para todos a, b € Ag U Ajy.
Exemplo 1.2.25. A dlgebra de Grassmann € um exemplo de dlgebra supercomutativa.

Definigao 1.2.26. Seja K(X) = K(X)o+ K(X); a dlgebra livre Zy-graduada definida como
acima. Para os monomios f, g € K(X), consideramos as relagées fg = (—1)2Hw@gf ¢
seja I o ideal Zs-graduado gerado por estas relagoes. A dlgebra K(Y;Z) = K(X)/I ¢
naturalmente Zs-graduada (pois herda a graduagio de K{(X)) e é chamada de dlgebra livre

supercomutativa.

A algebra K(Y'; Z) satisfaz a seguinte propriedade universal: Para toda algebra superco-
mutativa A = Ay & A, toda funcdo ¢ : Y U Z — A tal que &(Y) C Ay e $(Z) C Ay pode

ser estendido a um tnico homomorfismo de dlgebras.

1.2.3 Identidades Graduadas Multilineares, Homogéneas e
Proéprias

Nesta se¢ao veremos que sob determinadas condigoes podemos simplificar as identidades

com que trabalhamos, podendo nos restringir a alguns tipos especiais de identidades.

Lema 1.2.27. Seja f(x1,...,Tm) = Yoy [i(z1,...,2n) € K(X) onde f; é a componente

homogénea de f com grau i em x;.
(i) Se o corpo K contém mais que n elementos entao fi(x1,xa,. .., x,) € (f)T6;

(ii) Se a caracteristica do corpo € zero ou maior que o grau de f entdo {f)1¢ admite uma

base composta por uma familia finita de polinomios multilineares.

Prova: (i) Seja I = (f)*¢ o T-ideal de K(X) gerado por f. Escolhemos n + 1 elementos

distintos ayg, ..., a, de K. Como I é um Tg-ideal, obtemos que
n
flojay, o, .. ) = Za;fi(xl,mg,...,xm) el;j=0,1,...,n.
i=0
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Consideramos estas equagoes como um sistema linear com incégnitas f; parai=0,1,...,n.

Sendo o determinante

1 oag - of
1 oy e Oé'il
= [ (0 — )
i<j
1 a, - a”
o determinante de Vandermonde que ¢ diferente de 0, temos que cada f;(xy,z2,...,2y) € 1.
(ii) Por (i), podemos assumir que f;(z1,x2,...,2y,) ¢ multihomogéneo. Seja k = deg,, f.

Escrevemos fi(y1 + y2, %2, ..., 2m) € I (aqui y1, Y2, € Xut(z,) ) sob a forma

k
fy+y2, 20, a) = Zfi(yl,y%-??m s T)
=0
onde f; é a componente homogénea de grau i em y;. Logo, f; € [ parai =0, 1, ..., k.
Como degyj fi<k,i=1,2,...,k—1; 57 =1, 2, podemos aplicar argumentos indutivos e

obtemos um conjunto de conseqiiéncias multilineares de f. Para ver que estas identidades

multilineares sao uma base para (f)7¢ ¢ suficiente observarmos que

k
filyi,y1, 22, ..., Tp) = (Z.)f(yl,xz, ey L)

e que o coeficiente binomial é diferente de 0, pois temos por hipétese que char (K) = 0 ou
char K > deg(f). m

Corolario 1.2.28. Seja A uma dlgebra. Entao,

(i) Se o corpo K € infinito todas identidades polinomiais graduadas de A sequem de suas

identidades graduadas multthomogéneas;

(i) Se o corpo K tem caracteristica zero todas as identidades polinomiais graduadas de A

sequem de suas identidades multilineares graduadas.

Quando a algebra é unitaria podemos restringir a nossa busca de identidades polinomiais
a um determinado tipo de polinémios (polinémios préprios), conforme explicamos a seguir.
No que segue Y = X, e Z = Uy, X, assim X = Y UZ. As varidveis de grau € serao denotas
por y;, ¢ € N e as varidveis de grau diferente de € serao denotadas por z;, j € N, quando

uma variavel tiver grau arbitrario sera denotada por xz;, ¢ € N.
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Definigao 1.2.29. Um polinémio f € K(X) € chamado polinémio prdéprio, se as varid-

veis de grau € aparecem em comutadores apenas, isto €,

flze,... x,) = Z i 2 ) [, wg] s €K

onde a; € N, 1 < i < k e assumimos que 1 € um produto de um conjunto vazio de comuta-

dores. Denotamos por Bg(X) o conjunto de todos os polindmios prdprios de K(X).

O Lema 1.2.34 mostra a importancia dos polinomios préprios para encontrar uma base
das identidades de uma algebra unitaria. A demonstracao estda baseada no Teorema de Witt
e no Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Antes de enuncid-los precisamos da definicao a

seguir.

Definicao 1.2.30. Se A € uma dlgebra associativa e a dlgebra de Lie L € isomorfa a uma
subdlgebra da dlgebra de Lie A7), definida no Exemplo 1.1.8, dizemos que A é uma dlgebra
envolvente de L. A dlgebra associativa U = U(L) € a dlgebra envolvente universal
da dlgebra de Lie L, se L é uma subdlgebra de U™) e U satisfaz a sequinte propriedade
universal: Para qualquer dlgebra associativa A e qualquer homomorfismo de dlgebras de Lie
¢ : G — R existe um winico homomorfismo de dlgebras associativas ) : U — R que estende

@, ou seja, tal que Y(x) = p(x) para todo x € L.

O teorema a seguir garante que toda dlgebra de Lie possui uma &lgebra envolvente uni-
versal, que € tinica a menos de isomorfismos. Recordamos que no inicio deste capitulo fizemos
um comentdrio que toda algebra de Lie L é isomorfa a subdlgebra de alguma algebra A

para alguma algebra associativa.

Teorema 1.2.31. Teorema de Poincaré-Birkhoff- Witt Toda dlgebra de Lie L possui
uma dnica (a menos de isomorfismos) dlgebra envolvente universal U(L). Se L tem uma
base E = {e; | i € I}, onde I é um conjunto ordenado, entao U(L) = K(E)/J, onde J € o
ideal de K(E) gerado pelos polindmios [e;, e;] — e; x e; (simbolo * denota a multiplicacdo em

G). Além disso os elementos

{ei, - eiin <o <ip,p=0,1,2,... },
formam uma base de U(L).
Prova: [11],Teorema 1.3.1, pg 11. =
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Teorema 1.2.32. Teorema de Witt A subdlgebra de Lie L(X) de K{(X)) gerada por X
¢ livre na classe das dlgebras de Lie, além disso U(L(X)) = K(X).

Prova: [11], Teorema 1.3.5, pg 14. =
Agora vamos utilizar estes dois teoremas para encontrar uma base de K(X) que sera

bastante util.

Proposicao 1.2.33. Suponhamos que os elementos

XT1,T2, ..., [xipxiz]; [xjﬂxjé]? DR [:Cklv'rka;x]%]? R

formam uma base ordenada de L(X) onde os elementos x1,xs, ... precedem os comutadores.

Entao

(1) O espago vetorial K(X) tem base formada pelos elementos
il P P L A

onde ay ..., Gy, b,...,c >0 e[z, x| < - <|xy,...,2,], na ordenagio da base de

L(X).

(i1) Os elementos desta base tais que a; = 0 sempre que wt(x;) =0, 1 < i < m, formam

uma base para Bg(X).

Prova: O item (i) segue do Teorema de Witt que garante que U(L(X)) = K(X), e do
Teorema de Poincaré-Brirkhoff-Witt, que nos diz como encontrar uma base para U(L(X))
a partir de uma base ordenada de L(X). O item (ii) segue diretamente do item (i) e da
definicao de Bg(X). m

A seguir utilizaremos a base de K (X') dada na proposigao anterior para provar que quando
o corpo ¢ infinito as identidades graduadas de uma &algebra seguem de suas identidades
proprias. Para isto serd necessario utilizar o seguinte fato: Se A é uma algebra G-graduada

entao sua unidade é homogénea de grau e. Isto serd provado no Capitulo 2, Lema 2.1.5 (ii).

Lema 1.2.34. Se A ¢ uma dlgebra unitdria G-graduada sobre um corpo infinito K entao
todas as identidades polinomiais graduadas de A sequem das suas identidades préprias (ou
seja, daquelas em Tg(A) N Bg(X)). Se char K = 0 entao todas identidades polinomiais

graduadas de A sequem das suas identidades proprias multilineares.
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Prova: Seja f(yi,...Ym,21,---,2n) € K(X). Pela Proposigdo 5.1.4 podemos escrever f

como
— ai a An+1 a
f= E Qi Y e 2 W (Y1 Yms By -5 Zn)s O € KK
onde Wy (Y1, -+ Ym, 21, - - -5 2n) € Bg(X) e a soma é feita sobre as m-uplas a = (aq, ..., a,)

tais que a; < deg, (f),1 <i <nea; <deg,(f),n+1<i<m. Paracada f dessa forma
definimos o conjunto
M(f) = {M17M27"'7Ml}
= {a1]a1é o primeiro termo da n-upla a = (ay ..., a,) e a, # 0},

onde My > My--- > M; > 0.

Afirmamos que se f € Tg(A) e f é multihomogéneo em y;, entao

gi = Z Qays? .y W (Yt Ymy 21, -5 2n) € Ta(A), 7 =1,2,...,n.
alej

A demonstracao do lema segue desta afirmacao, juntamente com o Lema 5.2.8, pois se f é
multihomogéneo entao f é conseqiiéncia das identidades {wq(y1, - .-, Ym, 21, - - -, Zn)|a 7 0},
que sao multilineares se f é multilinear. Agora demonstraremos a afirmacao.

E claro que

Wa(th + 1, Yms 215 -+ 2n) = Wa(Y1s -+ s Yy 215 -+ -5 Zn)-

Como wt(1) = € segue que f(y1 + 1,...,Ym,21,--.,2,) também ¢é identidade polinomial

graduada para A e concluimos que
al a -
fn+1, . Ym, 21, zn):Zaa Z ( Z_l)yixf e B W (Y1 e ey Yy 21y - -5 2n) € Ta(A).

Como f é multihomogénea a; + deg, (wa(y1,- .-, Ym, 21,---,2n)) = deg, (f), assim a com-

ponente homogénea com menor grau possivel em relacao a y; se obtém quando a; = M; e é

dada por
a2 a
E Qalys? o 2o W (Y1s - - o s Yy 215 -+ 5 Zn),s (1.1)
a1=M;
onde o sub-indice a; = M; no somatério significa que a soma é feita sobre os a = (ay ..., a,,)

tais que a; = m. O corpo K ¢ infinito, logo segue do Lema 5.2.8 que o polinomio 1.1 pertence
a Tg(A>
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Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para 1, 2, ..., k, onde k£ é um nimero
natural menor que n.

Multiplicando g; +go+- - - + g por y;* e subtraindo o produto de f(y1, ..., Ym, 21, -, 2n)

obtemos

R(Y1s s Uny Znads -« oy Zm) = Z Yyt Yz 20w (Y Y 21, - - 20) € Ta(A).
a1>Mk

E claro que M (9) = {Mjy41,..., M} e aplicando os argumentos anteriores ao polindémio g

concluimos que
a2 an .0n+1 a
g Qals” - Yn 2t e 2 WY1y - Yms 21, - - 5 2n) € Ta(A),
a1=Mjy 1

e a afirmacao esta provada. m
Como veremos este lema serd fundamental para encontrar uma base para 7T5(G ® G) no

Capitulo 5.
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CAPITULO 2

Graduacoes nas Algebras de Matrizes

Neste capitulo estudamos as graduacoes na algebra das matrizes sobre um corpo K. A

maioria dos resultados estao em [6].

2.1 Graduacoes Fina e Induzida

Nesta secao definiremos dois tipos importantes de graduacao nas algebras de matrizes, a
saber, a “fina” e a induzida, também provaremos alguns lemas que serao usados nas proximas

secoes. Recordamos que a G-graduagao

R = My (K) = @eah,
na algebra das matrizes n x n sobre um corpo K ¢é dita elementar se existe uma n-upla
(91,---.9n) € G™ tal que Ej; € Rglflgj.

Definicao 2.1.1. Sejam G um grupo, H subgrupo de G, A = ®pegAn uma dlgebra H-
graduada e B = M,(K) = @,ecBy a dlgebra matricial com a G-graduagdo elementar deter-
minada pela n-upla (g1, ..., 9,) em G". A G-gradua¢io R = @geq Ry na dlgebra R = A® B,
definida na seguinte maneira: R, = Span{a ® E;;la € Ah,gi_lhgj = g}, € denominada

graduacao induzida.

Nao ¢ dificil verificar que a decomposicao R = ©g4cc Ry ¢ de fato uma G-graduacao. Para

ver isto considere r = a® E;; € Rje s = b® By € Ry, entao rs = §;,ab® L e pela defini¢ao
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acima rs € R Se rs # 0 entdo j = k, g = g; 'wt(a)g; e h = gj_lwt(b)gl, assim

g; 'wt(ab)g”
g; twt(ab)g, = g[lwt(a)gjgj_lwt(b)gl = gh. Portanto rs € Rg,. Dal segue que, em geral, se

r € Ry, esc Ry, entao rs € Ryy,.

Definigao 2.1.2. Uma G-graduacao R = ©gec Ry em uma dlgebra A € denominada fina se

dim A, <1 para todo g € G.

Lema 2.1.3. Seja R = M,(K) a dlgebra das matrizes n x n sobre um corpo K, munida de
uma G-graduagao, R = @yeqRy. Se as matrizes escalares estao na componente unitdria R,

e todas as matrizes Fy;, i = 1,...,n, sao homogéneas, entao a graduacao é elementar.

Prova: Observemos que se um elemento idempotente u é homogéneo entao u € R., pois se
u € Ry, entdo u? € Ry2. Como u = u?, obtemos que u € Ry Ry2, ou seja, Ry = Ry2. Logo
g = g% e portanto g = . Assim as matrizes Ei1, ..., E,, estdo na componente R.. Vamos
mostrar que isto implica que E;; ¢ homogenea para todos os 1 <7,5 < n.

Observemos que para quaisquer 1 < k,t < n existem g € Gea € R, com a = Z” a;j i
e ap 7 0. De fato, se esta afirmacao fosse falsa entao para todo g € G terfamos R, C R,
onde R = Span{ E; ;|(ij) # (k,t)} e portanto R C é, o que é um absurdo, ja que Ei; € R e
Ey ¢ R. Como Er, By, a,:tlE € R., onde E ¢ a identidade de R, segue que

Ey = (a3 E)E (D _ ai;Eij) By € Ry,

)

e o lema esta provado. m

Observacao 2.1.4. Na demonstracao do lema anterior utilizamos apenas que cada elemento
nao nulo do corpo tem inverso multiplicativo. A mesma demonstracao vale se trocarmos o

corpo K por um anel com divisao D.
No Lema a seguir sempre consideramos ideais unilaterais.

Lema 2.1.5. Sejam R = ©yeca Ry um anel munido de uma G-graduacdo finita, € a unidade

de G, e R. a componente unitiria de R nessa graduacdo. Entdao

(1) Se R nao tem ideais nilpotentes nao nulos entdo R. nao tem ideais nilpotentes nao

nulos;
(i1) Se R é um anel com unidade 1, entdo 1 € R.;
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(iii) Se R € Artiniano, entao R. também é Artiniano.

Prova: Vamos demonstrar primeiro (i) para ideais a esquerda. Seja I um ideal a esquerda
de R.. Suponhamos que I é nilpotente. Como a graduacao é finita temos que |SuppR| =n

para algum natural n. Seja J = RI o ideal a esquerda de R gerado por I. Vamos mostrar que

se I =0, entao J™" = 0. Para isto basta mostrarmos que para quaisquer xq,..., Ty, € 1
e para quaisquer ai, ..., a,, € R homogéneos nao nulos vale a igualdade

A1 T1A2T . . . G Lomn, = 0. (2.1)
Sendo ay, ..., @y, € R homogéneos nao nulos, existem ¢1, ..., gmn € SuppR tais que
a; € Ry, i =1, ..., mn. Considere os elementos u; = g1, U2 = g162, -- -, Umn = 91 -- - Gmn

de G. Se w; € SuppR entdo ajxriasxs...a;x; € R, = {0}, e a igualdade (2.1) vale. Se

u; € SuppR, i = 1, ..., mn entdao como |SuppR| = n existem, pelo principio da casa de
pombos, indices i1 < iy < -+ < 1, tais que u;, = --- = 1u;,,. Neste caso denotamos:

b = Qi 1Ti 1G4 42 - Qs K=1...,m—1
Assim wit(by) = wt(boby) = -+ = wt(boby ...by_1), onde by = aix; ...a;x;,, e portanto

wt(b;)) =e,i=1,...,m—1. Ouseja, by,...b,_1 € R. e no lado esquerdo da igualdade (2.1)
aparece o fator ¢ = x; byx;,by .. . by—17;,,. Como by ...b,—1 € R. e I é um ideal a esquerda
de R. segue que ¢ € I"™ = 0, e portanto vale (2.1). Para ideais a direita o lema pode ser
demonstrado de maneira analoga.

Para mostrar (ii) considere 1, a identidade do anel Re 1 = 1.+ g4e Lg sua decomposicao
em fatores homogéneos. Para z € R temos z = x1, + Zg# xl,, donde v — z1, = zg# xl,.
Como para todo g # ¢ temos wt(zl,) = wt(x)wt(l,) # wt(zr) = wt(r — x1.) segue que
x —xl, =0, ou seja = x1.. Analogamente xr = 1.x, e portanto 1 = 1..

Vamos agora mostrar (iii). Para isto seja I um ideal a esquerda qualquer de R.. Entao o
ideal RI de R gerado por I é homogéneo. Suponha que a € R, x € I e que a é homogéneo.
Se ar € R, entao a € R, e, portanto ax € I. Logo RI[R. = I. Assim qualquer cadeia
estritamente descendente de ideais de R, gera uma cadeia estritamente descendente de ideais

em R e (iii) estd provada. m

Lema 2.1.6. Sejam R uma K-dlgebra com unidade 1 e A uma subdlgebra de R isomorfa a
Mn(F) Se Eij;
R=AC~A®C~M,(C), onde C é o centralizador de A em R.

1, 7=1, ..., n, sdo as matrizes elementares de A e 1 = F11+... E,, entdo
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Prova: Dado z € R, definimos
=Y E.E,

Entao para quaisquer k, [, obtemos

i By = Z EgrE; Ey = EyrEj By = EyrEy,

Eyzi; = Z Eybgyxljs = EybyxEy = EyaEy,
ou seja, x;; comuta com qualquer elemento de A. Por outro lado,

Z'rijEij = Z ESZ'ZEEJ‘SE Z E [L‘E E11 + -+ Ejj)ZE(EH + -4 Ejj) =1zl ==x.
0J V]
Portanto R = AC. =

De agora em diante denotaremos a identidade de um anel por E.

Proposicao 2.1.7. Seja R um anel com unidade, munido de G-graduagio R = @geqRy. Se

x € Ry, € invertivel, entao x=! € Ry, 1.

1

. . 71 o . ~ — A
Prova: Seja 7! =) gec T @ decomposicao de z7° em soma de homogéneos. Temos que

1

E=uxx ! = dec ary. Observe que wt(zr,) = €, somente se, g = h™', e como wi(E) = ¢

segue que 1, = 0 para todo g # h™!. Portanto, 7' =rjy-1. =

Lema 2.1.8. Seja R = My(K) a dlgebra das matrizes k x k sobre um corpo K munido de
G-graduacio R = ®yecqRy. Se dim R, = 1 entao esta G-graduacdo € fina e os elementos

homogéneos nao-nulos de R sao invertiveis.

Prova: Pelo Lema 2.1.5 a identidade E estd em R. e como sua dimensao é 1 segue que
R. ¢ o conjunto das matrizes escalares. Seja x € R, um elemento homogéneo, nao nulo
tal que detx = 0. Neste caso, det axb = 0 para quaisquer a, b € R. Observemos que se
z € RxR entao existem a;, b; € R homogéneos tais que z = ) . a;xb;. Se z € Rt RN R, entdo
a;xh; € R.. Assim a;xb; sao matrizes escalares com determinante nulo, logo a;zb; = 0e z = 0.
Portanto RxR N R. = 0. Assim z gera um ideal préoprio em R, o que é uma contradicao.
Agora, se 0 # = € R, entdo = é invertivel e, pela Proposi¢ao 2.1.7, z7! € R,-1 # 0. Segue
daf que se 0 # z,y € R, entdo x é invertivel e z 'y = AE, pois 'y € R.. Logo, x e y sao

linearmente dependentes e dim R, = 1. =
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Corolario 2.1.9. Se a dlgebra M, (K) das matrizes sobre um corpo K tem uma gradua¢do

fina entdao todo elemento homogéneo ndao nulo de M, (K) é invertivel.
Prova: Segue diretamente dos Lemas 2.1.5 e 2.1.8. =

Lema 2.1.10. Seja M, (K) = R = @4ccR, a dlgebra das matrizes sobre um corpo K munida
de G-graduagao fina. Entao H = SuppR é um subgrupo de G.

Prova: Seja 0 # a € A; um elemento homogéneo arbitrario. Pelo Lema 2.1.8 o elemento a
deve ser invertivel. Seja H = SuppR e suponha que a, b € H. Desse modo R, # 0 e Ry, # 0.
Entao existem a € R,, b € R, nao nulos e como a e b sao invertiveis segue que ab é nao nulo.
Além disso wt(ab) = gh e portanto Ry, # 0. Logo H ¢é fechado para a multiplicagdo. Pelo
Corolério 2.1.9, se h € H entao h~! € H. Portanto H é subgrupo de G. m

Definigao 2.1.11. Dizemos que uma dlgebra G-graduada A € dlgebra graduada com

divisao se cada elemento homogéneo nao nulo € invertivel.
Como conseqiiéncia dos Lemas 2.1.8 e 2.1.10 obtemos o corolario seguinte.

Corolario 2.1.12. Seja A = M,(K) = ®gecA, a dlgebra das matrizes sobre um corpo
algebricamente fechado K, e munida de G-graduagao. Entdo A é uma dlgebra graduada com

divisao se, e somente se, a G-graduacao € fina.

Prova: Se a G-graduacao é fina entao, pelo Corolédrio 2.1.9, A é uma &algebra G-graduada
com divisao. Suponha que cada elemento homogéneo nao nulo é invertivel. Pelo Lema 2.1.5
a componente homogénea A, é uma subdlgebra semi-simples contendo todas as matrizes
escalares. Por hipotese A. é uma algebra graduada com divisao sobre K, sendo K é alge-
bricamente fechado temos que dim A, = 1. E a partir do Lema 2.1.8 obtemos que todos os

subespagos nao nulos A, tém dimensao 1. m

2.2 Graduacao Fina e Representacoes Projetivas

Nesta secao mostraremos que a classificacao das graduacgoes finas é equivalente a um

conhecido problema de teoria dos grupos.

Definicao 2.2.1. Sejam G um grupo finito e V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma

aplicagio f : G — GL(V') é chamada representagao projetiva de G em 'V se f(¢) = E,
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aqui € € a identidade de G e E € a identidade de GL(V'), e f(g)f(h) = a(g,h)f(gh) para
quaisquer g, h € G onde a(g,h) € um escalar nao nulo. Uma representagdo projetiva €
denominada irredutivel se V nao tem subespagco W nao trivial tal que f(g)(W) C W para

todo g € G.

Com esta defini¢do podemos ver f como func¢ao de G para PGL(V) = GL(V)/Z(GL(V));
PGL(V) é chamado de grupo linear projetivo. Entdo f é homomorfismo de grupos (os
escalares somem pois serdo «(g, h)1,).

Nao ¢ dificil vermos que para um grupo de ordem n a dimensao das representagoes pro-
jetivas irredutiveis é limitada por v/n quando K é algebricamente fechado, a demonstragao
desse fato é bem parecida com a demonstracao do Teorema 2.2.2 abaixo (e por isso iremos
omiti-la). Qualquer grupo abeliano do tipo Z, x Z, tem uma representacao irredutivel de
dimensao n, podemos obter tal representagao da seguinte maneira. Seja A uma matriz com
1 nas posigoes (i,7 + 1) e (n,1), e com zero nas outras. Seja B a matriz diagonal onde na
diagonal aparecem as raizes n-ésimas da unidade. A aplicacdo f : Z, x Z,, — GL(C") dada
por f((a,b)) = A*B® é uma representacio projetiva irredutivel de dimensio n.

Em geral é um problema complicado classificar os grupos de ordem n? que tem repre-
sentagao projetiva irredutivel de dimensao n e encontrar tais representacoes.

O teorema a seguir mostra que de certo modo a classificacao das graduacoes finas nas
algebras de matrizes é equivalente a descricao dos grupos finitos com representacoes proje-
tivas de grau maximo.

De acordo com o Lema 2.1.10, o suporte de qualquer graduacao fina na algebra das

matrizes é um subgrupo finito de G.

Teorema 2.2.2. Qualquer graduagao fina em uma dlgebra de matrizes R = M, (K), sobre
um corpo K, determina uma representacao projetiva n-dimensional do grupo H = SuppR,
de ordem n*. Se K € algebricamente fechado e G é um grupo de ordem n® entio qualquer
representacao projetiva irredutivel n-dimensional de G determina uma graduacao fina na

dlgebra de matrizes M, (K).

Prova: Seja M,,(K) = R = ®4e¢ R, uma graduagao fina na dlgebra das matrizes. Sabemos,
pelo Lema 2.1.10, que H = SuppR é um subgrupo de GG e que dim R;, = 1 para todo h € H.
Em cada componente Ry, h € H e h # € escolhemos uma matriz ndo nula denotada por f(h).
Se h = ¢ definimos f(e) = F, a matriz identidade. Temos que f(g)f(h) = «a(g,h)f(gh),
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para algum escalar nao nulo a(g, h), ja que cada componente Ry, h € H, tem dimensao 1 e
f(g), f(h), e f(gh) sd@o ndo nulos. Assim obtemos uma representagao projetiva de H.
Para vermos a irredutibilidade desta representacao consideremos um subespaco nao nulo

W de K™ e suponhamos que
f(h)(W) C W para todo h € H. (2.2)

Denotemos por T' : K" — W+ a projecao de K™ em W+. Seja T = Y onen In a de-
composicao de T' em fatores homogéneos. Como dim R;, = 1 existem escalares \;, tais que
T =3 sen Mf(Rh) e por (2.2) segue que T(W) C W. Assim W+ =T(W)C W e W+ =0,
logo W = K™.

Agora considere um grupo G de ordem n? e f : G — GL,(K) uma representagao
projetiva irredutivel de dimensao n sobre um corpo algebricamente fechado K. O espaco

vetorial

A= Span{f(g) | g € G} (2.3)

¢ uma subalgebra de M,,(K), pois f(g)f(h) € A para quaisquer g, h € G e assim A é fechado
para multiplicacao. Como K" é um A-moddulo simples e fiel, ja que f é irredutivel, sobre um
corpo algebricamente fechado, segue que A = M, (K). Dai, os elementos f(g), g € G sao

linearmente independentes, ou seja
M(K) = A = Bgeay. (2.4)

onde A, é o subespago de M, (K') gerado por f(g). Pela defini¢do de representacao projetiva
temos que A,A, C Ay, para quaisquer g, h € G. Logo (2.4) é uma graduacao. m

Lema 2.2.3. Se R € uma dlgebra simples e f € R € um elemento idempotente entao
A= fRf € subdlgebra simples de R cuja identidade é f. Além disso se R é graduada entdo
A= fRf é homogénea.

Prova: Primeiro observemos que se z = frf, para algum r € R, sendo f? = f, temos que
fu=frf=frf e af=frf' = frf=u

Ou seja se x € A entao fr=xaf = x.
Sejam [ um ideal de A, com I # A, e RIR o ideal de R gerado por I. Sex € RIRN A

entao existem 1y, s, € R, m; € I tais que x = Y _ rymys;. Como z = fxf e fmyf = m; temos
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que
v=faf =Y friomsif =Y frifrufsif.
Mas frifmyfs;f € I,1logox € I. Assim RIRNA C I # A, e portanto RIR = 0, logo I = 0,

e o resultado estd provado. m

2.3 Teorema Principal

Nesta secao K denotarda um corpo algebricamente fechado, R = M,,(K) a algebra das
matrizes n X n com entradas em K, munida de uma G-graduagao R = @gecRy, ¢ E a
identidade de R. O mnosso objetivo é provar o teorema a seguir, que dd uma descri¢ao das

graduagoes de M, (K') em termos das graduagoes elementar, fina e induzida. Este é o teorema

5.1 de [6].

Teorema 2.3.1. Sejam K um corpo algebricamente fechado e M, (K) = R = @yecRy a
algebra das matrizes nxn com entradas em K, graduada por um grupo G. Entao existem uma
decomposi¢io n = pq, um subgrupo H € G de ordem p* e uma q-upla g = (g1,...,9,) € G4
tais que M, (K) € isomorfa, como dlgebra graduada, ao produto tensorial M,(K) @ M,(k)
com a G-graduagdo induzida onde M,(K) é H-graduada com uma graduagao fina e M,(K)

tem a G-graduacao elementar induzida por g.

Denotaremos por A a componente unitaria de R. Pelo Lema 2.1.5 A é uma algebra semi-
simples que contém FE. Decompomos a dlgebra A em uma soma de componentes simples,
A=A g...® A®. Como K é algebricamente fechado cada A®) ~ M,,(K) é uma algebra
de matrizes. Denotemos por e; a identidade de A®, i =1, ..., k. Entdo a partir do Lema
2.2.3 concluimos que R® = ¢; Re; é uma subélgebra simples e homogénea de R. Denotaremos
por C o centralizador de A®) em R®,

Proposicao 2.3.2. O centralizador C ¢é uma subdlgebra simples e homogénea de R.

Prova: Pelo Lema 2.1.6, R = AOCO ~ AD & C® ese I é um ideal nao nulo de C* entao
A®T é um ideal ndo nulo de R®. Logo R® = AW] ja que R® é simples, e portanto I = C®.
cg, onde c € CW ¢, € CONR,. Se

rcg — cgr € essa ¢ a decomposicao de rc — cr como

. (i) 4 A . .
Para verificar que C'" ¢ homogénea considere ¢ =

r é homogeneo entao 0 =rc—cr =3

soma de fatores homogéneos, logo r¢, — ¢,r = 0 para todo g € G.
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Ou seja, rey = c4r, para todo g € G. Segue dai que r¢, = ¢4r para todo r € R e para
todo g € G, assim ¢, € C®. Portanto C) ¢ homogénea. m

No que segue H® denotara o suporte de C'.

Proposicao 2.3.3. A subdlgebra C% tem uma G-graduacdo fina e HY ¢ um subgrupo de
G.

Prova: Observemos que dim(C® N A®) = 1, pois sendo A® isomorfo & uma &lgebra de
matrizes, se z € C% N A® entdo x = Ne;. Dai, segue que dimC® N A = 1 e como C®
é homogénea segue do Lema 2.1.8 que C'” é uma &lgebra munida de uma graduacao fina.
Além disso, SuppC® = H® é um subgrupo de G, pelo Lema 2.1.10. m

Agora decompomos as identidades das dlgebras AM, ..., A® como uma soma de idem-
potentes minimais, ou seja, de matrizes unitarias diagonais. Para isto denotaremos por efw,

1 <a,B < g, as matrizes unitarias de A%, i =1, ..., k. Entdo e; =€}, +--- + eziqi.

Proposicao 2.3.4. Ezistem elementos homogéneos T; ;—1 € e;Re;_1 e x;_1,; € e;_1Re;, onde
2 <1<k, tais que

CkTh k—1Ck—1 - - - €3T32€2T21€1T12€2T23 - . . Tp—1 xCk 7 0

wt(fi+1,i)wt(:ﬁi7i+1) = E&.

Prova: Temos que
exR ... ResRe1ResR ... Rey, = e Rey, # 0. (2.5)

Para verificar isso observemos que se m é uma matriz nao nula entao RmR é um ideal nao
nulo de R e portanto é igual a R. Dai segue que R... ResRe;ResR... R = R e assim (2.5)

vale. Assim existem elementos homogéneos x; ; € e;Re; 1 < 1,5 < k tais que

€kl k—1€k—1-.-€2L21€1L1 26223 ... Tk—1 kCk 7£ 0. (26)

Lembramos que R = AOCH e AW C R, assim cada elemento r € R se escreve na forma
r =Y ,ac, onde q € AW e ¢ e OO, E claro que r € IRy, se e somente se ¢; € cYn R,.
Logo R, = 0 se, e somente se 9 N R, = 0. Ou seja, SuppR®Y = SuppC? = H® onde
i =1, ..., k. Como 12791 € eaRey ¢ homogéneo nao nulo, to = wt(xex12) pertence a

H® que é subgrupo de G. Logo existe 0 # z, € C?), tal que wt(z;) = t;*. Sabemos que
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C® tem uma graduacio fina e que 2, é homogéneo e nao nulo, assim a partir do Lema 2.1.8
’ s , , . . . !’
concluimos que 29 € invertivel. Além disso z; comuta com ey, assim considerando x5, = 23721,

! — / !/
Tay = T3225 © OBLEMOS qUe Tgy€oTy; = T3p€aT91. Portanto

! !
€KLl f—1€k—1 - - - €3T59€2L0 €121 2€2T23 . . . Tp—1 kCk 7 0 (2.7)

{L‘;ll‘lg € R(Q)
Além disso,

wt(a:/m) = wit(z9712) = wt(22)wt(x91) = wt(w12)  wt(zo1) ' wt(201) = wt(w12) ™"

Analogamente existe um elemento homogéneo e invertivel zz3 € C® tal que wt(z3) =

/ . . ’ " ’ ’ _
wt(T5,93) "', E podemos substituir o, por T3y = 2374, € T43 POT Ty3 = Ty325 - em (2.7).

17 . . p— —
Observe que wit(xsy) = wt(ze3)~". Prosseguindo dessa maneira obtemos Ty j_1, ..., To de
modo que
ekfkyk,lek,l c. 6353262f21€1$12€21‘23 v T—1,kCk 75 0 (28)
e

WH(Tip1,:)wt(Ti41) = €,

e o resultado estd provado. m

Segue da Proposicao 5.1.4 que

fi—l—l,ixi,i—&—l € RE N R(H—l) (§] ji,i—&-lxi-l—l,i S Ra N R(z) (29)
Além disso existem aq, ..., ag, (1, ..., Pk tais que
€§kﬁkfkvk_1egk_jlﬁk71 T 622,3252162!1&1‘%12632(12‘%23 - ':L‘k_lykeikak 7£ 0. (2'10)
Definimos
Yiit1 = eiaieiiaixi’“‘lei&tilaiﬂeiétiﬂ’ Yit1i = ei—EilJrle%—:jlﬁﬂ»lfi_‘—l’ieiﬂiﬂiegil' (2'11)
Entao os elementos y12, ..., Yr—1,k, Y21, - - -, Yk,k—1 Sa0 homogeneos,
631%%16?{1 = Yii+1, eﬁlywl,z’@lﬁ = Yir14 (2.12)
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e, usando 2.10 , obtemos que

Yko—1 - - Y21 - - - Y1,k 7 0. (2.13)

Logo
Yij = YigrYivvisz - Yim15 7 05 Yji = Yjj1Yj-15-2 - Yir1a 7 0 (2.14)

para todos 1 < i < j < k. Desse modo (2.12) vale para quaisquer 1 < 4,5 < k, pois se i < j,

temos

i i I Y i+1 _i+1 i+2 j—1 J\J
€11Y%ij€11 = 11 (€11 Yiir1€11 €11 Yitrli4261] - -- €11 yjfl,jen)en

i i+1 i1 i+2 Jj—1 Jj
= env¥ii+16n €1 Yi+1i42€11 - - €11 Yji-1,5€11 = Yiyj
e de modo andlogo e],y;i€}; = y;;. Temos entao a seguinte relagao
enYijen =Yg, 1<6,7 <k (2.15)

Observemos que Yoz := Yo1y12 # 0 e que wit(ya2) = wt(To1212) (j4 que as matrizes unitarias
efw sao homogéneas de grau €) e por (2.9) wt(Tyz12) = €, 10g0 Yoo € eaRey (R = AP,
Como €3yl = Yoz € Yoo € A® concluimos que Yoo ¢ um multiplo escalar da matriz
e2,. Se dividirmos yy; por esse fator (que é nao nulo, ji que yo2 # 0) podemos assumir
que yx = €34, enquanto as relagoes (2.14) e (2.15) continuam vélidas. De modo anélogo
Y11 1= YiaY: = aei,, e portanto vy = a’eliel, = a’el; = ay;;. Agora observemos que
yg’z = yo1(Y12y21) (Y12921) Y12 = y21y%1y12 = aynynuyiz = a(yYa1yi2)(Y21y12) = &y%Q = Y22,
por outro lado y3, = Y2Yoz = Yay = Y2o. Assim oy = Y2 € portanto a = 1. O mesmo

argumento mostra que dividindo y;1;; por um escalar adequado obtemos

_ _ i+l
Yii+1¥i+1,: = €11 € Yitr1,:Yii+1 = €11 (2-16)

enquanto as relagoes 2.14 e 2.15 permanecem validas. Definindo y; = €%, temos o seguinte

resultado.

Proposicao 2.3.5. Os elementos y;; definidos em (2.11), 1 < i,j < k sdo linearmente

independentes com multiplicagcao dada por y;jyrs = 0jsyis. Ainda y;; € e;Re;j e eﬁlyijeil = Yij.

Prova: E suficiente provarmos que ¥;;yrs = 0;s¥is, dai segue que os y;;,1 < 1,7 < k sao

linearmente independentes. Se j # s entdo por (2.15) temos v;;y,s = €'yij(ee")y.se* = 0,
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pois ele” = 0. Sei < j=r < soui>j=r > ssegue diretamente de (2.14) que y;;y;s = Yis.
Se ¢ = j ent@o para i < s segue de (2.11) que

K . o i i o i+1 i+1 )
Yillis = enliit1litls = 611<€1ai6aiaix%’t+1eai+1ai+1eai+11)yz+1,s
(A i+1 i+1
- elai 6aia¢xi,i+1eai+1ai+1 60{i+1 1Yi+1,s

Yii+1Yi+1,s = Yis-

Da mesma maneira concluimos que v;;yis = Yis, S€ © > S, € qUe YirYpy = Yip. S < jeT > 8

entao

YijYjs = Yiji+1-- -yj—2,j-1(yj—l,j?/j,j—1)yj—1,j—2 <o Ys1,s
_ j—1
= Yiji+1-- ‘yj—27j—1(611 )yj—l,j—2 <o Ystls

= Yiji+1---Yj—25-1Yj-1,j-2 - Ys+1,s = Yij—1Yj—1,s-

Ousejases < jer > sentdo y;;Y;s = Yij—1Y;—1,s, € utilizando esta relagao repetidamente

recaimos em um dos casos Y Yrr = Yir OU Yii¥is = Yis. O caso i > j er < s é analogo. m

Proposicao 2.3.6. O subespaco com base {y;;|1 <i,j <k} € uma subdlgebra graduada de
R, isomorfa a dlgebra My(K) munida de G-graduagao elementar e existem gy = €, ga, ...,

gr € G tais que wt(y;;) = gz-_lgj.

Prova: Segue da Proposigao 5.1.4 e do Lema 2.1.3. m
Lembramos que R® = ADC® o5 elementos das subalgebras simples A® e C¥) comutam
entre si, AV ~ M, (K) estd contida na componente unitéria R., CY ~ M, (K) munida de

graduagao fina e e; + - - - + e, é a matriz identidade de R = M,,(K).

Proposicao 2.3.7. Se p; e ¢; sao como acima, p1g1 + -+ + prqr = N.

2

Prova: De fato, ¢; é a unidade da algebra R® e dim R®) = p?¢?. Como R = ¢;Re; segue

p2¢? = dim R® = P(e;)?, onde P(e;) denota é o posto de e;. Entdao P(e;) = pig;. Como
E=e +--+e, temos n=Pler) + -+ Pley) =piy + -+ + prge- ™

Proposicao 2.3.8. Se y € um elemento homogéneo nao nulo de R entdo
dimyC® = dim CWy = P2,
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Prova: Considere a transformacdo linear T : C® — C®y, definida por T'(x) = xy.
Observemos que T é injetora, pois caso contrario existiria z homogéneo nao nulo (e portanto
invertivel) tal que xy = 0, o que é um absurdo ja que y # 0, além disso T é claramente
sobrejetora. Portanto 7' é um isomorfismo de espacos vetoriais e dim C(Vy = p?2. E claro que

0 mesmo argumento mostra que dimyC® = p?.
Proposigao 2.3.9. O posto da matriz el ép;,i=1, ..., k.
Prova: Observemos que
o) = e eel] = RO = e AVCVES) — e AVEICO - 00
Logo, pela Proposicao 2.3.8, segue que P(e!;)? = dim e@Reﬁ) = dim egil)C’(i) = p? e portanto
Plej) =p;. ®
Proposicao 2.3.10. Com as notagoes acima, temos p1 = ... = pp :=p,
dim C(i)yijC(j) =p? e C(i)yij — yijC(j)-

Prova: Como o posto de €}, é p; temos que

dim X, Re), = pipj. (2.17)

Em particular, a dimensdo do (C®,C")-bimédulo C(i)yijC(j) ¢ no maximo p;p;, ja que
yi; € €iRel, e portanto CWy;;CY) C i) Re),. J4 vimos que CWy,; e y,;CY) sio subespacos

de CWy;;CY) de dimensdo p? e p?, respectivamente. Portanto
dim C’(i)yz-jC’(j) > maxp?,pjz. (2.18)

Ou seja dim CWy,;CW) > max p;, p; e dim CWy;;CY) < pipj,logop; = pj :==peCH, ... CW
tém a mesma dimensao.
Além disso

dim CWy,,CD = p?, (2.19)

Afirmamos que CWy,;CW ¢ irredutivel como um C'®¥-médulo graduado a esquerda e como
um C¥) médulo graduado a direita. De fato, suponha que M # 0 é um submdédulo graduado
de C(i)yijC(j). Seja 0 # m € M um elemento homogéneo nao nulo de M. Pela Proposigao
2.3.8 temos que dim CWm = dim C® = p? e portanto dim M > p?>. Como M é submédulo

40



de C’(i)yijC' ) e dim CC y,]C 7) = p? segue que dim M < p?. Assim dim M = p? e portanto
C@y;;CY = M. De modo andlogo segue que Cy;;C9) & irredutivel como um C¥)-médulo
graduado a direita. Observamos que CWy,; é um C-submédulo graduado de CWy;;CY) e
que y;;CY 6 um C'W-submédulo graduado de CVy,;CY) | logo

O(Z Yij = C ymc D= yng( )- (220)
E o lema esta demonstrado. m
Lema 2.3.11. Eziste um isomorfismo de dlgebras tal que xy;; = y;;(x).

Prova: Pela Proposicdo 2.3.10 para cada x € C¥ homogéneo existe um tinico T € CV) tal
que zy;; = y;;T. Para ver a unicidade observemos que se zy;; = v;;T = y;;Z entao T — 2
¢ homogéneo e como 0 = y;;(T — Z) segue do Corolario 2.1.9 que T = Z. Denotaremos
este elemento por ¢(z). Observemos que se x,y € C% sgo elementos homogéneos entdo
temos que (zy)yi; = z(yi;0(y)) = vie(x)p(y), e portanto p(xy) = ¢p(x)e(y). Logo a
aplicacdo ¢ : C — C9) dada por ¢(3 o 74) = D gpeq P(g), onde x4 € CYNR,, é6um
homomorfismo de élgebras tal que zy;; = y;;¢(x). Se ¢ nao é um isomorfismo entdo existe
z € C% homogéneo nao nulo tal que 0 = o(z), logo zy;; = 0, o que é uma contradicao.
Portanto é um isomorfismo de algebras. m

De certo modo este é um isomorfismo de algebras graduadas. Mais precisamente, a
aplicacdo 6 : H® — HY dada por 6(h) = wt(p(x)), onde x é tal que wt(x) = h, é um
isomorfismo de grupos e (CY N R,) C CY N Ryy,y. Como todos os H® sdo isomorfos
podemos considerar as algebras C® como HM-graduadas. Essas dlgebras sio isomorfas,
como algebras graduadas.

Denotemos, para o caso j =4 + 1 cada isomorfismo desses por ¢; ;1. Definimos ¢; = 1,
P2 = P12, P3 = Pa3Pl2 = V2302, -, Pk = Ph-1xPk—1. Entdo para cada x € CW e i < j
temos ¢;(x)y;; = yijpj(x). Na verdade essa relagao vale para quaisquer i, j.

Lema 2.3.12. Com as notacoes acima, temos
vi(@)yij = yiye;(x),
para quaisquer 1 < 1,7 < k.

Prova: Denotamos por @1, : ") — 0@ 4 =1, ... k — 1 o isomorfismo no caso

i —j =1. Considere a € C®. Temos que
aYi; = AY;i+1Yi+1,i = (yi,i+1(;0i,i+1(a))yi+1,i = yz‘z‘(%+1,i%,i+1(a>)~ (2-21)
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Como a e ¢;+1,p(a); 41 pertencem a CO, y € AW e AOCH ~ A @ CW | segue de 2.21
que a = @;1,0(a); 1. Dal segue que

@i(x)yz',zel = yi,iflsoi,ifl(SOi(x)) = <,0i,171(80i,i7190171($)) = Z/i,ze1<,0i—1($),
e o Lema esta provado. m

Lema 2.3.13. Os elementos T = x + @o(z) + -+ + pi(x). formam uma subdlgebra (nao

necessariamente graduada) C' ~ My(K). Além disso Ty;; = yi;T.

Prova: Observemos que

T-y=(r+pax) + -+ ()Y + pa(y) + -+ 0r(y)),

e como CWCU) = 0 temos que

77 = (vy +ea(2)pa(y) + - + or(@) () = (2y + a(y) + - + pi(ay)) =77

Além disso se 0 =T =z + pa(x) + - - - + ¢i(z), entdo
0=cei(x+ p2(x)+ -+ pr(x) =¢i(x), i=2,....k

e portanto x = 0.

Como y;; € e;Re;, pi(x) € e;Re; e os idempotentes sdo ortogonais, segue de 2.21 que
TYij = Yy, (2.22)

para quaisquer 1 <i,j < k, T € C, e o lema estd provado. =

E claro que os elementos da forma
ehyijels 1 <a < g, 1< B <g

sao homogeéneos. Além disso se efﬂyije{ﬁ = 0, entao 0 = eﬁaefxlyije{ﬁegl = ¢l yi;el,, e por
2.16 temos y;; = 0, o que é um absurdo. Assim os eglyije{ﬁ sao nao nulos, além disso sao
linearmente independentes e o subespaco D gerado por eles é uma élgebra isomorfa a M, (K),
onde ¢ = ¢q; + - - - + q&. De fato, o isomorfismo ¢é definido se levamos e"alyije{ g em By, onde
p=q+ - -+qgataev=q+--+q_1+06
Como Tely = @i(x)ely, €]4T = €] 50;(x) e €l estd no centralizador de C segue de 2.22
que
feiylyijejm = 631y¢j€{gf, (2.23)

ou seja, D estd no centralizador de C' em R. Temos o seguinte resultado.
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Lema 2.3.14. A dlgebra R € isomorfa a CY @ D.

Prova: E suficiente ver que dim D = ¢%, dimC = p* e dim R = p?¢?, portanto R = CD é
isomorfa a CV @ D. =

Na verdade o isomorfismo ¢ : CV) ® D — R é dado por, ¢(z ® E, ) =7E,, , onde

ns

Eu =enyselph=q+ +g1+aev=q+-+qg_1+0 (2.24)

é uma matriz unitaria em D. Agora para provar o Teorema 2.3.1 basta provar que este é
um isomorfismo graduado.

Prova do Teorema 2.3.1: Ja que todos os F,,, sao homogeéneos, sabemos que a graduagao
em D é elementar, wt(E,,) = g, g, onde E,, é o elemento dado em (2.24). Além disso,

podemos assumir que g, = ¢; € g, = g, pois €', € A efﬂ c AU) ¢

wt(E,,) = wt(y;;) = g{lgj. (2.25)

Denotemos H = H® = SuppC™ e vamos calcular o grau do elemento TEuv = o(x ® Euv),
onde z € OW wt(z) = h € H:

WHTE,,) = wt(Telyiel 5) = wt(ei(x)ehyyiels) = wt(i()ys;). (2.26)

Consideremos wt(p(x)) = h'. Entao zy;; = 01(2)y1 = yups(z) pela igualdade (2.22), logo
hgi'g; = g7 ', ou seja, hg; = g, j& que g1 = e. Assim wt(p;(2)y;;) = g; "hgig; 'g; =
g; 'hg; = gLhg,. Considerando em CY ® D a graduacio induzida entdo se z € C,(ll) temos
que

wt(z @ E,) = g, hgy- (2.27)

Isto significa que ¢ é um isomorfismo de algebras graduadas e o teorema esta provado. =
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CAPITULO 3

Graduacoes abelianas na algebra das

matrizes triangulares superiores

Neste capitulo daremos uma descri¢ao das G-graduagoes na dlgebra UT,,(K) das matrizes
triangulares superiores n X n sobre um corpo K quando G é um grupo abeliano finito e K

¢ algebricamente fechado e de caracteristica 0. A maioria dos resultados estao em [19].

3.1 Grupo dual

Nesta secao definiremos o grupo dual G de um grupo abeliano finito G. Se A =
P gec Ag € uma dlgebra G-graduada definiremos uma agao de G em A como automorfis-
mos e mostraremos que um subespago V de A é homogéneo se, e somente se, ¢ invariante
pela acao de G. Para mais detalhes recomendamos [12]. Neste capitulo K é um corpo
algebricamente fechado e de caracteristica 0.

Lembramos que se G é um grupo finito, quando o corpo é algebricamente fechado, vale

o seguinte resultado.
Teorema 3.1.1. Sao equivalentes:
(i) G € abeliano.

(ii) Todas as representacoes irredutiveis tém grau 1.

44



Segue do teorema acima que quando G é um grupo abeliano finito o conjunto G dos
caracteres irredutiveis de G com a operacao x1x2(9) = x1(9)x2(g) é um grupo abeliano,
chamado grupo dual de G.

Podemos definir uma agao de G em A da seguinte maneira

x(a) = x(g)ag
geG

onde x é um caracter irredutivel de G ea =) __, a, é a decomposicao de a € A como soma

geG
de elementos homogéneos a, € A,.

Teorema 3.1.2. Um subespago V' C A é homogéneo se e somente se x(V) =V para todo
=xe

Prova: Sejamv e Vev=> _,v, adecomposicao de v como soma de fatores homogeéneos

geG

e x um elemento de G. Se V é homogeéneo entao v, € V para todo g € G, e portanto

X(v) =3 ,co x(9)vy € V. E como x(g) # 0, para todo g € G concluimos que x(V) = V.
Suponha agora que x(V) =V para todo x € G. Se V ndo é homogéneo entao existe um

natural ¢ tal que:

(*) Existem elementos homogéneos vy, ..., v, € V, onde g1, ..., g: € G, para os quais

U=y + - +ug €V.

Podemos supor que t é o menor nimero natural com a propriedade (*). Seja y tal que

X(g91) = A, x(g2) = e A # p. Entéao
w= 2= x(0) = (A= vy, +--- € V.

o que é um absurdo, pela minimalidade de t. =

Esse fato sera muito usado na demonstracao do Lema 3.2.2.

3.2 Resultado principal

Nosso objetivo neste capitulo é provar o resultado a seguir, que corresponde ao teorema

principal de [19].

Teorema 3.2.1. Sejam K um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0 e A = UT, a
algebra das matrizes triangulares superiores sobre K, graduada por um grupo abeliano finito

G. Entao A € isomorfa como dlgebra graduada a UT,, com alguma G-graduagao elementar.
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Antes de demonstrar o teorema precisamos dos resultados a seguir.

Lema 3.2.2. Seja A = UT, = ©yecly graduada por um grupo G. Se as matrizes ele-

mentares sao homogéneas entao a graduagao é elementar.

Prova: Como E)y, ..., E,, sio homogéneas na G-graduagiao e E2 = Ey, i =1, ..., n
segue que Fii, ...FE,, estdao na componente unitaria A. de A. Seja g3 = &. Definimos
gi+1 = giwt(Ei7i+1), 1= ]_, N 1. Entao é claro que Eij = L4l ey Ej—Lj S Agflgj e

o lema estd provado. m

Lema 3.2.3. Seja A = UT,, = ®yeqAy como no teorema. Entdo existem matrizes trian-
gulares estritamente superiores Y1, ..., Y, tais que e, = FEy1 + Yy, ..., e, = E,, + Y, sao
idempotentes ortogonais e ey, ..., e, € A, onde A, € a componente unitaria de A na G

graduacao dada.

Prova: Sejam |G| =m e G = {¢1,---,om} 0 grupo dual de G. O teorema serd provado por
inducao. Se n = 1 o resultado é 6bvio. Suponha que n > 2 e que o lema ja esta provado para
n — 1. A subdlgebra das matrizes triangulares estritamente superiores J = Span{E;;|1 <
i < j < n} é o radical de Jacobson de A e portanto ¢(J) = J para todo ¢ € AutA e

conseqiientemente J é homogeénea. Denotamos
W = Span{Ein, ..., En_1,}-

Nao é dificil ver que W é o anulador a esquerda de J. Seja ¢ € AutA, como p(J) = J

1 e o automorfismo inverso de

temos que se j € J entao ¢(w)j = e(we'(j)) = 0, onde @~
@. Assim (W) = W, e portanto W é homogéneo. Como W é um ideal homogéneo temos
que A/W também é uma algebra G-graduada.

Denotemos por p: A — A/W a projecao canonica. Entao

AW = p(UT,..)C

onde C' = p((Ey,)) é a imagem do subespago gerado por E,,. Como UT,_1 "W = {0} a
restrigao de p a UT,,_; é um isomorfismo e portanto UT,,_1 ~ p(UT,_1).
Vamos mostrar que
J(p(UT, )P C) = J(p(UT,)). (3.1)
De fato, seja y € J(p(UT,-1) ® C). Temos que y € p(UT,_1), pois caso contrario existiriam
0#£Ne K, yeUT,_ tais que y = p(§) + Ap(E,,). E portanto p(I) — 3y = p(I — 3§ — Eyy)
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nao é invertivel, ja que M = I — {y — E,, ¢ uma matriz triangular superior com M,,, = 0,
o que é um absurdo pois y € J(p(UT,-1) ® C). Observemos que E,,(UT,_1) = 0, logo se
xr=T+c¢, com€p(UT,_1),c€Ctemos 1 —axy=1—1yeassimye JUT,.1PC) se,
e somente se y € J(p(UT,,—1)). E 5.6 estd provada.

E claro que o anulador (bilateral) de J(p(UT,—1)) é ({p(Enn), p(E1n-1)}), € segue de
(5.6) que para qualquer ¢ € Aut(A/W) vale

p(J(p(UTn-1))) = J(p(UT,-1))

((p(Enn), p(Ern-1))) = (p(Enn), p(Ern-1)).

Logo ¢(p(Enn)) = ap(Enn) + Bp(E1n-1), @, B € K e como E?, = E,, concluimos que o = 1
e 3=0.
Assim as subdlgebras C' e p(UT,_1) = AnnC' sao homogéneas em A/W. Por hipétese de

inducdo o lema esta provado para p(UT,,_1). Existem Y, ..., Y, € Span{E;|l <i < j < n}
tais quesee; = By +Yy, ..., e, | = E, 1, 1+Y,_, entdo p(e)), ..., p(e,) sdo idempotentes
ortogonais e invariantes pelos automorfismos ¢, ..., ¢,. Dai segue que os e, ..., e, ,

sao idempotentes ortogonais, ja que UT,_1 N W = {0}. Além disso esses elementos sao
invariantes pelos automorfismos ¢, ..., ¢, médulo W, pois p(goi(e;-)) = goi(p(e;-)) = p(e;).
E claro que p(E,,) estd na componente unitéria de A/W, ja que C' é homogénea em A/W.
Logo e, = E,, também é invariante pelos automorfismos ¢, ... @, médulo W.

Como G = {1, ... pm} é um grupo abeliano, K é algebricamente fechado e G(W) C W,
existe uma base {wy,...,w, 1} de W que consiste de autovetores de ¢;, i =1, ..., m.

. ’ . / / .
Fixemos um e;, vamos construir o e; da forma e; = €; + u;, para algum u; € W. Seja

’

!
ple;) =e; +awy + ... ap_ 1wy

para algum ¢ € @, onde ay, ..., a,—1 € K. Se p(w;) = Nw;, i =1, ..., n—1, entdo é claro
que

n—1
’ /

Pe) = e+ Y al+ A+ + A w

i=1
Como ™ = 1 segue que

ai(1+ XN+ + A" =0, paratodoi=1...,n—1. (3.2)
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Analogamente se ¥ € G. (w) = pw;,i=1,...,n—1e
P(e;) =€+ biwy + -+ + by_1wy,_1,
entao
bi(l+ X +---+ A" 1) =0, paratodoi=1...,n— 1. (3.3)

Temos que
n—1

vep(e;) = 6;' + Z(bz + pia;)w;,

=1

n—1
pv(e;) = e;+ > _(a; + Nibi)wi,
i=1
e como G é abeliano segue que
bi(l—XN)=a;(1 —p;), i=1,...,n—1 (3.4)
Agora construimos e;-/ pela seguinte regra. Se para nosso ¢ € G todos os AL, ooy Ap_q 820
diferentes de 1, entao definimos
7" ’ aq Ap—1
—_— e — W, 3.5
e e]+1_>\1w1+ +1_)\n71w 1 (3.5)
Se A\; = 1, mas p; # 1 para algum outro ¥ € G substitufmos o coeficiente 5 de w; em
(3.5) por 1EM, Se p(w;) = w; para todo p € G entdo em (3.5) tomamos o coeficiente de w;

como sendo 0.

V " o "
amos agora mostrar que ¢(e;) = €.

. . " I
j Para isto consideremos e; = e; +oaqwy + -+

Qp_1Wy,—1. Temos que

1 !

ple;) = e; + (a1 + Mo)wy + -+ (a1 + Apo10m—1)Wy—1.

Se \; # 1, entao a; = % e
a;

1—\
Segue de (3.2) que \; = 1 implica que a; = 0. Assim se \; = 1 mas p; # 1 para algum outro

a; + o, = = Q.

(NS G para algum 1 # ¢ entao

a; + oy = ay.

E se p(w;) = w; para todo p € G entdo o, =0e
a; —+ )\iai =0= Q.
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Logo gp(e;) = e;/.
Segue da relagao (3.4) que ¢(e;~/) = e;./ para todo ¢ € G. Agora definimos u; = e;-' —e

7
ou seja, eg = e;- +u;, =1, ..., n. Lembramos que para todo j =1, ..., n—1 os e;- Sa0
idempotentes, e;, e;' e€UT, 1, uj €W, W? =0, e, = Eny e que W(UT,_;) = 0. Assim os

elementos

(€)? =(e;+u)’=e;+eu;, j=1,....n—1

’

(6;;)2 = (6;1 + un)2 = 6;1 + upe,

"

(e;-/)2 (e,)* = (e; + uj)z(e;l +u,)? = e;(uj + un)e;z, j=1,...,n—1

também sao invariantes pela acao de qualquer ¢ € G. Entdo os elementos

! !/

e = e;-+e;-uj —e;(uj+un)e,, j=1,...,n—1,

en = e;l + une'n
satisfazem a condicao v (e;) = e; para todo ¥ € @, 1 =1, ..., n. Vamos agora mostrar que
os ey, ..., €, sao idempotentes ortogonais. Como We;. =0,5=1,...,n—1, temos e;LW =0
e os ell, ceey e; sao idempotentes ortogonais. Segue que e;e; = d;;¢; para todo
i=1,...,n—1. De modo andlogo, €2 = e,, e,e; =0, j =1, ..., n — 1. Finalmente,

/ / / P /
ejen = (e +euy —e;(uj +un)e,)(e, +une,)

’ ’ ’ ’ ’ !
= ejuje, —e;(u; +un)e, + ejune, =0,

para todo 7 =1, ..., n — 1. Por construgao os elementos ey, ..., e, sao da forma Fy; + Y1,
ooy Eun + Y, respectivamente, com Y; ..., Y, € J(A) e o lema estd provado. m

Prova do Teorema 3.2.1: Consideremos os idempotentes e; = F1+Y1, ..., e, = E,,+Y,
construidos no Lema 3.2.3. Como ey, ..., e, € A., qualquer subespaco A;; = e;Ae; ¢

homogéneo. Além disso A;; # 0 pois 0 # e;Ejje; € Ajj. Se 0 = Zlgigjgn a;;a,5, onde
0 # a;; € Ajj e aj € K, entao, como os idempotentes ey,. .., e, sao ortogonais segue que

0= ek(21§i§j§n a;jaii)e; = agag. Logo ayy = 0. Dal segue que
A = Di<i<j<nAij,
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e dim A;; = 1 para quaisquer 1 <7 < j <n.

Se i < j entao
eilijej = By + YiEi; + EiY; + YiE;Y; € J(A),

logo @1<i<j<ndij C J(A). Como os dois subespacos tém a mesma dimensao vale a igualdade

_ : -1 _ _ _
J(A) = @1§i<j§nAij' Assim J" = A12A23. . 'An—l,n e Sse Az’,i+1 = <Cl,ij>, onde Qii+1 =
eilije; ¢ um elemento homogéneo nao nulo tal que e;a; ;41641 = i1, ¢ = 1, ..., n — 1,

entao aj2a93 ... ap_1, 7 0. Assim os elementos homogéneos
A1] = €1, ..., App = €n, Qi = Qi1 .-.-A5-1 4, 1< <j <n,
formam uma base de A com a multiplicacao dada por
QijQK = (Skjail-

Agora o teorema segue do Lema 3.2.2. =
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CAPITULO 4

Identidades Graduadas para a

Algebra de Matrizes n X n

Neste capitulo consideramos a algebra M, (K) das matrizes de ordem n sobre um corpo
K com a Z,-graduagao dada no Exemplo 1.2.6. A maioria dos resultados estao em [2]. Assim

M, (K)©® consiste das matrizes da forma

ap 0 ce 0
0 azs - 0
. . y al,l,ag,z,...,anm € K,
0 0 - aun

e, para 0 <t <n — 1, M,(K)* consiste das matrizes da forma

0 a1,t+1 0 T 0
0 a2 42
0 o 0 0 0 C g ,
an_ti11 -+ 0 0 0 0
0 C gy 0 0 - 0
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onde A1,t415 A2¢425 «+ -y Apn—tny Apn—t4+1,15 - -5 Ant € K.
Em [20] Vasilovsky mostrou que quando char K = 0 todas as identidades Z,-graduadas
de M, (K) seguem das identidades:

(i) x1mg = 2o, WH(21) = Wt(xg) = O;
(i) 212379 = Tox32y, Wt(11) = Wt(x2) = —wt(x3).

Mais tarde em [2], Azevedo estendeu o resultado para corpos infinitos de caracteristica
qualquer. Para isto foi necessario construir um modelo genérico para M, (K). De agora em
diante iremos nos referir as identidades acima como (i) e (47).

Neste capitulo uma barra sobre um i € Z denota a imagem de ¢ pela proje¢ao canonica

Z — Z/nZ enquanto i (mod n) denota o resto da divisao de i por n.

4.1 Um Modelo Genérico para M, (K)

Sejam YV = {y™ | 1<k <n,i>1}e Q= K[Y] = K(Y)/J, onde J = (y1y2 — ya11), a
(k)

algebra dos polinémios em varidveis comutativas gerada pelas varidveis y;'. Decompomos
a algebra M, () das matrizes n X n com entradas em 2 como soma direta dos subespagos

M,,(Q); formados pelas matrizes do tipo

0 fi 0
0 0 0 fy 0
0 fTL—l )
fn—i+1 0 0 0
0 i fa 00 -+ 0

onde fi, ..., fn€Q,eie€{0,1,...,n—1}.

Para mostrar que esta decomposi¢ao ¢ uma Z,-graduagao precisaremos do lema a seguir.

Lema 4.1.1. Sejam fi, ..., fu, 91, ---, gn polinomios pertencentes a 2. Considere as
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matrizes

0 e 0 fi 0 - 0
0 0 fy --- 0
A — O O fnfz )
focisn - 0 0 0 --- 0
0 fn 0 O 0
0 ¢ 0 --- 0
0 o 0 0 gy --- 0
B - O gn—]
Gnjs1 -+ 0 0 0 - 0
0 gn 0 0 0
onde 0 < 1,7 <n—1. Entao
0 flgil 0 0
0 0 J29is 0
AB = 0 0 0 0 o i
fr+19iz+1 - 0 0 0 - 0
0 R 0 0 0

onde iy =(i+k—1) (modn+1) ex=n—(i+j) (mod n).

Prova: Podemos escrever as matrizes A e B na forma A =", fiEri., B=> 1 91Eim,-
Assim AB =3 ,_, fxi, Eym,, -
A posicao do elemento fi, é (k,ix) com iy — k = i( (mod n). Assim concluimos que
ik=i+ksei+k<neixr=i+k—nsei+k>n. Ouseja,ir=(i+k—1) (modn+1).
O elemento f,g;, estd na ultima coluna da matriz AB. Assim, como g,_; estd na tdltima

coluna da matriz B, temos que n — j = i,. Logo, n —j = (i+x —1) mod n+ 1 e portanto
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r=—(i+j) (modn). Comon — (i + j) (mod n) é o tnico elemento de 1, ..., n tal que
n—(i+j)=—(+7) (mod n) segue que x =n — (i +j) (mod n). m

Nosso objetivo agora é construir um modelo genérico Z,-graduado da algebra M, (K)
que ¢é o andlogo da algebra das matrizes genéricas para o caso Z,-graduado. Denotemos por

R a subalgebra Z,-graduada de M,,(Q2) gerada pelas matrizes

o ¢ o0 0
0 0 y?
A; = 0 )
(n—a(zi)+1) 0
0 gm0 0 0

para ¢ > 1.

Lema 4.1.2. A dlgebra relativamente livre Z,-graduada K (X) /T,(M,(K)) ¢é isomorfa a
algebra R.

Prova: E claro que a aplicacdo ¢ : K(X) — R dada por o(f(z1,...,23)) = f(A1,..., Ap),
(este é o homomorfismo que estende a fun¢ao z; — A;) é um homomorfismo Z,-graduado
que é sobrejetor ja que R é gerada pelos Ay, ..., A,. Vamos mostrar que ker ¢ = T,,(M,,(K))
¢ 0 lema segue do Teorema dos Isomorfismos. E claro que ker o C T,,(M,(K)), j& que cada
matriz de M, (K) é especializacdo de uma matriz de mesmo grau de R.

Suponha agora que f € T,(M,(K)). Temos que f(Mji,..., M) = 0 para quaisquer
matrizes My, ..., My tais que wt(M;) = wt(Ay), ..., wt(My) = wt(Ag). Assim a entrada
(1,7) da matriz f(Ay,...A;) é um polindmio nas varidveis yl(l), - ygn), 1 <i<kquese
anula para qualquer substituicao ygl) — ry,onder,; € K, 1<i<k 1<[<n. Ecomoo
corpo K ¢ infinito esse polinomio deve ser o polinomio nulo. Dai segue que f( A1, ..., Ax) =0,

logo f € ker p. E portanto ker ¢ = T,,(M,,(K)) e o lema estd provado. m

4.2 As Identidades Graduadas de M, (K)

Agora faremos uso da algebra R construida na secao anterior para demonstrar o teorema

a seguir, que é o resultado principal de [2].
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Teorema 4.2.1. Todas as identidades polinomiais graduadas da dlgebra Z,-graduada M, (K)
sequem de

T1Ty = Tox1, wit(zy) = wt(xg) =0,

T1T3Ty = Xowzwy, wi(x1) = wt(zy) = —wit(x3),

onde wt(x) € o grau da varidvel z.

Denotaremos por I o ideal das identidades Z,-graduadas em K(X) gerado pelas identi-
dades (i) e (7).

Lema 4.2.2. A dlgebra Z,-graduada M, (K) satisfaz as identidades graduadas do T,-ideal
I.

Prova: Lembramos que se M, N € M,(K)© entdo M e N sio matrizes diagonais, e
portanto comutam. Logo M, (K) satisfaz a identidade (7). Como as identidades em (i7) s@o

multilineares basta mostrar que elas valem quando

xry = E’i1j17 XTo = ET‘87 xr3 = Eizjz?

onde Ej ;,, Eij, € Mn(K)@ e E,, € Mn(K)(m), onde 0 <t <mn—1 (set=0 entao essa

identidade é conseqiiéncia 6bvia de (i)). Assim temos que

) 11+ t, se i1+t < n,
Ju =

h+t—mn, sei+t>n;
. jz—t, Sejg—tZL
19 =

Jo—t+mn, sejo—t<l;

s+, se s+t <mn,
T =

s+t—mn, ses+1t>n.

Se B, j B, B, j, # 0 entao j; = r e s = i5. Afirmamos que, neste caso, i; = s = iy €
J1 =1 =js. De fato, se j; =11+t er =s-+1t—n, entao como j; = r segue que n = s — iy,
o que é um absurdo. Assim as igualdades j; = iy +t e r = s+t — n nao podem valer
simultaneamente. De modo analogo concluimos que as igualdades r = s+t eis = jo—t+n

nao podem valer simultaneamente. Portanto se j; =4+, entao r = s+t e 1o = jo — t, logo
iQIS:T—t:jl—t:il

95



r=75 =1 +t=1y+1t=ja.

Analogamente provamos que se j; = i1 +t—nentaor = s+t —n e iy = jo —t+n. Portanto

i2:5:r—t+n:j1—t+n:i1

T:j1:i1+t—n:i2+t—n:j2,

e a afirmacao esta provada. Dai segue que E;, j, E, sE;,j, # 0 se, e somente se i; = s =iy €

J1 =1 = jo e isto ocorre se, e somente se E;, j, F, (F; j # 0. Assim temos que

By i ErsBiyj, = Eiyjy, = Eiyjy = By Br s By,
ou entao
Eihler,sEiné =0= EinzET,SEilju

logo (i) vale. m

A demonstragdo do lema anterior ¢ a que aparece em [20], Lema 1. Nesse artigo o
autor utiliza a hipotese de que o corpo K tem caracteristica 0 para reduzir o resultado
ao caso multilinear. No caso de corpos de caracteristica positiva isto nao pode ser feito.
Para contornar isto usaremos o modelo genérico construido na secao anterior. Antes de

demonstrar o Teorema 4.2.1 precisamos de alguns lemas.

Lema 4.2.3. Para todo monémio 0 # m(xy,...,x,) € K (X) de comprimento q, existem
inteiros 1 <y < ... <i, <k e{ky,....,ky,x} C{1,...,n} tais que
(k1) (kq)
0 - 0 g™y o
0O --- 0 0 Wy oo 0
m(Ab.--,Ak): 0 e 0 0 0 - w,
Wor 0 0 0 0
0 Wy, 0 0 0
onde w; = yi(l(kl—i-i—Q) mod n+1) o Z(:kq-‘ri—Q) mod n+1)’ i=2 ..., m.
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Prova: Provaremos o resultado por inducao sobre q. Se ¢ = 1, o resultado é claramente
verdadeiro. Suponha agora que ¢ > 1. Entéo existe um monémio 0 # n(zy,...,x;) € K (X)
tal que m(xy,...,xx) = n(xy,...,z5)x;, onde 1 < i < k. O resultado segue da hipdtese de

inducao e do Lema 4.1.1, ja que as outras entradas da matriz sao funcao da primeira. m

Lema 4.2.4. Sejam m(xq,...,xg) e n(zy,...,x,) dois monomios de K (X). Se as ma-

trizesm(Ay, ..., Ax) en(Ay, ..., Ag) tém a mesma entrada nao nula na primeira linha entdo

m(Al,...,Ak) = TL(Al,...,Ak).

Prova: Se m(xy,...,zx) e n(zy,...,x;) tém na primeira linha a mesma entrada nao nula

segue diretamente do Lema 4.2.3 que m(Ay,..., Ax) =n(Ay,..., Ar). ®
Lema 4.2.5. Sejam m(x1,...,x5) e n(xy,...,zx) dois monomios de K(X) tais que

m(Al, ce ,Ak) = TL(Al, ce ,Ak)
Se x, € uma varidvel de m(xy,...,x;) e my,...,my séo monomios de K(X) tais que vale
m = MmyTpMaMms ... My_1x,;my entdo existem monomios ny,...,n; em K(X) e uma bije¢cdo
e:{l,..., 1} —{1,...,1} de modo que

N = NTpNaTpN3 . .. M_1Tpny,  WEMaTpMa ... My) = WE(N1Xpng . . . Ny )-

Prova: Vamos demonstrar apenas os casos [ = 2 e [ = 3, a mesma idéia pode ser usada para

demonstrar o caso geral. Suponha [ = 2, pelo Lema 4.2.3 sabemos que existem monomios

Wiy vvy Wny My -+ -5 M em £ e inteiros 0 < 7,7 < n — 1 tais que
0 v 0w 0 -0
0 o 00 we
ml(Al,...,Ak): 0 0 0 0o --- Wn—i
Wnoizi - 0 0 0 - 0
0 w, 0 0 0
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0 0 0
m2<A1,...7Ak): 0 o0 0 0o --- Nn—j
Doeisi - 0 0 0 -+ 0
0 oy 00 -0
Observemos que o grau de m(Ay, ..., A;) em R é i e portanto o grau de m(xy,...,z,,)

também é i. Segue do Lema 4.1.1 que my(Ay, ..., Ap)Ayma(Ay, ..., Ax) é igual a

0 . 0 wlyz(jl)njl . 0
0 . 0 0 . (i) )
' Wyyp n]y
wy+1y1(71y+1)77]'y+1 e 0 0 e 0
0 T Cobe 0 e 0
nyp n]n

onde i, = (i+r—1) modn+1,x =n—(i+a(xy)) modn, j,=(n—xr+s—1) mod n+1
ey=n—(n—x+j) modn. Em particular i; = i + 1. Concluimos entao que a varidvel
y,(,iﬂ) aparece no mondémio nao nulo da primeira linha de m(Ay, ..., Ax) se, e somente se,
existem monomios m; e my em K (X) tais que m = myz,my e wt(m;) = i. Assim a varidvel
y,(;iﬂ) deve aparecer no mon6émio nao nulo da primeira linha de n(A,..., Ax) e aplicando
o raciocinio anterior a n concluimos que existem n; e ny em k(X) tais que n = njz,ny e
ni(Ay, ..., Ag) tem grau i em R. Logo wt(m;) = wt(ny) e é facil ver que p = (1,2) = idg, e
o resultado esta provado para [ = 2.

Vamos agora mostrar o lema para [ = 3. Consideremos entao m = myx,mqz,ms. Sejam
0 < 41,49, < n — 1 naturais tais que 7; = wt(my) e 1o = wt(myz,ms). Entdo as varidveis
y,(,ilﬂ) e y;,(,iﬁl) aparecem no monoémio nao nulo na primeira linha de m(A;, ..., Ax) e portanto
também aparecem no monomio nao nulo da primeira linha de n(A,..., A,), denotaremos
tal mondmio por w, e portanto existem monomios n; e ne em K(X), com n = nyx,nex,ng,

tais que:
wt(ny) =11 e wt(nixyng) = ig, se Yy aparece a esquerda de y, em w
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ou

wt(ng) = 19 € wt(njx,ne) = 11, se y; aparece a direita de y, em w.
P )

No primeiro caso ¢ = (1,2,3) = idg, e no segundo ¢ = (2,1, 3), e o resultado esta provado.

Lema 4.2.6. Sejam m(xy,...,xx) e n(xy,..., ) dois monomios de K(X) que satisfazem
m(Ay, ..., Ax) =n(Ay, ..., A). Entio m(zy,...,zx) = n(zy,...,z) (mod I).

Prova: Seja x; a primeira varidavel de m. Pelo Lema 4.2.5 existem monomios n; e ny em
K(X) tais que n = nyz;ny e wt(ny) = 0.

Trocando as letras m e n se necessario, existem quatro monomios n;, ng, ng, nNig em
K (X) tais que n = nyngx;ngnig, wt(nyng) = 0 e wt(ngz;ng) = 0. Para demonstrar essa
afirmacao consideramos trés casos possiveis.

Caso 1: Existem mondémios m; e mg em K(X) tais que m = x;mqz;ms e wt(z;mq) = 0.
Entao pelo Lema 4.2.5 existem trés monomios ng, ng e ny tais que n = nzx;ngx;ns, €
wt(ng) = wt(ngz;ng) = 0 e a afirmagdo vale.

Caso 2: Existem duas variaveis z, e xp, e seis monomios my, ms, N3, Ng, N5, Ng €M
K(X) tais que m = myz,Tyma, N = N3TN4TN5TpNe, N1 = N3TaNy, wi(my) = wt(ng) e
wt(miz,) = wt(nsrenax;ng). Entdo wt(ngxins) = 0 e como wit(nsx,ng) = wt(ng) = 0 a
afirmacao esta provada.

Caso 3: Nenhum dos casos 1 e 2 vale. Consideremos m = x;x;, ...2;,. Escolhemos
r € {1,...,q} o menor inteiro tal que z; é uma varidvel de n;. Pelo Lema 4.2.5 existem
monomios ng, ng, ns, ng de K(X) tais que n; = nsx; nyg, wt(ng) = wt(w;, ... x; ), n =
N5T;,, M6, Wt(ns) = wt(x;, ... x; ). Vamos mostrar que o comprimento de nsxz; ., nao é maior
que o comprimento de n;. De fato, se o comprimento de nsx; ., ¢ igual ao comprimento
de ny entao, como nsx;, M6 = N = nyr;ng segue que nixr; = Nsr; ., € conseqientemente
x; = x;,,, € wt(ns) = wt(ny) = 0. Mas wt(ns) = wt(x;, ... ;) e caimos no caso 1, o que
¢ uma contradi¢ao. Se o comprimento de nsx; ., ¢ maior que o comprimento de n; entao
cafmos no caso 2 (onde z, = x;, e &, = x;,,,), 0 que é um absurdo. Assim o comprimento
de nsx; ., nao ¢ maior que o comprimento de n;. Observemos que mesmo que 7, = #,4;
podemos, pelo Lema 4.2.5, tomar ng # ns, de modo que z;. e x;_,, também aparecem em
posigoes distintas em n;. Aplicando o mesmo raciocinio para r+ 1, r 4+ 2, ..., g concluimos

que se x é uma variavel de x; ; , ...x, entdo x é variavel de n; e a(x) < b(z), onde
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a(z) denota a multiplicidade de « em z; ;, ., ...7, e b(x) denota a multiplicidade de x
em n;. Como r é o menor inteiro pertencente a {1,...,q} tal que x, é varidvel de ny,
vale a igualdade a(x) = b(x). Portanto ny e x; ;. ...2, tém o mesmo multigrau, em
particular wt(z;, @;,,, ...x,) = wt(n;) = 0. Pelo Lema 4.2.5 existem monomios mg, ma, ms
de K(X) tais que m = mgmyx;ms, onde z; é a primeira variavel de n, wt(msmy) = 0 e
M4T M = T, T,y - - - Tig, 10gO wt(myz;ms) = Wt(l’imxml ...x;,) = 0. E trocando as letras

m e n a afirmacgao esta provada.

Definimos
xTingningniy , se wt(ng) =0,
w(Ty, ... o) =

xingngniniy , se  «(ng) # 0.
Se wt(ng) = 0 entdo wt(z;ng) = 0 e usando a identidade 129 = zoxy, com wt(xy) =
wt(xg) = 0 segue que w(xy,...,xx) = n(xy,...,x,) (mod I). Se wit(ng) # 0, entao wit(ny) =
wt(x;ng) = —wt(ng) e, usando a identidade xjx3ws = Xomwswy, com wit(xy) = wit(xy) =
—wt(z3), e novamente temos w(xy,...,rx) =n(xy,...,zx) (mod I).

Como w(zy,...,xx) —n(z1,...,xx) € I CT,(M,(K)) =T,(R), segue que
w(Al, R ,Ak> = n(Al, e ,Ak> = m(Al, R ,Ak>

Se wy e mg sdo monomios de K (X) tais que w = x;wg e m = x;mg entdo segue do Lema 4.1.1
que wo(Ay, ..., Ax) = mo(Aq, ..., Ag). Segue da hipdtese de indugao que vale a congruéncia
wo(zy, ..., xk) = mo(z1,...,zx) (mod I), entdo w(xy,...,xx) = m(xy,...,zx) (mod ). m
Agora vamos demonstrar o resultado principal deste capitulo, o Teorema 4.2.1.
Prova do Teorema 4.2.1: Precisamos mostrar que T, (M, (K)) = I. Do Lema 4.2.2 segue
que I C T,(M,(K)). Resta mostrar que vale a inclusdo contraria T,,(M,(K)) C I. Como
o corpo K ¢ infinito segue do Corolario 1.2.28 que o ideal Z,-graduado é conseqiiéncia dos
seus elementos multihomogéneos, logo para mostrar que T,,(M,,(K)) C I basta mostrar que
se f(z1,...,2) € To(M,(K)) é uma identidade polinomial graduada multihomogénea de
M, (K) entao f(xq,...,zx) € 1.
Seja r o menor inteiro nao-negativo tal que o polindmio f pode ser expresso médulo [

como uma combinacao linear de r monomios multihomogéneos
T
f= E agm, (mod I),
q=1
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onde 0 # a, € K. Afirmamos que r = 0. Vamos provar esta afirmacao por absurdo. Suponha

entdo que r > 0. Pelo Lema 4.2.5 sabemos que f € T,,(R), logo
aymi(Aq, ..., Ag) = — Zaqmq(Al, ooy Ag)
q=2

e portanto existe p € {2,..., ¢} tal que my(A;,..., A4,) e my(As,..., A,) tém na primeira
linha a mesma entrada nao-nula. Segue dos Lemas 4.2.4 e 4.2.6 que my = m, mod I, o que

contradiz a minimalidade de r, ja que

r p—1 r
f= Z agmg = (a1 + a,)my + Zaqmq + Z agmg mod I.
g=1 q=2 g=p+1

Assim f =0 (mod I) e o teorema esta provado. m
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CAPITULO 5

Identidades (GGraduadas para algumas

Algebras T-primas

Neste capitulo estudaremos identidades polinomiais Zs-graduadas, encontraremos bases
para essas identidades satisfeitas pelas dlgebras Mi;(F) e E ® E com suas Zs-graduagoes
naturais definidas nos exemplos 1.2.5 e 1.2.4 respectivamente. A maioria dos resultados esta
em [15].

Lembramos que no caso da algebra associativa livre Zs-graduada K(X) (livremente ger-
ada por X), consideramos X = Y N Z (a uniao é disjunta), onde Y = {y1,42,...} é o

conjunto das varidveis pares e Z = {z1, z9,... } é 0 conjunto das varidveis impares.

5.1 A Aalgebra M, (F)

Comegamos lembrando que M (FE) é a dlgebra das matrizes M de ordem 2, com entradas

na algebra de Grassmann, da forma



onde a, d € Ey e b, c € E;. As operagoes em M, (F) s@o as operagOes usuais para matrizes.

A Zs-graduacao em Mp;(E) é dada pela decomposigao
M (E) = (M (E))o @ (M (E)h,

onde
a 0 0 b
(MM(E))O_{( 0 d) sa,d € Ey}, (M11(E))1—{< - ) ;b,c € Fy}.

Por simplicidade de notagao freqiientemente denotaremos a algebra M (E) por M.
O nosso objetivo nesta secao é descrever o 717,-ideal das identidades Z,-graduadas sat-
isfeitas por essa dlgebra. Para isso precisaremos construir um modelo genérico para essa

algebra.

5.1.1 Um modelo genérico para M; ;(F)

Consideremos os conjuntos Y = {yfj)|z > 1,7 = 1,2} (das varidveis de grau 0), e
Z = {zi(j )|z' > 1,7 = 1,2} (das varidveis de grau 1), como os conjuntos geradores da &lgebra
livre supercomutativa. Lembramos que a &algebra livre supercomutativa é denotada por

K(Y;Z). Agora considere as matrizes

(1) (1)

, 0 0 ,
Ai = yl (2) BZ = (2) ZZ

0 w z; 0

e a subdlgebra Gen(M 1) de My(K(Y'; Z)) gerada por essas matrizes. Essa algebra tem uma
2-graduacgao natural:
G€’I’L(M11) = Gen(Mu)o ) GGTL(MH)l,

onde

Gen(Mi)o = {fuien + faezn; fi1, fo € K(Y;2)}

Gen(M1)1 = {fize12 + far€01; f12, for € K(Y; Z)}.

E facil ver que tal decomposicao ¢ de fato uma 2-graduacao. Mais ainda, temos que fi1,
fro € K(Y;Z)o e fi2, for € K(Y; 2):1.
Veremos a seguir que a dlgebra 2-graduada Gen(Mi;) é isomorfa a algebra relativamente

livre de posto enumeravel Fy(Mj;). Para provar isso precisamos do lema abaixo.
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Lema 5.1.1. Se K ¢ um corpo infinito e f(ygl)yf),...,y,@,z%”, . ,27(73)) € K(Y;Z) é tal

que f(g1,---,Gn, 1, ..., hy) = 0 para quaisquer g1, ..., go» € Ey € hy,..., hy,, € E} entao
f=0.
Prova: Usando as relacoes gh = (—1)“" 9" M b4 podemos escrever f na forma
1) (2 1 1
f(y§ )y§ ),...,yff), M 29 Z:ozmz ()3/1 ,...,yT(LQ),z% ),...,znf)),

onde m; € K(Y; Z) sdo monomios de multigraus distintos. Como o corpo K é infinito segue
do Corolério 1.2.28 que a;m;(g1,- .-, Gn, h1,-..,hyn) = 0 para quaisquer ¢, ..., g, € Ep e
hi, ..., h,, € E1. Mas neste caso é facil ver que aimi(gA )y§ ), o ,y,(f),z§1), o ,z,‘i)) =0eo

lema esta provado. m

Lema 5.1.2. A dlgebra 2-graduada Gen(My1) € isomorfa a dlgebra relativamente livre de

posto enumerdvel Fy(Miy) na variedade das dlgebras 2-graduadas determinada por M.

Prova: Consideremos o homomorfismo 2-graduado ¢ : K(X) — Gen(M;;) que estende
a aplicacdo ¢ : X — Gen(My,) dada por ¢(y;) = A;, ¢(z) = Bi. E claro que vale a
inclusao ker(yp) C To(Mi1), j4 que cada matriz de M;; é uma especializagdo de uma matriz
de Gen(Miy). Seja f(Y1, -y Yns 215 - - - 2m) € To(Myy1). Entao existem

FalyDy@ @ 0 0y e Ky uZ),1<d,5 <2,

m Tm

tais que a matriz M = f(A,..., An, B1,..., By), é da forma

M = Eyy fu1 + Erafiz + Eo1for + Eao foo.
Como f € Ty(Mjy) os polinomios f;; s@o tais que

f@](ggl)g?),,g?(f),h( 77h7(7}0)hm) 0

para quaisquer (gg)gf), . ,gn)) € Eye (MY, .. .,h%)hg)) € E;. Assim segue do Lema
5.1.1 que f;; = 0, ou seja f(A1,..., Ay, By,...,B,) = 0 e portanto f € ker(p). Logo
To(Myy) = To(Gen(Myy)), e como ¢ é sobrejetora o Teorema dos Isomorfismos garante que
Fy(Myy) = K(X)/T2(Myy) ¢ isomorfa a Gen(M;y). m
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5.1.2 As identidades graduadas de M;;(E)

Agora utilizaremos o modelo genérico de M; ;(E) para encontrar uma base para as iden-
tidades 2-graduadas de M, (F). Para simplificar a notagao de agora em diante o simbolo
A sobre uma varidvel significa que ela pode nao aparecer. Por exemplo z4, 2, - - - Za, 2,

representa qualquer um dos monomios z4, 2p, - - - Za, 2b, OU Zq; 2b; - - - 24

nt

Proposicao 5.1.3. Seja I o Ts-ideal das identidades 2-graduadas de My;. Entao os polinomios
Y12 — YoU1, 212223 + 232021 € K(X) pertencem a I.

Prova: Lembramos que Fy é o centro de F e que se g1, g2, g3 € E1 entao ¢19293+ 939291 = 0.

a; O as 0O
y1=<01 d1>€(M11)oey2=<02 d2>€(M11)0,

entao ai, g, bl, b2 S Eg (§]

B a1a9 0 B [e5Ye5) 0 B
yivz 0 byby 0 boby |V

ou seja y1y2 — Y211 € I. Além disso, se

0 C; .
Zp = dz 0 S (Mll)lal = 172737

Assim se

entao
0 Cld2C3 + 03d261
212923 + 232921 = = O,

dicods + dzcady 0

e a proposicao estd provada. m

Agora vamos mostrar que essas identidades sdo uma base para To(Mj;(E)). De agora
em diante identificamos as varidaveis y; e z; com as suas imagens pela projecao canonica
K(X) — K(X)/J, onde J ¢é o ideal das identidades 2-graduadas gerado pelos polinomios
Y1Y2 — Y2y1, 212223+ 232221 € K(X). Definimos o conjunto B C K(X) como sendo o conjunto

formado pelos monomios

YarYas - - - Yay»
YarYasz + - - Yarp 221 Yo1 Yoy - - - Yy
Yar1Yay - - - YapRe1 Zdy ReaZda + + + Rem Rdm )

Yar1Yaz - - - YapReiYvi Yvy - - YbyRdy ReaRdy + + + Rep R, -
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Aquiay <as < - <ap, by < by < ---<b,c1<ca<...cped <dy <-<dy, k>0,
[ >0, m > 0. Nos monomios do segundo tipo k£ + [ > 1, nos monomios do quarto tipo se
k =1 = 0 seu grau é maior que ou igual a 2, lembramos que o chapéu sobre uma varidvel
significa que ela pode nao aparecer. A proposicao a seguir garante que a imagem de B pela

projegao canonica, que de agora em diante também denotaremos por B, gera K(X)/J.
Proposicao 5.1.4. O conjunto B gera K(X)/J.

Prova: Para isto basta mostrar que cada monémio em K(X) é congruente médulo J a um

monoémio de B. Como 3192 — y2y1 = 0 (mod J) segue que se g € K(X), entdo
y1g—9gy1 =0  (mod J). (5.1)

Usando 5.1 nao ¢ dificil ver que se m é um monomio em K (X) entdo existe um monémio

da forma hy(y)Ze, h2(Y)ZeyZes - - - Ze. cOM 0 mesmo multigrau de m tal que:

m = h1(Y)Ze,ha(Y)zey 2eg - - - 2e,  (mod J), (5.2)

s

onde hi(y) e ha(y) sdo mondmios nas varidveis y;.

Observe que se h(y) é um mondmio nas variaveis y; entao segue de 5.1 que

hY) = YerYes -+ Ye,,  (mod J). (5.3)

Aquie; <ey <---<ep,. Se h(z) Z0 (mod J) é um mondmio nas varidveis z; entao segue

da identidade 212023 + 232921 € J que

ZenZesZes - Zes = ZeyZdy ZenZdy - - 2o 2dy, (mod J), (5.4)
onde ¢y < o < --- < ¢, dy <dy < -+ <d,, e os indices sao tais que os mondémios tém o

mesmo multigrau.
A proposicao segue de 5.2, 5.3 e 5.4. =

Um célculo direto nos da a seguinte proposicao:

Proposicao 5.1.5. Se A; e B; sao as matrizes definidas na Se¢ao 5.1.1 entao

AuAgy o A, Bey Ap, .. Ay Ba, Be,Ba, - .. Be,, Ba,, (5.5)
¢ igual a expressao
1 2)_(2 2 @
y((l'l) y((l2) : y((li) tgi)yl;)ylgg) : yl()l)zc(h) (1) ( ) et Z(I)Zc(l»ﬂgetﬂb

1 1 /1\
YDy @22 y Dy gyl )z(z) WD Ve
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(1) ) 2 B Além, di
note que 0s zy ', z; ' aparecem se, e somente se, a matriz By, aparece. ém disso se a

matriz 5.5 for par entao t| =ty = 1 ety =ty = 2 e se for impar entao t; = t4, = 1 e

ty =1, = 2.

De agora em diante a matriz M denota a matriz obtida substituindo y; = A; e z; = B;

em um mondmio M € K(X).

Corolério 5.1.6. Se M € B entdo a matriz M € da forma P]beij + P?ep, os indices 1,
j, k, | sio determinados pela paridade da matriz M e os multigraus dos monémios Pi;,
Pi € K(Y;Z) dependem injetivamente de M, isto é, a aplicagao que associa a cada matriz
M de B o multigrau da matriz Py, (resp. Pi;) € injetiva. Além disso Pi, # 0 e Py # 0.

Prova: A primeira parte do corolario segue diretamente da proposicao anterior. A segunda
parte segue observando que se

—

1 (1)) (1) (1), (2),(2) 2),2) 1), 2 1,2
Py = Yo' Yas - Yar Zer Yoy Yby - Yby Zdy Zes Zdy -+ Zom Py
entao M € um monomio nas varidveis  Ya,, Yas - - -» Yars  Ubis Yooy - -5 Yoy Zers Zeas Zdys
— . Al (2)
Zdys -5 Zems Zdm> ONde a varidvel zg, aparece no monomio M se, e somente se z; ' aparece

em Pj;. Assim podemos determinar a partir de P}, as varidveis que aparecem em M. Agora
observamos que como M € B a ordem em que as variaveis aparecem em M fica determinada
pelos indices superiores nas variaveis yﬁla), zfrlf) de Pj; e o resultado segue. Se M € B entao
ap <ag < - <ap, b << ---<b,qg<c<..cped <dy<---<d, k>0,1>0,

portanto Pi; # 0 e Py, #0.
Proposicao 5.1.7. O conjunto B C K(X) € linearmente independente modulo To(M;y).

Prova: Como o corpo K ¢ infinito basta mostrar que cada subconjunto multihomogéneo de
B ¢ linearmente independente médulo J. Sejam My, Ms, ..., M, monomios distintos em B

multihomogéneos e \; € K, 1 < i < n escalares tais que
M = MMy + Mo My + -+ + X\ My, € To(My1(E)).
Entao, como T5(M;1(E)) = To(Gen(Myy)), se substituimos y; = A; e z; = Bj em M, obtemos

M = MM, + XMy + -+ + N\, M, = 0. (5.6)
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Segue do Corolario 5.1.6 que as matrizes M, sdo da forma P]\lz[aeij + P]%/[aekl, onde os
indices i, j, k, | sdo determinados pela paridade da matriz M,. Observe que como os M; sdo

multihomogéneos as matrizes M, tém a mesma paridade. Entdo a equacao 5.6 fica
0= (MPi, + APy, 4+ APy e + (M Py, + XaPr + -+ X\ Pyy e
Logo
0=MNPy, + MNPy, + -+ MNPy = MNPy + XaPy, + -+ APy

Pelo Corolério 5.1.6, os multigraus dos monomios nao-nulos Py, Py € K(Y; Z) dependem
injetivamente de M,, concluimos que \y = o =--- =X, =0. =

O teorema a seguir corresponde ao teorema 9 de [15].

Teorema 5.1.8. Se K ¢ um corpo infinito com char K # 2 entdao as identidades 2-graduadas

de My, (FE) sequem das identidades y1ys — Yay1, 212223 + 232221 .

Prova: Pela Proposicao 5.1.3 segue que J C Ty(Mj;). Consideremos f € Ty(Mjq). Pela

Proposigao 5.1.4 existem escalares \; e monomios m; em B C K(X) tais que

f=> Am;  (mod J). (5.7)

Como J C Ty(Miy) segue que 0 =gq,a1,,) f =m(aayy) D A, € pela Proposicao 5.1.7 A; = 0.
Assim a equagao 5.7 fica f = 0 (mod J), logo f € J. Assim Ty(My;) C J e o resultado

segue. W

5.2 A algebra F® E

Como vimos no Capitulo 1 a algebra ¥ ® E tem uma 2-graduacao natural, a saber
EQFE=(EQFE),®(F®FE),
onde
(E® E)=(Eo® Eo) @ (B1® E1) e (E® E) = (Ey® E1) & (E1 ® Eo).

Nesta secao encontraremos uma base para as identidades Z,-graduadas satisfeitas por essa
algebra com a Zs-graduacao acima. A seguir construimos um outro modelo genérico para

My, e provamos alguns resultados que serao uteis mais adiante.
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5.2.1 Um outro Modelo Genérico para M

Sejam Y = {a§0)7b§0)|i € N} varidveis comutativas e Z = {al(l),bl(-l)ﬁ € N} varidveis
anticomutativas. Consideremos a algebra supercomutativa K(Y; Z) livremente gerada por

elas e a algebra L gerada por 1 e pelas matrizes

Coa® (PO o (L0} o (O (00
0 1 0 —1 0 0 10

Se os C}; sao elementos pares e os D; sao elementos impares entao L tem uma 2-graduagao

natural.

A proposicao a seguir mostra que L é de fato um outro modelo genérico para M.
Proposicao 5.2.1. A dlgebra L ¢é isomorfa a Gen(My).

Prova: Seja ¢ : Gen(M;;) — L o homomorfismo determinado por ¢(A;) = C;, ¢(B;) = D;.

Para ver que kerp = 0 basta observar que, como char K # 2, as matrizes A; e B; sao

OROmE y 4y

, a; ) e bgl) por “—-—,

especializacoes das matrizes C; e D;, basta substituirmos a ;

M_y2 2
Yi zyz ,z-()ez()

i ;| respectivamente. m

As proposicoes a seguir serao uteis na préxima sec¢ao.

10 0
Proposicao 5.2.2. As matrizes E; = b§°) ( 0 —1 >, D; = < satisfazem as

sequintes relacoes:

E;E; sao centrais, FE;E; = E;F;,
E,D; = -D,E;, D:D;=—D,D?.
Prova: Basta verificar diretamente fazendo os calculos. m

Proposicao 5.2.3. Se f € By(L) € um polindmio multihomogéneo, entio f é combina¢ao

linear de elementos da forma
« « « 2 2 2
EVES:  EpFD; D3 D3 ... D5 g(Dpyy Dy, ..o, D),

onde iy < iy < -+ <'ig, {j1,J2,--- i} € {ni,no,...,nm} sdo disjuntos, j1 < jo < --- < Ji,

e 0s polinomios g sao multilineares.
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Prova: Como as matrizes C; = a ]2 + E;, onde I, é a matriz identidade de ordem 2,

aparecem apenas em comutadores e ag

)] é central esses termos tém contribuicao nula e nao
aparecem na expansao de f. Segue do lema anterior que f = E;'Ep? ... Ey h(D1Dy ... Dy),
onde h é um polindomio multihomogéneo e i1 < iy < --- < 4;. Escrevemos h como uma soma
de monomios nao nulos h = Z?:1 A M;, onde \; € K. Observe que M; é um monomio que
so tem variaveis impares. Usando a identidade 22923 + 232921 = 0, como feito na Proposicao
5.1.4, podemos escrever M; = D, D4, D.,Dg, . .. Dcmﬁc; (o chapéu tem o mesmo significado
que na Proposigao 5.1.4), com ¢; < ¢y < ...¢p e dy < dy < --- < d,,. Agora observemos
que se ¢; = ¢iy1, 1 < i < m — 1 entao segue de 212921 = 0 que M; = 0. Logo ¢; # ¢y,
1 <i<m—1 e analogamente d; # d;11, 1 < i < m — 1. Isso quer dizer que cada i pode
aparecer no maximo duas vezes, uma em {ci, o, . .., ¢, } € outraem {dy,ds, ..., d,}. Assim a
menos de sinal temos M; = ... D?... eusando D?D; = —D;D? temos M; = D? ..., a menos
de sinal. Como D7D} = DQD2 segue que M; = D? D} D3 ... D2 g;(Dy,, Dy,, . .., Dy,,), onde
J1 < jo < -+ < Ji, gi ¢ um monomio multilinear e {j1,j2,..., 751} ({n1,no, ..., nm}t = 0.

Como os M; tém o mesmo multigrau o resultado segue. =

5.2.2 Um Modelo Genérico para £ ® E

Para encontrar o T5 ideal de F ® E também faremos uso de um modelo genérico. Nesta
secao construimos esse modelo e provaremos alguns resultados que serao uteis.
Sejam ?, 40, 0, & A0l

P} Y 7

variaveis comutativas e a; ) b anti-comutativas, onde

=1, 2, ... Consideramos a algebra livre supercomutatlva K(Y; Z) livremente gerada
pelos conjuntos Y = {a§°),b§° (0)} e Z = {q . ),bl(-l),cl(-l),dl(l)} das varidveis pares e
impares, respectivamente. Denotemos por F' a subdlgebra de K(Y;Z7) @ K(Y;Z) gerada

pelos elementos da forma

Y =a” @b + V@b, Z =V @dV + M ed?
A dlgebra F' tem uma 2-graduagao natural, consideramos Y; como as variaveis pares e Z;
como as variaveis impares.

Proposicao 5.2.4. A dlgebra 2-graduada F € isomorfa a dlgebra relativamente livre de posto

enumerdvel K(X)/I na variedade das dlgebras 2-graduadas definidas por E ® E.

Prova: O homomorfismo ¢ : K(X) — F determinado por y; — Y; e z, — Z; é

claramente sobrejetor. Para concluir basta mostrar que ker o = I e a proposicao segue do
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Teorema dos Isomorfismos. E claro que ker p C I, ja que cada elemento de £ ® E é uma

especializagdo de um elemento de F. Seja f € I entao ¢(f) é um polinomio em K(Y;7) ®

© 0 0 40

dos agl), b,gl), cgl), dgl) por elementos de Fi. Daf segue que ¢(f) =0em K(Y;Z2) K(Y; Z),

ou seja, f € ker ¢ e a proposicao estd demonstrada. m

K(Y;Z) que se anula para cada substitui¢ao dos a por elementos de Ej e

5.2.3 Um Pouco de Combinatoria

Na secao a seguir precisaremos de alguns resultados combinatérios que serao provados
nesta secao. Mais precisamente necessitaremos os resultados desta secao para provar que os
MONOMIOS 2;, Zj, Ziy Zjy - - - zimz/j;, onde i) <ig <--- <ipeg < Jo<--- < jmsao linearmente
independentes modulo as identidades graduadas de £ ® E. Comecamos com a defini¢ao de

sinal colorido:

Defini¢ao 5.2.5. Sejam (iy,is,...,1i,) uma permuta¢ao dos simbolos {1,2,...,n} e A, B

subconjuntos de {1,2,...,n} tais que
AUB=A{1,2,....,n}, ANB=04.

Um par (ia,i5), 1 < a, 0 < n, forma uma inversao colorida (em relag¢do a particao {A, B}
sel <a<f<n {ap} CAoui{a B} C B, eiy,>ig. Seq é o nimero de inversoes

coloridas entao (—1)? € o sinal colorido desta permuta¢ao com relagao a particao {A, B}.

Exemplo 5.2.6. A tabela abaizo mostra os sinais coloridos de todas as permutacoes de

{1,2,3}.

permutagoes
123 | 132 | 231 | 213 | 312 | 321
2| + | — | + | = |+ | —
partigoes 123 + |+ | -1 =1+ -
320 + |+ | =1+ | = -
21| + | — | + | + | = | =

Observacao 5.2.7. Vamos considerar as particoes como pares nao ordenados, deste modo

o conjunto {1,2,...,n} tem exatamente 2"~ particoes, incluindo a particdo trivial. No caso
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da particao trivial A = {1,2,...,n}, B =0 a defini¢cio acima coincide com a defini¢io usual
do sinal de uma particao, ou seja, o sinal colorido de uma permutacao com relacao a esta

particao € o sinal usual da permutacao.

Lema 5.2.8. As transposicoes (t,t+2) mudam o sinal colorido de qualquer permuta¢do em

relacao a qualquer particao.

Prova: Consideremos i = (iy,...,i,) uma permutacao dos simbolos {1,2,...,n}, {4, B}
uma particao qualquer deste conjunto e j = (i, ..., %49,%11,% . .1,). Temos duas possibi-

lidades para os simbolos 44, %111, t¢12:
(1) os simbolos iy, 4441, i442 pertencem a um mesmo conjunto da partigao;
(2) nao acontece (1).

Definimos ¢% como sendo o niimero de inversoes coloridas com relagao a cor A, isto é, o
nimero de inversoes coloridas (iq,i5) tais que {a, 5} C A na permutagao i. Definimos de
‘ . i J J ;
modo andlogo os nimeros g%, ¢4 € . No caso (1) podemos supor sem perda de generalidade
. . . i i , 3 7 A~ .
que %, 441, i+2 pertencem a A. Neste caso ¢ = ¢ e os numeros ¢4 e ¢ tém paridades
diferentes e neste caso o resultado vale.

No caso (2) podemos supor sem perda de generalidade que dois dos simbolos i, 4441, 142
pertencem a A e o outro pertence a B. Temos que considerar trés possibilidades: ou temos
U, tgy1 € A, 1y, OU g9 € A OU 4411, t4ao € A. Nao é dificil ver que para qualquer uma das
trés possibilidades ¢ = ¢% e os nimeros ¢4 e ¢’ tém paridades diferentes.

Veremos na proposicao a seguir que para uma permutacao variando-se as parti¢coes ou o

sinal colorido nao varia ou nimero de sinais coloridos iguais a 1 e a —1 é o mesmo.

Proposicao 5.2.9. Seja i = (i1,149,...,1,) uma permutacdo fiza de {1,2,...,n}. Entdo o
sinal colorido de i € igual a 1 ou —1 com relacao a todas as particoes, ou entao € igual a 1

para 22 particoes e —1 para as outras 2" particoes.

Prova: Pelo Lema 5.2.8 basta provar a proposicao para permutacoes ¢ tais que i1 < 13 < ...
el <14 < .... Faremos indugao em n. Para n = 1, 2, o resultado é 6bvio. Paran =3 o
resultado segue do Exemplo 5.2.6.

Suponha agora que n > 3 e que o resultado ja esta provado para 1, 2, ..., n — 1.

Seja i’ = (i1,142,...,i,—1) a permutagao dos n — 1 simbolos {1,2,...,n} \ {i,} obtida de i
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apagando-se o simbolo i,. Entao a proposicao vale para i’ pela hipétese de indugao. Como
11 <13 <... €0y <ty <...seguequei, =no0ui, 1 =n.

Se i,_1 < i, entdao i, = n. Se {A, B} é uma partigdo de {1,2,...,n} \ {i,} entdo
{Au{i,}, B}, e {A, BU{i,}} sao particoes de {1,2,...,n}, e toda particao de {1,2,...,n}
¢é obtida desta maneira, além disso os sinais coloridos destas parti¢oes sao os mesmos de i’
com relagao a partigdo {A, B}. E neste caso a proposicao esta provada.

Se ip_1 > i entdo i,_1 = n. Definimos " = (i1, 19, ..., 2,1,). Entdo a proposicao vale
para i”. Seja (C, D) uma partigdo de {1,2,...,n — 1} e seja € o sinal de i com relacao a
esta particdo. Consideremos as parti¢des (C' U {n}, D), (C,DU{n}) de {i,2,...,n}. Em
uma delas 7,, e i,,_1 = n pertencem a conjuntos diferentes da particao, e neste caso o sinal
colorido de ¢ em relacao a esta particao é €. Na outra 7, e i,_1 = n pertencem ao mesmo
conjunto da particao e o sinal colorido de ¢ em relacao a esta particao é —e. E neste caso a

proposicao também esta provada. m

Proposicao 5.2.10. Seja i = (iy,19,...,1,) tal que i1 < i3 < ... eiy < iy < .... Se
i # (1,2,...,n), entdo o sinal colorido de i € igual a 1 para 2"~2 particoes e é igual a —1
para as outras 2" particoes de {1,2,...,n}.

Prova: Segue da demonstragao da proposi¢ao anterior. Faremos inducao em n, e observamos
que por hipétese de inducao tanto no caso 4,_; < i, quanto no caso i,_; > i, obtemos 2" 2

vezes o sinal colorido 1 e 272 vezes o sinal colorido —1. m

5.2.4 As Identidades Graduadas de FF ® F

Nesta secao encontraremos uma base para o Thr-ideal das identidades 2-graduadas de
E®E.

Proposicao 5.2.11. Os polinomios y1ys — Ya¥y1, 212223 + 232021 sao identidades graduadas
para a dlgebra E ® E. Se char K = p > 2 entao o polinomio yiz; — z1y} também € uma

identidade graduada para E ® E.

Prova: O primeiro polinomio é claramente uma identidade graduada, ja que a componente
par de F ® E é uma algebra comutativa.
Vamos agora mostrar que o segundo polinomio é uma identidade graduada. Como o

segundo polindmio é multilinear para concluir basta mostrar que

919293 @ hihahs + g3g2g1 @ hghohy = 0,
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sempre que g;, h;, i = 1, 2, 3, sdo homogéneos tais que wt(h;) = wt(g;) + 1. Neste caso temos

= (=1) (wt(g1)wt(g2)+wt(g1)wt(gs)+wt(gz )wt(g3))g39291 :

hlhghg) = (_1)0h3h2h17

onde o = wt(hy)wt(hy) + wt(hy)wt(hs) + wt(ho)wt(hs) = wt(g1ga) + wt(g193) + wt(gags) + 1

(a dltima igualdade é médulo 2). Ou seja,
hihshs = —(_]_)("Ut(gl92)+Wt(9193)+7l’t(9293))h3h2h17

e segue que o segundo polinomio ¢é identidade.

Resta mostrar que se char K = p > 2 entao o polinomio y7z; — z;y] também é uma
identidade graduada para E ® E. Para isto considere a € Ey ® Ey @ E; ® E;. Entao a se
escreve na forma a = > (e; ® f; + ¢g; ® h;), onde ¢;, f; € Ey e g;, h; € E;. Como a é uma

soma de elementos que comutam dois a dois e char K = p segue que

o =) (el @ fI + g ),

e como g;, h; € Gy segue que g = h¥ = 0, assim a? = > (! ® fP). Como os elementos

e’ @ fP sdo contrais em F ® F o resultado segue. =
Lema 5.2.12. A dlgebra By(F) = Bo(X)/B2(X) NI € imagem homomorfa de Bs(L)

Prova: Definimos a aplicacao ¢ : By(L) — By(F) por o(P + T5(My 1)) = @ + I, onde
P, Q€ By(X)eQ € P+ Ty(M,). Como To(My,) C I é facil ver que a aplicagdo esta
bem definida. Também é fécil ver que ¢ é um homomorfismo e se P € By(X) temos que
©(P 4+ T5(M,;1)) = P+ I. Dal segue que ¢ é um homomorfismo sobrejetor e o lema esta
provado. m

Agora vamos usar o outro modelo genérico de M; ; construido nesta se¢ao para provar o

resultado a seguir.

Lema 5.2.13. Sejam g;(z1, 22, ..., 2,) polindmios multilineares linearmente independentes

modulo o Ty-ideal TH(M ). Os polinomios

Q.2 L2 2
YL Yy Y 212 - P 8i (21, 22, - 20),

s@o linearmente independentes mddulo o Ty-ideal To(M ).

74



Prova: Como o corpo K ¢ infinito basta mostrar que os polinomios acima de mesmo
multigrau sao linearmente independentes, mas neste caso qualquer combinacao linear é um

polinémio da forma

i, i i 2 2 2
Yiys - yk Zn+1zn+2 T ZnJrrg(Zh 25+ zn); (58)
onde ¢(z1,22,...,2,) é uma combinagao linear dos g;(z1, 22, ..., 2,). Se mostrarmos que o
polinémio 5.8 pertence a Tp(M; ;) somente quando g(z1, 29, .., 2,) pertence a To(M;;), 0
resultado estard provado, ja que os g;(z1, 29, . . ., 2,) sao linearmente independentes médulo

T2<M1,1)-

Observemos que

1 0\ 1 0
B = ) o DF = D) |
0 —1 0 —1

Assim fazendo y; = E;, 1 <i < kez; = D;, 1 <j <n+r, podemos concluir que o monomio

i1, io in,2 2 2 4
Y'Yy Y 2n 1%y - 2y € 1gual a

(i1+io+..ig+r)
| | ‘ I 0
0)rs 0i 0)\i 1 1 1 1
B @) )it - (i) ( 0 -1 ) |

Assim se
i1 19 ik 2 2 2 —
Y1 Y2 - Yy Zn+lzn+2"'Zn—l-'rg(Zl?ZQa”-azn) =0,

segue que o polindémio g(z1, 22, . . ., 2,) se anula quando substituimos z; = Dy, ..., z, = D,.
Logo g(z1, 22,...,2n) € To(Mj 1), e o resultado segue. m

Agora usaremos os resultados da Secao 5.2.3 para provar o lema a seguir.
Lema 5.2.14. Os monomios multilineares
mij = Zi Zjl Zi22j2 Ce ZZ'ijm7

onde 17 < ig <+ <, J1 < J2 <+ < Jm-1 < Jm, Sao linearmente independentes modulo
as identidades graduadas de E @ E, e o chapéu significa que a varidvel z;,, nao aparece se o

grau, do monomio € impar.

Prova: Suponhamos por absurdo que os monomios sejam linearmente dependentes. Entao

existem m;; e escalares «;; nao todos nulos tais que ) a;;m;; é uma identidade graduada
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para ¥ ® E. Como o corpo K ¢ infinito podemos supor que esses monomios tém o mesmo
multigrau e renomeando as varidveis se necessario podemos supor que os m;; sa0 Monomios
nas variaveis zi, zs, ..., 2x € que 0 monomio zi ...z, aparece com coeficiente nao nulo «.
Consideremos a nova identidade ) | ;;(m;2541). Sejam {A, B} uma particao do conjunto
{1,2,...,k—1,k}, n = |A|, m = |B]|. Substituimos z; — ey;_1 ® 1,se i € A, z; — 1 ® ey,
se i € B ezl €211€043 - €261 @ €21 12€2m14 - - - €2k. Denotaremos por W(A;B)
o resultado do monomio m;;jz,+1 apds a substituigdo. Como ) a;(my;zk41) € identidade
para B ® E segue que 0 = 3 oz ). Logo 0 = 37 4.5 (30 iz P)), onde
a primeira soma é feita sobre todas as 2871 particoes de {1,2,...k}. Reordenando a soma

obtemos

Do Y Mz ) =0 (5.9
(A;B)

Agora iremos usar a Proposicao 5.2.10 para provar que Z(A;B) mijzkH(A;B) = (0 sempre que

Mmi; # 2122 ... z;. De fato, suponhamos que m;; = 2, ... 2n, # 21... 25, entao
—(A;B) __ o(A;B
mz-jzkﬂ( ) = (—1) ( )6163 .6k X egey . .. €2k,

onde o(A; B) é o sinal colorido da permutagao (ni,...,ng) com relagdo a partigao A U B.
Segue da definicdo de m;; que ny < ng < ..., eny < ny < .... Como (ny,...,n;) #
(1,2,...,k), segue da Proposi¢ao 5.2.10 que

Z W(A;B) = (Z (—1)0(’4;3))6163 c.Cop1 R egey ... e, = 0.

(4;B) (A4;B)
Assim, como o sinal colorido de (1,2,...,k) é igual a 1 em relagdo a qualquer parti¢ao

obtemos de 5.9 que

Oé2k71(61€3 <o €21 ® €2€4 ... 62]9) = 07
o que é um absurdo pois @ # 0 e char K # 2. m

Lema 5.2.15. Seja f(y1, ..., Ym, 21,-.-,2n) € Ba(My1) = By(L) um polinomio graduado
(aqui usamos as letras y; para E; e z; para D;). Entdo mddulo o ideal I das identidades

graduadas de E® E o polinomio f € igual a um polinomio da forma

a1, o m o2 2 2

(T T Vi zilziQ...zikgj(zjl,zh,...,zjl),
onde {iy,io..., i} NV {j1,Jos -, iy =0, i1 < iy <--- <y e g; €um polindmio multilinear.
Se char K =p > 0 impomos o; <p, i =1, ..., m.
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Além disso se os polinomios multilineares g; sao sao linearmente independentes modulo

I entao os polinomios acima sao linearmente independentes também.

Prova: Pela Proposicao 5.2.11 segue que T5(M;) C I, assim a primeira parte segue da
Proposicao 5.2.3. Se charK =p > 0e a € E; x E; entao a? = 0. Assim quando
charK = p > 0 impomos o; < p, i = 1,...,m. Se os g; sao linearmente independentes
modulo I procedemos de modo andlogo a demonstragao da Proposicao 5.2.13. m

O teorema a seguir corresponde ao teorema 23 de [15].

Teorema 5.2.16. O ideal das identidades 2-graduadas da dlgebra E ® E € gerado pelos

polindémios y1ya — Yay1, 212223 + 232221, € se char K = p > 2, também por yiz1 — 21y}

Prova: Ja vimos que esses polinomios sao identidades graduadas de F ® E (Proposigao
5.2.11). Como os dois primeiros sdo uma base para as identidades graduadas de M; ; podemos
trabalhar na dlgebra relativamente livre determinada por elas, ou seja, em Gen(M; ;). Pelo
Lema 1.2.34 basta considerar os polinémios préprios, e assim o resultado segue dos Corolarios
5.2.15e5.2.14. m

Como conseqiiéncia dos Teoremas 5.1.8 e 5.2.16 obtemos uma nova prova, utilizando
métodos elementares, da coincidéncia dos T-ideais das algebras M;; e £ ® E sobre um corpo

de caracteristica 0.

Corolario 5.2.17. Se char K = 0 entao as dlgebras M, e E® E sao Pl-equivalentes, ou
seja, T(My,) =T(E®E).

Prova: Se char K = 0 entao segue dos Teoremas 5.1.8 e 5.2.16 que Ty(M;;) = TH(E® E), e

o resultado segue diretamente da Proposicao 1.2.22. =
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