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INTRODUGADO

A nogao de sistema axiomitico supde as nogdes de proprie
dade efetiva e de regra efetiva. De fato, temos que saber efetiva =-
mente se uma sequéncia de simbolos & ou ndo um axioma ou se €& ou
n3o a aplicacao correta de uma regra, Como a teoria das FungoOes Re
cursivas estuda essas nogoes de propriedade efetiva e regra efetiva
ndo € surprendente que a aplicagao desta teoria ac estude dos siste
mas axiomiticos possa permitir demonstraf- resultados profundos. O
gue nao se pode prever fqi aquilo gue ocorreu na década de 30 ,
quando a aplicacdao das FungOes Recursivas aos sistemas axiomiticos
produziu resultados espetaculares, como o©os cobtidos por Gidel e
Church. Hoje em dia, € possivel dar a esses resultados uma forma

muito elegante € muito breve. Neste trabalho, dalmos alguns exenplos

desta possibilidada,

No Capitulo I, daremos uma caracterizacdo formal de Fun-
¢ao Recursiva, apresentandc uma caracterizagao matemitica da classe
de objetos chamados Maguinas de Turing e mostrando a equivaléncia
que existe entre Fungdo Recursiva e fungdo computdvel por uma  Ma

gquina de Turing,



No capitulo II, estudaremos propriedades recursivas de
conjuntos de inteiros, dande énfase ac fato de gue um problema
& soliivel se o correspondente conjunto de inteiros & recursi =
vo. Como mediante uma gBdelizacao podemos considerar o conjun-
to de formulas gue se cobtém usando axiomas e regras Como unm
conjunto de inteiros, apresentamos tamb_é'm, o resultado funda -
wental da aplicacdo da Teoria das Fungodes Recursivas aos siste
mas axiomédticos. Mostraremos também que o conjmnto

K= {x/ ¢x(x) € convergente }
& recursivamente enumerdvel. Assim, no Capituleo III, daremos
um sentido construtivo ao fracasso de K em ser recursivamente
enumeravel definindo entdo, a importante classe dos conjuntos

criativos e produtivos.

Usando o resultado fundamental da aplicagao da Teoria das
FungSes Recursivas aos sistemas axiom3ticos, veremos no Capitu-~
lo IV, a aplicacdo de tal teoria num sistema 1ldgico especifico,
a Aritm@tica Elementar, apresentando antes a utilidade da Teo =~
ria das FungOes Recursivas na demonstragdo do Teorema da Incom-

pletude de Gbdel.



CAPITULO I

FUNGQOES  RECURSIVAS E MAQUINAS DE TURING

Neste capitulo daremos uma caracterizacdo formal, mate
maticamenie exala, de-Fungao Recursiva., Para {sto, utilizaremos a
caractenizagao de Turing, apnﬁﬁentando uma caracterizagde matema-
tica de uma classe de objetos chawmades Maguinas de Turing, e mos-
trnando a equivalencia que existe entre Fungde Recursiva e fungio
computavel por uma Maquina de Turing. Assim Toanaremos precisa a

nogdo matemaiica intuitfiva de fungdo computavel " por Algoriitmo™.

§ 1.1 NOGAO INFORMAL DE ALGORITMO

Como uma preliminar a caracterizacao formal, apresenta
mos certos aspectos das no¢Oes naoc formais de algoritmo e funcao

computavel por algoritmo, como elas ocorrem na matemitica.



DEFINIGAO 1,1.1 Um algoaiimo € um procedimento deterministico a
plicado a qualquer classe de "inputs"{entradas )
simbdOlicos e que eventualmente produzira, para cada input, um

"output" (saida) simbolico correspondente.

EXEMPLO 1  Phrocesso usual dado em calculo elementar para diferen

chian polinomios.

Para nossos propositos, consideraremos apenas algorit-
mos gque produzem, como outputs, inteiros ou k-uplas de inteiros
para um k fixado, em alguma notacao padrdo. Por exemplo, os niime-

ros arabicos. Assim, para nds

DEFINICAO 1.142 Um algoriimo & um procedimento para computar
uma fungao com relagdao a alguma notagado escolhi

da para inteiros.

EXEMPLO 2  Fungles que possuem algoritmos bem conhecides:

a) ix ( x-&simo nimero primo }. O método do crivo de Eratosthenes
é um algoritmo para esta funcio,
b} Axy ( o maior divisor comum de x € y }). O algoritmo Euclidiano.

c) Axy ( X + vy ).

Descriqae aproximada e intuitiva das caracterlsiicas da

nogde ndce formal de algeritmot

1.- Um algoritmo & dado como um conjunto finito de instrugoes.



Existe um agente, usualmente humano, que computa, reagindo as
instrugoes e executando as computagoes.

Existem facilidades para executar, estocar e recuperar passos
em uma computacdo.,

Seja P um conjunto de instrugdes como em l.~ e seja L um agen
te como em 2.,~, Entao L reage a P de tal modo que, para todo
o input dado, a computagao € executada discretamente, passo

a passo, sem uso de métodos continuos ou mecanismos andlogos,
L reage a P de tal modo que uma computagao & levada adiante

deterministicamente, sem recorrer a métodos ou mecanismos ao

acaso. Exemplo: jogo de dados.

Essas caracteristicas de l.- a 5.-, embora afirmadas i

nexatamente, sio iherentes a idéia de algoritmo. Podemos notar

uma

analogia com as macuinas de computar digitais: l.- correspon=~

de ao programa de um computador,2,-~ a seus elementos ldgicos, 3.-

d& sua memdria estocada, 4.~ 4 sua natureza digital e 5.- & sua na

tureza mecanica.

DEFINIGCAO 1.1.3 Chamamos de P-simbolismo & especificacdo de ex-—

pressdes simbdlicas que sdo aceitas como conjun

to de instrugoes, como inputs e como outputs.

DEFINICAC 1.1.4 Chamamos de L-P especificacoes & maneira  como

algumas instrugoes e o input determinam, num ca

minho uniforme, a subseqliente computaglo e come o output dessa



computagdo serd identificado.

As caracteristicas de 1.~ a 5.- servem como um guia ins
trutivo para uma escolha Util do P-simbolismo e L~P especificacgles.

Notemos que existiriam as seguintes caracteristicas que s3oc menos
obvias que l.~ a 5.— se existisse uma resposta para as seguintes
perguntas.

6.~ Existira um limite fixo finito sobre o tamanho de inputs?

7.- Existira um limite fixo finito sobre o conjunto de instrugdes?

8.- Existird um limite fixo finito sobre o total de "memdria™ arma

zenada no espago til ?

O tamanho aqui € medido pelo nitmero de sImbolos elemen-
tares usados, ASsumimos uma resposta negaéiva aéb.-e 7,-, pois u-
ma teoria geral de algoritmos devera referir-se a computacoes - ‘e
ern princfpio sao possiveis’ deixando de lado consideragaes 1ia

de ordem de limitagao pratica.Da mesma maneira responderemos hega-

tivamente a 8.-. Por outro lado, assumiremos uma resposta positiva
para:

9,~- Existird, em algum sentido, um limite fixo finito sobre a capa
cidade ou habilidade do agente computénte L ?

Para a resposta a préxima pergunta, apenas exigimos que a computa~
cao termine:

10.~ Fxistird, em algum caminho, um limite sobre a duragdc de uma

computagao 2



§ 1.2 FUNGOES PRIMITIVAS RECURSIVAS

Caracterizemos uma classe de fungoes tomando como ele-
nentos dessa classe todas as fungoes obtidas por definigdes recur

givas.

DEFINIGAO 1.2.1 Uma UDefini¢dc Recursiva para uma fungdo &, nu-
ma idéia intuitiva, uma defini¢dao onde valores

da fungao para argumentos dados sao diretamente obtidos para va

lores da mesma fungdo para o "mais simples” argumento ou para os

valores das "mais simples funcoes",

A notagdo "mais simples" € tomada na caracterizagado es
colhida como fungoes constantes, identidades, sucessor e outras .
Definigaes recursivas podem ser dadas para servir come algorit -

nos, sendo nuito familiares em matematica.
EXEMPLO 3 A {unrgao f degindida poxa

£(0) 1

It

£(1) = 1
f{x+2)=£f(x+ 1) + £(x)

da a sequencia de FIBONACCI: 1,1,2,3,5,8,13,..4...

As fungoes primitivas Recursivas podem ser obtidas pela

caracterizagdo formal seguinte:

DEFINIGEO 1.2.2 A classe de Fungles Primitivas Recursivas & a me
nor classe C isto &, intersecgdo de todas as

classes C - de fungoes tais que:
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i) todas as funcdes constantes, ) Xy Xyeeo (M}, estao em C,
l; k, Oé m;
ii) a fungao sucessor, xx( x + 1) , estd em C;
iii) todas as fungbes identidade, AXjewux (%X, ), estdo em C,
1 <is< k;
iv) se f & uma funcio de k varidveis em C, e GyrToreserdy sao ca
da uma, fungoes de m varidveis em ¢, entdo a funcio
)\ xl...xm( f(gl(xl"”'xm)""’gk(xlr”"xm))) esta em C ,
l< k,m; |
v) se h € uma funcao de k + 1 varidveis em C, e g & uma funcio

de k = 1 variaveis satisfazendo

It

f( Opxzponor){k ) g(xzf""ka)!
fly + lrﬁér})rkau) = h{y, f(erzr-'-ka)fx2f""¥k )

esta em C, 1< k.

Observemos que em v}, a "funcac de zero variaveis emC *
€ tomada para significar um inteiro fixado. Seque diretamente da
definic¢do
LEMA 1.2.1 f & primitiva recursiva <@=> existe uma segueéncia de fun

gaes fl"“'fn tais que fn = f e para cada j:’._= n, outra
fjesté e C por i}, ii), ou iii), ou fjé diretamente cbtida poral-

guma das f,, i< 3, por iv) ou v).

DEMONSTRAGAO Seja D a classe de todas as fungoes f para as quais

existe uma tal sequéncia de fungdes f3,...,f .
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D esta evidentemente contida em toda a classe C que &€ fechada so-
bre i) a v), donde I € do nesmo modo fechada sobre i} a v). Portan

to, D coincide com a intersecgdo de toda a tal classe C.

DEFINICAC 1.2.3 Se uma sequéncia come no lema 1.2.1 & descrita
para f, juntamente com uma especificacao de co-
mo cada fj é obtida para j < n, teremos uma Derivagdo para f como

uma funcao Primitiva Recursiva,

EXEMPLO 4 Consdideremos a fungde £ dada pela derivagdo:

por funcao de

fl =1 x (%) iii) " ( 1 variavel )
£, = X x(x+l) - ii) ( 1 varidvel )
f3 = ) x1x2x3(x2) iii} ( 3 variaveis )}
f4 = f2f3 iv}) { 3 variaveis )
f5 satisfazendo

fS(O,XZ) = fl(xz)

foly+1l,%,) = £y, £y, %) %)) v) ( 2 variaveis ]}
f = £ = fs(fl,fl) iii) ( 1 varidvel )

Como & facil verificar que f6é a funcao A x( 2x } e,
acidentalmente, que fg & axy ( x +y ), concluimos que a funcdc
AX ( 2x ) é primitiva Recursiva.

Uma derivacgio serve como um cohjunto de instrugdes pa

ra computar efetivamente a fungao que a define.
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EXEMPLO 5 Computando £(2) no exemplo 4, a derivagdo nos Leva a

seguinte compulagao:

£, = £ (2)
= fS(fl(ZJ’fl(z))
= £5(2,£,(2))
= £.(2,2)
= £,(1,£-(1,2),2)
= £,(1,£,(0,£,(0,2),2),2)
= f4(l,f4(0,fl(2),2J,2J
= £,(1,£,(0,2,2),2)
= f4(l,f2(f3(0,2,2)),2)
= f4(l,f2(2),2)
= £,(1,3,2)
= fz(f3(l,3,2))
= £,(3)

4

]

Chegamos & coﬁputagéo unicamente peleo assiduo trabalho
de ir 4 direita e a esquerda.

Notemos qué o agente computante & humano e nao formal-
nente definido, porem a computacao depende da Derivacao e de um
caminho simples e direto gue nos leva a passos mecanicos, satisfa
zendo l.— a 5.~ de § 1.1.

Podemos escolher um P=-sgsimbolismo usual para expressar
derivacoes e as L-P especificag¢des sao as regras simples de subs

titui¢cao para que a derivagao e o input determinem a computagio .
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Virtualmente todas as fungdes algoritmicas da matemati
ca ordinéria sao nostradas como ' primitivas recursivas,
veja (9). Por outro lado, & pssivel construir fungdes com algorit
mos Obvios, que ndo sao primitivas recursivas. Um tal algoritmo &

a "Generalizacdo da Exponencial de Ackermann", veja (ll1) p. 8-9,.

§ 1.3  MAQUINAS DE TURING

Partimos do fatec de que, se existe um algoritmo para
realizar uma tarefa, entdao, pelo-menos em principio, podemos cons
truir uma maguina de computar para realizar essa tarefa. Tal ma -

quina de computar e deterministica no seguinte sentido: enquanto

é uma operacgao, todo seu futuro € especificado completamente pelo

seu estado para um momento . Assim, daremos uma caracteriza-
¢ matemitica de uma classe de objetos gue chamaremos  Haquinasa
de Tuning ( M.Tu.). Elas serao definidas por analogia a computado

res fisicos de um certo tipo. Com isto chegaremos a uma caracteri
zagdo matemidtica de uma classe de fungdes numé@ricas, as fungoes
computidveis por essas M.Tu.. Estas fungles serdo chamadas "Fungdoes
computavedis” e identificaremos o conceito intuitivo de fungdo e~
fetivamente calculdvel com o novo conceito preciso de fungao com-
putavel.

Enquanto as maguinas de computar fisicas s3o desvanta-

josas por terem somente uma regido finita eficaz para estccar da=-
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dos de entrada, nds introduzimos uma magquina de computar gque im
~in {mbol i "o1i i infini
prime simbolos num "tape" linear, assumindo como sendo infinito
em ambas as diregoes, regular numa sequéncia infinita em duas
maos de guadrados de igual tamanho, que chamaremos de celulas, Ve

ja fig. 1.

.

fig. 1
Assumiremos que a maquina € capaz de somente um nlmero fini

to de estados internos distintos ou configuracoes e que sua pféki
ma Operagao imediaté} num dado momento, € determinada por sua con
figuragao interna naquele momento, tomada em conjugagaoc com a ex=-
pressac finita da cé&lula gue entdo aparece no tape. A fungao da
configuragao interna & especificar o prdoxime ato da maquina, dado
o reconhecimento do simbolo que aparece na cé&lula explorada.

Os simbolos dy s i=l,...,n denotarao configuragoes internas.
0s sirbolos S, 4=0,1,...yn denotardo os simbolos que a maguina
seri capaz de imprimir e serid chamado © seu alfabeto., Os simbolos

R e L representarao um movimento de uma célula a direita e de uma

célula a esquerda, respectivamente,

DEFINICAO 1.3.1 Uma Expiessde & uma sequencia finita(possivel -

mente vazia) de simbolos escolhides da lista:



—15—~

qlquFC'OOF sof Sl;-.o-= R; L

DEFINIGAOQ 1.3.2 Uma Quadiupla & uma expressao tendo uma das se-

guintes formas:

1) qiSjSkql
2) qiSjR q

3) qisj

L qL

Uma quddrupla da forma 1), 2) ou 3} especifica o préd-
mo ato da M,Tu. gquande numa configuragao interna q; e explorando
uma célula na qual-aparece o simbolo Sj.'Assim, a gquadrupla 1) in
dica que o proximo ato & substituir Sj por S, na célula explorada
e entrar na configuracao interna qk. As quadruplas do tipc 2) e 3)

indicam movimento de uma cé&€lula para a direita e para a esquerda,

respectivamente, entrando na configuracgac interna qL.

DEFINICAO 1.3.3 Uma Maquina de Tuning & um conjunto finito nao
vazio de guidruplas, nao contendc duas quadru-

plas cujos dois primeiros simbolos sejam os mesmos.

Observemos gue a Ultima restrigac da definigao 1...3
garante que nenhuma M.Tu. serad confrontada com duas diferentes
instrucdes ao mesmo tempo. Esta propriedade & chamada Resthigdo-
Consistencdia.

Os simbolos Sy e S, terdo um papel especial. S, serd
também denotado por B e 8; por 1. B representa algo vazio. Assim,

substituir um simbolo por B significa apagar esse simbolo.
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Uma expressao simples e completa num presente estado da

1) A expressao no tape
2) A configuracdo interna

3} O gquadrado exploragdo

DEFINIGAO 1.3.4 Uma Pedcriqdo insiantinea & uma expressao que
contém exatamente um q; s nao contendo nem R e nem

L e € tal que q; ndo € o simbolo mais 3 direita.

Se Z € uma M.Tu. e o €& uma descricao instantanea, en-
t3o dizemos que o & uma descricao instantdnea de Z se os a; que
ocorrem em o sdc uma configuracdao interna de Z e se os S!s que o -

correm em o sao partes do alfabeto de Z,

DEFINICAO 1.3,5 Uma expressao gue consiste inteiramente de letras
54 € chamada uma Expiressdo Tape. No gue segue P

e Q designam expressoes Tape,

Agora, visualizaremos cada descricao instantinea de uma
M.Tu, como determinando, guando muito, uma descrig¢dc instantanea i
mediatamehte subseqliente desta mesma M.Tu.. Desta maneira as des =
crigoes instantaneas de uma M.Tu. podem ser consideradas come  um

substituto abstrato para momentes sucessivos de tempo,

DEFINICAO 1.3.6 Seja 2 uma M,Tu, e seja o uma descrigdo instan =

tanea de Z, onde qy € a configuragao interna que
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ocorre em o, e onde Sj & o simbolo imediato & direita de g;. En -
tio chamamos q; a congiguragac inteana de Z em o e chamamos Sj o

simbolo explorado por Z em a.

DEFINLGAOQ 1.3.7 A expressao tape obtida ao remover q; de a ¢ cha

mada a expressdo sobre a fita de Z em a.

Partimos considerando nossa mi3quina como possuindo um
tape infinito e no entanto a descrigao instantédnea o € sempre fi
nita, Além disso, temos exigido que exista sempre um simbolo exa
minado individualmente em qualquer descrigao instantanea.Esta apa-
rente contradicao € solucionada através do simbolo especial S, ou
B, Consideraremos entao uma maquina com ;m tape, que € sempre fi=-
nito, mas que pode ser estendido. A miquina tera entdo a proprie-

dade de gue, ao chegar ao fim do tape, uma nova célula, na gual

aparece um B, € unida sobre aquele f£im do tape.

A seguinte definicao d& uma maneira precisapela gqual

[

ma descricdo instantdnea de uma M.Tu. € substitufda por uma des -

cricic instantanea sucessora.

DEFINIGAO 1.3.8 Seja 2 uma M,Tu. e g, gdescrigdes instantadneas.
Entao escrevemos g——— g8 (%2} ou simplesmente
@ w~———>8, para significar que uma das seguintes alternativas a-

contece :

1} Existein expressoes P e Q (possivelmente vazias )
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tais que o ) PqiSjQ e B & Pqg SkQ, onde 2 contem qiSjSkql .
2) Existem expressOes P e @ (possivelmente vazias)
tais que o e PqiSjSkQ e.s e stqt SkQ, onde 2 contem qiSqul.
3) Existe uma expressao P (possivelmente vazia)

tal gqre o & Pqisj e B & PquL Sg

, onde Z contém 93 54%g L.
4) Existem eXpressoes P e () {(possivelmente vazias)
tais que a e PSkqiSjQ e § e Pq, SijQ, onde Z contem qiSqul.
5) Existe uma expressac (Q (possivelmente vazia)

tal que o € qiSjQ e B & q, SOSjQ’ onde Z  contém qiSqut.

Como consequéncia imediata da definicao temos

TEOREMA 1.3.1 e u

>8(2Z) e ¢ > y(Z), entao B =y .

> B(Z) e 4CZ2', entao a

TEQREMA 1.3.2 Se a SR{Z") .

DEFINIGAO 1.3.9 Uma descrigao instantanea o & chamada Teamd

naf com respeito a Z se para nenhum g tiver-

mnos o > glz).

DEFINIGAO 1,3,10 Por uma ceomputagdo de uma M,Tu. 2 gueremos di
zer uma sequéncia finita o),0; , see; o, de

descrigoes instataneas tals que a4 "_—_>ai%l(ZJ para 1< i < p

e tal que oy é terminal com respeito a Z.

Neste caso, escrevemos ap = Resz(al) e chamamos ap 0

resultado de o com respeito a Z.

EXEMPLO & Sefa 7 consiitulda pefas seguintes quadruplas:
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q150R 1 q1535s542 q35285Q3
dq152R g, Jz5s5L d3 q3S35593;
g15s5R () 3505543

Zz tem a configuracao interna ¢,,g9:,q3; e o alfabeto
SO;SZ; SBp SS-

0 gue segue sao computacoes em Z, ondeo;=8,q;5085S;

1) 8,41508583 ————> 5,80 15:553
—— 55508584153
—— 5,85085(2855
——  S5:50( 35585 »
Portanto, Resz(squsosssg)= 5250035585
2) G183 > {255
——““—5 é35055

g3Ss8s . Portanto Resz(qls3) = (aSgSge

Se oy = S,g;50555;, ent§0

$,150858y ———> §,504,55S5;
— 5550850152
——— 5250855529150
— 5250555250G;S0

S L} L] L} L] L] . L] -

Assim ndo se chega a uma descrigdo instantanea termi -
nal.

pafi, Resz( 01) € indefinido.
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§ L.4 FUNCOES COMPUTAVEIS E FUNCOES PARCIALMENTE COMPUTAVEIS

Na secgao precedente vimos como as M. Tu., poderiam ser
usadas para executar computacoes simbSlicas. A fim de tex M.Tu.pa
ra realizar computagdes numdricas & necessdrio que introduzamos u
ma representagao simbolica adequada para nlmeros. Para isto, esco
lhemos o simbole S; (escrito 1) como basico. Se n € um inteiro
positivo, escrevemos Sin para a exXpressao Sisi"" Si’ n-vezes
que consiste de n ocorréncias de Si e tomamos SiO para ser &8 ex-

pressdo nula. Entao podemos escrever:

DEFINIGCAO l.4,1 A cada nimero n associamos a expressac tape n €n
de 1_'1- = 11’1'*‘1.

Assim 3 = 1111 e, em geral n = 1ll....l, n+l vezes

DEFINICAO 1.4.2 A cada k-upla (nysnys«se.,n ) de inteiros asso-

ciamos a expressac tape (nl,nz, “eawy nk) onde

(nl'nzf .u.’nkJ = HlBHZB.ﬁ.n.BI_Ik

Assim, (2,3,0) = 11B1111Bl . Esta notacdao & usada para

input, dados de entrada. Para dados de safda, outputs, usamos:

DEFINICAO 1.4.3 Seja M alguma expressao. Entao <M> € o nilmero
de ocorréncias de 1 em M,
Assim, <llBS4q3> = 2; < q3q255> = (0, Note gue

<m=l> =m e gque < PQ > =< P> + < @ >.
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DEFINIGAC 1.4.4 Seja 2 uma M.Tu.. Ent3o, para cada n, associa
mos a z uma funcao n-&sima

Yo, ) (%%, courx) como sgue:

Para cada n-upla (ml,mz, .‘a.,mnl colocamos ay; = ql(ml,mz,...,mn)

¢ distinguimos dois casos

1) Existe uma computacao de Z, Ogresecens ap. Neste caso colocamos
¥ (n)(m m m} =< o >=< Res_{ o,} >
7 17728 20 Ty P i/ 1

2) Nao existe uma computacao de 3z, Oys see 5 0, dsSto &, Resz(ul)

P
& indefinido. Neste caso deixamos

os oy mn) indefinido,

DEFINICAO 1.4.5 Uma fungéo n-&sima f(xl, oeey xn) & Parclalmen
te Computdavel se existe uma M.Tu., Z tal gque

f(xl,;.;,xn) ?Z(n)(xl, cee 4 %)

Neste caso dizemos que Z computa f. Se, na adigdo,

E(xyy wee v %) é uma funcao total, entdo ela & chamada Computa~
ved,
EXEMPLO 7 As seguintes fungdes sdo computavels e parcialmente

computaveds

a) ADI GAO

Seja £{x, y) = x + y. Construamos uma M.Tu.Zgue computa

(2)

fix,y}, istoé, tal ?z (x, v) = x %y
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Tomemos Z constituida d&as quidruplas

9,1 B q, 9,1 Rq, a,1 B q,
q,B R 1, qu R 9
Seja a1 = q (ml,mz) = qlmlB m . Entao

it

q,1 1™ g3 1™

—> B 1™p 1 1™

——> B g, 1™MB11™

e i a e s

————> B 1’“1q2 B 1 12

—— B 1™ B q,1 1™

—_— 5 1™ B qSIB 1™ qué terminal.
Assim, WZ(Z)(ml p My )] = < Rész(al )

=< B 1M Bqg, B 1™,

fl

ml + m2 -

b) FUNCAO IDENTIDADE

Seja I(x) = x. Mostremos gue I{x) € computavel. Seja Z

uma M.Tu. constitufda da guidrupla q 1 Baq.

_— - n n - .
Entao g n =il 1 » @B 1 ,que ¢ terminal, Por-

tanto, ‘PZ(n) =<q B 1% >=n,
c) FUNCAO SUCESSOR
Seja S{x} = x + 1. Mostremos que S{x) € computivel.

De fato, seja 2 alguma M.Tu. a respeito da gual ql-rﬁ.' é terminal

para algum m. Assim, Z consiste da guiadrupla q B Bq .



-23-

Entao Y (m) = <gq m> =m + 1.

d) SUBTRAGAO

Seja f{x, y) = x - y. Esta funcdo esti definida somente
para x > Y. Em Davis (3) p. 12-15 temos uma prova de que f(x,y )
€ uma fungdo parcialmente computadvel, isto €, estd construida uma

M.Tu, Z tal que ?z(z)(x, ¥Y) = X - Y.

A principio, a classe de fungdes parciais algo
rftmicas dac para as M.Tu. poder gue antes parecia limitado. Nao
cbstante, a definigzo abastece-se com P-simbolismos e L-P especi-
ficagoes. Cada conjunto de quédruplas definindo uma M.Tu. pode
ser visto comc um conjunte de P instrugdes. Podemos tomar o agen-
te computante L como humano. As L-Pespeci ficagOes sao regras
simples conforme uma sucessio de configuragOes mAquina-tape que &

determinada para o tape inicial e para P.

§ 1.5 RESULTADO BASICO

Uma fungao parcialmente computdvel pode ser pensada co
mo uma fungao para a qual possuimos um algoritmo qué nos capaci
ta computar seu valor para elementos de seu dominio. Meste ca
so, quando a resposta € possivel, o algoritmo & fornece. Se um ele
mento nao pertence ao dominio da fungac, o algoritmo gastarid um

tempo infinito numa busca inQtil por uma resposta,



-2 4=

Nosso propdsito & identificar o conceito de fungdo
computdvel com o conceito intuitivo de funcgdo efetivamente calcu~
lavel.

Historicamente este trabalho foi intensificado a par-
tir dec ano de 1936. A noc¢ac de Church de A-~definibilidade,veja(2);
a nogao de Herbrand-Gbdel-Kleene de recursividade geral, veja {(4);
a nogao de Turing de computabilidade, veja (12) e outras, que e -
ram totalmente diferentes em sua formulagao, foram provadas equi-
valentes, no sentido de que a classe das fungoes obtidas eram as

mesmas em cada ¢aso.

Portanto, as caracterizagoes de Church (2), Post (10),
Kleene (5), Turing(l2),Markow (7), embora variando amplamente na
forma, cada uma,contudo, pode ser representada por uma certa esco

lha de P-simbolismos e L-P especificagoes,

Extensivo trabalho foi realizado para provar a equiva=
léncia dessas caracterizagBes..Resumiremos esse trabalho no gse -

guinte Resultade Basicos:

DARTE A “as propostas caracterizagées de Turing, Kleene, Church,
Post, Markow e certas outras, sao egulvalen+
tes, isto €, as mesmas classes de fungoOes parciais e de

fungSes totais sao obtidas em cada caso”,

DEFINICAO 1.5.1 As fungoes contidas na rParte A sao chamadas
Fungoes Recursivas,

As fungaes parciais dessa classe podem,naturalmente,ser
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denominadas fun¢oes Recunsivas Parcials.

PARTE B "Uma extensa variedade de fungoes particulares, cada uma

parecendo sexr algorftmica, foi estudada e
cada uma foi demostrada ser uma fung¢ao parcial recursi-
n

va .

Aqui uma variedade de principios e técnicas Gteis  fo-

ram desenvolvidas para fazer essas demonstracgoes.

PARTE C "As provas para oS resultédos na Parte A tem estrutura
comun., Em todo ¢ exemplo, o fato de gque uma classe de
caracterizacoes formais de fungaes parciais esta inclui
em uma outra, demostrou-se existir um pfocedimento uni for
me que corpleta e justifica oﬂseguinte: dado algum con
junto de instrugoes P para a primeira caracterizagao ,
podemos achar um conjunto de instrugbes P para a segun

da caracterizacao para a mesma funcao parcial".

Em Davis (3) encontramos um detalhado trabalho justi -
ficando nosso Resultado Bisico. A definigao de Turing fol especial ¢
mente Util como uma caracterizagao usual para (ue outras caracteri

zacoes possam ser reduzidas a esta.

§ 1.6 TESE DE CHURCH

”
L .
Y YRR
LorENIYe

-

A caracterizacao de Turing d& convenientes exggéncias
e E\ 1o
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de que toda a fun¢ao parcial na classe escolhida é computavel por
um procedimento que €, intuitivamente, "mecanico. "
Com bases nessa evidéncia, muitos matematicos

t8m aceito a exigénecia que a caracterizagao usual da uma formali=
zacio satisfatdria, ou "reconstrucao racional" das nogdes infor -
mais. Esta exigéncia é muitas vezes referida como a Tese de Chuxch.

Nosso trabalho baseia-se em condigoes matemiticas con -
cretas a partir da classe de fungOes parciais formalmente caracte=-
rizadas em § 1.2. Essa caracterizacdo € o sujeito matéria da teo -
ria de fungoes Recursivas., Agora,para provas gque se baseiam em méto
dos informais temos, em nosso favor, toda a evidéncia acumulada pe
la Tese de Church. Tais provas serao chamadas provas pela Tese de

Church.,

§ 1.7 NOMEROS DE GHDEL E TEOREMA s-m-n

Mostremos agora como a teoria das Ms,Tu. e das fungoes
computiveis podem ser desenvolvidas en termos de fungbes primiti-
vag recursivas e poy meic de Ms.Tu,

Usaremos nameros naturais como um cddigo ou cifra para
expressar a teoria das Ms. Tu.. Os simbolos basicos usados em nos
sa descrigao das Ms,Tu, sao R, L

SurS5118gsesenes
Ao rdgreceecs

A cada um desses simbolos associamos um nimero impar >3, como
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sedgue:
3,5, 7,9, 11,13, 15, 17 , 19 , 21 , seeeeveens
+ 4 0 4 + 4 + 4+ 1 +
R r L ! SO! qll' Sl 4 qz! Szf q3r SB pq4 F csssssrae

Assim, para cada i, §; € associado com 4i + 7, e a4y & associado
com 41 + 5. Portanto, para alguma expressac M existe agora asso
ciada uma sequéncia finita de inteiros impares B1s8ys ese @
Por exemplo, para a guadrupla a; 1 Rq, esta associada a sequén
cia 9, 11, 3, 13. Para a descric¢ao instantanea g1 111 esta
associada a sequéncia 9, 11, 11, 11, 11,

Vejamos como associa; um nﬁmero com uma tal se

gquéncia e portanto com cada expressao.

DEFINIGAO 1.7.1 "Seja M uma expressac consistindo dos simbolos
Yl' Yzj' ...-.’ 'Yn- Seja al, az, e s wp an oS COI_
respondentes inteiros associados com esses simbolos. Entao 0

Namerno de G8del de M € o inteiro

n a
®x =1 Px{(k}k .
k=1
Escrevemos gn{ll) = x. Se M e a expressao vazia, escre-
vemos gn{M) = 1. Aséim, gn(ql 1R q2) = 29.311.53.713.

Observemos que Px(k) & o k~&simo primo na ordem de ma=-

gnitude.

DEFINIGAO 1.7.2  Seja My, eoee, M uma sequéncia finita de expres

sces. Entao, o nimero de G8del desta sequén -
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cia de expressoes é o nimero 1l Px(k)gn(hk)
k=1

-

Assim, o nimero de G8del da sequéncia q, 1B 97 » 9B R g, &

293115779 3293753713

2 , um nimero um tanto grande.
DEFINIGRO 1.7.3 Seja 2 uma M.Tu..Sejam M,...,M alguns arranjos
de quadruplas de Z. Entao o nimero de G&del da

sequéncia Myy wony M, & chamado um numero de G8del da M.Tu. Z.

Temos adotado a caracterizagao de Turing como basica .
Notamos em § 1.2 que um conjunto de instrugbes € um conjunto de
quidruplas que definem uma M.Tu.. Vimos acima, como & possivel
listar todos os conjuntos de instrugoes, Este procedimento pode
ser visto como um procedimento qgue associa a cada inteiro x o con
junto de instrugoes dentro do(x+1)-&simo lugar na lista de todos os
conjuntosde instrucoes.Assumimos agora gue tenhamos selecionado um

tal procedimento listado. Assim,

DEFINIGAO 1.7.4 P_ & o conjunto de instrugoes associadas com o

inteiro x na lista fixa de todos 0s conjuntes de

-

instrugdes. x & chamado o ZLndite ou nimero de Gbdel de P_.

(k)

¢ & a funcdo parcial de k variaveis determinada
(k).
¢X

~

por P_. X & também chamado um Indice ou nlmero de G8del para
Claramente o procedimento listado nos da:
a) um algoritmo para atingir algum x para ¢ correspondente Px’ e

b) um algoritmo para atingir algum conjunto constituido de quadru



plas P ao correspondente inteiro x tal que P & Px'

Dos fatos ja implicitos no Resultado Bisico destaque -

mos O teorema seguintes

TEQOREMA s-m-n  Para todo m,n> 1, existe uma fungaoc recursiva Srm

&

de m+l varidveis tal que para todo XyYireeer ¥p

lzl...zn( ¢X(m+n)(Yl'...'yn'zl’.."zn)) = ¢ m(n)(x,ylr...,yn).

5
n

DEMONSTRAGAO Tomemos © caso m=n=1l, A demonstra¢ao £ analoga para
os outros casos. Consideremos a familia de todas as

fungaes parciais de uma varidvel gue sS30 exXpressas coOmo

Az ( ¢x(2)(y,z) )para-ﬁariéveis X e y. Usando a
caracterizagio usual para fungoes de duas varidveis, podemos ver
isto como uma nové caracterizacao formal para uma classe de fun =
goes parciais recursivas de uma varidvel,

Pela Parte C do Resultado Basico, existe um procedimen
to efetivo para retornar de um conjunto de instrugoes para um con
junto anterior. Portanto, pela tese de Church, pode haver uma

fungao recursiva f de duas varidveis tal que

(2)

xz (o % ly, 2) ) = ¢E(x,y). Esta f ¢ nossa desejada

1
S C.q.d.

Em Davis (3) e Kileene (5) encontramos uma prova formal

- N - .
de gue as funcoes S, Sao0 primitivas recursivas.

AT EAENAAETNTA AR AEXHR



cCaAPITULO II

CONJUNTOS RECURSIVAMENTE ENUMERAVEIS - SISTEMAS AXIOMATICOS

0 conceifo de necuk@LuLdade_iam virtudes amplas e cla=-
ras e degedltos Ladls como a Lnaoiubiﬂidadé. Observemos gue por re-
cursividade estamos entendende a classe de gungoes parcials "efe-
tivas®™, "eomputaveis", "efetivamente computdvedis", "mecanicamente
computaveds” ou "algorlimicast. De acondo com nossa teoaiasos
problemas solitveis e insolavels sdo representados, por meio de c@
digos, como um confjunto de inteiros. O problema serd so0livel se ¢
conrnespondente confunte de Lniteinos & recunsivo.

Neste capltulo estudaremos propriedades recursdivas de
conjuntos de {infelros, em particulan aquelas propriedades que
tem a ven com a sclubilidade e insolubilidade. A mais bdsica ¢ a
propriiedade de possuin uma fungdo caracterlsiica recunsdva, Um
problema send insclivel se um ceato confunte ocu relaclo falha na
obtengdo de uma funcdo caracterlsidica recunsiva., Daremos Lambem

¢ Teoxema Fundamenial dos sistemas axlomaticosd em nossa teoria
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desenvelvida,

§ 2.1 CONJUNTOS RECURSIVAMENTE ENUMERAVEIS

DEFINIGAO 2;1.1 Um conjunto é.Recunéiuo se ele possui uma fun-
cao caracteristica recursiva.
Isto quer dizer, A € recursivo se e somente se existe
uma fungﬁo recursiva f tal que ¥ %, x ¢ A=> f(x}) =1 e xg¢ &
==> f£(x} = 0,
Intuitivamente, A € recursivo se existe um procedimen=-

to efetivo para decidir, dado algum X, se ou nio x e A.

EXEMPLO 8 08 seguintes confuntos sdo Lodos hecursdlvos:

al 0 conjunto { 0,2,4,..0.0} de indelros pahesd;
b) Ne g ;
e}l 04 confuntos findlitos;

d] 08 conjuntos com complemento §iniZo.

Os conjuntos ¢) e d) sao recursivos desde gque uma lis+
ta explicita do conjunto finito considerado possa ser usada para
dar instrucOes para a fungao caracteristica,

Notemos, pela aplicacao trivial da Tese de Church,que

A recursivo ==> A recursivo.

DEFINIGRO 2.1.2 A & Recurnsivamente Enumerdvel se A = ¢ ou exis
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te uma funcao f recursiva total tal que A = imaggem de f.

Intuitivamente, isto duer dizer gue existe um procedi-
mento efetivo para listar os membrog do conjunto.
Os teoremas seguintes nos mostram uma Conexao entre re

curgividade e enunerabilidade recursiva,.

TEOREMA 2,1.1 A recursiveo =—> A recursivamente enumeravel,

DEMONSTRACAO Caso (i) A & @. Ent3o A € recursivamente enumeivel
por definigao,
Caso (LL) B & finito e # ¢

Seja h = { Npegy eoe g nk} . Definimos f por

N, para X < k

f(x)= -
Ny r para kK < x
Caso (LL4i) A & infinito
Seja g a fungao caracteristica, Definimos £ por

£00) = uylgly)= 1)

il

fix + ;) py{gly) =1l e £(x) < V)

Nos casos{ii) e (iii), £ € uma fungao recursiva pela

Tese de Church, e A = imagem de £. c.q.d.

TEOREMA 2.1.2 A & recursivo <==> A e A sao ambos recursiva -

mente enumeraveis.

DEMONSTRAGAO (==> )} Desde gue A & recursivo —> A & recursivo,



isto é imediato pelo teorema 2.1.1.

(¢<== )} Se ambos A ¢ A saoc @, A & imediatanente recur

sivo. Se& nem A e nem A Sao ¢, entao A = iragen

—

de £ ¢ A = imagem de ¢ para certas funcgoes recursivas f e g, que

dao um procedimento cfetivo para testar elementos em A, Isto é,pg
ra testar um dado %, examinenos,em turno, £(0)}, g(0},£(Ll),g({l},...
Se aparece ¥ como um valor de £, entaoc x gh. Se x aparece como um
valor de ¢, entdo xe A. Taubém, x pode aparecer como um valor

de f ou de g, desde gue AMWRA = N. Este procedimento pode ser mais
intuitivamente descrito como seguve: geramos listas para A e A si
multaneamente, Ao mesmo tempo levames a cabo um ziguezague para

perseguly x sob as duas listas. x pode eventualmente aparecer, A

lista em gue x aparece determina se x estd em A ou A. c.q.d.
Veremos em § 2.2 que a reciproca do teorema 2.1,1 niao
& verdadeira e portanto, pelo teorema 2.l1.2, que existem conjuntos

recursivamente enumeraveis cujos complementos nao sao recursi -

varente enumeraveis.

§ 2.2 TEOREMA BASICO

0 seguinte teorema da uma caracterizagao alternativa
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de enumerabilidade recursiva. E um resultado fundamental.

TEOREMA BASICO A € recursivamente enumeravel <=—=>A & o dominio
de uma funcao recursiva

(isto €, (dx ) ( A = domfnio de o ).

DEMONSTRAGAO ( =>) Caso (L) A = g.

Seja ¥ a fungao parcial recursiva total -
mente divergente., Entao A = dominio de V.

Caso [i4L) A # ¢, Entao A = imagem de £.

Definimos ¥ pelas instrugoes: computar ¥x),
gerar a imagen de f ; se,e quando x aparece na imagem de £, dar o

ocutput x, ¥ € claramente recursiva parcial, e A = dominio de ¥ .

{ <—) Seja A = dominio de ¥y, quando ¥ € parcial
recursiva. Definimos um procedimento efetivo que listarid A se A &

niao vazio. O procedimentoconsiste em realizar os seguintes estagios:

Estagio 1 Computar um passo na computacac de ¥ (0). Se ¥ (0) con-

verge em um passo, cologue 0 na lista para A.

Estdgio n+l  Computar n+l passos em cada uma das n+l computacoes
para Y(0), ¥{(1),...., ¥{n). Para cada um desses passos gue conver
gem sobre cu antes de (n+l)-&simo passos, adicionamos o input a

lista para A.

LI I B IR I BN N N AR B O B BN B RN RN B N NS

Agora definimos n como segue:s

n(0) = primeiro membro da lista;



by (y foi adicicnade & lista no estigio x+l e

Yy F{n(0), n{l); evewr n(x}} ), se um tal y existe;

n{xtl)=
n{0) , em outros casos.
\
Pela tese de Church,; € uma fungao parcial recursiva.
Se A = , A & recursivamente enumerdvel por definigao.
Se A # {§ entao, pela construgio,n € uma fungao total e
imagem de n = dominio de ¥ = A. Assim, A € recursivamente enume-

ravel. c.gq.d.

A demongtragao acima procede por‘ajustar completanente
as computacoes para Y(0), ¥(l); ceess

Introduzimos agora, come "nomes" para conjuntos recur-—
sivamente enumeriveis, os indices das correspondentes fungaes par

cials recursivas.

DEFINIGRO 2.2.1 W, = dominie de bype X e chamnade um numerno de Gddel
- - i - '
ou indice necursivanente enumeravel para o conjun

to recursivamente enunmeravel,

Cs métodos do tecorema Basico produzem o0s seguintes co-

- .
relarios

COROLARIO 2.2.1 A & recursivamente enumerdvel<==> A & a imagem
de uma fung¢ao parcial recursiva. Isto &,

{Hdx) ( A = imagem de ¢x))

DEMONSTRACAO { =—> ) Caso [4).Como no teorema.
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Caso (£4) A ¥ construida na prova 4o teorema serviri aqui,
para A = dominic de ¥ = imagem de V.
(<= ) Como no teorema, excete que, nos estigios sucessivos,
os outputs sao adicionados antes que os inputs na lig

ta que seria feita. c.g.d

Deste corolaric segue ue A é o dominio de uma funcio
parcial recursiva <=> A & a imagem de uma func@o parcial recur-

siva. 0 seyuinte coroliario elpressa este fato numa forma melhor,

CORODLARIO 2.2.2 Existem fungdes recursivas £ e g tals que ¥x

imagem de ¢f£(x) = dominio de &x,

dominio de ¢g(x) = imagem de ¢y

DEFONS TRLCAD Parae f£f. Dado x, definimos
' se ¢x(y) converge;

¥(y) =
divergente , em outros CasosS.

Claramente, ilmagar de ¢ = dominio de ¢x' Desde gue as

instrucdss para ¥ dependam de um caminho uniforme efetivo em X

¥(x) = ¢f(x) para alguma £ recursiva. {(Implicitamente usamos O
teorema s-m-n).

Para g. Dado X, definimos um procedimento listado

senelhante ao da demonstrag¢ao do teoremaj

exceto que os outputs sao listados antes gue os inputs, ¢x é usa-

da no lugar de ¥.

Definimnos



fy ' se y aparece na lista;

oly) =
idivergentef em outros casos.

Claramente, dominio de 9 = imagem de ¢+ Desde que as
instrugtes para 0 dependam de wn caminho uniforme efetive en X
& E v

0 = ¢g{x) para alguna ¢ recursiva., c.q.d.

Un terceiro corclario afirma que para conjuntos nao va
zios, alguém pode ir, por um caminho uniforme efetivo, do dominio

ou imagem, listando instrugdes a instrugoes de uma funcZo total.

COROCLARIO 2.2.3  Existem fungOes recursivas £' e g'!' tais que

(i) imagem de ¢f'{x) = dominio de ¢, €
(dominio de ¢ # @ =>¢f'(x) & total)
(ii) imagem de ¢g'{xn) = imagem de ¢x e

{imagem de ¢, # @ ==>¢g'(x) & total)

DEMONSTRACAO Para (L}tomemos a n recursiva parcial construida
no teorema basico, com ¢, no lugar de v,
Entao, um Indice para n. depende efetivamente en X, isto &,
n = ¢ £'(x) para alqguma f' recursiva.
Para (4L} cologue g' = f'g, onde g € como no corold

rio 2.2.2 c.q.d:

0O teorema basico & uma poderosa ferramenta para nostrar

a enunerabilidade recursiva. Por exemplo, mostremos que o conjunto
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{x / ¢X(x} & copvergente } € recursivamente enumerivel.

Demos o nome K a tal conjunto, pois ele ter? um pa -

pel importante em nosso trabalho,
DEFINICAC 2.2,3 K =1{ x / ¢ o (x) é convergente} = { x / x& W}

TEOREMA 2.2.2 Existe um conjunto recursivamente enumeravel mas

nao recursivo, e K & um tal conjunto.

DEMONSTRACAO Definames
1, se ¢_(x) & convergente
Y(x) = : X .
divergente, se ¢x(x) @ diveruente
¥ & evidentenente recursiva parcial, e K = dondnic deV.
Portanto, pelo teorema bésico, K & recursivamente enumeravel,
Para mostraf que X niZo € recursivo, assumamos gue K &
recursivo. Pelo teorema 2.1.2, X = Hm para algum m. Lntao
meg K-<m=>_m e W s pela definicao de K;

mas

EX <= m €W
m kil i ”

¢ pela escolha de m.

Isto é uma contradigiao, e portantc K naoc pode ser re-

cursiveo. Cc.g.d.

Asgim, K passa a ser recursivamente enumeravel e k nao
recursivamente enumeravel., O conjunto K encorpora e abrevia o

problema 'da parada®



Concluimos esta secgac com uma aplicagdo ilustra-
tiva adicional do teorema bazico,

-

TEOREMA 2.2.3 Se Y & uma fungdo recursiva parcial e A &
-1

recursivanente enumeravel entdioc, ¥ ~(A) & re
cursivamente enumeravel.
DEMONS TRACAO Para verificar resultados desta espécie, na

priatica, & melhor fiar-se na intuigdo e descre
ver procedimentos em termos desiguais. Por exemplo, neste caso:
Licste os membros de A. Ao nesmo tempo liste, "ajustando com~
pletamente” computagﬁes para¥ para todos os possiveis inputs .

Encontre agqueles dnputs que produzem outputs em A,

Para uma prova mais formal, contudo, o teorema bé
sico pode ser Gtil. Neste caso, usemos O teorema basico para o
conjuntc A = doninic de ¢, para algum n. Entao, ?ml(A) = domi =
nio de ¢nW e, outra vez pelo teorema basico, W”l(A) & recur -
sivamente enumesravel.

C.g.de



-8 )=

§ 2.3 SISTEMAS  AXIOMATICOS

Un sistema axiomdtico consiste de:
a) Uma linguagenm
b) Um conjunto decidivel de axiomas

¢) Um conjunto finito de regras elementares do tipo Al,AZ,...,An
B

EXEMPLO 9  Um sditema axicmaiico da Logica de enunciados. A Lin-
guagen contim vanidveis de enunciados e 08 conetivos
—r {negagdo}, ¢ —> (implicagdo).
08 axiomas §$do: '

1) ‘A ==> (B ==>A)

2} (& ——> (B m=> C)} wm=> ((A ==> B} s> (A —=>C)]
3) ( =B ==> —»B) => (B ==> A}
A regra e \ ) _
A, A ==> B
B

Hediante uma g8delizacao podemos considerar o conjun -
te de teoremas de um sistema axiomatico (isto €, o conjunto de
formulas que se obtém usando os axioﬁas e as regras) cCOmo um con
junto de numeros naturails.

Assim sendo, © resultado fundamental da aplicacao da
teoria das fungOes recursivas aos sistemas axiomaticos € o seguin

te:

TEOREMA FUNDAMENTAL  Um conjunto A de fOrmulas & axiomatizavel
se e sonente se o conjunto dos nimeros

de GBdel das fOrmulas en A é recursivamwente enureravel,



DEMONSTRAGCAO  (<== ) Se o conjunto de numeros de GBdel de £ormu
las em A € recursivamente enumerdvel entio,

axiste uma fungao recursiva £(x) cuja imagem & o dito conjunto

Seja a fungao recursiva f£(x) definida por um sistema de equagOes.

Tomemos tais equagbes como axiomas e formulemos uma regra de subs

tituicio de iguais por iguais, de variaveis por numerdis, e uma

regra gue permite passar de uma expressao f(x) =m & fOrmula cu
jo nlmero de GWdel € m, Ou seja
f{n) = m
B

(onde m = nimerc de GBdAel de B)

( ==> )} Um conjuntc de formulas A € axiomatizi -

vel se existe um sistema de axiomas gue permite deduzir esse co

»

junto A e somente A,

Assin sendo, podemos por em uma lista infinita as de-
monstracoes de tal sistema axiomadtico. Bastard, para isto, escre
ver em ordem de complexidade crescente tais demonstracoOes, medin
do sua complexidade por seu nUmero de Gddel. Pela tese de Church
sabemos que se esta listagem € efetiva, entao existe uma funcgao
recursiva cuja imagem € o conjunto de numeros de CBdel da sequég

clia demonstrivel em uma listagem.
c.q ﬁd-

AAXRAAEAKA AR AR ARA A AR AT ERAR
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CONJUNTOS CRIATIVCS E  FPRODUTIVOS

No capltulo 11, provamos que K nAo ¢ recursivamente
enumendvel. Neste capitufo damos um sentido consirutive ao fracas
s0 do conjunte K em sex &éiuké&uamente enuneravel, Com £sio, de-
giniremos o« Lmportante classe dos conjuntos crnlalivos e predutli -

vod .

§ 3.1 CONJUNTOS CRIATIVOS

Para o indice de algum subconjunto recursivamente enure
ravel de T podemos encontrar um inteiro que estd em K, mas nao
no suvbconjunto,

Pondo isto rulais formalmente temos, pela definigao de K,

que
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be fato, suponhamos que X ¢ Wx entido, por definicao de
K, x ¢ K mas, isto contradiz a hipdtese de que W (= K. Portanto,
X € ﬁx' Suponhamos que X € X entdao, por definicido x € W, mas en
tdo, x ¢ K, contradicZo. Portanto, x e K.

Logo,

Wx C-X=> x¢g K - Wx.

Esta propriedade de K € dada em uma formulagac recursi

va invariante na definicao seguinte.

DEFINIGAO 3.1.1 A é Pacdutivo se existe uma funcdo ¥ recursiva

parcial tal que

(Vx) (W CZA —=> ( ¥(x) & convergente, Y(x) e A=)
¥ & chamada uma {unc¢dc produtiva parcial para A.

Para nossos propdsitos, estamos especialmente interes-
sados em conjuntos recursivamente enumeraveis cujos complenentos

sao produtivos, Tais conjuntos sao chamados, por Post, criativos.,

DEFINIGAO 3.1.2 A & (ndiativo se
a) A & recursivamente enumerével, e

b) A & produtivo.

EXEMPLO 10 K & um conjuntc criatdive, desde que K seja recursivamente

cnumenavel ¢ K seja produtivo com a fungae identidade

Ax{x} sendo a fungdo produtiva parcial.
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EXEMPLO 11 0 comjunto T = { x / ¢ & total} ¢ produtivo,

De fato, seja W, dado. Tomemos $¢1(y) COMO RO corold
rio 2.2.3. Isto e, a imagem de ¢f'(x) = Wx e ¢f'(x) e total se Wx
€ nao vazio.

Definimos D por

[ a) 0, se ¢f'(x) com o input 0 ndo
converge em zZ passos ou me-

nos.,.

) (2) =4{ b)

)(z) + 1, em outros casos, onde zg, é
0

tgx ¢¢f,(x)(z-z

o nimero exato de passos re
ueridos para com O
que 15 ¢f'(x)

input 0 para convergir,

Demonstremcs gue se WxCZT => existe g tal que

g{x) ¢ T - W_. Distinguiros dois casos:

i) W, o= $. Entac, £'(x) & o indice de uma func¢io recursiva que
nunca converge. Portanto, aplicamos a) da definigao D
e por conseguinte, g(x) &€ o Indice de uma funcao constante igual

a 0, Isto &, g(x) € T.

ii) Wx # @. Entao, q’f‘(x) € total e ¢f|(x)(Z"ZO). e W, (e T, por
definicao de £'(x) e pela hipltese de que WXC:.T.

roi se 2 < entao : z) = 0. Se 2 > z_ entio
s be, 22, ' ¢g(x)( ) o :

¢f'(x)(z“zo) estd definida e pelo resultado anterior & o Indice
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de uma fungao total, de tal modo que ¢¢
- £fr{x

(%)

(z_zo)(z) estid defi-
da e a fortiori ¢

y(2) + 1= % g(x) esta definida.

Por conseguinte, g(x} € o Indice de uma fungao total. Ou seja,

g({x) € T.

Mostremos agora que g{x}) ¢ W Suponhamos que g(x) € W .

Como f£'(x} & o Indice de uma fungao que enumera W, entao, existe

i tal que g(x) = ¢f'(x)(i) . Tomemos z = z_ + i, Entao,

¢g(x)(z) = ¢¢f'(x)(i)(2) e também por b) da definigao D

O oy (2) =9 (=) + 1= o (z) + 1,

g () Per(xy (Zo*iTRg) ber(x) 1)
contradigao.

Portanto, g{x) ¢ W e g & a desejada fungao par =
cial produtiva.

C.q.d,

O seguinte teorema e seu respectivo Lema &€ uma conse -

gquéncia imediata da definigao.

TEOREMA 3.1.1 A produtivo =—> A nao recursivamente enumeravel.

CORQLARIO 3.1.1 A criativo ==> A nao recursivo,



§ 3.2 PRODUTIVIDADE

No capitulo IV, trataremos das aplicagCes da teoria
das fungBes recursivas a 1dgica. Para isto, o conceito de produ-

tividade desewmpenha um papel fundamental.

Segue da defini¢ao de produtividade que se um conjunto
A & produtivo entdo, existe um procedimento efetive pelo gual, da
do algum subconiunto recursivamente enumerivel de A, podemos ob -

ter um maior subconjunto recursivamente enumeravel de A,

No gue segue, procuraremos caminhos de interseccao des
tes procedimentos.
TEOREMA 2.2.1 A produtive ==—> A tem um subceonjunto infinite re-

cursivamente enune ravel ©

DEMONSTRACAO (Informal) . Seja ¥ uma funcao produtiva parcial pa-
ra A. Obtemos uma g recursiva cuja ima=
gem & um subconjunto infinite de A. As instrucdes para g sao indu
tivas. Seja 2y um fndice recursivamente enumeravel para o conjun-~
to nao vazio. Compute g(0). Cologue g(0) = ?(zo)a Desde gue WEE:A
y (25) estd definida e estd em A. Compute g(n+l). Seja z_ ., um in-
dice recursivamente enumeravel para o conjunto finito
{ g(0), ecowey g(n) 1. Cologque g(n+l} = W(zn+l). Les
de que‘WZCIJh ?(zn+l) estd definida e estd em A. Evidentemente

I

o o~
ungdo um-ui
g € uma fung i Cocfode
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O seqguinte teorema responde d pergunta: Dado um conjun
to produtivo, pods ser encontrada uma funcgido produtiva total pa-

ra ele ?

TECREMA 3.2,2 A é produtivo <—> existe uma fungdo recursiva (to
tal) £ tal gue A & produtive, com f sendo uma fun

cao produtiva parcial.
Para uma demonstracao, veija Rogers (11} p.S2.

DEFINICAO 3.2.1 Quando uma fungio produtiva € total, ela & cha-

mada uma funganr produtdva,

Originarianente, Post definiu um conjunto criativo pa-
ra ser um conjunto recursivamente enumerdvel cujo complemento é

produtive com uma fungdao (total) produtiva.

A assergido de que A nao é recursivamente enumeravel po

de ser expressa poxr

(¥x)( Jy) (yeW B Nvyeh=-W)

Diz-ge que esta assergao vale "construtivamente ou "in
formalmente" se existe uma fungao recursiva £ tal que

( Mx) (£{x) ¢ W, = A\ £(x) ¢ A - W)

Assim sendo,
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DEFINIGAQ 3.2.2 A €& completamente produfive se existe uma fun-

¢cao recursiva f£ tal que para toto x, ou

f{x} ¢ W, - A ou £(x) ¢ A - Wy e
f & chamada uma fun¢do compleia para A.

EXEMPLO 12 K & completamente produtivoe com Ax(x) como funcdo pro
dufiva completa. Paka x € We—=—> x¢ Kex¢g wx S

.f'\?l

x € K, pela definicde de
A_definigﬁo sequinte afirma que existe um procedimento
produtive pava ir de subconjuntos recursivamente enumeraveis para

maiores subconjuntos recursivamente enumeriveis.

DEFINICRO 3.2.3 & & semiprodutive se existe uma funcio parcial

recursiva tal que

( ¥ x)(wx;:h_==>(W(x) & convergente WXCZ”W?(X)/\WX#WW(X)ﬂ\W?(XyC:A}}

*************.************



CaPITULO IV

APLICRQUES DA THCRIA DAS FUNCOES RECURSIVAS A LOGICA

Peda ticnica de GBdel de desdignar nimeros a slmbolos e
a séiies {initas de simbolos, como vimes em § 1.7, fodos os pro-
blemas que dizem nespeldo a sistemas L0gicos matematicos fornam -
se problemas que dizem respedie a conjunios de Antednos. Aqul es-
ta wna das grandes utilidades da tecria que desenvolvemos. Em pan
tieular, um confjunto de formubas constifue um sistema axiomatico
se o conrespondente conjunte de nlmeros de GBdel ¢ recurnsivamente
enumeravel, O sdistema axiomdiice & decidlvel se esse confunto e
necunsive, indecidivel se ele ndo ¢ recwisive. A exi{sténcia de
s4stemas axiomdticos indecidlvedls € assim equivalente & exdsiin -
cia de conjunios recursivamenie erumerdvels que ndo 840 recursdi -
vos .

Neste capltule, apos a introducde de alguma terminolo

gia, aplicaremos a Leonia das fungdes recunsivas a um sistema L0-
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gico matematico especlfico, a Aritmetica Elementar, apresentande
antes a utiflidade de tal teoria na demonstracguo do Zeorema da

Imcomplliude de Gldek,

§ 4.1 TERMINOLOGIA

Nesta seccao introduzimos alguma terminologia para a a

plicacao da teoria das fungOes recursivas & loOgica.

DEFINICAO 4,1.1 Chamamos de Foamulas Bem Foamadas de um sistema
18gico formalizado, que denotamos por fbfs, a u
ma certa classe de séries finitas de simbolos obtidos de um cerw

to alfabeto basico.

As fbfs sao especificadas neste sentido guando existe
um procedimento efetivo para decidir que séries finitas sao fbfs
e gque séries finitas nao o sao. Na investigacgac de um sistema 10

gico, as fbfs constitui a classe de ohjetoz basicos de estudo.

EXEMPLO 13 Dejindgdo de 4b§s na Logica de enunciados,

a) 0 alfabeto o constitul-se de —r, => , { , 1: PorPrsPgseessss

b) Uma s2nie finita de simbolos do alfabeto o €, porn exemplo:

~7p

ﬁeﬁinig&o de §b§s
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L) pysPysPorssens sdac §bgs,

7) Se A & 4b4 entio, (—Al & 4b4,

3) Se A e B sdo fbgs entdo, [A ==> B) & tambem 4b{,

4) Clausula extremal. SO 440 {bfs aquelas senies finitas de slm-
bolos do alfabeio o cufa condicde de sen b4 se pode demonstran
wsando 1}, 2), e 3}.

Assdm,

L) { py ==> pgl ¢ fbg, pois Py 2 Py sd0 4bgs pela elausula 1)

e [ p, => ps) & §bg pon 3).

ALY [ => pz,pg) nde e fbg pois, panra iste terlamos que aplicar
2} cu 3). Mas, a clausula 2) ndo se aplica pois, o Ambolo—

- B e -— . " Il 3 - -
nio aparece e 3) tambem nac pods, Lsto exigirdia que o simbo

Lo ===> fosse §b§ porem, nde € o caso.

Se uma fhf nao tem variaveis livres, dizemos que & u-
ma sentenga, Na intexpretacac intuitiva, as sentencas correspon

dem as proposicOes verdadeiras ou falsas,

Para aplicar os conceitos da teoria das Fungoes Recur-
sivas pode~se usar um c¢bdigo para as fbfs. Limitaremos nossa dis-

cusao a codigos que sao aplicactes sobre N, Assim,

DEFINICAO 4,1.2 O inteiro gue estd associado com uma fbf sob um
¢ddigo & chamado o numerc de G8def dessa fbf .
Assuminos como usual que as operacoes de codificar e

de_codificar sao efetivas.



Seja um sistema 10gico dado. Entdao, um coddigo associa
com cada conjunto de fbfs um conjunto de inteiros. Por outro la~
do, seja um cenjunto de fhbfs dadc. Entdo, alguma propriedade re
crusiva invariante gue vale para o conjunto de nimeros de G8del
obtidos sob um cddigo valerd também para o conjunto de nlmeros de
Gbdel obtidos sob algum outro cddigo. Portanto, propriedades re -
cursivas invariantes podem ser diretamente associadas com conjun
tos de fbfs. Podemos falar, por exemplo, de um conjunto recursivo

de fbfs, ou de um conjunto produtivo de fbhfs.

Em um sistema logico particular, por exemplo, um con -
junto de fbfs pode ser distinguido como "demonstravel” sob certas
regras especificas de prova, ou outro conjunto de fbfs pode ser
distinguido como “verdadeiré“ sob alguma definicao de verdade, u-

sulmente nao consirutiva.

DEFINICAO 4.1.3 Unm conjunto de fbfs assim distinguido & muitas

vezaes chamado waa Teoixid.

Como demonstramos em § 2,3, as fbfs de uma teoria po =
dem ser, muitas vezes, listadas. Este & o caso guando a teoria
consiste das fbfg "“demonstraveis" sob certas regras formais de

prova, Assim,

DEFINIGAO 4.1.4 Uma teoria, isto &, um conjunto de fbfs, &
Axiomatizavel se ela pode ser efetivamente

listada, ou melhor dito, se ela € recursivamente enumeravel.
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Sinilarmente,

DEFINICAC 4.1.5 Uma teoria € dita ser decidlvel se ela & recur

giva.

A existéncia de conjuntos recursivamente enumeraveis ;
mas nac recursivos, semelhantes a K, sugerem a possibilidade que
certas teorias axiomatiziveis bem conhecidas nao pedem ser deci -
dfveis. 0 teorema de Church, veija (1) a), mostra que as fbfs de-~
monstré&veis da 1d6gica quantificacional formam um conjunto de fbfs
indecidivel,

Veremos em § 4.3 que as fbfs demonstriveis da Aritm§t£
ca Elementar, sob algumas das variag axiomatizagles usuals tanbén

formam um conjunto de fbfs indecidivel.

§ 4.2 RS TEOREMA DA INCOMPLETUDE DE GULEL

Varios sdo os caminhos para uma formalizagae do "fend-
meno da incompletude de Gbdel, veja (4) a). Talvez o mais sinmples
é dizer:

Todo o sdstema formal que tem uma centa complexidade mdi

nimal e para o qual a nogao de §bfs verdadeinas pode

sen degindido em um cento caminho natunal, o conjunio
de §bfs verdadeiras @ produtivo e peatanto nao hecursd

vamente enuneraved,



- g

nssim, pela definigao 4.1.4 as fbfs verdadeiras nio for
mam uma teoria axiomatizavel.

Pela teoria desenvolvida neste trabalho podemos ver,in-
formalmente, gque isto deve ser assim. Consideremos algum sistema
matemitico formal flexIvel e bastante inclusiveo para criar asser -
gges a respeito das M3quinas de Turing e de seus Indices,

Afirmacoes tais como “21 € o Indice para uma funcgio re-
cursiva total® serdao entdo expressiveis dentro da teoria.

Consideremos agora afirmagoes da forma “n € o Indice pa
ra uma fungdo recursiva total", onde n € o numeral para um inteiro.
Neste casoc, nao podemnos esperar por um procedimentoe gque listara
todas as afirmagles verdadeiras e nenhuma das afirmagoes falsas
desta forma pois, {-x / ¢x & total } &, como conhecemcs pelo e-

xemplo 11, um conjunto produtivo,

be fato, das instrucoes para alqum procedimento onde
listamos somente afirmacgOes verdadeiras deta forma, podemos e-
fetivamente obter, pela produtividade de { x / ¢, & total }, uma

nova afirmacic verdadeira desta forma gque nao estd listada.

Similarmente, consideremos afirmagoes da forma "P_ com
o input n diverge", isto &, da forma"n ¢ K%, Aqui també&m naoc po~
demnos esperaxr pox um'procedimento onde possamos listar todas as a

firmagoes verdadeiras e nenhuma falsa desta Ultima forma, desde

gue K &€ produtivo.
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§ 4.3 ARITMETICA ELEMENTAR

Consideraremos agora um sistema lOgico especifico, a A
ritmética Elementar.

As sentencas da Aritmética Elementar saoc as fbfs que
podem ser construidas por:
a) simbolos varidveis pgra inteiros nao negativos, +, x,.=, 0,1,...
b) guantificadores sobre inteiros nao negativos, ¥ , 3,
¢) conetivos sentenciais -, A,V ,==> ,<=> ;
d) toda a variavel em uma sentenca deve ser ligada por algum

quanti ficador, - e

Por exemplo, (¥ a)(-a =2 —> (Jb)}) a=>b x b), & uma
senten¢a que cria a assercao falsa de que todo inteiro diferente

de 2 & um quadrado.

Por um caminho direto e inteiramente de acordo com nog
sa intuicgao, é possivel definir o conjunto de sentencas verdadei-
ras da Aritnéﬁica Elementar. Essa teoria, o conjunto de sentengas
verdadeiras, & chamada teonia efementar dos nuweros, Assim, pode-
nos falar de sentencas verdadeiras e sentencgas falsas. Assumimos
que essa definicao de verdade tenha sido dada, Inesperadamente ,
uma vasta variedade de afirmag¢Ges combinatdrias podem ser expres
sas dentro da Aritrética Elementar.

Em particular, podemos encontrar uma expressac F com u

ma sO varidvel nido quantificada tal gue, gquando substituimos o nu
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meral x; en lugar da varidvel ndo quantificada, a sentenga resul-

tante, denotada por Fx » afirma intuitivamente, gque x.eg K. Mais

0 0
pracisamente, estabelecemos

PROPRIEDADE 1 X € K <==> (FX é verdadeira), e

-

]

X g K <=> (I, falsa) <==> {{ - F.) & verdadeira)

QO seguinte lema & basico em nossa discussao.
LEMA  BASICO ( B recursivo A A 1B produtivo )—3» A produtivo

DEMONSTRACAC INFORMAL

Seja W, igual ao dominio de
uma fungaoc parcial recursiva Y.
Suponhamos WXCIZA. Distinguimos

dois casos:

i} W B = ¢ =>W, CZh - B. Pela produtividade de A [IB =—>

existe um objeto x tal que ¥({x) & convergente e ¥(x} & A(B - wx

ii) W, MB # ¢g. Dado W, existe y tal que wy = WXI”IB. Pela produ-

tividade de A (MB existe uma funcao ?Y tal que ¥(y) & conver-

gente e Y{y) ¢ A - Wy Veja esquema acima.



DEMONSTRACAO {formal) Seia B recursiveo e A1 B produtivo com
respeito a uma fung¢ao parcial recursi-

va¥,Provemos gque existe una fungao parcial recursiva ¢ tal
que se wx C A —> ¢{x) € convergente e ¢(x) ¢ A - W,- Aguid W
é igual ao dowminio de uma funcao parcial recursiva cujo  Indice
é x,

Como B € recutsivo, WXI“IB € recursivamente enumera -
vel e existe uma fungao recursiva g tal que W, B = Wg(x)' pela

tese de Church. Além disso, W ) {_ A 1B, Por conseguinte,¥Yg(x)

g(x
& convergente e ¥g(x) ¢ AfMB -.Wg(x)' Logo, Yg(x) £ A.
Suponhamos que ¥g(x) ¢ W s como além disso ¥Yg(x) ¢ B,

entao Yg(x) e fo”lB = W (x) Mas isto, contradiz o fato de que

g(x
Yy(x) ¢ Wg(x)' Por consegui?te, Yg(x) ¢ W,.
Logo definimos ¢{x) = Yg(x); ¢ &€ uma funcdo produtiva

para A e portanto, A & produtivo.
Ceed.
LEMA 4.3.2 Os conjuntos de sentencas:
a) { Fx / X e N } & recursivo.
p){ F /S x g K1} =/ F / Fx & falso } = {(~wFX) / Fx é verdadeira}

& produtivo.

DEMONSTRAGAQO Para a) . De fato, dado um inteiro gqualquer podenos
decidir se € ou nac o nimero de Gbdel ‘da
sentenca Fy para algum y inteiro. Pela Tese de Church o conjunto

{ gn(r) / x e N } € recursivo.
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Para b) De fato, como para cada x ¢ N podemos
calcular o nimero de GBdel de F » oOb-=

temos o conjunto
A= { gn(F) / Fy é falso } = { an( (=¥ ) / F_ & verdadeizra }.

Seja Hx C A, onde WX & como na definigé'o 2.2,1. Mostre
nos que existe uma fungao recursiva parcial ¥(x) tal que
¥Y(xX} ¢ A = Wx'
rela propriedade 1, existe uma funcdo recursiva parcial ¢
biunfvoca, mas nio sobre, assim definida ¢(x) = gn(F, ), tal que
¢(K) = A. Pela tese de Church existe uma fungao recursiva g tal
que ¢_1(WX) = wg(X)F: K. Por hipbtese, existe a funciio identi-
dade I, que & produti&a para K, tal que Ig{x) ¢ R - Wg(x} . Lo-
go, definimos Y(x) = ¢Ig(x), gue & a fungao produtiva para A. Pox

tanto, A € produtivo,
c.g.d,

Assuminde o lema 4.3.2 podemos aplicar o lema Basico

para obter o seguinte teorema.

TEOREwA 4.3.1 (a) As sentengas verdadeiras da Aritmética Elemen
tar formam um conjunto produtivo e portanto,
nao recursivo.

(b) As sentencas falsas da Aritmética Elementar

formam um conjunto produtivo,
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DEMONSTRACAO  Para a) Sejam

A = conjunto de sentengas verdadeiras da Aritmética

Elementar.

B = conjunto de sentencas da Aritmética Elementar do
tipo (—-;»Fx), X E N.
A B = conjunte de sentencas da Axitmética Elementar do

tipo (—F ) que saoc verdadeiras.

Pelo lema 4.3.2, B & recursivo e A {183 & produtivo ,

entao pelo Lema Basico segue gue A & produtivo.

Para b) Mesmo raciocinio da demonstragao para a).

C.q.d.

Assim, seque que o conjunto de sentencas verdadeiras
e o conjunto de sentencas falsas da Aritmética Elementar consti-
tuem uma teoria indecidivel e nao axiomédtica. Isteo €, o conjunto
de sentencgas verdadeiras e o conjunto de sentencas falsas da Arit

mética Llemerntar nao sio nem axiomatizdveis, e nem decidiveis.

Existem varios caminhos usuals para especificar regras
de pfova na Aritmética Elementar. Um dos quais & baseado nos Axio
mas de Peanc,incluindo as instancias do axioma de indugdo que po-
dem ser expressos na Aritm@tica Elementar. A teoria resultante, is
to & o conjunto de sentencas demonstriveis, € chamada Ariinmetica

de Peano,
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A Aritmética de Peano, consiste das sentengas da A -
ritmética Blementar que sao dedukiveis, a partir da 18gica dos

guantificadores e dos axiomas seguintes:

i) (wa){¥yby (a+1l=b+1=>a=Dh);
il) (v a) (=0 =a+ 1);
iii) (xa) (a+ 0 = a);
ivy (vajy(¥bh) (a+ (pb+1)=(a+b) +1);
v) (a) (ax0=207);
vi) (v a){¥b) (ax {b+1)={(axhbh) + 1);
vii) O 4+ 1 = 1:
viii} Todas as sentencgas da forma (.({ 1 % 1y + 1ll..eat 1) = ¥,
onde x € o numeral do inteiro %, e o x € o nlmero de l's
que aparecern na-QSQuérda;

xix) Todas as sentencgas da forma
( ...0-../\(\?’&) (oooao-- =3 oon(a+l)¢ln)) m}(Va)...a..-

Este {iltimo axioma, chama-se axioma da indugdo completa.
A Aritmética de Peano possui a
PROPRIEDADE 2 x € K=> ( F_ & demonstrivel)

Fazendo a Suposi¢do Lapecial de que as sentencas da

Aritmética Elementar falssas nao sao demonstraveis, temos
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LEMA 4.3.3 x € K <=> (F_ & demonstrdvel), e portanto

X g K <===> (F, & nao demonstravel)

DEMONSTRACAC Temos a propriedade 2 e a suposicac especial de
que todas as sentencas demonstriveis sao verda=

deiras. Loyo, se F, & demonstrivel e x ¢ K entao, Fo é falsa pe

la propriedade 1. Mas enﬁﬁof Fo nao é demonstravel pela suposigao

esp ecial. Portanto, se F_ é demonstravel entdo, X £ XK.
c.qg.d.

aplicando o lema basico temos o seguinte:

TEOREMA 4.3.1  (¢) As sentencas nao demonstraveis formam um con-

junto produtivo.

(b) As sentencas demonstraveis formam um conjunto

criativo e portanto nac recursivo,

DEMONSTRACAO  Paia ¢) . Sejam

A

il

conjunto das sentengas naoc demonstraveis

B

i

conjunto das sentencas do tipo F.r x 8 N

a

il

conjunto das sentencgas do tipo Fy, X £ N

que nao sao demenstraveis.

Usando o lema 4.3.2, pois pelas propriedades 1 e 2

((ﬁﬁx) & verdadeira) <=> (Fx é falso) <=> x ¢ K <==0(Fxn50 demons. ),

temos que B & recursivo e A 1B & produtive e portanto, pelo
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Lema Basico, segue que A € produtivo.
Para d)

Seja A = conjunto das sentengas demonstraveis. A é re-
cursivamente enuneravel, pois existe um procedimento efetivo para
listar todos os elementos de A.

Por outro lado K = B W) C, onde

B = Conjunto de nimercs de G¥del das sentengas ndo de-

monstravelis e

coenjunto de nimeros gue nao sao nimeros de Gldel

O
i

de sentencas.

o

Aplicamoé o Lema- B3sico da seguinte maneira: ALY B &
recursivo, pois & o conjunto de nUmeros de GBdel de sentencgas da
Aritmdtica de Peano.{AldB)( V& = B, que & produtivo pela parte c).
Portanto, pelo lema bisice & & produtivo. Por conseguinte A &

criativo., c.g.d. Veja esquema abaixo,

N
2 = gconjunto de nlmeros de Gbdel de

sentencas demeonstraveis.

B B = comjunto de nimeros de Gbdel de

sentengas nac demonstraveis.

i C = conjunto de nimeros gue nao
sao nlmeros de Gbdel de senten

¢as .

N = conjunto de numeros Naturais.
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Consideremos o conjunto { F, / (-7FX) & demonstrivel }.
Este conjunto & recursivamente enumeravel pois, existe um brocedi
mento efetivo para listar todos os menbros desse conjunto, e além
disso, pela suposicao especial é um subconjunto das sentengas nao

demenstraveis do tipo F X e N.

Usando a produtividade de K, temos

-

TEQOREMA 4.3.1 (e) Existe um X tal que nen Fx ;, nem (-wFX ) e
o 0

demonstravel.,

DEMONSTRAGCAQ  Dado x € N, podemos clacular o nimero de GBdel da

fornula F, e entao,

G = { gn(in / (~—F,) & demonstravel } & recursivamente
enumeravel.

Pela suposicao especial GTZ D = conjunto de sentencas
nao demonstraveis do tipo F,, onde D € um conjunto produtivo pela
parte ¢). Logo D possui uma funcda produtiva VY.

Suponhamos que G = W _, e que ¥(m) ¢ D - G, Mas entao,

Y({m) ¢ D ==> F nac &€ demonstravel, Como ¥{m) ¢ G =>—=F(m) nac

¥ (m)
& demonstravel, Logo, nem FW(m)' nem —7chm) sao demonstraveis .
Tomamdo x, = ¥(m) segue o resultado. Alén disso,

(—F. & verdadeira) <=> (F_ & falsa)<=> x, £ K <===>
x, _ X ¢

<=3 ( F nao € demonstravel), donde segue imediatamente
0
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COROLFRIO 4.3.1 —F, é verdadeira e F, é falsa
0 0

A Suposicdo Especial de gue as sentengas falsas da A
ritmética Elementar sao demonstravels € essencial. Para o caso da
Aritmética de Peano, esta suposicao pode, ela prdpria, ser demons

trada dentro da mais geral teoria Aritmética Conjuntista .

Resumindo informalmente, uma axiomatizagdo da matemdti
ca nao pode captar exatamente todas as afirmacoes verdadeiras
da Aritmética Elementar, parte a) do teorema.

Para alguma axtomatizacgao que preduz somente senten-

cas verdadeiras da Aritmética Elementar, uma nova sentenga vere

dadeica nao demonstravel pode ser encontrada nessa axiomatizagao,

Esses fatos dac um significado especial ao estudo de
produtividade. Post supds que tais fatos manifestaram uma <uali-

dade criativa essencial da matematica. Dal o nome conjuntos cria

tivos.
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1)

2)

NOTAGOES
Usamos as seguintes notacoes convencionais para:

Teoria dos conjunfos

Se A @ um conjunto, I» & seu complemento.

A = B significa, que A e B sao idénticos como conjuntos.

x e Ae x ¢ A significa respectivamente, gque » & ou nao elemen-—
to de A.

{ / }é a notacao para indicar formacao de conjunto.,

AU B € a uniao dos conjuntos A e B.

A1 B & a intersecgao dos conjuntos A e B,

Ty

A - B a diferenca H " A e B,
AT B significa, gque A & tm subconjunto de B.
N = {0,1,2,.4.¢} . Neste trabalho a palavra nimero, inteiroc sao

sirdnimos de nlmero natural.

Fungoes
br Ysea.. denotam fungoes parciais, Usawos, muitas vezes, a no-
tagao funcional. Assim, ¢(X,y)=z significa, que a 3~upla orde-
nada <x,v¥.2> e ¢.

Se ¢ & uma fungao parcial,dizemos que ¢ € defdinida ou
convergenie em X se, X € o dominioc de ¢, do contririo sera
na¢ deginida ou divergente.

£, 9, b,.... denotam fungaes recursivas totais. £(x) = y signi-~
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fica que <x,y> ¢ £. Uma fungdo n-ésima cujo dominio € o con -
junto de todas as n—uplas & chamada Funcae total.

3) Notagdo Lambda de Chuich para degindcde de fungoes parcials
Seja ( — x — ) uma expressio tal que dado qualguer inteiro no 1lu
gar de x , a expressao define quando muito um valor correspon -
dente. Entdo, Ax( — X — ) denota a funcdo parcial x —>( — x — },
Por exemplo, kx(¢l(x) + ¢2(x)) e a fquﬁo parcial Ytal que o do -
ninio de ¥= dominio de ¢lf1 domfinio de 0, € ¥(x) = ¢;(x) + ¢,(x),
para todc o x no dominio de ¥. Usamos também a notacao lambda pa-
ra fungdes de k varidveis escrevendo, AxiX,...x em vez de A.
¥¢ indica a composicdo de ¥ e 4.

-1 . .. . .
¥ 7 indica a fungao inversa.--.

4) Ondem panrcial
< & a ordem parcial estrita,

& a ordem parcial nao estrita,

ia
o

5) Convengies da Logica elementar

AN
Vo o= oy
==> = §E,...,entao

<==> = gSe e somente se
—_— = negagﬁo
¥,7 = gquantificadores universal e existencial, respectivamente,.
6) ux(..+X...) € 0 menor inteiro X tal que ...X... € vexdadeira.

kA kkh ki
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