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I N T R O D U Ç Ã O 

A noçao de sistema axiomático supÕe as noçoes de propri~ 

dade efetiva e de regra efetiva. De fato, temos que saber efetiva -

mente se urra sequência de símbolos é ou não um axioma ou se é ou 

nao a aplicação correta de uma regra. Como a teoria das Funções Re 

cursivas estuda essas noções de propriedade efetiva e regra efetiva 

nao é surprendente que a aplicação desta teoria ao estudo dos sist~ 

mas axiomáticos possa permitir demonstrar resultados profundos. O 

que não se pÔde prever foi aquilo que ocorreu na década de 30 1 

qliandv a aplicação das Funções Recursivas aos sistemas axiomáticos 

produziu resultados espetaculares, como os obtidos por Gi5del e 

Church. Hoje em dia, é possível dar a esses resultados uma forma 

mui to elegante e mui to breve. Neste trabalho, damos alguns exemplos 

desta possibilidade. 

No Capítulo I, daremos uma caracterização formal de Fun

çao Recursiva, apresentando ~~a caracterização matemática da classe 

de objetos chamados Náquinas de rruring e mostrando a equivalência 

que existe entre Função .Recursiva e função computável por uma Ná 

quina de Turing. 



No capítulo II, estudaremos propriedades recursivas de 

conjuntos de inteiros, dando ênfase ao fato de que um problema 

é solúvel se o correspondente conjunto de inteiros é r.ecursi -

vo, Como mediante uma gõdelização podemos considerar o conjun

to de fórmulas que se obtém usando axiomas e regras como um 

conjunto de inteiros, apresentamos também, o resultado funda -

~r.ental da aplicação da Teoria das Funções Recursivas aos siste 

mas axiomáticos. Hostrarernos também que o conjnnto 

K = {x I $x (x) é convergente} 

é recursivamente enumerável. Assim, no Capítulo III, daremos 

um sentido construtivo ao fracasso de K em ser recursivamente 

enumerável definindo então, a importante classe dos conjuntos 

cria ti vos e produt:i vos. 

Usando o resultado fundamental da aplicação da Teoria das 

FunçÕes Recursivas aos sistemas axiomáticos, veremos no Capítu

lo IV, a aplicação de tal teoria num sistema lÓgico específico, 

a Aritmética Elementar, apresentando antes a utilidade da Teo -

ria das Funções Recursivas na demonstração do Teorema da Incorn

pletude de Glldel. 



C A P 1 T U L O I 

FUNÇÕES RECURSIVAS E l!ÁQUINAS DE TURING 

Ne.-6.te. c.ap:Z.tu.to da!Le.mo.& uma c.aJtac.te.tizaç.ão tloJtma.e., mat!!: 

ma..t-ic.a.men.te. e.:.:.ata., de- Função Re.cuJLtJ.i.va. PalLa )_1Jt.o, u:U .. Li.zaJr.e.mof. a 

c.a.Jtac..te.tU za.ç.ão de T uti ng, a.p!t.e.t. e rz.ta.ndo lona c.a.Jta.c..te.Jt.i. z ação mccte.mâ

tic.a. de. uma c.la.&.&e. de obje..to.ó c.ha.r:ra.do-6 Mâqu-<.na.-6 de Tutr.J..ng, e mo.õ

:tiLando a e.quiva.l.ênc..ia. que. ex.i_é..t.e e.n.tne. Funç.ão Re.c.uJt..6lva. e Ju.nç.ã.o 

c.otnpu.tâve...t poJt utna. Máquina de. TuJúng. A.õ.ó.lm .toltr.alte.tao.& plte.c.i.&a a 

noç.ã.o ma..te.mâtic.a in:tu.Ltiva de. fiunç.ão c.ompu.tâve..t " polL AlgoJL.i.tmo". 

§ 1.1 NOÇÃO INFORMZ\L DE ALGORITNO 

Como uma preliminar à caracterização formal, apresent~ 

mos certos aspectos das noções não forrrais de algoritmo e função 

computável por algoritmo, como elas ocorrem na lTk""ltemática. 
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DEFINIÇÃO 1.1.1 Um a.tgo.U:..tmo é um procedimento deterrniní:stico a 

plicado a qualquer classe de "inputs" (entradas ) 

simbÓlicos e que eventualmente produzirá, para cada input, um 

"output" (saida) sírrholico correspondente. 

EXEMPLO 1 Pkoce.~~o u~ua.t dado em câ.tcu.to e..te.mentak paka dióeke~ 

ci.aJt po.tinômJ..olJ. 

Para nossos propósitos 1 consideraremos apenas algori t

mos que produzem, como outputs, inteiros ou k-uplas de inteiros 

para um k fixado, em alguma notação padrão. Por exemplo, os núme

ros arábicos. Assim, para nós 

DEFINiçi'i.O 1.1,2 

da para inteiros. 

Um alg 01! . .-Ltmo é um procedimento para computar 

uma função com relação a alguma notação escolhi 

EXE!o!PLO 2 Funç.Õe..& que pDIJIJue.m a.tgoJt.i..trr1o1J be.m c.onhec-<.do.õ: 

a) ÀX ( x-ésimo número primo } • O :método do crivo de Eratosthenes 

é um algori tnm para esta função. 

b) ÀXY o maior divisor comum de x e y ) • o algoritmo Euclidiano. 

C) ÀXy ( X + y ) • 

Ve..õc.Júç.ão aplt.ox.<.mada e. i.n:tu.i.:tlva da..õ c.aJtac.:te,ltZõ.t.i.c.a-6 da. 

noç.a.o nã.o 6oJt.rna..t de a.tgo.tú:tmo: 

1.- um algoritmo é dado como um conjun·to finito de instruções. 
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2.- Existe um agente, usualmente humano, que computa, reagindo às 

instruções e executando as computações. 

3.- Existem facilidades para executar, estocar e recuperar passos 

em urna computação. 

4.- seja P um conjunto de instruções como em 1.- e seja L um age~ 

te como em 2.-. Então L reage a P de tal modo que, para todo 

o input dado, a computação é executada discretamente, passo 

a passo, sem uso de métodos contínuos ou mecanismos análogos. 

5.- L reage a P de tal modo que urna computacão é levada adiante • 

d~terministicamente, sem recorrer a métodos ou mecanismos ao 

acaso. Exemplo: jogo de dados. 

Essas características de 1.- a __ S.-, err.bora afirmadas~ 

nexatamente, sao inerentes à idéia de algoritmo. Podemos notar 

uma analogia com as máquinas de computar digitais: 1.- correspon-

de ao programa de um computador,2.- a seus elementos lÓgicos, 3.-

à SUa memÓria estocada, 4.- à SUél natureza digital 'E: 5.- Ü SU<J. na 

tureza mecânica. 

DEFINIÇÃO l.l. 3 Chamamos de P--6imbo.f.-L,'Jino à especificação de ex

pressões simbÓlicas que são aceitas como conju!l 

to de instruções, como inputs e como outputs. 

DEFINIÇÃO l.l.4 Chamamos de L-P e.épe.ci6-i.c.aç.Õe..õ à mane.i.ra como 

algumas instruções e o input determinam, num ca 

minha uniforme, a subseqüente computação e como o output dessa 
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computação será identificado. 

As características de 1.- a 5.- servem como um guia ins 

trutivo para uma escolha Útil do P-simbolismo e L-P especificações. 

Notemos que existiriam as seguintes características que sao menos 

Óbvias que 1.- a 5.- se existisse uma resposta para as seguintes 

perguntas. 

6.- Existirá lUTI limite fixo finito sobre o tamanho de inputs? 

7.- Existirá um limite fixo finito sobre o conjunto de instruções? 

8.- Existirá um limite fixo finito sobre o total de "memória" arma 

zen a da no espaço Útil ? 

O tamanho aqui é medido pelo número de símbolos elemen-

tares usados_. Assumimos uma resposta negativa a 6 .- e 7.-, pois u-

ma teoria geral de algoritmos deverá referir-se a computações r 'e 

em princípio são possíveis, deixando de lado considerações 111 

de ordem de limitação prática.Da mesma maneira responderemos nega

ti varnente a 8.-. Por outro lado, assUJTliremos uma resposta posi t.i v a 
para: 

9.- Existirá, em algum sentido, um liwáte fixo finito sobre a cap~ 

cidade ou habilidade do agente cornputante t ? 

Para a resposta à prÓxima pergunta, apenas exigimos que a computa

ção termine: 

10.- Fxistirã, em algum caminho, um limite sobre a duração de uma 

computação ? 
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§ 1. 2 FUNÇÕES PRU!ITIVAS RECURSIVAS 

Caracterizemos uma classe de funções tomando como ele

nentos dessa classe todas as funções obtidas por definições recur 

si vas. 

DEFINIÇÃO 1.2 .1 Uma Ve6~n~ção Recuk~lva para uma função é, nu

ma idéia intuitiva, uma definição onde valores 

da função para argumentos dados são diretamente obtidos para va 

lares da mesma função para o "mais simples" argumento ou para os 

valores das "mais simples funções ... 

A notação '1 mais simples" é tornada na caracterização es 

colhida como funções constantes, identidades, sucessor e outras • 

DefiniçÕes 
mos, sendo 
EXENPLO 3 

recursiVas poden ser dadas para 
Z:lUito familiares em mater.1ãtica. 

A 6unção f de6~n~da po4 

f(O) = 1 

f(1) = 1 

servir como algorit-

f ( X + 2 ) = f ( X + 1 ) + f (X) 

dâ a. ~equên,.,_.ia de FIBONACCI: 1,1,2,3,S,8,13,. ... H 

As funções primitivas Recursivas podem ser obtidas pela 

caracterização formal seguinte: 

DEFINIÇÃO l. 2. 2 

nor classe c isto é, intersecção de todas as 

classes C de funções tais que: 
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i) todas as funções constantes 1 Àx1 x 2 ••• "k( m ) ' estão em c, 

1 < k, o< m; - -
ii) a função sucessor, À X ( X + 1j ' está em C; 

iii) todas as funções identidade, ÀXl""""k( X. ) ' l 
estão em c, 

1 <i~ kj 

iv) se f é uma função de k variáveis em c, e g1 ,g2 , ••• ,gk são ca 

da uma, funções de m variáveis em c, então a função 

em C , 

1 < k, m; -
v) se h é uma função de k + 1 variáveis em c, e g é uma função 

de k - 1 variáveis satisfazendo 

f( O,x2 , ••• ,~ = g(x2 , ••• ,xk), 

f(y + l,x-2 1 •• •. ,xk ) = h(y, f (y, x 2 , ••• , xk} , x 2 , ••• , ~ ) 

está em c, 1 < k. -
Observemos que em v) 1 a 11 função de zero variáveis em C 11 

é tomada para significar um inteiro fixado. Segue diretamente da 

definição 

LE~iA. 1. 2 .1 f é primitiva recursiva ~existe uma sequência de fun 

ções t
1

, • •• ,fn tais que f = f e para cada j < n, outra 
n -

fjestã em c por i), i i), ou iii}, ou fjé diretamente obtida per al-

guma das f 1 , i:; j, por iv) ou v). 

Seja D a classe de todas as funções f para as quais 

existe uma tal sequência de funções 
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C está evidentemente contida ero toda a classe C que é fechada so-

bre i) a v), donde o· é do mesmo modo fechada sobre i} a v). Portan 

to 1 D coincide com a intersecção de toda a tal classe c. 

DEFINIÇÃO 1. 2. 3 Se uma sequência como no lema 1.2.1 é descrita 

para f, juntamente com uma especificação de co

mo cada fj é obtida para j < n, teremos urna VeJúvação para f como 

uma função Primitiva Recursiva. 

EXE~~LO 4 Cono~de~emoõ a 6unção f dado. pela dek~vação: 

f 1 = À x (x) 

f2 = À x (x+1) 

f3 = À "1"2"3 (x2) 

f4 = f2f3 

fs satisfazendo 

t 5 co,x2 J = f1(x2) 

t
5 

(y+1, x2 J = f4 (y,fs (y,x2) '"2) 

f= f6 = fs(f1,f1J 

por 
iii) 

ii) 

iii) 

i v) 

v) 

iii) 

( 

( 

( 

( 

( 

função de 
1 variável 

1 variável 

3 variáveis 

3 variáveis 

2 variáveis 

1 variável 

) 

) 

) 

) 

) 

Como é fácil verificar que t 6é a função À x{ 2x ) e, 

acidentalmente, que f
5 

é Àxy ( x + y } , concluímos que a função 

ÀX ( 2x ) é primitiva Recursiva. 

Uma derivação serve como um conjunto de instruções p~ 

ra computar efetivamente a função que a define. 
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Computando f(2) no exemplo 4, a deJtlvação no..& .te.va ã. 

~e.guln.te compuZa.ção: 

f2 = f6 (2) 

= t
5 

(f
1 

(2) ,f
1 

(2)) 

= t
5 

(2, f
1 

(2) > 

= t
5

(2,2) 

= f4(1,f5(1,2) ,2) 

= f 4 (1,f4 (O,f5 (0,2) ,2> ,2) 

= f4(1,f4(0,f1(2),2),2) 

= f4(1,f4(0,2,2) ,2) 

= f4(1,f2(f3(0,2,2)),2) 

= f4 (l,f2(2) ,2) 
-

= f4 (1,3,2) 

= f2(f3(1,3,2)) 

= f2 ( 3) 

= 4 

Chegamos à computação unicamente pelo assíduo trabalho 

de ir à direita e à esquerda. 

Notemos qué o agente computante é humano e não formal

mente definido, porem a computação depende da Derivação e de um 

caminho simples e direto que nos leva a passos mecânicos, satisfa 

zendo le- a s.- de § 1.1. 

Podemos escolher um P-simbolismo usual para expressar 

derivações e as L-P especificações são as regras simples de sub~ 

tituição para que a derivação e o input determinem a computação • 
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Virtualmente todas as funções algorítrnicas da maternãt~ 

ca ordinária sao mostradas como primitivas recursivas, 

veja (9}. Por outro lado, é pssível construir funções com algori! 

mos óbvios, que não são primitivas recursivas. Um tal algoritmo é 

a "Generalização da Exponencial de Ackermann 11
, veja (ll) p. 8-9. 

§ L 3 1-'>i'\QUINAS DE TURING 

Partimos do fato de que, se existe um algoritmo para 

realizar uma tarefa, então, pelo-menos em princípio, podemos cons 

truir uma máqu1na de computar para realizar essa tarefa. Tal má -

quina de computar é determinística no seguinte sentido: enquanto 

é uma ope raçao, -todo seu futuro e especificado completamente pelo 

seu estado para um momento Assim, daremos uma caracteriza-

ção matemática de uma classe de objetos que chamaremos /.fã.q u.i.naJ 

de TUid.ng ( H. Tu.) • Elas serão definlclas por analogia a computad~ 

res fÍsicos de um certo tipo. Com isto chegaremos a urna caracteri 

zação matemdtica de uma classe de funções numéricas, as funções 

computáveis por essas M.'ru •• Estas funções serão chamadas "Fun.ç.Õe.& 

c.ompu.tã.ve.i..&" e identificaremos o conceito intuitivo de função e

fetivamente calculável com o novo conceito preciso de função com-

putável. 

Enquanto as máquinas de computar fÍsicas são desvanta

josas por terem somente urna região flni ta eficaz para estocar da-
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dos de entrada, nós introduzimos uma máquina de computar que im 

prime sÍrrbolos nun1 "tape" linear, assumindo como sendo infinito 

em ambas as direções, regular numa sequência infinita em duas 

mãos de quadrados de igual tamanho, que chamaremos de cê!ula4. ve 

ja fig, 1, 

I 

I 

fig. 1 

Assumiremos que a raáquina é capaz de somente tua número fini 

to de estados internos distintos ou configurações e que sua ptó~ 

ma operação imediata, num dado momento, é determinada por sua con 

figuração interna naquele momento, tomada em conjugação com a ex

pressão finita da célula que então aparece no tape. A função da 

configuração interna é especificar o próximo ato da máquina, dado 

o reconl:lecimento do símbolo que aparece na célula explorada. 

Os símbolos q. , i==l, .•• ,n denotarão configurações internas. 
~ 

Os sír;Jbolos Si, i=O, 1, •.• ,n denotarão os símbolos que a máquina 

será capaz de imprimir e será chamado o seu alfabeto. Os síniliolos 

R e L representarão um movimento de uma célula à direi ta e de uma 

célula à esquerda, respectivamente. 

DEFINIÇÃO 1. 3.1 Uma Expn~JJão é uma sequência finita(possivel 

mente vazia) de símbolos escolhidos da lista: 
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DEFINIÇÃO 1.3.2 uma Quâd4upla é urna expressão tendo uma das se-

guintes formas: 

l) q.S .Skq 
~ J l 

2) qi SjR q l 

3) qiSjL ql 

Uma quádrupla da forma 1) 1 2) ou 3) especifica o pró

mo ato da M. Tu. quando numa configuração interna q 1 e explorando 

uma célula na qual aparece o símbolo Sj. l~sim, a quádrupla 1) i~ 

dica que o próximo ato é substituir Sj por Sk na célula explorada 

e entrar na configuração interna q • As quádruplas do tipo 2) e 3) 
l 

indicam movimento de uma célula para a direita e para a esquerda, 

respectivamente, entrando na configuração interna ql. 

DEFINIÇÃO 1. 3. 3 Uma Mâqu-<.na de Tu.lt.tng é um conjunto finito nao 

vazio de quádruplas, não contendo duas quádru-

plas cujos dois primeiros símbolos sejam os mesmos. 

Observemos que a última restrição Ua definição 1.:...3 

garante que nenhuma H~ Tu. se rã confrontada com duas diferentes 

instruções ao mesmo tempo. Esta propriedade é chamada Re.-6-tl!..i..ç_ão

C o n.ó .i...6 -tê. n c.i a.. 

Os símbolos s 0 e s 1 terão um papel especial. s 0 será 

também denotado por B e s 1 por 1. B representa algo vazio. Ass.im, 

substituir um símbolo por B significa apagar esse símbolo. 
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-Uma expressao simples e completa num presente estado da 

1} A expressao no tape 

2} A configuração interna 

3) O quadrado explorado 

DEFINiçKO 1.3.4 Uma Ve~e~~ão ~n~tantânea é uma expressão que 

contém exatamente um q 1 , não contendo nem R e nem 

L e é tal não é o símbolo mais à direi ta. 

Se Z é uma N.Tu. e a é uma descrição instantânea, en-

tão dizemos que a é uma descrição instantânea de Z se os q
1 

que 

ocorrem em a são uma configuraçãO interna de Z e se os Sls que o -

-correm em a sao partes do alfabeto de z. 

DEFINIÇÃO l. 3, 5 Uma expressao que consiste inteiramente de letras 

s
1 

ê chamada uma Exp!te.ó.&ão Ta.pe.. No que segue P 

e Q designam eXpressões Tape. 

Agora, visualizaremos cada descrição instantânea de uma 

M.l'u. corno determinando, quando muito, uma descrição instantânoa i 

mediatamente subseqüente desta mesma N.Tu •• Desta maneira as des -

crições instantSneas de uma H.Tu~ podem ser consideradas como um 

substituto abstrato para momentos sucessivos de tempo. 

DEFINIÇÃO l. 3,6 Seja z nma l1.Tu. e seja a uma descrição instan -

tânea de Z, onde qi é a configuração interna que 
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ocorre em a, e onde Sj é o símbolo imediato à direita de q 1 • En 

tão chamamos q 1 a eon6igu4ação ~nte4na de z em a e chamamos sj o 

•Zmbolo explokado pok z em a, 

DEFIN~ÇÃO l. 3, 7 A expressao tape obtida ao remover qi de a é cha 

mada a expke~~ão ~ob~e a 6~ta de z em a. 

Partimos considerando nossa máquina como possuindo um 

tape infinito e no entanto a descrição instantânea a é sempre fi 

nita. Além disso, temos exigido que exista sempre um símbolo exa 

minado individualmente em qualquer descrição instantânea.Esta apa

rente contradição é solucionada através do síniliolo especial s 0 ou 

B. Consideraremos então uma máquina com um tape, que é sempre fi-

nito, mas que pode ser estendido. A máquina terá então a proprie

dade de que, ao chegar ao fim do tape, uma nova célula, nu qual 

aparece um B, é unida sobre aquele fim do tape. 

A seguinte definição dá uma maneira precisa pela qual .!:!_ 

ma descr.i.ção instantânea de urna N.Tu. é substituída por uma des -

crição instantânea sucessora. 

DEFINIÇÃO l. 3. 8 Seja Z urna N.Tu. e a 1 s descrições instantâneas. 

Então escrevemos a--~ B (Z) ou simplesmente 

a ---'~S 1 para significar q·üe uma das seguintes alternativas a-

contece : 

-1) Existem expressoes P e Q (possivelmente vazias ) 
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tais que~ é PqiSjQ e a é Pql SkU' onde Z contém qiSjSkql • 

2) Existem expressões P e Q (possivelmente vazias) 

tais que a é PqiSjSkQ e 8 é PSjq\ SkQ' 

3) I::xiste uma expressão P 

onde Z contém q.S.Rql• 
~ J 

(possivelmente vazia) 

4) Existem expressões P e Q (possivelmente vazias) 

tais que a é ~SkqisjQ e S é Pql sksju' onde z contém q 1SjLql. 

5) _Existe uma_ expressão Q (possivelmente vazia} 

onde Z con-tém q. S .Lq l• 
~ J 

Como consequência imediata da definição temos 

TEOREl'lA l. 3 .l 

TEOREMA 1.3.2 

DEFINIÇÃO l. 3.9 

Se a ---->S{Z} e a ---->-y(Z), então S = y 

Se a---> B(Z) e %C Z', então a ->B(Z 1 ). 

Uma descrição instantânea a é chamada Te.Jtm.i 

na..e. com respeito a Z se para nenhum fd ti ver-

mos a-> S(Z). 

DEFINIÇÃO 1.3.10 Por uma c.ampu.ta.ç.ão de urna H.'l'u. z queremos d,! 

zer uma sequência finita a 1, a 2 , ~ •• , ap de 

descriçÕes instatâneas tais que ai ->a.i+l (Z) para 1~ i :;. p 

e tal que ap é terminal com respeito a z a 

Neste caso, escrevemos a.P = Res
2 

(at) e chamamos ap o 

resultado àe a 1 com respeito a z. 

ElillHPLO 6 



q1SoR q1 

q1SzR q1 

qtSsR ql 
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qtSsSsqz 

qzSsL q3 

q3SoS sC13 

q3SzSsqs 

qsS3S5q3 

Z tem a configuração interna q 1 ,q2 ,q 3 e o alfabeto 

So 1 Sz 1 Ss, Ss. 

O que segue são computações em z, ondea1~S 2 q 1 SoS 5 S3 

SzSOCJtSsS3 

SzSoSsqtSs 

S.z:SoSscJ2Ss 

S2.SoqsSsSs • 

Portanto, ResZ(Szq1SoSsS3)= SzSoqsSsSs • 

2) q 1s 3 _ q,s, 

S 2 Soq1SsSz 

S 2 SoSsq1S2 

SzSOSsSzq1So 

SzSoSsS2Sog1So 

o o • o • • • o 

Assim não se chega a uma descrição instantânea termi -

nal. 
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§ l. 4 FUNÇÕES COMPUTÁVEIS E FUNÇÕES PARCIALMENTE CO!c!PUTÁVEIS 

Na secçao precedente vimos como as H. Tu. poderiam ser 

usadas para executar computações simbÓlicas. A fim de ter N. Tu.p..5_ 

ra realizar computações numéricas é necessário que introduzamos u 

ma representação simbólica adequada para números. Para isto, escg_ 

lhemos o sfrnbolo s1 (escrito 1) como básico. Se n é um inteiro 

positivo, escrevemos Sin para a expressão sisi •••• si, n-vezes 

que consiste de n ocorrências de Si e tomamos si0 para ser a ex

pressão nula. Então podemos escrever: 

DEFINIÇÃO l. 4 .l -A cada numero n associamos a expressao tape n ôn 

de n = ln+l. 

Assim 3 = 1111 e, em geral n = 111 .... 1, n+l vezes 

DEFINIÇÃO l. 4. 2 

ciamos a expressão tape (n1 ,n2 , •••• 1 nk) 

{n
1

,n2 , ••• ,nk} = n1ni12B. ~. ~ .Bflk 

onde 

Assim, {2 1 3 1 0) = llBllllBl • Esta notação é usada para 

input, dados de entrada. Para dados de saída, outputs, usamos: 

DEFINIÇÃO 1.4.3 Seja M alguma expressao. Então <H> é o número 

de ocorrências de 1 em M. 

Assim, = = O .. Note que 

<m-1> = m e que < PQ > =< P> + < Q >. 
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DEFINIÇÃO l. 4. 4 Seja Z uma M.Tu •• Então, para cada n, associa 

mos a Z uma função n-ésima 

como sgue: 

Para cada n-upla (m1 ,m2 , .$ •• ,mn) colocamos a.
1 

= q
1

(m
1

,m
2

, ••• ,:mnT 

e distinguimos dois casos 

1) Existe uma computação de z, a.1 , ••••. , ap. Neste caso colocamos 

$ • • , m ) =< a > = < 
n P 

2) Não existe uma computação de z, a 1 , ••• 1 ap' isto é, Resz{o:
1

) 

é indefinido. Neste caso deixamos 

DEFINIÇÃO l. 4. 5 Uma função n-ésima f (x
1

, ••• , xn) é Palt-e.<'.a-f.me.n 

te Computável se existe uma H.Tu. Z tal que 

(n) 
'Yz (xl' • • • , xn) • 

Neste caso dizemos que Z computa f. Se, na adição, 

f(x
1

, .•. 1 xn) é urna função total, então ela é chamada Compu.:tâ

vet. 

EXE!·lPLO 7 

c.omputãve..{.l! 

a) A D I Ç Ã O 

Seja f(x, y) = x + y. Construamos uma M.Tu.Zque computa 

f(x,y), istoé, t.al 'Yz ( 2 ) (x, y) = x li- y 
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Tomemos z constituída das quádruplas 

Seja "1 ~ q (rn 1 m ) ~ q1 rn B m Então 
1 1 2 1 2 

= q1 1 1 ffi1 B 1 1m2 

q1 B 1 ffil B 1 1m, 

B q, lmlB 1 1m2 

o O O O O O O O O O O G O O O O O 0 

B 1rn1q B 1 1m2 
2 

B lffil. B q, 1 11ll2 

_,. B lffil B q, B 1~ quê terminal. 

Assim, IV z (Z) (m1 , Inz 
-

~ < Resz (a 1 ) 

= < B 1 ml B q3 B 1m2 > 

b) FUNÇÃO IDENTIDADE 

Seja I (x) = x. Nos tremas que :C (x) é corcputãvel~ Seja Z 

uma H. Tu. constituí du. da quádrupla q 1 1 B q 1 • 

tanto, 

- ' 1n 1n • · 1 Entao q1 n o:: q1 .l. ">- q 1 B 1quc 2 ternllna • Por-

~ (n) 
z = < q1 B 1 n > == n. 

c) FUNÇÃO SUCESSOR 

Seja S(x) = x + 1. Hostremos que S(x) é computável. 

De fato, seja Z alguma N.Tu. a respeito da qual q 1 m é terminal 

para algum m. Assim, z consiste da quádrupla q1 B B q1 
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Então fz(m) = < q m> = m + 1. 

d) SUBTRAÇÃO 

Seja f(x, y) = x - y. Esta função está definida somente 

para x > y. Em Davis (3) p. 12-15 temos uma prova de que f{x,y 

é uma função parcialmente computável, isto é, está construída uma 

H.Tu. Z tal que ~Z (2 ) (x, y) = x- y. 

A princípio, a classe de funções parciais alg_2 

rítmicas dão para as B .• Tu. poder que antes parecia limitado. Não 

obstante, a definição abastece-se com P-simbolismos e L-P especi

ficações. Cada conjunto de quádruplas definindo uma M.Tu. pode 

ser visto como um conjunto de P instruções. Podemos tomar o agen-

te computante L como humano. As L-Pespecificações são regras 

simples conforme uma sucessão de configurações máquina-tape que é 

determinada para o tape inicial e para P. 

§ 1.5 RESULTADO BÁSICO 

Uma função parcialmente computável pode ser pensada c2 

mo uma função para a qual possuímos um algoritmo que nos capac!_ 

ta computar seu valor para elementos de seu domi:nio. Neste ca 

so, quando a resposta é possível, o algoritmo a fornece. Se um ele 

menta não pertence ao domínio da função, o algoritmo gastará um 

tempo infinito numa busca inÚtil por uma resposta. 
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Nosso propósito é identificar o conceito de função 

computável com o conceito intuitivo de função efetivamente calcu-

lável. 

Historicamente este trabalho foi intensificado a par-

tir de ano de 1936. A noção de Church de À-definibilidade,veja(2)í 

a noçao de Herbrand-Gôdel-Kleene de recursividade geral, veja 44); 

-a noçao de Turing de computabilidade, veja (12) e outras, que e -

raro totalmente diferentes em sua formulação, foram provadas equi

valentes, no sentido de que a classe das funções obtidas eram as 

mesmas em cada caso. 

Portanto, as caracterizações de Church (2), Post (10), 

Kleene (5), Turing(l2) ,Harko\•1 (7), embora variando amplamente na 

forma, cada uma,contudo, pode ser representada por uma certa esco 

lha de P-sirnbolisrnos e L-P especificações. 

Extensivo trabalho foi realizado para provar a equiva• 

lência dessas caracterizações. Resumiremos esse trabalho no se 

guinte Re.hu.Ltado l3á.6-i..c.o: 

PARTE A 11 as propostas caracterizaçÕes de Turing, I<leene 1 Church, 

Post 1 Harkov1 e certas outras, sao equivalen~ 

tes, isto é, as mesmas classes de funçÕes parciais e de 

funções totais são obtidas em cada caso". 

DEFINIÇÃO l. 5 ,l As funções contidas na Parte A sao chamadas 

FunçÕe.6 Recu.Jt.6i..va.6. 

As funções parciais dessa classe podem,naturalmente ,ser 
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denominadas úun~õ~~ R~eww.tva~ Pall.uaü. 

PARTE B 11 Uma extensa variedade de funções particulares, cada uma 

parecendo ser algorítmica, foi estudada e 

cada uma foi demostrada ser uma função parcial recursi-

va". 

Aqui uma variedade de princÍpios e técnicas úteis fo

ram desenvolvidas para fazer essas demonstrações. 

PARTE C "As provas para os resultados na Parte A tem estrutura 

comum. Em todo o exemplo, o fato de que uma classe de 

caracterizações formais de funções parciais está incluf 

em uma outra, dcmostrou-se existir um procedimento unifor 

me que completa e justifica o seguinte: dado algum CO,!! 

junto de instruçÕes P para a primeira caracterização , 

podemos achar um conjunto de instruções P para a segu~ 

da caracterização para a mesma função parcial 11
• 

Em Davis (3) encontramos um detalhado trabalho justi -

ficando nosso Resultado Básico. A C.cfinicão de Turing foi especial' 

mente útil corno uma cara.cteri~ação u.:;ual para '1Ue outras ca:racteri 

zações possam ser reduzidas a esta. 

§ 1.6 TESE DE CHURCH 

A caracterização de Turing dá convenientes eviS,ências 
' " ,. f'_, \,\}~ r: 

' r··~-;0~· 
', \-_ ._ - : -·- . ' -
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de que toda a função parcial na classe escolhida é computável por 

um procedimento que é, intuitivamente, ''mecânico. 

Com bases nessa evidência, muitos matemáticos 

têm aceito a exigência que a caracterização usual dá uma formali~ 

zação satisfatória, ou 11 reconstrução racional 11 das noções infor -

mais. Esta exigência é muitas vezes referida como a Te...6e de ChuJt.c.h. 

Nosso trabalho baseia-se em condições matemáticas con -

eretas a partir da classe de funções parciais formalmente caracte

rizadas em § 1.2. Essa caracterização é o sujeito matéria da teo -

ria de funções Hecursivas. Agora,para provas que se baseiam em mét2, 

dos informais temos, em nosso favor, toda a evidência acumulada p~ 

la Tese de Church. Tais provas serão chamadas provas pela Tese de 

Church. 

§ 1. 7 NO!lEROS DE Gt'lDEL E TEOREHA s-m-n 

I·'lostremos agora como a teoria das Hs. Tu. e das funçÕes 

computáveis podem ser desenvolvidas em termos de funções primiti

vas recursivas e por meio de Ns.Tu. 

Usaremos números naturais como um cÓdigo ou cifra para 

expressar a teoria das Ns. Tu •• os símbolos básicos usados em nos 

sa descrição das Hs.'l'u. são R, L 

A cada um desses sír:lbolos associamos um número impar _::3, como 
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segue: 

3 ' 5 ' 7 ' 9 ' ll ' 13 ' 15 ' 17 ' 19 ' 21 ' • o ••••• o o • 

t t t t t t t t t t 

R ' L ' so, q1' s1 ' q2, 82' q3' s3 ,q4 ' • o o o • o •• o o 

Assim, para cada i, s 1 é associado com 4i + 7, e qi é associado 

com 4i + 5. Portanto, para alguma expressão N existe agora asso 

ciada uma sequência finita de inteiros impares a 1 ,a2 , ••• ,an• 

Por exemplo, para a quádrupla q 1 l R q 2 está associada a sequên 

cia 9, 11, 3, 13. Para a descrição instantânea q 11 1 1 1 está 

associada a sequência 9, 11, 11, 11, 11. 

Vejamos como associar um número com uma tal se 

quência e portanto com cada expressão.--

DEFINIÇÃO l. 7.1 Seja .r.1 uma expressao consistindo dos símbolos 

y 1 , y 2 , ••• -., Yn• Seja a 1 , a 2 , •••• , anos cor-

respondentes inteiros associados com esses sÍmlJolos. Então o 

NÜ.me.ILo de. G6de..t de M é o inteiro 

n 
x = rr Px(k)ak. 

K=l 

- -Escrevemos gn (H) = x. Se H e a expressao vazia, escre-

vemos gn(H) = l. Assim, gn(q1 1 R q 2 ) = 2 9 .3
11 .s 3 .713 • 

Observemos que Px(k} é o k-ésimo primo na ordem de ma-

gnitude. 

DEFINIÇÃO 1. 7. 2 Seja H1 , •••• 1 Hn uma sequência finita de expr~ 

sões. Então, o número de Gôdel desta sequên -
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-cia de expressoes -e o número ~ Px(k)gn(Hk) 
k~1 

Assim, o número de Gõdel da sequência q
1 

1 B q
1 

, q 1B R q 2 é 

um número um tanto grande. 

DEFINIÇÃO 1, 7, 3 Seja Z uma H~Tu •• sejam .r-11 , ••• ,Hnalguns arranjos 

de quádruplas de z. Então o número de Gôdel da 

sequência M1 , ••• , Mn é chamado um número de Gõdel da M.Tu. z. 

Temos adotado a caracterização de Turing como básica • 

Notamos em § 1.2 que um conjunto de instruções é um conjunto de 

quádruplas que definem uma H.Tu.-~ Vimos 0cima, como é possível 

listar todos os conjuntos de instruções. Este procedimento pode 

ser visto como um procedimento que associa a cada inteiro x o con 

junto de instruções dentro do(x+l)-ésimolugar na lista de todos os 

conjuntosde instruções.Assumimos agora que tenhamos selecionado um 

tal procedirrento listado. Assim, 

DEFINIÇÃO 1. 7, 4 P é o conjunto de instruçÕes associadas com o 
X 

inteiro x na lista fixa de todos os conjuntos de 

instruções. x é chamado o 1.nd.i.C.e. ou. nÚmeJí..O de. GB del de. P x· 

por P x~ 

<P (k) é a função parcial de k variáveis determinada 
X 

x é também chamado um Índice ou número de Gl~del 

Claramente o procedimento listado nos dá: 

para ~ (k) ' 
X 

a) um algoritmo para atingir algum x para o correspondente Px' e 

b) um algoritmo para atingir algum conjunto constituído de quâdr~ 
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plas p ao correspondente inteiro x tal que P é Px. 

Dos fatos já implícitos no Resultado Básico destaque -

mos o teorema seguinte: 

TEOREMA s-rn-n Para todo m,n> 1, existe uma função recursiva s m - " 
de m+l variáveis tal que para todo x,y1 , ••• , Yn 

DEHONSTRAÇÃO Tomemos o caso m=n=l. A demonstração é análoga para 

os outros casos. Consideremos a família de todas as 

funçÕes parciais de uma variável que são expressas como 

).z( ~x( 2 ) (y,z) )para variáveis x e y. Usando a 

caracterização usual para funções de duas variáveis 1 podemos ver 

isto como uma nova caracterização formal para uma classe de fun ~ 

çoes parciais recursivas de uma variável. 

Pela Parte C do Resultado Básico, existe um procedime~ 

to efetivo para retornar de um conjunto de instruções para um con 

junto anterior. Portanto, pela tese de Church, pode haver urna 

função recursiva f Ue duas variáveis tal que 

ÀZ (tx (2) (y' z) -) = ~f(x,y). Esta f e nossa desejada 

l s 1 . c.q.d. 

Em Davis (3) e Kleene (5) encontramos uma prova formal 

de que as funções snm sao primitivas recursivas. 

********************* 



C A P 1 T U L O II 

CONJUNTOS RECURSIVAMENTE ENUHERÂVEIS - SISTE!-JAS AXIOtii\TICOS 

O c.onc.e.i...to de. ne.c.utW-é.v.Lda.de. .tem v1..JL.tude..Q a.mpla..ó e c..ta.

Jt.a..ó e de.6ei..-t:o.ó :ta.i.ó como a. i..nl.o.tubi..ti.da.de.. Ob.t.e.Jtve..ni0-6 que. polt Jte.

c.u.JW-t.vida.de. e..ó.ta.mo.ó entendendo a. c..ta..õ.óe. de 6unç.Õe..ó pa.lr..c.Á.CÚ.ó "e6e

ti v a..6 11
, '' c.ompu.táve..i..t>" , "e 6 e ti vam ente. c.omp utâ v ei.h" • "me c.an-L c.ame.nte. 

Ve. a.c.oJtdo c.om no&J..a :te.Oltia.,o-õ 

pltob.te.ma.-6 .6o.túve1...& e 1..n.óolÜve.-L.6 .óa.o Jte.pJte.&e.n.tadoh, polt rne..<.o de. c.Ô 

cU.. gol:., c. amo um c.onju.nta de. .i.n.te.lJto.ó. O pltob.te.ma. .óe/tâ .óo.túve..t .óe. o 

c.onJt.e..óponde.r~.te. c.onfu.u.to de. i.n-te.i.Jto-6 é ne.c.u.Jt.ó.ivo. 

Ne..ó.te. c.a.p1'.tu..to e.ht:uda!Le.moh p!Lop!U..e.da.de.t. Jte.c.uJt.õ.i.va..ó de. 

c.onj un.to.ó de. i.n.te.1..tw.ó , em p a.ILU c.u..ta.Jt. a.q ue..ta.& pito pJU..e.dade..& que. 

.tem a. ve.Jz. c.om a l.oi.ubi...lidade. e i..n.õolu.b.ilida.de.. A mai...ó bâ.ó,(c.a é a 

p!Loptúe.da.de. de. p0.6.6u . ..l.IL uma t}unção calt.aete.JU'.ótic.a. Jt.e.c.u.Jt.&iva.. Um 

p-'tob.tema. 4 e.Jtá in-h o.eúve.l 4 e um c.e.flX.o c.onfu.n.to ou Jte..t'.aç.ão 6a.lha. na. 

obte.nç.ão de. uma. 6u.nç.ã.o c.a.n.ac..te.!tl.õ..tic.a. Jtec.v.Jt-.õi.va. Va.Jte.mo.ó .tat11bém 

o Te.oJt.e.ma. Fu.ndame..n.ta.f.. do.ó 4L6.te.ma4 ax..l.omã.t.<.c.o.ó e.m nob-6a. .te.o/ti..a 
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de...6 envo.tv.i.da.. 

§ 2 .l CONJUNTOS RECURSIVAMENTE ENUMERÂVEIS 

DEFINIÇÃO 2 .l.l Um conjunto é Recun.6ivo se ele possui uma fun

ção característica recursiva. 

Isto quer dizer, A é recursivo se e somente se existe 

uma função recursiva f tal que~ x, x ~A=> f(x) = 1 e xe7\. 

~> f(x) = o. 

Intuitivamente, A é recursivo se existe um procedimen-

to efetivo para decidir, dado algum x, se ou nao x € A. 

EXEHPLO 8 

a) o c..onjun.to { O,Z,4, ••• •• } de .i.n.te.<..no~ p alt.e-6; 

b I N e fll ; 

c) Oõ conjunto~ ô1..nLto-ó; 

dj o. conjunto.& com comp.te.me.nto 61.-n.i:to. 

Os conj-untos c) e d) -sao r·ecursi vos desde que uma lis.,.. 

ta explÍcita do conjunto finito considerado possa ser usada par<: 

dar instruções para a função característica. 

Notemos 1 pela aplicação trivial da 'l'ese de Church ,que 

A recursivo ==> A recursivo. 

DEFINIÇÃO 2.1.2 A é Rec.u.Jui.va.me..nte. EnumeJtáve! se A = 0 ou exis 
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te uma função f recursiva total tal que A = imagem de f. 

Intuitivamente, isto quer dizer que existe um procedi-

menta efetivo para listar os membros do conjunto. 

Os teoremas seguintes nos mostram uma conexao entre re 

cursividade e enuJDerabilidade reCilrsiva. 

TEO!llir.lA 2, 1.1 1\.. recursivo=> 1-\ recursivamente enumerável. 

DEHOi'JSTlV~ÇÃO Caso (i) A - Çj. Então l\ - recursivamente enumeável e e 

por definição. 

Ca.s o (Ü) I>. -e finito e ;' 0 

seja z, = { n 0 r n 1 , ... ' nk) • Definimos f por 

{ 

n ' 
f(x)= x 

nk' 

vara x -~ k 

para k < x 

Caóo (LU) A é infinito 

.Seja g a função característica. Definimos f por 

f(O) = ~y(g(y) = l) 

f(x + 1) = ~y(g(y) = 1 e f(x) < y) 

Nos casos (ii) e (iii) 1 f é urna função recursiva pela 

Tese de Church, e A = imagem de f. c.q.d. 

TEOREMA 2 .1.2 A é recursivo <=> l\ e A sao ambos recurf>iva -

mente enunlerâ.veis. 

DEHONSTRAÇÃO (=> ) Desde que A é recursivo=> A é recursivo, 
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isto é imediato pelo teorema 2.l.lo 

(<~ Se ambos z.~ e A sao 0, A é imediatamente recU1:" 

sivo. Se nen. l\ e nem A sao 0, então 1\ = inager:~ 

de f e A = il:tagem de g para certas funções recursivas f e g, que 

dão wn procedimento efetivo para testar eler.tentos em A. Isto é,p~ 

n1 ·testar um dado x, exanüneuos,em tui·no, f(O}, g(O),f(l},g(l), ••• 

Se aparece x como um valor de f, então x ch. Se x aparece como vm 

valor de g, então X€: A. Tar,lbém, x pode aparecer como um valor 

de f ou de g, desde que AU A= N. Este procedimento pode ser mais 

intuitivamente descrito como segue: geramos listas para A e A si 

multaneatlente. úo mesmo tempo levamos a cabo um ziguezague para 

persegulr x sob as duas listas. x pode eventualiL1ente aparecer. A 

lista em que x aparece determina se x está em A ou Ã~ c.q.d. 

Veremos em§ 2.2 que a recíproca do teorema 2.1.1 nao 

é verdadeira e portanto, pelo teorema 2 .1.2, que existem conjuntos 

rccursi vamente enumeráveis cujos - -complementos nao sao recursi -

var,ente enumeráveis. 

O seguinte teorema dá uma caracterização alternativa 
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de enumerabilidade recursiva. ~ um resultado fundamental. 

TEOREMA B~ICO A é recursivamente enumerável <=>A é o donúnio 

de uma funcão recursiva • 

(isto é, (3x) (A= domínio de ·$x)). 

DE.MONSTRAÇÃO ( ~>) Ca~o (,tj A = j1l. 

Seja 'f a função parcial recursiva total -

mente divergente. Então A = domínio de 't'. 

Ca~o (,[,[) A~ j1l. Então A= imagem de f. 

Definimos 'f pelas instruções: computa:t l!(x) 1 

gerar a imagem de f ; se, e quando x aparece na imagem de f, dar o 

output x. 'f é claramente recursiva parcial, e A = domínio de 'f' • 

( <=) Seja A = domínio de 'f, quando 'f é parcial 

recursiva. Definimos um procedimento efetivo que listará A se A é 

não vazio. o procedimentoconsiste em realizar os seguintes estágios: 

Computar um passo na computação de \f' (0). Se 1f (0} con-

verge em um passo, coloque O na lista para A • 

• • • • • • • • • • • • • • o ••••••••••••••••••••••• 

E~.tâ.gi.o n+l Computar n+l passos em cada uma das n+l computações 

para 1f (O) 1 f ( 1), ~. ~., o/ (n). Para cada um desses passos que conve_E 

gero sobre ou antes de (n+l)-ésimo passos, adicionamos o input -a 

lista para A. 

o o o o o o o o o o o • • o o o o o o o o e o • o • o • o o o o o o o o 

1\gora definimos n corno segue: 

n (O) = primeiro membro da lista; 
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py (y foi adicionado 5 lista no estágio x+l e 

y f.( 11 (O), n (1), •••• , n (x)} ) , se um tal y existe; 

n (x+l) = 

n (o l ' em outros casos. 

Pela tese de Church,q é uma função parcial recursiva. 

Se 1'1. = 0, A é recursivamente enumerável por definição~ 

Se A "I }Õ então, pela cOl1Struç5.o,n é uma função total e 

imagem de n = domínio de 'f1 = A. Assim, 1->. é recursivamente enurr,e-

1\. demonstração acima procede por"ajustar completamente" 

as computações para t' (O) 1 t (1), ..... 
Introduzimos agora, como "nomes" para conjuntos recu:r-

si varnente enumeráveis, os Índices das correspondentes frmçôes pilE_ 

ciais recursi -\-•as ~ 

DEFINIÇi'\0 2.2.1 wx = dom.T.nJ...o de. ~x.x ê c.fta.lilado um nume.Jto de G\5dei 

ou 1ncL[..c.e. lLe.c.ultb.i.vaJtiC.n-te. enume.tr.âve..t para o conju!l 

to recursivamente enumerável~ 

Os métodos do teorema Básico produzem os seguintes co-

rolários 

COROLÁRIO 2. 2.1 A é recursivamente enumerável<-> -A e a imagem 

de uma função parcial recursiva. Isto é, 

( J X) ( A o~ imagem de ~X) ) 

DEHONS'l'HA.ç7~o ( ~> Ca.õo {i) .Como no teorema. 
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Ca.óo (i.Z.) A \f constru.ída na prova do teorema servirá aqui, 

para A = dornínio de \f ::::: imagem de \f. 

(<= ) conto no teorema, exceto que# nos estágios sucessivos, 

os output.s são adicionados antes que os inputs na lis 

ta que seria feita. c.q.d 

Deste corolário sesrue c1ue A é o domínio de uma função 

parcial recur.si va <"'="> A é a imagem de uma função parcial recur

siva~ o seguint,c corolário e).pressa este fato numa forma melhox:. 

COl~OLKRIO 2,2.2 Existem funçõr~s re curs i VEtS f e g tais que "X 
iwage.m de 4 f ( x) = dorr.ínio de <~>x• 

e 
domínio de tg (x) = imagem de 4x • 

DELONSTRl~Çri.O Pcur.a f. Dac1o x, definimos 

~ (y) = { y ' 
di ve rgen te , 

se 4x (y} converge; 

em outros casos. 

Claramente, iwagam de q, = dorn:inio de <~>x· Desde que as 

ins truçõss para 'f c.l.epe:r..dam de um car:U.nho uni forme efetivo ern x 

l!'(x) = cjlf(x) para alguma f recursiva. (Implicitamente usamos o 

teorema s-m-n). 

PaJta g. Dado x, definimos um procedimento listado 

semelhante ao da demonstraçõ.o do teorema~ 

exceto que os outputs são listados antes que os inputs, ~x é usa-

da no lugar de f4 

De finir.tos 
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8 (y) = l 

di ve rgen tG, 
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se y aparece na listar 

em outros casos. 

Claramente, domínio de 0 ~ imagem de ~x· Desde que as 

instruçÕes para 0 dependam de um caminho uni forme efetivo en x, 

0 = <flg(x) para algunH g recursiva. c.q.d. 

Um terceiro corolário afirma que para conjuntos não va 

zios, alguém pode i r 1 por um caminho uni forme e fe ti vo, do domínio 

ou imagcrn, listando instruções a instruçÕC!:J de uma função totaL 

COROLÁIUO 2, 2, 3 Existem funções recursivas f 1 e g 1 tais que 

(i) imagem ele ~1f 1 (x) - dOI<ÚjliO de ~X e 

(domínio de ~X ;' 0 ~"><f f' (x) e total) 

(ii) imagem de ~g' ( x) "' imagem de $" e 

(imagem de ~X ;' 0 ~>~g' (x) - total) e 

DEHONSTRAÇ4-;;;_0 P alta (.L) tomemos a n recursiva parei al construída 

no teorema básico, com 4Jx no lugar de \f. 

Então, um Índice para n depende efetivamente em x, isto é, 

n = ~ f~ (x) para alguma f 1 recursiva. 

PaJta (ii} coloque g' = f'g, onde g é como no corolá 

rio 2.2.2 c.q.d: 

O teoreJlla básico é uma poderosa ferramenta para mos t:rar 

a enumerabilidade recursiva. Por exemplo, mostremos que o conj1..mto 
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{ x I Qx(x) t! convergente } é recursivamente enumerável. 

Demos o nome K u tal conjunto, pois ele terá um pa -

pel importante em nosso trabalho. 

DllFINIÇÂO 2, 2. 3 K = { x I cpx(x) é convergente} = { x I X E: tJx} 

'I'EOHEHh 2. 2. 2 Exist.e U:r.l conjunto recursivamente enumerável 1:1as 

não recursivo, e K é um t.al conjunto. 

DEHONSTMÇÍiO Definamos 

{
1, 

!(x) • . 
divergente P 

se cpx (x) é converCJent::.e 

-se ~x(x) c divergente 

'fi é eviê!enter,1cntc re<..:ursiva parcial, e K = domínio cleY. 

Portanto, pelo teorema básico, K é recursivamente enumerável. 

Pura mostrar que K nc::.o e recursivo, assumamos que K é 

recursivo. Pelo teorema 2.1.2, K - \J para algum m. Então 
m 

me K <=> m E: w , 
rn pela definição de K~ 

mas 
me K <=> m E H mr pela escolha de m. 

Isto é urna contradição, e portanto K não pode ser re-

cursivo~ c.q.d~ 

Assim, K passa a ser recursivawcnte enumerável e k não 

recursivamente enumerâvele o conjunto K encorpara e abrevia o 

problema 11 da parada" 
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Concluímos esta secçuo com uma aplicação ilustra-

tiva adicional do teorema bâ~ico~ 

TEO!lliHl\ 2. 2. 3 Se IJ é uma função recurs.i va parcial e A -e 

- -1 .. recun;ivamente enumerável entao, 'f (A) e re 

cursivarrente enumerável. 

DEHONSTl\AÇÃO Para verificar resultados desta espécie, na 

prática, é melhor fiar-se na intuição e descre 

ver procedimentos ew termos desiguais. Por exemplo, neste caso: 

Liste os membros de 1-~. lw mGsmo tempo liste, "ajustando com-

pletamente 11 cor;J.putações para'! para todos os possfveis input.s • 

Encontre aqueles inputs que produzeH1 outputs em h. 

Para uma prova mais formal; contudo, o teorema :bã 

sico pode ser Útil. N'este caso, usemos o teorema básico para o 

conjunto A = dor,únio de 4Jn para algum n. Então, lf-1 (A) = dorní 

nio de !pn 'f e, outra ve·z pelo teorer;ta básico, -1 -l!l (A) e rccur -

si vamente enumerável. 
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§ 2. 3 SIS'l'Elv!AS AXIO!ll\TICOS 

Um sistema axiomático consiste de: 

a) Urna linguagem 

b) Um conjunto decidível de axiomas 

c) Um conjunto finito de regras elementares do tipo A
1 

,A2 , .•• ,An 

B 

EXEHPLO 9 

1) A ~> 

2) u .. => 

3) ( -:?A 

Um .6.-i.te.ma ax-Lomâtic.o da. .tõ9-<.c.a. de. e.nunc..i.a.do.õ. A .t.in

guage.m c.ant:êm va.UâvU.6 ·de. e.nuncl.a.do.ó e. o.& c.one:U.vo.& 

---, { ne.ga.ç.ã.o}, e. => l.émpüeação I 

0.6 a.x..i..oma..o .&ao: 

(B ~>A) 

-
(B ~> C)) ~> ((A ~> B) => (A =>C)/ 

=> -,...B) => (B ~> A) 

A -Jt.e.g.lt.a e: 

A, A-> B 
B 

Hediante uma gBdelização podemos considerar o conjun -

to de teoremas de um sistema axiomático (isto é, o conjunto de 

fórmulas que se obtém usando os axiomas e as regras) corno um con 

junto de números naturais. 

Assim sendo, o resultado fundamental da aplic~u;.âo da 

teoria das funções recursivas aos sistemas axiomáticos é o segui!.! 

te: 

TEOREr-JA FUNDAI,lliNTAL Um conjunto 1\ de fórmulas é axior:catizâvel 

se e somente se o conjunto dos núnero.9 

de GBdel das fÓrmulas era A é recursi vawen·te enun:erável. 



DENOHS'l'Hl>...Çií.O (<--= ) Se o conjunto de números de G(~del de fÕrr:m. 

las em A é recursivamente enumerável então, 

existe uma função recursiva f(x) cuja imagem é o dito conjunto • 

Seja a função recursiva f(x) definida por um sistema de equações. 

TomemoG ta.is equações como axiomas e formulemos uma regra de subs 

tituição de iguai.s por igu~üs, de variáveis por numerEis, e uma 

regra que pernli. i.:e passar de uma expressão f (x) = m à fórmula cu 

jo núm~:~ro de GBdel é m. Ou seja 

f (n) = m 

B 
(onde m = número de GBdcl de B) 

( => ) Um conjunto de fórmulas I~ é uxiortatizá -

vel se existe um sistema de axiomas liUe permite deduzir esse con 

junto l~ e somente A. 

Assim sendo, podemos por cr:1 urna lista infinita as de

monstrações de tal sistema axiomático. Bastará, para isto, escre 

ver ew ardera de complexidade crescente tais demonstraçÕes, medin 

do sua complexidade por seu número de G8del. Pela tese de Church 

sabemos y_ue se esta listagem é efetiva, então existe uma função 

recursiva cuja im.ager>l é o conjunto de números de G8del da sequên 

cia demonstrável em uma listagern. 
c.q.d. 

*************************** 



C A P f T U L O III 

CONJUNTOS ClUA'riVOS B E•RQDU'l'IVOS 

No c.apLtulo II, phovamo-6 qt.H'- K 

e.rw~r1e..hãve.l. Ne..t.d.e. c.apLttdo dwr.oJ.J Wil 11e.nt.ido c.on.óthutivo ao 6hac.a~-

.6o do c..onjurt.to 10:: e.t1i .6C!Jt Jt.ecuJL.S)_vamen.te. e.nw!ie.hãve.t. Com .iiJ;to 6 rl.e-

v 0.6 • 

§ 3.1 CONJG"l'!'l'OS CRI1\TIVOS 

Para o Índice de algum subconjunto recursivamente enurr.e 

râvel de 1\ podemos encontrar U:r.i inteiro que está era KP mas nao 

no subconjunt.o. 

Pondo lsto mais forrnalr;~ente temos, pela definição de K, 

que 

w c:: K => X E.: K w 
X X 
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De fato, suponhamos que x E Wx então, por definição de 

K mas, isto contradiz a hipótese de que H C K. Portanto, 
X 

x E Wx. Suponhanos que x E K então, por definição x E 

tão, x e: K, contradição. Portanto, x E K. 

V! mas en 
X 

Logo, 

Esta propriedade de K é dada em uma formulação recursi 

va invariante na definição seguinte. 

DEFINIÇÃO 3.1.1 A é P4odutivo se existe urna função ~ recursiva 

parcial tal que 

( Vxl (1'/x C:: A ~> ( ~ (x) é convergente, 

'f é chamada uma úu.nç.âo plt.odu.t...<_va pa.Jt.c.-<.a...t para A. 

Para nossos propôs i tos, estamos especialmente interes-

sados em conjuntos recursivamente enumeráveis cujos complementos 

são produtivos. Tais conjuntos são chawados, por Post, criativos. 

DEFINIÇÃO 3 .1. 2 A é C!Uativo se 

a) A é recursivamente enumerável, e 

-b) A e produtivo. 

EXEHPLO 10 K é. um c.onjun.:to c.Jti...a.:ti...vo, de.óde. que K ~eja Jte.('_uJt-6J.vame_n.te.. 

enumeJtâvel e. K .6eja pltodu..tlvo com a tíu.nç.ão .édenti...da..de 

ÀX(X) .6e.ndo a. 6unç_ãa p!LOdu.tlva. pa!tc.l .. al. 
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EliliHPLO 11 O conjunto T = { x I ~x é total} é p4adutivo. 

De fato, seja Wx dado. Tomemos $f'(x) como no corolá 

rio 2.2.3. Isto é, a imagem de cpf, (x) = \\Tx e lflft (x) é total se Wx 

é não vazio. 

Definimos D por 

a) O 1 

~g(x) (z) = b) ~" (z-z ) (z) + 1, 
'f'(x) O 

se ;f' (x) com o input O não 

converge em z passos ou me-

nos. 

• em outros casos, onde z 0 e 

o número exato de passos re 

qu~ridos para <P f 1 (x) com o 

input O para convergir. 

Demonstremos que se w C. •r => existe g tal que 
X 

g(x) t: T •· Wx. Distingtlirr.os dois casos: 

i) V'lx = ~. Então, f 1 (x) é o Índice de uma função recursiva que 

nunca converge. Portanto, aplicamos a) da definição D 

e por conseguinte, g(x) é o rndice Ue uma função constante igual 

a O. Isto é, g(x) E T. 

J<j. Então, ~f' (x) é total e ~f' (x) (z-zo) f; H C: T, por 
X 

definição de f' (x) e pela hipótese de que h'xC.T. 

Pois bem, se z < z então, ~ ( ) (z) = o. Se z > z
0 

então, 
= O g X 

está definida e pelo resultado anterior é o Índice 
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de uma função total, de tal modo que <!>, (z-z ) (z) está de fi-
'f' (x) O 

da e a fortiori ( z) + 1 = tP g(x) está definida. 

Por conseguinte, g(x) é o Índice de uma função total. Ou seja, 

g(x) E T. 

1-lostremos agora que g(x) i Wx. Suponhamos que g(x) e: ~Vx. 

Como f' (x) é o índice de uma função que enumera ~'1 então, existe 
X 

i tal que g(x) = cpf, (x) (i) • Tomemos z = z
0 

+ i. Então, 

~g(x) (z) = t, (i) (z) e também por b) da definição D 
•t' (x) 

$g(x) (z) 

contradição. 

Portanto, g{x) i Hx 

cial produtiva. 

e 

(z) + 1 = 
~~f' (x) (i) 

(z) + 1, 

g é a desejada função par ... 

c.q.d. 

O seguinte teorema e seu respectivo Lema é ur:-.a canse -

quência imediata da definição. 

TEOREVJ.A 3 .1.1 A produtivo => A na o recursivamente enurr.eráve 1. 

COROrJi.RIO 3 .1.1 A criativo => A não recursivo. 
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§ 3.2 PRODUTIVIDllJJE 

No capítulo IV, trataremos das apltcações da teoriél 

das funçõ(~8 recurs).vas à lôgica. Para isto, o conceito de produ-

tividade desell1penl1a uw pi:ipel fw1damental. 

Segue da definição de produtividade que se um conju."1to 

A é produtivo então, existe mn procediri1ento efetivo pelo qual, d~ 

do algum subconjtmto recurs.ivan~entc enumerável de A, podl':!:mos ob -

ter wn maior s'.lbconju.'1to recursivamente enumerã·;,ml de A. 

No que segue, procuro. remos caminhos de intersecção des 

tcs procedimentos. 

'l'EOREHA 3,.2nl A produtivo => A t.cm um subconjtmto inf:i...ni to rc-

cursivamente enur.terável~ 

lJEf·JONS'l'Rl>.ÇÃO {Informal) . Seja lj1 uma função produtiva parcial pa-

ra ll.a Obtemos uma g recursiva cuja ii7la"'" 

gem é um subconjunto infinito de h~ ll.s instruções para g são indu 

ti vas. Seja z 0 um Inclice recursivamente enumerável para o conjun~ 

to não vazio. Compute g(O). Coloque q(O) ;;: 'Y(z
0
)" Desde que H,.,.CI-1., 

"o 
"' (z 0 ) está definida e está em A. Compute g{n+l). Seja z 1 r n+ 

• um ~n-

dice recursivamente enumerável para o conj\.mto ftnito 

{ g(O), ..... , g(n) ). Coloque g (n+l) = lj1 (zn+l). L'e~ 

de que VJz CA, 
n 

g é uma função 

ljl(zn+l) está definida e está em A. Eviflentemente 

urJ-um. 



O sequinte teo:cema responde à pergunta: Dado um conju,!?: 

to produtivo, pod~ ser encontrada uma função produ ti v a total pa-

ra ele '? 

TEOHf:HA 3, 2, 2 A e produtivo <=> existe uma função recursiva (t_e: 

tal) f tal que A é produ ti v o, com f sendo uma fun 

ção produtiva parcial~ 

Para uma demonstração, veja H.ogers (11) p.92~ 

DEFINIÇÃO 3. 2 .1 Quando uma funçô.o produt.iva é total, ela é cha-

mada uma Junção pJtodtl.ti.·,•a. 

O ri 9ina.riaw~nt.e, Post. de fj_ni n um conj unt:o cria t5. vo 

ra ser um conjunto recursivamente en·.m-,eráw,~l cujo complemento -e 

produtivo com uma função {total} produtiva. 

A asserçao de que A nao é recursivamente. enumerável P2. 

de ser expressa por 

( 'J x) ( 3 y) (y C H - A V y E A - 11 ) 
X X 

Diz-se que esta asserçao vale "construtivamente ou 11 in 

formalmente 1' se existe uma função recursiva f tal qu8 

( Vx) (f(x) t l'x- A V f(x) E A- Vi) 

Assim sendo 1 
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DEFWIÇÍÍO 3.2.2 A é c.olnp.te.tame.n.te. pnodu:t,{.vo se existe umu. fun-

-çao recursiva f tal que para toto x, ou 

f(X) E W - A OU f(x) E A - W x x" 

f é chamada uma 6unção c.ump.te:ta para A. 

EXEHPLO 12 K ê C.OJjJp.te..tarnen;te pJtoduLLvo com ÀX( x) c.omo 6un.ç.ão JJ11..9_ 

duLLva c.omp.te.:ta. Paha. x. t: Wx=> x j! K e x i Wx. => 

x E K, pela de.6-Ln-Lç.ão de K. 

li definição seguinte afirma que existe urn procedimento 

produtivo para ir de subconjuntos recursivamente enumeráveis para 
-

maiores subconjw.1.tos recursivamente enumeráveis. 

DEFINIÇXO 3.2.3 A é .óe.mi.pJtodu.tivo se existe uma função parcial 

recursiva tal que 

************************* 



C A P f T U L O IV 

APLIC!}ÇÕES Dl\ TEORill. DAS Fl.JNÇÕES H.ECURSIVl\.:3 Ã L6GICA 

Pe..ta têc.nic.a de. GBde..t de. de.-6-ign.alt nwne.Jto-6 a ~.>Zr;Jbo-to-6 e 

a J:.êh-ie..b ú-üLLta.-6 de.- 4ZtJiÚOlo.6, C.OillO v-Lmo.6 e.t11 § 1. 7, .todo.6 olJ ph...o

b.te.tna.6 que. cUze.m Jte..t~pe.Lto a lJ-i..6-Cetl!ct.t. .tÔ9-LeolJ ma.te.mâtico.ó :toJwam -

.óe. p!LobR.e.rtJa.ó que. d-izvn ILe..ópe.Lto a c.onju.n.to.6 de. i.n.te..iJt0.6. Aqui e..6-

.tá. uma da.ó g11..ande..6 u..ti.üdade..ó da :te.oJtJa que. de..6 e.nvotve.mo.6. Em pa.1 

tic.u.tafl., um c.oHju.n.to de. 6Õltmu..C.a..& c.on1:..t-L.tue. u.m t,L&.te.tna ax.-i.o111ã.t-Lc.o 

.óe. o c.oll.he..óponde.n.te. c.onju.a.to de. núme.lto.6 de. GlJde..t é Jte.c.ufL.6i.vame.n.te. 

e. /'1. U.l/1 e.lí.ã v e. .t. 

Jte.c.u.JLblvo, Á..nde.c.ld.Zve..t .óe. ele não é Jte.c.WL.ó-i.vo. A e.x.i . .6tê.nc...i.a de. 

.ó..L.ó.te.ma.ó ax...Lomãt.<.c.o.6 i.nde.c.id!ve.i.ó ê a..6.6-im e.qui.vale.n.te. ã e.x-l.6.tê.rt -

c.ia de. c.onjLw.tolJ 11.e.c.ult.6ivame.n.te. e.nu.tiJe.Jtáve..L.ó que. nã.o .óão Jte.c.uJt.ói. -

v 0.6 • 

Ne..6.te. c.ap.'l.tu.to, apo.ó a .in.tJtodução de. alguma .te.Jtm.i.no.t~ 

gia, aplic.aJte.mol:. a .:te.oJt-i.a da.ó 6unç.Õe..6 Jte.c.u.JL.6i.va.6 a um .6i.6.te.ma R.Õ-
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gJ.. co mate.mâ.t.i. c. o e..ó pe. c1 ó,( c. o, a AJU...tmê.ti c.a E .te.me.n.ta.Jt., ap.ite..& e.n.tando 

an.te.-6 a u.t.<.üdade. de. tal te.aJú.a. na de.mon.õ.tJta.çã.o do .te.oJte.ma. da 

lmcomplltude de GBdet. 

§ 4.1 TERHINOLOGIA 

Nesta secção introduzimos alguma terminologia para a a 

plicação da teoria das funções recursivas à lÓgica. 

DEFINIÇÃO 4 .1.1 Chamamos de FÕJtmuia.& Be.m F oJtmada.ó de um sistema 

lÓgico formalizado, qu~ denotamos por fbfs, a ~ 

ma certa classe de séries finitas de srmbolos obtidos de um cer-

to alfabeto básico. 

As fbfs são especificadas neste sentido quando existe 

um procedimento efetivo para decidir que séries finitas são fbfs 

e que séries finitas náo o são. Na investigação de um sistema lÓ 

gico, as fbfs constitui a classe de ohjetos básicos de estudo. 

EXEHPLO 13 Ve.6inJ..çãa de. 6b6~ na f..Õgica de enunciado~. 

a) O a..túabe.t:o a con.btitu.Z-.be. de.~,=> {, l; p
0
,Pl'P2 , •••••• 

bl Uma ~éúe. úln.Lta de. .blmbof..oll do a..ttía.be.;to a é, pOIL e.:<.emp.to: 
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1) p
0

,p 1 ,p 2 , ..... ó<w óbó•, 

7.) Se A é óbó enJ.:ão, 1--..A) é 6b6, 

3) Se A e B •íio 6&6• en.tiio, IA~> B) é: .também 6b6, 

4} C.tâ.u-Sl.d!.a e.x.tne.mai. SÔ hão 6b6-& aque..ta.6 ;..é!Llt.6 6-inLta-6 de. .61m

bo.l.o,; do a.1.6abe:to a cu.ja cond.i.çiio de óell. óbó óe pode demoM.tll.a.ll. 

<Lhando 1), 2), e 3) • 

.C) Pz ~> r 3J ii ób6, poü r 2 e r 3 óao óbó• peta ciãu.•uia 11 

e I Pz ~> r 3 J ê 6b6 poll. 3). 

-i..t.) ( => r 2 ~p 3 J nao ê 666 poi...6, pa!La L6:to .te.JÚa.mo.6 que. ap.tic.alt 

2} ou 3). Ma.6, a c..tâu.6u.ta 2) não .6e apUc.a poi...6, o Zmbo.to-; 

não apa.Jtec.e. e. 3) .também não po..L.6, .L6to ex-Lgi..hÁ..a que. o .61mbo 

.to=;;. úoh.ól'~ óbü ponê:m, não ê o ccwo. 

Se urna fbf nao tem variáveis livres, dizemos que é u-

ma .6 e.n:te.1tç.a.. Na interpretação intuitiva, as sentenças Correspo~ 

dem às proposições verdadeiras ou falsas. 

Para aplicar os conceitos da teoria das Funções Recur

sivas pode-se usar um cÓdigo para as fbfs. Limita remos nossa dis

cusao a códigos que são aplicações sobre N. Assim, 

DEFINIÇÃO 4,1.2 O inteiro que está associado com urna fbf sob unt 

cÓdigo é chamado o núme.Jw de. GBde..t dessa fbf 

Assumimos como usual que as operaçÕes de codificar e 

de.._,.codificar são efetivasG 
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Seja um sistema lógico dado. Então, um código associa 

com cada conjunto de fbfs um conjunto de inteiros. Por outro la-

do, seja um conjunto de fbfs dado~ Então, alguma propriedade r~ 

crusiva invariante que vale para o conjunto de números de G8del 

obtidos sob um código valerá também para o conjunto de números de 

GÜdel obt.idos sob algum outro código. Portanto, propriedades re -

cursivas invariantes podem ser diretamente associadas com conju!2_ 

tos de fbfs. Podemos falar, por exemplo, de um conjunto recursivo 

de fbfs, ou de um conjunto produtivo de fbfs. 

Em um sistema lÓgico particular, por exemplo, um con -

junto de flJfs pode ser distinguido como 11 demonstrável 11 sob certas 

regras específicas àe prova, ou outro conjunto de fbfs pode ser 

distinguido corao 11 Verdadeiro 1
; sob alguma definição de verdade, u-

sulmente não construtiva. 

DEFilHÇÃO 4 .1. 3 -Um conjunto de fbfs assim distinguido e rauitas 

vezes chamado uma TeoJtia. 

Como demonstramos em § 2. 3, as fbfs de uma teoria po 

-dem ser, muitas vezes, listadas. Bste e o caso quando a teoria 

consiste das fbfs "demonstráveis" sob certas regras formais de 

prova. Assim, 

DEFINIÇÃO 4 .1. 4 Uma teoria, isto é, um conjunto de fbfs, é 

Axi..oma.Uzãvel se ela pode ser efeti var.~ente 

listadu, ou melhor dito, se ela é recursivamente enumerável. 
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Similarmente, 

DEFINIÇÃO 4 .1. 5 Uma teoria é dita ser dec.J..dlve.t se ela é recur 

sivae 

A e~üstência de conjuntos recursivamer":te enumeráveis r 

mas não recursivos, seraelhantes a K, sugerem a possibilidade que 

ce.r.tas teorias axiomatiz5.vcis bem conhecidas nao podem ser deci -

díveis. O teorema de Church, veja (1) a), mostra que as fbfs de

monstráveis da lÓgica quantificacional formam um conjunto de fbfs 

indecidível. 

Veremos em § 4. 3 que as fbfs demonstráveis da úri tméti 

ca Elci~8ntar 1 sob algumas das várias axiomatizações usuais tan.bém 

formam um conjunto de fbfs indecidÍvel. 

§ 4.2 'o 

Vários sao os caminhos para urna formalização do 11 fenô

meno da incompletude de Gõdel, veja (4) a). Talvez o mais simples 

é dizer: 

Todo o hi.t;:te.lnO. 6o~<.mcct que te.m uma. c.e~<.;ta c.omp.tex.<..dade. m-t. 

nl1na.t e paJt.a o qua.t a noção de ób 6.6 vcUtdadeútah pode 

.6 e h de óinido em um c.efl.:to c.amúth.o natuha.t, o c.onj u.nt.o 

de 6b6h ve.Jt.dadeihah é pJt.odut.Lvo e pohtanto nao Aeeuh~i 

vamen:te enumeA.â.vef. 
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1\ssim, pela definição 4.1.4 as fbfs verdadeiras nao for 

maffi wua teoria axiorr.atizável. 

Pela teoria desenvolvida neste trabalho podemos ver,in-

formalmente, que isto deve ser assim. Considerer:-tos algum sistema 

maternático formal flexível e bastante inclusivo para criar asser -

ções a respei. to das Háquinas de Turing e de seus índices. 

1\fir.mações tais corno 11 21 é o Índice para uma função re

cursiva total" serão então expressíveis dentro da teoria. 

Considerewos agora afirmações da forma "n é o Índice pa 

ra urna função recursiva total", onde n é o numeral p~ra um inteiro. 

Nes~ce caso, não podeinos esperar por um procedimento que listará 

todas as afirmações VGrdadeiras e nenhuma das afirmações falsas 

desta forma. pois, { -x I <P é total } é, corno conhecemos pelo e
x -

xemplo 11, um conjunto produtivo. 

De fato, das instruções para algum procedimento onde 

listamos somente afirmações verdadeiras déta forma, podemos e-

feti vamente obter, pela produtividade de { x I <f>x é total } 1 uma 

nova afirmação ver&1deira desta forma que não está listadao 

Similarn:onte, consideremos afirmações da forma 11 P 11 com 

o input n diverge 11
, isto é, da forma 11 n 'I K11

• Aqui também nao po-

demos esperar por um procedimento onde possamos listar todas as a 

firmações verdadeiras e nenhuma falsa desta Última forma, desde 

que K é produtivo. 
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§ ~.3 ARIT!-lt::TICA ELENENTAR 

Consideraremos agora um sistema lógico especffico, a A 

ri tmética Elementar. 

As sentenças da Aritmética Elementar são as fbfs que 

podem ser construídas por: 

a) símbolos variáveis p~ra inteiros nao negativos, +, x, =, 0,1, ••• 

b} quantificadores sobre inteiros não negativos, ~ , 3. 
' 

c) cone ti vos sentenciais ~, 1\:, V 1=> 1 <=> ; 

d) toda a variável em urna sentença deve ser ligada por algum 

quantificador. 

Por exemplo 1 {-IJ. a} (ra = 2 => ( 3 b) a = b x b), -e uma 

sentença que cria a asserçao falsa de que todo inteiro diferente 

de 2 é um quadrado. 

Por um caminho direto e inteiramente de acordo com nos 

sa intuição, é possível definir o conjunto de sentenças verdadei

ras da 1\r:itmética Elementar. Essa teoria, o conjunto de sentenças 

verdadeiras, é. chamada .teo.JÚa e.le.n1e.n.ta1L do.ó -nume.tta.6. Assim, pode-

mos falar de sentenças verdadeiras e sentenças falsas. Assumimos 

que essa definição de verdade tenha sido dada, Inesperadamente 1 

uma vasta variedade de afirmações comb.i.natórias podem ser expre.§_ 

sas dentro da 1\.ri trr,Gtica Elementar. 

-Em particular 1 podemos encontrar uma expressao F com u 

ma só variável não quantificada tal que, quando substJ.tuilaos o nu 
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meral x0 em lugar da variável nao quantificada, a sentença resul

tante, denotada por F , afirma intuitivamente, que '<oe: K. I·1ais xo 
precisamente, estabelecemos 

PROPRIEDADE l x E: K <=> (F x é verdadeira) , e 

LEl·lA 

X i K <~> (F é falsa)<=> 
X 

( ( -"7Fx) é verdadeira) 

O seguinte lema é bá::;ico em nossa discussão. 

DÁS ICO ( B recursivo A l~ n B produtivo )=> ~~produtivo 

DEHONSTRll.Q\.0 INFORNli.L 

N 

A Seja Hx igual ao domínio de 

uma função parcial recursiva~. 

Suponhamos ~qx C A. Distinguifi1os 

dois casos: 
L___ ______ " 

i) 

ex:l;,ste 

) hl C: l~ - B. l?e la produ ti vi da de de i\. [\ B => 
X 

um objeto x tal que 'f(x) é convergente e ll'(x) e: AnB - W 
X 

ii) Wx n B ;/' jZI. Dado Hx existe y 

ti vidade de 1\. n B existe uma 

tal que VJ = W n B. Pela produ-y X 

funçao 'f tal que '!'(y) é conver-. y 

gente e ~ (y) E A - 1/x. Veja esquema acima. 
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DEMONSTMÇÍ(O (formal) Seja B recursivo e A n B produtivo com 

respeito u. uma função parcial recursi

vaiV.Provemos que existe mna função parcial recursiva <jl tal 

que se Hx C Li=> <jl {x) é converg-ente e çp (x) E: !'-.. - Hx. Aqui Hx 

é igue,l ao domínio de tuna função parcial recursiva cujo Índice 

-e x. 

Como l3 é recursivo, H n B é recursivamente enurnerêi -

" 
vel e existe uma função recursiva g tal que V~x n B == Wg{x), pela 

tese de Church. 

-e convergente e 

Além disso, H ( ) C A n B. Por conseguinte 1 IJig ( x) 
g " 

'fg(x) E ]\ 11 B - ~~g (X) • Logo, '±'g(x) E A. 

Suponhamos que t'g(x) E Hx' como além disso 1g(x) E B, 

então \fg(x) e: ~J n B =H ( ) . Bas isto, contradiz o :fato de que 
X g X 

~g(x) i \;g(x). Por conseguinte, ~g(x) i Hx. 

Logo definimos q> (x) = lflg (x); 9 é uma função produtiva 

para A e portanto, A é· produtivo. 
c.q.d. 

LEHA 4.3.2 Os conjuntos de sentenças: 

a) { F 
X I X € N ) - recursivo. e 

b){ I X r ) { F I - falso ) { (~F) I F - verdadeira} F K ~ Fx e ~ e 
X X X 

é produtivo. 

DEHONSTHAÇÂO Pa.tt.a. a) De fato, dado um inteiro qualquer podemos 

decid.ir se é ou não o número de G8del da 

sentença Fy para algum y inteiro. Pela Tese de Church o conjunto 

{ gn (Fx) / x E N } é recursivo. 
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PaM b I De f a to, como par a cada x t. N podemos 

calcular o número de GBdel de :F' ob-x' 

temos o conjunto 

A= { gn(F) I Fx é falso}= { gn(hF)l I Fx é verdadeira}, 

Seja Hx C A, onde ~'7x é como na definição 2.2.1. Hostre 

mos qt:e existe uma função recursiva parcial '±'(x) tal que 

~ (x) E A - Hx. 

:Pela propriedade 1, existe uma função recursiva parcial cp 

biunívoca, mas não sobre, assim definida cjl(x) = gn(Fx), tal que 

cp(K) = !\. Pela tese de Church existe uma função recursiva g tal 

-1 - -que rp (H ) = lV ( ) C K. Por hipótese, existe a funçao identi-x g X _ 

dad0 I, que é produtiva para K, tal que Ig(x) E: K- Hg(x) • Lo-

go, definimos lf(x) = <jJig(x), que -e a função produtiva para A. Por 

tanto, A é produtivo. 
c.q.d. 

Assumindo o lewa 4.3.2 pod.emos aplicar o lema Básico 

para obter o seguinte teorema. 

TEORE~·J\ 4. 3.1 (a) 1\s sentenças verdadeiras da Aritmética Eleme~ 

tar formam um conjunto produtivo e portanto, 

na o recursivo. 

(b) As sentenças falsas da Aritmética Elementar 

formam um conjunto produtivo. 
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PaJta.. a.) Sejam 

l~ = conjrmto de sentenças verdadeiras da Aritmética 

Elementar~ 

B = conjunto de sentenças Ua b.ritmética Elementar do 

tipo ( -,.Px}, x E N. 

A n B = conjunto de sentenças da Aritmética Elementar do 

tipo ( -;>F ) que são verdadeiras. 
X 

Pelo lema 4.3.2, B é recursivo e h nn é produtivo , 

então pelo Lema B5.sico segue que A é produtivo. 

Pa;w b I l·Iesmo raciocínio da demonstração para a) • 

Assim, segue que o conjnnto de sentenças verdadeiras 

e o conjunto de sentenças falsas da Aritmética Elementar consti-

tuem uma teoria indecidÍvel e não axiomática. Isto é, o conjunto 

de sentenças verdadeiras e o conjunto de sentenças falsas da Arit 

mética Elemeli.t.ar não são nem axiomatizáveis, e nem decidÍveis. 

Existem vários caminhos usuais para especificar regras 

de prova na Aritmética Elementar. Ura dos quais é baseado nos Ax..io 

mM de. Pe.ano ,incluÍndo as instâncias do axioma de indução que po-

dern ser expressos na Arit.l.nGtica Elementar. A teoria resultante, i.§_ 

to é, o conjunto de sentenças demonstráveis, é charnada AnJ..:tm~:ti..c.a 

de. Peano. 
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A Aritmética de Peano, consiste das sentenças da A

ri tmética Elementar que são dedu:liííveis, a partir da lÓgica àos 

quantificadores e dos axiomas seguintes: 

i) (.\,< a) (.V b) a + 1 = b + 1 => a = b); 

ii) (-v a) ( ~o = a + 1) , 

iii) (-v a) ( a + O = a ) ; 

i v) ( .\,< a) ('I- b) ( a + ( b + 1 ) = ( a + b ) + 1 ) ; 

v) ('I- a) ( a x O = O ) , 

vi) ('f- a) ( .lf b) ( a x ( b + 1 ) = ( a x b) + 1) ; 

vi i) O + 1 = 1; 

viii) Todas as sentenças da forma(.(( 1 + 1) + 1) •••• + 1) = x, 

onde X é o numeral do inteiro x, e o x é o número de 1 1 s 

que aparecem na esquerdai 

xix) Todas as sentenças da forma 

( ••. o .•• /\ (V a) ( ••• a ••• ~> ••• (a+ 1) ••• )) ~>(\>'a) ••• a ••• 

Este Último axioma, chama-se axioma da indução completa. 

A Aritmética de Peano possui a 

PROPRIEDADE 2 x E I< => ( F é demonstrável) 
X 

Fazendo a Supo.&i.ç.ão E1.pe.Ua..t de que as sentenças da 

Aritmética Elementar falssas não são demonstráveis, temos 
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x c: K <=> (F é demonstrável), e portanto 
X 

x f{ K <=> (F x é não demons tráve 1) 

Ternos a propriedade 2 e a suposição especial de 

que todas as sentenças demonstráveis são verda .... 

se Fx é demonstrável e x f{ K então, F.' é falsa pe 
X -

la propriedade 1. !1as entãor Fx não é demonstrável pela suposição 

esp ecialQ Portanto, se F é demonstrável então, x c K. 
X 

c.q.d. 

Aplicando o lema básico ternos o seguinte: 

TEOREHA 4.3.1 (c) As sentenças não demonstráveis formam um con-

junto produtivo. 

(b) As sentenças demonstráveis formam um conjunto 

criativo e portanto não recursivo. 

DEHONSTRAÇÃO PaJta. c.) . Sejam 

A ~ conjunto das sentenças na o demonstráveis 

B ~ conjunto das sentenças do tipo Fx' X E N. 

A nll ~ conjunto das sentenças do tipo Fx, X E N 

- demons trâveis. que na o sao 

Usando o lema 4.3.2, pois pelas propriedades 1 e 2 

((--,F ) é verdadeira) <-> (F é 
X X 

temos que B é recursivo e A n B 

falso) <=> x 1 K <->(F não dcmons.) , 
X 

é produtivo e portanto, pelo 
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Lema Básico, segue que A é produtivo. 

Pa!La d) 

Seja l-1,. = conjunto das sentenças demonstráveis. A é re-

cursivamente enumerável, pois existe rnu procedim~nto efetivo para 

listar todos os elementos de A. 

Por outro lado ll = B U cf onde 

B = Conjunto de números de GBdel das sentenças nao de-

monstráveis e 

C = conjunto de números que nao sao números de Gódel 

de sentenças. 

1\plicumos o Lema Básico da seguinte maneira: AU D é 

recursivo, pois é o conjunto de núrreros de Gôdel de sentenças da 

Aritmética de l)eano. (A U B)íl A = B, que é produtivo pela parte c). 

Portanto, pelo lema básico A é produtivo. Por conseguinte A é 

criativo. c.q.d. Veja esquema abaixo .. 

N 
A = conjunto de números de Gt\de l de 

~ 
A c sentenças demonstráveis. 

ll = comjunto de números de G8del de 

y sentenças na o demons trãveis. 

c conjunto de -I = numeras que na o 

sao números de Glldel de senten 

ças ~ 

N = conjunto de números Naturais. 
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Consideremos o conjunto { Fx I ( """'7Fx) é demonstrável }. 

Este conjunto é recursivamente enumerável pois, existe um proced~ 

menta efetivo para listar todos os membros desse conjnnto, e além 

diaso, pela suposição especial é um subconjunto das sentenças não 

demonstráveis do tipo F x' x t:: N. 

Usando a produtividade de K, temos 

TEOREEA 4. 3 .l (e) Existe um x
0 

tal que nem 

demonstrável o 

nem 

DEI<iONSTRAÇl~O Dado x E N, podemos clacular o número de GBdel da 

fórmula F x e então, 

G = { gn(Fx) I (~Fx) é demonstravel } é recursivamente 

enumerável. 

Pela suposição especial G C D = conjunto de senten(;as 

nao demonstráveis do tipo Fx' onde D é um conjunto produtivo pela 

parte c). Logo D possui uma função produtiva ~. 

Suponhamos que G = ~']m' e que IY (m) E D - G. Has então, 

lfl(m) r;:. D => F'l'(m)não é demonstrável. Como 'i'(rn) li G =>-::rF(m) não 

é demonstrável. Logo, nem F'i'(m), nem -;:rFIJ.'(m) são demonstráveis • 

TonLamdo x 0 = 'i'(m) segue o resultado. Além disso, 

(-,F é verdadeira) <==> 
"o 

<=> ( F nao é demonstrável) 1 donde segue imediatamente 
"o 



-64-

COROÚ.RIO 4. 3.1 -,F é verdadeira e xo é falsa 

A Supobl~ão E4peeial de que as sentenças falsas da A 

ritmética Elementar são demonstráveis é essencial. Para o caso da 

Aritmética de Peano, esta suposição pode, ela própria, ser demons 

trada dentro da mais geral teoria Aritmética Conjuntista 

Resumindo informalmente, uma axiomatização da matemãti 

-ca nao pode captar exatamente todas as afirmações verdadeiras 

da Aritmética Elementar, parte a) do teorema. 

Vara alguma aXiomatização que produz so~ente senten-

ças verdadeiras da .l\ri tmética Elementar, urna nova sentença ver

dadei~a não demonstrável pode ser encontrada nessa axiomatização. 

Esses fatos dão um significado especial ao estudo de 

produtividade. Post supôs que tais fatos manifestaram uma quali-

dade criativa essencial da maternática. DaÍ o nome conjuntos cria 

ti vos. 

****************************************** 



NOTAÇÕES 

Usarc,os as segu1ntes notaçÕes convencionais para: 

1) Te.ohia doh c.onjLULt0.6 

Se A é um conjunto, li: é seu cornpler:1ento. 

A= B significa, que A e B são idênticos como conjuntos. 

x E A e x i l--.. significa respectivamente, que x é ou não elei'LGn

to de A. 

{ I }é a no-tação para indicar forrnactão de conjunto. 

A U B é a união elos conjuntos l>. e B. 

A n D é a intersecção dos conjuntos l\ e l3. 

A - JJ é a diferença 11 11 A e D. 

A C B significa, que A é urn subconjunto de B. 

N = {0 1 1 1 2 1 •••• } • Neste trabalho a palavra número, inteiro são 

sinônimos de número natural. 

2) F u.11 ç.õ eh 

cp, IY, •••• denotam funções parciais. Usarnos 1 mui tas vezes 1 a no

tação funcional. Assim, cp(x,y)=z significa, que a 3-upla orde

nada <x,y,z> E ~. 

Se <P é uma função parcial,dizemos que <jJ é de.n-Ln.ida. ou 

c.onve..ltge.n..te em x se, x é o domínio de <jl, do contrário será 

n.ã.o de.fii..nida ou dive.~tge.n.te.. 

f, g, h, ..•• denotam funções recursivas totais. f(x) = y signi-
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fica que <x,y> e:: f. Urna função n-ésima cujo domínio é o con -

junto de todas as n-uplas é chamada Fun~ão ~o~al. 

3) Nota.ção .ta.mbda. de ChuJLch pa.Jta. M6Jnição de 6<LnçÕe<~ po.Jtd.a.ü 

Seja ( X ) urna expressão tal que dado qualquer inteiro no lu 

gar de x 1 a expressão define quando mui to um valor correspon -

dente. Bntão, Àx( - x ) denota a função parcial x --->(- x-). 

Por exemplo, ÀX(~ 1 (x) + ~ 2 (x)) é a função parcial ~tal que o do

mínio de~= domínio de t 1 n domínio de t 2 e ~(x) = t 1 (x) + t 2 (x), 

para todo o x no domínio de 'i'. Usamos também a notação larnbda pa

ra funções de k variáveis escrevendo, Ãx1x2 ••• ~ em vez de Àk. 

9~ indica a composição de 'i' e ~. 

-1 -'i' indica a funçao inversa.-. 

4) 01<dem pa~<d.a.t 

< é a ordem parcial estrita. 

< é a ordem parcial não estrita. 
~ 

5) Con.ve.nç.Õe.-6 da .tõ glca e.C.emen.ta.lt. 

Á = e 

v = ou 

~> = se, ..• ,então 

<~> = se e somente se 

-~ = negaçao 

~,3 =quantificadores universal e existencial, respectivamente. 

6) ~x( ••• x ••• ) é o menor inteiro x tal que ••• x ••• é verdadeira. 

********* 
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