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INTRODUCAO

A Teoria de Produto de Matrizes Aleatdrias além de seu
interesse em si tem aplicagBo em questBes relativas 2 estabilidade de
gistemas d'inﬁmicos estocastices { & de Tato fol onde teve uma de suas
motivaclies iniciais), em pargicular nos problemas relatives s seluclo de
equagfes diferenciais ou de diferenga com cosficientes alealérios. A
titulo de lugtracBo considere o problema de determinar o comportamento
assintotico da sequéncia aleatfria de ndmeros reais a_ satisfazendo a =
g -a VoA

n n-i
independentes e identicamente distribuides. Podemos entfio escrever:

. onde {an, vn} ¢ uma sequéncia de vetores aleatdrics

! * Yo Via
an wm Y s Yl onde Y o= * * 1
3 " ® ] 3 O
isto &, o comportamento de a depende diretamente do produto Yﬁ e

Y.
i

Neste trabalho juntamos a Teoria Ergsdica 4 Teoria de Produto
de Matrizes Alestdrias ne sentide da primeira permitir uma abordagem
imadiata, uma interpretacdo dindmica e geométrica da segunds. Tentamos,
na verdade fazer uma abordagem dupla desta Teoriar uma  mais
probabilistica {como em [2], nossoc texto principall e outra ergodica
{como na primeira parte de {91 J e comparar qual das interpretacles &
mais conveniente, em gual aspecto e precisamente onde as hipSteses em
uma s3o equivalentes as hipdteses da ouira.

No Capitule | sobre Teoria Ergddica mostraremos, entre ouiros
o Teorema Ergédico Multiplicative de Osseledec que, em si centraliza =z
interpretacBo  ergddica do produito de wuma  sequénelas  de  matrizes
aleattrias & dou expoentes de Lyapunov associados a els.

O Capitulo i d& nogles gerais sobre a Teoria em que'st?ie, &



onde mostramoes o Teorema de Furstenberg e Kesten, que vem a zer nada
mais, nada menos que uma versfo da Lei dos Grandes MNumeros adaptado a
produto de matrizes aleatfirias, ou mais precisamente, garante gue para
ums  sequéneia  de  matrizes  alealdriss Yg’ Y., ... identivamente

2
distribuidas temos

. i
lim — Log gsﬂﬁ =y q.5.

0z resultados principais  est@3o  no Capitule I onde
efetivamente estudamos © comportamento assintdtica do  produto Sﬁ
especialmente no que diz  respeito aos  expoentes de  Lyapunov =
convergéneia no espage projetivo.

Onde couber faremos goment&ries relativos 3 necessidade ou ndo
da independéncia ou da inversibilidade doz elementos da ssguéncia
§Yn}nm. Uia extensio natural do itrabalho seria o estudo de uma versio
do Tecrema <Central do Limite adaptado a matrizes aleatdrias { por
exempln a abordagem de Le Page em {10]), & na verdade os resultados do
Capituje I abrem caminho para isso, no entanto preferimos nfo assumip

um chjetive t80 extenso nesta monografia.



CAPITULO 1

TEORIA ERCODICA

Meste primeiro capltulo  apresentarsmos alguns  conceitos e
resultados bésicos da Teoria Ergddica; essa nos fornece wmn ponte de
vista mafs abrangente ¢ permite demonstragfes mais Imediatas dos
resultados na Teoria de Produto de Mailrizes Aleatérias. Este capitulo
oferece wum ferramental muite poderoso e geral, no sentido de poder ser
tomedo come ponto de partida para diversas teorias.

inicialmente f{aremos uma breve apresentacdo de  definigles
basicas: espago de medida e transformagdo mensuravel gque preserva
medida. Na secde 2, baseada principalmente sm {7], apresentaremos um
outre conceite fundamental na teoria: o de ergodicidade, discutiremos
proposicles que nos garantem essa propriedads e alguns exemplos que
serdo utilizedos posteriormente. Nas outras duas  segles  estaremos
tratando com uma ouesiSc tipicar saber o comportamento aszintdtico da
aplicac@o iterada de ama transformagSc mensurdvel T que preserva medida,
ista &, da sequéncia E’iﬁ}nm; naturaimentie para essa seguéncia fazer
zentido, estaremos fratando com transformagBes de um espago ¥ nele
megmo,. Na secio 3 provaremns o Teorsma Ergddico Sub-aditive de Kingman
nas versfes de 4] & {141 e o Teorema FErgédice de Birkhoff como
corolario  deste. Na  segioe 4 demonstraremos o Teorema  Ergddico

Multiplicative de Osseledec seguindo a versdo de {141

ii DEFINICOES BASICAS

O conceito basico dJde espago de medida € uma tripls X, 4 mi

onde ¥ 2 um conjunto, 4 uma o-algebra em X ¢ m uma medida neste  espago;



na maloria das aplicagles que {aremos essa medida serd uma probabilidade

—» ¥ & uma

{igto ¢, mi¥X} = 1L Uma transformacic mensuravel T: X
aplicagio entre dois sgpagos de medida (X, seix, mx} g {Y, ﬁy,, my} tat que
a Imagem inversa de conjuntes mensuraveis em ¥ se_'jam conjuntos
mensurdvels em X a transformagic mensurdvel T serd inversivel se
existir wma ransformacio mensurdvel T ¥ ¥ tal fgue 17 = Edy &
T = I{ix. A maleria Jdas transformacfes mensurdvels com  as  guais
trohalbaremey preserva medida, isto é, a msadida de todeo mensuravel em Y
& a mesma de sua imagem inversa em X mx{’fﬁﬁ} = m?{&}, onde A &
mensuraval em Y.

Um dos exemplos mais simples e familiares deste tipo de
transformacloe & a trasslecdo na reta com a medida usual de Lebesque:
Tx = x +i, on mais geralmente em um espage euclidiano: Tx = x + ¢, onde
¢ & wn vetor arbtitrdrio. Alnda mals geral, em um grupe localmente
compacte com uma medida de Haar inpvariante a esquerda, tome ¢ um
eiemnente arbitrdrio do grupe e defina Ty = ox. £ ilustrative neste caso,
considerar por sxempio o grupo no circyle { z e & izl = i} com a
operagio de multiplicacio ¢ T uma rotagie por um angule «, onde w € o
argumento de elemento o

Uma das transformagdes mensurdvels que preservam medida que
aparecem com frequéncia no estudo de Produto de Matrizes Aleatdrias £ o
shift” ou translacfo 3 esguerda em ums sequéneia unilateral. Seja E um
espaco de probabilidade e considere o espaco produto E@ = Ex Ex,.., isto
&, o espago das sequéncias em E, com a g-dlgebra gerada pelos cllindros
ern umm mimero Tinito de coordenadas; a medida neste espaco serd a medida
produto g, em outras palavras: dade um mensurdvel bisico A = A; * Ag

Hewe ¥ Ak % Ex Ex..., K & H#, temos plA) = m{&g}' m Eﬁz}* m{ﬁsk}. &

rransformacio gue faz 3 transiagdo & esquerda & T{(Xﬁfnm} = {xnﬂ} .

T & mensurdavel e preserva medida. A sequéncia ¢ chamads unilateral
porque o produte  cartesisne de E se estende infinitamente pars a
direita; vale observar que se o mesmo shift a esquerda fosse feilo sobrs
wmna  sequéncis bilateral {isto &, sobre EEJ, T além de meosuravel 2

preservar a medida, serim inversivel,



Gutro  exemplo tiplee da teoria de gque trataremos & &

transformagio
B: {Ex Ex...} x B — {Ex Ex...} x B,

onde E & o espago das matrizes ded, B & o @space projetivo P{&dh & a

medida em jogo & uma medida preoduto. Meste caso B {Yl, Yz’ e by :x} el
Y

{{Y’,,, ‘{3, . W} Fsse exemplo serd diseutide com mails detalhes,
i

# numa linguagem mals adapiada & teorias, na demonstracfio da proposigio

11.3.77, para um semi-grupo topolégice ¢ aginde em um espage topoldgico

8.

1.2, ERGODICIDADE
O conceite de ergodicidade se fundamenta nz seguinte:

Definicin 2.1t Seja T: X —X transformagis mensurdvel gue preserva a
medida, dizemos que o subconjunte mensurdvel E ¢ X & invariante {oun
T~invariante} se T = K guase sempre,. Analogamente, dizemos que a
funcdc mensuravel f: ¥ -——s R ¢ invariante {T-invariantel se f{Tw}] = f{x}
para gquase todo 8 € X

Mo sentido dinfmico da transformagdio T, a nogfo mails natural
de ipvarianca de um confunto £ a de que sua lmagem pela transformacio
esteja contida nele proprio, isto &, gue T (E} ¢ E {ou equivalentements
que £ ¢ TTE), apesar da definicio formal exigir mais: que E = T7E. Em
geral eszas nogBes n¥o s#o equivalentes; no entanto se mix} ( = entic E
c g implica em T = & 4.8., isto &, gque E & invariante a T
(Analogamente se T E ¢ E entfo E & invariante), De fato, <omo m{iE) =

miE] entdo:

afE U (TT'E - )} = m (TTE),



que implica em

mlE) + m(TE ~ E} = m{TE).
Comoe miE) € » zegue gue
T E - El = O

Agora se m {x} = = entfo TIE) « E pode nfo significar
invarianca. Considere o ssguinte contra-exemple: ¥ = Z com a medida da
contagem  (isto &, a madida de uvm subconjunte de Z 4 digual a4 sua
cardinaiidade] e a transformagio Tx = x + [ O subconjunte dos naturals
o= {0, 1, ...} contém sua imagem, porém m{TH - ) = m { O } = I,
portanto  os  naturais nfo s#o  invariantes a T, Mostramos agora 3

definiglo de srgodicidade:

Definicie 2.2: Dizemos gue a ifransformacdo mensurdvel T ¥ o—s X gue
preserva & medida & ergédica se os Gnicos conjunios invariantes s%o o

triviais, isto &, se £ ¢ X mensurdvel ¢ invariante entZo

miEl =0 oo mi¥~E}=1{

E facil verificar que o exemple acima com X = Z e Tx = x + 1 &
erpbdice {suponha que nfo sefe, isto &, gue exista E inveriante tal gue
Eege E = 7 use a boa ordenacBo dos naturais & chegue a wn absurdel.
Mimna visfo “dindmica”, ergodicidade no caso miX) { = significa que ndo
gxistem subconjuntos proprics de medida positiva em gue sua imagem
esteja contida nele proprio, sm outras palaveas, a iransformacio faz,
pum certo sentide um embaraibamento complete do conjuntn. Esta  idéis
estard bem patenie na proposicie 4.5,

J4 dissemos na se¢fo anterior que o shift 4 esquerda & uma

rransformeciio mensurdvel que preserva a medida, mostraremos sgora gque,

a2lém disso, também € ergddicas; ssse resultade serd usado, em particular,



na demonsiracio da segunda versfo do Teorema de Furstenberg e Kesten no

final do proximo capitulo.

Lema 2.3:8%eja E um espage de probabilidade, entSo a transiacBo 4

esquerda T{xn}nm = Exmz}nm no espacs produto E‘N & eprgédica.

Demonstracdoe: Suponha que & sela um conjunte invariamte; existe um
cilindro de “dimens8c finita” A que se aproximsa de G no sentido de plAa &
), ger tic pegueno guanto se desejer (A & a diferenca simétrica, isto
£ A A G =14 -G UG ~AL Como A ¢ determinado por wm ndmero finito
de coordenadas, entfo para um  inteiro n sylicientemente grande, o
conjunto B = T A & determinado por um ntmerc finito de coordepadas
disjuntas das anteriores; portante plA y B} = plAlelB). Come & &
invariante entfio p{G A B} também & tic pequenc quanto se desejar (T 4G
A& A} = TG A Bl) o mesmo pode ser dito entiio para p{G AlA ry Bl Em
outras palavrag, plG) estd, so mesmo tempo, arbitrariamente préximo de
gfA), de piBl e de plA)lpiB}l entdo p(G) = piG)z, o sela plGl = G ou
plG) = §; isto & G € trivial, logo T & ergddica.

A&  seguinte  caracterizacio de  srgodicidade serd 4t

posteriormente:

Proposigie 2.4: A transTormacio Td X —— ¥ menguravel que preserva a
medida & ergédica se & somente ge tods fungdo mensurdvel invariante &

congtante,

Demonsteacio: Seja § mensurdvel e invariapte, se Xk n} € o conjunio de

x&}(onde% % fix} < kii
2 2

k€ L en e N entdo a inpvaridneila de




£ implica na invarisncia de Xik,n). Pela ergodicidade de T existe um

adrjco ko= kind tal que m{X{k{n},n} } = }. fra

L-+3
fix) = £{[ ] Xkin),n) 9.5,
S
sggue gque iz} & constanie quase sempre.
A reciproca &  Irivial: se n8o existe funcBo mensurayel
invariante nfio congtante entBo nfo existe conjunifo mensurdvel invariants

ndo trivial "

Mo caso de mi¥l € o podemos asinda dizer que T £ ergddica se e
somente se toda Tuncdo invariante em L;t}{} {ou da mesma maneira em
LQ{X}} for constanie, de fato, nsste case o que acontecs € que toda
fungin caracteristica de conjuntos mensuréveis & integrivsl

A préxima proposicie & um exemplo tipico da idéia de que
ergocidade em espago de medida finita leva guase todo ponte em “guase

tode lugar”.

Propogigic 2.5: Sejn X grupo abeslianoc compacte com base enumerdvel,
e wm elemento neste grupe e Ty = ox. Entlo T 4 ergddica se e somente se
a ssquéncia &M n=0 %1, £2,.. &densa em X

Antes de demonstrd-io velamos o seguints

Leman 2.6: 5S¢ o espage X & um espago fopolégilco compacts com bhase
eramneravel, tal que para todo aberto nfo vazio sua medida & positivae, =
T X3 X & uma transformaecio ergbdica, entfio para quase todo % € X sus

brbita (isto & { T'x} _ ) & densa.



Demonstracio: Um elemento x & X tem 4rbita ndo densa se e somente se
existe um aberto basico G tal que T™x ¢ G ou ainda x ¢ TG para todo n

&N isto & xe { | (X~ TG} Chamando essa interseccic de E  temos
Tyl
?Mgi-i > E, portanto £ € invariante porgue X tem medida Tinits { lembre-se

que trata-se de medida de Haar em espaco compactol. Como mi{G) » 02 G &
dishinte de E segue pela ergodicidade que miE} = . Cada eslemento da
base topolbgica Gi gera am conjunto El de medida nula como construfde
acimay; s » € X ndco pertence & unifo enumerdvel dos Ei‘s entdo x tem

arbita densa .

Demonsiragio da proposgicie 2.5 Se T & ergddica entlo, pelo lema 2.6,

- N 1 i

existe x e X tal que a seguéncia { T x } = { ¢% } & densa.
[+ 4 4 § nEn 3 nhi
- “1 . -
Como X e——> X x{a & homeomorfismo entio
-1
"% xg =4 " € denso em X,
n20 nEG

Reciprocamente, suponha que ™ 2y € ja denso em X, Temos que
Thime
T induz um operador unitéric T: LE{X} e LQ{X} da seguints maneira:

f{n) — foTix) = flex}, de fato verifique gque { flex), gix) >§_ = {Flw),
z
g{cwix} }z., . Se £ & homomorfismo continuo {(lembrar gue as fungfes
2
continuas sds densas em Lz{X} < Liix}} isto &, f{exy = flc}- flx} entdo

f & um autce-vetor do operador T. Como os auto-vetores do operador
unitéric T formam wums base Hilbertiana em inl‘{}, gntic toda fungdo
invariante em LZE‘X} porde ser escrila como uma expansao dessa base. Os
autg-vetores  correspondentes a  auto-valores  distintos  s3c  ortogonads,
entio toda fungdo invarisnte estd no auto-espaco associado so auto-valor
N

Note porém que se f{cx) = (%} para todo x entdo f{e”x} = fix}
para todo mn € N, pela densidade de { Cﬁ}nm ¢ continuidade da
conchtimos que [ €  copstante, portante  fode  fungdo  invarianie &

constante quase sempre, isto 4, T & ergddica .



1)

Um exemplo que ilustra bem & aplicacfo desta nltima proposicio

€ a rotagiio no circulor considers mais uma vez o grupo X = { 2 € & [z]

= | } & a transformac8o Ty = cx Se ¢ for rajz da unidade, isto & ¢ =
HpAglsw
2 ¢

o)
nan & ergodica; por outro lado, se ¢ =

¢ {011 ny €@, entdo sua &rbita ndo ¢ densa e portante T
eirmn r & ; {041} irracional

entdio sua Srbita & densa o T & srgddica.

1.3, OS5 TEOGREMAS ERGODICOS SUBADITIVO E © DE BIRKHOFF

3 Teorema Ergddico Sub-aditive de Ringman diz respeifo &
convergéneia de uma segufncia de Tuncles mensurdveis  sub-aditivas
iz}, no sentide de S ¥ converglr guase sempre a wna fungBo g

n nRi n ™

mensurdvel. Velamos precisamente a seguinte

Definicie 3.1: Seja { 0, ¥, P} um espagoe de probabilidsde e 8 uma
transformaciio mensuravel gque preserva a medida: dizemos que {gﬁ}nﬂ
sequéncia de Tuncles mensurdveis ¢ sub-aditiva se

n
£ g e 8 P-quase sempre
E."8 TE g D
para todo n, k inteiros positivos.

g ewemplos seguintes ser3n Gieis  em demonsiracdes

posteriores:

Exemple 3.2: Seja uwma Tungfo menswrdvel e R, [ ¢« L e
-1

considere S = 1) Y
j=0

. A sequéncia Sﬂ & sub-aditiva; com efeito

-3 el

= = faﬂ'} - f&{}j =

FEFE



i

Com  este exemplo o Teorema Ergdédico de Birkheff sera

consequéneia do Teorema Ergadico Sub-aditive {ver corolério 3,125

Exemplo 3.3: Seja Y:2— M{d,R} uma fungio mensurdavel ne espago das

matrizes reais dxd, Definimos a norma g°§ de ums matriz ¥ como

M= sup ux],
o=l

Consideres YZ = v fuy . ¥i{Bw) Yiwl entdo a sequéncia fﬁ{w} = Log

ﬁ‘fn I ¢ subaditiva. Com efeito:
e

nHk

@} ... Y(Bu)Y(w}

H

Log |¥(&

iA

Log {II [i‘(n 8% ... mew}o 8w - Y8 el ... Y{ewmwzn}

Log | [{Yeﬁk} {Yaﬁ}’k’}o 8wl + Log [¥(8"w)...Y(ewiYiw)]

Hi

Log |Y |6} + Log {Y|.

Com  este exemplo demonstramoes o corolério 4.1 do Teorema
Ergodico Sub-aditivo, de grande bmport@ncia na demonstracBo do Teorema
Frpddics Multiplicative da préxima soofo. Mostraremos agora duas versSes
equivalentes do Teorema Frgsdico Sub-aditive {41 = [I4}), bem como o
Teorema Ergddice de Birkhoff como colordrio destes. Nog  proximos

capitulos MOSLEEremos Como ajguns resuliados da Teoria de Produte de
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Matrizes Aleatdriaz se adaptam, a menos de linguagem, come corolério

destes teoremas.

Teorema 3.4 (Teorema Ergédice Sub-aditive, 1% versdohSejam (@, F, P}
um espaco de probabilidade, 8 uma transformacgBo mensurdvel que preserva

a medida e {gn}ne uma seguéneia de fungfes sub-aditiva em {3{&’23‘ Se

i
; : = . 1
priste M 2 0 tal gus ‘{ g dF 2 - Mn para todo n € N entdo lim =g

i
o I i
existe P-quase sempre, ¢ § -~ invariante, £ para todo conjunts mensurével

invariante A,

. i TS
5 lim Wé—wgnd? = lim = j’ gnd?,
A A

A demonstragic basear-se-4 nos seguintes lemas:

Lema 3.5:

lim - | gdP =inf—| gdPz-M
n—sa " a B o
Q Q

Demonstracho: A subaditividade nas  fungles {gﬁ)n>l implica na

subaditividade daz [ntegrais:

j gmdeﬁj gad?«s-j' gkcl?.
3 Q Q

Agora um resuitado auxiliar para sequéncias de ndmeros reals nos garanie

&
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Lema 3.6: Sefa {a ] n2! uma sequéneia subaditiva de ndmeros reais, isto
k2]

&, pars inteiros m.p = 1 temos & = a + a; entdo
miep m 3

a a
M ] “ it
fim 2 = inf -—
i1 m I

R 2

Demonsiracgio: Fivado m, parafodon z lescreva n = r »m + q, ¢ » 3 g 1

2 q < oy entdo

-1 a r-a  +a
P w {rmvqd o 3
n rmo+ g rEov g '
A a
JUe CONnverge para guando n vail para infinitc, Segue que lim sup “ﬁﬂ
=2
= ooy para todo mwm maior ou igual a 1. Conclubmos o resuitado
a a a
considerando que Hm sup ——— % inf -—— = Hm inf —-
1t mm iy
u
Agora, tomando a = { g, dP temos entdo:
v
Hm | g dP = inf-e| g dP = - M
n n n n i
8] 1#]
que conchut a demonstracio.
-]

lema 3.7:5e A € ¥ ¢ invariante entido g; = Kﬁ- E . opde f}fﬁ ¢ a funcio

raracteristica do conjunto A, também satisfaz as hipdteses do teorema.

Demongtracio: £ claro que sera sub-aditive, s6 precisamos wmoestrar gue

satisfaz a hipdtese de Hmitaglo inferior das integrais:
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“Mﬁﬁg gﬁd?wj gn@+fcgnw=§ gﬁd?d»f gﬁﬁ?,
G A & o A°

E fécil ver que o complementar A® também & invariante: se m(TA°[JAJ » O

entfio m(T A} > miA) o que & um absurdo, segue que TA® © A" a.s. Ento:

.1 . -
lim ?j g dfF = inf ?;j' g dF = ¢
A° A°

Se o 2 ~ o entdo, para todoe m

logo,
~§M+t:jn£-—!vfn—*§ gﬂdﬁ’:ﬁ{ g;ld?,
A° Q

conforme desejamos,

Se ¢ = — w chegaremos a wn absurdo pols

. i — ke ,_..:.i...... 1 _‘,.3:',_,, =
- 3 = HHm E-E g 497 = lim = j gn{iP + jim = E g, 4P
L9} A A

. i
= Hm ?{E gnd?-m
A

Vimos na demonstragio deste Gltimo lema gue se um conjunts A
for invariante entdo ssu complementar A° também o serd. Temos ainda
mais; suponha gue {Aiiim sejn uma sequénein de conjuntos  invariantes,
entdy

ad{ (] Ag} =[] 74 < |l &

el el =



15

Eafim, o% mensurdvels Invariaate formam uma sub-o-dlgebra de ¥ gue
chamaremoes Jde F. Ne proxime lema mostraremos o comportamento da

esperanga condiclonal das fungles g '5 comn raspeito a k.
4]

lema 3.8:5%a F={A e ¥ A & B-invariante}, entle:

1 o
iim ?;!E Egn %3] = inf 'E-E [ga |§‘j q.5.

L 1
Eizm ?E{gﬁw} dP = lim ”_‘i}f"’g g dp
A

A
para todo A & &,

Demonstracio: A primeirs igualdade fica estabeiecida em razlo do lema
3.6 s mosirarmos que £ gn[f & sub-aditiva. Ora, de fato iﬁ{gnnaﬁlﬁ } =
&[gklﬁ‘} pois F 4 a sub-o-dlgebra dos @-ipvariante, segue que

E{gmklg ] =Ele |7 | + Elg0"]7 ] )

i - 53

= Ejg |# +t£gk|3‘} )
Parz mosirarmos a segunda ipualdade temos que
im —Elg (3| =it 2 Elg|s = L g s
T 4 3] i} 11 k1] !

para todo m £ N [ntegrando ambos o8 lados temos:

1 ' ] e
E tim —-E;;&Egn]?] ap = — E E[gm{.?} dap = ?ﬁe—jk g, 4aF
A& A

A
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e passando an limite:
lim —Elg [#] dP < tim L] g ap (L1
] o m w0 )
A A

Por outro lado, por indueglBo schre a sub-aditividade temos que

n-t
g = Z g}aﬁi @ que implica sm:
120

£E:gij§j - %E{gﬂl?} = 0

Aplicands o Lema de Fatou oblemos

jr E[gllff} P —-E lim é—ﬁ{gnﬁ}ﬁ}’ =
A

A

.

= - lim L P = lim in -4 =
% {gik?] i - zz%gsﬂ 4P = 1 fL{@:[giiﬂ = @t{gnwﬂ 4P

vA

- &[gﬁ?} 4P - lim supj é- iEEgﬁ{ff} 4P,

A A
Entdc
Him sup A g |#] dp = lim —-E g |#; aP
4 i 13 n
A A
Logo

. i y i
lim —z—{g g P = j lim B—E[gnfﬁj P {1.2}
A A

Ora, {11} e {1.2} nos d¥e o resultadeo desejado.
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Lema 3.9 As Tungdes lim sup -g-i-— g e Hem inf %—gﬂ sdo invariantes.

Demonstracio: Temos:

. i . i :
Eizm sup "E{"ga}” 4 = lim sup ?;igﬁae} = lim sup %—{gwi - gi} =

; 1
= iim sup —g -

Dia mesma manesira

n

P | NP
[hm mf‘fr«;gn}ﬁ& z Hm inf —g

Dizemos que § & sub-invarianie se T+8 2 §; se 8 preserva medida entSo a
sub~invarianca implica sm lovarianga pois o operador ¥ Tp— .%.,3, TiE) =

=8 preserva a norma T Biik = {if iii, longo o8 = § quase sempre =

3 pridimo lema € muite versdtil em Teoriz Frgddica, no nosso

desenvolvimento serd usado na demonsiragdo do Lema de Hopf (3.111

Lema Ergédice Maximal 3. Seja a  sequéneia ign}nEN < Li{QL
sub-aditiva, isto &, gmk = gn + gkaﬁﬁ q.5. & & uma transformacBo gus

preserva medida; sejam

I EnEg 180

E = 4{w: sup gﬂ{w}‘}{) S £ = 4w : sup gaimﬁ}

enti#do

jggd?k(} e ‘Egidi’z&

E E
4
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Demonstragio: Considere o operador linear ’E‘:Liiﬁ} S Lliﬁ}), ande TN
= foff; T & positivo pois sa § = O entfe T} = O & além diszo tem norma

unitéria. Definimos g, = 4 e estabelecemos
(}kiwi = SuUp gn{w}
DEnSk

entio Qﬁ gﬁ, G =xn sk Cono T & positivo, Tﬁ}k = Tg , logo
13
1
TGE: M g}, = gl * gﬁa& = g‘z‘w}.

gegue que TG + g = sup g = G {assuminde G > 0}
K 1 b k
I WnSk

Assim, =4 £ ﬁk - TGk em Ek = {w s Cuk{w} ? ﬁ} . logos

Eg}d?’:j de?wj TGK@=§gk@~E TG, dP
0

E E £ D
4 -4 & k

{pois Gkﬁ Gem 3~ Ek}

a‘EngwETG dF = 0,
4 k&
Q 9!

nols T & positivo e tem norma 1. Portanto

Eg{dykﬁf para todo k & M .

E
4

Lo Ek < Ek L€ E_E Elk = E, entfc aplicando o teorema da oonvergénoia
5
wai
dominada a :ETE ‘B, converginde pontualmente a iii'£° g 18mos:
K

jgzde tim jg}@aﬁ,

o -3
£ R
%
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pols todos os termos s8o positivos

Note que se a sequdnela Tor aditiva, isto &, £, T B ¢ gka%}“
entio i—gn}n&% também satifaz as hipdieses do Lema Ergédice Maximal, ©
que significa que, nesie case, podemos trocar sup por Inf e inverter as
desigualdades. Mostraremes por fim o Lema de Hopf que desempesnhard um
papal cemtral na demonstracBo do Teorema Ergddico Sub-—aditive: usando as

mesmas noiagdes e hipdleses do teorema temos entdo o

Lema {Hopf} 3.41: Seja

Eo=duw: timinf < glw) <O
n 13 F£3

Entdc
i
il = g dPF = 0
0 n
£
Demonstracio: Considere o operador linear positive T} = {=8;
definimos

m
1 .
G'Oﬂfmﬂ}“n**zggr“”rgﬁk},mﬁw,

i
#

Para o < m ;
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ensfor
-~k
Tt =f 4T+ T =
§ oy
ok % 431
i 2 - N
D I N e e R R e W |
p =i r =i r=i

- ,E%* { ig + Tg_+ ngm+ e Tnﬂlgm - E‘Tngn} - {Tngi] *...ﬂ{’l"ngm_lﬂ ==

=i

n-% H ms -k

S[Yue )l ) [ vel)]

£=1 =1 Eom

i

Pela sub-aditividade temos g ~ ’{“‘g&nﬁ g para i=zne Tgﬁmgm

" Ty, = 7 ou T g, = Ty TBy, POIS B S8,

7 nrme-£ nem-§

-1 -l e -8
i ] £ _
ZT%‘ ﬁ«-—_{ g£+[m-n}g“+z T gmm“]-
t =0 £=1 =
400 ) m+n-i
1 -T7i
- gn * H;f{* [ gg - ngﬁ * Z TE gm-m»f}
E=y Bem
Corng
Fr R I | i
z TZ mg ot b I’E{ sup g } antdo
P 1. 2
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-1
i i t
z?fmﬁgn+ .g;{ g T UE, T T{ sup gﬁ}}'
15820+t

Motar que o termo que aparece no colchete independe de m, logo
pode ser limitade por oms funclo 'hk & Li’(ﬁ}, kE<{me hk » @ independente

de m tal gue:

- T |

h
i 4 i .
E PR W-'n*‘;;rE r'h, para n = k.

=0 HESLH

Selam

A = 4w inf gﬁ%w)‘(i} =

5 $ Snmy
-3
. } 1
B ={w inf Z?{f ~wh}(f}
f -4
iEnSk
i=g
Temos que &k_ < Bm , ¥k < m pois
-1
i . .
ZTEf‘m- mhk} tg ., B3k
1=0

e como £ & g-invariante
n-1i
. i
Bm,k ﬂ o | ﬁ inf z TJ’IE{fm }?‘;hk} { o
1%En S Pt

Aplicando o Lema de Hopl na forma de inf na sequéneia aditive 5 0=
5

-1

i
Z Ti(f o “ﬁf?}k} resulta que

e



LOops

pois hg = 3, entdo

lim =zup E

B A E
[0 4

fd?ﬁlimsup*}wj'h de = 0
= i i
3

Por outro lade, como § mﬁ g pois

m m
e L - = PN —
fm - _:i:ig‘z {gr Tgr-—l} - EZ B = g+
P =

entio

onde g; ¢ a paris positiva de g iogo

lim sup j?fm dp ﬁj g; 4P .
3 E-A
x

Agora, como Ak c Akﬂ e B ol A_ temos que

lim sup E fm dP 3 O, mas
£

It fas]
1 ' ok _
{fmd? "‘j B Z{gw?&_i} - m}:ﬂ%di’ gv’fgf_z dﬁ’j -
=i r=l VE

£ o4 s

ol 1
ﬂ% d’“;{% *"*"} y ‘;z?jﬁmﬁ?
E



o gue conciul a demonstracio

A demenstracio do Teoremza =e faz agora combinando os

resultados dos lemas anteriores:

Demonstracie do Teorema Ergddico Sub-aditive {3.4)%: O teorema fica
estabelecido se mostrarmos gue as funcles invariante do lema 3.9 p = lim

inf E}f{”gn 2 & = lim sup —;{- g sho tais gue p 2 ¥ 2 £ g.s. isto & gue

lim —%gﬂ = %, onde ¥ & a fungdo invariante ¥ = Hm —%ﬁ?{gﬂ]&j, do lema

3.8,

1} p= ¥ q.s.:
Seja B o= {x @ ¥{x) » pix} + al para um certo a » O arbitrario,

note que B & g-invariants. Considere
g nix} = Lfgix}{gﬁ{x} - n{%ﬁ(x) - a” .

A sequéncim deniro do coichete gﬂ{x} - 0 (¥ - a} ] &

sub-aditiva {lembrar gque ¥8 = ?) ¢ além disse

g ix} - n {(¥x) ~ al
g z - dF > - M ~ [*If{x} - a} P
0 ¥

onde M +f{*¥ + al dF 5 O para M suficientemente grande. Em outras
palavras essa sequéncia satisfaz as hipdteses do teorema, = peio lema
3.7 a sequéncia g; também o satisfaz. Vamos entfo aplicar o lsma de Hopf
nesta Gitima, s& que antes disto observaremos que s B = {x : [im inf
%g;{x) ¢ () entBo B = B'. De fato se ¥ € B entfo ¥ix) > pix) + a e
¥

’ N _ _ .
fggn{xi = - gn{:x} {(¥{x) - a). Logo

lim inf 2-g’(x) = lim ian-gnéxz - (¥R} + a}} « plx) ~ (¥x) ~ a) < O
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entdo % € B. Reciprocaments, 52 x € B entdo if?ﬁf}{} = O loge Hm inf
. g'{x} = O, isto &, x ¢ B".
% “n

0 lema de Hepl nos garaote entfo que

o4 . - Hom A -
lim B—EVgH 4P = lim nggn@ E%&?@a?iﬁiﬁﬂ-
# B B

Como B € invariante, entfo pelo lema 3.8

lim _l—fg cﬁ?z{@di’,
n 5

8 B
sepue gue a. PB] 5 0 o que implica em PR = 0, & pelo arbitrarisdade de

a conclulmos gque p =z ¥ q.5.

21 ¥ = £ g

Seja B = {x : £(x} > #x} + a} s-invariante com a » 0
. , . es 1
arbitrério; e fn = RE, A sequénecia Efn}new & sgubaditive para 8, com

efeito:

1 1 1

i nk Koo
fm»r - Yg{mr}k - &ng{nkwké = ?gni * ngroe - g‘n * f‘kafﬁ .

Considere, como na primeira parte da demonstraclo gue 7 9=
n

iﬁ’ﬁ{f‘ ~ nf¥eall, andloge 20 gue j& fol demonstrado para g°, 7 2
1] i 34

sub—aditiva para 8% & satisfaz as hipdteses do tecrema. Seja
B = {x: SUp f;{x} ¥ ﬂ},

afirmamos que B = B, com efeito, se x & B, considers n = ki + p, como J

=08 35 p <k eptido

i i
}—;gn{x} - {%{xi * aJ = Wi gm(x} * —_-j;—g?oakj - {i‘(x} + a} .



logn
0 Fix) - {*&ix} + a] % lm sup ”;{f;{ﬁ % BUp f;{x},

isto & x € B, Reciprocamente, se x ¢ B entfo !‘;{x} = ¥ logo sup £'{x) =
n
& ex g Bl
Agora, pelo Lema de Hopf:

k

im 2l ap = um £ | L - - %
Him }-{-E fn dP = lim nj g, ap E%d? aPB=0
B i

B

entdo:

. i H .
m -gj T It Vii‘i’ dF = a P{B},

g ;]
come B & invariante segue pelo lema 3.8 gue o lado esquerde da
destgualdade & zero, isto &, PIB) = , entio ¥ = £ g.s.

U aitimoe resuitadc do Teorema agora é trivial com o que

. i . i
provamos: lim —g = lim —E {gﬁ[fﬂ e ¢ lema 3.8, .

Coroldrie 312 {Teorema Ergddico de Birkhoff): S¢ 8 & uma transforma-
Ao que preserva a medida ne espago de probabilidade (GFP) e se T ¢
n-y
o

£.50), entdo —;;Z fla'x) converge quase sempre. A funclo liite f &

i=8
integravel, lovariante ¢ igual a E[f|#] onde ¥ & a sub-w-dlgebra gerada

pelos conjuntos S-invariantes.

n-1
& coroldrio £ demoenstrade considerando g = Z fo' (ver
i=g

exemplo 3.2}, tome M por exemplo igual a /g’if‘ | dP e note que
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N T o lim =
jf d?~jiim ﬁgﬁd?wiim—g— gﬁzﬁ’« f dp,

A & 4 A

onde A ¢ am conjunto mensurdve!l invariante. Observe, =m particular gue

®»
s § for erpédica entfic ¢ € constante quase sempre e igual a § f 4P,
{2

Para nossas aplicacBes szerd mals conveniente a segunda versfo
do Teorema Erghdico Sub-aditive que apresentamos agora; essa versio
demonstra-se faciimente a partir da primeira. Vale ressaltar que npesta
versdn, diferente da primeira, pode-se admitir nfo s6 Tuncdes, como

integrals assumindo valores em R U { o }.

Teorema 3.13: {Teorema Erghdico Sub-aditive, 28 versdol: Seja {0, ¥,

P} um espaco de probabilidade, 8 uma transformacds gue preserva medids e

i3 p Uma sequéncia de fungdes mensurdveis Q———s R U { -» }
1 B

0
satifazendo as seguintes condiches:

a) integrabilidade f & L'(a);

i

b} sub-aditividade f  =§ + T = 8 1.5,
¥ i1 i

111
Entdo, existe uma funclo i Qs K U { -» } mensurdvel,

g-invariante tal que § & L,

. .
iim "};" fl’! = f . 5.
R 3]

lim i{f 4P = inf w&jf ap = jf’ ar .
I * Eil 2]

e



Demongiracio: Das hipSteses a2} ¢ b} temos:

g
‘{’+${f %fﬂav&...%‘faﬁnmi} “
) i } i

f;’ * ?‘;aa P f;oe‘“ e Lo

For{anto E_ﬂ = .E.i‘ dF existe, finits ou -w, & pela sub-aditividade (lema
£33
3.1}

bim —1—!{ 4P = inf igf 4P,
1 1) n n
T

Agora, para oada inteiro positive N defina

fimix} = max {fnzxa, - n N},

& clarg gque if::ﬁ)n &N ainda & sub-aditiva, ssid em LY e além disso

{f’:fg dP 2 - o N, ¥ & N, portanto, pelo teorema sub-aditive (18 versfoe}

1 et converge para g0 g9.%.. A sequénecia T

& decregnente
non wel *

seja entdo T = inf T m}; teremos entior
M

™) = max {f‘{x}, - N} 7L 8,

Em particular

. H
Hm ?{fn =f q.8. &

jf dP = inf jfm ap
N

Aléra disso )



entio

Com essa segunda versfo do Teorems Ergddics Sub-aditive, o
Teorema Ergddice de Birkhoff agora pode ser reenunciado para funcies
f
axtendida” do Teorems de Birkhoff serd otil na proposicle 3L

+ i . . .
e LN que as conclusBes continuam verdadeiras. Essa  versio

A proposicido 4.1 de préxima seglo £ ainda um corolario imediato

desta segunda versio do Teorema Sub-aditivo.

#

L4, O TEOREMA ERGODICO MULTIPLICATIVO

Mesta secdo os resultados e a lnguagem estarfo muito mals
proximas da Teoria de Produlo de Matrizes Aleatdrias; o Teorema Ergédice
Multiplicative em si 4, essencialmente, um tipo de Teorema Especiral
para o comportamento assintdtico desse tipo de produte {onde as matrizes
asleatdrias identicamente distributdas ndo sHo necessai‘imenta
independentesl. Ile maneira mais precisa, sob certas hipdieses esse

teorema garante gue existem sube-espagos formande uma Tilrac8o em R” -

v o E L e Vw = RV, tal que se u # Vi - Vs i t < i 5 3
entdo -5{ Log HT:; uE converge para o augto-valor correspondente ?gi, onde
’I‘:; & o produto entre a3 n4gimas  primeiras  matrizes  aleatdrias

identicamente distribuldags. Essa visSo geomédtrica dos  auto-valores Ai

serd interessante quando definirmos os  exposnies de Lyapunov de uma
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seypuénela de matrizes aleatdrias no capitole L O teorems em guestio
foi publicade primeiro por Osseledec em 1968; no entanto a demonsiracioc
que faremos agul estard bascads naquela apresentada por Ruslle (141,
onde uma sfmplificacBo poue ser feits gragas ao corolirio 4.1 do Tsorema

Ergddice Sub-aditivo:

Corelirio 4.1 Sejam 8 oma transformacio gue preserva 2 medida em § e
¥ e M{d,R} uma {ungfc mensurdvel no espaco das matrizes reais dxd,

tal que

Log Y08 e LA,

Considersa Y:; = vyl .. Yi8wlY{w)., Entdo existe umas {uncio

mensurdvel 6-invariante X: 2 ——s B U {-w} tal que X'e Lo,

s i n,
1im mﬁwLog iiYwil = X{wl 4q.s.

s B §

iim ing HY*I 4P = inf ichg HY" 4 dp = E}c{w} dp.
n LF n I i3

Pelo exemple 3.3 a seguéneia | afw} = Log HY:;ii & sub-aditiva,
portanto a demonstrac8ce ¢ imedinia se aplicarmos ¢ Teorema Ergddics
Sub—aditive  {(3.13} =a {fﬁ}nm. Esse coroléric &, em ditima  andlise, o
Tearema de Furstenberg e Kesten {I1.4.2) conforme veremos nd seclo 4 do

prdwime capitalo

o Teorema Ergdadice Multiplicative £ essencialments, numa
versdo deterministica a proposicdo 4.2 seguinte; a wversdo probabilistics

{Teorema 4.4} & felta combinando o corclério 4.1 com  essa  proposicdo.
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Para convenjfncia do leitor colocamos no apéndice 1 alguns resuliados

relatives a produte exterior.

Proposiciio 4.2: Seia ﬁn}nm uma sequéncia de matriz reais ded tal
que

lim  sup v-é—» Log iT # = 0,

[ Rt 14

Considere T

1l

T vorT «T . & assuma que
n Z 1

iim %— Log #T" M

|+ a2t

exisie para 1 8 g % 4. Ent8o:

3
2} Lim {T° T = A existe, onde * indica a iransposta da

i e 34
matriz.
b} Sejam exp A < ... < exp A" os autovalores de A, (A" reais
e }im node ser -e} & i,i“}, . Um 05 Anlo-esSpares Correspon-
dentes; ortogonals entre si. Tome
¢ {8} e VO - u® . ey
temos entdo
{im %a Log 8T ul = A"
oy -3
quando u & Vo - ¥ para r = 1,8 .
X 13 () .
Demonstraciio: Sejam O = tn 5 .. = tﬁ og auto-valores da matriz

E 3
simétrica (T° T°J2. Por hipétese, os limites
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o
. 1 Ag : 1 {P}
Lim -;;Lngm"} I= lim -—Leg I t

6 e 1 P Podi~ gge?

{ver apéndice 1,lema 5}

e ax i {d-geil £d~1} L3
= Lim —é—{Log tn + ... + Log t + Log T }
o ek O3

existe para I $ g % 4, portanto também existem os limites

. i (P} AP}
lim E-Ls:ag tn = X

e e
para 1 = p = d. Sejam A” ¢ ... ¢ 2™ o5 valores distintos de I, e
ir}
U

™
2 ,
acg auto~valores t{ * tals que
J+

*
o sub-espace gerado pelos auto~vetores de (T ‘i”"}m corresponderste

. 1 (ry L ird
lim ?;Lc:g to= AT {1.3)
£ e B

Interrompemos agora a demonstracie da  proposiclo para

. . . 1
mostrarmos um lema. Por simplicidade assumiremos AP

Lema 43:Dado 8 > 0, existe K > O tal gue para todo k e n inteiros

positives femoes:

méx{|<a,u’>§:u e U we U, iiﬁiézﬁu’!‘ini}ﬁ K exp[«-n(}ﬁ‘”"-am|-3”

E1 3

Demonstragio: Obviamente o lems s6 faz gentide para r = 73

N . k
demonstraremos primeire para r < r’. £ suficiente mostrar que se ¥ , @
e

a prolecdo ortogopal de u & z U:} em U8 %.3::; entio
t

p-3 t P&t

t5 s

gsfx R =K fuf exp[wn{}’ser’} - a¥ &H, (1.4}
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De fato, tome em particular u & ﬁ:f’ , Bu# = 1 tal gue uw realiza o
maximo no primeiro membro da desigusidade do lema.  Teremos entdo, da
definicio do operador projecio P que

P ir*y u
3]
. 1243

[E R
g?uir’ﬁ 'ﬁg
vk :

& um correspondents de ¢ nesta maximzalidede {ze a norma ne denominador

for zero entiin w & qualguer vetor unitdriol. Além disso

£y, wo» o= E ?Bir'i uf
wtl
agora, wsando o fato gue se W o U sdo sub-espagos sntlo Pwes?n a= ?%’ temos

de {L4] ¢ da definigBo de vi quen

*

» - i * B - % - {r'} . {r} -
<10 >= QE’Uir y uf = ﬁvrr,u = K exp{ n{}\ A 5}}
vk
Mostramos entfic que ¢ lema é consequéncia de {1.4) {na verdade
s@c egquivalentes, embora nfo calba agul ums prova distol, vamos agora
mostrar a veracidade de (1.4},

. . . "}
Assumiremos, por conveniéncia, que & £ menor gue |:1 -

&
Rgﬁ} para todo par r 2 . e que & 0= {53'%}. Peia primeira hipdtese da

proposiciio, a saber, lm sup %ch H'i‘n%% £ 0, existe C » O tal que para

todo n

=
&
Log ﬂ’i’miﬂ #C +n T
Podemoz  decompor u em sub-2spagos  ortoponals  fafz que

~ H v M
(L S em razio disto temos

5
rr¥

ﬁ’i‘“”uﬁz _ <,fn+w 1 {5 . v;j} g + v:ﬁ} 2z ﬁ'r‘%;{g} gz + ﬁ"{“ﬂ{v;s} Ez



assim

i ("irj s )] 1.5}

L *&fi_, estd na soma de auto-espanos Z utt? . entio

ned
3%y

«1] 1 1 s T S n+l {r'}
™ {vﬁ,}é =z E?ME L= E‘Fﬂ,g SXp {-——-——m& Log tmi} ,
e para nn suficientemente grande temos
; ¥ &
’f“”‘[v" ,}ﬁ = v |- exp [mi{}a‘” -3 m” (1.6}

Usando o mesmo argumenio temos analogamente gque, para o

grande:
T = Ju| exp [n[?é.(ﬂ - &ﬂiéﬂ. | (L7
Encadeando (1.5}, (L6} & (1.7} obtemos
gv;igexp{nﬂ(3{”}»3*;4]} s T s T, f T

#®

= exp{(im-%-} ~[Eug=axp{n{}em+ 3%’4}}



Se n for sulicientemente grande para que

- *

{Cw}\,{r’}-r «g——mn -g;} % 3, enifo
5 #
g'v*:irSH % uuﬁ expgﬂ ﬁ{;i{r }“" RE!‘*} - }E {1*8}

Besta inequacdo obtemos, em particular que

k-1

Ml =) sk eml-(o wi] [ - a0 - 5] 19

10

Para mostrarmes issce considere, para um certo r {ixe, os projetores

Pi = projecio sobre o subesspago z U:ﬁ‘

1Er

?; = projecio sobre o sub-espago Z ﬁ?)}*

L Ep+ )

Agors, dado u e z U:u temos que

£

gowm P o+ P U,
{n+k} inei}

por definigio ¥ “ 4 a OGltima componente; usando a desigualdade {L.8k
r.r

i #
ctnee-pa T A s

B
lymmi" = "PZM-R-Hu“ * U P{mkd}un*

#*

{rﬁ}——ﬁ.{ﬂ-ﬁ )

~fnek-1HA
Pl + ful- e

e por indugfo sobre k concliimosz {191, Somando a progressio geométrica

trei} {r} *
de razio e"m A 33 shternos:



ande

i 13,4 *
PRI
i ~=e

Da mesma maneira mostramos que

i

=), ot ol ) 7]

g

Eay

-3
& *
. 5{15’«3“ EX?{‘QERQﬁB . k(r?__‘ s }] ‘ﬂxp{“{ﬂ‘{'j} E&{Nﬁ _ Rhﬁri}_ 5 }j <

Para mostrar a desigualdade usamos agora os projeiores:

F‘i = projetor scobre Z U:ﬁ
t%r
Pz = prajeter sobre Uirm1
N . fthy
?E = projetor sobre Z ‘Ui .
%
[ A% Y

2 ¢ mesmoe argumento de indugBo aplicade anteriormente, s que agora com

mals componentes. No caso gerab:
lE = ¥ Eugexp ~{1 ?e{ﬂ - Am w it ey 53&
1 piap :

k3
come (r'-rP & ¢ 3, isto prova o lema no caso v’ o,

i k
g v{‘r

Note que o lema di limites para os elementos da mairiz 5 dxd
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de  produtos  esezlares  entre os  anto-vetores  de it“*'r“}m e de
{ng*“{mk}, isto &, 3 matriz mudancs da base. Provemos até agora a
Hmitaclo dos elementos em um iado da diagonal de 8, ¢° > r {(na verdade

nds & precisaments de um lade da diagonal, mas de um ladeo de blocos na
disgonal formados pelo produto escalar entre auto-vetores assooiados a
auto-valores que convergem para o mesmo valor, istc 4, vetores em U{” 8
eIm {}mk respectivamente), Obtemus a min‘taqén dos elementos do oa.zts:‘a
lade da Tdiagonal® r > ', caloulande 8 0= §*' através dos mencres de
5. A menos de mudancgas em 8 e X, & suliciente usar a limitacfo que 4

temos e o fato gue o valor absoluto de todos os elementos da matriz e

menor ou igual a ﬁ

{ﬁ)

O jema 4.3 mostra gue {U é uma sequéncia de Cauchy, ou

mals precisamente, gue se O é matrm mudan@a de base, da base candnica

a base formada pelos auto-vetores de €"£‘n ™2 a1 Gue

& 12 " T
E’I““ T”} = {3 o,
"1lo 1

entdo {0 }m{s ¢ uma sequéncia de Cauchy que converge para O, & por (L3}

temos entdo gue

“ﬁ}}b’rx O
* X % [
{Tﬂ Tﬁ} =0 {3 v
k1] ﬂ {t } 1 n
i1
COTIVErge Dara
{1}
« eA G
© kiz} U=a,
0 e

que prova a parte {al



. 3 . {r} ) s
Seja UM = lim ﬁnr , dado O 2 u € U, considere {u)
ST e}
uma sequénecia de vetores tals que u —su 2 u & U,
Ead n ¢}

&

Ent3o teremos, para n suficientemente grande

- | W™ i .
AT - 28 8 - log epen— S AT+ 25,
n fa B
n
1 BTl
por cutre lado o termo central converge para -g-?.,ag T logo

iim %Lagﬁ'{nus = km, ue . {G} .

b Bt B
i} £13 .
Seusg ¥ emﬁaumul%nm+ur,ondeu1$l},1$zﬁr,a
. ! . Z27%n
Fim E—-Logg’f’ug = lim Legg"{n{ag + o +ur3§ =

B R Ep e O

1/2n . . 1720
" 2 " 2 . {13 Z ir} z
= fim Lag{%’fnuiﬂ +o+fT arg } =lim Leg{tn EL&XE AN Hurﬁ}
et 3 B -
Ién
= |im Lag{t{“} = ptr?
R " ®

Por fim femos o teorema principai desta secfor

Teorema 4.4 {Teorema Ergtdice Multiplicativo): Seja (0,%.PF) um espago
de probabilidade, & v oma transformacgde que preserva medida. Considers
T:0 s Mid, R} uma funcfo mensuravel no espage das matrizes reais dxd

tal gue

+

Log” |T()] e L.

Tome T:; = T(x™ wls ... Tlew) Tl
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Existe " ¢ M, invariante com PII'} = i, cade as seguintes

propriedades valem:

® 1
sl lim E’I‘ﬁ Tn} = A exizte;
@i w
f it T3

{1}

b} Sejam exp A { v £ g¥p R:i o5 auto-valores de As;a {onde

w
s . it
g = siwl, l&i}ﬁ sfio reais e }‘w} pode ser -}, e il:i , , i};ﬁ o8
correspondentes  auto-espagos. Seja m' ) =  dim {}';é"'}. As  fungles
. . . o
ww&ir}o .m{ﬂ gio T-invarianies, Ss V( ) {G} ) E’m = i}m + .. b
¥ @ 3 w9 1
ir} =
E.?w s ontdo, pera r = 1, ..., @

+ i i
lim  -=—Log ﬁ’i‘:; uf = %wr

T -3

) -
gquando u ‘Vm - ‘J{r i
& I

Demonstracio: Pelo Teorems Frgédico de Birkhoff {corolario 3.12) temos

que

a-i
lim ""fj"i* Log |T [‘rﬁﬂlw} i

s e o)
=1

CONVETEES em E”z r-invarianie e ?f?ii = I, portante

im mé- L0g+“’?{r“_1m}ﬁ =  se wel

b ey £ 4

Sabemos que IT ' = ITH? {ver apéndice 1), portanto temos que
Log T %)} € LY. Além disso:

o -

q
- {’r{rnﬁlwi SRR § £ 753 ~’{{mi}

s,
. &H’#
Qo
-
4

e ey Y Tlewd Y Tl @

i
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segue entdo pelo colordrio 4.1 que existe T s invariante, P 2} = { tal
pae, para g = 1, ..., s

-~

. i a} *
lm o Lﬁgﬁ{'ﬁ"w} i
F Rt o]
existe & & uma fungBo v-invarianie.
Considere 7 = F; f E"z; o teorema segue da proposicio 4.2

aplicada a T = T{x" 'w) para w € T
n "

Antes de darmos exemplos de sequéncia de matrizes aleatdrias
identicamente distribuidas onde podemos ilustrar ¢ gque s8 passa 0o
Teorsma Ergédice Multiplicoative, vejamos ainda o seguinte corcldrio que
d4 eutra informagio valiosa sobre os sub-espagus “J;ﬂ . Com a mesmng

notacio gue estamos usando temos:

Coroliric 4.3: Se x = ﬁié, entdo para quase todo w
lim L Log E"f“ x} = Ylw, =)
n [ i
B et
existe, finito ou ~» . B¢ A € B, o sub—espago

?im{xeﬁ&:ﬂw,xiﬁk}

¢ uma funglo mensurdavel de o {onde a o-dlgebra no conjunio de

sub-espagos € aguela perada pelos sberfos no espago das grassmapnianash

A demonstracds & imediata a partir do teorema (4.4} se

%€ A e T T oo,z = At V}L = L?{ %’m: A{j} % 3 } s ‘Vm,
{aF id L} ] j &3 &2 2



onde Ri:} ¢ ¢ malor autoe-valor menor ou igual a A. Nete ainda gue

F{ve, Tlux) = Liwx) . {115}

com efeits, pela definicho

i

: i
X‘{tw, Tlaw) x} lim = Log §T“w [’T{w} x} i =

o ———3i T

= lm - Log [T(<") ... Tlw) T x | -

-3

tim -é_ Log | T x

e £

it

= Xla,T) .

Pela egquacio {1.10) temos em particular que
Tlw) V* < v* (1.1
w i

ir}

{z} ir}
> V «
imte &, Tlad ¥ o “z‘

. Se Tiw) for inversivel eptfo Tie} V{ﬁ = ¥
Y T

Dada uma wvaridvel aleatéria T : § 3 MR} = uma

transformagio ergddica v que zatisfazem ag hipdteses do teorema 4.4, o

shlcule, em geral, de Aw, de }\,;”, - &i:ﬁ 2 dos auto-espagos V;m,

.oyt
L

distrivuictes u em MIdR} relativamente simples. Comeo nossa  intengfo

& extremamente trabalhose e dificil de zer feite mesmo pars

agora & simplesmente llustrar e dar uma {déla melhor do que se passa no
Teorema Ergddico Multiplicative vamos entfo comegar exemplificando com o

cage mals simples:
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Exempio 4.8: Suponha I com uym fnico slemento, G = { g b e Plal = 1, e
seja Tlal = A, onde A & uma matriz diggonal A = diag Exxi, . gxﬁ}, MNegte
caso & Shyio gus
« beTn ” i} 20
E’Iﬁ ‘En] ﬂ{iiag[mng.,.,a } = A,
9 Y i & E

isto &, o espectro de &m &, 3 menos de médulo, o mesmo do de Al

Agora digamos gie A esteja na forma de Jordsn, podemos ainda
{L} fml

calcular os expoentes ?s.a, caa A ¢ saber onde estlc os sulc-espagos
3
'E}iﬁ s vann U'® através da relagio
3
. 1 n iri {r} fr-1}
—fog TA - w ax gV - Y .
;ifw —Log JA x] = &7 par . .

da seguinte maneira: cada blece fundamentsl de lorden da matriz A

1 i {a; # (0, caso contrario & triviall

torna~-se

i BXE
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quande A estd elevado 3 v Asslin, se w ¢ O extd no anto-sspaco associade
3 {podemos supor sem perda de generalidade gue x & um mGitipds de um

slemente da bagel, satfo

A% = el 1 e K

+H L]

ondde *..." indica um nGmere {inito de termos {no miximo 4 - 1L A raiz

guadrada acima serd sempre maior que wmn, € para n ogrande, estard

d-{ﬁ}* méx{ P mﬂd},
d i i

Como ¢ logoritme da raiz n-ésima do termo acima tende a zero gquando n

ma jorado por

vai para infinito, entfo segue ques

i

lim eim Log §A"x] lim %f ?..agpe:ii“[gxg-d{ g} méx{ m:{, a:gd }]

7t O [ W 334

H

\ 1
Hm - Log 10s:§|rl
f+ W 1]

#
Y

e -

isto &, a menos de méduls o espectro de A 4 o mesmo de A quanio aos
&

auto-espagos, se Wz’ Wz’ ..., ® 580 oz auto-egpacos de A associados aos
9
o - {1 iri
guto~-valores ix_f a:z, v, & entdo podemos dizer que va S ‘Ua =
A 3
W+ o+ W para todo r = 1, .., 5. (Note que issc ndo significa

1
gue 0F aulo-espagos sejam os mesmosil

Uma répida inspecSo no gue foi feito mostra que as conclusdes

8o verdsdeiras mesmo se A possuir auto-valores complexos.
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Exsmplo 4.7 Suponha agora O com dois slementos: § = { a, b } com Plal
w P{a} = /2 ¢ v o ciclo {ab), T{al = A & Tib} = B. Entdc Tiral = B,
Tithl = A e

Ay x ze¢ n for par,
Tﬂ{a}x = in-£342
A{BA} % se n for {mpar
fam™e se n for par,
T(odx = {n-1)/2
BiAR} z8 n for {mpar

Pelo Teorema Ergddico Multiplicativo os limites a baixo sfo iguais
; i Bow e i I 5
lim — Log [{BAYx| = lim —- Log [A(BA)'x| = A

O vir} - V€r~1% ]
a &

{x}

A transformacio o & ergddica entlo ?é.:ﬂ = }lb e pela squagdo

{1.11}:

%

g oa igualdade dos subespacos vale se A & B forem Inversiveis.

Se agora ao invés de dois elementos tivermos § = { az,az,

H
3

2 }, com P faié = i/p para tedo {, T o ciclo {4, 2, ...,p} e T{ai}

i =1, ...,p ., enotBo podemos usar o mesmo argumento de ergodicidade e de

convergéneiz das subsequéneizs:

2y n 1]
T €ai} X = {Ai& Az ﬁ1} X
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P e J11
T faz) ® o= ia&i As* A3 A’z} ®

T™™alzx={A ..A A A x,
© pi & H ]

2

e dizer gue oy auto-valores des {i& ‘s 8o iguniy e o5 sub-espacos ¥ s,
&

: ¢
. )
sfo tais que A_ v g vt
TY Ot i

Voltaremos a citar os exemplos (4.6} o {47} no capitulo I,
secdo % quando definirmes og expoentes de Lyapunov associzdos a wma
sequéneia de matrizes aleatérias identicaments distribuidas,
verificaremos que esses expoentes s80 nada mals nada menos gue 98
préprios  logaritmos dos  auto-valores A", ..., A™  definidos no

Teorsma Lreddice Multiplicativo.
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CAPITULO 1T
PRODUTO DE MATRIZES ALEATORIAS

Neste capituls apresentaremos a linguagem basica da Teoriz de
Produte de Matrizes Aleatériss e alpuns resulinpdos gue serSo usados com
freguéncta no  texto; definiremos o malor expoente de  Lyapunov f
sssociade & uma  certa distribuicis g oo espage de  mairizes,
introduziremos o coneeito de cociclo e de produto de convoluglo de
medida, gue serfo utilizados na demonsiracgic do Teocrema de Furstenberg e
Kesten {[2], capitulo [} Este resultade serd redemonstrade numa versioc
mais forte come um  coroliric dos resultados da Teoria Ergddica
apreseniados no primeifre capitule, em particular do Teorema Ergédico

Sub-aditive de Kingman.

L 1. NOTACTAO :

Chamaremos de M{AR) o espago das matrizes reais dxd; GHERI,
o subespace dos elementos inversiveis de MidR) SHAR) ¢ subconfunto
dag matrizes de determinante um. i\,g denotard a matriz Iranspostz de M.
frn geral os resgliados ndo dependerdo da escolha ds norma em R ou em
Mid,R):; por conveniénecis adotaremos (salve consideracfo s=m conirdrio} a
norma euclidiana em E?d e a norma de operadores sm M{dR], isto &, para X
£ R® e M ¢ GH4,R) temos

4

— ¥e z
b =< = in

i=i

72



Az wvarigvein aleatérias serBe definidas em um  espago de
probabilidade { @, 4, P }; E [ x ] sera a esperanca da varidvel
aleatéria x2 E { x ] = { ¥ oF . ¢ se F for uma sub- o-dlgebra de o entio
E{ 2} F } serd a esperanca condicional de x com respeite a F.

Uma sequéncia de matriz  aleatdriag {Yn}nm e Mid,R},
independents e identicamente distribuida {14} & uma sequénecia de
varidvels aleatérias Yﬁ: G—s MR, n = L 2, ... com distribuigio

cormum @ tal gue dades Az’ ‘&z’ ey Ak, k ¢ M, mensurdveis em MI{4,BlL
k
L Yz & &}, Yz & A‘z’ pens ‘i’k & é‘ik} = ;15’{ Yi & ‘%a |3
Um semi~grupo topolégico é um espago topoldgico munido de uma

operacdo interna associative {ghlr— g-h  continua. Por exemplc Mid.R}

& uym semi-grupe topoldgice. Um grupo topeldgico € um  grupe com

topologia tal gue {ghlr—g'b 2 g gui s8o continuas. Por exemplo

Gild R} € grupo topoldgico.
i1, 2. O MAIGR EXPOENTE DE LYAPUNGOV

Considere ama  sequénoia { Ya }nm de matrizes sieatbrias
independentes e com distribuicio comum g, Seja o produio Sﬁ = Yn*...a“:’ig

para & norma escothida

Portanto, se £ { Log YEH ] for finito ( escrevemos {7 para

max { 1,0} } entdc Log’ i Sng & integravel. De fato

+

mg Esﬂ%s(t&gﬁ?ﬁé&.,.tﬂgg‘f;u}{u
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sLQg*TE;Y E*f“”,i*{.s}g*EYxE‘

41

Se np = 1 oentio:
&Z[Lagﬁsmgg}ﬁ

£ [ Log | ¥ gfws«ﬁEL{:ggYﬂinﬁ]ﬁ

nép*” fr+ i

E[rog |5, 1] +€[tog s, |].

1
Isto &, a seguéncia { E ] Leg | S ] j & sub~aditiva, portanto
nxt

.
peio Lema {1.3.6) -eé—iE [ Log | Sﬂﬁ 1 converge para inf { ném E [ Log

Is | ]} &ml&i}{"m}.

Definiremos agorz o malor expoente de Lyapunov; embora essa
definicfic neste ponto da teoria pode parecer um  {anto quanto sem
sentidn, serd  importante para nds  anteciparmos alguns  resultados
relativos &  esse  malor  exXpoente,  Qusnde  introduzirmos  os  outros
expoentes de Lyapunov essa definigSc ganhard mais zentide e ficars claro

porque este ¥ corresponde exatamenis ac maior deles,

Uefinicao 2.1: Se € [ Log” | ¥ | ] < =, o maior expoente de Lyapunov

i

associado 2 4 6 o elemento ¥ ¢ R U { - } definido por

s i
’gmiim?ﬁzhagg'k’n”.‘&’lgg.
fi—po
Antes de darmos o8 exemplos, vamos mostrar que se a sequéneia
de matrizes aleatdeias { Yn } & independente e identicamente

n%l
distribuida { 1.1.4.) entfo cada sequéncia de variaveis aleatdrias reais
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dos slementos ¥y n} &£ 5 1,] % d, também o serd. Com efeito dados num

e B é olare gue para todo & mensuridvel da reta P { yi} int=s A } p

4 2z -
'E’{Y &ﬁ‘*’”‘xg}:?{‘f éﬂ%d'lxﬁ}mi’{}; Em}EA};
n i [

{var figura 2.1L

Y
i

%
S\\

»

[TV S —
3

et

Fflgura 2.1 subconjunto de MIAR}Y onde y“ & A .

Portanto y“ {n} & identicamente distribulda. ZSuponha agora
gue existam § & } tals que a sequéncia {y ' {ﬂ}}ﬁl nfdc  sejn

independente; entfc existern A e B, subconjunios mensurdveis da reta ¢

mn & N fals que

P’{yi}En}eﬁ,y“{nﬂeﬁ}*?{y” {n}aa}fi’{yu Em}eﬁ},

ara, isso Unplica em

2 2
?{? e R P A, Y eﬁ‘”xﬁ}#
43 iy )
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Z Z
?{"x” eﬁ*“‘xﬁ}»?{‘f ﬁﬁawixﬁ}*
E} TETE

o ogue & um absurde pois  os Yn,m 580  independentes. MNote gque  com

argumento andloge podemos mosirar que s as sequénelas de varidveis

aleatérias reals | alin} }xzﬁi , 1 azinﬁnﬂ U | adzin}éﬂﬂ 3T
i.i.d, entdo a sequéncia de mairizes
a x{ﬁ} v . a, {n}
¥ =
3
az {nl P . a2 in}
- o

também ¢ serd. Velamos agors o seguinte

Exemplo 2.2: Considere a szeguinte sequéncla de matrizes alsgatdrias

{Yn}nm onde cada Y_ = diag [ a () .., a (0 1. Teremos entdo gue
. i
¥ = Pim “g_ £ [ Log H Yﬂ [P Yia ]
i R £21]
E k41 i)
= lim ?E{Logméx{§]|az\{3}{,m,;‘ggad{iii}]
P— 1=1 =1
1 B
¥ Log | agEi? l ¥ Log | aéii} i
= 1j - 4 i=1 fx}
= 1im £ ] max = e e e v s -
[y B

Considerando o comentério anterior teremos que os elementos do
compmto entre chaves s@o iid., a Lel dos Grandes Niameros nos garante

que as médiag dos Log | ajin) [, 1=]=dconverge para E | Log | A,
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(1} § ] quase sempre e portantoc

yzm:&x{ﬁ {aag i a;(l) ] }, ey E {Lﬁg i ad{’l} J ] },

ou ainda que

. i
¥ = lim Log | Y ¥, i
b S 3
O teorema de Furstenberg e Kesten na sua primeira vers3c nos
diz que a igualdade acima ¢ verdadeira sempre gue as matrizes Y estdo em
it
Gl{d,R:; na versSo mais geral veremos que essa igualdade ¢ verdadeira

para toda sequéncis de matrizes aleatdrias identicamente distribuidas.

if. 3, COCICLOS E PROBUTG DE CQNVGLU@K‘{) DE PRUBABILIDADES

Definico 3.1z Seja G um semi-grupo topolégico; dizemos que ¢ age sobre
um espace topolégico B se existe uma fungfo continva & G x B —— B
(g, x} +—as 8 (g,x} = gox tal que (glgzlvx = gl-(gz-x), parg todo g,
g, € Gex e B Se além disso G for grupco topolégico 2 e-X = x , onde ¢
& o elemento neuirg de G, dizemos entfo que B é um G-espago. Note que

neste caso cada g em G define um homeomorfismao 8 {g, -} em B.

Definico 3.2: Seja G um semi-grupo topeldgico agindo em um espage B. Um
cocicio aditive € uma fungfio continua ¢ G x B +=—— R onde c‘(gigz,x}
= @{gi,gza-x} + rr(gz,x}, para todo g8, em G e todo ¥ em B,

Ghgerve que ole,x) = 0, para todo ¥ € B. Quando o cocicle néo

depende de x { por exemplo quando B = { x } }, o cociclo € simplesmente
um homomorfismoe entre G & R

iim exemplo tipico de cociclo aditivo € quando o grupo GH4,R}
age sobre a esfera unitéria 5 = { xeR , | x| =1 } da seguinte

maneira:



51

M x

Mrx = W‘gx »

Mz GCUdRl e x s %, o cocicloé definide como:
ci{Mx)=Llog | Mx § .

De fato, verificamos gue € uma agio de grupo

M .
) : Wz x] MM,

M oM ex) = MM x = Tww . - M M) x,

. 1z P ™ T2

Vw7 !

2
e que a fungio continua & um cociclo aditive:
Ml Mﬁ X

o (M M,x = Log | MM x | = Log | i M =1 ﬂ+L0g§M2x|[m

i

Log | M, {?&42'):) | + Loz § M, x I =

I

a-iMI,Mz’x } e | Mz,x 1

Analogamente definimos cociclo mmitiplicative ¢ :G x Bpe——3 R
quando cr(gigz,x} = c-(gl,gz*x} : o‘{gz,x) . Transforma-se um cociclo
multiplicativo em cociclo aditivo & vice-versa através de logaritmo e
exponencial respectivamente. No exemplo anterior ¢ { Mx ) =f Mx | ¢

cociclo multiplicativo,

Apresentaremos agora a definice de produto de convoluglo de
medidas e de medida invariante, este Gltimo de fundamental imporifncia
na teoria, por exemplo garantindo que uma transformagfoc preserve medida

fvar por exemplo aplicaclio 8 na demonsiracio da proposicio 3.7.
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Definicde 3.3: Sejam p & » medidag de probabilidade em G, semi-grupo
topolépice, e em B, espago topoldgice, respectivamente. O produto de
convelucio @ ¥y & a medida de probabilidade em B gue satisfay

j Fix) dlu * v) (x) = j[ f £ gox } dulg) dwix)
B B

para foda Dunciieo § mensurdvel ¢ limitada,

Definicie 3.3%: S8 G for grupp topoldgico entdo o produto de

conrolucas & # p ¢ definido por :

w*e{ A} mj V{gwgﬁ Ydu {g} , com A ¢ B mensurdvel
G

Yerifica-se facilmente que as definigBes s83o  equivalentes
integrando~se inicialmente para fungdes simples e depois passando-se

para ¢ limite.

Exemplo 3.4: Se a convolug8o de probabilidade & feita entre u e v,
medidas de probabilidade absolutamente continuas sm relaglo & medida de
Lebeggue mpa reta, entdo a derivada de Radon-Nikodyn da convolugde
corresponde exatamente & fungfo dada pela convoluco usual das derivadas

de Radon-Nikodyn de u e v. De fato, sejam f . © fz fungdes reais tais gue

]

s Al ‘f‘i {x}dx 2
A

via)

i

f‘z {xidx . para tode A & R mensurivel.

Entdo,

j f: {x¥dx dufh} =
A-h

;g%pz&:;:j v(a—h)dg{h):j
R ®
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mf j f, {x}fz(h}dxdh*
R YA

x}r ” £ (x-h) fth}dh} dulx)
A IR

isto &,

i

i *p (A} EFi'x}dx , ande
A

Flxi}

#

JT f‘i(xﬂh} fz{h)dh .
R

Se u# & A s@o duas medidas de probabilidade em G entfio o

produte de convolugBo entre p e v é definido, analogamente pela medida
# * v que satisfaz ;

j flx} dlg * v} {x} = J E f{ gh } dulgl dadh)

para toda I em &. Note gque, se além disso o semi-grupo G age no espago B

com medida v, entdo ((p * X ) o= u *(a*yp). Com efeito,

jffx}d{{y*k};‘v]{x} = j j' flgex)d (p*a) dolzx) =
B G '8

~ . o~

{ ghex ¥ du (g} da {h) dwixn) =
GG Y

f{l g«( hex 3} du {g) d& (h} deix) =

GG B



j Eﬁgox;daigm(ziv}zx; :j f)df g * (A% v)
G Y8 B

Exemplo 3.5: Se & & um grupe topologics e é‘g . &h sfo medidas que
carregam os elementos g & h respectivamente { medida de Dirac), isto &,

para tode A mensurivel:

i s&e g A, ©
ég{ﬁ}=

0 s g &£ 4.,

{analogamente para 511 }, entdo 8g * Sh £ &gh‘ Ora, dado A & O mensuravel

feremos
* = - =
ﬁg 6h(A} j&h(?A}dag {y)

» 1 se h €g Aes ghed , e
mah{g A} =

g e
1og0&g ah(&) 6gh{&3¢

Com este exemplo fica claro nfo sé que o produto de convolugdo

0 se heé g A e ghe A,

de medida nfio obrigatoriamente & comutativo como também gue { com um
calculo analoge )} a medida 53 & o elemento neutro do semi-grupo das

orobabilidades em G, com a operagdo de convolugdo.
Definicdo 3.6: Dizemos que a medida v em B € p-invariante se v = g L

Ohgervaghes:

1 } Note da definigdo {2.3') que se G & um grupo topolégico ente a
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medida u ¥y em B é a medida produto g 2 v em € x B transportada pela

acdo contimua 8 1 G x B —- B para B .

1 Sejam Ki, Xz varidvels aleatfériss reais independenies, #, &8 B, as
Cspectivas medidas induzidas em R Entdo }(i . Xz induz na reta a medids
*
B My
Yamos apresentar  agora  proposicles gque  serde  Gteis  no
desenvolvimento da teoria , ¢ serfio particularmente utilizadas na

demonstraciio do Teorema de Furstenberg e Kesten,

Analogamente a definigio de uma sequéncia de matrizes
aleatérias independentes e identicamente (i.i.d.}), uma sequéncia {Y }n’l
1 B

de  elementos aleatdrios em & Lid. & uma seguéncia de variavels

aleatdrias:

Y: Qe &, n=12,... . LiLd
i1

Temos entdo a

Proposicio 3.5 Sejam & um semi-grupo topolbgico agindo no espago
topoldgicae B e o um cociclo aditive em 8 x B . Considere uma sequéncia
(Y 1}

fi

comum . Seja v uma medida em B u-invariante tal que

. de elementos aleatérios de ¢ , independentes e com distribuigdo
#

J>J' oo {g,w) 1 dulg) dwix) < e« , entfio

{im —%G‘{Y{WI"‘—. 'Yliw),x] = @ {ow X}
a 3 L3

P@wquasesempree@iw,x)ﬁLl[ﬁxB,Pav].
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Demaonstiracio: Podemos considerar 4 = { g o= | 'Y'ﬁ 37?2 H Yn & & } . Fa
a-glgebra sm & gerada por cilindros nas coordenadas Y___zy n=§{&..ea
orobabilidade P € tal que oz ’z’i’s s30 independentes e com distribuigdo

{1
Extabelecemas E = x B, Q=P ved: E — E definida

por #{wy =8 E{‘zn}ﬁm ,x] m({Yn}nm ,“5{1 ~x]
Afirmamos que 8 & uma transformagfo mensurdvel que preserva a

3

medida ¢, com efeito sejam 30 boreliann de B e A;’ ﬁz

horelianes de G, entdo

Q{{m,x}eﬁxﬁ:Biw,x)e{AIxﬂzx,*.)xﬁg}x

?@v{? g A, Y eA,,..,Y'x&A};
z 1 3 2 1 o
#gora note gue

{H[} w(v])=v[n)

porgque v é p-invariante, e portanto:

?@v{‘r‘ eA_,Y»zﬁ,“.,Y-xeA}=
z 1 3 2 i o
P@v{‘f g A , Y EA,..,}XEA}m

z 1 3 2 (4]
P@v{‘{&f&,‘i’ ﬁ&,.‘.,KEﬁ}E

i 1 2 b 8

Q{{Aixﬁzx.«.}xﬁa}.

Para cada inteiro p temos
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[

[i‘l’ } , Y LY - x
rrp  nitg ) i

a?{{i&’“}nm,x”

$edefinirmoa?:§}x3H»——)ﬁ;:}ari:‘im,x}:a*{‘fg,x}

amc%em:t‘fn}}l Pentﬁof’eﬁ(ﬁxﬁ,?@vipersrhipétese.

T
Teremos

{?‘{Yn"...'Y,X) mw{?’n,EY

. e tY ) x] o ( Y ¥, x) =

1

1

-1
= Z of Yp, { ?pw;’“"Y;"’ x) = ZF {8° (ux) ] .
p=U

p=1

Pelo Teoreman Ergddico de Birkhoff { L3.12 ] teremos gue

n-1i
1im %Z F(Bp{w,‘x}) = ¢{w, x) P e v-quase sempre,
A Wee e po0
Segue que
1 .49,
T@(Yn'... *Yl,x)w——-m—wé f,b(m,x} .

Mote na demonstracgiio da proposigfo 3.7 que o Teorema Ergédico
de Birkhoff assegura ainda mais: que a funcdo lmite ¢lp,x} tem a mesma

essperanca que Fle,xl = ()"{Yi,x}, isto é

j{@iw,x} diP & v} = J Jy efYiwl x } 3P o v)

Vale ressaltar ainda que se na hipblese da proposicdo exigissemos apenas
que o lg,x} e Liip & ¥) entfio o resultado continuaria valide, bastaria
uysar o Teorema Ergédico de Birkhoff na versfio que aparece nos
comentarios depois da deménstraqﬁﬂ da segunda versio do Teorema Ergddico

Sub-aditivo {zecfo L3L
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Ho proximo lema asseguramos gue se B for compacto € separivel,
antis existirgd uma medida de probabilidade v em B p~invariante, onde g
ama probabilidade e G. Depotamos $" & n-fsima poténcia de convolugfio de
'gxmnsigamaﬁma(iswé, ya=&a*;r&xy,.;xzw:;za;z, ..o ). Antes
de demonsira~lo, vejamos o conceite de convergéncia fraca no espage de

probabilidades no espago fopoldgico B : P (B} {[8] seglo 1.2).

Definigio 3.8: Uma sequéncia ( P’n }rﬁ“! de probabilidades em um espago
mensurdvel { R, ¥ ) converge fracamente a uma probabilidade P sobre { @
F } se para toda funcdo real £ continua e limitada tivermos

e Rt A1)

tim ‘gf{x}d?n{x}mw{f(x}d?{x},
Q Q

Suponha que B seja um espago topoldgico compacto e separavel;
nelo Teorema de Riesz { ver por exemplo i3] segfo 14.2) o dual do
espago das fungfes continuas G*( B) & o espage das medidas M { B } gobre
o8 borelianos de B. © conjunto de todas as probabilidades em B, P ( B ).

*
& o subconjunto dos funcionals positivos na esfera unitdriz de € (B)
Ora, 3 convergéncia fraca em probabilidade definida acima coincide com g
convergfacia fraca-» em C*[ B), g pele Teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki (ver por exemple [3] segio HL4}, a bola unitdria em
i‘l&( B ) & fraca - = compacta ;3 como P ( B ) ¢ fraco - = fechade,
segue que ¥ ( B ) & frace-» compacto. Uma caracterizagdo de subconjuntos
relativamente comipactos de P ( B ), sem a restricio de compacidade pode
ser encontrada ainda em [8] sec@io 1.2, No nosso caso sempre temos
compacidade uma vez que o espage B corresponde ao espage projetive P (&id

}. Com esta vbservaclio agora € fécil mostrar o

Lema 3.9: Sejam B um espace topoldgico compacto e separével, G um
gemi-grupo topolégico agindp em B. Tome p probabilidade em G & m
i

: 3 .
probabilidade em B; entfio cada ponio limite de { - z p,! £« m, nxl }
} =3
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& uma medida g~ invariante em B

I
e . . ; i I
Demonsiraciio: Seja a sequéncia de medidas em B vo = — E Bosom
1y

pela chservagdo anterior femos que { va , 0 o= 1 } & relativamente

compacto. Seja v um ponto limite para onde converge § a meoos  de gubse—

quénciz § 2 sequéncia wa | entdo , para todo no& N
1

;.a;v:l=‘——é—-z giﬂi;m

_ 1 T 1 1+1 >
s Woeom «:-Wn{y # 1m ;z*m}
=1
= vn o+ — Mem - *m
" i s

2 apora fazendo n tender para infinite concluimos que g o=

I1. 4. & TEORFMA de FURSTENBERG = KESTEN

Apresentaremos nesta secBo duas versfes do Teorema de
Furstenberg ¢ Kesten. A primeira, mais préxima da demonsiragio original
se restringe as  matrizes aleatérias inversivels, € particularmente
interegsante porque fornece resultados que serfo usados no decorrer da
teoria, além de ser uma boa ilustragfo das técnicas que estamos usando,
& segunda verzBo & uma excelente aplicagio da Teoria Ergédica: reduz-se
oraticamente a um coroldrio do Teorema Ergédico Subaditive de Kingman
{1.3.4% além disso & mals geral porque adiite matrizes aleatorias
quaisquer, sem hipitese de invisibilidade.

O Teorema de Furstenberg e Kesten assume importfncia porque
permite desvincular a definiclio do malor expoente de Lyapunov y com a

convergéneia da esperanca, em outras palavras, nos garante que o Que
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temos na realidade & 3 convergénela 2 ¥ em guase todo ponto £ ndo 55 na
média. Visto ainda de oulra maeansira, conforme dissemos, € uma versdo da
Lei dos Grandes Nimeros para produto de matrizes aleatdrias

identicamente distribuidas.

Teorema 4.1 (Teorema de Furstenberg 2 Kesten, I# versiol: Selam

Y;’Yz"" matrizes aleatérias independentes e identicamente distribuidas
em GI{AR). SeE {Logéﬁ Yu"'Y:E ] ¢ », entdo, com probabilidade um
temos:

. i
bim tog § Y *~-YiH =y

13
o

Pemonstragio: Considere uwm ndmero inteire m fixe, e para todo inteiro

n, escreva n = pm o+ g, onde p = 0 2 0 3 g { m . Temos entlo;

._..}ZMLQgg Y .,.'{iﬁﬁ

n n
1 1 ;
-—E?Logg Y ‘z’pm+1 i+ — Log i Ypm e Y i s

-
i 1
. Z tog § ve § ¢ -?sz}g EY“”)m " Yim i

i=pm+l i=0

O primeiro somatdrio é sempre limitado, portanto sua compoenente tende s
zero. Por cutro lado, aplicande a Lei dos Grandes Nameros as varidvels

aleatorias  ii.d. {Log do  megundo somatérie,

||Y€j+1)m ijuﬂ};zo |
temos que guande p oresce, a segunda componente converge para Y E

{Lc}g_ B}rm Yiﬂ], logo:
iim sup—%«»i,ogﬁ&’n“*\’lﬁ = %&[Loggﬁ'm'-"{g §} q-%
e

para todo m € N, passando ac limite:
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iim sup%—Lﬁgg'Yﬂ Yz g % lim -—;'—;-f—E {Logﬁ"’fm »».Yigj = .

g, e IR R B
(2.1}

Esta gltima desigualdade prova ¢ teorema no cgso de 3 = -o.

Suponha agora que y seja finito. Considere B como sendo o
sspagn compacio de todas as melrizes d x d cuja norma seja igual a um.

Para ¥ em GHAR) ¢ M em B colocamos:

Y

YooM= ey

neste case B se torna um GYdR}-espago {note que para construirmos essa

2E

acgo de grupo £ crucial que Y seja inversivell. Sejam m a medida de
probabilidade em B igual 2 um carregamento de Dirac na matriz identidade
i, e p a distribuicdo de Yi. Para tode inteirc n considere a

distribuicdo va em B definida por

Ve = I i m
BoE e
n 23
=1
Se w w0 & uma subsequéneia convergente de  { ¢ ) >, o SEU iimite,
11 n juss)

digamos r & uma distribuicio p~invariante pelo lema 3.9,

Defina o cociclo aditive o : GHdARI x B ——— R como

o {YM)=Leg ™|, Y & GU4,R) , MeB.
Temos:

o {Y,M ) = Log J¥} M} = Leg fY],

e para ¢ = sup { o, O },

+

o {Y.M]) s Log' JYM].
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Por hipdtese temos que § [ tog | ¥, § ] < & , portamto f ¢ (Y, M) duiY)

& uma fungdo continua & Umitada em B

Hm jjw*( YM ) dp (¥ de (M} = j. E e { Y.M ) du 1Y) du(s) |

[ R 1+ 3

Por outro ladoe, para ¢ = min { -7, 0 ) & quaiquer & > O temos

iim EJ min { E, o ( Y,M) } dig {Y3 dvnm{l‘d} -

j-—din

Ijmia{&:,'f{ Y.M } }dp(?) dpiM) |

antio feremos

lim inf j ‘E e { Y, M) dp (¥) dpﬂmiM)

Pk

E E e { Y,M ) dp (Y) de(M) (2.2)

De fato, para se provar a desigualdade lembre-se que

g j rf{ Y. M ) dufY) dwlM) = lim j g min {k, a‘"( Y, M ]} du {Y) dwiM}

|- £t
e suponha, por absurde que seja falsa, entdo existe ¢ € R que satisfaz

1} .._f’jmin{&,a"{?,}é)}dp(Y}dviM} > ¢ , para todo &
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maior que um um certe K L intsiro positivo; e

2} iim inf j’gw“( Y. M} di (Y3 dv M) <

| a1}

ora, concluimes a idéia tomando um 5‘59 > Kl e chegando & seguinte

contradicio -

#

c < EJ min { k. o { Y.M) } du {Y) dewiM}

iim j’ j min { ko, o { Y.M) } dgt (Y} dvnmi?vi} %

-3

lim inf jj::r { Y.M ) de (V) dvnm(MJ { c
Jomemits

Agora, de {2.1} feremos

Mmoo

iim sup e { Y.M ) dp (Y dvﬁm(ﬁi} =

S

lim sup { s {YM) de (M v (M) -

J } s { Y. M} du (V) {iunm(hi}} =

]
fmmelith

P

jjw‘"{ Y.M ) dp (Y) de(M) — lim inf E o ((Y.M) dp (V) dv_ 0

o~

E j o { Y,M ) dp (Y) delM) - j e { Y.M ) du (Y) deiM) =

L.
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jjw { YM ) dp (YD do(M) . 2.3

Mas

§f¢ (ma} di {¥) dwn (M) =

L jja (M) du () al p' ¥ moo. (2.4)

i=]

Usando a definiclo de convojugBo de probabilidade chegamos no seguinte

resyitado

EJU(Y,M) dp (Y dl ' Fom M) =

EJEQ(Y,Y1~M)dtu*”‘ o M) dp (YY) du (Y) =

jg{gw (v Y2 eysM) atp'™? 3 m oo de (YY) de (¥ du (D),

que por indugdo é igual a

Cdp(yt) LAY miM) du(Y).
Observe gus

e YL (Y MY )= (Y Y Y )M,



com efeito, por inducdo tem-ge gue

Y ¥ () ) ) -

¥ Y Y Ou _
P 1 -
g it vt E E Y. ¥ OM i
t-1 1
| Y Y M}
(Y y? Y') oM
Além disso, usando a hipbtess de que a sequéncia "fl, Yz’ ... & RLd

antdo:

“;.“f’z? j« (v, Yooyt vt )

au(¥'y . L .duiy')  miM) du(Y) =
Ea(‘(bt (qu..‘%’i} vId)dP{m} =

ﬁs{a(“x’m,(&'i‘.‘&’lj*m]]

{ lembrar gque m é distribui¢do de Dirac em Id } portanto, de {2.4) temos

ggw ( YM } du (Y) don (M} =

o

1

— Z E{w(YM, (v, ..?1)«14]} =
i=t

1 1 X

Yﬁba(vﬁuyn.k.y,m)} =

1 ) _

"*E“”E L0g§Y1 Yg; YIE }




Segue qQue

lim E g o {(YM ]} dp () dv_ (M) =

R &1

. afi)l + 1 1 ' '
iixm { ey } T 7T E [ng ] Yintoent Yot . . . Yo } =¥

2 por {2.3k

EIW{Yyﬁ}dg{Y}dv(M}ag \ 2.5}

Isto prova que ¢ de fatc estd em Lt { B ® v 1. Pela Froposigio

3.7 existe uma fupgo { : I x B 3 B que quando 0 — o tem-se

Log | Y@ - Y@M | = o Y (o) o0 Y W M) — Flum
(2.6)

P e v -qs

De { 2.1 )} cbtemos

M) = lim inf —;} Log | Y (@ -+ Y@ | = ¥
sy, o

Agora temos,
ggf{w,ﬁ}@fw} du{bl= lim ‘{ %@{‘k’n{w}._.f&’i{w},ﬂ} dPlw) deiM) =
i e 12

n

= lim jﬁ_zo«{ﬂw;,{y Iw}..,’{{m)}vl{}d?fwidvi'w
n /. i 1-1 T B

B ol |
i=1

e pomo ¥ € pg-invariante entlo este ditimeo limite & igual a

n

lim l-z s‘[Y (w), M} AP} de(M) =

E=1



&7
= lim Hg{’;‘- i olY,M) dul(YT duiM) = ﬂ Y, M) aul¥) de(m),
£ ek U
igto &
jf fle M) dP{w) deiM) = H’ o {Y.m) dulY} dw{M)

segue por {2.5) que

¥y = Egi'{wtﬁl APl { M} .

Agsim
flw,M) = q.5. (2.7}
e
¥ % tim inf “}1;— Log { Ya{'w) "z’x{w)ﬂ q.5. .
B KD

Esta ditima equacfo com ( 2.1 } concluem a prova.

A demonstracgfc da segunda versZo itorna-se bem mais curta
porque ¢ Tegrema Ergddico Subaditive (1.3.13) j3 garante de imsdiato a
convergéneia da sequéneia subaditiva _é_. Log g‘t’n Yzﬂ' Repare que na
demonstracio da primeira versio tivemos gue construir primeiro uma acic
de grupe {e al aparece z necessidade das matrizes aleatdrias serem
inversiveis} e um  cocicle para s6  depois  utilizar wma versio
enfraguecida do Teorama Erg6dico Subaditive, a saber o Teorsma Ergédice
de Birkhoff embutido na proposicdo 3.7, para garanticr a convergéncia da

mesma sequéncia, Vejamos entdo o



Teorema 4.2 (Teorema de Furstenberg s Kesten, Z8 versick Seja
Yi, st .o matrizes zleatdrias  em  M{dR), independentes 2 Com
dizstribuichno comum w4

Se ﬁ{iﬁg{' EYEE] ¢ @ entdc

: i
lim — Log EY:; Yiﬁ =¥ Q.8

Demonstrac8o: Se ¢ = - o entdo repete-se a primeira parte da

demonstragdo da 1% versdo. Provemos entSo para ¥ finito.

Semm {1 = { @ = {¥Y) _: Y & &é{d,!ﬁ}} , & a o-digebrs em O
el n

geradz por cilindros de dimensSo finita nas coordenadas Yn, n = 1,2,..
e a probabilidade produto P na qual os Y;s 8o independentes e com
distribuicdo u.

Considere 2 funcBo mensurdvel T G-— MdR tal que

T{Yn}nm = ¥ e a transformagcio ergédica

TR e

[Boms — (5.,
n=l

(ver lema L2.3}. E clarc que log' |T(:}] = LYP), portanto pelo
corslaric L4.1 do Teorema Ergddice 3Subaditivo existe wma funglio

mensurdvel X ¢ @ — R U { - «} t-invariante tal que

m = Log JTtx"") ... Tz} T} = X0,
Fr e 1
além disso

lim -:;‘- 3 [Lag §Tee™ e} ... Tlrw) Tl ] = X{w) dPlw).

n—3a
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X & congtante guase sempre porgue v & ergfdica {proposicio
1.2.4), segue da ditima equagdo que X{w} = ¥ a5, ¢ resuitads fica
egtabelecido j4 que Ter™ e, o Tixw) Tlul = Y {fa} Y £}

Note gue no Teorema de Furstenberg e Kesten ndoe é obrigatério
a hipbStese de independéncia da sequéncia de matriz aleatfrias; basta gque
exista uma transformaclo ergddica & em { 12, 4, P } tal que as matrizeg
aleatérias podem ser definidas como Yn = Yo 87 onde Y : @—— Gl,R)

¢ iuma variavel aleatdria.

Observacio: Acabameos de ver que se as variaveis sleatérias 'x‘l, Yg,
s8o independentes e identivamente distribuidas entde existem T: Q@ — M

nwi{

{d,R} mensurdvel & T 1 I —— G ergddica tal que ’x’ = Te 1 {wh

A pergunta natural que surge agora ¢: dados T & — Mid, iR} mensurével
e T : £ 3 O prgddicoe, as varigdveis aleatérias ’{ = To ’r serio

independentes? (£ claro que serdio identicamente dastr'ibuicias}. A

H]

resposta & nio. Considere o seguinte contra-exemplo: 2 = {a, b} e Pla)
2, Plb} = /2 70 8 ~— 1 a permutagio t{al = b e bl = a; 2 a
funcio mensurave! : 4 — R, fla) = 0 ¢ fib) = 1; entdo

no entanto
P{fs‘-’ﬁ}*?{ﬁt«vi}mlfz-1/2x1f4,istaé

f 2 fs T ndo s80 independentes.
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CAPITULO I

FAPOENTES DE LYAPUNOV EM
PRODUTO DE MATRIZES ALEATORIAS

Neste capitulo trataremos do comportamento assintético do
produto Srz = Yn Yx de uma sequdncia de matrizes aleatdrias;
estudaremos especialmente algumas propriedades relativas aos exposnies
de Lyapunov, particularmente em relagio a multiplicidade do malor deles,
Até a seclio 4 faremos uma abordagem muito mais probabilistica e neste
contexto aparecem resulfados garantinde a agdo contrativa do produt: Sn

no espaco projetivo, ou mais precisamente garantindo que

tim a{sﬂ - x, 5, - §} =0 , Y% ve PRY
e 1]

onde & & a métrica natural do angulo em PR Da secio 5 em diante
mostraremos como alguns resultados podem ser reinterpretados & luz da
Teoria Ergdédica, ou mais precisamente como que o5 expoentes de Lyspunov
de wma sequéncia de matrizes aleatérias se torna um caso particular do
Teorema Ergédico Multiplicativo, que nos dd wna idéia mais dindmica e

geométrica dos conceitos envojvidos.

Na segBo 1 & 2 definiremos conjuntos contriatesig, irredutiveis
e fortements irredutiveis, bem como propriedades desses; as segdes 3 e 4
contdm os resultados principais da acdo de Sn = Yn Yz sobre 0 esPaco
projetive, Na seclo 5, onde definiremos 0% sxpoentes de  Lyapunov,
fazemos uma ligagdo entre a teoris que desenvolvemos £ ¢ Teorems
Frgédico Multiplicativo (teorema 4.4 do capitulo 1I}; com o auxilio deste
podemos fazer uma interpretacio geoméirica desses expoentes bem como dar
uyma outra interpretagdo dog resultados vistos nag outras seéﬁes. Por

fim, na segfo 6 apalisamos a multiplicidade do major egpoente de
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Lyapunov e concluimos o capftulo com um resultado de convergéncia no
sapage projetive um pouco mads forte do gque aguele obtido na secds 4; ou
sefa, sob as condigBes de  irredutibilidade forte e contratibilidads de

£ a convergéfoncia se di com velocidede exponencial.

iiLL. CONJUNTOS CONTRATEIS

Vamos introduzir o copceito de indice de um sub-conjunto de

GHA,R), temps B

Definigda 1.1: Dado um sub-—conjunta T de GUHARY, definimos o indice de
T come o menor inteirn positivo p tal que existe uma  sequéncia {Mn;naa

¢ T onde E}Mﬁﬂai M converge para uma matriz de posto p {lembrar que o
posio de uma mairiz é a dimensio de sua imagem).

Sg p = 1 dizemos que T & um conjunto coniratil.

Exemplo L2: Considere o conjunte formado pela sequéncia Mn = diag in,

L vy o, n =1, 2, ... . Temos que HMQE = i1, para todo n & N o
ﬂMﬁHWIMn converge para 3 matriz de posto mm: M = diag [, ¢, ..., O],
portanto T = { Mﬁ, fn = 1 } & um conjunto contratil. Podemos ainda
sxtender esie exemplo e considerar a sequéncia {Mn}nf’*l onde na
decomposiciio polar {ver apéndice 1] temos lim aE{Mﬁ} = m & aj{Mn}
f
Himitade para todo 1 € § = d e n & N, onde ai{M&} = ag(!&(n) E S
*
a (M} sfio as ralzes dos auto-valores de M M. Como M| = a(M}
4 n n n n I n

entdo, a menos de subsaguéneia:

K A U
a B R
a iM }
i £

s> K diag {1, 0, ..., Gl U,

onde K&, Un e Old,R}, f’iﬁ = diag Eai(l\&n?, vers aﬁi&inﬂ & 7 decomposicio



pdar de Mn, g sela, ¢ conjunto { Mn, n 2z 1 } & contrdtil., Esse

exemple llustra bem o que Se passa ne ordximo lema.

Lema 1.3 Seja T um subconjunto de GUHE,RY e p o indice de T entdo:
SUp { ai{hﬂi}yg al{‘M} s Me T } = o

35 e somente se i > p.

Bemonstracio: e fixarmos wum i teremos:

sup { ai{M}"i aI(M) :MeT } = m

entdo existe wuma sequéncia Mﬁ onde lim ai{Mnfi aa{Mn} = o , Cousiders a
M, =

decomposigo polar M,, = K,, &n Uﬁ; Kﬂ e Un gdo isometrias entdo .
ﬂ&nﬁ = alih&ﬁ}. A menos de subseguéneia temos gue ﬂ?&ngmk M=K ai{Mniui
A,n U’ﬂ1 converge para M = K A U, onde K = [im Kn, U = lim Un e A = iim
aziﬁéﬁ{i &ﬁ, ioge i deve ser estritamente malor gue o indice de {Mn}ﬂm
c T, izto & 10 p.

Reciprocamente, se i » p, considere wmna sequéncia {?s!ﬁ}nm tal
que §Mn§“3 M_ converge para M, com posto de M igual a p. Se M = K An

L,In 4 sua decomposigdo polar entio:

MI M =K a/M) A U —sKAU,
ft a i n A "

n
onde K = lim K“, 1] = lim Uﬂ e A = lim aI{Mn}'l A“ . como posto (A} = méx
{i(jsd:ajwa}entaealxi}, istog &

iim a(M) alM) =«
i n I n
oy e O
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Definicfio 1.4: Uma medida de probabilidade m em PIR™} & prépria se para

todo hiperplane H < ER&
m{ﬁe?iﬁd}:xeﬁ-{{}}}m{}*

Se M & GUH4R! e m & uma distribuicio em PRY entfio denotamos

¥m a medida de probabilidade em PRY) que satisfaz
j f diMm) = j F{M+ x} dm (x)

parg toda fungdc ¥ mensurdvel e limitada sm ?{Ra}. Em outras palavras
Mm{AJ = m (M A para todo A ¢ P{R%) mensurdvel. Se M ndc for inversivel
a definicdc & a mesma, s gque agora entenda M A como imagem Inversa

{por exemplo Ker M ¢ M7A, para todo A = @l

A proxima propeosicio val mostrar como ym conjunto contratil

age "contraindo” uma medida prépriz m de P(RY) a uma medida de Dirac.

Proposicde 1.5: Seja T um subconjunte contratil de GUAR), Para
agualquer medida proépria m de PIRY) existe uma sequéncia Mn, nz0}tem

T tal que M m converge fracamente a uma medida de Dirac.
TE

Demonstracio: Seja (Mﬁ) uma sequéneia em T tal que []Mn{]*IL ?a{n converge

para uma matriz M de posto um. Temes para X € R® tal gue ¥ & Ker M
Hm M+ x =M X.
i "
Como Ker M é um hiperplance em R* ¢ m & uma medida prépria entdo:
tim M»*» x =M+ X m - 4.8,
e ity 2 n

Agora se z & a diregio da imagem de M entio



T4

ou seje, para A ¢ PR mensursvel:

. 1 s z&A
Lim m{“n‘}m D se zZ &£ A
i 251

em outras palavras Bén m converge fracamente para 8; .

II1.Z2. Irredutibilidade Forte:
Introduzimos a definiciio de conjunto fortemente irredutivel:
Befinicio 2.1: Dade um subconjunte T ¢ Gl{d,R}, dizemos que

{1} T & irredutivel se nfc existir um subespago préprio ¥ < 8 tal
que M{V]) = V para todo M € T.

{iiY T & fTortemente irredutivel se nfo existir umz familia finita

de subespagos prévriow de ERﬁ, ‘Ji, Efz, vaes Vk tal que
M{Vi Uv,u..U ‘”}.} =V UV, U UV,

para todo M e T
Vejamos o seguints

Exempla 2.2: Corsidere ¢ grupo gerado pela rotagio de n em R » o

{;g = {{'; f} , E; ?j} ; esse conjunto ndo & irredutivel porque

qualquer subespaco proprio é invarianie & rotacgfo de x {consequentemente
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tampoucs & fortemente irpedutivel). Tome zgora a rotagdc por =72, 2 o

grupe G = {ﬁ “:}} . E“; ji}, (1 ;}, {:} {j }, ssse counjunto agora

& irredutivel porém ndo é fortemente irredulivel, de fato se 'yii é& o
subespage dos  maginarios puros e “Jz 2 subespage dos reais entfo
} . v - 2 . -,
%Wg. U 2} Vz U Vz para fodo M 2 sz, Ou zinda sge Vl £ 0 subespago
Zerado por um vetor qualquer v # O ¢ V2 o subesspago  gerado pelo vetor

gea' entdo MV UV ) =V UV paratodoMe G_ .
1 2 1 2 Fy

2
Ainda mais geral, considere o semi-grupo gzerade pela rotacBo
. 18 cosl  -sen g
por um  Apgule O ¢ 8 L w2, {}Q ”{{cx}’{sen& ccse}

{cas 26 - sen 28}

sen 28 cos  2alt } Se EXB for uma raiz n-ésima da unidade

entdo o semi-grupoe € finito, iIrredutivel mas ndo fortemente irredutivel;

de fato a familia de subespagos gerados pelos vetores |, ei@, eﬁe,

itn- . . . .
@ (018 & invariante a toda matriz M =« Gg, Por outro lado se ¢ for da
forma oz onde o & um irracional entfo o semi-grupce serd infinito,

irredutivel e fortemente irredutivel uma vez gue a drbita de gualquer

vetor unitario ¢ densa em § = {z € & |z} = 1},

Dada uma distribuiclo g em GUd, R} escrevemos T;z {respectiva~
mente G:u} para ¢ menor semi-grupo fechado (respectivamente subgrupo) de
Gid, R} que contém o suporte da @ (lembrar gue o suporte de uma medida

¢, supp ¥, & o complementar do maijor aberto de medida nula)

Ohiservagio 2.3« Note que se Vi, Vk 580 subespacgos de {Rd, entdso o
conjunto G de matrizes M tais que MEVz ... u ‘s’k} =V, u..u Efk & um
subgrupn fechade de Gé{d, R). Com efeito s2 M, N € G entdo

M-’Nivi U..u ng = M(“Ji £ U vk} =¥ ... L Vo

logo MN € &, & também
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'&{"‘Wi ..U vkz = M"’"{M{Vl U..u vk}} =¥ .. Uv
4 i

isto & M & G Além disso o subgrupo & fechado (na topologia induzida
de Gid, R}} devido & continuidade de

8 1 Gid, 2 Grsidi = {subespac;as de B® com dimensio s}

onde V & um subespaco de dimensdo 1 s 5 3 4,

Com vista nesta observagic € f4cil mostrar que sdo

equivalentes:

{i} Superte de p & fortemente ircedutivel;
{if) Tg & fortemente irredutivel;

{iii} Sﬁ & fortemente irredutivel,

Com efeite {i} = ({ii) = (iii} & trivial por continéncia de
copjuntos; para provar quae iiif) = {i) suponhs que o suporte da u ndo
sefa fortemente irreduativel, isto &, que exista V}.’ ey ‘%?k tal que ﬁ(Vl
g u Vo=V, U .. u V.. para todo M e supp m pela observagho
antericr, o menor subgrupo gque o contém, G;-g’ tampouco serd fortemente
irredutivel, gque & um  absurdo, poriante fica  estabelecida a

equivaléneia.

O  interesse na irredullbilidade forte wvem do  seguinte

resultade, gque serd Gtil no teorsma principal da proxima secio:



Proposgicic Z.4: Seim @ ume probabilidade em GHd, 8) sl aue Gg &
fortemente irredutivel. Entic gualquer medida » em PIRD) y-invariante &

propria,

Demonstracio: Seja {}ri{d} o conjmio de tndos o8  subespagos  de

. - o .
dimensio £ de R e considere

ésa = inf{ {2 % d; IR para aigum ¥V em Grgiti}} s

onde (V={x e PR : x eV},

-y
i

ssup{v@}:%’&{}re{d}}
o

Aw{vEGr55d>:vz§;mr}.
' 0
Se ¥V e V_ estlo em A entfio ou ¥V = ¥V andim(VﬁV}f:ﬂe

1 z 1 z 1 z o
pela definig¢Bo de 2,3 1w {Vz N Vz) = . Segue que se vi, Vz, ‘ik 580

slementos distintos de A entdo
k
W {VI 4 Vg U...u Vk] = zv {Vi) = K1
=1

logo A & finito,
Por outre lado, para todo ¥ € A temos:

p=p (V=g *p (V)= f v (M) deir,

pela p~invarianga de w. Mas v My s r, segue entfo que para g-quase

todo M, » (M1 ¥) = r & portanto M-V € A, Seja L = U V, ; temos entdo
Vken

que { M & Gl{d, R} : ML} = L} & um subgrupo fechado que contém Gp: Se

ﬁg { d entfo L & a unifc de uma familis finita de subespages proprios,

portanto, C’p néo seria Tortements rredutivel; segue que E{} =d & assim
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W £ prépria

MNa verdade a reciproca da proposiclic também & verdadeira, a

demonstragio disso niio apresenia dificuidades.

L3, RESULTADOS RELATIVOS A IRREDUTIBILIDADE FORTE

O préximoe teorema {3.2) serd usado nas demonstracdes dos
resultados principals deste capitulo; entre outras ocisas ele assegura
gue e ng for fortemente irredutivel e contratil emifio existe uma dnica
medida » em P(E&d} p-invariante. Sua demonstracloc estard fortements
baseada no lema (3.1} gue apresentaremos agora; ¢sse lema assume uma
papsl  central na abordagem probabilistica dos resuitados do  capitulo
111, a idéia principal & ter a convergéneiz fraca da sequéncia de
medidas Xliw} Xm{w} gy a partir da convergéncia de um martingale
Hmitado. Em virtude da sua prova exigir conceitos e técnicas que fogem

da linha abordada neste capitulo, essa serd feita no apéndice 2.

fema 3.1: Sefn G um semi~grupo ifopeldgico aginde em um sspago topoldgico
localmente compactoe B que satisfaz o 22 axioma da enumerabilidade.
Considere uma sequénoia X;* Xz’ eeo Lid, em G com distribuigdc comum
. Se v & gma distribuicdo em B u-invariante entfo para guase todo @

existe uma probabilidade v, em B tal gque a sequéncia

[Xliw) Xzim) Xﬁ(w} 2 v}

ey ]

converge fracamente para v, para quase tods g com respeito & medida A =
n -

Z 2zt g, Além disso, para toda fungfo mensuravel limitada f em B

jyfdva[jfde},

a={



T

G ques o teorema 3.2 val nos garangir & gue se Gﬂ for
{fortemente irredutivel e contrdatidl ent8o as medidas v s8c de Dirag
quase sempre, e além disso a distribuicio de ziw] tal que L 5;{&3 &
exataments .

Teorema 3.2: Seja Xl, X uma sequéncia de matriz aleatéries em

GH4AR), ii.d. com ciistribu;q&o comum #. Suponha gue ”E‘“ seja Tortements
irredutivel & que seu indice seja p. Ent8o, se Mn = X{ Xz‘*...,-XR, para
quase todo w existe um subespaco Viw) de !Pfi, de dimensic p tal que todo
ponto de acumulacio de 4 HMniwiéalM“{w}, nzi} & una matriz de posto p

com imagem Viw). Se x # O entdo
g { w1 X ortogonal a Viw) } m {)

Se T;,a for contratil, existe uma dnica medida v em PﬂR&}
i~invariante, ¢ Mn{m}v converge fracamente a 6; () onde z{w} & gualquer

vetor nfo nulo de V{w), que neste caso iem dimensdo um.

Demonstracic: Tome uma medida v em PIRY) p~invariante {essa medida
sxiste pelo lema 11.3.9). Pelo lema 3.1 anterior existe, para gquase todo

i, uma medida de probabilidade v, tal que (Mﬂ(m} g v} Ly COmVErge fraca-
o

mente a v para quase todo g e GHd, R} com respeito 4 medida X = Z

[+ =1 4]
s . S

P
Fixemos entfo © e vamos considerar um ponto de scumulacdo Alw)

e {EMﬁiw?E"i &!n{w}} . Be Alw) x = 0 entlio E&n{w}* X converge, a MEnos
i
de subsequéncia, a Alwl> X . Pela proposiciic 2.4 v é prépria entfo:

v{;:ei’{&d}:ﬁiw}gxr:ﬁ}ma,

igto &,



Alw) g+ X = lim Mn{gé} g x ¥ o~ quase seinpre

o8 seja

Afw) g v = limg Mﬁ gv=v, para A& -~ quase indo g

{esse mesmo argumente fol usado na demonstragic da proposicio 1.3). E

tacit ver gue

{g g GHAR:, Alwl g v = ;fw}

& fechado em Gld, R} de fato se tomarmos uma sequéncia hn] L
alementos que estdc no conjuntoe tal que hﬁ —3 b ento Alwlh v = v,
porque v 4 prépria. Além disso, como o suporie de A & Tﬁ U{ i} segue

entdc que
Alelg v = v, para todo g « T}g‘
-
g O ’1';1 tal que Hgn§ g,

converge a uma matriz h de posto p {essa sequéncia existe porgue o

indice de Ty & ph. Para todo g em Ty - BB € ’I‘# , portanto

Considere agora uma sequéncia (gn}

Alw) gg v o= .

Se Aflw) gh x = O entio Alw] g8 - x converge para Alw} gh- % .Seria

desejavel entdo que
» { X & P’(ﬂd}; Alw) gh x = O } = 3.1}

parque neste caso Alw} gg ¥ convergiria fracamente a Alwl gh v (note
que agora h ndo necessariamente estd em Ty}'

Vamos entfo mostrar por absurdo que existe g = Ty onde {3;.,{} &
yverdadeiro: como v & prapriaz {pela proposic@o 2.4} entfio pegar (3.1} ¢ o
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mesmo gue admitie
Alw) gh 2 = O para todo x & &, {3.2}

Mas se [3.2) for verdadeiro para fodo g € Ty entio o subespago V da ®

gerado pela unifo i ; g-{imagem de h} daveria estar contidc no nteleo
g&T
i

de Al{wl, & nortanto dim ¥V < 4. Ura, para todo g & Ty , BV = ¥, { com
efeito todo v & V &€ da forma g u onde g € ”I'# e u estd pa imagem de h,
portanto g{giuﬁ = {ggil u & V} gque gera uma coptradiglc com a
irredutibilidade forte de T;,{ Concluimoes entBo que existe g & Tg.z tal que

{3.1} acontece & portanto

v, = lm Alw) gg v = Alw} gh w. {3.3)

Seja Vi{wd o subespage gerado por { xeR ~{0}: % e supp

v, } . Por (3.3), Vie! esti contido na imagem de Afw) gh . portanto dim

Y{w] = p porque posto (h) = p.

Por ocutro lado o suporte da distribuigfio de Eén & {supp (un",
partanto ?(Mn & ‘i*#) = i @ Pan & Tp, ¥ o =1l =1, Pela definiclo de
indice de T;;’ o posto de Alw) ¢ malor ou igual a p. Como v, = Alwlw
entdo Viw) = 'Em Afws) ou seja dim Viwl = p.

Acabamos de provar que Vi{w} € um subespaco de dimensio p que &

a imagem de todo ponto de acumulacdc de [Bﬁniw)ﬂ_i M (w)

a1

Para todo x € ERd? ¥ # O seja Hixl = { ¥ e P(Rd}, { Xy 7= ()}.

Sabemos pelo lema 3.1 anterior que v = f Y, dP{w), entio
Pl : % ortegonal 8 Viwp)) = P{supp v, < H(x)}

- ?{»wmix;; - 1}

5 j v {Hix)) dP{w}
3
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= w{H{xl = O

pois » & pripria.

Por fim se Tg.{ for contratil entiie o = I por definicio e i}:{wj g8
reduz a um pente 2w} em P(R®). Note que por construcdo zlw) ndo
dependde de v @ Vil = imagem de Afw} e como dim Vi{w) = | entdo v, 0
pode ser a medida de Dirac em 2z{w) [vale sbservar gue isso nfio acontece
se p > 1, de fato neste caso v, depende de p : v, = Afwlr. Agovs, como v

= j a;{w}d?{w} entdo ¥ é a dnica medids p-ipvariante em i’(ﬁd}; nots

sinda que a distribuicio de z{w} € a propria » -

A proxima proposicdo serd Gtil posteriormente.

Proposicio 3.3: Seja a sequéncia Yz’ 'er ... de elementos aleatérios
independentes em Gl{d,R} com distribuicic comum g, e Sn = Yn "'a"}.

Congsidere a decomposicdo polar

onde K, U & G{dR] e & = diag [ ainl, ..., &in) } com @ {n) = a {n}
7y 51 41 H if 1 2
= .., ad{n) 3 4,

e T;‘£ tem indice p e & fortemente irredutivel entio
# *
fa} O =subespago gerado por { Un{w} g, e Un(w) ep} converge Q.S

a um subsspaco p-dimensional Viwe).

ap 1{:1} ap(rx}
{b} lim —,]-——ﬁ—+ = {} e inf W >0 g.s.
n by isa n Sn

{c] Para toda ssgquéncia (» jn>1 em Iﬂa gue converge a um vetor ndo
i1 Tn,

nulo

Is_tw|

S S WK
'& 13 0

n¥i

A 1. 8.
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Preste atenglo que o {tem {c} é vdlide para uma sequéncia fixa
{‘x'&} e guaze fodoe o O slerta & feito porgue uma aparents contradicio
pode aparscer entrs os iens (b} = {¢) se algudm construir uma sequéncia
de wstores unitdrios (xn} ende  cada % estd exatamente no subsspago de
dimensdc wn onde as normas estfio sendo multiplicadas por a?ﬂ{'n} {em
outras palavras, X oonverge a X, com X ortogonal a Viel); neste caso,

pelo ftem (bl
| Sﬂéw iy

[ St 4141 n

G qus falha npeste raciocinio & gue a sequéncia fxn} & funclo de o; o gue
o Htem (o} esta dizendo precisamente ¢ gue dada uwma sequéncia (xn} oMo
a qgue foif construida, sea Hmite da equagio {3.4) s & infinitp para um
conjunto de w's de medida nula. Vela na demonstracio desie item que &

fundamental o fate de {do teorema 3.2}

P{ @ : % ortogonal a Viw} } = 0,

iste &, & X & o limite de X, X ¢ ortogonal a "guase nenbum” Viwi. O
ftem  {o)} ainda Implicarad o resuitado surpreendente do item {i} no
coroldrie 3.5 .

Antes de demonstrarmos a proposigfo vejamos ainda o seguinte

iema 3.4 com o qual essa se torna praticamente um coroldrio do teorema

3.2

o
Lema 3.4:32 p é a distribuiclio de Yz' o indice de ”I‘p & igual ao Indice

de T;;: e Tp & Tortementa irredutivel se Tﬁl o for,

*
Demonstracio: Observe primeiro que Tp = { M, Ms T;l } {trivial porgue

#* » L i
Mz. Mz = (MZ Mz} }. Considerando agora a decomposiciic polar M = K A U, M



24

= U A K 2 o lsma 13 entfo o (ndice de ”i‘ & igual ac indics de T WmE
ver que aiiﬁdi = a ihﬁi L, i=1, 2,

Suponha agora que exista uwma familla finita de subespacos

ordprios V}.’ Vz’ ‘Vz de ER& tal guse

M{ H VJ - v,

para todo M € ”I‘p.
Como cada M & inversivel entlo na realidade o gue M faz como operador no
conjunto dos subespagos & uma permutaciio entre subespagos de mesmas
dimenstes; porfanto =zem perda de generalidade podemos considerar a
sub~familiz doz subsspages de dimensdo masdmal, gue por comodidade
continuaremos chamando V V . V& .

Sejam W S 08 subespaz;as nrtogonmﬁ a0s r‘espeun‘ms V g L =
2,2,,,.,&{3?&1\&? vw&i‘!x&‘ﬁw‘i}' AMW}@W Hw,en‘tée

. .
MW, ... M*W =4 W, ..., W ¥y Me T,
z £ 1 2 P

£

portanto M{ [ ¥ j = | ] W, para todo M € T, isto & T ndo &

foriemente irredutivel, o que & um absurdo ¥

Vejamos agora a:

Demonstracic da propeosicie 3.3:  Pelo lema anierior podemos aplicar o
L3
teorema 3.2 & sequéncia Xs = Yz, Entdo existe quase sempre um Subespage

vetorial Vie) de dimensfo p que ¢ a imagem de cada ponto limite Miw) de

*® % #* ] _
{ Is i} s (w) }nzl Como S | = a (nj,

3] o]

" a,(n) a (n) <
e [ S



ada componente do produto achna estd contida em um compacto {(bola

unitdria {echadal. Sa& U {wi K%iié} % {w}, e ad{w} forem  pontos
a fn? a irﬁ
limites de U Ew? 4 iw? @ ““”’”3 “”“("‘} entda
»
Mig) = LI {ew} diag {1, az{w}, ens tzé{m} ] Kw{w

-1

*® ~
& um ponto limite de {Hﬁn{mig Sn(wi } . Portanto nom probabilidade
n#y

wn o poste de Mlw) & igual a p, isto &, a:z{m} ... oz xilwl > 0 e
p

*® &
fxpﬁfwﬁ =, = m&iiw} = 0, O subespaco gerado por { Uw{w} B, s {}miw}

ap } &, entdo igual 4 imagem de Miw), o que prova {a}.
A parte (b} segue diretamente da relacio ap{m} 2 0 g zqu{w} =

. fNote gue esta parte de proposicfio € equivalente ao lema 13; anud

ela segue do tecrema 3.2, mas o lema L3 j& esté embutidc no teorema em

guesticl.
Para verificarmos a parte (¢} temos:
z d
§|Saxn[| _ ;|An§}nxnﬂ Z { a (n) } Cx o o >z
‘ 2 a in) ' i
1,1 a4 o
e porianto

2 2 p .
ﬁSnXﬁ; - ap(ﬂg Z < . U* R >:z.
;‘S gz alfni n L

i=1

Se x —» x e yiw) &a pfojeg-;éo ortogonal de x em Viw), entdo:
41

15 (wix] a tn)
thm inf z inf { =~ lo) b yle)]
n e Is (w}} B

LY

Ainda pelo teorema 3.2
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?{w 2 fyiel] = {3} = P( % ¢ % ortogonal a Viw) } = {3

e pela parte (b}

8 in}
~ B

ind > G Q.5

A in
. 1
segue

ES {esln §

lim inf 2 z

bt R ] ﬂg {{&?}g
4]

» 4 a5,

OU O gQUe £ o Mmesme

| HSn{mig
BUR e 8
ny "S {lx ﬂ ]
n 1]

Desta proposiciic deduzimos facilmente o importante coroldrio

abaixo:

Coroldrio 3.5: Ssja uma sequéncia Yz’ Yz’ v de matrizes aleatérias em

Gild R} independenies e com distribuigio comum p. Suponbamos que
{a) E[Lag"gvlﬁ} < .
(bl Gu & fortemente irredutivel.

Entdo
{i} Para tods sequéncia {x“}ﬁ2 , due converge a um vetor nio

nulo
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{it} Se v & uma medida de probabilidade u~invariante em PRY)
antior

¢ i -
¥ o= Jj Log M M) delx) .
Jxd

Demonstracio: Seja Sn = Yﬁ ‘{1, Pela proposiglo 3.3, 8¢ ¥ 3 x # 0
]
entfo existe Cw) tal que
s (whf
R 1 : w B
SUR e % ) 4 om 1. 4.

e i
nt éfxn(w}xng

igto A:

s (wix |
0 < Clw) = Sl = x| s M,
IERT "
0
para aigum M € R ¢ para n 2 1. Semue que
Clew) J]Sn{w)]] = |5 {wix | = MianEw}[] . ou

Log Clw) + Log i[S“(w}"

A

Log [}Sn{w}xu" < log M + Log ”Sn{m)"

dividindo esta Inequagfo por n e fazendo n tender a infinito temos:

. i . 1
tim e S twix | = lim — ]85 (Wi = ¥ q.8.

e Bmln 2¢- ] n R

Para demonstrarmos (fi)} seja v uma medida p-invariante,
Se E [ iﬁg"-ﬁ‘r'lﬁ } ¢ @ entdo

‘U Log’ —-Hﬁi dpl¥} dwl{x} wj H Log’ M dpl¥) | deix)
)= I={



% jk E [&ﬁg*g‘r’iﬂ} drixl { w
= portanto, aplicando a proposigiic 1L3.7 como estd nas  observagdes

%]
concluimos que

gj fim %Log ;i*x’n e Y xf o= fj ¥, %} dulY) delx) = ”7 Lﬁgm dude,
" ﬂ .

- ‘ Ix{

s oomo, pelo {fsm (i)

segue gue

¥ ﬁ LogM A ¥ jcdee{x)

I} a

O resultade do  {tem (i) do coreldric & surpreendente,
possibilita o caleulo de 9 3 partir de qualquer vetor % € iﬂd - {4 O b,
bastando analisar o comportamento da norma de Y“ YL x. Para
distribuicBes u de Yg copvenientes {p discreta por exemplo) & f4cil
caleular ¥ com a certeza de gue ndo estamos no conjunto de medida nula
ande o resultade nde vale. Esse mesmo resultado serd ainds rediscutido
na segio 5 depols de introduzido o conceito dos d expoentes de Lyapunov
e dado um significade geométrico deles através do Teorema Ergédico

Multiplicative de Usseledec (teorema 1.4.4)



HI. 4 ACAC CONTRATIVA ©M PR’} E CONVERGENCIA EM DIREGAO

¥amos primeice definir o que se sntende precisaments por

distdncia angular natural em Pfﬁﬁ}:

Definigdo 4.4: Se x¥ sSo vetores unitdrios em 2 com direcfes x, ¥

respectivamente entfio definimos a distlncia 5{5&,%} COmo:

o 142
c’S{x,y}m{i*{x,y}z} )

Thserve que 8{x, ¥} = sen {sxy}, onde §_ ¢ o angulo entre x e y em 7

dado  pelo produto interno.

Para gualguer matriz ortogonal K, é &bvio que &K %, Ky} =
alx, y). Para verificar gue & de fato é uma métrica precizamos ainda

mostrar a desigualdade triangular:
iy, z) s 8y, x) + 8{x, z)

Pois, dades x, ¥y € z vetores unitarios £Lilcaso contrario, & frivial}

tomemos uma base ortopormal convenienfe tal que:

R
#

a + 2,
yziyzz

b
#

Po ~ T & + T B
11222 3 3 '

Entio:
. 2 3172
5.7 < {1-frmrnz) |-

2 2 : 2 Y7?
m{lﬂyiziuz yiziyzzz-myzzz}



. 2 2 2 2 g 2
Consideran 1 =] - - w } - -4 j
S randoe gque z, 1 z, z, ez i N, obtemos
172
- z z 2} =z z 2 z z
prad il - +
8ly, 2 {1 {Yi+y2} M {Yg*yzj 23+?122 zyzzzyzzi yzzz}

- {{' ¥z, - ?231}2 + zz }1/2 = {{ !?@i # Izzi}g + zz}m, {3.5)

WNA VeT Gue }ylf 1w Izii < 1.

inferrompenos agora nossas contas para mosirar a  seguinte

desigualdade envelvendo ntUmeros reals positivos: se a, b, ¢ = Roo

F 4 21!2 2 211’2
{{aé-b] +c} $a+{b +c} .

ie fato, basta desenvolver a poténeia e notar que

artio

142
2 2 2 y 2 2 2 2
a +2ab+h +0¢ =a +2a{b +c} + b+ e

- [an (bzmjwr

Aplicando esse resultado as nossas contas resulta, de {3.58), que:

{{ AR Izzjjz : zi}iﬂ s y,| + {zz . zi}}ﬁ _
{1 _ yf}yz . (1 ) zf}gfz
3[§, §}_+ 5{5’:, 'z*} ,

Pelo apéndice | sabemos que 5e X, ¥ € &? entdo Iz A y] ¢ a

B

i

que mostra a desigualdade triangular,

irea do paralelograma gerado por ¥ e v, Como & dres do paralelograma £



igual ao produto {xf-iyf- sen nyg temes que para tode X, y distintos de

Pt e

a{%, }?} B LN 4 (3.6

tUsando ssta formula o lema seguinte & conseqdneia de wm par de contas:

fema 4.2: Para todo M em GlUdR) se aif?d}, azi}«i} 580 ag ralzes dos deis

*
malores autovalores de M M entio

v Mew §wb. |
SiM-x, M-¥) < aE{M} azihd} M_ﬁ_ ’

3(% ¥ | 1Mx] - [My]

para todo par x # v,

Demonstracio: Da =2quacio {3.6) temos que

C MY Ixdyl [AMOx A v
cyd Mx] My {x » v{

agora pelo lema 5 do apéndice I temos que
4 2
[AM) = a (M)-a (M),

segue entdo que

[N P72 7] P L1 N L1

iMx| My} f= A vl M} JMy]
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Mostraremos agora o principal resultade sobre o comportamento
do sreduto Sn agindo em PR ele estabelece que se Tp for fortemente
irreduzivel e contratil entdo 533 contral a distdneia & com probabilidade
gin enguanto s dirego de Srz ® converge em probabilidade a owm {imite
ajeatdrio zfw) que independe de x. E notavel que isso se passa sob

condicSes que dependem 36 de Tu,

Teorema 4.3 Sejs Sﬁ = Yﬂs Yi onde {‘Y} - sio matrizes sleatdrias
¥ i

independentes sm Gl{d, R] com distribuigdo comum p. Suponha que Tu seja

fortemente irredutivel e contratil, entdo:
{i] Para todo par X, v € pRY |

tim 6’8“* , Sn~ y} = 0 g.8.
Ty R O3
#* —
{ii} Existe uma direcic aleatdria =z{w) tal que Sn « X COnverge em

probabilidade a z(w), uniformemente em x & PRY.

{ili}Fxiste uma fnicsg distribuicdo v em P{i%%di p-invariante, e para

toda fungfo continua { em P{Rd},

sUp EE{ f‘{sﬁ* .ﬁ} }»—Jf’ dviw*—m_-) 0 quando n— = .
X

Demonstraciio: Seja ai(n} e azfn} as raizes dos dois maiores autovalores
#

de 8 5. Se ix) e Iy} sdo duas sequéncias disjuntas de vetores
n it 33

unitdrios gque convergem em diregio, entio o lema 4.2 garante que

L

é{Sn« xr, 5 - yn} . ai(n} az£ﬁ}

5|%,, ¥ } I5,%,0-15,7,]
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. 33{1‘1) i Sna I Sﬂj
{
(T B NN B ER
a_{n}
Pela proposico 3.3 temos - » 3,
s,
Is.] s
SUL e & BUP &,
H ki H . i
a §8 = f no sy |
portanto
tim 5!’311. X snv }’n) = 1. 5.

oy = -
6();”, yﬂ}

Em particular, tomando x = X e LI £ obtemos {1l
n

#
Chamemos agora de p & distribuicioc comum das matrizes
#*
aleatdrias X} = "fi = Rn = .}{n Xl. Yamos provar inicialmente gque
gquando B —— 2 ¢
Sup QE{ 5( R~ x R §” —y (3.7}
= [+ n n
x,yePR

Suponha por absurdo que existe um & » 0 & uma subsequéneia nE tal que

e 1) )

E{ 5[ R - :En , R - ¥ }] > g 3.8}
1 i M

Podemos considerar ainda gue {xﬂ} e [y } 580 convergente porgue estdo
£ 1

em um compacto. Agora, pelo lema 3.4 T;;* também & fortemente irredutivel

2 contratil, logo, pelo no item anterior
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13 R " -
Tim &{ Rﬂ Xﬂ . R yn j o e %
{oepim H i

¢ que £ uma contradicdo com {(3.8).

Pele teorema 3.1 ssbemos que existe uma Unica distribuigdc m
*
. ; d .
@ ~invariante em P{R'), com X ... Xl m convergindo {racamente a wma
1

distribuic8o de Dirac 8- . Temos:
ziw}

¥ o . . % ¥ .
E[S{S*:x,z}:ssi[é{S*X,S-y}]+EE[8{S~}',2}],
n B F13 it i3

como 8 desigualdade vale para todo § & ?{Eﬁd} entio
E ] - am * - #* - - * - e -
E{ﬁ{sﬂ' X ,:z] = {E [ﬁisn- X, Sn- ¥ H dm {y) + {E [a{sn- ¥ z” dm{y}

= sup E[&{S:- %, S:' }H dml{v) + }1!2 [{5{3; “3;, Endmi:ﬁ;l

e &

O primeiro termo do lado direito da desigualdade tende a zero por {3.7)

%
{note que Sg; o Rn tem a mesma distribuicio)

fﬁ{ﬁ{ﬂ? v, EH dmily) = E f&[ﬂ} ¥, E}dmfﬁ?}j

{59 o o) (5]

que converge para E [8{z, 2)] = 0, isto &

i

L] —_ -
1im sup &[&{s "R, ZH =
n—3 x € PORY ®

o que conclui {ii) {é fdcll provar a partir das definicBes que ums
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sequéncia de varidvels aleatdrias f.i:n}_, fimitada em uma mélrica A
converge em probabilldade para uma varidvel aleatériz ¢ se ¢ somente se

m E | i‘sif‘;n, Lit = Q).

For fim, se £ for uma fungo continua =m PIR™) entdio £ &
uniformements  continuz,  Portanto usande o resultado gue  J&  fof

astabelecido em )

sup E[ !f[S:* ;_{} - f(z)
%

}%—W}unanda R

&-:[ f‘[s:» %} - 13 w}}” -

] .
!EEE: f[S:- i} } - j ) dP{w}i :

segue que

s e[ o5 ] - [ om] = ] |ofsl 7] - ] ]

converge a zerc guandoe n-—> w  Agora {iii} & cobtide simplesmente

verificande gue tanto o lem ({ii) comoe a desigusidade acima s30

verdadeiras trocando X; por Yi e a medida m pela v

As hipSteses do teorema 4.3 nfdo estlo em excesse, € o gque

mosira a



Proposicio 4.4; Se assumimes que T;g & apenas irredutivel sntdo (i} &

verdadeirns se & somente se “E'“ for fortemente irredutivel e contratil

Antes de demonstrd~ia vejamos o

Lema 4.5: 5e ”.E'“ ndo é foriemente irredutivel sntfe existe uma famiéiia de

subespacos proprios Vz cees Vg de mesma dimensdc tal que

(@ Sei=j vV =(0},

bl Para todo i =1, ..., £ e M & T, MV} = V} para algum j = 1,
A

Demonstragio: Seja © o menor Inteiro positive tal gue =sxista uma
familia finita L. de subespacos proprios de dimens@o menor ou igual a r

2 & i - . . d
que satisfaz M [ Eod "w’g {1 Vg' para todo M « T;z Seja V‘g um dos

EE L { =1

subespacos de dimensfo r; como tode M aplicado a L faz uma permutacio

entre subespacos de mesma dimensfio entfo existem '?2, veey ¥ ¢ =M L tals
ol {W;” M e Tﬂ} = {Va’ ’v’z, crey Vg} . Supomos os Vi’s distintos { caso

contraric, istoe 8, se nfo existem Vi’s distintes de V: entio Tp ndoc &

irredutivel & o resultado & friviail. Vejamos agora que se M = ng.

M| || Evtﬂv:] = 1] {Vgﬂ";] t
1 E 1 # 3
como dim Vs n Vj < r, a hipétese de minimalidade de r implica {a). O

item (b} & trivial uma vez gue acabamos de mostrar gue L = {vi,.“,vg}



Demonstraciv da proposicdo:r Sela m uma medids propria em PR, se (i)

do teorema 4.3 4 verdadeiro sntfo existe w, % e B, tais que ﬁnliwi & T’#
e quando } ~—— w, S (0} X converge a um 2z e 3(8_{w)- X, S {uh
¥}y O pars m-ouase itado § Portanto Sﬂ fw) m {:ﬂn?m*g; 1 r*acamenz:a S
nma medida de Dirac em z e HEB fes) 5"183 5;} converge a wma matriz de
imagem z, isto &, T;g & contratil, i i

Suponha agora gue T ndo sejs fortemente {rredutivel. Sela '§§

= { % e PRY, x e V; } onde VL, s ‘fz sho os subespagos préprios

construldos no fema 4.5, Como §i £} % = @ entdo
mwmf{5{§i., §}] Ll Eids z}w
Se {i} acontece entdo para X € §2 & § £ §2 existe w fal que

lim s{s {3} %, S {we §] = (3,
!‘1 n

o

Mas (b} do lema implica gue existem [ # | fais que Sn({a}' % € ‘Ji 2

Sﬁ{wi' v & V} para todo n & W, Segue que

3(521{@« X, 5 o) §} Pa>D

para ftode n, o que é um absurdo

Ii. 5. OS5 EXPOENTES DE LYAPUNOYV

Mesta sec8o definiremos o5 d expoentes de Lyapunov associados

a distribuicdo g de Yi; inicialmente daremos uma abordagem mais
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probabilistica come no nosso texte principal {2} e posteriormente. com o
epfogque da Teoria Ergédica, sspecialmente do  Teorema  Ergsdico
Multiplicative de Usseledsc, daremos uma interpretscffo geomdtrion do que
significam esses expoentes, Antes de apresentarmoes & definicdo, porém,
vamos mostrar um lema gue serd il mais adisante. Um resumo de

resuftados relativos & poténcia exterior AFg? pode zer visto no apéndice

1
e

Lema 5.4 Se M & Gld, R}, seia
M) = méx{hag{'ﬂ?ﬁﬂ, iog+ﬂMM'§§} ;
Entdo para todo p, { = v % d ¢ todo vetor unitdric w em Apﬁid :

[Log|A®M]|| = p &M) e |Log{A®Mw || = p &),

Demonstracio: Pelo lema 5 do apéndice 1 femos gque
M) = a 00 . a (M) = a (M = fMf”
portanto

Logha’M]| = p Log|M} = p Log M} = p £

Por outro lado, como

IAPMTIAPM] = AP Id) =1 e

R IR T T R Tt



amtdo
TSN N B L
Logo
- Lagifz\ph&{g 3 Lagg&f"aﬂ 5P i_{}g@[[;l\eiqﬁ £ p KM,
isto &,

Logla®M]| = p #{M).

Por fim temos gue se [w] = 1 entdo %A?MWE =3 HA"aMﬁ e da mesma maneira
para seu inverso ﬂA?MWH“i “ Ez\p;&idﬂ { basta notar gue ||APM"1$&§MWH s
iAF ﬁé“i}% -§aA"Mw{, com o primeiro membro da desiguaidade igual a um), segue
antdo:

[Log|aA™Mw]] = p 20M)

Considerando a decomposicio polar de uma matriz M {ver lema 1}
4
do apéndice 1) temos que | det M | = ai{M]; note que se | det M| = 1

E=l
entdo HM) = {d-1) LogiM} e M} = 1. Com efeito:

a-t
';Ti?v!‘i[] = ad(ﬁdfl = f] a{M = al{M}‘H = g}dﬁ‘“ ,
1=1

e como M = 1 (trivial) enio:

M) = max{mgﬁmﬁ, Lﬁgﬁm“‘g} = {d-1} Log|M} .

Note ainda da demonstracic do lema que, como }%?&%’iﬂ s 1y Hp*

i
se € {Lag*ﬁYlgi ¢ w entdo E {Log'jA” Y. [ 1< Vamos agora definir os d

sxpoentes de Lyapunov associados a uma segquéncia de matrizes [.1.d

s
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Oefinicde 5.2: Ssin "}S’E, Ya’ .. uma sequéncia de matrizes aleatdrias
Lid, em GHd, B com E | ch'}g?iﬁg P < m Us expoentes de Lyapunov ¥,
SO associados 2 essa sequéncia s8o definidos indutivamente como

¥,
¥, T ¥ e para p x 2:

7E B0

&
= 1 b p
zari = lim E—%{Lﬂggﬁ Y o Y] ] .
T

Em outras palavras z 7, & o malor expoente de Lyapunov
=1
agsociados & matriz (ATY }n”l {ver definigBo 2.1k e além disso pelo
n n=
P
Teorema de Furstenberg e i{estenz ¥, = lim é— Lﬁgﬁ!\p‘fn ‘i’lgx
1=l [ . '
Pt
A definixfic ¢ ambiglia se para algunm p, Z ro=oom, peste  casg
T=i
egtabelecemos 3'33 = 3},4 =L, W yé = -~ o,
-1

Observacio 5.3: Se iLog+ﬁY2

§ 1 também ¢ finito entSo todos os

expoentes de Lyapunov s&o finitos.

Com efeito, a sequéncia £ | Logﬂf\p Sng 1 & sub-aditiva pelo

mesmo argumento usado na secdo [L2 onde p = I; porianto, pelo lema 5.1:

]%E{Logyﬁp‘s H” = &:[Lagun"vi}l”

i3

pn

=

el

-

5 E p’E{M)} {=,

para todo n € N, ¢ portanto



)

i i ?x? = ;jfm lé; sigiagﬁfs”s“gﬂ <

i=k

A préxima proposicdo € importante para fazermos a lgsgdo
sntre  a  teoria que estamog  desenvelvende e ¢ Teorema Ergddico
Multiplicativo [teorema L[4.4}). Veremos gue oz expoentes de Lyapunov

corresponder na notagBe do teorema aocs autovalores da matriz siméirica
. 1
g x i i
A | limite de {’f T }
(5 W W

podemos ter uma interpretag@o geoméirica desses expoentes.

; entdo a partir deste mesmo Teorema Drgzédico

Proposigie 5.4: Se aiin) = azﬁn} X ad{n} > & s80 as
#*

raizes dos autovalores de 8 3, entdo com probabilidade vm
k] 41

= }i £ = ii 4...};..
¥, = lim = E{Lt}g apini] ilm = Log ap{n}.

Demonsgtragfo: Iniclalmente suponha gue ¥t v ¥ = - = , entdo

temos que Drovar que

tim L toga(n) =-m.
n ot &
De fato:
amP  =a(n) .. a (n),
B 1 -1

gue implica em
{p-1} lim R Log a (n] = lim L log afn} ... a {n}
H B n H

~1

. i p-1
= {im - Log A Yn Ylg



102

Suponha agora qus LA # -~ m , entdo

| , . agfn) apin}
tm o Log a (o} = lim o Log —orog——trey
& bz H p-i

#

” H . et
bim —;}—{ Log QA“}Y” Y;.?i ~ Log a° ¥ oY i }

Fica evidenie com esta proposicio que ;ri = 3«2 ' o.L.o0= gd, 0

gue justifica chamarmos ¥ = 7, © maior expoente de Lyapunoy.
Coreldrio 5.5: Comoe as mesmas hipdteses da proposicio 5.4, temos gue

¥ T, !E[Lag] det YE]]

Bemonstracio: Temos que f deti'f’ﬁ Yi}j 0 alin%azin} ad{n},

portanto {para valores finitos ou infinitosh:

L i
LA P tim = EEE: ch{azin) ad{n}n
[+ R £+
i s
= }im = Eilog | det Sn]}
[ Bt 3 -

. bt )
= lim — ﬁﬁL@g | det Yﬂ] + ... + Log | det ‘x’il]

-



porque as matrizes s8o identicamente distribuidas,

Em outrag palavras o coroldrio nos diz gque todos os expoentes
sdo finitos se e somente se Log | det Yzf & integravel.

Vamos agora mostrar que oz d expoentes de Lyapunov sdo nada
mals nada menos gque o§ auto-valores da matriz simétrica A@ do Teoremsa
Ergddice Multiplicative de Osseledec.

H vimes na demonstracio do Teoremsa de Furstenberg e Kesten
{22 versdo, [L4.2) que a seguéncia de matrizes aleatdrias f.4.d. ?1*
'YE, ... pode ser expressa como Yn = Tor" " onde T :iﬁﬂ%—} Gild, Rl é uma
varidvel aleatdria definida em [0 = CGld, RY, 4 P} ¢ 1, o
deslocamento, ¢ uma transformacio ergdica. Ora, como E{Log'g'HYigj ] ¢ &

entde & Sbvio que Ef Lag+§j’1‘{~}| I < w ¢ portanto estamos dentro das

hipdteses do Teorema Ergddico Multiplicative {1.4.4), temos T:; =Y

e

'Yi, isto & T: = Sﬁiw}, e para guase todo w temos:

* L/2n # 1721
Tim {*z”‘ T"] = lim [s s) = A
23] {af n

™ W
et T ex] n P

{embramos que na demonstragio da proposicdo [L4.2 temos que para cada

f

142n
{aﬁ { li] &

K . 120
£ T {an{d}]

: j

wnele (03 »t & uma sequéncia de Cauchy de matrizes ortegonais e aa{d}, 3
£ fize
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* *
£ 1 = d sis os auto-valores de (T:} T;j = {S 5 }; o produto acima entfo
%0

TONYErge para

Pelo em (b} do Teorema Erghdice Multiplicativa as fungfes @ ———s
AY m™ o o= 1 o8 s (m:’ & a multiplicidade de 2@:}

sfo T
i 5

invariante, antfio pelo fate de 1t ser ergodico {ver proposigieo 1.2.4 }

. E1 LY i £
,\;} & m;} sa0 constantes gquase sempre, isto &

i Rij)
] = g ., 4.3 para algum | =2 § = 3

tim {a {i}

n
e o—— s

o4

lim - Loga (i) = a'l |
i1 n

fi B 21

. . . . . {
{ i nflo necessariamente & igual a | porque consideramos os A 3 em ordem
crescente & os §'s em ordem decrescente}l pela proposicic 5.4 entdo

temos que o8 A”} s80 o8 5 distintos expeentes de Lyapunov, isto &, {3’1,

3’2, e ¥ 1= {A{“, eens 3(8), iy Jz{”, ‘s .3\{“}, onde  cada

4
ayto-valor ?ié“” aparece m(“ vezes,

Ainda pelo ffem (b) deste teorema ergddico temos que para cada

d .
w gxiste uma Tiltracio de R em subespagos vetoriais

{3 { G}

& {s} {a-1} 5 ¥ ={0%},
i

B =¥ ¥ S ...V
@ P& I

V(jﬁ - U{,i} b+ U{j)

\ A3k
. , 1% =35 ondeos U 530 0%  aulo-esSpaco
o U, @ i J 3t " utO-2Spacos



1G5

associados soz auto-valores kif da matriz ﬁ.w, tal que

(5 SIS S

. 1 B -
lim - Log IT =f =2 o @

52 X & ¥V
w £
[ X

Ainda lembrande do comentdriv depois do colordrio L4.5 temos
i E
g (D
Yi{w} Vi ‘u’m‘
Resumindo o gue dissemos 1femos © Imporiante coroldric do

Teorema Ergddico Multiplicative, alguns auiores o consideram como o

préprio Teorema {9 :

Coroldrie 5.6: Sejam (@, 4, P} wn espage de probabilidade, 7 uma
ansformacio ergddica, T @ Qe Gld, R} uma fungdo mensuravel tal

que

Log §T(-}] & L'ta),

. -1
g a ssauéncla Yﬂ = Tog' ..
Entdo para quase tode ¢ existe uma filtraglo de R am

subespacos vetoriais

& {s}

gl 1
g = I o el £1) w _

= - T

tal gue:

{3
i

{i} A apliceclo # t—— V & mensurdvel (no sentido do

corolsrie 1.4.5%

iy ¥ v o= v
1 Fii] ":ﬂa?

{iii)existem A S A S .= A em R U4{-w }tals que se x €
gD D,
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s ; i3 ,
lim -§£~ Log I‘z”n o ¥ xf] = At 1.5, (3.9}

Bl

3 . )
i . repetinde cada elemento o nGmero de vezes

B V{j’ml}

A sequénciz formada por Al

de sua multiplicidade { dim V - dim } &, em ordem crescente, a

sequénecia dos expoentes de Lyspunov da zequéneia de matrizes algatdrias

¥, ¥, .
EA-

Guanio a este coroldrio cabe ainda algumas observagdes: a
primeira delas & que, como vimos ndo & necessirio gus a sequéncia de
matrizes  aleatdrias  identicamente  distribuidasg Y}, Yz’ ... meja
independents, em outras palavras os expoenies de Lyapunov podem ainda

ser  definidos para seguéncias de matrizes deste wipo. A sepunda
sbaervaglo relevante € gque a invarianca de A{ii ’ . de m:}‘i} , & &

argodicidade da T nos garantem a existéncia quase sempre ao limite da

equagio (3.9}, isto &, limite constanle guase sempre, nNo  eonfante 08
£
[
nada nos garanie gue fixado um A”}, exista um x € 7 - { O} fixe tal

subespacos ¥V da filtragdo ndc s8o0 invariantes, ou =z2js em principlo

que para todo w

lim - Log |Y (@) ... Y(w) x | =2,
i #] Tow i !

iRt
Em vista desta segunda observacfio vamos uma veZ mails ressaltar
a forca do item (i} do coroldrio 2.5 onde a hipdiese de {3# fortemente

irredutivel nos garante que

. 1 g =
tim  — tog Y ... ¥ x| =7 q. 8.

i
R X+ ]

para todo x € ®* - ¢ 0 ). Em altima snalise, soh o ponto de wista do
Teorema Ergddice em guesto, o que esse resuftado estd dizendo € que
fixado x € R® ~ { O }, entio X ylsh Loyt

ik a3
\ [+ . M
v;“} = R~ ¢ o zubespago gue coniém o auto-e8pPago U{?} associade a0 maior

para gquase todo w,- onxie



W7

auto-valor, Na verdade peodemeos fazer uma prova mals direta disto, nela

pielemos ver o qus sofelivamente se passa sobr o ponto de vista geométrico:

Propogicfe 5.7 Zob as hipdteses {a} = (b} do coroléric 3.5 temos

que para iodo x @ # - {0 ¥ E”{ WX e V:‘j - X?;s“ﬂ } = .

Demonstragdo: Sabemos pelo lema 3.4 gue ze {;u for fortemente
irredutivel entfo %‘}ﬁ* também o serd, além disso t&‘m o mesmo indice

#*
p {lembrar gque g * & a distribmicdc de Yliwﬁﬁ_ Considers agora § =
Jat

W #* *
¥ ... ¥ 2 sug decomposicfo polar 5 = K A U, emtlc 3 =X ... X ,
EY g i 1] 11 11 n n H
" #* &* * #*
onde X o= Yl fw), o tem come decomposicBo polar 5§ 9= U An K
: [+1 ¥ n

Chamaremos Viw), como no teorema 3.2, 2 imagem do limite de ""“f‘ig“** ; ora,

is,
(83 o a1} ®

o V&r , ande s corresponde ao

sl

ge provarmos que ¥im} = i}w Y

malor auto-valor exp Am* entdo o resuitade Tica estapbelecido uma vez

que pelo teorema 3.2, para todo x € Rd -~ {0 N

P{ @ X # VES) - ylsn } = P{ @ ¥ ortogonal a y'# }
7 o _ w

= P‘{ @ : x ortogonal a Viw) }» =0,

Gra

) . a_{n) a_(n) .
e HE’! dmg{ 1, m‘, ey W ] K
ﬂsnﬁ 1 1

gque, 3 menos de subsequencia converge pela proposicio 3.3 a

*
i

* . K*&
& dmg{ i, “2’ cers .cx?, D, e {)]

onds



. i & o
isto &, Viw) ¢ o sub-espage gersdo por i. L§] SRR U oe }» .
S

Por outro lados

® i7in " , Ln 5 1A %
{S g} = 1] czmgﬁa in}j s o {a{nlj } o,
BT n i . & 1

A

# pelo Teorema Frgodico Multiplicative

tim Log aiiﬁ}im = Als),
it et X

s iz} L bsr .
que correspondente ac  malor antoe-valor esxp A7 °1 { A & o malor

expoente de Lyapunov). Agora, como:

a_p{ﬁ}
Hhem ERO I

segue qus,
a (o) Y10
fim ng %:E?{j. = 3 .
mag
agiﬁ} ks 1 ;

u o i»\ — — i —— A

lim Log ey lim — Log a?{n) lim - Loy aﬁin}
izte 4,

o -
lim - Log apin} = Afg),

%} 3

sm outras palavras, a multiplicidade m™ de PR peit msanos p, gquer

E 3
s cews b ﬂ} = Vi)
1 iy

.
dizer que U;} contém o subespaco gerado por { i e



A demeonstragde desta proposicio pode alnds nos sugeric o fato

Y fose s 27 I ; . s : -
da muitiplicidade m' de &fs} zer sexatamente igual ao indics 1 ode G

i4
Porém se até agul € dispensdvel a hipstese de independéncia entre as
rariavels aleatdrias Yi, Yz" .y para  se  provar essa gualdade

vamos pracisar da hipdtese de independéncia. {ver a prova ns proposicio

5.1 na oréxima secdol

i1, 6. MULTIPLICIDADE DO MATOR EXPOENTE DE LYAPUNOGY

Vimos no final da seclo anterior gque e ng for feriemente

. o s . T } . h83
rredutivel & com indice p entdo a multiplicidade de A% onde exp A
& o maior auto-valor de A do Teorema Ergddico Multiplicative, ¢ malor ou
frual & p. mostraremos agora que sch a hipdtese de Independéncia exses

valores coincidem, ou seja ';l = ;rz = ., = ¥ 2 zmi onde y's s8c os
] >3 i

sxpoentes de Lyapuncy, em papticular se G# Yor contratil ?1 » :;z,
Antes de demonstrarmos a proposicdo principal desta  secdo
yamoes enuncizr wm lema no qual 8 demonstracfio desta estd baseada, Uma
vez que a demenstracdo deste lema foge dan  idélas principais  deste
capitulo ¢ n3o apresenta malor interesse na feoria vamos deixd-lo sem
demonstracdo € sugerir ap leiter interessade que consulte 2] capitule

I, lema 2.2, .

fema &.1: Seja B um G-espago, [Y ] py TR sequéncia  de  elementos
s e T
aleatdrios sem G independentes e com distribuicio i, & um cocicle aditivo

em G x B. Buponha que a distribuiglo v em B, p~invariante selp tal gue:

(i) o lg, x) dulg) dulx) < o .

(i} Para {w, %} P & v-guase sempre, lim a‘{‘x’n{w'}.”"{i(ﬁ}},x} = b o,

Entéo:



-

1

oo LG « B e j{ gig,x}) dadgd deimd » O

Usaremos aqul as mesmas nolagdes da segdo antertor e do Teorsma Ergbdice

em questan,

Propogigiio  6.2: Se e Y;” ?2, . uma  sequéneia  de  matrizes
aleatérias  independentes am GHd, ®) oom  digtribuicdo comum p Se
: THY £
EELQg fv ()

muitiplicidade m'™ de A

Il < w, G for fortemente irredutivel com indice p, entdic a

fal & sxatamente p, iste &,

?{i = ?2 F o ¥ ’Xp ? ’arpi-i :
Observacio:
a Hiz‘i)
2 fato de -—§4~{n.§ converglr para O ndo diz nada sobre o
¢
a fn) j W41
. 1 , - -
limite de Log P . Em daltima andlise o que a proposigdo estd
aliﬁ}
A ﬂ{n} niy " -y}
dizende é que a razdo £ 2 ® quando n é grande, isto é,

val 4 zero exponencialmente ou zinda:

a (a}'"” (y _~%}

' p+1l - 11 o+l i = _
lim Log “%ai{n} lim Log & ;gpﬂ 3‘1 <9

Demonstracio: 36 nos falta mostrar que 3’2 » ;y?ﬂ. Pols bhem, da

proposicio {3.3) sabemos que para todo X & §R&, 58 Sn = Yn ‘fi entio:



i1l

= {3 e Lim et v B UM e = 3 4.8,
s | fn —-da f;snﬁ Is &

. ; : . : 4 ,
Ihasta considerar cada ooluna de M comoe um vetor em R ). Combinando

antio as equacles obtemos

s 4Pt s MRt Is Mt
[ bj E: i 2}
lim — ——— = lim S =+ e {3.10)
I [ T Y n—ve (A7 's |
1 0 s i n

Ma demonstragic da 1% versdc do Teorema de Furstenberg e
Kesten {teorema [.4.1} vimos gue se BI for o conjunto compacto de todas
as matrizes dxd com norma um sntfo sxiste uma disiribuigho v, em B

p-invariante tal que

. i :
lim - Log ’ISBM" =7,

para P @ v~ quase tado fw, M) - veja também as equaches (2.8} = [(2.7L
. . +1 - .
Da mesma maneira, se considerarmos  (A° Yij entfc  existe uma
digtribuicio vz p~invariante em Eg, o coniunto de endomorfismos de Ami
4

. - - ; d
®* fou seja, conjunto de matrizes [pﬂ} x [p+§} J tal que

. ] pad
e § N = n.
iim O H!\ Sn E o 3’2 + y;ui
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para P ® p_ ~ quase to {w, NL

Congiders B = Bi x Bz’ B & um GHd, BY - aspage se definirmos

4 acio

M (AT N

¢
Y'{_Mn N} = 5 E :
{ aetl HAP Y g

,YEQHQ,RL@?&B{&NQB?,

Palp lema [13.9 {odo ponto de acumulagio v de

I
L gi*{vﬁv}-nzi
n 1 2
1=l
4 uma medida p-invariante em Bl % }32*

Delinimos o seguinte cocicle aditive;

5 pri
of¥, (M, N} = Log 1y M—H—- .

[AP* TyNg
Com efeito
wl¥, YZ » (M, N} + ﬂ“{"{g, M, N} =
prl . ! p+i
Y, M (A7) fy, mj
=Y, : + * ng ; +1
EEYA' [aPty Ny a7y Ny
3l 4 z E z !
2
Wil AL
i o L)
= Log + Log ——TT
oo Apuyj t T
é!(ﬁp Yl) o ;‘
| ARty N
; p+d
v, Mj
R
= Log = =
[A77Y Y Nf



i3

= iYY, £, ﬁ:} .
1 2

A hip6tege ﬁ{@g*gﬁg < e garante o {tem ([} do lema, para verificarmos

(i) temos, por {3100k

is M
lim o{s ., (M, "J}} = lim Log ——>— = =
n —d A ETRE: - %’Z\p ‘ES II
: EE]
Agara:
lim o-{s, M, N}} = tim 2 orog Js M - tim L Log §ATs N
£ n I oy n n
n e Er e g rp R

=+ Dy -pr ~¥

=y -y 5.5

Por outro lado, conforme vimos na demonstracdo da proposicio (1.3.7

n

! u‘{S, {M, N}} = L Z G‘{Y,{Y Y} . [M, N} ]
I w n Pt t

i=1

a portanto, como v € u~invariante e a sequéncia {Yn);ﬁ'; & i.i.d. temos:
jjé»s:r{Sﬂ,iM,N}]dg{Yﬂ},..duin}dvfi\&,N} = j}s‘{‘f,(h{iﬁ)}du("f)év(é&,}\l) > 0

pelo lema 6.1, Segue que
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2 prowimo teorema caracteriza semi-grupos  Tortemente
irredutiveis ¢ contrdtels, uma parte dele & consequéneia imediata da

oroposicio &1, & cuire segue-se facilmente do lema 6.4,

Teoremz .31 Seia Yi, Y?, oo Lid, oem G, RY tal oue &f[{,ag"‘fi{»)}
< =, Suponha que T;z seja irredutivel, entdo ¥, p) 7, s¢ ¢ somente se ng

for contrafil e fortemenie irredutivel

Tendos em vista a proposicio 6.2, precisamos mostrar apenas gque
e ¥, > ¥, entdo T;,; & fortemente irredutivel; o progimo lema serd Gtil
nesta tarefa, o que ele nos garante € uma verséo ainda mals forte do
corolaric 3.5, ac  invés de irredutibilidade forte exige apenas

irredutibilidade.

fema 64 3Seja S = Y .. Yz onde {Y } - sdo matrizes ealeatdrias
n n £ n=
.i.d, 2m GHd, R} com distritwigio comum g. 3Se Gp for irredutivel =

E{Log”ﬂ'&’ii*}ﬂ] { w entlo para todo x # 0

1 b vl
lm = Log i]Sﬂng =y q,5.
xRl 14
Demonstracdo: Seja
¥
¢v=4xeRr: lim %—Lag Is =} < ¥ 7.5.
R 1] "

3 conjunto V < R’ definido desta maneira ¢ um subespact vetorial, com

efeito, 3¢ %, ¥ € V entdo para todo a = O real;

Iim ém Log HSn axﬂ = lim '"gif Log |laf + lim —é— Log ﬁsn x

f R 5
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. i ;
lim — Log g]‘S“ xf <r.

it

Y e i i by » i )
fim — Log JSﬁ {x + ¥Ji s Hm - Log {ﬂsﬁ x| + EISQ y’]}

< i3 ._:E‘,,, L i i i o i
= iim - Log [2; méx{}tsn xf o+ gISn ;QN <y

Yamos mostrar que V & invariante a g para itodo g em Gp, isto
&8, g¥ = ¥V V¥ g e Gp, o que implicard em V = 4{ 0 } uma ver que Gp &

irredyutivel. Pols bem, para um ceric ¥ € V {ixo considere

. 1 .
A = { @ Hm - Log gisniw] x{ <y

Pela prépria definigdio de V temos que P(A) = | Usamos agora o seguinte
artificior J4 sabemos que podemos considerar G = Glfd, R}’w sem perda de
zenepalidade, ou ainda O = Gild, R} = Gid, AR)N com a medida produto g @
P. Se P{A ¢ Q) = | entdo

j{ Xgig, w) duig) dPlw) = P{A) = | .

ora, pelo Teorema de Fubini para p-quase todo g, { @ P} (g, A} = |, ou

&€ ja

" i
izmmchgHYa¢,qugx||<Q ue P - qs.

em outras palavras g-x € V p-q.5., ou seja ¥V ¢ invariante por gquase todo
slemento do suporie de u, como o produte g-v & continuo e o suporte &

fechado ent@o ¥V 2 invarfante a todo elemento do suporte de u e



s

congsequentementes a todo elemento de Gu

Demonstracdo do Teorsma &.3:5uponhamos  snife que ¥, » ¥, = vamos
mestrar  oue Tﬁ & fortemente irredutivel, Para cada par de vetores

upitdrios x, ¥ temos:

ERCIILEI v

5(8 (w)> % S {w) ﬂ =
" " s, fwrxf- s _(w)y]

478 {w)f

A

Is wix]+]

’Snfw}yﬂ

exps'n{ %« L-Qg"i‘szsn{w) HN

i )
exp[n[?}uegglsn{w}x" + -é L{}gﬂsniw)yjl”

El

portants, pelo Teorema de Furstenberg e Kesten e pelo lema (6.4}

anterior:

1A% {w)]
o lwl]

tim 3{5 {w) X, 5 {w- §] < lim :
o 7 ¥ neso |5 (0)x]+[s (@]

n(:f’i + 3’2}
= lim = o 3
o
R 2+1] B 3‘2 ?1
@
ni;rl - ¥ }
= lim e = g.%. ,
11

e agora pela proposig8o (4.4} temoes que Tg & fortemente irredutivel

Por fim a proposicio (6.4} mostra gue =2 convergéncia no
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sspace proietivo se faz exponencialments,

Lembrea-se que

£M} = max { Log M} , Leg M) } :

Propogigio 6.4: Supenha que (Y ) - sejs uma sequéncia de matrizes
8 e

aleatérias Lid. com distribuicic comum g Se E{ﬁi‘{z}} { = Tg; for
I

contratil = fortements rrsdutivel entde, =& 5 = Y ... Y{, parda. todo
n ]

% ¥ & P{iﬁd} temaos:

ﬂ?{;&, §}

Demonstragdo: Pelo observacdo {5.3) da secfic anterior j4 sabemos
que sob essas hipdlese ¥, 8 ¥, gdo finitos, Para todo %, v & 70 { & 3,

tal que X ® ¥V

55 - %, S - P s x A syl . h=h- il
8(%, 7) Is x[-]s v] Ix ~ 5]
= "*""ESHH Ixi- v
Is xi-1s_vI

is, x|
Como »»5—; Log i|ﬁ25ﬂij converge quase sempre a ¥+ 7, © —Log .
]
comverge a a’liq.s.) pelo corolario (3.5), entdo
; 8(S - x, 5 - )
lim — Log S— Sy tY, ¥ A,
3w, ¥}

¢ pelo teorema (6.3}, ¥, " ¥, <90,



APENDICE

PFRODUTO EXTERIOR

Definiremos primeiro ¢ gue chamamos uma decomposiclo polar de
ama matriy analogamente & representacio polar o = p &ée de um nimers
complexo, temos que toda matriz M oem M{ULR) pode ser esorits como o
produte M = U 8 onde U & matriz ortogonal & 8§ & simétrica {ver {5l &
83, por exsmplo). Para termos uma idéla mals clara do que acontece

geometrica: ante, podemos assumir a saguinte eguivaléncia:

Definicio L: Seia M & M{d,R}, dizemos que
M=K Al

& uma decomposigdo polar de M se K o U forem matrizes ortogonais e 4 =

dia a, ., aleoma = ... =23 = 0
ggl, o2l ; 4

31
i
wr
(]
1A
5

Lema 2: Se M & Inversivel entdo &, o2 = 4
=

necessariaments as raizes dos auto—valorss de M M.

Demonstracior Seja { e. 1 %i=d} a base candnica de R® e { fa’ 1 =
k-3

i = ¢4 } a base ortonormal tal que M M f1 = af f;’ i=1, ..., d. defina

a mairiz ortonormal U por Ufg = el, I 531 =d.

Entéc

* * -
U &szimE,f Azg:g,?U e wa?f:h& M,



Lis

. & 1 -
gasim 11 :‘\z =M M S conciderarmos ¥ = U 4 antio

*

~ * _ - - -
k K=a"UM MUt a7 =47 A% 47 = g

*#
isto &, ¥ & oriogonal. Ora, entdo M = KAU é a decomposiclo polar e M M =

Ut Aty
b

3 lema acima € verdadeire mesmo para matrizes oo ioversiveis,
50 que peste Caso iErsmos necessariamente que a partir de um gerto 1 4 r
s d, B s A . Mostra-se isso aplicando o lema inicialmente na
aplicagdo linsar que val do complementar do nlcleo da M & sus imagem, de
dimensdo (r-i} x {r-i); depois completamos a diagonal <om zeros e
impomos que as matrizes ortogonais levem © nicleo ac complementar da

irnagem,

E3
Seja £ uin espago vetorial de dimensfic d, com o dual E . Para p
*
inteiro 1 5 p = d, sejza A'E {ou EF) o espago vetorial das formas
%

p~linear alternadas. Pars u, Wy oo 4 am E & fa* 52, ey Toem E
2 P

estabelaremos:

{u;\u fz...&u}{f .F ,.,..f} = % [sgn rj f [u)-..nf {u] =
L B iz [ ri i T P
T permutagdo ¥
= det i:{f {u }} j
SUEI N

E clare que {ﬁi3 A, A LAY } & um elemento de A® E, chama-lo-emos de
»
wm p-vetor decomponivel.

s resulfados seguintes sdo facilmente demonstrados {ver, por

exemplo, {81 seciio 7.7



Lema 3 ) Be fa, .. %} £ wma hase d& F, entio s““gf A e‘:z A
s 1 %14 ... <1 =4 e uma base A” E.
; ; -

(i} Para v, u, ... , 2 emE, 1 A u_ A .. A8 2 adoe-nule
i 2 o 1 z D
s g =somends se Gi, Uox  wep U 3o ilinearmernte
% e
independenies.

u

{iii}Duas p-aplas independenfes fui, 151 =0} @ {vi, 152 i =
pl tem o mesme sub-espago gerado se 2 gsomenie se ui A

A up = & (?i A e A V?} para algum A =0,
Conclulmos deste lema que a imagem do conjunto dos p-velores
depomponivels no  2spage  proletive PATE) pode  ser {dentificade com o
conjunto dos sub-espagos pedimensional de E listo &, a Grassmanniana

G%‘p{ﬁ} dog p-planocs de ElL

Definicio 4: Se {+,»» & o produto escalar usual em ﬁd‘, definimos o

orodute escalar em AP R? peia Fdrmula:

C1 AL, AL, Y A LAY Do det LU, v
1 P 3 B i I I

a .
Estabelecemos a norma em A RY como aguela proveniente do

produto  escalar, Note que | SA e A B =1 < ... X io= 4
i ip H i1
. d ; s L
& uma base ortonormal de A° R, e que 1{&:1 Au Ao Aul 4o vlume
; A el
pdimensional do paralelogramo gerado por Mo oo W .
P

e M = M{d, R}, definimos a transformaciio linear A'M (ou M)

por

[hp M]{u AL Au} = Mua A Mu A ... A My,
1 P 1 z 0

&F M denota a transformacdc lnear ou sus matriz associada 3 base

e A e & ... Ae b Definimos alpda
1 iz ip
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14" M = sup ﬁ] {z‘zy ’%{} wl:we a8 2 lwi = } .

Note que

iA

[A7 Mp- a7 N

Se K & uma matriz ortogonal entdo

&\[k ui A AR up},{ﬁ vi A . A K vp}} det ({K ﬁz’ ¥ 'v}}} =

= yiag {{ , v‘g}} .

portante A" K & ortogonal.

Lema 5 Seje M uma matriz em M{4,R), = aif?vi) = az%?d} z .. = ad{'M} z

*
ag raizes dos aute-valores de M M, Entfo para todo p, ! € p 5 d:

i|1\5" ?vi“ = a (M) & (M)} .., a {M)
v T p

Demonstraciior Tome a decomposicdo polar M = KAU, onde ¥, U & O{d.R) =

A = dag ial{k‘i}, ai{M). Como A° K e A® U sic isometrias em AP ﬁ%d,

2ntdo
A" M) = | [A*’ K] [fé’ A} [ﬁ‘” U}]] = A7 A},
Has

Ehgﬁ}(e A e KB } =a (M- ... ca Mle & ..se ,
i‘ i ip it [+ il ip



Dortants

1AF Al = sup{a {Mi» ... = a IME 1 =i <., <1 = d} ==
i ip i o

i

= oa (M .. o+ oa (M)
i 2

P

.



APENDICE 2

A demonstracio do lema 1L31 que sapresentamos  agul 8
exaptamente a mesma da que temos em (2], lema 1201 a menos de zigumas
sxplicagfies complementares. Para comodidade do leftor wvamos resnunciar

ssge lema:

Lema [IL3.0L Seja ¢ um semi-gropo topoldwico agindo em um  egpaco
fopoidgice  localmente  compacto B gue  satisfaz o 22 axioma  da
snumerabilidade, Considers uma  sequéncia }:z’ Xg, v bBid, em & com
distribuicio comum u. Se v ¢ uwma distribuiglo em B p-invariante entdo

para quase todo @ existe uma probabilidade v, em B tal que & sequéncia

[Ki“"} X, (@) .. X (@) g y}

nt

converge fracamente para v, para quase tode g com respeito & medida A =
i

Z oot ¢ . Além disso, para toda funciio mensurdvel limitada f em B

jm%”m%]

ne={

Demonstragio: Seja £ uma funclo real continua mensurdvel = limitada em

BeF: 0—— R as médias da § transladada por &
Fig) = j flg-x}) dvixd g & G
B

Definimos Mﬁ{w} = Xziw} X_ziw} e }{n{w}. Se chamamos de F_ & o-algebra

gerada por Kz’ inen }!{n entio
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st
oy
o

i
-;’EE:E»EMM;EWJ = J% %"(Mngi dpfgl

oom efelte, se E Tor um elemento de & entio
3]

"

j %"{_Y{E{w} xq_&gm} SPlw) =

f F{Xxéw) I‘(ﬁ{w} g} AP @ ul {w, gl

pela independénoia dos Xg"sx Pelo Teorema de Fubinl z integral scima &

pral A

r
j Ej Fih&n{w) g} dulg)] dP{w)
E

A partir de {1} e da definicBo da funcfo ¥ temos, [lembrar gue

¥ & u-invarianteh

iEEF{me}I §n] = Jj f{%{n g - x] dulg) dolx}

o

= f‘{Mﬂ-’ x] dipt * ) (x)

Iste 2, & sequéneia {F {Mﬁ], n# i } £ um martingale, como € limitado,

CONVErgs quase sempre & uma f%ms;éc} r P { ver por exemple seglc 2.2 de

(111 & alem disso



17F
o Bl

Fel

Hﬁ f{;‘{l* x} d;.;{?(i; dwixd ﬁg f{x} deixn) . {2}

Para todo K, r & N itemos:

e - po) (T =<l T 2o T -2 (]

- efef, ) efelu)]

Portanto, por canceiamento telascdHpio

Vel o) T elbe) ]+ Ll ]

=h ®=1 k=1

ok
i
£
P
o ianiii
ME:
et
St
#

f.ogo

K=l p=0
e ¥ . ®
g T o]
55 e ) o] el
*r P {;[ E
wwl y=0 =

Segue entdo que



£ w a.%.

2 portanio a sequéncis { F{}&g g}, k=i }» também converge a F} , P ad -

Juase sempra.

Dada uma sequéncia { F, gz 1 } densa no 2Spagn separavel
{:i :

QQ{B} daz fungdes continuas sm B oom  suporte Compacts, existe um
subconjunto mensurdvel A < €« G com {F 8 A) {A) =i tal que para itodo g

=P e g8 A

E‘fq(h{niw} g - x} dwix) s f’f fw} |

J .

Chamemos de v, um ponto limite de

» &

{Mn{w} g v, oz l}

Iver jema IL2.9), entdo

}f d1 = T {w) t
q L3 fq

isto &, v ndc depende de g e & o limite de Mq{w} gv, serda chamads
93 E

entfia de v Por fim, pela equagio {2):

Jroa-fr, ]

4q

sntdo para toda funcgdo mensuravel e limitada

[rav=e[[rm,].

isto &, v, tem que ser uma medida de probabilidade guase sempre.
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