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INTRODUÇÃO 

A Teoria de Produto de Matrizes Aleatórias além de seu 

interesse em si tem aplicação em questões relativas a estabilidade de 

sistemas dinâmicos estocásticos ( e de fato foi onde teve uma de suas 

motivações iniciais). em particular nos problemas relativos a solução de 

equações diferenciais ou de diferença com coeficientes aleatóríos. A 

titulo de ilustração considere o problema de determinar o comportamento 

assintótico da sequência aleatória de números reais a satisfazendo a =-
" n 

u ·a + v ·a , onde ( u • v ) é uma sequência de vetores aleatórios 
n n-1 n n-2 n n 

independentes e identicamente distribuidos. Podemos então escrever: 

onde 

isto é, o comportamento de a depende diretamente do produto Y 
n n 

Y. 
1 

Neate trabalho juntamos a Teoria Ergódica à Teoria de Produto 

de Matrizes Aleatórias no sentido da primeira permitir uma abordagem 

imediata, uma interpretação dinâmica e geométrica da segunda. Tentamos, 

na verdade fazer uma abordagem dupla desta Teoria: uma mais 

probabiHstica (como em [2], nosso texto principal) e outra ergódica 

(como na primeira parte de {91 ) e comparar qual das interpretações é 

maís conveniente, em qual aspecto e precisamente onde as hipóteses em 

uma são equivalentes às hipóteses da outra. 

No Capitulo I sobre Teoria Ergódica mostraremos, entre outros 

o Teorema Ergódico Multiplicativo de Osseledec que. em si centraliza a 

interpretação ergódica do produto de uma sequêncía de matrizes 

aleatórias e dos expoentes de Lyapunov associados a ela. 

O Capitulo H dá noções geraís sobre a Teoria em questão, é 
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onde mostramos o Teorema de Furstenberg e Kesten. que vem a ser nada 

mais, nada menos que uma versã·o da Lei dos Grandes Números adaptado a 

produto de matrizes aleatórias, ou mais precisamente, garante que para 

uma sequência de matrizes aleatórias Y
1

, Y
2

, 

dístribuidas temos 

identicamente 

onde s = y ... 
n n 

lim 

. y 

' 

1 
n Log iS i = 1 

n 
q.s. 

Os resultados principais estão no Capitulo lll onde 

efetivamente estudamos o comportamento assintótica do produto s 
n 

especialmente no que diz respeito aos expoentes de Lyapunov e 

convergência no espaço projetivo. 

Onde couber faremos comentários relativos à necessidade ou não 

da independência ou da inversibilidade dos elementos da sequência 

{Y ) _ . Uma extensão natural do trabalho seria o estudo de uma versão 
n n""'l 

do Teorema Central do Limite adaptado 

exemplo a abordagem de Le Page em (10]), 

a matrizes aleatórias por 

e na verdade os resultados do 

Capítulo UI abrem caminho para isso, no entanto preferimos não assumir 

um objetivo tão extenso nesta monografia. 
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CAP!TIJLO I 

TEORIA ERGÓDICA 

Neste primeiro capttulo apresentaremos alguns conceitos e 

resultados bâsícos da Teoria Ergódica; essa nos fornece um ponto de 

vista mais abrangente e permite demonstrações mais imediatas dos 

resultados na Teoria de Produto de Matrizes Aleatórias. Este capítulo 

oferece um ferramenta! muito poderoso e geral. no sentido de poder ser 

tomado como ponto de partida para diversas teorias. 

inicialmente faremos uma breve apresentação de definições 

bâsicas: espaço de medida e transformação mensurável que preserva 

medida. Na seção 2. basea.da principalmente em f7l, apresentaremos um 

outro conceito fundamental na teoria: o de ergodícidade. discutiremos 

proposições que nos garantem essa propr-iedade e alguns exemplos que 

serão utilizados posteriormente. Nas outras duas seções estaremos 

tratando com uma questão tlpica: saber o comportamento assintótico da 

aplicação iterada de uma transformação mensurável T que preserva medida, 

isto é, da sequência (T0
} ; naturalmente para essa sequênda fazer 
n~O 

sentido. estaremos tratando com transformações de um espaço X nele 

mesmo. Na seção 3 provaremos o Teorema Ergódico Sub-aditivo de Kingman 

nas versões de [41 e tl41 e o Teorema Ergódico de Birkhoff como 

corolário deste. Na seção 4 demonstraremos o Teorema Ergódico 

Multiplicativo de Osseledec seguindo a versão de [14]. 

1.1. DEFINIÇÕES BÁSICAS 

O conceito básico de espaço de medida é uma tripla <X. J.. m} 

onde X é um conjunto, di uma u-&lgebra em X e m uma medida neste espaço; 
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na maioria das aplicações que f dremos essa medida será uma probabilidade 

(isto ê, m(X) = U. Uma transformação mensurável T: X--'? Y ê uma 

aplicação entre dois espaços de medida (X, A , m ) e (Y, A , m l tal que 
)( .X y y 

a imagem inversa de conjuntos mensuráveis Fm Y sejam conjuntcs 

mensuráveis em X; a transformação mensurável T será inversível se 
-1 -1 

existir uma transformação mensurá.ve! T : Y ~ X tal que TT "" Id e 
y 

A maioria <las transformações mensuráveís com as quais 

tnbalharemos preserva medída, isto é, a medida de todo mensurãvel em Y. 

é a mec-~ma de sua imagem inversa em X: m C(-
1
A) = m (A}. onde A é 

• y 

mensurável em Y. 

Um dos exemplos mais simples e familiares deste tlpo de 

transformação e a translação na reta com a medida usual de lebesque: 

Tx = x +l, ou mais geralmente em um espaço euclidiano: Tx = x + c, onde 

c é um vetor arbitrário. Ainda mais geral, em um gr·upo locahnente 

compacto com uma medida de Haar invariante à esquerda, tome c um 

elemento arbitrário do grupo e defina Tx = ex. f: ilustrativo neste caso, 

considerar por exemplo o grupo no círculo { z e C: !z! "" l} com a 

operação de multiplicação e T uma rotação por um ângulo «. onde a é o 

argumento do elemento c. 

Uma das transformações mensuráveis que preservam medida que 

aparecem com frequência no estudo de Produto de Matrizes Aleatórias é o 

"shift" ou translação à esquerda em uma sequência unilateral. Seja E um 
iN 

espaço de probabilidade e considere o espaço produto E = Ex Ex ... , isto 

é, o espaço das sequências em E, com a o--álgebra gerada pelos cilindros 

em um número finito de coordenad3.s; a medida neste espaço será a medida 

produto p. em outras palavras: dado um mensurável básico A = A 
' 

:< A 
2 

x ... x A,. x Ex Ex ...• K E fN, temos p(A) = m{A }· m lA}· ... m{A ). 
~ 1 2 k 

A 

transformação que faz a translação à esquerda é T [{x I > ) = [x J > 
n n-1 n+l n-1 

T é mensur·ável e preserva medida, A scquência é chamada 1.mHaterai 

porque o produto cartesiano de E se estende infinitamente para a 

direita; vale observar que se o mesmo shift a esquerda fosse feito sobre 

uma sequência bilateral (isto é. sobre E1 ), T além de mensurável 

preservar a medida, seda invers.lvel. 

e 



Outro exemplo típico da teoria de que trataremos é a 

transformação 

e: (Ex Ex ... } X B --:lo (Ex Ex ... } X B. 
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onde E é o espaço das matrizes dxd, B é o espaço projetivo P(IRd), e a 

medida em jogo é uma medida produto. Neste caso e [(Y , Y , ... ), x)---7 
y X 1 2 

({Y
2

• Y
3

, •• .l, !!<xn)· Esse exemplo serâ discutido com mais detalhes, 

e numa linguagem mais adaptada à teoria, na demonstração da proposição 

U.3. 7, para um semi-grupo topológico G agindo em um espaço topológico 

1.2. ERGOD!CIDADE 

O conceito de ergodicidade se fundamenta na seguinte: 

Definição 2.1: Seja T: X --:loX transformação mensurável que preserva a 

medida, dizemos que o subconjunto mensurável E c X é invariante (01l 

T-invariante) se T-1E = E quase sempre. Analogamente, dizemos que a 

função mensurável f: X--------? :R é invariante (T-invariante} se f(Tx} = f(x) 

para quase todo x e X. 

No sentido dinâmico da transformação T, a noção mais natural 

de invariança de um conjunto é a de que sua imagem pela transformação 

esteja contida 
-1 

que E c T E), 

nele próprio, isto é, que T (E) c E {ou equivalentemente 
-l 

apesar da definição formal exigir mais: que E = T E. Em 

geral essas noções não são equivalentes; no entanto se m(x) < m então E 
~l -·1 

c T E implica em T E = E q.s., isto é, que E é invariante a T 

(Analogamente se T-
1
E c E então E é invariante). De fato, '~':lmo ml'i' '

1
E) ""' 

m{E} então: 

_, 
= m (T E), 
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que implica em 

Como m(E) < oo segue que 

Agora se m (x) = ro então T(E) c E pode não significar 

invariança. Considere o seguinte contra-exempto; X = Z com a medida da 

çontagem (isto é, a medida de urn subconjunto de l é igual à sua 

cardinalidade) e a transformação Tx = X + L O subconjunto dos naturais 

N = { O, 1, , , . } contém sua imagem, porém m{11N - lNl = m { O ; = l, 

portanto os naturais não são invariantes a T. Mostrarnos agora a 

definição de ergodicidade: 

Definição 2.2: Dizemos que a transformação mensurável T: X-........;;. X que 

preserva a medida é ergódica se os únicos conjuntos invadantes são os 

triviais, isto é, se E c X mensurável é invariante então 

m (E} = O ou m(X - E) = O. 

É facil verificar que o exemplo acima com X = l e Tx = x + i é 

ergódico (suponha que não seja, isto é, que exista E invariante tal que 

E :# 0 e E -t:. l, use a boa ordenação dos naturais e chegue a um absurdoL 

Numa. visão "dinâmica", ergodicidade no caso m(X) < zy;, "Significa que não 

existem subconjuntos próprios de medida positiva em que sua imagem 

esteja contida nele próprio, em outras palavras, a transformação faz, 

num certo sentido um embaralhamento completo do conjunto, Esta idéia 

estará bem patente na proposição 2.5. 

Já dissemos na seção anterior que o shift à esquerda é uma 

transformação mensurável que preser-va a medida. mostraremos agora que. 

além disso, também é ergódica; esse resultado será usado, em particular, 
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na demonstração da segunda versão do Teorema de Furstenberg e Kesten no 

final do próxlmo capítulo. 

Lema 2.3: Seja E um espaço de probabilídade. então a translação à 

esquerda T(x ) = (x ) no espaço produto ~ é ergódica. 
n ni!'!l n-+1 n~l 

Demonstração: Suponha que G seja um conjunto invariante; existe um 

cilindro de "dimensão finita" A que se aproxima de G no sentído de p(A I! 

G), ser tão pequeno quanto se desejar (li é a diferença simétrica, isto 

ê, A A G = í.A - G) U (G -AH. Como A é determinado por um número finito 

de coordenadas, então para um inteiro n suficientemente grande, o 

conjunto B = T-n A é determinado por um número finito de coordenadas 

disjuntas das anteriores; portanto p(A n B) = p(A).p(B). Como G é 

invariante então p(G l1 B} também é tão pequeno quanto se 

li A) = T-n(G li B)}; o mesmo pode ser dito então para p(G 

desejar (T-n(G 

/l(A n BJ). Em 

Ql.Jtras palavras, p(G) está, ao mesmo tempo, arbitrariamente próximo de 

p(A)~ de p(BJ e de p(A).p(B}. então p(G) = p(G)
2
, ou seja p(G) = O ou 

p{G) = 1; isto é G é trivial. logo T é ergódica. 

• 

A seguinte caracterização de ergodicidade será útil 

posteriormente: 

Proposição 2.4: A transformação T: X----';)< X mensurável que preserva a 

medida é ergódica se e somente se toda função mensurável invariante é 

constante. 

Demonstração: Seja f mensurável e invariante, se X(k,n) é o conjunto de 

X d k f' j ( k + 1 k ' ru ã . ·.a " d x € on e :s 1.X • E ' e n E u~, ent o a 1nvar1a.nc1a e 
z" 



f implica na invariância de X{k,nL Pela ergodiddade de T existe um 

único k = k.(n) tal que m ( Xfk(n),n} ) = 1. Ora 

f(xl = f ( t! X(k(n),n)] q.s. 

segue que f(x) é constante quase sempre. 
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A reciproca é trivial: se não existe função mensurável 

invariante não constante então não existe conjunto mensurável invariante 

não triviaL • 

No caso de m(X) < ro podemos ainda dizer que T é ergódica se e 

somente se toda função invariante em L {X) (ou da mesma maneira em 
1 

L
2
(X)) for constante, de fato, neste caso o que acontece é que toda 

função característica de conjuntos mensuráveis é integráveL 

A próxima pmposição é um exemplo típico da idéia de que 

ergoddade em espaço de medida finita leva quase todo ponto em "quase 

todo lugar". 

Proposição 2.5: Seja X grupo abeliano compacto com base enumerável, 

c um elemento neste grupo e Tx = ex. Então T é ergódica se e somente se 

a sequência {cn}, n = O, ± 1, ± 2, ... é densa em X. 

Antes de demonstrá-lo vejamos o seguinte 

Lema 2.6: Se o espaço X é um espaço topológico compacto com base 

enumerâvel, tal que para todo aberto não vazio sua medida é positiva, e 

T: X~ X é uma transformação ergódica. então para quase todo x e X sua 

órbita (isto é, { Tnx} > } é densa. 
n-0 



Demonstração! Um elemento x E X tem órbita não densa se e somente se 

existe um aberto básico G tal que Tn_x E G ou ainda x E r·-nG para todo n 
00 

E lN, isto é, X e n (X - T-nG). Chamando essa intersecção de E temos 

T-1E .':l E, portanto E é invariante porque X tem medida finita { lembre-se 

que trata-se de medida de Haar em espaço compacto). Como m(G} > O e G ê 

disjunto de E segue pela ergodicidade que rn(E) ""' O. Cada elemento da 

base topológica G
1 

gera um conjunto E
1 

de medida nula como construido 

acima; se x E X não pertence à união enumerãvel dos E 's então x tem 

' órbita densa • 

Demonstração da proposição 2.5: Se T é ergódíca então, pelo lema 2.6, 

existe x
0 

E X tal que a sequência { ~x } = { cnx
0 

} é densa. 
O nõ!O n.i!:O 

Como x---+ x é homeomorfismo então 

{ c"x0 t~o x~ 1 ~ { c" t~o é denso em X. 

Reciprocamente, suponha que {cn} seja denso em X. Temos que 
n~l 

T induz um operador unitário 1\ L (X} ·---t L {X) da seguinte maneira: 
2 2 

f(x) --7 foT(x) = f( ex}, de fato verifique que ( f( ex}, g(x) \
2 
= (f{x), 

-1 \ 
g(c :x) / L2 Se f é homomorfismo contínuo (lembrar que as funções 

continuas são densas em L (x) c L (x)) ísto é, f( ex) = f( c)· f(x} então 
2 1 

f é um auto-vetor do operador T. Como os auto-vetores do operador 

unitário T formam uma base Hílbertiana em L (XJ. então toda função z 
invariante em L

2
(X} pode ser escrita como uma expansão dessa base. Os 

auto-vetores correspondentes a auto-valores distintos são ortogonais, 

então toda função \;wariante está no auto-espaço associado ao auto-valor 

L 

Note porém que se f{cx) = f(x} para todo x então f(c
0 x} = f{x) 

para todo 

conclulmos 

n E lN, 

que f 

pela densidade de { 

é constante, portanto 

constante quase sempre, isto é, T é ergódica 

" c } -
n~1 

toda 

e continuidade da f 

função invariante é 

• 
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Um exemplo que ilustra bem a aplicação desta última proposição 

é a rotação no circulo: considere mais uma vez o grupo X = { z e C: [ z! 

= 1 } e a transformação Tx = ex. Se c for raiz da unidade, ísto é, c = 
Hp/q)2Jt 

e , P;q E [0,1] n o, então sua órbita não é densa e portanto T 

não é ergódica; por outro lado, se c = elrzn: r E ; [0,11 irracional 

então sua órbita é densa e T é ergódica. 

!.3. OS TEOREMAS ERGÓDICOS SUllADITIVO E O DE B!RKHOFF 

O Teorema Ergódico Sub-aditivo de Kingman diz respeito à 

de funções mensuráveis sub-aditivas convergência de uma 

{g } , no sentido de 
n niel 

sequência 
l 

gn convergir quase sempre a uma função g 
n 

mensurável. Vejamos precisamente a seguinte 

Definição 3.1: Seja ! n. :f, P) um espaço de probabilidade e e uma 

transfor·mação mensurável que preserva a medida: dizemos que (gn) n'?;;t 

sequência de funções mensuráveis é sub-aditiva se 

P-quase sempre 

para todo n, k inteiros positivos, 

Os exemplos seguintes serão úteis em demonstrações 

posteriores: 

Exemplo 3.2: Seja uma função mensurável 
n-1 

considere S -= [ 

" 
foe1. A sequência S é sub-aditiva; com efeíto 

n 
l=O 

s 
Mk 

e 



11 

n-l 

~ I f<>&j + 

J -:=0 

Com este exemplo o Teorema Ergódico de Birkhoff será 

consequência do Teorema Ergódico Sub-aditívo {ver corolário 3.12). 

Exemplo 3.3: Seja Y:O---? M(d,!R) uma função mensurável no espaço das 

matrizes reais dxd. Definimos a norma il •!! de uma matriz M como 

IIMII = sup 
Ux!l=l 

n n-1 
Considere Y = Y(B w) ••. Y(Bw) Y(w); então a sequência f {w) = Log 

W n 

~Ynjj é sub-aditiva. Com efeito: 
w 

Com este exemplo demoa<;;tr-amos o corolário 4. t do Teorema 

Ergódicn Sub-aditivo, de grande importância na demonstração do Teorema 

Ergódico MuhípHcatívo da próxima S('Çâo. Mostraremos agora duas versões 

equivalentes do Teorema Ergódico Sub-aditivo tf4l e [141), bem como o 

Teorema Ergódico de Birkhoff como colorário destes. Nos próximos 

capitules mostraremos como alguns r-esultados da Teoria de Pr-oduto de 
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Matrizes Aleatórias se adaptam, a menos de linguagem. como corolário 

destes teoremas. 

Teorema 3.4 (Teorema Ergódieo Sub-aditivo~ JTA versão):Sejam (0, ~. Pl 

um espaço de probabiHdade, e uma transformação mensurável que preserva 

a medida e (g ) iN uma sequência de funções sub-aditiva em L
1
{0). Se 

n ne I 1 
existe M ~ O tal que g dP >e - Mn para todo n E iN então I im - g 

n n n 
Q n -~w 

existe P-quase sempre. é a - invariante, e para todo conjunto mensurável 

invariante A. 

J lim 
A 

l 
-gdP­
n n 

iim 
1 
n L g dP. 

n 

A demonstração basear-se-a nos seguintes lemas: 

Lema 3.5: 

Um 
n--Tw 

l 
n 

Demonstração: A subaditividade 

subaditividade das integrais: 

I g dP s 
n•k 

Q 

inf-
1 J gdP~-M n n 

n n 

nas funções (g ) > 
n n-1 

implica na 

Agora um resultado auxiliar para sequências de números reais nos garante 

o 
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Lema 3.6: Seja (a J 
n 

ne:l uma sequência subaditiva de números reais, isto 

é, para inteiros m,p <t:ltemosa sa +a·então 
m+p m p' 

Um 
n --)w 

a 
n 

n 
inf 
m 

a 
m 

m 

Demonstração: Fixado m, para todo n .:e 1 escreva n = r · m + q, r ~ O e 1 

::s q < m; então 

que converge para 
a 

a 
n 

n 

a 
m 

m 

a 
-==' ~c~m~'~qc:l , 
rm + q 

r· a + a 
m q 

rm + q 

quando n vai para infinito. 
a 

Segue que lim " sup 
n 

$ 
m todo maior lgual l. Conclui mos resultado para m ou a o 

m 
a a 

considerando que Um sup 
n 

inf 
m -- • n m m 

Agora, tomando a 
n =f g dP temos então: 

Q n 

lim J_J g dP 
n n 

Q 

= inf ~ J 
Q 

que conclui a demonstração. 

a 

" lirn inf n 

n • 

g dP ~ 
n 

-M, 

• 

Lema 3.7: Se A e :Y: é invariante então g' == 'X • g • onde :r é a função 
n A n A 

característica do conjunto A, também satisfaz as hipóteses do teorema. 

Demonstração: f: claro que será sub-aditiva, só precisamos mostrar que 

satisfaz a hipótese de limitação inferior das integrais: 
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E fácil ver que o complementar Ae também é invariante: se m{TAcnA} > O 
~ c c 

então m(T A} > m(A) o que é um absurdo, segue que TA c A q.s. Então: 

um _!_I g dP = inf _!_I g dP = c n n n n 
Ac Ac 

Se c :-J:. - w então, para todo o: 

logo, 

- nc 

- {M + cJn ~ - Mn -I 
A" 

g dP, 
" 

g' dP. 
n 

conforme desejamos. 

Se c = - w chegaremos a um absurdo pois 

-M:s:lim -
1 J g dP= n n 

Q 

lim -~-I g dP + lim _!_I g dP = n n n n 
A A' 

g dP 
" • 

Vimos na demonstração deste último lema que se um conjunto A 

for invariante então seu complementar A c também o serâ. Temos ainda 

mais; suponha que {A
1
}12!:.

1 
seja uma sequência de conjuntos invariantes. 

então 

u 
ielN 
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Enfim, os mensuráveis invariante formam uma sub-o--álgebra de '!F que 

chamaremos de 1. No próximo lema mostraremos o comportamento da 

esperança condicional das funções g 's com respeito a J. 
n 

Lema 3.8:: Seja :f = {A e '!I : A é e-invariante}, então: 

e 

para todo A e !l. 

1 
n 

Demonstração: A primeira igualdade fica estabelecida em razão do lema 

3.6 se mostrarmos que !E[gn!.:t] é sub-aditiva. Or-a, de fato !E[gn o0n[1 ] = 

\E [ gk !.J] pois J á a sub--(1"-álgebra dos e-invariante. segue que 

Para mostrarmos a segunda igualdade temos que 

1 
n 

para todo m E IN. Integrando ambos os lados temos: 



e passando ao Hmite: 

_l_J gm dP 
m 

A 

!6 

(!.!) 

Por outro lado, por indução scbre a sub-aditividade temos que 
n·t 

~I 
l 

gn g o8 
1 

o que implica em! 

!=O 

Aplicando o Lema de Fatou obtemos 

Então 

Logo 

(1.2) 

Ora, (1.1) e (L2} nos dão o resultado desejado. 



Lema 3.9: As funções lim sup 

Demonstração: Temos: 

Da mesma maneira 

.2-_ g e lim inf 
n n 

1 
- g são invariantes. n n 

1 
-(g ,a)~ Hm sup 
n n 

_!_ (g - g) = 
n n+l 1 

= Hm sup 

1 -g n n 

1 
-g 
n n 

17 

Dizemos que f é sub-invar-íante se f"' e i!':: f; 

sub-invariança implica em invariança pois o 

se e preserva medida então a 
1 1 operador T:L --------*" L , T{fl = 

fo9 preserva a norma UT(Of! = Uf!l , logo fo8 = f quase sempre 
1 ' • 

O próximo lema é muito versátil em Teoria Ergódica, no nosso 

desenvolvimento será usado na demonstração do Lema de Hopf {3.11). 

Lema Ergódico Maximal 3.10: Seja a sequência (g ) • L 1(0), 
IN ' n nE 

sub-aditiva, isto é, g 
n•k 

preserva medida; sejam 

E = {w sup g (w) >o} k 
1 ~n:Sk 

n 

então 

I g1 dP "' o 
E • 

q.s. e e uma transformação que 

e E = {w sup g
0
(wl} 

l~n 

e I g, di' "' o. 
E 
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Demonstração: Considere o 

= f <>9; T é positivo pois se 

operador linear T:L CO)---)- L (0), onde T{f) 
' ' f ~ O então T(f) ~ O e além disso tem norma 

unitária. Definimos g
0 

a O e estabelecemos 

g (w) 
n 

então Gk~ gn, O :S n s k. Como T é positivo, TGk ~ Tg • logo 
n 

segue que TG k + g
1 

<e: sup g = Gk (assumindo Gk > 0). 
l:Su!Sik n 

G -TG emE o} logo: 
k k • 

(pois G a O em O - E } 
• k 

pois T é positivo e tem norma 1. Portanto 

Como E,. c E 
"' k+l 

e LJ 
kEiN 

para todo k E IN . 

Ek = E, então aplícando o teorema da convergência 

dominada a XE ·g
1 

convergindo pontualmente a XE· g
1
, temos: 

• 



pois todos os termos são positivos • 

Note que se a sequência for aditiva, 

então ( -g ) ,.1 também satifaz as hipóteses do 
n nEH 

isto é, g = 
n->-k 

Lema Ergódico 

!9 

n g + g of) 
n k 

Maximal, o 

que significa que, neste caso, podemos trocar sup por inf e inverter as 

desigualdades. Mostraremos por fim o Lema de Hopf que desempenhará um 

papel central na demonstração do Teorema Ergódico Sub-aditivo; usando as 

mesmas notações e hipóteses do teorema temos então o 

Lema (Hopf) 3.ll: Seja 

Então 

Demonstração: Considere 

definimos 

go = O e f 

Paran<m 

n·l 

LTlfm 
jeoQ 

Um inf 
n 

1 
n g~w) < O } • 

lim _l I g dP s o. 
n n 

n 
E 

o operador linear positivo 

m 

1 L (g, - Tg ) • m e iN. = 
m m H 

r- e::l 

n·l m 

= ~L L (T'g,- Tl+lg ) ,., 
io=O r "'1 

T{f) = fo9; 
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então:-

n-1 

L Tfm = f + Tf + ... + T"-'r = 
m m m 

1=0 

m m m 

= ~ [L (g, - Tg l + L [Tg, - T2g )+ . . L [T"-'g,- T"g,_,JJ = 
H H 

r =l f '=1 r- "'1 

m 

= ~ [L g,+ Tgm+ T2gm+ ... + T"-lgm- [T"g.] - (T"g,J - ... -[T"gm-1]] = 

r "'1 

m+n-1 

+ L [Tl-mgm - T"gl-n]]. 
l=-m. 

Pela sub-aditividade temos g 11 - yflg~ :.s g para l <!'.: n e Tl-mg 
~ ~ n m 

n - T g !-n 
1-m 

::s T g § 
n+m-t. 

= g + 
n 

Como 

rn+n-1 

l-m '-m ...n 
ouT~ g :ST- g g+tg 11 poisg :Sg n+ 

m n+m~ ~-n m n+m-<:, 

n·-1 m+n-1 

~ [L gt- ngn *L -~-m ] gn+m-l 
f,l i=m 

n-1 

L Tl-mg s L r" ( sup gt) então: 
n+m-l 

t::>:l:.Sn+ 1 
f:=m k"'O 



n-1 

+ IT'( 
1=0 

sup 
l~l5ru1 
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Notar que o termo que aparece no colchete independe de m. logo 
1 pode ser Umitado por uma função h e L (r.!), k < m e h > o independente . " 

de m tal que: 

Sejam 

A ~ {w 
k 

B ~ {w m,k 

inf 
l:Sn:Sk 

g (w) 
n <o} 

1 
m 

e 

n-1 

l""O 

inf tT'(rm- ! h,] <o} 
t:Sn::!ik 

i"'O 

para n :S k. 

Temos que A ç B • Vk < m pois 
k m.k 

n-1 

L Tl (r m - ! hk) "' gn , n s k, 

!=O 

e como E é e-invariante 

B n E = E n { inf f' TX (r - -1 
h ) { o } 

m,k t;SnSk L E m m k 

1 "'o 

Aplicando o Lema de Hopf na forma de inf na sequência aditiva S = 
n-1 

- _1 h l m k 
resulta que 

dP 



Logo 

pois h , 
k 

então 

o, 

L f dP "' 
1 L h dP s -

1-J h dP m m • m ' 

" E " E Q 
m,k m,k 

então: 

llm sup J fm dP s lim sup 

e n E 

1 
m 

m,k 

Por outro lado. como f ::s g pois 
m 1 

m m 

dP , 

onde g
1

"" é a parte positiva de g
1
; logo 

Agora, como A c A e E c U A,_ temos que 
lt k+t ... 

lim sup f f m dP $ O, mas 

E 

= _l_Jg dP m m 
E 

22 
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o que conclui a demonstração • 

A demonstração do Teorema se faz agora combinando os 

resultados dos lemas anteriores: 

Demonstração do Teorema Ergódico Sub-aditivo (3.4): O teorema fica 

estabelecido se mostrarmos que as funções invariante do lema 3. 9: p = lim 

inf ! gn e Ç = lim sup -} gn são tais que p 2:: W 2:: Ç q.s. isto é que 

lim ~ 1 ~· g = W, onde 'li é a função invariante 11t = 
n n Hm -

1 
E[g Jij. do lema n n 

3.8. 

1) pz:.'iíq.s.: 

Seja B = {x : W(x) > p{x) + a} para um certo a > O arbitrário, 

note que e é e-invariante. Considere 

g' 
0 
(x) = X

5
(x} [ gn {x) - n ( W{x) - a)] 

A sequência dentro do colchete [ gn {x) - n ('l'(x} - a) J é 

sub-aditiva {lembrar que 'it<>O = 'lt) e além disso 

g (x} - n {W(x) - a) 
n 

n dP > ~ M ~ J (w(xl a) dP 
Q 

onde M + J(w + a) dP > O para M suficientemente grande. Em outras 

palavras essa sequência satisfaz as hipóteses do teorema, e pelo lema 

3. 7 a sequência g' tambêm o satisfaz. Vamos então aplicar o lema de Hopf 
n 

nesta última, só que antes disto observaremos que se B' = {x : l.im inf 

-1 g' (x) < O} então B = B". De fato se x E B então Wbd > p(x) + a e 
n n 

_l g'(xl = 
n n 

_!_ g {x) - ('lt(x) - a}. Logo: 
n n 

lim inf ~ 1 ~ g' (x) 
n n 

= Um inf[-
1 

g {x} - (>fbd 
n n 

+ a)J = p(x) - ('P{x.) - a} < O 
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então x E B'. Reciprocamente, se x É B então X
8

(x:} = O logo Um inf 

_i_ g' (xl = 
n n o, isto é, x e B'. 

O lema de Hopf nos garante então -que 

lim _!_I g' dP = Um l_J g dl' - J '+"dP + a P(B) .:S O. n n n n 

• • • 
Como B é invariante. então pelo lema 3.8 

lim *I gn dP = I 'idP 
B B 

segue que a.P(B) :s O o que implica em P(B) = O, e pelo arbitrariedade de 

a concluímos que p 2!: W q.s. 

arbitrãrio; 

efeito: 

SejaB={x: 
l e f = -g . 

n k nk 

1 
f = -g k (n+r}k 

Ç'(x} > ~{x) + a} a-invariante com a 

A sequência (f ) IN é subaditiva para fi\ 
n ne 

l -g + 
k nk 

_l_g o6nk =f 
k kr n 

> o 
com 

Considere, como na primeira parte da demonstração que f' = 

'J: (f - n(~+a)J, análogo ao que já foi demonstrado para g', f' é 
8 n n n 

sub-aditiva para ek e satisfaz as hipóteses do teorema. Seja 

afirmamos que B = B', com efeito. se x e B. considere n = kj + p, como j 

~OeO.:sp<k. então: 
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logo 

O < t;(x) - ('li{x} + a) .:% lim sup -
1 

f' {x) ::s sup f' (x). 
n n n 

isto é x E s•, Reciprocamente. se x t\ B então f'b:J = O logo sup f'{x:) = 
n n 

OexeB'. 

Agora, pelo Lema de Hopf: 

então: 

lim _!_J f' dP = lim 
n n 

B 

1 
n 

1. 1 J l 1ffi- -g 
n k nlt 

• 

J ~ gnk dP - J w dP - a P(B) ;, O 

• • 

dP - J w dP ~ a P(B), 

• 
como B é invariante segue pelo lema 3.8 que o lado esquerdo da 

desigualdade é zero, isto é, P(B) = O, então '.[! ~ I; q.s. 

O último resultado do Teorema agora é 

= Um -
1 

IE {g [Jl e o lema 3.8. 

trivial com o que 

provamos: 1
. l 
1ffi -g n n n n • 

Corolário 3.12 (Teorema Ergódico de Birkhoff}: Se a é uma transforma-

ção que preserva a medida no espaço de probabilidade m.!f,P) e se f e 
n-1 

L 1(0), então ~L f(a3x} converge quase sempre. A função Htnite 

J "'(} 

• 
f é 

integrável, invariante e igual a iE[f! 1 J onde :J é a sub-a'-álgebra gerada 

pelos conjuntos e-invariantes. 

n -I 

O corolário é demonstrada considerando = \ f .,e1 
gn L {ver 

1""0 

a Jlfl dP e note que exemplo 3.2), tome M por exemplo igual 
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~ g
0 

dP = llm ! J g
0 

dl' = J f di', 

A A 

onde A é um conjunto mensurável invariante. Observe, em particular que 

se e for ergódica então f" é constante quase sempre e igual a J f dP. 
o 

Para nossas aplicações será mais conveniente a segunda versão 

do Teorema Ergódico Sub-aditivo que apresentamos agora; essa versão 

demonstra-se facilmente a partir da primeir-a. Vale ressaltar que nesta 

versão. diferente da primeira. pode-se admitir não só funções, como 

integrais assmnindo valores em !R U { -w }, 

Teorema 3.13: (Teorema Ergódico Sub-aditivo, 2i1- versão}: Seja (Q, :l', 

P) um espaço de probabilidade. 9 uma transformação que preserva medida e 

{f ) uma sequência de funções mensuráveis Q------* !R U { -«~ } 
n n>O 

satifazendo as seguintes condições: 

a) íntegrabilidade 

b) sub-aditividade f :S f -+ f Q em 
m+n m n 

q.s. 

Então, existe uma função f: Q ---> 

O-invariante tal que f+ e L1
(Ql, 

!R U { -m } mensurável, 

lim ~f =f 
n n 

q.s. 

e 



Demonstração: Das hipóteses a) e b) temos; 

+ n-1 
f ~ f + f <>S + ... + f <li3 :s [ ). n 1 l 1 

f • r· f+ A ... n-1 + <>9 + ,.. + ~u 
1 1 l 

Portanto In = J f n dP existe, finito ou -ro, e pela sub-aditividade (lema 

3.1) 

lim ~Jr dP = inf ~fr dP. n n n n 
n 

Agora. para cada inteiro positivo N defina: 

é claro que ainda é sub-aditiva, está em L 
1
(0) e além disso 

Jr!*t dP i!: - n N. Vn e IN. portanto. pelo teorema sub-aditivo (1ª- versão) 

converge q.s .. A sequência e decrescente, 

seja então f = inf ftNJ; teremos então: 
N 

Em particular 

Hm-
1
f=f 

n n 
q.s. e 

Jr dP = 

Além disso 



Jr'"' di' 
= i~f I; f{N) di', 

n 

então 

Jr dl' = inf J ! l~H 

N,n 

= inf I __!__ f dl' 
0 

n n 

• 

Com essa segunda versão do Teorema Ergódico Sub-aditívo, o 

Teorema Ergódico de Birkhoff agora pode ser reenunciado para funções 

f+ E L 1{0) que as conclusões continuam verdadeiras. Essa versão 

"extendída" do Teorema de Birkhoff será útil na proposição H.3. 7. 

A proposição 4.1 da próxima seção é ainda um cot·olário imediato 

desta segunda versão do Teorema Sub-aditivo. 

1.4. O TEOREMA ERCÓDICO MULTIPLICATIVO 

Nesta seção os resultados e a linguagem estarão muito mais 

próximas da Teoria de Produto de Matrizes Aleatórias; o Teorema Ergódico 

Multiplicativo em si e. essencialmente. um tipo de Teorema Espectral 

para o comportamento assintótico desse tipo de produto (onde as matrizes 

aleatórias identicamente distribuídas não são necessariamente 

independentes). De maneira mais precisa. sob certas hipóteses esse 

teorema garante que existem sub-espaços formando uma filtração em iRm : 

VW é: V(Zl C •.• C V(n) = !Rm. tal que se li E V - V , 1 ( i ::S S, 
t l-1 

então ! Log ~T: ui converge para o auto-valor correspondente \• onde 

Tn é o produto entre as n-ésimas primeiras matrizes aleatórias 
w 

identicamente distribuidas. Essa visão geométrica dos auto-valores À 

' será interessante quando definirmos os expoentes de Lyapunov de uma 
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sequênda de matrizes aleatórias no capitulo UI. O teorema em questão 

foi publicado primeiro por Osseledec em 1968; no entanto a demonstração 

que faremos aqui estará baseada naquela apresentada por Ruelle [14}, 

onde uma simplificação poc.e ser feita graças- ao corolário 4.1 do Teorema 

Ergódico Sub-aditivo: 

Corolário 4.1: Sejam e uma transformação que preserva a medida em \1 e 

Y:Q ~ M(d,!R) uma função mensurável no espaço das matrizes reais dxd, 

tal que 

Considere Yn 

"' 

' l Log IIY(•)II E L (Q). 

Y(Ow). Y(w). 

mensurável e-invariante X: Q ~ lR U {-w} tal 

Então existe 
' l que X e L {0), 

l im _!_ Log UY"U = X(w) 
n " 

q.s. 
n --7ro 

uma função 

in f 
n 

! I n - Log llY !! dP 
n w = I X(w) dP. 

Pelo exemplo 3.3 a sequência f (w) = Log !!Yn!l é sub-aditiva, 
n W 

portanto a demonstração é imediata se aplicarmos o Teorema Ergódico 

Sub-aditivo (3.13) a (f ) _. Esse corolár-io é, em última análise, o 
n tl"'-1 

Teorema de Furstenberg e Kesten {II.4.2) conforme veremos na seção 4 do 

;wóxfmo capitulo. 

O Teorema Ergódico Multiplicativo ê essencialmente, numa 

versão determinística a proposição 4, 2 seguinte; a versão probabillstica 

(Teorema 4.4} é feita combinando o corolário 4.1 com essa proposição. 
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Para conveniência do leitor colocamos no apêndice l alguns resultados 

relativos a produto exterior. 

Proposição 4.2: 

que 

Seja (T ) uma sequência de matriz I"eais dxd tal 
n nll'!'.l 

lim sup I 
n 

Log!IT!i.sO. 

Considere r = T · ... ·T ·T. e assuma que 
n Z 1 

existe para 1 :S q s d. Então~ 

I 
n 

n 

a} lim (~· 'fll1/2n ::: A existe. onde • indica a transposta da 
n --Hn 

matriz. 

b) S · ,ü) ( ( ~{s) t 1 d ' ("(r} ' eJam exp n. • .. exp "" os au ova ores e a, ,..... rea1s 
m t1l ín) 

e À pode ser -o1) e U , ... , U os auto-espaços correspon-

dentes; ortogonais entre si. Tome 

temos então 

Um 
n --?w 

I 
n 

quando U E V(r-} - V(r-1) para r = l, .•• ,s . 

. w (d) 
Demonstração: SeJam O :S t :S ... :$ t os auto-valores da matriz 

• " n 
simétrica ffl -fl}vz. Por hipótese, os limites 



31 

d 

~ LogfHT')Aqli= l im 1 -Log 
n TI {ver apêndice 1, !.ema 5} 

n-~oo P,d- q-+ 1 

• 1 [ {d-q+-1} ( d-1) = l1m - Log t + ..• + Log t + 
n n n 

n --'l< o» 

existe para 1 ::s q :S d, portanto também existem os limites 

para 1 ::s p :s d. Sejam A (1} < . . • < i\. hü 

u1
r) o sub-espaço gerado pelos auto-vetores 

os valores distintos de ItPl, e 
......n*.....l'l 1/2 de ( 1 1 j correspondente 

n 
aos auto-valores t lPl tais que 

n 

(1.3) 

Interrompemos agora a demonstração da proposição para 

mostrarmos um lema. Por simplicidade assumiremos À m :J< -~». 

Lema 4.3: Dado õ > O, existe K > O tal que para todo k e n inteiros 

positivos temos: 

U {r} ' 
,UE 

n 
,,., } ( (1 "'' '"I )] U n+k, !!u!!=flu' lf=l ::s K exp ~-n À -À -0 

Demonstração: Obviamente o lema só faz sentido par-a r * r'; 

demonstraremos primeiro para r < r'. E suficiente mostrar que se 

a projeção ortogonal de u E r u~t) em u E E u~:~j então 
t:Sr t•:::sr• 

exp -n À [ ( ,,., - :~.'''-a]]. (1. 4) 
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,, l 
De fato, tome em particular u E U , l!uti = 1 tal que u realiza o 

n 

máximo no primeiro membro da desigualdade do iema. Teremos então, da 

definição do operador projeção P que 

é um correspondente de u nesta maximalidade (se a norrha no denominador 

for zero então u• é qualquer vetor unitário}. Além disso 

< u, u' > = ! P 0(r') u~ , 
n+k 

agora, usando o f ato que se W c U são 

de {1.4} e da definição de vk que: 
n' 

sub-espaços então P "'P 
w u 

= P temos w 

Mostramos então que o lema é consequência de (1. 4) {na verdade 

são equivalentes, embora não caiba aqui uma prova dísto}, vamos agora 

mostrar a veracidade de 0.4}. 

I',,., -Assumiremos, por conveniência, que õ é menor que A 

•, (r} I d ,--, para to o par r * r', 

proposição, a saber, Hm sup 

todo n: 

e que õ • = (8 
/ s). Pela primeira hipótese da 

1 - Log !IT li s O, existe C > ü tal que para 
ll n 

Podemos decompor u em sub-espaços ortogonais tais que 
l u = u + v , em razão disto temos ,. 

+ v' J, ,. u + v' ) ,. 



assim 

(1.5) 

Como v está na soma de auto-espaços U , L {t'} 

rr' n+l 
, então 

t·~~ 

"v1 n ·t{:r') = Rv1 j· exp [ n+l Log tfr'}] 
U rr•M n+l U rr' n+l n+l ' 

e para n suficientemente grande temos 

(1.6) 

Usando o mesmo argumento temos analogamente que, para n 

grande: 

jT"uj ~ juj exp n À - o /4 . [ ( 
k'l • )] (l. 7) 

Encadeando (1.5), 0.6} e (1. 7) obtemos 

isto é, 

1'1 lj [(''') {d '] [ {r'J ~vrr'M ::s nu exp -n .\ - .\ - õ + C - À + 



Se n for suficientemente grande para que 

• 
n :] :s O • então 

[ (
"'(r') "' (:d exp-n!\. -" 

Desta inequação obtemos, em particular que 

k-1 

-a*]] 

iv:.cHII ~L llui exp[+ +j] [A'"ll- ;;'"-a*)] 
j =O 

Para mostrarmos isso considere, para um certo r fixo, os projetores 

P i = projeção sobre o sub-espaço Lu"' ' . • 
t"r 

P; = projeção sobre o sub-espaço ~ {t') 
u, 

t'ltr+l 

\' unm Agora, dado u e L temos que 

por definição k 
v 

r,r+l 

u=P u+P' u, 
{n+k) !n+k) 

é a última componente; usando a desigualdade (1.8); 

(r+l) (d * 
-(n+k·-lHÀ -À -ó } 

e 

{r+l} {r) * 
-(n+k-l)(À -À -ô ) 

e 

(L8) 

(L9] 

e por indução sobre k 

-C\ tnu - Ã {r-} 
de razão e 

concluimos (1. 9). Somando a progressão geométrica 
• 

- a ) obtemos: 



e 
"{l"+il "{r) ". -n{A- -1\ -u ) 

onde 

1 

1 -
, (r +-i L, h·} "'* 

-{A -~>. -u ) 
e 

Da mesma maneira mostramos que 

I • I v s 
r,r+Z 

[ [
,Ú'+!l ,<c> ,*]] [ [ ·) [,<c>Z) ,kHl •*]] exp -n n. - n. - u ·exp - n+J _.... - ,. - u :s 

Para mostrar a desigualdade usamos agora os projetores: 

\W P
1 

= proJetar sobre L u
1 

; 

P 
1 

= projetor 

t<, 

sobre u(r+l} 

' ; 

\ {t') 
P; = projetor sobre L Ui 

t':Sr+Z 
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e o mesmo argumento de indução aplicado anteriormente. só que agora com 

mais componentes. No caso geral: 

• como (r'-rf õ < a. isto prova o lema no caso r• > r. 

Note que o lema dá limites para os elementos da matriz S dxd 



de produtos escalares entre os auto-vetores 

íTHk* T+k), isto e. S matriz mudança de base. 
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de e de 

Provamos até agora a 

limitação dos elementos em um lado da diagonal de S, r' > r (na verdade 

não é precisamente de um lado da diagonal, mas de um lado de blocos na 

diagonal formados pelo produto escalar entre auto-vetores associados a 

auto·-valores que convergem para o mesmo valor. isto é, vetores em U(rl e 
n 

em U(rl respectivamente). 
"'k 

lado da "diagonal"' r > r'. 

Obtemos a limitação 
• -1 

calculando S = S 

dos elementos do outro 

através dos menores de 

S. A menos de mudanças em O e K, é suficiente usar a limitação que já 

temos e o fato que o valor absoluto -Je todos os elementos da matriz é 

menor ou igual a 1 

O lema 4.3 mostra que (U(d) é uma sequência de Cauchy, ou 
n n>O 

mais prec-isamente, que se O é matríz mudança de base. da base canônica 
n • 

à base formada pelos auto-vetores de {r r}l/2 tal que 

[ 

t (l) 

[ • ll/Z • n T"T" =O 
" o 

então (O ) é uma sequência de Cauchy que converge para O, e por (LJ} 
n n>O 

temos então que 

converge para 

• o 

que prova a parte (a). 



lim 
n --too 

uma sequência de vetores tais que u --?U e u E 
" " Então teremos, para n suficientemente grande 

1 
IIT

6
u 11 

À{r} - 2õ ;S " -Log 
!lu!! n 

" 
por outro lado o termo central converge para 

lim 
n--?w 

:Si À(rJ 

1 
-Log 
n 

considere 

+ 2-5, 

11T'u11 
-u1.lir" 

lim LogJT'(u + ..• + u )fiznn = 
1 ' ' 
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{u l 
n n>O 

logo 

1 /2n t/2n 

= lim Log(JT'u112+ ... +1Tnur12) 
n--><O 

l/n 

= nl-~:wLog(t~"'J) =À(r) 

• 

2 2 
. [ !1l i 12 '" ' ,z] =llm Log t u + ... +t nu n 

n l n r ·-

Por fím temos o teorema principal desta seção: 

Teorema 4.4 (Teorema Ergódico Multiplicativo); Seja (G,~.P} um espaço 

de probabilidade, e 1: uma transformação que preserva medida. Considere 

T:Q ~ M(d,IR) uma função mensurável no espaço das matrizes reais dxd 

tal que 

Tome T
6 

" 
n-t = T(T w}• ... ·T(rw}·T(w). 
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Existe r c M. invariante com P(f) = 1. onde as seguintes 

propriedades va!.em: 

b) Sejam exp A~ u < ... ,., 
< exp À os auto-valores de i\ (onde 

"' "' 
s = s(w), À{f') 

"' 
são reais e À(l) pode 

w ser ~J. e 

correspondentes auto-espaços. Seja 

W~À (r}' ;';1 {r) sao T-invariantes. Se 
w w 

Utd então, para r = 1, ... , s: 
w' 

Hm l 
-Log 
n 

= À (r) 
w 

m '" = dim w 
v(o) = w {o} e 

quando u e 

um ... • 
u(s} os 

w ' w 
uL '. As funções 

w 
vtrJ = ucu + ... + 

w w 

Demonstração: Pelo Teorema Ergódico de Birkhoff (corolário 3.12) temos 

que 

lim 
n _ _,oo 

l 
n 

n-1 

L Log'jT(•"-1w) I 
l "'1 

converge em r 
1 

r-invariante e P(r
1

} = 1, portanto 

Iim 
l 
n 

se 

Sabemos que !JT"qn ::S HT!!q (ver apêndice O, portanto temos que 

Log·"~T "q{~)~ E L1(0). Além disso; 



segue então pelo colorário 4.1 que existe r 
2 

invariante. P(r 
2
) = 1 tal 

que, para q = l, . . . • d: 

lim 1 
n 

existe e é uma função T-invariante. 
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Considere r = r fl r ; o teorema segue da proposição 4.2 
1 z 

n-1 
aplicada a T = T('"t w) para w e r 

n • 

.-<\.ntes de darmos exemplos de sequência de matrizes aleatórias 

identicamente distribuidas onde podemos ilustrar o que se passa no 

Teorema frgódico Multiplicativo. vejamos ainda o seguinte corolário que 

dá outra inf armação valiosa sobre os &-ub-espaços 

notação que estamos usando temos: 

Corolário 4.5: Se x E lRd. então para quase todo w 

Um l 
n 

existe. finito ou -I)!) Se À e !R. o sub-espaço 

v: = { x e !R
4 

: X(w, x) .:s À } 

V(r> . Com a mesma 

" 

é uma função mensurável de w (onde a u-álgebra no conjunto de 

sub-espaços é aquela gerada pelos abertos no espaço das grassmannianas). 

x e 

A demonstração é imediata a partir do teorema (4.4h se 

v o-u então ::nw-.x) 
w 

= À (j) 

"' 
,\ {j} 

"' 
<>.}= 



onde À~r-l e o maior auto-valor menor ou igual a À. Note ainda que 

:lhw, T(w)x) = X(w,x) 

com efeito. pela definição 

:r[Tw, T{w) x)= lim 
n --tw 

1 
n 

lim 
n --?oo 

I 
n 

Log IThc"wl .•. T(T.,) T(w) x I -

1 
n 

= X(w,T) • 

Log 1 

Pela equação (1.10) temos em particular que 

T[w) 

isto é, 
(d 

c V , Se T(w) 

"" 
for inversível então T{w} yfr) = V(d. 

w 't'hl 
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(!.lO) 

[1.11) 

Dada uma variável aleatória T Q ..............y M(d,R) e uma 

transformação ergódica T que satisfazem as hipóteses do teorema 4.4, o 

cálculo, em geral. de A de ÀíO 
w' w • 

• .• V t s) 
w 

é extremamente trabalhoso 

;\! s) e dos auto-espa......,s V ( 1} .... w .,.~ w' 

e difícil de ser feito mesmo para 

distribuições 11- em M{d,lR) relativamente simples. Como nossa intenção 

agora é simplesmente ilustrar- e dar uma idéia melhor do que se passa no 

Teorema Ergódico Multiplicativo vamos então começar exemplificando com o 

caso mais simples: 



41 

Exemplo 4.6: Suponha Q com um único elemento. Q = { a } e P(a) = 1. e 

seja T(a) ""' A, onde A é uma matriz diagonal A = diag[o::1 .... , c:d]· Neste 

caso é óbvio que 

• •••• OCZn = A • 
]

l/2n 

• • 

isto é, o espectro de A é, a menos de módulo. o mesmo do de A . 
• 

calcular 

um 
' 

Agm·a digamos que A esteja na forma de Jordan. podemos ainda 

t '",) -·- À,,, os expoen es A . _. 
a a 

uls) através da relação: 
• 

e saber onde estão os auto-espaços 

(r) {r) - v{r-1} 
=À paraxeV 

• • 

da seguinte maneira: cada bloco fundamental de Jordan da matriz A 

torna-se 

r ~ 

I 
o 

I o L 

n 

l 

'", l 

''a l 

( n l n-< 

" l 
n 

" l 

(a * O, caso contrário é trivial) 
' 

(.~ ,J n-s+l 

" l 

[ ; l n-< (,:z) n-d+Z 

" " l l 

n 

" l l.xs 
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quando A está elevado a n. Assim, se x "#. O está no auto-espaço associado 

a a. {podemos supor sem perda de gener-alidade que x ê um múltiplo de um 
l 

elemento da base), então 

onde " ... " índica um nUmero finito de termos {no máximo d - O. A raíz 

quadrada acima serâ sempre maior que um. e para n grande, estarâ 

majorado por 

-1 

", ' 

Como o logaritmo da ralz n-ésima do termo acima tende a zero quando n 

vai para infinito, então segue que: 

lim 
1 
n 

lim 
n --Ho 

= Hm 

= I" I ' l 

l 
n 

l 
n 

Log ia1i" 

-1 

"'t ' 

isto é, a menos de módulo o espectro de A é o mesmo de A; quanto aos 
• 

auto-espaços, se W
1

, W
2
, . . . , W são os auto-espaços de A associados aos 

d d . um auto-valores a , a
2

, •.• , a então po e mos 1zer que + •.• 
t • a 

W 
1 

+ . . . + wír) para todo r = 1, ... , s. (Note que isso não significa 

que os auto-espaços sejam os mesmos!}. 

Uma rápida inspeção no que foi feito mostra que as conclusões 

são verdadeiras mesmo se A possuir auto-valores complexos. 
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Exemplo 4.7: Suponha agora Q com dois elementos: O: = { a, b } com P{a} 

""' P{b} = l/2 e 1: o ciclo (ab), T(a} = A e T(b} = .8. Então T{ra) = B, 

Thb) = A e 

r(a)x = { 
se n for par, 

n for impar-

se n for par, 

se n for impar 

Pelo Teorema Ergódico Multiplicativo os limites a baixo são iguais: 

(l.ll), 

e 

lim 
1 
n 

1 
n Log IIA(BAJ"xl = À (r) 

a 

A transformação tr é ergódica então À (r-) = À (r) e pela equação 
• b 

on ~ a igualdade dos subespaços vale se A e B forem inversíveis. 

Se agora ao invés de dois elementos tivermos Q = { a 1 ,a 2 ~ ...• 

aP }• com P {a
1
l = 1/p para todo i, T o ciclo (1. 2, ... ,p} e T(a

1
} = A

1 

i = 1, ... ,p , então podemos usar o mesmo argumento de ergodicidade e de 

convergência das subsequências: 



T""(a ) X = (A 
p p-1 

••• A A A t 1 
x • z l p 

e dizer que os auto-valores dos A 's são iguais e os ·, sub-espaços V 's. ·, 
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Voltaremos a citar os exemplos (4.6} e {4. 7} no capitulo UI, 

seção 5 quando definirmos os expoentes de Lyapunov associados a urna 

sequência de matrizes aleatórias identicamente distribu1das. 

verificaremos que esses expoentes são nada mais nada menos que os 

próprios logaritmos dos auto-valores À w, 
Teorema Ergódico Multiplicativo. 

.... À isl definidos no 
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CAPÍTULO H 

PRODUTO DE MATRIZES ALEATÓRIAS 

Neste capitulo aprest:ntaremos a Hnguagem básica da Teoria de 

Produto de Matrizes Aleatórias e alguns resultados que serão usados com 

frequência no texto; definiremos o maior expoente de Lyapunov ; 

associado a uma certa distribuição tt. no espaço de matrizes. 

introduziremos o conceito de cociclo e de produto de convoiução de 

medida, que serão utHizados na demonstração do Teorema de Furstenberg e 

Kesten ([2), capitulo n. Este resultado será redemonstrado numa versão 

mais forte como um corolário dos resultados da Teoria Ergódica 

apresentados no primeiro capítulo. em particular do Teorema Ergódico 

Sub-aditivo de Kingman. 

!!. !. NOTACÃO 

Chamaremos de M(d.R) o espaço das matrizes reais dxd; Gl(d,!R}, 

o subespaço dos elementos inversíveis de M(d,IR}; SHd,R) o subconjunto 
• das matrizes de determinante um. M denotará a matriz transposta de M. 

Em geral os resultados não dependerão da escolha da norma em IRd ou em 

M(d,IR); por conveniência adotaremos (salvo consideração em contrário} a 

norma euclidiana em Rd e a norma de operadores em M(d,lR), isto é, para x 

E Rd e M E Gl(d,JR) temos 
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I M I 

As variáveis aleatórias serão definidas em um espaço de 

probabilidade ( n. A, P ) ; E [ x ] será a esperança da variável 

aleatória x: E [ x ] = J x dP • e se '3- for uma sub- 11'-álgebra de A então 

iE [ x: I ~ ] será a esperança condicional de x com respeito a '!F. 

(Y ) 
n n?:l 

Uma 

independente e 

sequência de 

identicamente 

matriz aleatórías 

distribuida {i.Ld) é uma 

em M(d,!R), 

sequê-ncia de 

variáveis aleatórias Y : Q-----+ M{d,IR), n = !, 2, . . . com distribuição 
n 

comum fl tal que dados A
1
, A

2
, ... , ~k' k E !N, mensuráveis em M(d,iR}, 

P { Y
1 

E A
1
, Y 

2 
E A

2
, ... , Yk E \.} = fT P{ Y

1 
E A

1 
}. 

I "'l 
Um semi-grupo topológico é um espaço topológico munido de uma 

operação interna associativa (g,h)l---7 g·h continua. Por exemplo M(d,R) 

é um semi-grupo topológico. Um grupo topológico é um grupo com uma 

topologia tal que (g,h)~g·h e g 1----7> g-t são continuas. Por exemplo 

Gl(d,R} é grupo topológico. 

fi. 2. O MAIOR EXPOENTE DE L Y APUNOV 

Considere uma sequência ( Yn 

independentes e com distribuiç:io comum p.... 

para a norma escolhida 

) de matrizes aleatórias 
ni!:-1 

Seja o produtoS = Y · ... ·Y; 
n n 1 

Portanto, se [ [ Log • i Y
1
i ] for finito ( escrevemos ('" para 

máx { f,O} ) então Log ' i s i é integrãveL De fato 
n 

Log' I s i s [ Log I y j+ ... Logi y ~r n " 1 
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Se n, p ~ l então: 

s 11 ] 
p 

+ [ [ Log I sn 11 J' 

a sequênc1a ( rE [ Log ~ Sn ~] )n:eí é sub-ad{itíva, 

pelo Lema (L-3.6) -$rrr ( Log ~ Snl] converge para i~f ~ 

Isto é, portanto 

E [ Log 

Definiremos agora o ma.ior expoente de Lyapunov; embora essa 

definição neste ponto da teoria pode parecer um tanto quanto sem 

sentido. será importante para nós anteciparmos alguns resultados 

relativos a esse maior expoente. Quando introduzirmos os outros 

expoentes de Lyapunov essa definição ganharã mais sentido e ficará claro 

porque este '1 COJTesponde exatamente ao maior deles. 

Definiçao 2.1: Se !E [ Log·~ 11 Y 1 ~ ] < oo, o maior expoente de Lyapunov 

associado a ll é o elemento r e lR U { -oo} definido por 

l 
n 

Antes de darmos os exemplos, vamos mostrar que se a sequência 

de matrizes aleatórias ( Y ) é independente e identicamente 
n n:'Sl 

distribuída ( Ll.d.} então cada sequência. de variáveis aleatórias reais 



dos elementos y {n) l :s i,J s d • também o será. Com efeito dados n,m 
'J 

E IN é dare que para todo A mensurável da reta P { y 
1 

J (n) E A } = 

P { Y n E IR i -l x A } = P { Y m e IRl-t x A } = P { y 
1 

j (mj E A } ; 

(ver figura 2.ll. 

que 

2 
d - I 

R 

r 

figura. 2.1: subconjunto de M(d,!R) onde y 
1 1 

E A • 

Portanto y (n) 
'J 

existam i e j tais 

é identicamente distribuída. Suponha agora 

que a sequência (y 
1 

J {n)) > não seja 
n-l 

independente; então existem A e B, subconjuntos mensuráveis da reta e 

m,n E IN tais que 

P { yij (n} E A ,y1j {m} E B} :1: P { y 1j (n) E A }•P { y 1J (m) E B }• 

ora, isso implica em 

2 
d -1 

e R 
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p { 
z 

}·P{YmnE 
z 

x B }• y E 
1Rd -1 

X A !Rd A 
n 

o que é um absurdo pois os y 
n'n 

são independentes. Note que com 

argumento análogo podemos mostrar que se as sequtncias de variáveis 

aleatórias reais { a
1 

{n) )n:S:l ( a
2

(n)) ""' 
n-1 

L L d. então a sequência de matrizes 

a
1 
{n) 

\1 = 
n 

a z 
d -d 

{o) 

também o será. Vejamos agora o seguinte 

a {n} 
d 

a4z (nJ J 

Exemplo 2.2: Considere a seguinte sequência de matrizes aleatórias 

{Y ) > onde cada Yn = diag [ a
1 

(n}, .. . , a, {n) ] . Teremos então que 
n. n-1 

1 = l im 
n--:?oo 

= 1 im 
l 
n 

"" l im 

l 
n 

E [ Log mãx { 1 ~ 1 1 a {i) 
1 

n 

E Log I a ( il 
1 

1 "" 1 

n 

" I } ] 

n 

E Log I a
4
(i) 

c..::_:_l•l --=-n - } l 
Considerando o comentário anterior teremos que os elementos do 

conjunto entre chaves são Li.d., a Lei dos Grandes Números nos garante 

que as médias dos Log I a 
1 
{n) ! , 1 :5: j .:s d converge para iE [ Log a .l 



(1) I ] quase sempre e portanto 

T = máx { E [ Log I a 1!ll I ] , ... , E [ Log I a}ll I ] }· 

ou ainda que 

7 = lim 
n--;<» 

1 
n Log ~ y 

n 
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O teorema de Furstenberg e Kesten na sua primeira versão nos 

diz que a igualdade acima é verdadeira sempre que as matrizes Y estão em 
n 

Gl(d,IR}; na versão mais geral veremos que essa igualdade é verdadeira 

para toda sequência de matrizes aleatórias identicamente distribuídas. 

Il. 3. COCICLOS E PRODUTO DE CONVOLUCÃO DE PROBABILIDADES . 

Definição 3.1: Seja G um semi-grupo topológico; dizemos que G age sobre 

um espaço topológico B se existe uma função continua a: G x B ----J> B 

(g,x) ~ e (g,x) = g•x tal que (g g )~x = g •(g •x), para todo g , 
1 2 1 2 1 

g
2 

e G e x e B. Se além disso G for grupo topológico e -e·x = x , onde e 

é o elemento neutro de G, dizemos então que B é um G-espaço. Note que 

neste caso cada g em G define um homeomorfismo a {g. · l em B. 

Definição 3.2: Seja G um semi-grupo topológico agindo em um espaço B. Um 

cociclo aditivo é uma função contínua <1': G x B t--------;. iR onde O'{g g ,x) 
l 2 

= cr(g ,g • x) + ff(g ,x), para todo g ,g em G e todo x em B. 
1 2 2 1 2 

Observe que <r(e,x) = O, para todo x e B. Quando o cociclo não 

depende de x { por exemplo quando B "' { x } ), o cociclo é simplesmente 

um homomorfismo entre G e !R. 

Um exemplo típico de cocíclo aditivo é quando o grupo Gl(d,IR} 

age sobre a esfera unitária S = { x 

maneira: 

d e IR , seguinte 



M X 

jMxJ 

Me Gl(d,lR) ex E S, e o coei elo é definido como: 

M •(M •x) 
t 2 

a- ( M,x l = Log I M x I . 

De fato, verificamos que é urna ação de grupo 

= 

M • 
1 

M M x 
1 2 11 

i M, " i ' 

= 

e que a função contínua é um cociclo aditivo: 

M M 
n u 1 z x 

<r ( M
1 

M,,x )= Log ij M
1 

M. X 11 = Log u "lf-i,-7ii-• . I M, X I 

= 
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(MM)•x, 
1 2 

I + Log I M, X 11 = 

Analogamente definimos cociclo multiplicativo <F :G x B !-----? IR 

quando q(g g ,x) = o-(g ,g •x) 
1 2 1 2 

Transforma-se um cociclo 

multiplicativo em coei elo aditivo e vice-versa através de logaritmo e 

exponencial respectivamente. No exemplo anterior (j ( M,x ) =I M x é 

cociclo multiplicativo. 

Apresentaremos agora a definição de produto de convolução de 

medídas e de medida invariante. es"te último de fundamental importância 

na teoria, por exemplo garantindo que uma transformação preserve medida 

{ver por exemplo aplicação a na demonstração da proposição 3.7). 
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Definição 3.3: Sejam 11 e v medidas de probabilidade em G, semi-grupo 

topológico. e em B. espaço topológico. respectivamente. O produto de 

convolução I.L * v é a medida de probabilidade em B que satisfaz 

J f(x) d(!' * vl (x) = I I f( g•x ) djt(g) dv(x) 

B G B 

para toda função f mensurável e limitada. 

Deflnição 3.3': Se G for grupo topológico então o produto de 

convoluçao ll * v é definido por 

~ * v ( A ) =I v(g-
1
A ) d~ (g) , com A c B mensurável 

G 

Verifica-se facilmente que as definições são equivalentes 

integrando-se inicialmente para funções simples e depois passando-se 

para o limite. 

Exemplo 3.4: Se a convolução de probabilidade é feita entre J.L e v, 

medidas de probabilidade absolutamente contínuas em relação à medida de 

Lebesgue na reta. então a derivada de Radon-Nikodyn da convolução 

corresponde exatamente à função dada pela convolução usual das derivadas 

de Radon-Nikodyn de 1-1 e v. De fato, sejam f 
1 

e f 
2 

funções reais tais que 

M ( A ) = I f. (x)dx e 

A 

v (A ) =I f 2 
(xldx 

A 

para todo A s;: IR mensurável. 

Então, 

M • v ( A ) = I v(A-h) djt(h) = I J f 1 (x)dx dM(h) = 
R ~ A-h 



isto é, 

= J I f 
1 

(x) f 
2 

(h) dx dh = 

!l A 

~ * v ( A ) = I F (x) dx 

A 

, onde 

F ( x ) = J f (x-h) f (h)dh . 
l 2 

IR 
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Se Jl e À são duas medidas de probabilidade em G então o 

produto de convolução entre ~ e v é definido. analogamente pela medida 

iJ- • v que satisfaz : 

I f(x) d(~t • v) (x) = J I f( gh ) dJt(g) d).(h) 

para toda f em G. Note que, se além disso o semi-grupo G age no espaço B 

com medida v, então ( ll • À ) ;. v = J.1 ;, ( À * v ) . Com efeito, 

I f(x) d [ ( I' • À ) * v ] (x) = I I f(g• x) d ( I' * À ) dv(x) = 

B G B 

I I I f( gh•x ) d~t (g) dÀ (h) dv(x) = 

G G B 

J J I f( g•( h•x )) djt (g) dÀ (h) dv(x) = 

G G B 
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I J f( g•x ) d" (g) ct( :\. ; 
G B 

v )!xl = J f(x) ct[ I'* ( À i 

B 

v l j(x) 

Exemplo 3~5: Se G é um grupo topológico e õ • õ são medidas que 
' h 

carregam os elementos g e h respectivamente t medida de Dirac), isto é. 

para todo A mensurável: 

õ,(A)={ 
I se g e A e 

o 

(analogamente para õh ), então a, * õ = õ . Ora, dado A ç;; G mensurável 
h gh 

teremos 

il • 8 ( A ) =I õh( y"
1
A dô (y) = g h ' 

) = { 
l h 

-1 
gh E A se E g A = e 

= õ (g-1A 
h o h 

-1 gh lê A , se f g A~ 

logo ó * õ ( A ) = O ( A ). 
g h gh 

Com este exemplo fica claro não só que o produto de convo1ução 

de medida não obrigatoriamente é comutativo como também que ( com um 

cálculo análogo } a medida õ é o elemento neutro do semi-grupo das 
• 

probabilidades em G , com a operação de convolução. 

Definição 3.6: Dizemos que a medida v em B é !l-invariante se v = JL • v. 

Observações:: 

1 ) Note da definição {3.3'} que se G é um grupo topológico então a 
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medida J.L * v em B é a medida produto J! 0 v em G x B transportada pela 

. vyão continua a : G x B -----,) B para B • 

) _Sejam X
1

, X
2 

variáveis aleatórias reais 

:spectivas medidas Induzidas em iR. Então 

independentes, ;.;.
1 

e 1J-
2 

as 

X · X induz na reta a medida 
1 2 

Vamos apresentar agora proposições que serão úteis no 

desenvolvimento da teoria e serão particularmente utilizadas na 

demonstração do Teorema de Furstenberg e Kesten. 

Analogamente à definição de uma sequência de matrizes 

aleatórias independentes e identicamente (L i.d.), 

de elementos aleatórios em G i. L d. é uma 

aleatórias: 

uma sequêncía (Y ) 
n n~t 

Te mos então a 

Proposição 3.7: 

sequência de variá v eis 

Y : Q ----1- G , n = 1,2, .... i.i.d. , 
n 

Sejam G um semi-grupo topológico agindo no espaço 

topológico B e O' um cociclo aditivo em G x B . Considere uma sequência 

(Y ) de elementos aleatórios de G , independentes e com distribuição 
n nil'::I 

comum 1-L Seja v uma medida em B ~L-invariante tal que 

IJI "' (g,x) I d~(g) dv(xl < m , então 

tim + "'[ y (w) . y ( w), X J - ~ ( w, X I 
n 1 n__,., 

P ® v-quase sempre e q, ( w,x ) e L 
1 
(O x B , P ® v ) . 
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Demonstração: Podemos considerar Q = { w = ( Y ) ; Y e G } , 1f a 
n Tl;oo;l n 

<r-álgebra em Q gerada por cilindros nas coordenadas Y , n = 1.2, •.. e a 
" probabilidade P é tal que os Y 's são independentes e com distribuição 

' 
Estabelecemos E = O x B • Q = P ® 11 e 9 : E ~ E definida 

por e ( W,X ] = 8 [ ( Y ) X J = ( ( Y ) , y • X l · 
n ni!:t n n?:t 1 

Afirmamos que e é uma transformação mensurável que preserva a 

medida Q, com efeito sejam ; 

borelianos de G, então 

A
0 

boreliano de B e A, 
' 

Q { (W,X) E Q X 8 9 {W,X) E (A
1 

x A
2 

X , • , ) X A
0 

} = 

P 0 v { Y 
2 

E A
1 

Y 
3 

E A
2

, • . . , Y 
1 

• X E A
0 

} 

agora note que 

porque v é jJ--invariante, e portanto: 

p ®v { y E z 

p ®v { Y, E 

A 
1 

A 
1 

y 

y 

A z 

3 

z 

Para cada inteiro p temos 

E Az' ..• , X E 

e A
2

, ••. , x e 

A } = o 

Ao}= 



a• ( [(Yn)n~l ' X l l 
Se definirmos F : 0 X 

onde "' = ( 

Teremos 

n 

Y, 
p 

y ) 
n n2"1 ' então F 

(Y · ... ·Yl•x) 
p-1 t 

= ( ( y ) ' y 
n•p nlt':l p 

B )fRporF{ w,x 

• L' ( Q X B ' 
p ® v 

( aP ( w,x J ) . 

Pelo Teorema Ergódico de Birkhoff ( 1.3.12 J teremos que 

n-l 
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y • 
X l l 

l= .. ( y , X ) 
l 

) por hipótese . 

lim 
l 
n 

F ( eP ( w,x ) ) = q, ( w , x ) P ® v-quase sempre, 
n·~ 

p=O 

Segue que 

q. $. 

~( w,x ) • 

Note na demonstração da proposição 3. 7 que o Teorema Ergódico 

de Birkhoff assegura ainda mais: que a função limite r,fl(w,x) tem a mesma 

esperança que F(w,x) = .:r{Y ,x). isto é 
l 

J J ~(w,x) d(P @ v) = I I O'(Y(w) x ) d(P ® v) 

Vale ressaltar ainda que se na hipótese da proposição exigíssemos apenas 

que tr+{g,x} e L
1
(1J. ® v) então o resultado continuaria válido, bastaría 

usar o Teorema Ergódico de Birkhoff na ·Iersão que aparece nos 

comentários depois da demonstração da segunda versão do Teorema Ergódico 

Sub-aditivo {seção 1.3}. 
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No próximo lema asseguramos que se B for compacto e separável, 

então existirá uma medida de probabilidade v em B f(-invariante. onde p. é 

uma probabilidade em G. Denotamos ,.,n a n-ésima potência de convolução de 

Jl consigo mesma ( isto é. ~Lo = õ.e ~ ll
1 = ll • 'iJ.z = fi • J1. •••• ). Antes 

de demonstra-lo. vejamos o conceito de convergência fraca no espaço de 

probabilidades no espaço topológico B : 'P {Bl U8l seção 1.2). 

Definição 3.8: Uma sequência ( P ) de probabilidades em um espaço 
n n;Je;t 

mensurável ( n. '!F ) converge fracamente a uma probabilidade P sobre ( Q. 

;F ) se para toda função real f continua e limitada tivermos : 

Um J f ( X ) dPn ( X ) = 

Q 

J f ( x ) dP (x ). 

Q 

Suponha que B seja um espaço topológico compacto e separável; 

pelo Teorema de Ríesz. ( ver por exemplo [131 seção 14.2) o dual do 

espaço das funções continuas c* ( B) é o espaço das medidas .M. ( B ) sobre 

os borelianos de B. O conjunto de todas as probabilidades em B, 'P ( B ) , 
• 

é o subconjunto dos funcionais positivos na esfera unitária de C (B). 

Ora, a convergência fraca em probabilidade definida acima coincide com a 

convergência fraca-• em d* ( B). e pelo Teorema de Banach­

Alaoglu-Bourbaki (ver por exemplo [31 seção III.4}, a bola unitária em 

c* ( B ) é fraca - • compacta ; como 'P ( B ) é fraco - • fechado, 

segue que 'P ( B ) é fraco-• compacto. Uma caracterização de subconjuntos 

relativamente compactos de 'P ( B ) • sem a restrição de compacidade pode 

ser encontrada ainda em [8] seção 1.2. No nosso caso sempre temos 

compacidade uma vez que o espaço B corresponde ao espaço projetivo P (lRd 
) . Com esta observação agora é fácil mostrar o 

Lema 3.9: Sejam B um espaço topológico compacto e separável, G um 

semi-grupo topológico agindo em B. Tome p: probabilidade em G e m 

probabilidade em B; então cada ponto limite de { 

;,/<,•1:"'' 
'.l 

1 
n 

l 
J.L•m,n:i!: 



é uma medida p.- invariante em R 

Demonstração: Seja a sequência de medidas em B: 

pela observação anterior temos que { vn 
' n ~ 

compacto. Seja v um ponto limite para onde converge 

quência } a seq uência vn ; então • para todo n e iN 

• 
V.. * Vn 

l 
n 

n 

id 
I' •m 

t "'1 

n L ~1; m 

l=l 

"n + nl { 1+1 ~ " - J.t •m 

id 
J.t •m 

I' • m } 
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n +r ' • 
Vn = I' • m ' 

l "'l 

l } é relativamente 

{ a menos de subse-

f' * m } 

e agora fazendo n tender para infinito concluimos que J.i • v = v • 

II. 4. O TEOREMA de FURSTENBERG e KESTEN 

Apresentaremos nesta seção duas versões do Teorema de 

Furstenberg e Kesten. A primeira, mais próxima da demonstração original 

se restringe às matrizes aleatórias inversiveis, é particularmente 

interessante porque fornece resultados que serão usados no decorrer da 

teoria, além de ser uma boa ilustração das técnicas que estamos usando. 

A segunda versão é uma excelente aplicação da Teoria Ergódica: reduz-se 

praticamente a um corolário do Teorema Ergódico Subaditivo de Kingman 

{L3.4}, além disso é maís geral porque admite matrizes aleatórias 

quaísquer. sem hipótese de invisibilidade. 

O Teorema de Furstenberg e Kesten assume importância porque 

permite desvincular a definição do maior expoente de Lyapunov 7 com a 

convergência da esperança, em outras palavras, nos garante que o que 
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temos na realidade é a convergência a 7 em quase todo ponto e não só na 

média. Visto ainda de outra maneira. conforme dissemos, é uma versão da 

Lei dos Grandes Nfuneros para produto de matrizes aleatórias 

identicamente distribuidas. 

Teorema 4.1 {Teorema de Furstenberg e Kesten, Iil versão): Sejam 

Y ,Y , ... matrizes aleatórias independentes e identicamente distribuidas 
1 z 

emGHd,!RJ. SelE [Log+ft Y
11 

••• Y
1
() < oo, então, com probabilidade um 

temos: 

1 
n 

Demonstração: Considere 

Logi y 

um número 

n 

inteiro m fixo. e 

n, escreva n = pm + q, onde p~OeO:sq< m. Temos 

1 -Log 
n 

1 
n 

t=prn+l 

l 
n 

i y y 
n 

Log i Yt i 

Log 

pm+l i 

+ 

i 

1 
n 

+ 

y y i ... $ 
n ' 

1 
Log i y 

n pm 

p -1 

L Log i y 
(j+l)m 

j=O 

para todo inteiro 

então: 

y i s 
1 

... 

O primeiro somatório é sempre limitado, portanto sua componente tende a 

zero. Por outro lado, aplicando a Lei dos Grandes Números às v:1.riáveis 

aleatórias Li.d. (Log ll y y u ) do segundo 
{j+llm Jm+1 H j~O 

temos que quando p cresce, 

somatório, 

1 E a segunda componente converge para 
m 

[Log !Ym ... Y,l]• logo, 

Um 
1 

sup-LogjY n n Y I 
l 

para todo m E !N, passando ao limite: 

1 
m 

q.s. 



lim 
1 

sup fl Log I Yn lim --1- E 
m [ Log I Y 

Esta ú.ltima desigualdade prova o teorema no caso de '1 = -w. 
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m 

[2.11 

Suponha agora que r seja finito. Considere B como sendo o 

espaço compacto de todas as matrizes d x d cuja norma seja igual a um. 

Para Y em Gl{d,lR) e M em B colocamos: 

y • M ~ YM 
I y M l 

neste caso B se torna um Gl(d,lR)-espaço {note que para construirmos essa 

ação de grupo é crucial que Y seja inversível). Sejam m a medida de 

probabilidade em B igual a um carregamento de Dirac na matriz identidade 

ld, e J.L a distribuição de Y. 
1 

distribuição vn em B definida por 

1 
Vn = -­n 

Para todo 

n 

L lll • m 

l"' 1 

inteiro n considere a 

Se v 
nU! 

é uma subsequência convergente de ( v ) 
n nÕ'::l 

, seu limite, 

digamos v é uma distribuição J.t-invariante pelo lema 3. 9. 

Defina o cociclo adítivo o- : Gl{d,!Rl x B ---> iR como 

<r ( Y,M ) = Log i YM i , 

Temos: 

e para O'+= sup ( cr, O), 



62 

Por hipótese temos que E [ Log• I Y
1 

I ] < = , portanto J w•{Y,Ml dj.t(Y) 

ê uma função continua e limitada em B e 

llm 
Hm 

J J <r' ( Y,M ) d!t (Y) dv0111(M) = J J .,.• ( Y.M ) dj.t (Y) dv(M) 

Por outro lado, para O' = min ( -q-• O ) e qualquer A:. > O temos 

lim ,__., 

então teremos 

J J mín { k , <r- ( Y,M) } d!' (Y) dv.m(M) = 

J J min { k , <r- ( Y,M ) } dj.t (Y) dv(M) , 

lim inf 
,__,"' 

J J .,.-( Y,M) d!' (Y) dv(M) 

De fato, para se provar a desigualdade lembre-se que 

(2.2) 

J J .,.-( Y,M) dj.t(Y) dv(M) = .~:, J J min {k, .,.-( Y,M J} dj.t (Y) dv(M) 

e suponha, por absurdo que seja falsa, então exíste c e !R que satisfaz ; 

ll I I min { k, <r-( Y,M) } d!' (Y) dv(MJ > c , para todo k 
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maior que um um certo K1 ,inteiro posítívo; e 

2) Iim inf J I .. -( Y,M J ct" (Yl ctv (MJ < c . 
1---)om n(l) 

or-a, concluímos a idéia tomando um lc 
0 

> K 
1 

e chegando à seguinte 

contradição 

c < II min { k/ o-- ( Y,M ) } djl (Yl dv(M) = 

lim JJ min { k", .--( Y,M) } di' (Y) dvn(l)(M) ~ , .... ., 

lim inf ,_ 
Agora. de (2.1} teremos 

dfL (Y) dv (M) 
n(ll < c . 

dv (M) 
n{l) 

= 

lim sup ,_, [ J J ,.• ( Y,M ) djl (Y) dvnm(M) 

I I.-'( Y,M) djl (Y) dv(M) djl (Y) dv (M) ~ 
n{l) 

I I ,.• ( Y,M ) djl (Yl dv(Ml - I I,.-( Y,M ) d~t (Y) dv(M) = 



I J .,. ( Y,M ) di! (Y) dv(l\1) . (2.3) 

Mas 

J J.,. ( Y,M ) dl' (Y) dv. (M) = 

+ tI I " ( Y,l\1 ) $ (Y) d( ;.t' * m )(Ml. (2.4) 

I =1 

Usando a definição de convolução de probabilidade chegamos no seguinte 

resultado : 

J J a- ( Y,M ) $ (Yl d( ~t' ; m )(M) = 

I I J" ( Y. Y
1
•M) d( jll-1 • m )(M) dll crl $ (Y) = 

que por indução é igual a 

.•(Y
1

•M) J J) 

1 ' d~t(Y ) . . .$(Y ) m(MJ $(Y). 

Observe que 



com efeito. por indução tem-se que 

I 
1-l v ... I 

(V
1

VH ..• V1 )•M 

Além disso, usando a hipótese de que a sequência Y • Y , . , . é Li.d., 
l 2 

então: 
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1 l 
df!(V ) . . .df!(V ) m(M) d~(V) = 

I <r ( V1, 1, ( V1 ••. \ ) • ld ) dP (w) = 

[ [ <r ( V1.,, ( V
1 

• - • V
1 

) • Id ) ] 

( lembrar que m é distribuição de Dirac em Id ) portanto, de {2.4} temos 

I I <r ( V,M ) <4L (V) dvn (M) = 

n 

1 L [ [" (v,.,. (v, ... v, ) • Id) l = n 
1,1 

! 
( 

1 y y ... y • 
n+l n 

= -n 

! 
E [ Log I V1 ] . - n 
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Segue que 

[ 
n(!) + 1 J 

n( I) n(J + 1 E [ Log I YtnHhll Ynm •.. Yt 1 ] = 7f 

e por {2.3h 

J I 11' ( Y,M ) djl (Y) dv (M) "' ; , (2.5) 

Isto prova que O" de fato está em L1 ( f..l e v }. Pela Proposição 

3.7 existe uma função f : Q x B ______, !R que quando n ---7 ro tem-se 

! - Log i Y (w) 
n n 

(2.6) 

P & v -q.s. 

De { 2.1 ) obtemos 

ffw.M) ~ lim inf - 1
- Log Y Y (w) 

,.._.,.. n n 

Agora temos, 

= n ~:ro IJ ~ t o-( Y1 (w), ( Y i _1 ( w) .. , Y1 (w) J • M) dP(w)dv(M) 

l ""l 

e como v é ~I-invariante então este último limite ê igual a 
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lim JJ ~ n o-(Y,Ml dj.t(Y) dv(M) = IJ <T(Y,M) dj.t(Y) dv(M), 

isto é: 

JJ f(w,M) dP(w) dv(M) = JJ "' (Y,m) dj.t(Y) dv(M) 

segue por (2.5) que 

r ~ fJnw,Ml dP(w)dv(M) . 

Assim 

flw,M) = , q.s. 12.7) 

e 

Um inf - 1- Log ~ Y {w) • · • Y {w)~ n n ! 
q.s .. 

Esta última equação com 2.1 concluem a prova. • 

A demonstração da segunda versão torna-se bem mais curta 

porque o Teorema Ergódico Subaditivo (!.3.13} já garante de imediato a 

convergência da sequência subaditiva ~ Log ~yn ... YJ. Repare que na 

demonstração da primeira versão tivemos que construir primeiro uma ação 

de grupo (e ai aparece a necessidade das matrizes aleatórias serem 

inversíveis) e um cociclo para só depois utilizar uma versão 

enfraquecida do Teorema Ergódico Subaditivo, a saber o Teorema Ergódico 

de Birkhoff embutido na proposição 3. 7, para garantir a convergência da 

mesma sequência. Vejamos então o 



Teorema 4.2: (Teorema de Furstenberg e Kesten~ 2• versão}: Seja 

Y1• Y2• matrizes aleatórias em M(d,!R). independentes e com 

distribuição comum IJ. 

Se E[Log• !Y,I] < ro então 

1 
Um 

n 
q.s 

Demonstração: Se !J' = oo então repete-se a primeira parte da 

demonstração da lil versão. Provemos então para 'f finito~ 

Sejam O = { w = (Y ) ._ ; Y E M(d,rR)} , il a 
n n,.l n 

tr-áigebra em n 

gerada por cilindros de dimensão finita nas coordenadas Y • n = 1,2, ... 
" e a probabilidade produto P na qual os Y 's são independentes e com 

l 

distribuição f!. 

Considere a função mensurável T: Q ~ M{d.UH tal que 

T(Yn)nO'!:t = Y
1 

e a transformação ergódica 

(ver lema 1.2.3}. É l '-g• c aro que 1-V portanto pelo 

corolário I.4.1 do Teorema Ergódico Subaditivo existe uma função 

mensurável X : Q ~ !R U { - co} T-invariante tal que 

além disso 

lim 
n --t«~ 

lim 
l 
n 

1 
n 

!E [ Log I T(Tn-t.,) ... T(T«>) T(wll ] = X(w) dP(.,). 
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X e constante quase sempre porque 1:' e ergódica {proposição 

L2.4), segue da última equação que X(w} = ? q.s., o resultado fica 

estabelecido já que T('t"n-tw)~ ... ~T(rw} T(w} = Y (w} Y (wl 
n I O 

Note que no Teorema de Furstenberg e Kesten não é obrigatório 

a hipótese de independência da sequência de matriz aleatórias; basta que 

exista uma transformação ergódíca a em ( n, A, P l tal que as matrizes 
n-1 aleatórias podem ser definidas como Y = Y o e onde Y : Q __,. GHct,iRl 

n 

é uma variável aleatória. 

Observação: Acabamos de ver que se as: variáveis aleatórias Y , Y ,. , , 
I Z 

são independentes e identicamente distribuldas então existem T: O --)- M 

{d,!R) mensurável e T : ~i: ~ n ergódica tal que 
n-1 

Y = To 't (w). 
n 

A pergunta natural que surge agora é: dados T : Q ---+ M(d,!R) mensurável 

e T: Q ~ 

independentes? 

O ergódico, 

(É claro 

as variáveis aleatórias Y = T <> r serão 
n 

que serão identicamente distribuídas}. A 

resposta é não. Considere o seguinte contra-exemplO! O = {a. b} e P(a} = 
1/2, P(b) = 1/2; T: Q ~ a a permutação o{a) = b e r(b} = a; e a 

função mensurável f: Q ~ !R, f(a) = O e f(b) = 1; então 

p { f = o, fo < = 1 } = p { a } = 112 

no entanto 

P { f = O } · P { fo r = 1 } = 1/2 · l/2 = 1/4 , isto é 

f e f"' r não são independentes. 
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CAPITULO lll 

EXPOENTES DE LYAPUNOV EM 

PRODUTO DE MATRIZES ALEATÓRIAS 
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Neste capítulo trataremos do comportamento assintótico do 

y 

" " 
de uma sequência 

estudaremos especialmente algumas propriedades 

de matrizes aleatórias; 

relativas aos expoentes 

de Lyapnnov, particularmente em relação à multiplicidade do maior deles. 

Até a seção 4 faremos uma abordagem muito mais probabilistica e neste 

contexto aparecem resultados garantindo a ação contrativa do produt' S 
" no espaço projetivo. ou mais precisamente garantindo que 

. y) = o 

onde õ é a métrica natural do ângulo em P(!Rd}. Da seção 5 em diante 

mostraremos como alguns resultados podem ser reinterpretados à luz da 

Teoria Ergódica, ou mais precisamente como que os expoentes de Lyapunov 

de uma sequência de matrizes aleatórias se torna um caso particular do 

Teorema Ergódico Multiplicativo, que nos dá uma idéia mais dinâmica e 

geométrica dos conceitos envolvidos. 

Na seção 1 e 2 definiremos conjuntos contráteis, irredutlveis 

e fortemente irredutlveis. bem como propriedades desses; as seções 3 e 4 

contém os resultados principais da ação de S = y ... y sobre o espaço 
n n 1 

projetivo. Na seção 5, onde definiremos os expoentes de Lyapunov, 

fazemos uma ligação entre a teoria que desenvolvemos e o Teorema 

Ergódico Multiplicativo (teorema 4.4 do capitulo I); com o auxilio deste 

podemos fazer uma interpretação geométrica desses expoentes bem como dar 

uma outra interpretação dos resultao<IS vistos nas outras seções. Por 

fim, na seção 6 analisamos a multiplicidade do maior- expoente de 
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Lyapunov e conclulmos o capitulo com um resultado de convergência no 

espaço projetivo um pouco mais forte do que aquele obtido na seção 4; ou 

seja. sob as condições de irredutibilidade forte e contratibilidade de 

G a convergência se dá com velocidade exponencial. 
I' 

UI.!. CONJUNTOS CONTRÁTEIS 

Vamos introduzir o conceito de índice de um sub-conjunto de 

Gl(d,IR), temos a 

De:finição l.h Dado um sub-conjunto T de Gl(d,R), definimos o índice de 

T como o menor inteiro positivo p tal que existe uma sequênc1a {M } 
n n2.:0 

c T onde ~ M ~ -l M converge para uma matriz de posto p 
" n 

(lembrar que o 

posto de uma matriz é a dimensão de sua imagem). 

Se p = 1 dizemos que T é um conjunto contrátil. 

Exemplo 1.2: 

l, ... ,li,n 

Considere o conjunto formado pela 

= 1, 2, ,.. . Temos que ~M j = 
n 

sequência M = diag [n, 
n 

n, para todo n e IN e 

~M r~ converge para a matriz de posto um: M = diag [1. O •... , Ol. 
n n 

portanto T = { M , n 2: 1 } é um conjunto contrátíL Podemos aínda 
n 

extender este exemplo e considerar a 

decomposição polar {ver apêndíce 1) temos 

sequência (M ) >-
n n-1 

lim a(M) = m 
t n 

n--'H~.l 

onde na 

e a (M ) 
J n 

limitado para todo 1 < J. s d e n E IN, onde a {M ) 2: a (M ) 2: •• • a 
' 1 n 2 n 

a }M n) são as raizes dos auto-valores de 

então. a menos de subsequência: 

K A U 

• 
M M. Como 

n n 

n n n 

a ( M ) 
K diag [1, O, ... , 0] U, 

1 n 



polar de M . OlJ seja, o conjunto { M , n .l!: 1 } é contrátíl. Esse 
n n 

exemplo ilustra bem o que se passa no próximo lema.. 

Lema 1.3: Seja T um subconjunto de GHd,IH. e p o indice de T então: 

'\{M) ; M E T } = w 

se e somente se i > p. 

Demonstração: Se fixarmos um i teremos: 

-1 
então existe uma sequência M onde lim a {M } a {M ) = 03 • Considere a 

n 1 n 1 n 

decomposição polar M = K A U ; K e U são isometrias então ~ M J = 
n nnn n n n 

HA H = a (M ). A menos de subsequência temos que RM u-l M = K a {M )-1 
!I nU 1 n n nB n n 1 n 

A U converge para M = K A u. onde K = lim K , U = lim U e A = lim 
n n n n 

a (M f 1 A , logo i deve ser estritamente maior que o indice de (M ) ,.. 
1 n n n n-1 

c: T. isto é i > p. 

Reciprocamente. se i 

que IM ~-t M converge para M, 

> p, considere uma sequência (M } _ tal 
n n"'-1 

com posto de M igual a p. Se M = K A 
n n n n n 

U é sua decomposição polar então: 
n 

I 1
-1 -1 

M M = K a :\f) A U ~ K A U, 
n n nln nn 

onde K = Um K , U = lim U e A = lim a {M f 1 A , como posto (A) = máx 
n n 1 n n 

{1 < j :s d : aJ • O} então a1 = O, isto é 

-1 a {M ) a (M ) 
i n 1 n • 
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Definição 1.4: Uma medida de probabilidade m em P(IRd) é própria se para 

todo hiperplano H c !Rd 

m ( X e P(IRdl : x e H - { O } } = o. 

Se M E GHd,!R} e m é uma distribuição em P{!Rd} então denotamos 

Mm a medida de probabilidade em P(!Rd) que satísfaz 

I f d(Mml = I f(M• x) dm (x) 

para toda função f mensurável e limitada em P{!R4
). Em outras palavras 

Mm(A) = m (M-1A) para todo A c PORd) mensuráveL Se M não for inversível 

a definição é a mesma, só que agora entenda M-1A como imagem inversa 
-I 

(por exemplo Ker M c M A, para todo A :;e 0). 

A próxima propostçao vai mostrar corno um conjunto contrátil 

age "contraindo" uma medida própria m de P(!Rd) a uma medida de Dirac. 

Proposição 1.5: Seja T um subconjunto contrátil de Gl(d,IR). Para 

qualquer medida própria m de P(lRd} existe wna sequência { M , n ?: O } em 
n 

T tal que M m converge fracamente a uma medida de Dirac. 
" 

Demonstração: Seja (M } uma sequência em T tal que ~M ~-l M converge 
n n n 

par-a uma matriz M de posto um. Ternos para x e IRd tal que x E Ker M 

lim M •x=M•x 
n 

Como Ker M é um hiperplano em IR4 e m é uma medida própria então: 

lim M•x=M~x 
" 

Agora se z é a direção da imagem de M ene>,o 

m- q.s. 
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lím M • X = z 
n 

n --+1:0 

ou seja, para A c P(Rd} mensurável: 

lim m [M:'A) = { ~ 
se z e A 

se z ~A 
n--7-lll) 

em outras palavras M m converge fracamente para õ-
n z • 

m.z. Irredutibilidade Forte: 

Introduzimos a definição de conjunto fortemente irredutlvel: 

Definição 2.1: Dado um subconjunto T ç Gl(d,.!R), dizemos que 

(i) T é irredutível se não existir' um subespaço próprio V c JRd tal 

que M{V) = V para todo M e T. 

(ii} T é fortemente irredutlvel se não existir uma familia finita 

de subespaços próprios de IRd, V , V , ... , V tal que 
1 z k 

para todo M E T. 

Vejamos o seguinte 

v u v u 
1 z uv 

k 

Exemplo 2.2: Considere o grupo gerado pela rotação de -rr em R2 
~ :C! 

GK = {(-~ -~) (~ ;)} ; esse conjunto não é h-redutível porque 

qualquer subespaço próprio é invariante à rotação de x {consequentemente 
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tampouco é fortemente irredutivell. Tome agora a rotação por rr/2, e o 

(

1 
"]} esse conjunto agora o 1 • 

é irredutlvel porém não é fortemente irredutlvel, de fato se V é o 
' subespaço dos imaginários puros e V 

2 
o subespaço dos reais então 

MíV U V ) = V U V para todo M e G • Ou ainda se V é o subespaço 
t2 12 11/Z 1 

gerado por um vetor qualquer v * O e V o subespaço gerado pelo vetor 
2 

llt/2 u u v·e então M(V V ) = V V para todo M e G . 
1212 1UZ 

Ainda mais geral, considere o semi-grupo gerado pela rotação 

por um ângulo O < e < n/2 • ={[10) (cose 
o 1 sene 

-sen e l 
cos 9 

(
cos 29 - sen 29) 
sen 29 cos 29 • }· Se e

19 
for uma raiz n-ésima da unidade 

então o semi-grupo é finito. irredutivel mas não fortemente irredutível; 
t9 129 

de fato a familia de subespaços gerados pelos vetores 1, e • e 
Hn-1)8 

e é invariante a toda matriz M e G~r Por outro lado se e for da 

forma «·n onde a é um irracional então o semi-grupo será infinito, 

irredutlvel e fortemente irredutlvel uma vez que a órbita de qualquer 

vetor unitário é densa em S "" { z E C: [ z I = 1 }· 

Dada uma distribuição Jl em Gl(d,lR) escrevemos T (resp0ctiva-
f' 

mente G ) para o menor semi-grupo fechado (respectivamente subgrupo) de 
i' 

Gl{d, iR) que contém o suporte da 1.1 (lembrar que o suporte de uma medida 

jl, supp 11-. é o complementar do maior aberto de medida nula) 

d 
Observação 2.3: Note que se V , . . . V são subespaços de IR , então o 

1 k 

conjunto G de matrizes M tais que M(V
1 

U ... U V) = V
1 

U ... U Vk é um 

subgrupo fechado de G!(d, lR}. Com efeito se M. N E G então 

logo MN E G, e também 
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~ M-
1
(M(V U ... U V )l = V U ... U V 

l k l k 

-1 
isto é M e G. Além disso o subgrupo é fechado (na topologia induzida 

de GHd. IR)) devido à continuidade de 

v 
Gl(~ !R) ~ Gr s (d) = {subespaços de IR

4 
com dimensão s} e 

M ,_____, M{Vl 

onde V é um subespa~.,-o de dimensão 1 :s s :s d. 

Com vista nesta observação é fácil mostrar que são 

equivalentes: 

(i) Suporte de I' é fortemente irr·edutivel; 

{ii) T 1-L é fortemente írredutivel; 

(iiil G é fortemente irredutível. 
I' 

Com efeito (i) -* Ui} * (iii} é trivial por continência de 

conjuntos; para provar que (iii) -.. (i) suponha que o suporte da ll não 

seja fortemente irredutível, isto é, que exista V 
1
• . .. , V k tal que M(V

1 
U .. . U V k) = V 

1 
U . .. U V ~r.• para todo M E supp 11> pela observação 

anterior, o menor subgrupo 

irredutlvel, que é um 

equivalência. 

que o contém. G • tampouco 
I' 

absurdo. portanto fica 

será fortemente 

estabelecida a 

O interesse na irredulibitidade forte vem do seguinte 

resultado. que será útil no teorema principal da próxima seção" 
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Proposição 2A: Seja ~ uma probabilidade em GHd, R} tal que G é 

" v em P(!R4
) _~,~--invariante é fortemente irredutivel. Então qualquer medida 

própria. 

Demonstração: Seja Gr t(d) o conjunto de todos os subespaços de 

dimensão t de iRd e considere 

onde (V= {X e P(!Rd) : x e V } ), 

e 

pela 

r = sup { v (V) V E Gr-t
0 

(d) } 

A= {V E v( V) 

SeV eV estãoemA 
1 ' 

então ou V = V ou dim (V f1 V } < t e 
1 2 1 z o 

definição de t
0 

: v {V
1 

n V
2

) = O, Segue que se V. V •... Vk são 
t 2 

elementos distintos de A então 

k 

v [v u v u ... u v) = \v (v) = k-r 
1 2 k ~ ! 

i <::1 

logo A é finito. 

Por outro lado, para todo V e A temos; 

r = v (V) = I' * v (V) = J v (M.
1·Vl d~L(M), 

·1 -
pela p:-invariança de v. Mas v (M •V) ::s r. segue então que para }l-quase 

-1 - -1 -
todo M, v (M ·V) = r e portanto M ·V e A. Seja L = U V À ; temos então 

VÀEA 

que { M e Gl{d, IR) : M(L) = U é um subgrupo fechado que contém G f.!. Se 

t < d então L é a união de uma famHía finita de subespaços próprios, 
o 

portanto, G não seria fortemente irredutivel; segue que l = d e assim 
~ o 
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v é própria • 

Na verdade a reciproca da proposição também é verdadeira, a 

demonstração disso não apresenta dificuldades. 

!H.3. RESULTADOS RELATIVOS Á IRREDUTIBILIDADE FORTE 

O próximo teorema (3.2) será usado nas demonstrações dos 

resultados principais deste capitulo; entre outras coisas ele assegura 

que se G p. for 

medida v em 

fortemente irredutível e contrátil então existe uma única 

PORd) J.L-invariante. Sua demonstração estará fortemente 

baseada no lema (3.1) que apresentaremos agora; esse lema assume uma 

papel central na abordagem probabilistica dos resultados do capítulo 

IH, a idéia principal é ter a convergência fraca da sequência de 

medidas X {w} ... X {w} gv a partir da convergência de um martingale 
! n 

!imitado. Em virtude da sua prova exigir conceitos e técnicas que fogem 

da Hrtha abordada neste capitulo, essa será feita no apêndice 2. 

Lema 3.1: Seja G um semi-grupo topológico agindo em um espaço topológico 

localmente compacto B que satisfaz o 2!J axioma da enumerabilidade. 

Considere uma sequência X
1
, X

2
, . . • i. Ld. em G com distribuição comum 

p.. Se v é uma distribuição em B M-invariante então para quase todo w 

existe uma probabilidade v em B tal que a sequência 
w 

[ X (w) X (w) •.. X (w} g v] 
! 2 n 

n?:l 

converge fracamente para v w para quase todo g com respeito à medida I\ -= 
n 

\ ~n~l n L 2 11. Além disso, para toda função mensurável limitada f em B 

I f d v = ~[ J f d v w] 
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O que o teorema 3.2 vai nos garantir é que se G~ for 

fortemente irredutlvel e contrátil então as medidas v são de Dirac 

" quase sempre. e além disso a distribuição de Zít.t) tal que v = õ- é 
W: :z:(W} 

exatamente v. 

Teorema 3.2: 

Gl(d,!R}, i.i.d. 

Seja X
1

, Xz_• •.. uma 

com distribuição comum 

sequência de matriz aleatórias em 

I'· Suponha que T seja fortemente 
I' 

irredutivel e que seu indíce seja p. Então, se M = X · X · ...• ·X • para 
n 1 Z n 

quase todo w existe um subespaço V(w) de !Rn. de dimensão p tal que todo 

ponto de acumulação de { ~M (w) ~-
1
M (w), n ~ 1 } é uma matriz de posto p 

n o 
com imagem V(w). Se x * O então 

P { w : x ortogonal a V(w) } = O 

Se Til for contrátil, existe uma única medida v em P(!Rd) 

Jt-invariante~ e M {w}v converge fracamente a õ- onde z(w} é qualquer 
n :z:IW) 

vetor não nulo de V(wJ, que neste caso tem dimensão um. 

Demonstração: Tome uma medida v em P(!Rd) JJ.-invariante (essa medida 

existe pelo lema II.3.9). Pelo lema 3.1 anterior existe. para quase todo 

w, uma medida de probabilidade v tal que (M (w) g v) converge fraca-w n n<=::l 
00 

mente a v w para quase todo g e Gl(d. !R} com respeito à medida À = L 
n""O 

Fixemos então w e vamos considerar um ponto de acumulação A{w) 

de (IM (w) ~-l M (w)) . Se A(w} x * O então M (w) • X converge, a menos 
n n n .. , 

de subsequência, a A{w) • i . Pela proposição 2.4 v é própria então; 

v { X E P(!Rd) A(u) g X = o} = o. 

isto é, 



= lim M Üo~} g• X 
n 

v - quase sempre 

ou seja 

A(w) g v = lim Mn g V = vw para À - quase todo g 

{esse mesmo argumento foi usado na demonstração da proposição LS). É 

fácil ver que 

{g e GHd.R); A(wJ g v= vw} 

é fechado em GHd~ !R) de fato se tomarmos uma sequência [h ] de 
n n~l 

elementos que estão no conjunto tal que h --7 h então A(w)h v = v 
n w 

porque v é própria. Além disso. como o suporte de A é T U { Id }, segue 
I' 

então que 

A{w)g v = v 
w para todo g e TJt. 

Considere agora uma sequência (g ) em T tal que ijg r 1 g 
nn'!::t jJ. n n 

converge a uma matriz h de posto p (essa sequência existe porque o 

indice de T é p). Para todo g em T 
I' ~ 

e portanto 

A(w} gg v = v . 
n W 

Se A(w} gh x * O então A(w) gg · x converge para A(w) gh· x .Seria 
n 

desejável então que 

v { i E P(!Rd); A(w) gh X = 0 } = 0 (3.1) 

porque neste caso A(w} gg v convergiria fracamente a A(w) gh v (note 
n 

que agora h não necessariamente está em T }. 
I' 

Vamos então mostrar por absurdo que existe g e 

verdadeiro: como v é própria (pela proposição 2.4) então 

T onde (3.1) 

" negar (3.0 é o 

é 



mesmo que admitir 

A(w) gh x = o • para todo x e iR • 

31 

(3.2) 

Mas se (3.2) for verdadeiro para todo 

gerado pela união U g· {imagem de 
gET 

T tã •- Vde~• g E en o o SUvo;;Spaço n 
I' 

h) deveria estar contido no núcleo 

M 
de A{w), e portanto dim V < d. Ora. para todo g e T , gV = V, ( com 

" efeito todo v e V é da forma ~ u onde g
1 

e T 1.1 e u está. na imagem de h. 

portanto g(g u) "" (gg ) u e V) que gera uma contradição com a 
1 1 

irredutibilidade forte de T . Concluimos então que existe g e T tal que 

" " (3.1) acontece e portanto 

v = lim A(w) gg v = A{w) gh v. 
w n 

(3.3) 

Seja V(w) o subespaço gerado por { x e !Rd - { O } : x e supp 

v w } • Por (3.3), V{w} está contido na imagem de A(w) gh • portanto dim 

V(w) :s: p porque posto (h} = p. 

Por outro lado o suporte da distribuição de M é (supp (J1))n, 
n 

portanto P(M E T ) = l e P{M E T , V n :2::: 1} = 1. Pela definição de 
njJ. nj.! 

i:ndice de T , o posto de A(w) é maior ou igual a p. Como v = A(w)v 
lt " 

então V(w) = 1 A(w) ou seja cüm V(w) = p. 
m 

Acabamos de provar que V(w) é um subespaço de dimensão p que é 

a imagem de todo ponto de acumulação de [iM (w}r
1 

M {w}) . 
n n n;?!:l 

Para. todo x E !Rd, x ~ O seja H(x) = { Y E P(iRd). < x,y > = o}. 
Sabemos pelo lema 3.1 anterior que v = J v(..} dP{w), então 

P(w: x ortogonal a V(w)) = P(supp vw c H{x)J 

= P[v,}H(x)J = 1] 

s I v ,,(H(x)J dP(..,) 



82 

= v{H(x)) = O 

pois v é própria. 

Por fim se T for contrátil então p = 1 por definição e V(w) se 

"- d reduz a um ponto z(w} em POR ). Note que por construção Zíw) não 

depende de v : V(w) = imagem de A(w) e como dim V(w) = 1 então v s6 

" pode ser a medida de Dir'ac em Ztwl {vale observar que isso não acontece 

se p > l, de fato neste caso v depende de v : v = A(w)v. Agora, como v 
• w w 

= J ô- dP(w) então v é a única medida !l-invariante em P(íRd); note 
zfW) 

ainda que a distribuição de Z(w} é a própria v • 

A próxima proposição será Util posteriormente. 

Proposição 3.3: 

independentes em 

Seja a sequêncía Y , Y ~ ... de elementos aleatórios 
l 2 

Glfd,!R) com distribuição comum fl, e S = Y Y. 
n n l 

Considere a decomposição polar 

S = K A U 
n n n n 

ondeK,U 
n n 

e O(d,!Rl e A = diag [ a (n), ... , a (n) ) com a (n) ;::o:; 
n l d 1 

:<:: •• , a {n} > O. 
d 

Se T tem indlce p e é fortemente irredutlvel então 
~ 

(a) O subespaço gerado por { u:(w} e
1

, 

a um subespaço p-dimensional V(w}. 

(b) lím e inf 
n --1-oo n 

a (n) 
p 

1ST n 

> O q.s. 

a {n) 
2 

{c} Para toda sequência 
d 

(x ) em IR que converge a um vetor não 
n ni:!::l 

nulo 

sup 
n~l 

fis (wJ i 
n 

j[S lwlx i 
n n 

(oo q.s. 
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Preste atenção que o [tem (c) é válido para <Jma sequência f!xa 

(x J e quase todo w. O alerta é feito porque uma aparente com:radi 'ío 
" pode aparecer entre os itens (b} e {c) se alguém construir urna sequênda 

de vetores unitários (x } o.nde cada x está exatamente no subespaço de 
n n 

dimensão um onde as normas estão sendo multiplicadas por a {nJ {em .. , 
<:>utras palavr&.s, x converge a x. com x ortogonal a V(w)); neste caso, 

n 

pelo item {b): 

lim 
i[S (wli 

n 
(3.4) 

O que falha neste raciocinio é que a sequência fx } é função de w; o que 
n 

o ítem (c) está dizendo precisamente é que dada uma sequência (x ) como 
n 

a que foi construída, seu Hmite da equação {3.4) só ê infinito para um 

conjunto de w' s de medida nula. Veja na demonstração deste Item que é 

fundamental o fato de {do teorema 3,2) 

P{ w : x ortogonal a V(w) } = O, 

isto ê, se x é o limite de x , x é ortogonal a "quase nenhum" V(wJ. O 
n 

item (c) ainda implicará o resultado surpreendente do item O) no 

corolário 3,5 . 

Antes de demonstrarmos a proposição vejamos ainda o seguinte 

tema 3.4 com o qual essa se torna praticamente um corolário do teorema 

3.2. 

• 
Lema 3.4: Se p é a distribuição de Y 

1
, o lndice de T P é igual ao índice 

de T e T é fortemente irredutível se T o for. 
M P 11 

Demonstração: Observe prímeiro que T 
p 

• • • M M = (M M ) L Considerando agora a 
1 z 2 l 

= { M*, M E TJ.i.} (trivial porque 

decomposição polar M = K A U, M * 
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• • 
""" U A K e o lema !·3 então o 1ndice de T p é igual ao indice de T 11 uma 

vez que a
1
(M) = a, (M ). i = .1, 2, ...• d. 

Suponha agora que exista 
d 

uma familia finita de subespaços 

próprios V
1

, V 
2
, •.• vl de fR tal que 

= u v, 
1=1 

para todo M e T . 
p 

Como cada M é inversível então na realidade o que M faz como operador no 

conjunto dos subespaços é uma permutação entre subespaços de mesmas 

dimensões; portanto sem perda de generalidade podemos considerar a 

sub-fanúlia dos subespaços de dimensão maximal, que por comodidade 

continuaremos chamando V
1
, V2 •... , Vl. 

Sejam W 's os subespaços ortogonais aos respectivos V 's, i = 
1 * * i 

1, 2, •..• l. Ora MV
1 

= VJ ê MV1 ..L W
1 
~ V

1 
J. M WJ <» W

1 
= M WJ' então 

.... V ME T, 
p 

l l 
U WJ J = U WJ para todo M e Til. isto é, 
J"'l j=l 

portanto M( 
fortemente irredutível, o que é um absurdo • 

Vejamos agora a: 

T não é 
li 

Demonstração da proposição 3.3: Pelo lema anterior podemos aplicar o 
• teorema 3.2 à sequência X = Y • Então existe quase sempre um subespaço 

l l 

vetorial V{w} de dimensão p que ê a imagem de cada ponto limite M{w) de 

{ iS:(wJr' Sn(wl" L~,· Como is) = a,tnJ, 

• s 
n . [ = U n díag 1, ..... 
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Cada componente do produto acima está contida em um compacto (bola 

unitária fechada). Se U(jG(w). K (w), 
~ 

o:éwJ. ... , -a: (w} 
d 

forem pontos 

limites de U (wl, K (w) e 
a

2
{n) ad(n} 

então a
1 
{n) • ...• a;w n n 

um o posto de M{w) é \gual a p, isto é, o:
2
(w) :::'! ... ?:. {)(: (w) 

p 
> O e 

a. (w) = . . . = (t (w) = O. O subespaço gerado por { 
p+i d 

... , • U (w) 
00 

e P } é, então igual à imagem de M(w), o que prova (a). 

A parte (b} segue diretamente 

O. (Note que esta parte de proposição 

da relação a (w) 4!:. O e a (w) = 
p p·~l 

é equivalente ao lema 1.3; aqui 

ela segue do teorema 3.2. mas o lema !.3 já está embutido no teorema em 

questão). 

Para verificarmos a parte (c) temos: 

e portanto 

Se X -----> X e y{w} é a projeção 
n 

~s (w)xj 
lim inf 

n 

n -~!XI rs (wl I 
n 

Ainda pelo teorema 3.2 

al. (n) 

a {n) 
1 

• 2 

U e > o 1 

ortogonal de x em V(w}, então: 

~ inf { 
a {n) 

(w) } 
p jy(wJI a
1 
(n) 



e pela par-te (b} 

segue 

ou o que é o mesmo 

lim inf 
!S (w)x I 

n n } o ·--- ijS (w) i 
n 

js twll 
n < 00 sup 

ni:!:l jS (w)x I 
n n 

86 

q.s. 

q.s. 

• 

Desta proposição deduzimos facilmente o importante corolário 

abaixo: 

Corolário 3.5: Seja uma sequência Y l' Y 
2
, ... de matrizes aleatórias em 

Gl(d,!R) independentes e com distribuição comum p.. SUponhamos que 

Então 

nulo 

(b) GJ.t é fortemente irredutíveL 

Para toda sequência (x } ... que converge a um vetor não 
n n""l 

lim 
1 
n 

Log iY ... Y x " = ; 
n 1 nH 

q.s. 
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OU Se v ê uma medida de probabilidade p-invariante em .P(IRd} 

entào: 

Demonstração: Se ia S = Y - n n Y . Pela proposição 3.3, se x _,.. x '#. O 
1 n 

então existe C(w) tal que 

isto é: 

sup 
n~l ~s (w)x ~ 

n n 

O < C(w) ~ 
j[Sn(w)xnjj 

\/S (tó) 11 
n 

q.s. 

" i]x 11 ~ M • n 

para algum M E IR e para n i!: L Segue que 

C(wl !S (wlll s j[S (wlx Jl s M!S (wl! , ou 
n n n n 

Log C(wl + Log IIS (will ~ Log !S (w)x 11 ~ Log M + Log 1/S (wlll 
a n 11 n 

dividindo esta inequação por n e fazendo n tender a infínito ternos: 

lim ~ JISn(w)xn/1 = lirn -;\- ysn(wli =' q.s. 
n ~~ro n --'h» 

Para demonstrarmos OU seja v uma medida p.-invariante. 

SelE [ log'~Y 1 ~ J < oo então 

JJ Log' ~:;l dv(Y) dv(xl = J [f Log' 
jYx! 

11 "I 
dv(YJ ] dv(x) 
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e portanto, aplicando a proposição U,3. 7 como estâ nas observações 

depois de sua demonstração. para o cocicl.o aditivo c-(Y,xJ '" Log j_YxJL 

concluímos que 

IIY ... y X~ 
n l 

= IJ <T(Y,x) d!!(Y) dv(x) = H Log 
jYxll 

ixll 
ÓJldV, 

e como, pelo item (i) 

lim 

segue que 

1 
- Log ily ... Y xjj = 7 n n n 1 

fjYxlj 
l!xij 

d!!(Y)dv(x) 

q.s. 

• 

O resultado do item (i) do corolário é surpreendente, 

possibilita o cálculo de -r a partir de qualquer vetor x e !Rd - { O }, 

bastando analisar o comportamento 

distribuições jl de Y
1 

convenientes 

da norma de Y 
n 

(tt discreta por 

y 
l 

exemplo) 

x. Para 

é fácil 

calcular !f' com a certeza de que não estamos no conjunto de medida nula 

onde o resultado não vale. Esse mesmo resultado será ainda rediscutido 

na seção 5 depois de introduzido o conceito dos d expoentes de Lyapunov 

e dado um significado geométrico deles através do Teorema Ergódico 

Multiplicativo de Osseledec (teorema 1.4.4). 
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!li. 4 AÇÃO CONTRAT!VA E.'d P(!Rd) E CONVERGtJ'ICIA EM DIREÇÃO 

Vamos primeiro definir o que se entende precisamente por 

distância angular' natural em P(IR4): 

Definição 4.1.: Se x.y são vetores unitários em ~d com direções x, y 

respectivamente então definimos a distância ô(.i,J) como: 

Observe que O(i, Yl = sen (6 ), 
xy 

onde e é o .a.ngu!o entre x e y em iR
0 

xy 

dado pelo produto interno. 

Para qualquer matriz ortogonal K, é óbvio que O(K·X, Kj) = 

acK, j). Para verificar que ê de fato é uma métrica precisamos ainda 

mostrar a desigualdade triangular: 

acY. ZJ s õ(Y. iJ + a<X. Zl 

Pois, dados x, y e z vetores unitários l.Hcaso contrário, ê trivial) 

tomemos uma base ortonormal conveniente tal que: 

Então: 

x =e 
l 

" { 1 - y
2

1 
z

2

1 
- 2 y z y z 

l 1 2: 2 



Considerando que 

õty, Zl 

uma vez que iY I < ! e I z I < !. 
. 1 i 

! -

2 2 
+ y z -

1 2 

• obtemos 

(3.5) 

Interrompemos agora nossas contas para mostrar a seguinte 

desigualdade envolvendo números reais positivos; 

então 

De fato. basta desenvolver a potência e notar que 

se a. b, 

Aplicando esse resultado as nossas contas resulta, de (3.5), que: 

que mostra a deslgualdade triangular. 

c E R 
~o 

Pelo apêndice 1 sabemos que se x~ y E R4 então ;x A y I é a 

área do paralelograma gerado por x e y. Como a área do paraielograma é 



igual ao produto llx~ · Jy~ · sen e , temos que para todo x. y di!:>"tintos de 
xy 

zero: 

(3.6) 

Usando esta fórmula o lema seguinte é consequência de um par de contas: 

Lema 4.2: Para todo M em Gl(d,!R), se a (M} 
' ' • maiores autovalores de M M então 

a
1
/M) são as raizes dos dois 

~(M·X, M·YJ :s a {M) ( ) 
- - 1 az M 

3{x, y) 

para todo par x -:/:. y. 

Demonstração: Da equação (3.6} temos que 

jlxHr_L 
!IMxj · jMyj 

ô(M·x, M·y) ~ l!xi·bi JIA2M(x A y)j 
ô(x, y) !IMxii·IIMyj /lx A Yll 

agora pelo lema 5 do apêndice 1 temos que 

segue então que 

11 xjj !Yi 
jjMxj jjMyj 

jA
2M(x A y)j 
[jx A yj 

~a(M)a(M) 

' 2 

I x! I Y I 
jMxj jMyJ 

• 



Mostraremos agora o principal resultado sobre o comportamento 

do produto S agindo em P{tRct): ele estabelece que se TJ.L for fortemente 
n 

irred4dvel e contrátil então S 
• n 

um enquanto a direção de S x 
n 

contrai a distância õ com probabilidade 

converge em probabilidade a um limite 

aleatório z.(w) que independe de x. E notável que isso se passa sob 

çondtções que dependem só de TJ.L. 

Teorema 4.3: Seja S = Y ... Y onde { Y J > são matrizes aleatórias 
n n 1 l n n-l 

independentes em Gl(d, iR) com distribuição comum Jl. Suponha que TfJ. seja 

fortemente irredutível e contrátil, então: 

- - d 
(i) Para todo par X, y E P{R ) , 

i,Sn·Y)=o q.s . 

• 
{li) Existe uma direção aleatória z{w) tal que S 

n 

probabilidade a Z(w), uniformemente em X e P(tRd). 

x converge em 

(iii)Existe uma única distribuição 

toda função continua f em P(!Rcl), 

d 
v em P(!R ) M-invariante, e para 

S::!P 
X 

Demonstração:: 
• deSS.Se 
n n 

quando n ~ oo , 

Seja a
1
(n) e a

2
(n) as raízes dos dois maiores autovalores 

\x ) e (y ) são duas sequênclas disjuntas de vetores 
n n 

unitáríos que convergem em direção, então o lema 4,2 garante que 

a(n}a(n) 
t z 

11s x Hs Y I n n n n 



Pela proposição 3.3 temos 

portanto 

sup 
n 

a
2
{n) 

il S 
0
! 

< m 

Em particular, tomando x "" 
n 

e sup 
n 

a (n) 
2 

I s I n 

IJ SnJJ 

~o 

= y, obtemos {i). 
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I s I n I s I n 

!JS y I 
' n n 

< m 

q.s. 

Chamemos 

aleatórias X 
I 

• 
~ y 

I 

• agora de p. 

e R ~ X 
n n 

a distribuição comum das matrizes 

Xl' Vamos provar inicialmente que 

quando n~ 

sup 
- - d 
x,y€P(lR } 

R • x, 
n 

R· o 13.7) 
n 

Suponha por absurdo que existe um e > O e uma subsequência n
1 

tal que 

para [xnJ e (\] 

X n, (3.8) 

Podemos considerar ainda que ( x .n J e [y n J são convergente porque estão 
I I 

em um compacto. Agora, pelo lema 3.4 T * também é fortemente irredutível 
I' 

e contrátil, logo, pelo no ltem anterior 



R· X 
n 

1 

o que é uma contradição com (3.8). 
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q.s., 

Pelo teorema 3.1 sabemos que existe uma única distribuíção m 

/·-invariante em PUrlJ, com X 
n 

X
1 

m convergindo fracamente a uma 

distribuição de Dírac õ- ) . Temos: 
z'"' 

• s . 
n 

x ,z ] $ E ( a [ S: · i, • s . 
n 

- d como a desigualdade vaie para todo y E P((R ) então 

• s . 
n 

• s . 
n 

• s . 
n 

y, z)) . 

'Jl 

O primeiro termo do lado direito da desigualdade tende a zero por {3. 7) 
• (note que S e R tem a mesma distríbuição) 
n n 

Ha(( y, z)] ctm(yl = E [fa(( y, zJctm(yl] 

= E[fa[ü. z] ct[x. X1 m) ( ü]] , 
que converge para E ro<z. zll = o, isto é: 

Um 
x e s~~JRd) 

E[ a(( X, •]] = o 
n -4oo 

o que conclui {ii) {é fácil provar a partir das definições que uma 



95 

sequência de variáveis aleatór-ias í <. L limitada em uma métrica A 
n 

converge em probabilidade par-a uma variável aleatória ç se e somente se 

lim E ! At< , I;Jl = 0). 
n 

Por fim. se f for uma função continua em P(íRd) então f é 

uniformemente continua. Portanto usando o resultado que já foi 

estabelecido em Oi): 

Como 

segue que 

5 '1P 
X 

s~p 

X 

:S S!-!P 
X 

converge a zero quando n ----7 m. Agora {iii) é obtido simplesmente 

verificando que tanto o item (ii) como a desigualdade acima são 

verdadeiras trocando X
1 

por Y
1 

e a medida m pela v 
• 

As hipóteses do teorema 4.3 não estão em excesso, é o que 

mostra a 
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Proposição 4.4: Se assumimos que TJ.!. é apenas irredutível ~Jntão (i} é 

verdadeiro se e somente se T for fortemente .irredutível e contrátiL 
j.l 

Antes de demonstra-la vejamos o 

Lema 4.5: Se T não é fortemente irredutível então existe uma famíJ1a de 

" subespaços próprios V 
1 

.•• , V 2 de mesma dimensão tal que 

(a) Se i * j, V
1 

f1 VJ = i O } • 

(b) 

I. 

Para. todo i = 1, ... , l e M E T , MV = 
l 

V para algum j = 1, 
J 

, .. , 

Demonstração: Seja r o menor inteiro positivo tal que exista uma 

família finita L de ";ubespaços próprios de dimensão menor ou igual a r 

que satisfaz M [ U V e) = U V e• para todo M e T 1l Seja V um dos 
leL te1.. 1 

subespaços de dimensão r; como todo M aplícado a L faz uma permutação 

entre subespaços de mesma dimensão então existem V 
2

, .•• , V t em L tais 

que {MV
1

, M e: T
11

} = {v
1

, V
2

, •.. , v.e} . Supomos os V1's distintos ( caso 

existem V • s distintos de V então T., não 
i l ~ 

é contrário, isto é, se não 

irredutlvel e o resultado é trivial). Vejamos agora que se M e T 

" 
= U (v, n v) . 

1 * j J 

como dim V
1 

n VJ < r, a hipótese de minimalidade de r implica {a). O 

item {b) é trivial uma vez que acabamos de mostrar que L= {vc···•v.e} 
• 
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Demonstração da proposição: Seja m uma medida própria em P(Rdl, se (i) 

do teorema 4.3 -~ verdadeiro então existe w, X e n tais que S (w) ,s T 
! n I' 

' e quando i ................ m, S (wJ· x converge a um z e õ{S (w)· X, S (w)· 
n

1 
n

1 
n

1 

Yl ----7 O para m-quase todo y. Portanto S fw} m converge fracamente :1. 
n 

l 

IJIDa medida de Dirac em Z e ~S (w) r 1s (w) 
nl 

converge a uma matriz de 

imagem z, isto é, T e contrátil. 
;t 

n 
I 

Suponha agora que Tf.i não seja fortemente irredutíveL Seja Vl 

= { X e P(!Rd), X e VI } onde vl •... , vl são os subespaços próprios 

construídos no lema 4.5. Como V
1 
n VJ = 0 então 

Se {i) acontece então para x e V 
1 

e y e V 
2 

existe w tal que 

Mas (b) do lema implica que existem i • j tais que S (w)· X 
n 

E v e 
I 

S (w) • y E v J para n 
todo n E~. Segue que 

d(sn(w)· 
- r) "· S (w) • ) IX ) 0 

n 

para todo n, o que é um absurdo 

• 

lll. 5. OS EXPOENTES DE LYAPUNOV 

Nesta seção definiremos os d expoentes de Lyapunov associados 

à distribuição p. de Y 
1
; inicialmente daremos uma abordagem mais 
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probabiHstica como no nosso texto principal [2) e posteriormente. com o 

enfoque da Teoria Ergódica. especialmente do Teorema Ergódico 

Multiplicativo de Osseledec. daremos uma interpretação geométrica do que 

significam esses expoentes. Antes de apresentarmos a definição, porém, 

vamos mostrar um lema que será útil mais adiante. Um resumo de 

resultados relativos à potência exterior- .1\fiRd pode ser visto no apêndice 

L 

Lema SJ: Se M E GI{d. R}. seja 

Então para todo p, 1 s p s d e todo vetor unitário w em Af~Rd 

JLog!A'M! I ~ p l(M) e JLogjA"Mw li ~ p t(M). 

Demonstração: Pelo lema 5 do apêndice 1 temos que 

a (M) s a (M)P = ~M~P 
p 1 

portanto 

Por outro lado, como 



então 

Logo 

isto é, 

Por fim temos que se nw~ = 1 então iAPMw! :S ~APM~ e da mesma maneira 

para seu inverso ÜAPMwr 1 ::s iApM-
1

~ ( basta notar que jjAPM-
1
APMwij :s; 

~ApM-
1
~ • ~APMwil· com o primeiro membro da desigualdade igual a um), segue 

então: 

• 

Considerando a decomposição polar de uma matríz M (ver lema 1 

• 
do apêndice 1) temos que I det M ! = rr al(M); note que se I det Ml = 1 

i '=i 

então l(M) ~ (d-1) LogiiM! e iMI a 1. C"AJm efeito' 

e como ~M~ ~ 1 (trivial) então: 

Note ainda da demonstração do lema que, como ~ APY 
1 
~ ::s ij Y 

1 
~ P, 

se iE [Log +H Y 11 < oo então IE [Log +I A Py I ] < «~. Vamos agora definir os d 
" 1 1 

expoentes- de Lyapunov associados a urna sequência de matrizes i.Ld .. 
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Oe-riniçã.o 5.~ Seja Y • 
l 

i.Ld. em GHd. com E 

Y
2
, uma 

[ Log'IY,I J 

sequência de matrizes aleatórias 

< oo. Os expoentes de Lyapunov r ._ 
1 

7
4
, ... , r d associados a essa sequência são definidos indutivamente como 

1t =:reparap~2: 

p 

Em outras palavras [ r
1 

é o maior expoente de Lyapunov 
!"'1 

associados à matriz (1\PY ) > {ver definição lL2.Ih e além disso pelo 
n n-1 

p 

Teorema de Furstenbei·g e Kesten [ r 
1 

= 
i ""1 

lim 
1 

A definição é ambigüa se para algum p. J: 7
1 

= - w. neste caso 
!=1 

estabelecemos 7 p = 7 p+l = . . . = r 4 = - "' . 

Observação 5.3: Se lE [Log ... ~Y; 1
~ ] também é finito então todos os 

expoentes de Lyapunov são finitos. 

Com efeito, a sequência fE [ Logi!APS ~ l é sub-aditiva pelo 
n 

mesmo argumento usado na seção II.2 onde p = l; portanto, pelo lema 5.1: 

para todo n e IN. e portanto 
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' 
li 

l "'1 

A próxima proposição é importante para fazermos a Hgação 

entre a teoria que estamos desenvolvendo e o Teorema Ergódico 

Multiplicativo {teorema L4.4). Veremos que os expoentes de Lyapunov 

correspondem na notação do teorema aos autovalores da matriz simétrica 
1/Zn 

Aw• llmite de (T:*T:J ; então a partir deste mesmo Teorema Ergódico 

podemos ter uma Interpretação geométrica desses expoentes. 

Proposição 5.4: Se a (n) ?! a (n) 
'• 2 

?::a(n}>Osãoas 
d 

raizes dos autovalores de S S , então com 
n " 

probabilidade um: 

"" = Um '• 
l 
n 

1 
n 

Log a (n). 
p 

Demonstração: Inicialmente suponha que 'l, + . . . + if = - ro , então 
• p-1 

temos que provar que 

lim 

De fato: 

1 
n 

Log a (n) = - oo . 
p 

a (n)p-l :S a (n} 
p 1 

a {n) 
p-1 

que implica em 

(p-1) fim l 
n 

Log a (n) :S lim 
p 

= Hm 

1 
n 

1 
n 

Log a, (n} .•. a {n) 
~ p-1 

" p-1 " Log uA Y ... Y ij 
n 1 
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=y+ ... +y =-oo 
1 H 

Suponha agora que -:r + . . . + 7 * - ro , então 
1 p-1 

lim 
1 l 

- Log a {n) = Hm ·- Log n p n 

a(n) •.. a(n) 
I P 

a ln) a <nT 
1 p-1 

• 

Fica evidente com esta proposição que 'l 2: 7 ~ 
I Z 

~ rd, o 

que justifica chamarmos 7 = 7
1 

o maior expoente de Lyapunov. 

Corolário 5.5: Como as mesmas hipóteses da proposição 5.4. ternos que 

Demonstração~ Temos que det(Y 
n 

portanto (para valores finitos ou infinítos): 

r + ..• + r = lim _!_ !E[ Log(a (n) ... a (n))] 
t d n t d 

n -700 

lim 
1 

[[Log I det s.l] : -n 
n --:1-w 

= a {n)·a (n) 
1 2 

lim 
1 

[[Log I det Ynl + ••• + Log I det \I] : 
n 

n --tw 



porque as matrizes são identicamente dlstribuidas. 

• 

Em outras palavras o corolário nos diz que todos os expoentes 

são finitos se e somente se Log l det Y I é integráveL 
' l 

Vamos agora mostrar que os d expoentes de Lyapunov são nada 

mais nada menos que os auto-valores da matriz símétrica i\ do Teorema 

"' Ergódico Multiplicativo de Osseledec. 

Já vimos na demonstração do Teorema de Furstenberg e Kesten 

(2ª versão, tL4.2) que a sequencia de matrizes aleatórias i.i.d. Y
1

, 

n-l 
Y

2
, •.• pode ser expressa como Yn ==- ToT o-nde 

variável aleatória definida em tr.l = Gl(d, 

T ' Q---+ Gl(d, ffl) 
~ iRJ , A, P) e 

é uma 

<, o 

deslocamento, é uma transformação ergódica. Ora, como íE[Log ,_ ~ Y t ~ < ro 

então é óbvio que iE[ Log+ijT(•lll J < t:<l- e portanto estamos dentro das 

hipóteses do Teorema Ergódico Multiplicativo (1.4.4), temos Tn = Y 
W n 

Y • isto é Tn = S (1.,1), e para quase todo w ternos: 
1 w n 

A 
w 

Lembramos que na demonstração da proposição I.4.2 temos que para cada w: 

r ( (n 1 I a (1) o n ( . rn • Tn Tn 
~ o o 

w w n " . ( rn o · . a (d) ' 

l n ' 
J 

<mde (O ) é uma sequência de Cauchy de matrizes ortogonais e a {d), 1 
n nl!l I 
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:sts:dsãoos 
( 

n' auto-valores de T w o produto acima então 

r À(lJ 
1 

"' e o 

I 
• o o = A 

n 
À(s) 

l o w 
e 

J 

Pelo Item (b) do Teorema 

À (I} 
w' 1 l :s s 

Ergódico 

( m~l} é 

Multiplicativo as 

a multiplicidade 

funções w ~ 

de !\~H) são 1." 

invariante, 
' (i) (l) 
,t em 
w "' 

ou 

então pelo fato de r ser ergódico (ver proposição 

são constantes quase sempre, isto ~: 

i 
n 

q.s. para algum 1 s: j ::s: s 

Log a (i} 
n 

1.2.4 J 

{ j não necessariamente é igual a porque consideramos os À { J) em ordem 

crescente e os r
1
's em ordem decrescente) peJa proposição 5.4 então 

temos que os .\! J} são os s distintos expoentes de Lyapunov, isto é, C r , 
' '3'

2
, ... , rd) = C\(s}' ..• , 1\(sJ, .. , Àlll' ... , .~!tl), onde cada 

auto-valor .\ ( J 1 aparece m 1 
J 

1 vezes. 

Ainda pelo item (bl deste teorema ergódico temos que para cada 

w existe uma filtração de [Ra em subespaços vetoriais:. 

uíll + ... + 
w 

:,) ... :,) v<u 
w 

li {J} 1 - " ' ..., J ::S s w 
onde os U í Jl são 

w 

{ o } ' 

os auto-espaços 



associados aos auto-valores À 
1 
J) da matriz A , tal que 

"' w 

l 
n 

,sex:e 

ros 

Ainda lembrando do comentário depois do coiorário I.4.5 temos 

que 

Resumindo o que dissemos temos o importante corolário do 

Teorema Ergódico Multiplicativo, alguns autores o consideram como o 

próprio Teorema [ 9l : 

Corolário 5.6: Sejam {Q, A, P) um espaço de probabilidade, r uma 

transformação ergódica, T : Q ___,. Gl(d, >Rl uma função mensurável tal 

que 

e a sequência Y 
fl 

Então para quase 

subespaços vetoriais 

todo w existe 

.,ct = v''' v'a-ü ... vm vto) = 
if\ _:) " •• -' :::> 

tal que:: 

uma filtração 

{ o } 

d 
de iR em 

(i) A aplicação w 

corolário 1.4.5}; 

V t JJ é mensurável (no sentido do 

" 

(ii) Y (w) v'" 
1 "' 

= v( J} 

""' 
(iii)existem .\

1 
:$ Ã

2 
~ ••• ~ \ em IR U { - } tais que se x e 

vW - v0-H: 



l 
n q.s. 

!06 

(3.9) 

A sequência formada por À ( J J, n:petindo cada elemento o nUmero de vezes 

de sua multiplicidade ( d!m V(Jl - dim Vo~u} e, em ordem crescente, a 

sequência dos expoentes de Lyapunov da sequência de matrizes aleatórias 

y1' Yz, ··· 

Quanto a este corolário cabe ainda algumas observações: a 

primeira delas é que, como vimos não é necessário que a sequência de 

matrizes aleatórias identicamente distribuidas y' y' 
t 2 

independente, em outras palavras os expoentes de Lyapunov podem 

seja 

ainda 

ser definidos para 

vbservação relevante 

sequências 

é que a 

de matrizes 

invariança de 

deste 

A t JJ 

tipo. A 

de m(J) 

segunda 

e a 
w 

ergodicidade da T nos garantem a existência quase 
w 

sempre do limite da 

equação (3. 9), isto é, limite constante quase sempre, no entanto os 
(j) 

subespaços V w da fiitração não são 

nada nos garante que fixado um 1\ ( 1 } , 

que para todo w 

invar·iantes, ou seja em principio 

' exista um x e !R - 1 O ~ fixo tal 

lim 
l 
n 

Em vista desta segunda observação vamos uma vez mais ressaltar 

a força do ítem (i} do corolário 3.5 onde a hipótese de G fortemente 

" irredutível nos garante que 

lim l 
n 

Log iiY ... Y X ~ ~ Y 
n I 

q.s. 

para todo x e rRd - { O }. Em última análise, sob o ponto de vista do 

Teorema Ergódíco em questão, o que esse resultado está dízendo é que 
d _ (s) {s-1) 

fixado x e IR - { O }, entao x E V - V para quase todo w. onde 

" " ~~ d ~~ 
V = !R é o subespaço que contém o auto-espaço U associado ao maior w w 
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'J.Uto~valor. Na verdade podemos fazer uma prova mais díreta disto, nela 

podemos ver o que efetivamente se passa sob o ponto de vista geométrico: 

Proposição 5. 7: Sob as hipóteses {a} e (b) do corolário 3.5 temos 

que para todo x E IRd - { O }, P{ w : x E v{ll) 

w 

Demonstração: Sabemos pelo lema 3.4 que se G 
u 

for fortemente 

irredut1ve1 então G • também o será, além disso tem o mesmo indice 
ji. • 

p (lembrar que Jl • é a distribuição de Y (w)t Considere agora S "" 
l n 

• y y e sua decomposição polar S = K A U, então s 
n l n n n n n 

• • • onde X = y 1 (w), e tem como decomposição polar s = 
l n 

Chamaremos V(w}, como no teorema 3.2, a imagem do limite de 

• 
= X H 

n 

• u A 
n n 

• s 
n --.-

15 nl 

• 
X 

1 

• 
K 

n 

; ora, 

) '., se provarmos que V(w = U c 

"' 
{ s-1) 

V ,andes 

"' 
corresponde ao 

maior auto-valor exp À {s), então o resultado fica estabelecido uma vez 

que pelo teorema 3.2, para todo x e !Rd - { O }: 

Ora 

• 
s • [ .--;.- = U diag 1, 
js,J n 

x ortogonal a 

= P{ w x ortogonal a V(w} } -= O . 

..... a (n) • 
a (n) 

1 J< 
que, a menos de subsequencia converge pela proposição 3.3 a 

.... 
onde 

" . • 
O, ... , o] K• 



"" "" ~ :> "' '\ ) - "'z ~ ... - ""p , , 

isto é, V(w) é o sub-espaço gerado por { U • t\, 

Por outro l.ad.o: 

rs' s ]''"' ~ 
' " o 

• u 
n 

' ... , 
• 

K 
n 

e pelo feor .. ema Ergódico Multiplicativo 

lim Log A(s), 

j t mal· ar allt"-va!or exn [' {se}] ( :. ( 3) que corresponc en .e ao '-' ~ ~" ,. " -é o maior 

expoente de Lyapunov}. Agora, como: 

segue que, 

mas 

11m 
a (n) 

p 

ã"TnJ 
1 

= a ) O 
p 

[ 

a (n) ]1/n 
Um Log a:ínJ = O , 

llm Log [ ::::: r = Iim 
l 
n 

Log a (n) - lim 
p 

tsto ê, 

lim 
l 

Log a (n) = :.\{s), 
p 

l 
n 

Log a (n) 
. l 

em outras palavras, a multiplicidade m (sJ de A ( m} é peío menos p, quer 

dizer que contém o subespaço gerado por { U * V(w) 

• 
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.-\ d.emonstração desta proposição pode ainda nos sugerir o fato 
. j. I .. j d '.Sl . " 1 \ - I d. . • ;a rnu tlp tcltil·e :n ;.Ie ,,,s, ser exatamente 1gua ao in 1cc ~J -1e c_, . 

" Porém se c1té aqui é dispensável a hipótese de independéncü~ entre as 

v:1riáveis aleatórias Y !' Y 
2
• 

-::amos pn~cisar da hipótese de 

S" l na próxima seção L 

para se provar essa JUaldade 

independéncta. {ver a pro\·a na proposição 

1!1. 6. .\fULTIPLICIDADE DO MAIOR EXPOENTE DE LYAPUNOV 

Vimos no final da seção anterior que "'e ror fortemente 

,·s) {s) 
:Tedutivel e com indice p então a multiplicidade de A , onde exp A 

é n maior auto-valor de i\ do Teorema Ergódico Multiplicativo, é maior ou 

igual a p, mostraremos agora que sob a hipótese de independência esses 

valores coincidem, ou seja ;r
1 

= 1
2 

-= 
c~xpoentes de Lyapunov, em particular se G 

M 

= r > ;r 
p pd 

for contrátil 

onde ''! 's são os 
' 

rt > Yz· 

Antes de demonstrarmos a proposição principal desta seção 

vamos enunciar um lema no qual a demonstração desta estâ baseada. Uma 

vez que a demonstração deste tema foge das idéias principais deste 

capitulo e não apresenta maior interesse na teoria vamos deixá-lo sem 

demonstração e sugerir ao leitor ínteressado que consulte (21 capitulo 

H, lema 2.2 .. 

Lema 6.1: Seja B um G-espaço, (Y ) uma sequência de elementos 
n n~l 

aleatór·ios em G independentes e com distribuição p., O" 11m cociclo aditivo 

em G x B. Suponha que a distribuição v em B. J.t-invariante seja tal que:. 

li) JJ <r'lg. x) d~{g) dv(xl < oo . 

(li} Para {w, x) P ® v-quase sempre, lim o:r(Y (wJ. .. Y (w},x) = + m . 
n l 

Então: 
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' Bl e JI dg,x) d;<(gl dv(xl > o. 

Usaremos aqui as mesmas notações da seção anterior e do Te01·e.ma .Ergódico 

em questao. 

Proposição 6.2: Seja Y t, Y 
2

, uma sequência de matrizes 

aleatórias independentes em C>l(d, íRl r::om distribuição comum ~. Se 

[ [ Log .,.Ü Y 
1 

( •) I! J < <.<J, G g for fortemente irredutível corn índice p, então a 

muitiplicidade m(sJ de À ( s l é exatamente p, lsto é, 

Observação: 

a (n) 
n'' O fato de -a'f[l) convergir para O não diz nada sobre o 

' 
p>l 

[

a (n)l,;n 
limite de Log a (n} . Em última análise o que a proposição está 

1 

-y) 
dizendo é que a razão 

a {n) 
p>l 

a (n} 

n(r 
pd 

N e quando n é grande, isto é, 

vai à zero ' exponencialmente ou ainda: 

,. [ a,,, (n)ll/n = 
dffi Log a

1 

(n) lim Log 
- r J 

' ""'1 -r <o 
p+l 1 

Demonstração: Só nos falta mostrar que 1
1 

> 
proposição (3,3) sabemos que para todo x e: iRd, se s 

n 

7f • 
pH 
~Y n 

Pois bem, 

Y
1 

então: 

da 



\S xi l ( n) ·)Apd s a 
' n " ,., 

" n (nf -~- • o e lim ~--- = Um ~---- = o 
.ls l n ~~w //Snl I[Sn~ptl 

11" 

q.s. 

da mesma maneíra para toda matriz M diferente de zero temos 

in f 
i/S Ml/ 
' n ' • o q.s. 

(basta considerar cada cofllna de M corno um vetor em JRd)_ Combinando 

então as equações obtemos 

1/S '/'>~ IIS Mil'" JS M''p-H 
' nl ' n ii n' I! 

llm ~- = lim = + w 

n ·-40l iiA'"sJ i!s l! P + 1 n --foo iiA'.'s! 
Jl 1\ ' " n 

(3.10) 

Usaremos o lema 6.1 para concluimos, usando {3.10) que 

= }' ) q 
p p+l 

Na demonstração da li\ versão do Teorema de Furstenberg e 

Kesten (teorema L4.1) vimos que se B for a conjunto compacto de todas 
! 

as matrizes dxd com norma um então existe uma distribuição v em B 
! 

11-invariante tal que 

Hm 
1 
n 

para P ® v - quase todo 
! 

(w, M) - veja também as equações {2.6) e (2. 7L 

Da mesma maneira, se considerarmos (Ap+ly ) 
! 

conJunto de distribuição v
2 

J.t-invariante em B
2
, o 

:Rcl (ou seja, conjunto de matrizes (p~l) 

Um 
1 
ll 

então existe 

endomorfismos 
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para P ® v 
2 

- quase to (,..;, NL 

Considere B = B
1 

x B
2
, B e um G!(d, :Rl - c:spaço se definirmos 

a ação 

Y•!M. N) =f _YM 

[ ijYMII 

(Ap+ 1YJN 

li (AP"YJN! 
l , Y E Glld, R), 

Pelo lema IL3. 9 todo ponto de acumulação v de 

{ j, t, ~'* !v,® 

é uma medida M-invariante em B x B , 
1 2 

Definimos o seguinte codclo aditivo: 

Com efeito 

=- Log 

= Log 
IIY,Y, Mil'+ l 

~Ap+ 1 YYNi 
ll l z 

if(Y, (M, N) = Log 

+ 

IIYMijp•l 

i!A'' 1YN!i 

+ Log 

Log 

IIY}lli'" 
iiAp+ly Nll 
I, 2 ~ 

!!Y Mil'" • 2 
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A hipótese :r[Log+ijMi] < oo garante o Hem W do lema, para verificarmos 

(ii} temos, poc D.lOh 

Agora: 

lim 

Ii.m O'( S n' tM, N}} ::!'.: ! im Log 
n --Hc n --+oo 

'IS Mli)'H-l 
' n ,, 

iim p+l L - og 
n IIS Mil -. n 

lim 
n --;.oo 

= (p + l) 'if - PY - ;r 
1 l p+l 

=;r-'? 
1 p+l 

q.s .. 

= 00 

1 
n 

Por outro lado, conforme vimos na demonstração da proposição IL3. 7 

n 

; o-[sn' (M, N)) = ~ I: +j' [YH ... Yt) • [M, Nl ) 
J =1 

e portanto, como v é j.l.-invariante e a sequência {Y J ê i.i.d. temos: 
n ni!:I 

pelo lema 6. L Segue que 

;r -r >o 
1 p+! 

q.s. 

• 



o próximo teorema caracteriza semi-grupos 

irredutíveis e r:ontráteis, uma parte dele é consequência 

proposição 6.1, a outra segue-se facilmente do lema 6.4. 

!H 

fortemente 

imediata da 

Teorema 6.3: Seja Y
1
, Y,z' ... i.Ld. em Gl{d, iR) tal 

< oo, Suponha que T P. seja irredutível, então r~_ > ·r 
2 

se 

for contrátil e fortemente irredutiveL 

que [[Log~Y 1 (·)J 
e somente se T 

M 

Tendo em vista a proposição 6.2, precisamos mostrar 8.penas que 

se 7 > r então T e fortemente irredutível; o próxil .o lema será útil 
1 2 ~ 

nesta tarefa. o que ele nos garante ê uma versão ainda mais forte do 

corolário 3. 5, 

irredutibilidade. 

ao invés de irredutibilidade forte exíge a.penas 

Lema 6.4: Seja S = Y Y onde (Y } são matrizes aleatórias 
n n 1 n n~l 

i.i.d, em Gl(d, IR) com distribuição comum p.. Se Gf.! for irredutível e 

!E[Log+IIY
1
(•)jjJ < m então para todo x '*-O 

lim 

Demonstração: Seja 

d 
X E !R 

1 
n 

lim 1 -Log 
n 

q,s. 

q.s. } 
O conjunto V c IRd definido desta maneira é um subespaço vetorial. com 

efeito, se x, y e V então para todo a * O real; 

lim 
n ---too 

1 
n 

Log ~s ~ ~ = lím 
n x 

1 
n Log J<>l • lim 

1 
n 



llm 
l 
n 

Iim 

Log i!S {x + y) !j c% Hm 
" 

-5 lim 

n 

l 
11 

l 
n 

ilS 

Vamos mostrar que V é invariante a g para todo g em Gi-t, istv 

e, gV = V V g e GJL, o que implicará em V = { O } uma vez que GJ.1 é 

irredutiveL Pois bem, para um certo x E V fixo considere 

Hm 
1 
n 

Pela própria definição de V temos que P{A) = L Usamos agora o seguinte 

artifício: já sabemos que podemos considerar Q = Gl(d, IR)JN sem perda de 

generalidade, ou ainda Q = Gi(d, iR) x Gl(d, lR)tN com a medida produto 1..1. ® 

P. Se P(A c Q} = 1 então 

II x,tg, w) d~(g) dP(w) = P(A) = 1 . 

ora, pelo Teorema de Fubini para 11-quase todo g, (!J. ® P} (g, A) = l, ou 

seja 

lím 
1 
n Log i Y 

" 
1.! ® P - q.s. 

em outras palavras g·x e V jl-q.s., ou seja V é invariante por quase todo 

elemento do suporte de p.. como o produto g ·V é contínuo e o suporte é 

fechado então V é invariante a todo elemento do suporte de J.t e 
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;::onsequentemente a todo elemento de GíJ.. 

• 

Demonstração do Teorema 6.3:Suponhamos então que 1 
! 

> '1 e vamos 
2 

'Tl.ostrar que T é fortemente irredutíveL Para cada par de vetores 
j.t 

unitários x, y temos: 

S {w) • 
n 

-y) ~ 

fiS (w) lx A ylll 
"----

, 
!A'S

0
(wlll 

ifS 
' 

wlxil· IIS (w)y il 
n 

exp n -
1 

LogiiA2S (w)~)l n n 'Jj_ __ _ 

n -
1 

LogfiS (wlxll + -
1 

LogiiS (~J;IjlT 
n n n n IJJ ex:p 

portanto, pelo Teorema de Furstenberg e Kesten e pelo lema {6.4) 

anterior: 

S lw)· 
" 

= !im 
n ~4oo 

~ Ifm 
n --too 

IIS (w)xji•IIS lwlyll 
n n 

n(;r, + ;rz) 
e 

flf0~ 
e 

- y) 
2 =o q.s. ' 

e agora pela proposição (4.4) temos que T!J é fortemente irredutível 

Por fim a. proposição (6.4) mostra que a convergência no 

• 
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~spaç-o projetivo se faz exponencialmente. 

: .embre-se que 

Proposição 6.4: 

aleatórias L L d. 

Suponha que (Y ) seja uma sequêncla de matrizes 
n-nie:l r 1 

com distribuição comum j.L Se !Elt(Y
1

J_ < oo , T
11 

for 

comratil e fortemente irredutível então, se S ""'" Y Y , para t_odo 
n n r 

- - d x, y E PUR ) temos: 

lím 1 
n 

Log 
ôtS · X, S · y} 

" n < o q.s. 

Demonstração: Pelo observação (5.3) da seção anterior já sabemos 

que sob essas hipótese :y
1 

e ·;r
2 

são finitos. Para todo x, y E Rd- { O }, 
- -talquex'#y: 

o(X, y) 

ilxi · IIYII 

llxll · IIYII 
llx A Yll 

Como 
2 

Log liA S ij converge quase sempre a 'Y + ã e 
n n 1 2 

1 1 
-Log 
n 

converge a <r (q.s.) pelo corolário (3.5), então 
! 

lim 
1 
n 

Log 
o(S • x, s • y) 

n n 

e pelo teorema (6.3), r 
2 

- ;r 
1 

< O. 

:s:;r +'( -2-.r "'7 --r 
l 2 t 2 t' 

• 

;!Snxll 

llx!l 
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AP~ND!CE ! 

PRODUTO EXTERIOR 

Definiremos primeiro o que chamamos uma decomposir;ão polar de 

'-!ma matriz: analogamente à representação poiar· ç- = p e\9 de um nümero 

·.~omplexo, temos que toda matriz M em M(d,!R) pode ser escnta como o 

produto M = U S onde U é matriz ortogonal e S é simétrica (ver [51, § 

83, por e:;.:.<~mplo). Para termos uma idéia mais clara do que acontece 

geometrica· :::nte, podemos assumir a seguinte equivalência: 

Definição 1: Seja M E M(d,IR), dizemos que 

é uma decomposição polar de M se K e U forem matrizes ortogonais e A "" 

diag ía
1

, ... , a) com a
1 

~ ... ?:: a
4 

?:: O. 

Lema 2: Se M é lnversivet então a 

' necessariamente as raizes dos auto-valores de M M. 

Demonstração: Seja { e , 1 s i s d } a base canônica de 
i • 

l ;'$ d } a base ortonormal tal que M M f
1 

= a~ f,, l = 1, 

a matriz ortonormal U por Uf
1 

= e
1
, 1 ~ i -:s d. 

Então 

• u 

a 
d 

) o são 

!Rd e { f 1 :S 
i' 

d. defina 
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• assim U • = M M. Se considerarmos K 
-i -I 

=UA então 

• 
isto e. K é ,rtogonal. Ora. então M = .KAU é a decomposição polar e M M = 
u·1 A2 u 

• 

O lema acima é verdadeiro mesmo par·a matdzes não inversíveis, 

só que nestt caso teremos necessariamente que a partir de um certo 1 < r­
s d, a~, ... ., ad = O. Mostra-se isso aplicando o lema inicialmente na 

aplicação linear que vai do complementar do núcleo de M a sua imagem. de 

dimensão (r-1} x (r--U; depois completamos a diagonal ~om zeros e 

impomos que as matrizes ortogonais levem o núcleo ao complementar da 

imagem. 

• Seja E um espaço vetorial 

inteiro 1 ::i p :$ d, seja APE {ou 

de dimensão d, com o dual E . Para p 

p-linear alternadas. Para u
1

, 

estabelecemos: 
"z' 

• 
E"P) o espaço vetorial das formas 

... , • 
u em E e f, f , ... , f em E 

p l 2 p 

[ U AU A •.. AU l [f ,f , ... ,f l = \ 
12 p12p L (sgn 

= det ({r,(u,J}J . 
t claro que (u A u A •.• A 

l 2 

um p-vetor decomponiveL 

1;' permutação 

u } é um elemento de AP E, chamá-!o-emos de 
p 

Os resultados seguintes são facilmente demonstrados (ver, por 

exemplo, [61 seção 7.7). 
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Lema 3: :'i) Se {e, , .. , e } é uma base de E, en.tJio te " e A 
~_ ct l! , ';z 

i'- e i :s i < ... < i .:S d} é uma base A"' E. 
: j) 1 j) 

(U.) Para u ' u z' . ., ' u em E, u A u A ... A u e não·-nuLo 
l p 1 2 ? 

se e somente se u ,. u 
2~ 

..,, u são Linearmente 

' tndependentes. 

(WJDuas p-rí.pl.as independentes {u
1
, l .s t ~ p} e {vl, 1 s. i ::S 

p} tem o mesmo :;;ub-espaço gerado se e somente se u A ••• 
l 

i\ u "" À (v A ..• A v ) para algum À :;t:Q. 
P I P 

Conclulmos deste ierna que a imagem do conjunto dos p-vetores 

Jrx;omponíveis no espaço projetivo P(APE} pode ser identificado com o 

conjunto dos sub-espaços p-dimensional de E (isto é, a Grassmanniana 

Gr {Ei dos p-planos de E). 

' 

Definição 4: Se <~,~> é o produto escalar usual em Rd, definimos o 

produto escalar em AP 1Rd pela fórmula: 

( U A ... A 1l , V A --· 
l p l 

Estabelecemos a norma em AP iRd como aquela proveniente do 

produto escalar. Note que { eu 

é uma base ortonormal de !I.P Rd, 

Á 

e que 

A e 

ilu 
' l 

' 1 < ,, 
A u A .. 

p-dimenslonal do paralelogramo gerado por u
1
, ... , uP. 

i < ... < i :$ d } 
1 {l 

A u il é o volume 
p' 

Se M E M(d, R), definimos a transformação !.inear APM {ou M"P) 

por 

A .•• A:\{U. 

' 
/\P M denota a transformação Hnear ou sua matriz associada à base 

leu 11 etz A ... A e 1P). Definimos ainda: 
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Note que 

Se K é uma matriz ortogonal então 

portanto AP K é ortogonaL 

Lema 5: Seja M uma matriz em M(d,IR), e a (M) ;a: a (M) :::: ... ~ a (M) ?: O 
• 1 2 d 

as raizes dos auto-valores de M M. Então para todo p, 1 % p :S d: 

a IMI a (M) 
l z 

a(M). 
p 

Demonstração: Tome a decomposição polar M = KAU, onde K,U E O{d,f<) e 

A "" diag ía {M), ..• a (MJ. Como t-.P K e AP U são isometrias em 
l d 

então 

mas 

= a (M)· 
ll 

a. [M} e A ••• A e 
1p H tp 



portanto 

A~ = swJa {M)* ... • a (M}; i ::$ t < P1 n lp t 

a fM} 

' • 
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AP!':ND!CE 2 

A demonstração do lema !11.3. t q_ue apresentamos aqui é 

exatamente a mesma da que temos em [2.1. Lema U.2.l a menos de algumas 

~xpllcações compleme-ntares. Para comodidade do leitor vamos rcenunciar 

esse lema: 

Lema IH.3.I: Seja G um semi-grupo topológico agindo em um espaço 

topológico localmente compacto B que satisfaz o 2" axioma da 

~numerabiiidade, Considere uma sequéncia \, X
2
, i.i.d. em G com 

distribuição comum ~L Se v e uma distribuição em B p.-invariante então 

para quase todo w existe uma probabilidade v em B tal que a sequencia. 
w 

[ X (w) X (w) ... X (w) 
1 2 n 

converge fracamente para v para quase todo g com respeito à medida À = 
w 

n 

\ 2-n-1 ,n L ,- . Alêm disso, para toda função mensurável limitada f em B 

Demonstração: Seja f uma função real contínua mensurável e limitada em 

B e F : G ~ IR as médias da f transladada por g: 

F(g) = J f(g · x) dv(x) 

B 

g E G. 

Defínimos M {w) =- X (w} X (w} 
n 1 2 

X (w). Se chamamos de '1 a 0'-âlgebra 
n n 

gerada por xl .... , xn então 



r(nM 11~] 
n·d n 

r 
~ I F(M g) dp(g) 

J n 

<::-t)ffi efeito, se E for um elemento de 'ffi então 
n 

' j F(x (w) -- X )w)J dP(wl 
1 n.~< 

E 

J F[X
1
(w) --- Xn(w) gl d(P ® jl) (w, g) 

E 

124 

peta independência dos X 's. Pelo Teorema de Fubini a integral acima é 
l 

igual a 

A partir de O) e da defínlção da função F temos, (lembrar que 

v é w-invaríante}: 

Isto é, a sequência {F (Mn)• n :<: 1 } é um martingale, como é limitado, 

converge quase sempre a uma função rf ( ver por exemplo seção 2.2 de 

[UJ) e além disso 



Para todo k, r E N temos: 

Portanto, por cancelamento t.elescôpio 

::s 2r 

Logo 

t L[JIFh gl - fhWdÀ(g)J = 

k""l 

~ 

dv(x) = J f(x} dv{x) < 

2 
sup i F(x) I < 

X E G 

t t 2_,_, [[fi F h gl -Fhl 12 

dll'(g)] = 

k""! r=O 

k=l r=O r"'O 

, I' sup li F(x), 
x E fi ' 

Segue então que 
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(2) 



'')) 

L r h gl Fhl lz < 00 q.s. 
lt "'1 

e portanto a sequencia { F ( M k. g) , 

-:.juase sempre. 

k ;e 1 } também converge a 

i26 

r, P0À­

' 

Dada uma sequência q 2: 1 } densa no espaço separável 

C 
0 

(B) das funções continuas em B com suporte compacto, existe um 

-subconjunto mensurável A c n x G com {P ® A-} (A) :;;::1 tal que para todo q 

::!: 1 e (w, gj E r\: 

L'hamemos de v um ponto limite de 
"'·' 

(ver lema IL2. 9}, então 

Jf dv = 
q W,g 

r (w) 
f 
q 

r (w) 
r 

q 

isto é, v não depende de g e é o limite de M (w) gv, será chamado 
~ . 

então de v . Por fim, pela equação (2): 

"' 

então para toda função mensurável e limitada 

dv 
w ] ' 

isto é, v w tem que ser uma medida de probabilidade quase sempre. 

• 
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