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Introducgio

A mistura de distribuigbes Gaussiana Inversa com sua Reciproca Complementar
{M-IG} foi apresentada por Jgrgensen, Seshadri ¢ Whitmore (1991). Esta mistura
de distribuigbes possui propriedades interessantes, algurnas delas semelbantes & dis-
tribuigio Gaussiana Inversa ou & Recfproca Complementar de uma varidvel Gaussiana
Inversa, casos particulares desta mistura. Algumas destas propriedades estio rela-
cionadas a distribuigio Normal, tals como a fungio de distribui¢do acumulada pode
ser expressa em termos da fungdo de distribuiclo acumulada da Normal Padedo, tem
uma relagio assintdtica com i distribuicfo normal, assim como cumprem em forma
semelhantes com algumas de suas propriedades.

Devido a estas propriedades interessantes, satisfeifas por esta mistura de dis-
tribuigdes e da mesma forma que a distribui¢io Gaussiana Inversa ou a Reciproca
Complementar de uma varidvel GGaussiana Inversa, constituem wma alternativa para
modelar o tempo de falha, assim como Weibull, Lognormal, Gama, etc, distribuicdes
ities na engenharia e medicina. Esta mistura € nma alternativa para modelar tempo
de falha nas seguintes situagdes: (1) quando existe evidéncia de que as taxas de
falha nio slo proporcionais, {2) quando o logaritmo dos tempos ndo se ajustam a
um modelo de locagio-escala, {3) quando existe evidéncia de que os tempos de falha

possamn ser interpretado como a soma de duas varidveis independentes, uma Bernoulli



Composta e a outra Gaussiana Inversa, {4) quando por experiéncia ou natureza de
fendmenn parece que os dados possam ser modelados por esta mistura.

Pelas razdes expostas, neste trabalho é felto um estudo desta mistura de dis-
tribuictes e realizada uma exiensdo do trabalho apresentado por Jérgensen, Se-
shadri ¢ Whitmore {1991} para caso de dados censurados e com covaridvels, Assim,
no Capitulo 1, da presente dissertagio, faz-se uma revisdo da distribuicio Gaus-
siana Inversa, apresentam-se as diferentes repavametrizacoes de sua fungio de densi-
dade e suas propriedades mals importantes. No Capitule 2, define-se a distribuicic
da Reciproca Complementar de wma varidvel Gaussiana Inversa; apresenta-se sua
funcio de densidade e sua relagio com as diferentes reparametrizagbes da densidade
da Gaussiana Inversa e suas principais propriedades, as quais foram derivadas das
propriedades da Mistura de Distribuigdes da Gaussiana Inversa com sua Reciproca
Complementar e da distribuicio da Recfproca de uma varidvel Gaussiana Inversa. No
Capitulo 3, obtém-se a funglo de densidade da mistura e sua fungio de distribuicio
acunmilada, discute-se suas propriedades mais importantes, demonstra-se que € uma
convolugdo de duas varidveis com Modelos Exponencials com Dispersio e que esta
mistura € infinitamente divisivel. No Capitulo 4, apresentam-se proce- dimentos de
inferéncia para uma amostra com e sem censura; neste capitulo foi usa- da uma
reparametrizacio diferente a utilizada por Jgrgensen, Seshadri ¢ Whitmore {1991},
nuem 56 apresenta procedimentos de inferducia para wma amostra nio censurada. No
(apitulo B, propde-se um modelo de regresséo para dados da M-IG, onde assume-se
que a reciproca do pardmetro g depende linearmente das covaridveis. Desenvolvem-se

ainda, procedimentos de inferéncia para dados com e sem censura,



1. Distribuicao Gaussiana Inversa

1.1 Introducio

Schrodinger {1915} apresentou pela primeira vez a distribuigio Gaussiana In-
versa, ao obter a fungao de densidade do tempo da primeira passagem em Movimento
Browniano (“Brownian Motion”) com tendéncia positiva. Esta distribuicio fol pos-
teriormente estudada por Tweedie e Wald. Assim, Tweedie(1956} propds o nome de
Gaussiana Inversa pela relacio existente entre a funcdes geratrizes de cummmlantes do
tempo para percorrer uma unidade de distancia € da distancia percorrida por uma
unidade, em Movimente Browniano com tendéncia positiva. Também, Wald (1647)
obteve a mesma funcio de densidade como limite da distribuicho do tamanho da
amosira no teste de razfo de verossimilhanga sequencial, por isso na literatura russa,
também se conhece como a distribuicio de Wald.

O primeiro estudo detalhado desta distribuigio fol apresentado por Tweedie
{1957a, 1957b), onde estabelece muitas propriedades estatisticas importantes. Pos-
teriormente, Folks e Chhikara (1978) fazem uma revisio sobre esta distribuigio, ac
apresentar suas principais propriedades e aplicacées. Um estudo mals completo pode
ser encontrado em Chhikara e Folks (198%).

A familia paramétrica de distribuigGes Gaussiana Inversa € umma alternativa para

modslar tempos de falha, assim come Weibull, Lognormal, Gama, ete, distribuigdes
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coruumente usadas na engenharia e medicina. Esta distribuigio pode ser 1itil quando
os dados ou natureza do fendmeno em estudo, mostram evidéncia de que nio se
cumprem wna ou ambas das duas situagdes: (1) O logaritmo dos tempos nio se
ajustam a um modele locagRo-escala, por exemplo a distribuicio Valor Extremo (dis-
tribuicho do log de uma varidvel Weibull} e Lognormal, {ver Lawless (1982}}; {2}
Riscos proporcionais, suposigio fundamental do modelo de Cox (ver Miller (1982)}.
Assim, num estudo com dados reals, tendo evidéncia que a condicio (1) efou (2)
néo sao satisfeitas, baseados na natureza dos dados ou consideragdes empiricas do
fendmenc em estudo, entdo a distribuicdo Gaussiana Inversa pode ser considerada
corao um modelo alternativo. Para a distribuicio Gaunssiana Inversa existem muitas
aplicagbes, algumas sdo baseadas em dados de tempos relacionados & existéncia de
movimento Browniano, (rutras aplicagdes, simplesmente se justificam pela qualidade
de ajuste dos dados. Exemplos de ambos tipos de aplicacOes podem ser encontrade
em Folks e Chhikara (1939).

Neste capitulo, apresenta-se um pequeno resumo sobre esta distribuicio, Assim,
na Secio 1.1 sfo mostradas as diferentes parametrizacdes da funcdo de densidade e
as relacles entre elas, na 5Secio 1.2 as suas principais propriedades, na Segio 1.3 se
demonstra que a distribuiclio € um Moedelo Exponencial com Dispersio; e por iltimo,

na Secdo 1.4 se prova que uma varidvel Gausslana Inversa € infinitamente divisivel.

1.2 Fungoes de densidade

De acordo com Tweedie {1957), uma variavel aleatdria confinua ¥ tem uma
distribuigio Gaussiana Inversa com dois pardmetros reals positivas se tem fungéo de

densidade escrita em gualquer uma das formas seguintes
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Faysp, A) = (2;;3})2!2 exp ‘*W] (1.2)
s (g3 i, %) = (;ga)m exp :-—% - %} (1.3)
Julw, 4 = (2%3)1;2 exp w o 1 m} {1.4)

onde ¥ > 0 e o8 valores 7, A, u, 9 satisfazem as relagdes

~tfr_ A
{27} p=

As funcbes de densidades dadas em (1.2), (1.3) e (1.4) satisfazem as seguintes relagdes

frlyin, A} = ( ,1,?/)) = AT 1f4( i1 )

Cada funcio ¢ utilizada para propésitos especificos na teoria de Movimento Brow-
niano. Pode-se observar, na funcdo f; que a forma da distribuicio depende de ¢ e
» escala A, Assim ¥ e X 580 os pardmetros de forma e escala, respectivamente. Os
graficos das fungbes de densidade para alguns valores de ¥ ¢ A estdo nas Piguras 1.1

e 1.2
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Figura 1.1: Gréfico da fungdo de densidade f; para A = 0.2 fixoc ¢ valores de ¢
diferentes.

Ao considerar a seguinte reparametrizagio

=ptery=ATY

a funcdo de densidade pode ser escrita como

,Q:ﬁ%j_)i} , (15)

) _ 4 \~1/2
b ey = (27ry y) £XD [ 5oy
Esta reparametrizagio dada por Whitmore {1983}, representa & fungfio de densidade
do tempo da primera passagem para absorver uma barreira, localizada 4 uma unidade

de distincia da origem num processo de Wiener com pardmetro de tendéncia § > 0

& pardmetro de inconstancia v > 0.
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Figura 1.2: (rifico da fungdo de densidade f; para % = 1 fixo e diferentes valores
de A.
Para o desenvolvimento da presente disserfagdo, serd considerada a seguinte

funcao de densidade

felyip,v) = (wa"‘v)“w exp [M%ﬁ] ~ (1.8)

Esta fungdo é relacionada com a funcio de densidade f, da seguinte forma

fo(yimv) = fa (y,07).
Para indicar que uma vanavel aleatdria Y tem uma distribuicio Gaussiana Inversa,

com a fungio de densidade dada em (1.6) serd uzada a seguinte notagdo: ¥ ~

IG{p,v).



1.3  Algumas propriedades importantes

Nesta secio considera-se algumas das propriedades basicas da distribuicie Gaus-

siana Inversa. Dstas e outras propriedades podem ser encontradas de forma resumida

2m Johnson e Kotz (1970) e também em Chhikara e Folks (1978).

Teoremas 1.1

Seja ¥ ~ IG{p, v). Entio a funglo geratriz de momentos pode ser escrita como

My () =E (_ew) = eXp {(;w)”l [1 — (1 - 2}&2%}1;2]} . (1.7)

Teorema 1.2
Seja ¥ ~ IG{p,v). Entio
i) Amédiade Y é

it} A varidncia €

Var(Y) = 1Pv.

ii} A moda é

(1.8)

(1.9)

172
Y = «-—«gp‘zy%— J7 (1 + g,u,?z/?) . {1.10)



Fropa
A média pode ser obtida faciimente ao derivar {1.7) e fazendo t=0. De mansira

similar, ao derivar duas vezes (1.7} e fazer t=0, resulta em
B (Yz) = 4?4+ 10 {1.11)
Logo a varidncia é obtida ao substituir (1.8) e (1.11), na equagdo seguinte
Var(Y) = E{Y*) ~ [E(V)].

A moda da distribuiciio é obtida ao resolver a equacio resultante da derivada da
fungdo de densidade dada em {1.6) com respeito a y e igualande a zero. Isso mostra
que a distribuicdo € nnimodal, desde que %&ﬁ = ( tenha uma 1nica solugio, O

A funcio de distribuigie acumulada, em termos da distribuigdo acumulada da
Normal Padrio, apresenta-se no seguinte teorema:

‘eorema 1.

Seia Y ~ FG{u,v). Entio, a fungio de distribuigio acumulada pode ser escrifa:

Pl ) = o{ )t (L8] e (2 0 {-0 (22)),

ondey >0e

z 32
B{z) = f (2r)" % exp (mw-?f) dt.
A dedugio da expressdo dada em (1.12}, em funcio da distribuigdo acumulada da
Normal Padrie, foi feita por Shuster {1968} e Chhikara-Folks (1974).
A distribuigdo Gaussiana Inversa, assim como a Gama e Lognormal, converge
assintoticamente & Normal em funcdo de pr. Este resultado, pode ser verificado no

seguinte teorema demostrado por Wald (1847)



Tegrema 1.4

Seja ¥ ~ IG{p, v}, entdo, quando vg — 0 a distribuigio de Y converge assinté-
ticamente a uma distribuicio Normal com média y e varifincia pv . O

A distribuicdo Gaussiana Inversa tem algumas propriedades andlogas i dis-
tribuigio Normal, apresentadas no seguinte teorema: |

Teorema 1.5

i} Sejam ¥ ~ IG{y, v) e ¢ uma constante real positiva. Entdo

cY ~ IG{ep, vfe). (1.13)

i) Seja ¥ ~ IG{u, v). Entéo

(Y ~u)? -
2
~ Xl 1.14}

vty 2 (
iti} Sejam Yy, ¥5,---, V), varidveis aleatérias Gaussiana Inversas distribuidas in-
dependentemente com pardmetros g; e v, para = 1,---,m, Sejam ¢, i = 1,---,m

constantes reals positivas tals que para todo indice i, £ = ¢iyp? € uma constante

positiva. Entdo a combinacio linear

e ki k111 —2
> oY~ 1G (ZCW{;‘E (Z Cs}ii) > . {1.15)

EE5 ) i=]

A constante { € a condigio de constincia desta propriedade. -
A funclo de Sobrevivéncia (Confiabilidade) S{y) = 1~ F{y), pode ser facllmente

obtida de (1.12) podendo ser sscrita da seguinte forma

Sy ) = {- - 1} ~ exp [w)‘l]@{m “‘2} (1.16)

u{vy) B {vy)



A funcdo Risco (Taxa de Falha) é dada por

{27:3;31:)"% exp {-—%’%}
- ("‘;g} -exp [2(vp) 7] @ {wu(;::’} }

ulvy

(1.17)

g, v) = @{

{hhikara e Folks {1977) fizeram uma andlise desta fungfo. Ilesta andlise, eles con-

chufram que r {y) é crescente até algum valor que pertence ao intervalo { ¥, v, ), onde

Yo 2 Ym € ¥m moda da distribuigdo, loge decresce aproximando-se assintoticamente a

-1 . . . . -
% {vp?)"". Além disso, eles também observaram que r (y) pode ser virtualmente nio

decrescente para todo y, quando »~! & relativamente malor que g, ja& que, guando

4

Py o0 ey — 00, entdo r{y) ~+ oo, A Figura 1.3 Pode ilustrar uma idéia desta

propriedade.

)]

@ - [ mu:_-‘ﬁ‘ﬁ' =002
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Figura 1.3:  Grafico da funcdo risco pava alguns valores de g e v,

Outra propriedade da distribuigio Gaussiana Inversa, dada por Whitmore (1983),
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importante na estimagio e inferéncia dos parametros com dados censurados é

41 .
E{Y*HY > a) = p* {E (V=Y > a) + v (25~ Y E(Y]Y > a) + e ACTINY

1—Fla)
(1.18)
para tode s inteiro, com
E(Y)Y >a) =1 (1.19)
&
E(Y|Y »a) = #E() (1.20)
1~ Fla) -

1.4 Modelo Exponencial com Dispersao

De acordo com Jérgensen (1987,1992), uin Modelo Ezponencial eom Dispersdo

{caso continuo) € uma distribuicio com a seguinte fung¢do de densidade

pw:b N =a(i e {AyT0-x(0)]}, ve®, (1.21)

oude ¢ e & sao funcdes conhecidas, A varia em um subconjunto de ®¥e & varia em um
subsonjunto de R, Nesta definicio, pode-se observar que pata A conhecido, (1.21)
& wma familia exponencial, entio a Familia de Modelos Exponenciais com Dispersio
& uma generalizacio da familia exponencial. Para denotar que um vetor ¥ segue
um Modelo Exponencial com Dispersio e com func¢io densidade dada em (1.21),
serd adotada a notagho ¥ ~ ED{y, v}, onde: p=E(Y)éaesperancae v =1/ o

pardmetro de dispersio. A varianciade ¥ é Var (V) = vV (g}, onde V {1} é a funcio
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varidncia. Seja 7 () = & (§). £ ficil mostrar que g = 7 (§) e Vi) =&"(=" ()},
onde £ € & fungho geratriz dos cumulantes.
Para o caso discreto, Jdrgensen (1987,1992) definin o Modelo Erponencial com

Dispersdo como a distribuigio de um vetor Z, com funcdo de probabilidade:

p(z:0,0) =" (A z)exp [T0 - ds(9)], =€ 2, (1.22)

onde a* e & sdo fungbes conhecidas. Jérgensen (1987, 1992) usa a notagio Z ~
ED*{8,4), para denotar que um vetor Z segue um Modelo Exponencial com Dis-
persao e com funcio de densidade {1.22). Também, pode deduzir-se que E(Z) = Ape
Var (£} = AV (u),onde p = 7 {#) = &' {0) e V{g) = " {77 ()} 1sto €, 0 mesmo
que para o caso continuo.

As fungdes dadas em (1.21) e (1.22) estio relacionadas pela seguinte frans-
formacdo: y -~ z = Ay; isto &, existe uma relacio fechada entre estas fungdes. Logo,
um Modelo Exponencial com Dispersie pode ser expresso usando como densidade a
fungho (1.21) ou {1.22), quando o modelo € continuwo. Da mesma forma, (1.21} ou
{1.22} pode ser usadas como funglo de probabilidade quande o modelo é discreto.

Os Modelos Exponencials com Dispersio sfo (itels  em Modelos Lineares Gene-
ralizados {MLG), constitui uma generalizacio da distribuigdo dos erros em MLG.
Estes modelos tém certa analogia com os modelos de locagio-escala, onde p = E{Y)
faz o papel de locagiio e v o papel de parametro de escala. Estes modelos t8m as
vantagens da elegante teoria assintdtica, que generaliza a anilise de desvio para os
Modelos Lineares Generalizados, pols originam a versao assintdtica dos testes T, F,
x? a partir da teoria de modelos lineares normais.

Jérgensen {1987,1992) também dermonstrou que a distribui¢lo Gaussiana Inversa
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¢ um Modelo Exponencial com Dispersio. Isso pode ser mostrado facilmente, porque

ao substituir ¥ == —# em (1.1}, tem-se uma fungdo de densidade da forma (1.21)

Fly; A0 =a(Aylexp Ay — ()]}, Yy>0

QI

para <0, A=pvtepm= {mﬁﬁ}ﬁ% .

1.5 Divisibilidade Infinita

Stentel {1979) define Divisibilidade Infinita de uma varidvel ¥ da seguinte forma:
Definicio 1
Uma varidvel aleatdria Y & infinitomente divisivel se para cada n € N existem

varidvels aleatdrias 1.id., Y., -, ¥un, tals que:
yw}:iri“}””“}’“y;m*

A importincia deste conceito, radica-se em que alguns modelos 8¢ podem ser
definidos em termos de DHvisibilidade Infinita. Assim, Steutel (1979) apresenta dois
exemplos, o primeiro foi dado por Katti e o segundo por Thorim, ambos publicados

em 1977,
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Exemplo 1, Seja X o numero de insetos coletados em certa 4drea de terra num
determinado perfode de tempo. A drea é subdividida em 50 pequenos lotes aproxi-
madamente iguais. Logo, a varidvel X pode ser representada no modelo da forma

seguinte

X:}’E"E*"'“{“Y:ﬁﬁ:

onde & suposto que ¥4, - - -, Ysp s80 1.1.d. Também é conhecido que X pode ser aproxi-
mado pela distribuigdo logaritmica, que é infinitamente divisivel.

Exemplo 2. Seja X a quantidade de dinheiro (consideranda como varidvel) que
urma companhia de seguros paga durante um ano. Sejam ¥i,-- -, Y5, as quantidades
correspondentes a cada semana. Entdo, a varidvel X pode ser representada no modelo

COMG

X =Y 4o+ Yoo

onde & suposto Yy, -+, Yse 880 1.1.4. Neste caso, muitas distribuicdes sio compativels
a X, tais como a distribuigho de Pareto e Lognormal, que sdo infinitamente divisiveis.

Steutel (1879), duvida que o segundo exemplo possa ser formulado desta forma,
devido a que a distribui¢io da quantidade de dinheiro que a companhia paga por
sermana pode mudar de um periodo do ano a outro. Além disso, ele apresenta o
seguinte teorema, que sera util para demonstrar que uma varidvel é infinitamente
divisivel,

Teorema 1.6

A divisibilidade infinita é preservada pela convolugho e limite em distribuicdo.

Em alguns teoremas relacionados com divisibilidade infinita, se precisa do con-

ceito de fungio completamente mondtona, apresentado em Feller (1971).
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Definicio 2

Uma funcio & definida sobre R = &+ U {0} é completamente mondtona se
possui derivada $*) de todas as ordens tal que {—1)" ™)) = 0, para todo > 0.

Além disso, Feller (1971) apresenta os seguintes teoremas relacionado com a
definicdo anterior:

Teorema 1.7

Se & é completamente mondiona e ¥ uma fungho com derivada completamente
mondtona, ento, a coriposicio & (¥) ¢ completamente mondtona. 0

Teorema 1.8

A fungio ¥(f) = E(e™¥') é a transformada de Laplace de uma distribuicio
infinitamente divisivel se e & se existe uma funclo @(-), tal que J(t) = exp {${2}},
onde —&(#) tem derivada completamente mondtona e ${0) = 0. 3

A segulr, mediante o uso da Definigio 2 e o Teorema 1.8 prova-se gue ¥ ~
IG{u, v) € infinitamente divisivel.

Teorema 1.9

Y =~ IG(p, v) & infinitamente divisivel.

Para o caso de ¥ ~ T (g, 1), é facil demonstrar que a transformada de Laplace

() = exp {®(8)},

onde

Bty = A0 —1)— & (8)], com {0) =0,

A=rb 0, 0= (20d) T e n(f) = —(~20)7
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Mas, como —8M(#) > 0, paratodot > e O(t) = Ax {6 — t)+c,onde A > fecéuma
constante, entido é preciso mostrar que g{u) = k{~u) = — (Eu}if * & completamente

mondtona, para que a distribuicdo de Y seja infinitamente divisivel. Mas, como

Brie=d

(17 g™ (@)= {1-3- - - (2n =D} )T 20,

para tode u > 0, temos que g{u) é completamente mondtona. Portanto, a dis-

tribuigho de ¥ ~ JG{ g, v} ¢ infinitamente divisivel. 0
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2.  Distribuigio da Beciproca Complementar de uma Varidvel

Gaussiana Inversa

2.1 Introducio

Uma varidvel aleatéria ¥ se distribui como a Reciproca Complementar de W~
IG (u, vy, se Y™~ IG (ut vp?). A distribuigio desta varidvel foi apresentada por
J¢rgensen, Seshadri e Whitmore (1991}, A importincia da distribuicko, € que inclai
como um caso particular a distribui¢do da Reciproca de uma varidvel Gaussiana
Inversa, distribuicdo que também é Gtil para modelar tempo de falha. Um exemplo
de aplicacho desta fdtima distribuigio fol dada por Jorgensen {1982). Propriedades
importantes da distribui¢fo da Reciproca de uma varidvel Gaussiana [nversa pode ser
encontradas em Tweedie {1957a), Wasan {1968), Johnson e Kotz (1970}, e Chhikara
e Folks {1939). |

A distribuicio da Reclproca Complementar de uma varidvel Gaussiana Inversa,
da mesma forma que a distribuigio Gaussiana Inversa, € il para modelar tempo
de falha. Esta distribuigfo € uma alternativa para modelar texmpe de falha nas
seguintes situacBes: {1} Quando existe evidéncia de que as taxas de falhas nio sdo |
proporeionais. (2} Quando o logaritmo dos tempos nio se ajustam a um modelo de
locagio-escala. (3) Quando existe evidéncia de que os tempos até acontecer a falha

possam ser interpretados come & soma de duas varidveis, uma y*, com um grau de
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libertade e a outra Gaussiana Inversa. (4} Quando, por experiéncia ou natureza do
fenbmeno, parega que os dados possam ser modelados por esta distribuicho.

Pelos motivos apresentados, e esta distribuicdo satisfaz propriedades semelhantes
4 distribuiclo Gaussiana Inversa, neste capitulo se faz um pequeno estudo desta
distribuicio. Assim, na Secio 2.2 apresenta-se a funcio de densidade e seus relagdes
com as diferentes representacdes da densidade da 10, Na Segdo 2.3, mosira-se seus
propriedades mais importantes, que serviram para demostrar algumas propriedades

da mistura de distribuicdes Gaussiana Inversa e sua Reciproca Complementar.

2.2 Funcio de densidade e sua relagfo com a densidade da Gaussiana

Inverss

A varidvel ¥ se distribui como a Reciproca Complementar de uma variavel Gaus-

siana Inversa com funcie de densidade (1.6}, se tem a seguinte fungdo de densidade;

-1 AT
stsim) = (zmpivn) Fe {2 .

A funcio de densidade desta varidvel se relaciona com as funcdes de densidade da

Gaussiana Inversa, dadas em (1.2}, (1.3}, (1.4), (1.5} e (1.6}, da seguinte forma:

g (v, vy = 7y fa (3 1 A)
= p 2y fa (5 y L)
= Ay (7, 1)
= by fs {y: 6, v)
= yfe (i 1,0,

onde p, §, A, e ¢ satifazem as seguintes relagdes:
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p= 8= 2y = ()
A Figura 2.1 mostra o grificos da fungdes de densidade para v = 2 ¢ alguns
valores de u. A Figura 2.2 mostra os grificos da funcbes de densidade para g = 8
e alguns valores de v. Nestes graficos pode observar-se que pardmetro p joga um

papel parecido ao de um pardmetro de locagdo, e a escala do grafico depende do

pardmetre v, Logo p é uma especie de pardmetro de locagdo e v pardmetros de escala

da distribuigio, respectivamente.

- {3
it
o } ii s PRI
i P e =2
! o e mu=4
E { e U
o i {i m———
.
R
o 4 1 L
P
; '.. i
I PR
f L \. - T T Lt e amamc g s 2
o 4 DR et ol sk S
490 0.2 0.4 0.6 4.8

Figura 2.1:  Grifico da funcio de densidade g para v = 2 fixo e diferentes valores de
H.
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Figura 2.2:  Gréfico da fungio de densidade g para g = 5 fixo e diferentes valores de
v.

Para denotar que uma varidvel aleatéria ¥ se distribui como Reciproca Comple-

mentar de uma variavel Gaussiana Inversa, com fungéo de densidade dada em (2.1},

usa-se a seguinte notagdo: ¥ ~ K — IG (i, v).

2.3  Algumas propriedades importantes

A distribuicio H — IG {1, v) tem muitas propriedades interessantes, a maior
parte é semethantes as propriedades da Reciproca de uma varidvel Gaussiana Inversa.

Assim, nesta secio apresentam-se algumas destas propriedades.
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Teorema 2.1

Se ¥ ~ B — IG (i, v}, entdo a funcio geratriz de momentos & dada por

My (8) = (1 - 23@*#"‘)_% exp {(z/,u)“l [1 - (1 - 25;&2#) é] } . (2.2)

Também, esta funcio pode ser escrita como

My (s) = My, (s) My, (5}, {2.3)
onde
1 %
My, (3) = exp {(u;.a)“ [1 - (1 e ‘Zsp:?v) ‘}} {2.4)
é a fungdo geratriz de momentos de uma varidvel ¥y ~ IG {g, v}, &
. -4
My, {5) = (1 - 25y,c£2) {2.5)
& a fungio geratriz de momentos de nma varidvel Yy ~ zz;}?}(?l). 0

Deste feorema, pode-se observar gque Y € uma convolugido de duas varidvels
independentes, a primeira varidvel é Gaussiana Inversa e a outra vu® vezes 'X?;;- Este
resultado foi demonstrado por Tweedie {1957) para a Reciproca de uma varidvel
(Gaussiana Inversa.

Feorema 2.2
Se ¥ ~ B~ IG{y,v)}, entéo
1) amédiade ¥ é
E(Y)=p+py,
it} a varidncia €

Var (V) = u®v + 242,
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iil) a moda da distribuigio é

Provy
i} e i1} Por (2.3), ¥ é uma convolugho de duas varidveis independentes ¥; e ¥3.

Entic, a médiade ¥ é
E(Y)=E (%) +E(Y) =+ pn,
e a varidncia é
Var (¥ = Var (Y1) + Var (Y2) = p°v + 2%,

Este resultado € obtido de (2.4) e (2.5), substituindo s = 0 nas derivadas de My, (2},
t== 1,2,
iil) Ao derivar a fungio de densidade dada em (2.1} com respeito a y e igualando
a zero resulta
y? vty - gt = 0.

Esta equacio s6 tem ums raiz positiva para p e v positivos, dado por

_1_
el (5E) -5}

15t mostra que a distribuicic é unimodal. "

E ficil deduzir de {1.12}, a funcdo de distribuigio acumulada de ¥ em termos
da funcio de distribuigio acumulada Normal Padrio. Logo, para todo y > 0, temos

que

Gy pyv) = & { “:}-ex 2 (v} @{ “”1} 2.6
vita) {#(w)* p{2007) p (vy)® 2
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onde

% i =2
i) = j{ — e .
{(a) ”m-@e}{p{ Q}ff
A funcdo de Sobrevivéncia (Confiabilidade) S(y) = 1 ~ G{y) é

S(s;;w:é{w y“’i} +exp{zw)“}@{m ““1} (2.7)
p{vy)? u(vy)?

para todo ¥ > {1,
A funclo Risco (Taxa de Falha) r (y) = ¢ (¥} /S (y) pode ser obtida ao substituir

as expressoes dadas em (2.1} e (2.7}, na definicio da seguinte funcio

(’Zn’;azvy)_% exp {__ig:_#f_

r (g, v) = 2oy (2.8)
) {—M} +exp{2(vi) ) @ {u—mf}
i) ¥ ulvyy?

para todo y > 0.

Chhikara e Folks (1877) mostraram para a distribuigio Gaussiana Inversa, que
sea fungho risco r {y) é crescente até algum valor que pertence 20 intervalo (¥, o) »
onde ¥, > ¥m € ¥m € a moda, logo decresce aproximando-se assintéticamente ac
valor de 1 ( vu)! . Pode ser mostrada, da mesma forma, que r {y; p, v} tem o mesmo
comportamento. Além disso, r (y; g, v) de (2.8} pode ser virtualmente ndo decrescente
para todo ¥ > 0, jd que, quando ™! —+ 00 e y — o0, entdo r (¥} — co. Uma idéia
desta conclusdo pode ser apreciada na Figura 2.3.

Da mesma forma que a distribuigio Gaussiana Inversa, a B — IG (i1, v) é apro-
ximadamente Normal comn média ¢ e varidncia vg®, para g fixo e pv pequeno, Desta
propriedade pode observar-se que a forma da distribuigdo depende de vy, entdio vy
£ o pardmetro de forma da distribuclo. Além disso, esta distribuicio possai algumas
propriedades semelhantes da distribuigo Normal, que sfo apresentadas no seguinte

teorema.
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Figura 2.3: {rafico da fungio risco para alguns valores de e de v,

Teorema 2.3

i} Seja Y ~ R ~ IG{p,v). Entdo

(Y~ p)?

2
vty Xgy

i) Seja Y ~ R~ I {p, v} e c uma constante real positiva. Entio
154
chR«»IG’(S#,;).

o
A distribuicdo da Reciproca Complementar de uma varidvel Gaussiana Inversa
satisfaz uma propriedade interessante de convelugio, que é apresentada no seguinte

teorema



Teorema 2.4
Sejam ¥y, <+, ¥, variavels aleatorias independentes, tais que ¥; ~ BTG {u, 24},
¢; constantes reals positiva tal que £ = cuqp?, paratodo i = 1,---, m. Entdo a fungio

geratriz dos momentos de 3 v, &Y €
Mg oy () = My, (5) My, (3) (2.9)

onde

My (8)= {1 —2s£)"%

My; (s) = exp { (Z%) - 255)%]}

i1
N

Neste teorema, pode-se observar que My, {s) e My, () sBo as fungdes geratrizes
de momentos das varidvels V; ~ x7, (my & V2~ IG ( e £ {,i;;,.g)“z} , Tespec-
tivamente, Logo, a combinagio linear de varidveis Reciprocas Complementares, sob
condi¢io de constincia, £ uma convolugio de duas varidveis independentes V; ~ Ximi
e Vo~ IG (S8 ) £ (Dl i) ™).

Cutra propriedade importante relacionada comn a propriedade dada na equagio
{1.18) da distribuigdo Gaussiana Inversa, que & 1til na estimacio e inferéncia com
dados censurados, € apresentada no seguinte teorema.

eor 2.5
Seja ¥Vov B TG (g, 1) e X ~ IG{p, 7). Entéo

E(X*X > a)
E(X|X >a)

E(Y*]Y »a) = (2.10)

para todo s inteiro, e onde B (XX > ¢) pode ser obtidas através da férmula (1.18}.

£
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A distribuicio da Reciproca Complementar de uma varidvel Gaussiana Inversa
néo é um modelo exponencial com dispersdo, j4 gue néo pode ser expressa na forma
dada em {1.21) ou (1.22). Mas, uma varidvel Reciproca Complementar € infinitamente
divisivel. Pode-se demostrar facilmente, jd que, a variavel reciproca complementar é
uma convolugio de duas varidvels infinitamente divisiveis, a primeira Gaussiana In-
versa e a segunda Gama. Logo, pelo Tecrema 1.6 do Capitule 1, a varidvel Reciproca

Complementar de uma Gaussiana Inversa € infinitamente divisivel,



3. Mistura da Distribuicio Gaussiana Inversa Com sua Reciproca

Complementar

3.1 introducio

A mustura da distribuicio Gaussiana Inversa com sua Reciproca Complementar
foi obtida por Jgrgensen, Seshadri, e Whitmore (1991}, como um caso pariicular
da generalizagio da fungio de distribuigio acumulada da Gaussiana Inversa. Eles
derivararn duas representacdes desta distribuicdo, wma como uma mistura da dis-
tribuicio Gaussiana Inversa com sua Reciproca Complemetar e a outra como urta

convolugdo de duas varidveis independentes, a primeira Ganssiana Inversa e segunda

Binomial Composta. Também, eles discutiram propriedades importantes desta dis-

tribuicieo, algumas delas semelhantes & distribuicio Gaussiana Inversa. Estas ¢ outras

propriedades tratadas por estes autores, serde abordadas neste capitule.

3.2 Funcio de densidade

Sejam ¥, e ¥y varidveis aleatorias independentes, tals que

Vi ~ IG{p,v) e Yo ~ R —IG(p, v). {3.1)

Para fazer a mistura de ¥} ¢ Y}, copsidera-se a seguinte varidvel
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Y: com probabilidade 1 —p
Y o= . {3.2)
Y2 com probabilidade p
onde 0 < p = 1. A distribuicdo de YV dada em (3.2} € conhecida com o nome de
Mistura da Distribuicio Gaussiana Inversa com sua Reciproca Complementar.

De acordo com Titterington, Smith e Makov {1885}, a varidvel aletdria ¥ & uma

mistura de duas variavels ¥; e Y5 se fem funcdo de densidade da forma

Flgld) = (1 —p) fi (v18) + 2£2 (319), (3.3)

onde § < p < 1, fi e fu sBo fungdes de densidade de ¥: e Y%, respectivamente, e
o = {6 ,p) . Para o caso que se discute agora, fi e f, 850 as funcées de densidade
dadas em (1.6) e (2.1) respectivamente, que correspondem as densidades de Gaussiana
Inversa e sua Reciproca Complementar com pardmetro § = {1, ). Logo, ao substituir

as correspondentes fungdes de densidades em {3.3), resulta

_1 v}
g(wmv,p) = (1 ~p+?#“1y) (Q?Wy?’) ’ exp{w%}‘ (3.4)

Para denotar que urna varidvel aleatéria se distribui como uma mistura de Gaussiana
Inversa com sua Reciproca Complementar e com funcio de densidade dada em (3.4},
serd usada & notaglo M — JG{u, v, p).

A Figura 3.1 mostra os graficos das fungdes de densidades para » = 0.2, p= 0.8
& varios valores de p. A Figura 3.2 mostra os gréficos das funcdes de densidades para
g = 0.2, p = 0.8 e varios valores de 1. Logo, para um mesmo valor de p, pode-se
observar que pardmetro g joga o papel de um parametro de locacio e a escala depende

do parametro ». Portanto, g € uma especie de pardmetro de locagdo e v ¢ pardmetro
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de escala da distribuigéo, respectivamente.

|
o ] iii —  mu=Z
& ii ........... mu=2.%
j I mu=d
E}E ——— (el
g4 - T e
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o4 I
| -fi ——
[ :t e N
foy
o 4 —dlA
DG Q.2 0.4 0.8 0.8

Figura 3.1  Grafico da funcio de densidade g para v = 0.2 e p = 0.6 e varios valores
de u.

QOutra representagho interessante da funcio de densidade da Mistura de Gaus-

siana Inversa com sua Reciproca Complementar, consegue-se com a reparametrizacio

?:p(l—f;ﬁ)‘ (35)

Logo, a funcio de densidade pode ser escrita

9u (3 12 v77) = (E%) (2):*%"-:'*31‘3)_"’L exp {~M} - (36)

gt 2utvy
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Figura 3.2: Grafico da fungio de densidade g para g = 0.2 ¢ p = 0.6 e varios valores
de v.

3.8 Funcao de Distribuigao

Seja Y uma mistura das varidvels ¥; e Y5, A fungdo de distribuicdo acumulada

de ¥ é dada por

I

Gply) = (1 - p)Fi(y) + pFaly)s (3.7}

onde Fy e Fy séo fungdes de distribuicio acumulada de Yy e Y5, respectivamente.

Logo, a0 substituir as expressdes equivalentes dadas em (1.12) e (2.7}, tem-se

C,(4) = 8 {a(4)} + (L — 2p) exp (f) % {(5(4)) (38)
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para todo y > 0, onde

(¥} = y“p‘; I = T 1.8
o p{vy)? : w plvy) (84)

= ] 2
& {a} = j{m ﬁe}cp {“fé’} dz,
Jérgensen, Seshadri e Whitmore {1991) demonstraram que o {y) e 8 {y) so solugdes

linearmente independentes da equacio diferencial de Euler
4’2" + 4y’ —x = Q.
Solucdes desta equaglo diferencial sdo da forma
z(y) = Cry? + Coy ™3, (3.10)

onde € e (g sio constantes (Hildebrand, 1976, pag. 12-15). Além disso, eles demons-
{raram que a funcio de distribuigio dada em (3.8) € um caso particular da seguinte

generalizacio da distribuicio acumulada da Gaussiana Inversa

Fy) = A® {2, ()} + BO {z2 (y)} {3.11)

onde xy {y) e 22 {y) 5o solugdes linearmente independentes da forma dada em (3.10},
A e B séo constantes escolhidas de modo que (3.11) seja funcdo de distribuigdo

acumulada.

2.4 Propriedades desta Famfilia de Mistura

Esta familia de distribuicdes tem muitas propriedades interessantes, algumas

delas apresenta-se a seguir,
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Se Y o~ M~ IG(g, v, p}, pela relagio (3.8), a fungio de Sobrevivéncia {Confia-
bilidade} 5(y) = 1 — Gply) € dada por

Sly;pyv,p) =& ——m%} (1 2p)ex { -’Ml}? 3.12
(43 18, v, p) {gz(vy)? p) p( ) o) (3.12)

e a fungdo Risco (Taxa de Falha) r{y ) gy mv,p) fR{y) é

(1= p+ puy) 2rvg®)d ex p{-iat}

& {mﬁ} — {1 —2pjexp (;;) i {—-ﬁ)’ig} ‘

De uma anélise desta fungfio Risco, muito similar ao realizado por Chhikara e Folks

riwp,np) = (3.13)

{1877) para a fungdo Risco da IG, chegou-se a seguinte conclusio: Existe wn ponto
1o tal que r (y) é crescente até algum ponto que perfence 2o intervalo {ym.¥s), onde
Yo = Ym € ¥m € a moda da M —IG, logo decresce aproximando-se assintdticamente ao
valor 2 (v #8)71. Além disso, também pode-se observar que r { ¥} pode ser virtualmente
ndo decrescente para todo y, quande v™! & relativamente malor que . Isto é, quando
vt — 00 8 y — ooentho T (y) — co. A demostracio desta conclusio, encontra-se
feito num relatorio ndo publicado, Maehara {1994). Uma 1déia desta propriedade
pode ser observado na Figura 3.6

Também, temos os seguintes resultados:

Teorema 3.1

Seja Y ~ M —IG(p,v,p), Y1 ~ IG(p,v) € Yo ~ B~ IG{p, v). Entéo, a funcio

geratriz de momentos de ¥ £

My (s, 0, p) = {1 —pYMy, {5, v} + pMy, (5, 11, v) {%.14)

onde My, e My, sdo fungbes geratrizes de momentos dada em (1.7} ¢ {2.2),

respectivamente. &
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Figura 3.3: (rdfico da fungho risco para alguns valores de g, v e de p.

Teorema 3.2
Seja ¥ ~ M — IG{u,v,p). A fungdo geratriz de momentos de ¥ pode ser escrsta

My(s: v, p) = My, (54,7} [1 - p+ pMy,{s; u;uz)] ) {3.15)
onde My, {s; 4, v} & fungho geratriz de momentos da varidvel ¥i ~ IG (1, v)e My, (s;vp®)
é a fungio geratriz de momentos de uma varidvel Y3 ~ vp®xf,.

Frove
Ao substitulr a expressio equivalente, dada na equa¢do (2.3) em (3.14) 2 fungdo

geratriz de momentos de ¥ pode ser escrita como

My{s: pyv,p) = (1 — p)My, {8, v) + My, (55 1, v) My, (85 0 p*)

Logo, fatorando My, (s; i, v) obtém-se {3.15).
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Ksta propriedade indica que Y & uma convolucdo de uma distribuicic Gaussiana

Inversa com uma Bernoulli Composta. Isto é,
Y=0hh+T, (3.16}
onde ¥; e T sdo varidveis aleatdrias independentes, tals que
N~ IG(p,v), (3.17)

0 com probabilidade 1 —p _
T = {3.18)

Ya com probabilidade p,

Y3~ 1’#?3{?13-

Teorema 3.3
Seja ¥ ~ M ~ IG{p, v, p}. Entéo,
iy Amédiade Y &
E(Y) = p+pru’.
ii} A varidncia de V' é

Var(Y) = vu® + 17 u*p (3 - p).

ii1) A mistura de distribui¢des da Gausstana Inversa com sua Reciproca Comple-
mentar € sempre unimodal.

Prova

Da equagio (3.16), temos que a média de uma varidvel ¥ ~ M — IG(g, v, p) &

E(Y)=EX)+E(T), (3.19)
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onde ¥; e ¥, sdo definidas em (3.17) e {3.18), respectivamente. Por {(1.8) E{Y)=yp=e
por {3.18) E(T) = prp?. Substituindo em {3.19), tem-se a média.

Da mesma forma, a varidnciade ¥V &
Var(Yi= Var (Y1) + Var (T),

porque ¥; e T sac independentes. Por {1.11) Var(Y]) = »4® e para obter a
Var (T) = v*u*p (3 —~ p), é preciso derivar o segunde fator do lado direito de (3.15).
Substituinde, tem-se a varidncia de ¥\

Ao derivar a funcio de densidade dada em {3.4) com respeito a y, resulta

-1 - )®
- (2?::3;7} * exp {w%ﬁ} (G{_} + Yy — ayy’ ~ a3y3) : {3.20)

X

“1oay =pur) T, ar = pp i (1 - p) (%) e ag = p(ufr) T

onde ag = {1 —p) ¥

Logo, igualandoe a zere resulia a seguinte equacio
2 3
o+ oy — axy” —azy” =0,

uma vez gue, para ¥y > {1, os outros fatores de (3.20) sfio diferentes de zeros. Logo,
pelo teorema do valor médio, esta equacdo fem exatamente uma ralz positiva para
todo u > 0, v > 0, e p € [0,1], dado que a; > 0, 1 = 1,2,3. Portanto, a M-J(7 é
unimodal, =
Assim como a distribuicfo Gaussiana Inversa, sua Reciproca Complementar sa-
tisfaz a propriedade apresentada no teorema a seguir.
Teorems 3.4

Seja ¥ ~ M — IG{i, v, p} e ¢ € uma constante positiva. Entido,

Y ~ M — IG{ep, vie, p).
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Esta propriedade pode ser facilmente demonstrada usando a relagio dada em
(3.15). o

A distribuicdo da Mistura da Gaussiana Inversa com sua Reciproca Complemen-
tar atende a seguinte propriedade de convolugdo,

Teorema 3.5

Sejam ¥y, -, ¥, varidveis aleatorias independentes, tais que Y7 ~ M—TG (g, v/ 1%, p).

Entio, a varidavel 7 = 3 7o, ¥; tem a seguinte fungho geratriz dos momentos

Me sy, st v, 8) = My, (8300, v/ 8531 ~ p+ pMy (8503 (3.21)

onde p = S pis My, (850, v/p*) é a fungho geratriz dos momentos de uma varidvel
¥y ~ IG(p,v/u?) e My {s;v) de uma variavel ¥3 ~ I"#Z'Xfl)- Isto é, T é uma con-
volugao de uma distribuigio Gaussiana Inversa com uma Binomial Composta. o

Teorema 2.6
Seja Y ~ M —IG{g, v,p). Entdo Z = \/(Y — 1) [ {vi?Y) tem a seguinte fungio

de densidade

B 1 1., .
gz {z;ip, v, p) = {1 ~(1~2p}z : } T exp [w§z“} \ {3.22)

44 przt
para todo z € . 0
Na funcio de densidade dada em (3.22}, pode-se observar claramente gue gnando
p=1/2, 2 tem uma distribuicBo Normal Padrio. Por esta razio, se ¥ ~ M -~
IG{g,v,1/2) tem-se a familia de distribuicdes de tempo de vida estudada por Birm-
baum e Saunders {1963).
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deorema 3.7

Para gualquer p € [0,1], & distribuigio de uma varidvel ¥V ~ M — IG{y, v, p) é
aproximadamente Normal com média y e varidncia vu® para nm p fixo e yv pequenc.

Prova

Fazendo a transformagio

onde A = pr, tem-se a densidade

i

-k }'Hp“{"p ATz +1 1 2t
gz (2.’;,&:,::, p) - (“__33?;»} 3 ( — ) exp __5 . ‘
(A%z+1) Azz+1

Ll

Logo, quando A — 0, tem-se a densidade da Normal Padrdo. Isto implica, para p
fixo e vy pegueno, M — IG é aproximadamente normal com média u e varifncia vp®,
para qualquer p € {0, 1]. 0

Urna idéia desta propriedade pode ser apreciada nos grificos dados nas Figura
3.3, Figura 3.4 e Figura 3.5. Fstas figuras mostram que para um mesmo valor de g,
os graficos das densidades para valores diferentes de p, sdo mais parecidas conforme
diminui o valor de v. Também, deste teorema pode observar-se que a forma da

distribuicio depede do valor de pv, entdo vu € o pardmetro de forma da distribuicia.
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Figura 3.4: Grafico da funcio de densidade g para p = 20 e v = 15 ¢ trés valores de
.

Outra propriedade interessante desta distribuicfo, que € semelhante a uma p o-

priedade da distribuicio Normal é a seguinte:

Teorema 3.8

Seja ¥ ~ M — IG{u,v,p). Entio,

2
Y=g 2
W= 2vpcY X
Prova
Para demonstrar esta propriedade, precisa-se fazer a transformagio z— w = 27,

onde Z tem fungio de densidade dada pelo Teorema 3.6, Desta transformacio resu’ta

a densidade de uma varidvel x},,. 0
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Figura 3.5: (rifico da fungdo de densidade g para g = 20 e v = & e trés valores e
p.

Teorema 3.9

Seja ¥ ~ M - IG{p, v, ) (1 +9)), onde v = u (1l — p} /p é conhecido. Entdo, a
mistura pertence 2 familia exponencial com dois pardmetros.

FProva

Iste pode demonstrar-se facilmente, a partir da funcio de densidade dada na

equacdo {3.8), ao fazer
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Figura 3.6: Grédfico da fungio de densidade g para p = 20 e v = 0.1 & dois valores
de p.

6=~ (2?) " b= ()7,

1 1 a %‘
A (ingﬁal}') =2 {9182)§ - é‘]ﬂg (“‘“232) 4 10g {’}f + (é) }‘

Logo, para v conhecido, temos

e (’fi: Fy ”:P) = 5 (32? g1192) =a (y? 7) EXp {913;’ + 836 (y) - &(911&2}7}} H
para todo ¥y > 0 e (6, 8) € BE = {~o0,0) x {~00,0). 0
Deste dltimo teorema, pode-se observar que para todo 4 € [0,00), a familia ¢
regular, e para v = 00, temos p = { por {3.5). Neste tltimo caso, termos a distribuighio

Gaussiana Inversa; a familia & abrupta {(Jdrgensen, Seshadri ¢ Whitmore, 1991).
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Duas propriedades que serio Gteis na inferéncia com dados censurados sfo ex-
postas no seguintes feoremas:
Teorema 3.10

Seja Y ~ M — IG(p, v, p). Entio,
E [Y“Mi}gl LY > a] =yt {y(Es -1} E {Ysﬂ;i LY > a] + B {Y“”D;l (Y > aJ

+2va"+‘fs (a; 40, v)
S{a;pyv,py |’

(3.23)

onde

Dy=1—p+pp 'Y,

iy s o] = Lo FlEmy)
E {D;, Y > &] T Blejp,ep)
o F{p?fa; p,v)
_ 1 b == # —
E[Yﬂp | >“} S (a5 p, v, p)
. 2
i, 1) = { g} 2 —-—(—3{:-&—)-—
fo (g v) = (2m09°) exp{ vty |

F{z,p,v)é afuncho de distribuicdo acumulada, e S {a; 4, v, p) € a fungdo de conflabilidade.
Teorema 3.11

Seja Y ~ M — IG{g, v, p). Entio,
EY'|Y>d=0-pE[Y' D' Y >a+p  B[Y' DY >a], (324)

onde E [Y*D;* | ¥ > a] e E [¥**'D; | Y > a] sio caleulados com a férmula dada
no Teoremsa 3.10.
As propriedades dadas nos Teoremas 3.10 e 3.11 530 faceis de demonstrar usando

propriedades de integrac3o.
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3.5 Aspectosrelacionados aos Modelos Exponenciais com Dispersio e

Divisibilidade Infinita

Jérgensen, Seshadri e Whitmore (1991) demostraram que a Mistura da Gaus-
siana Inversa com sua Reciproca Complementar é uma convolugdo de dois Modslos
Exponencial com Dispersio, mediante técnicas desenvolvidas por J¢rgensen (1987)
para construir novos modelos de dispersfio exponencial, chamadas Combinages e
Mistura. Estas téenicas siio descritas a seguir.

Sejam ED; e ED, dois modelos exponenciais com disperséo. Sejam 7 () =
E{X:) = g4, 1 = 1,2, as fungbes de valores médios com parfmetros & e &y, res-
pectivamente. Sejam «; e A; denotando a fungiio de cumulantes e conjunto de indices,

respectivamente, para ¢ = 1, 2. Suponha que
Xyl Xo =2~ EDY(Ar 4 29g,8y), Xo~ EDJ(X,65), (3.25)

onde r, ¢ € R s&o constantes tals que M+ 230 € Ay U {0}. Aqui, interpreta-se
ED (0,84}, como uma distribuigio degenerada em zero, A fungdo de densidade de
probabilidade conjunta de (¥;,Y2) = (X1/A, X2 /1), onde as distribuicdes de Xy e X

estdo dadas em (3.25), € da forma
f {321:3}22 Ay, 0p) = ﬁ(}ﬂ; Y1, ¥2) €Xp {A [yﬁ; + yably = K19 (91,92)}} s {3.26)

onde

fzg = 8; - Ry (91) {327)

Kia (31, 92) = TEy (5?1) *-E* o (92 -+ gy (91)) . {328)
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A distribuicdo dada em {3.28) é um modelo exponencial com dispersio de dimensiio

2, chamado combinagio de £Dy ¢ F1);. Esta combinagio € denota por:
(Y1, Y2) ~ EDy X EDg (a, 12, v}

onde gg = 72 {(#) e 1 = 7y (f2) (r + p2q) sdo os valores esperados de ¥} e Y%, respec-
tivamente, e v = A~ | As componentes ED; e EI); s30 conhecidas como disiribuigdo
kernel e distribuigdo mista da combinacgho, respectivamente. A distribuicio marginal
de ¥;, é conhecida como misturg da distribuicdo associada com a combinacio da

ED{ e ED4, que se denota como
Y1~ EDVAEDy iy, pia, v} . {3.29)

Por (3.26), a mistura da distribuicio dada em (3.29) é um modelo exponencial com
dispersio para #y conhecido. Se o mesmo modelo € obtido para qualquer valor de 85,
entdo a misture e a correspondente combinagdo € chamada simples.

A combinagdo definida em (3.26) e a mistura definida em {3.29) dependem das
constantes r e ¢, 0 caso mais simples é obtido para r = 0 e ¢ = 1, com a componente
X5 positiva.

Na secao anterior, mostrou-se que a mistura da Gaussiana Inversa com sua
Reciproca Complementar é uma convolugdo de duas variavels independentes ¥) e
T, tais que ¥j ~ IG (g, v) e T uma Bernoulli Composta, definida pela {3.18). Além
dizzo, no Capitulo 1 se mostron que a distribuigio {iaussiana Inversa é um Mode-
lo Exponencial com Dispersfio. Também, Jorgensen (1987,1992), mostrou que a
distribuicio Gama {Ga{A,8)) e a distribuigio Binomial {Bi{A, 8)}}, sio Modelos Ex-

ponenciais com Dispersio. A seguir, mediante a técnica apresentada em pardgrafo
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auterior, mostra-se que a variavel definida em {3.18}, é um modelo exponencial com

dispersie.
Sejam
T Xy =2~ Ga(i'z‘l, bs) ¢ Xy~ Biln,6,). (3.30)
Neste casa,
Ar-{—mqmg:x?-rmf}eq:%,

Ga(l, 8;) é uma distribuicho degenerada em zero,

i 4 1
534 = 54 - K (93) = 6}4 - EK; {f}g) -

£ (05) = ~log (—6a).

Logo, a distribuicdo GaABi(n, s, 05) é uin modelo exponencial com dispersao, cuja
funcdo de densidade se deduz no seguinte pardgrafo.

De acordo com (3.30), a funcéo de densidade da distribuigdo condicional de T

dado Xy =z &

. . z k
frix, {t]x) = of (z,t)exp [931 — 5&1 (193)] , teRT ez & ng,

onde

. -1 -
ay {z,1) = {F (%)] (5 Vem® om0 =1,

#£1 (633) B Zog ("83) R

A funcdo de densidade de X €

fxa (3:; i, ﬁ;} = ﬂ-; (n: $) exp [8:&3: — Rkg (@:I)] 3 z & zg.



44

onde

- 2
az{n,z) = ,
x

k2 (0) = log (1+6%),

b

, = 8+ log (—6s) %

Entdo, a funcio de densidade conjunta de T e X, é dada por

Frox, (on, 03,684 = a) ({,2,n) exp [03t + 8 — nwg (65,8,)], 1€ RT c 2 € ZF,

onde

7 -1
Gt =| " | [P(E)] e, om0 1

3 (83,8} = log [1 + eg‘*f“‘%‘-“%i“ﬁ‘a}] )

Logo, a densidade marginal de T' ¢

frtin, 65) = af(n,t)exp [fst — nxy {f3)], € R, {3.31}
onde
bid 23 ry1-3 £ 1\t o
ain=3] " [0 (5)] D
2z} T -
e

iy {fs) = log [1 A (""’gg}_% e‘g"] .
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Pode observar-se que quando ¢, é conhecido, a fungio dada em (3.31) é um modelo

exponencial com dispersfo. Sejam

el Py o= — (21};52)«1 e &y = log (E%) -~ %Iog (va.ﬁ) .

Entio,
! -
fripyp)=(1~p+p (2?{’2};;2) P % exp [* (21);5.?) ! ijI , 1>0, {3.32)

Esta funcdo de densidade corresponde & mistura da distribuicio Gama-Bernoulli, que
é a mesma da varidvel T definida em {3.18).

Depois de mostrar que a varidvel T definida na relagdo (3.18} € um caso partic-
ular da mistura Gama-Binomial, vamos analisar uma representagio interessante da
funcido de densidade da convolugio de uma varidvel Jaussiana Inversa e de uma Mis-
tura Gama-Binomial, que inclul como caso particular, a M-1G. Para esta funcio de
densidade, precisa-se da seguinte representacio da funcdo de densidade da Gausgiana

Inversa:

f}fi (‘?; Al: 53} =a (/\1,23) exp [§3$ . ‘\1?{ (93)] » T & §2+>

ande

"3 — 9 3 "% A?

a” (A z) = XA (u?r:z: } 0 Rt
1
w(f3) = — (~204)% ,

53 o (22/‘.&2)“1 € /‘\1 = L’“%.
Além disse, seja T wma variavel aleatdria com funcdo de densidade dada em {3.31).
Logo, para T e Xy independentes, A; = n e #; conhecido, a convolugao T +X; tem

a segninte funcdo de densidade:

Fron @)= [ fa @) fr e = 2) day
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= rex, (A, Az, 2)exp [faz — Aw (0:) — Aesy (B)], = > 0, {3.33)

onde
arex, My hayz) = ]ﬂ @t (O, @)l Dy (3 — 23] das, (3.34)
R (8a) = — (~205)% (3.35)
k4 (B) = log |1+ (—85)7% &) (3.36)
@
d=vTE (3.37)

Também, pode mostrar-se que se Az = 1, entlo, temos a distribuicde (Gaussiana
{nversa.

Pode-se deduzir, facilmente, que a funcio geratriz da convolugdo T'+ X é
Mryx, (s) =exp{A[e(Bs + 3) — 5 (Ba)] + Aa [ka {Fa + 8) — x4 (63)]}. (3.38)

Agora, sejam Yy, -+, ¥y, varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas

com funcéo de densidade dada por {3.33). Entdo, a fungdo geratriz dos momentos de
i Y &
ﬂf{E:’;l ¥ (S} = eXp {mﬁ\l [h‘. (93 -+ .S) - K (93)] ~+ m-.}ig [is;; (93 + S) — K. (83‘}]} . (339)

Pode-se observar que (3.39) tem a mesma forma que a fungio geratriz dos moementos
dada em (3.38). Isto indica que (3.33) é fechada com respeito & propriedade de
convolugdo de varidveis independentes e idénticamente distribuidas com fungio de
densidade dada em (3.33). Outro caso particular da propriedade de convolugio dada
em {3.38) é a propriedade de convolugiio dada em (3.21). Este fato pode ser mostrado
a0 substitulr as expressdes equivalentes dadas em (3.35), (3.36), mais as expressdes

1

By = —(2)7Y, 8, = log (w}. f—p) 5 log (20)
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kimyv"%eigmn

em (3.38), resultando:

Mryx, {s) = My (85, v/ p*) [1 = p + pMy,(s;0)]".

Pode-se observar que o segundo fator da expresséo do lado direito corresponde &
mistura Gama-Binomial. Veja {3.15).

Finalmente, a varidvel aleatéria distribufda como uma mistura de (Gaussiana In-
versa com sua Reciproca Complementar € infinitamente divisivel. Para demonstrar
isto, € preciso demonstrar que a convolugio 7'+ X com funcéo de densidade dada em
{3.33), é infinitamente divisivel, j4 que M-1G é um caso particular desta distribuicio.
Mas, pelo Teorema 1.8, 86 € necessério demonstrar que 7' e X, sfo infinitamente di-
visiveis, pois a divisibilidade & preservada pela convolugio, e como ja se mostrou, que
a varidvel IG é infinitamente divisivel (Capitulo 1). Logo, é suficiente demonstrar que
s mistura Gama-Binomial é infinitamente divisivel, e esta demostragio se apresenta
no proxime paragrafo. |

Seja ¥ {t) a transformada de Laplace da varidavel T e $r{f} = log (% {1}}). De
acorde com o Teorema 1.8, a varidvel T ¢ infinitamente divisivel se ~&¢{t) tem
derivada completamente mondtona ¢ se $r{0) = . Mas, para ¢ caso da mastura
(Gama- Binomial,

S (t) = exp {n [k (0 — 1) — 51 (F)1},

e logo,

@T(t} = [K4 {53 - f) Rl ¥ (6?3)] . {34@)
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Pode observar-se de (3.40) que (0} = 0. Portanto, falta mostrar que —®7{t} tem

derivada completamente mondtona. Pela forma da funglo (¢},
Br(t) = kg (85—~ 1) + ¢ = nlog [T+ (t ~ §)77 %] — nry (83).

Temos

L0%() _n) (- )% exp (84) >0, Vi > 8s.
ot 2114t~ 33)“% exp(8a))

Entdo, para demonstrar que a derivada $4(t) é completamente mondtona, sé precisa

mostrar gue

hiu) =5y (~u)

& completamente mondtona, para u > (. Para tal, considere

x -+ cl)
k, -
3 (‘T) iog ( - y
com
cr=exp(fs) e z=ha(u)= .,
Entao,

h{u) = hy (he ().
Agora, de acordo cem o Teorema 1.7, é preciso demonstrar que by € completamente

mondtona e hy € uma fungio com derivada completamente mondtona, para que & (u)

seja completamente mondtona. Temos
(—1)" hgnj (BY=c{zde) " 20, Vayrlez >

Entio 2y {z) é completamente mondtona, Também, seja by (u) = pLY (uj = fu

Logo,

(=1 A (o) = (é)m [ﬁ(zi - 1)} T 20 Yus 0.

P
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Entéo, by (u) tem derivada completamente mondtona, e assim, & (u) € completarmente
mondtona, que implica que $7(f) é completamente mondtona. Portanto, a varidvel

aleatéria T € infinitamente divisivel, da mesma forma que a variavel M-1G.
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4. Inferéncia sobre os Pardmetros da Mistura de Distribuigdes

Gaussiana Inversa com sua Reciproca Complementar

4.1 Introducgfo

Jérgensen, Seshadri, e Whitmore (1991} obtiveram o sistema de equacdes e a
forma da matriz de informaclo observada que permitem encontrar as estimativas
de mdxima verossimilhanga dos pardmetros da M-J{. Estas estimativas podem ser
shiidas mediantes procedimentos iterativos, como por exemplo Newton Raphsen.
Eles apresentam resultados para o caso de dados sem censura e vsam a fungio de
densidade dada na relago (3.6). Neste capitulo, se apresentam os procedimentos
para realizar inferéncias sobre os parametros g, » e p, para o caso de dados da M-I

COTN € eI censura.

4.2 Estimacgio Pontual de Pardmetros para Dados Sem Censura

Seja Y7, ..., ¥, uma amostra aleatéria de tamanho n, extraida de uma dis-
sribuicho M —IG (i, v, p) . Assuma que os valores observados da amosta sdo yy, ..., ¥

Logo, a funcdo de verossimilhanga é

13

L(ﬁ) = Hg (yﬁ;{z:y:p):

il
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7 B . 1 (yi - #)2
= Hj (1 - P+ pi ly;) (Z?rvy?) * exp {szv;z?y; , (4.1}
= H

onde § = (g, 2, p) .

A log-verossimilhanga é
38 =log L{6)

[ \]2

= Ziﬁﬁ" (1 —p)p+pyl—nlogp— ~g;lou'( r*yi) - wiogz/ - 2 (iw i :

(4.2)

Ao derivar a log-verossimilhanca com respeito acs pardmetros, lem-se o seguinte

sistema de equagdes:

8% (6) LSRR 32% (4.2)

Jp {1 P) it py w P
a9 {9} n "
BT SO E ;- E n = {}. 4.4
81—" ... ')V‘Z #‘;3 i1 ; + fe=] T ' ( )
£
5%

.__m_l =3 =0 (4.5)

= (1 - p) s +pyt

Para p eoniz.ec:tde, o sistema de equacbes se reduz a

= I—p n¥ n n
. + e -—'—--——z(}? 4«6
;(iwp)pryg vp®  vpt o 46)
QP
n 1 {nY  2n -
LAY LS, ) a
2v+2ﬂ{#2 e ] (4.7)
onde
?miiy-e}f =}-iy"1
) T n '




1 i
o - S /N 4.9
T = [#2y+2ﬁ_y] 2 (4.9)
desde que ¥ = 0.
Tie (4.8) e (4.9), pode observar-se que para todo vy, + -, ¥, positivoes, a estimativa
de méxima verossimilhanga de u se encontra no intervalo

1 —
::::““<A< .
poSAsY
p=1:

Agora, se p = 0, {4.1) se reduz a distribuigio Gaussiana Inversa. Os estimadores

de maxima verossimithanga de u e v, para este caso sdo

=T (4.10)

P =V - (4.11)

p=1:
Se p = 1, temos para {4.1) o caso da estimacéo de pardmetros da distribuigio da
Reciproca Complementar de uma variavel I1G. Os estimadores de maxima verossimi-

thanca de p e v, para este caso, sdo

a

b=

i
s 4.12
7 {4.12)

p=Y_(Y.¥~1). (4.13)
Para achar as estimativas de maxima verossimilhanga de p e v, para p € {0,1),

pode-se usar o métode de Newton Raphson. O problema geral deste método é en-

contrar o ponto inicial, o qual deve estar proximo das estimativas de maxima verossi-
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milbanga. Mas, as estimativas para o caso da distribuiciic Gaussiana Inversa e para
a Reciproca Complementar podem ser facilmente achadas, com as {érmulas dadas de
{4.10} a (4.13). Logo, pode-se aproveitar esta propriedade para construir um procedi-
mento para achar uma solugio do sistema de equacdes dado em (4.6) e (4.7}, para
gualquer p € (0,1) . Este procedimento serd uma modificagdo do método geral que se

usa para encontrar as estimativas de méxima verossimilhanga quando p nfo é fixo.

Seia
Y = d'iaff '{3}13 Yaro oty yn} 3 (4'14)
D, = diag {1 —p+pu~tpn, -, L=p+pr 'y} (4.15)
@
1= (1? 'Jl)lxn‘ {4'16)

ax(8)  (1-p\ , 1 nm
o D 1 —— "Y — — a7
8p (# S N i (10
g5 {0} 7 111 . 2n —t
B m{;i’yé“jﬂ'} 1= (4.18)
[
I3 (8 1
;ﬁ):;};}/D;l%*%!Q;IEmQ (419)

Pode-se observar gue este sistema de equagfes tem solugbes miltiplas, Usande a
propriedade de que para cada p pode-se encontrar uma solugso, e como é facil achar
as estimativas de maxima verossimilhanca para p = 0, pode-se usar esta propriedade
para construir um procedimento para achar o maximo global ou o malor dos maximo
locals no interior do espago paraméirico da familia de distibuigdes M-IG. Baseado

nestas propriedades, propde-se o seguinte procedimento:
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I. Encontrar as estimativas de maxima vercssirnilanca de p e » para p = 0. Tomar
estes valores como ponto inicial no métedo de Newton Raphson para encontrar as
estimativas para p== (,,1. Achar as estimativas com a precisdo desejada.

I, Enconfrar as estimativas de u e v para p incrementado em 0,1, mediante o
método de Newton Raphson, Usar como ponto inicial os valores de u e v obtidos
para p sem o incremento.

H1. Repetir a etapa anterlor até chegar a p = 1.

IV. Para cada valor de p, encontrar o valor de log-verossimilhanca com a {ormuia
dada em (4.2).

V. Usar como ponto Inicial, método de Newton Raphson, as estimativas de g4, v e
p que abinge o maior valor de log-verossimilhanga na etapa I Encontrar o méximo
global ou o malor dos méximes locais com a precisdo desejada.

Para encontrar as estimativas de méxima verossimithanga gquande p € fixo, seguir
da rnesma forma &s etapas I & II, logo repetir a etapa Il até chegar ac valor de p fixade.

Para usar o procedimento acima, se precisa da matriz de informacio observada,
a qual é derivada no préximo feorema:

deorema 4.1

A matriz de informagio observada é

I Lo s
=1 Iy I I |o (4.20)
FEYRR PO PO
onde
o= (22) vprry vy SR
Fhit ‘& o A S L ~ 5,;33 ﬁz’
Tao = ;fﬁmﬁ;s yylmg};z’



1o, aa i-5 ry—-2 1-7 2
I“ﬁx‘{?"‘m;“;% QI’ },+ 12 2: YBJE’ EWTE‘D? 1y
n
Lo = —,
2
Ipp =1 =0
&
1 2 fy—2 2  Ht -
fp“;ILYD }J*;}:li’ﬂ + 1 D771 {4.21)
onde f, ¥ e ¢ slo as estimativas de méxima verossimilthanca de i, » e p, respectiva-
mente, &
Dp = diag {1~ p+ pa~"ys, -+, 1 = p+ Hi  ya ) -
Proys

Pela definigio da matriz de informagio observada, seus componentes se encon-

tram aplicando as seguintes fdrmulas:

9% (6
Tgp = wg;(_-) omie (4.29)
' s (0) -
= I — 4.23
RN lo=i» (4.23)
’ 3 (6)
f oty IP;& m lg:é: (424)
CV
Loy = — ;g ) oz (4.25)
f 520
Bo= Iy = =21, (4.26)
&
(8) .
T = 4.27
== (£27)
Temos, de (4.3) a (4.5}, que
ﬁzd(ff = {1- p)’ n 3 & n
- s Sy 4.28
E Pt #E vt R (4.25)
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523 (8) p o

Huby ””,,2#3;@" w22

Fx & 1 Y — p
i O sy Bl G 3’)23; o rt ol
B3 B &

o =g (R br)

730 _,

dvdp

P (6) 2 :

“ U Yi
= : 9
ap? -3 5+ ;Z [

§=1 {(1 ""}3)}5 +pgt] =1 (1 "'“}3') # "i'"pys']z

_ !{gz 1 1
Sl -pu+pwl
Usando as notacdes dadas em (4.14) e (4.13), obteém-se
S (6) 1—p\? . i n
Al " A Sl —— Y 42
Hp? i JRZN Péf’; 1 +v#3+#2’
Iy 8 1
5{«5{ } — : 11‘ Y 1 +___EZ‘_'___¥
Sudv R m T~ Ryl
J*<3 (8) 1 P P
— ,{JM]' . H }.fp-—Q H D-v?
e = L0 Lt YD L Dt
5 (6 n O I S N e
avr 9yt R EEY}.“?+},} i
*¥(8) 0
dvbp
2y 2

(4.33)
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Logo, substituindo as expressdes equivalentes dadas de {(4.34) a (4.38) nas relacdes
dadas de (4.22) a {4.27), temos as expressdes {4.20} e {4.21). ¥
Teorema 4.2

A matriz de informacdo observada, para o caso de p fixo, é dada por:

fp{}: fﬁﬁ gﬁw T
-{ffﬁe Iw/
onde
2
I—p g 3, 2n n
o= — o 0 e D U e
B ( R )}; r };'ﬂ;:&&}, ,j:, T R
i 1 ! i n
ZW*“IH&Z ﬁﬂﬁﬁi ¥ lmngz
e
n
fpp o= —
2%
onde

Dp = diag {l —p+pi sl pﬁ"iyn} )

sendo p o valor conhecido deste pardmetro, e [t e ¥ as estimativas de méxima
verossimi- lhanca de y e v, obtidas ao solucionar o sisterna de equagdes dado em
{4.6)e (4.7). Il

Uma alternativa para encontrar o maximo global ou o maior dos maximos locais
é o algoritmo EM, mas este método tem a desvantagem de convergir lentamente a este
valor, Malores informacdes sobre este algoritmo s3o encontrardas em Titterington,

Smith e Makov (1986}, e Little e Rubin {1987).
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4.3 Estimacio por Intervalo e Testes de Hipdteses para Dados sem

Censura

4.3.1 Para os parAmetros da distribuigio Gaussiana Inversa

Para a distribuigio (Gaussiana Inversa, existem diversos artigos e inclusive nm
Hvro com procedimentos para determinar intervalos de confianca e testes exatos para
os pardmetros desta distribuicdo. Para malores informagdes ver Chhikara e Folks
{1976}, Folks e Chhikara (1978}, Miuara (1978}, Davis (1980), e Chhikara e Folks (1989,
o livro}. Estes procedimentos se baselam nas distribuigbes exatas dos estimadores.
Assim, pela propriedade dada em {1.15), pode-se demonstrar que a distribuicio de

Y também € Gaussiana Inversa, mas com pardmetros p e v/n, isto &,

Y = IG {p,vin). {4.40)

Outra propriedade relacionada com ¥ pode ser obtida da propriedade (1.14), da

qual tem-se

?_ b
f£;;ﬁ§ﬁw»vng (4.41)

Por outro lado, Tweedie {1957), demonstrou que a distribuicdo amostral rela-

cionada com a estatistica ¥ €

i 1

a2
(gw?)mmww (4.42)

eque¥ ey, (;}: - g‘;r} estdo independentemente distribuidas.

Também, pode-se mostrar que



1 Qi_:i; 1311y, L)
;;; bg Y. vty (4.43)

Estas propriedades, andlogas as propriedades de amostras de distribuigdes normais,
fazem a distribuigio Gaussiana Inversa dtil em Modelos Lineares Generalizados.
A distribuigio Gaussiana Inversa pertence & familia exponencial com dois pardme-

tros. Logo

(")

sdo estatisticas conjuntamente suficientes e completas para u e ». Logo, pelo tearema

de Lehmann-Scheffe, se demonstra que {?, e Tl — %)) s&o os estimadores ndo
viciados de minima varifincia para ¢ e v, respectivamente.

A partir destas propriedades, pode-se construir os seguintes testes de hipdteses
e estimadores por intervalos:

Para testar Hp : g S go vs Hy ¢ g > po, quando v & desconhecido, Folks e

Chhikara {1979) propuseram a estatistica

?12 (Y — o)
(Y V)3

coruo 3 estatistica do teste uniformente mais poderoso, onds V = 5 1(}, — %)

(4.44)

O mivel de significAncia, @, do feste pode ser achado com

{n-2}
o =Gy nony(~1) + (“’ + Q”) . { [~ (4n + (w+ ;zn)f?)]%}, (4.45)

2n

onde (7 € a funcéo de distribui¢io acumulada da T de Student com {n — 1) graus de
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liberdade, &
wmz(gi+fﬁ), (4.46)

- L HE i

Para testar Hy : p == gg versus H; : p # fio, nho existe um teste uniformemente
mais poderose. Mas, existe um teste uniformemente nio viclado. Assim, a estatistica
do teste € a mesma que aquela dada em {4.44) e o nivel de significdncia, &, pode ser
achado;

oo P(IT(n—l}i > 1), {4.47)

onde Tpy-yy & uma varidvel com distribuicdo T de Student com n-1 graus de liberdade.

Q intervalo de confianca para ¢ com {1 — @)% de confianga € dade por

Y Y

Lt gy TV L =ty (TP

? (4.48)

onde i(n_l’i_%) é o valor da distribuicao T de Student tal que:

[43
P(T28smp) = 5
fort
1 &1
T 1?(}"“}’

A partir da propriedade dada em (4.42) pode-se construir-se teste de hipdteses e
estimadores por intervalo para o pardmetro v, semelhantes & variancia de distribuicdes

Normais.
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4.3.2 Para os pardmetros da distribuigdo da Reciproca Complementar de

uma variavel Gaussiana Inversa

Testes de hipdteses ¢ estimagio por intervalos para os pardmetros da distribuigio
Heciproca Uomplementar de uma varidvel 1G, baseados na distribuigho exata de
alguma estatistica relacionada corn esta distribuiglo, ainda nfo foram desenvolvidas.
Mas, pode-se aproveitar propriedades da distribuicdo para construir estimadores por
intervalo e testes de hipiteses para os pardmetros, ja que,se ¥ ~ B~ IG{g, v} entdo

“1 e v = yu?, pode-se realizar

X = Y%~ JE(p, vp*) . Logo, ao fazer ¢ = p
testes de hipdteses e estimacdo por intervalos para i, corn as formmnlas dadas para a
distribuigio Gaussiana Inversa. Mas, para o pardmetro de disperséo v, nio é possivel
construir testes e intervalo de confianga exatos, exceto se y é conhecido. Neste dltimo

caso, pode usar-se a propriedade dada no Teorema 2.3, inciso {i}, £ mals a propriedade

de aditividade das varidvels %, para obter-se

Com esta estatistica, pode-se realizar testes de hipdteses e estimagio por intervalo,
de maneira semelbante 4 inferéncia realizada para a varidncia de distribuicdo Normal

com média conhecida,

4.8.2 Teste de hipdteses e estimacio por intervalo para os pardmetiros da

M.JG

Para testar hipéteses e construir intervalos de confianga para os pardmetros da
M ~ I, pode usar-se a distribuicio assintdtica da estatistica da razio de verossimi-

Thanca L {6y} /L (é) Assim, para testar a hipoteses Hy: # = 8y versus Hy: 8 £ 65, &
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estatistica da razfo de verossimilbanca (A) estd definida por
Ally) = ~2{S(0) ~ & (8}}, (4.49)

onde 3 (#) denota log-verossimilhanca {dado o vetor de obseragbes ?f’,) Pode mostrar-
se que sob condigdes de regularidade da teoria de vercssimilhanga, e sob a Hy: 8 = 8,
a distribuicio assintdtica de A{fy) é x® com k graus de liberdade {k dimensio de
8). De maneira semelhante, se o vetor de parhmetros § é particionado da forma
# = (8,8 e §, é o estimador de méxima verossimilhanca de #, dado 8, = 69, entéo

A82,8,) = ~2{S{62,8,) ~ 5 (0,,8,) }, (4.50)
tem distribui¢do yv* com graus de hberdade igual a dimencio de 6, sob a hipdtese
Hy : 8 = §). Neste caso, o vetor #; € chamada pardmetro de perturbagio.

(s testes de hipdteses baseados na estatistica da razao de verossimilhanca pos-
suem a propriedade de invaridncia sob reparametrizacio (Ralbfleisch e Prentice,
1980}, propriedade que ndo possuem procedimentos baseados na tecria assintdtica
normal dos estimadores de méxima verossimithanga (Lawless, 1980). Esta pro-
priedade de invaridncia sob reparametrizacio é Gtil quando apresenta-se a possi-
bilidade de reparametrizar de maneira que a distribuicio de § se aproxime mais
rapidamente a normalidade, Por estas razdes, para testar hipdteses dos parfmetros
da M — I, usamos testes assintdticos baseados na razio de verossimilhanca.

Nesta dissertacio, néo se considera testes de hipdteses para o pardmetro p das

formas
Hy:p=0versus Hy:p>0,ouHp:p=1versus Hy : p < 1.

Testar hipoteges destes tipos constitul um problema que até agora nio hd sido

completamente resclvido, j4 que os testes assintdticos da razdo de verossimithanca
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estam baseados sobre as condicSes de regularidade da teoria de verossimilhanca, que
nestes casos ndo sdo satisfeitas, porque {0,1} ndo pertence ao interior do intervalo
[0,1]. Por este motivo, s& considera-se testes de hipéteses para py € (0,1) e ndo para
Po na fronteira do espago paramétrico de p.

Os intervalos de confianca calculados mediante a distribuigio assintética da
estatistica da razdo de verossimilhanga (4.49) tem melhor aproximagio, em com-
paracdo aos calculados mediante a distribuigdo assintética dos estimadores de maxima
verossimilhanca. Mas computacionalmente sio mais dificeis de determinar que aque-
les baseado em normalidade assintética. Além disso, existem pouco pacotes e al-
goritmos implementados para calcular os intervalos de confianca baseados na es-
tatistica da razio de verossimilhanga. Alguns dos poucos algoritmos foram propostos
por Venzon e Moolgavkar (1988} para descobrir os valores de 8; tal que {4.49) atinge
o ponto critico de xfk). Nesta dissertagio, sé apresentamos intervalos de conflanca
baseados na normalidade assintdtica dos estimadores de méxima verossimilhanca, e
se deixa como tema de pesquisa o desenvolvimento de procedimento gue permitam
encontrar intervalos de confianca baseados na estatistica da razdo de verossimilhanca.

Para realizar os testes de hipdteses para os parametros da M-IG, consideramos

que o log-verossimithanga é
T

n . 2
log (2'@?)—}-2— logv—Y" M
1

b 1
S{p,v,p) = logl{1— p)u+ pyil~nlog ut+ - :
{1, v,) ;1 gl(1 —p) p + pyil—nlog p+ 5 2 5y

i=
Entio, apresenta-se os seguintes casos:
i) Teste de hipéteses para y

Considere as hipdteses Hy : yt = pg e Hy : g # po. Para testar estas hipdteses,
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usa-se a seguinie estatistica
f 38) = 00 5 (LD
Say fio, ”:P) T {“-’ (F’U: y;f"} =y (fi‘l b,P)} 3

onde I e p sio os estimadores de méxima verossimithanca de v e p dado g, respec-
tivamente, e [, &, e p sdo os estimadores de méxima verossimilhanga de p, v e p,
respectivamente. A estatistica A {uo, ¥, ) tem uma distribuigio assintética y* com 1
grau de hiberdade sob Hy : gt = yq.

i1) Teste de hipdteses para v

Considere a hipdteses Hy 1 v = vy e Hy : v # vy Para testar estas hipdteses,

usa-se a seguinte estatistica

ﬁ(lﬁa b‘o,ﬁ) = -2 {Qf (,&,Vg,ﬁ) - %(ﬁ,ff’ﬁ)} s

onde ji e § sfo os estimadores de maxima verossimilhanca de i e p dado vy, respec-
tivamente, ¢ &, 7, e p sdo os estimadores de maxima verossimilhanga de y, v e p,
respectivamente. A estatistica A ([, vo, ) tem uma distribuigio assintética x* com 1
grau de liberdade sob Hg @ v = 1.

ii1) teste de hipdteses para p

Counsidere a hipéteses Hy : p = pg versus Hy : p # po. Para testar esta hipdteses

usa-se a seguinfe estatistica
A {ﬁa f’sPD) = 2 {3 (;}': 5’;?8) - %(ﬁ?a:ﬁ)} s

onde fi e ¥ sdo os estimadores de maxima verossimilhanca de g e v dado pq, respec-
tivamente. i, © e p sdo os estimnadores de maxima verossimilhanca de p, v e p,
respectivamente. A estatistica A (j, 7, ps) tem uma distribuicio assintdtica x® com 1

grau de liberdade sob Hy 1 p = py.



iv} Intervalos de confianga
Para encontrar os intervalos de confianca, usamos as propriedades assintdticas

dos estimadores de maxima verossimilhanca. Assim

i p

.
B N v 1L I3 {4.51)
P AR ]

onde Iy é a matriz de informagio dada em (4.20).
Com esta propriedade, os limites de conflanca {LC) para g, vepcom {1~ a)%

de confianca sdo dados por
LC(p) s pF Zoy/Chy,
L (1-’) U Z{;VCQQ

L (p) : }3 F Z{)\!ng
respectivamente, onde Z~ N (0,1}, C;; é j-ésimo elemento da diagonal de Ig' e
P{Z < Z3) = 1~ %. Também, pode-se definir uma regido {elipsoide) de confianca

simultania de {g, ¥, p), com {4.51).
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4.4 Exemplo 4.1-Resisténcia de rolamentos

Liebleim e Zelen {1956) fizeram um estudo sobre resisténcia de rolamentos. Cada
um dos valores da Tabela 4.4 representa o nimero de revolu¢des (em milhdes) até a

falha ocorra. Eles assumiram que os dados provém de uma distribuicio Weibull

Tabela 4.1: Numero de revolugtes {em mithGes) até a falha ocorra em teste de ro-
lamento.

17.88  28.92  33.00 4152 4212 45.60
48.40 51.84 5196 5412 5556 67.80
63.64 6864 63.88 8412 9312 98.64
105.12 10584 127.92 128.04 173.40

Lawless{1982) fez uma analise através de grafico de probabilidade, chegando a con-
clusdo que também pode ser modelado pela distribuicdo Log-normal. Para flustrar a
aplicag&o desta distribuigdo, vamos considerar inicialmente que os dados provém de
M-IG, para depois determinar a qualidade de ajuste desta distribuicdo. As estima-
tivas de maxima vercssimithanca sic obtidas seguindo o procedimento proposto na
Secio 4.2 . Fste procedimento estd programado em S-plus, programas que estio no
Apéndice em forma geral {dados censurados ou ndo, com covaridveis ou sem elas).
Assim, o programa 2 produz a Tabela 4.2, nela podemos observar que o méxime valor
da log-verossimithanga é atingido quando o valor de p = 1, na fronteira do espaco
paramétrice de p, onde as condigbes de regularidade da teoria da verossimilhanca néo
sho satisfeitas. Neste caso, vamos avaliar a qualidade de ajuste por métodos graficos.

Assim, nas Figuras 4.1 e 4.2, pode-se observar que a curva de sobrevivéncia

estimada , assumindo que os dados se ajustam a uma distribuicde Gaussiana Inversa



Tabela 4.2: Estimativas de méxima verossimilhanga para dados da resisténcia de
rolamentos, para diferentes valores de p

i v p log-verossim
72.220870 0.004317 0.0 -113.204848
70.085610 0.004330 0.1 -113.199260
68.142702 0.004367 0.2 -113.185923
66.342192 0.004426 0.3 -113.167899
64.645238 0.004507 0.4 -113.147543
63.020382 0.004612 0.5 -113.126591
61.440723 0.004743 0.6 -113.106401
50.881516 0.004905 0.7 -113.088160
58.317764 0.005104 0.8 -113.073077
56721126 0.005351 0.9 -113.062585
55.055053 0.005663 1.0 -113.058567

e & Reciproca Complementar, respectivamente, comparada cada uma com carva
de sobrevivéncia estimada pelo método de Kaplan Meier, sdo parecidas. Este resul-
tado pode ser devido a que os produtos das estimativas dos pardmetro u e v, é muito
pequeno para cada valor de p. (Juando isto acontece, as estimativas das densidades,
para cada valor de p é aproximadamente normal. Além disso, pode ser verificado

a . FEET am " ri - -
que as estimativas das médias e varidncias para o numero de revolugdes até a falha
acontecer, sao muitos parecidos entre os diferentes valores de p. Logo, para cada

diferentes valores de p, obtemos fungdes de sobrevivécia estimadas muitos parecidas.

Também, podemos observar que grificos da fungdo de sobrevivéncia estimada {em
ambos casos, IG e R-IG), em comparagao com a fungio de sobrevivéncia estimada
obtida por o método de Kaplan Meier, obtemos em ambos casos, um bom ajuste.

Logo, para qualquer valor de p € [0,1], o juste dos dados é razodvel.
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Figura 4.1: Grafico da funcio de sobrevivéncia estimada por Kaplan Meier e de
maxima verossimithanga sob 1G., para dados de resisténcia de rolamen-
tos.
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Figura 4.2: Grafico da fun¢do de sobrevivéncia estimada por Kaplan Meier e de
maxima verossimilhanca sob R-1G., para dados de resisténcia de rola-
mentos.

4.5 Dados Censurados

Uma censura ocorre guando por acidente ou plano experimental, o valor da
variavel sob investigacio ndo é observado para alguma unidade da amostra. Os dados
censurados surgem naturalmente quando a varidvel aleatdria de interesse & tempo de
vida. Neste contexto, um dado censurado é o tempo de vida parcialmente observado
para alguma unidade da amostra, da gual sé conhece alguma informacio parcial do
evento.

Existem vérios tipos de censura, para mais informagio ver Kotz e Johnson {1982,

1986). Aqui, considera-se alguns deles, sé para o caso de censura & direita.
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Censura tipo [

Um experimento é realizado num periodo prefixado de tempo. A censura tipo 1
ocorre devido as limitacBes de tempo, custo do experimento e outras consideracOes.
Isto é, seja ¢ algum namero préfixado, g o tempo de inicio do experimento, £y, &3,-- -, 1,
os tempos de entrada dos individuos {com t < 4; < #*, ¢ = 1,-++, n}, loge o intervalo
de observagio para o individuo 7 é {#;,1*] . Se o individuo estd vivo no tempo 1%, entdo
ocorre censura tipo [ Neste caso, o numero de falhas é uma varidvel aleatéria. Além
disso, se {; = i3 = .-« = 1, = {;, a censura se chama simples, no outro caso, ocorre
censura miltipla.

Censura, tipo II

Esta ocorre quando o experimentador decide restringir o experimento até obter
um numero determinado de falhas. Mais formalmente, sejam oy, 03, <+, 0y, 08

tempos de falha dos n individuos. Entdo, os tempos de vida destes individuos sdo

Ty= o0y —ty, Ty o — 1y, -, T, = 0, ~ ty. Sejam Tjyy < Tjgy £ -+ € Ty 28
estatisticas deordem de T3, T4, ---, . O experimento é suspendido apods da r-ésima
falha e s6 observa-se Tiyy, Tigy, - - -, T(ny. Logo a amostra completa é

Vi=Tw.Ye =Ty, Y =Ty Yo = Ty, - - Yo = Ty,

em conjunto com um vetor de indicadores de falha observada ou censura.

Note-se que neste caso, o tempo de censura £* é aleatério. Também, da mesma
forma que para censura tipo I, se t; = ¢, = --- = ¢, = {g, ocorre censura simples,
do contrario censura multipla.

Ambos tipos de censura apresentam-se em aplicagdes na engenharia, tais como
em teste de vida de um grupo de transistores. Se todos sdo colocados no teste num

tempo g = 0 e o experimento se suspende num tempo %, entdo, pode acontecer
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censura tipo L. Em oufro caso, se o experimentador decide parar o experimento até
que ocorram r fathas {r < n), entdo acontece censura tipo IL

Censura aleatdria

Ocorre quando os tempos de censura sio aleatdrios. Mais especificamente,
quando I7, 2 = 1,2,.- -, n, os tempos de censura, sdo varidveils aleatérias estocasti-
camente independentes, distribnidas com a mesma deansidade.

Pode observar-se que em censura tipo || quando os tempos de entrada ty, #g,+ -, £,
s&o variaveis aleatérias, as censuras sio alealdrias. Aldmdisso,se ity <H < H <o <
1., tem-se o caso de esquema de censura progressiva. Existem vérias interpretacdes

de censura progressiva, neste caso a relevincia estéd na entrada das unidades (para

mals detalhes ver Kotz e Johnson, 1986).

4.8 Estimacgio de Parametros com Dados Censurados

Para realizar a estimagfo dos parametros com dados censurados, considera-se
uma amostra com censura aleatdria a direita. Assim, seja ¥1,Ys, -+, Y, uma amostra
aleatéria de M ~ IG{u, v, p}, com func¢do de densidade da forma (1.6}, Assuma, para

facilitar os calculos matematicos, que os r primeiros valores sdo observados {isto é,

Y, =y, Y, = 3} e 08 {n ~r) vestantes sdo censurados 10s pontos aypq,-- -, 0y,
(isto é, Y41 > Gpg1,+, ¥u > @, ). Esta suposicéo facilita os calculos, porque obtém-

se formulas menos complicadas e, além do mais, n&o se perde generalidade. Seja g ()

a funcéo de verossimithanca de M — IG {y,v,p), dada em {4.1). Logo, a fungio de

verossirnithanca para a amostra censurada é

C)=T1lgwspmwvp) I S(asp,v,p)

i=]1 i=r4l
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“Hg (3 1, v, P) H [/ g (yis 1, v, p)dy}

it 1
——/I_Ilg yis iy v, ) dY
= ] L(6)dY, (4.52)
onde 0 = (p,v,p), dY = [T,.1 9y, L{8) é a fungio de verossimilhanga para

amostra sem censura e ¢ o espaco dos resultado para as observagSes amostrals cen-
suradas:

¢ = {leyl:"'Y;:yﬂY;:%»l > g1, 05 ¥ > Gn}

As estimativas de méxima verossimilhanca sio achada maximizando a log-verossimi-

thanga, isto €

dlogC(#) 1 8C(4)

8~ C(0) 08 =0. (4.53)
Logo, sob certas condigdes de regularidade,
dlog C{8) 1 8L(8) L(9) .
@ = )LIw a8 o =% (4.54)
Seja h(8,Y} uma funcio de {4,Y), e se definimos
- L) .
E.[h(8,Y)] = f MOV Y
Entao,
1 8L{5) 1 aL{(6)L{9) ,.,
D fomme el d 5!
E. [L(ﬁ) 50 } LT e T (4:55)
Logo,
1 argy _
E“{L{Q) a6 ]“0
Mas

1 OL(6) dlogL(f) 8S(9)
10 a6 ~ a8~ a0 (4.56)
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onde ¥(0) = log L {#) . Entéo,

E, [%] =0. (4.57)

Pode-se observar que E, é uma esperanca tomada com respeito ac espago de resul-
tados ¢. Esta esperanga tem propriedades semelhantes &s da esperanca comum, as
quais pode ser facilmente verificadas aplicando propriedades de integracio. Logo,
as estimativas de méxima verossimilhanca de § sdo obtidas ao resolver ¢ seguinte

sistema de equagdes;

a%(8)

=TT

E.| 30 | =0, (4.58)

a5(e
Bp

Ao substituir as expressSes dadas emn (4.17), (4.18) e (4.19), o sistema de equagdes

de (4.58) se transforma em

o%(6) 1-p , -1 1, n on
- o — 1", e | B 4.59
Ou 2 LE (D‘P )l‘*}ﬁi ¥ vt g {4.59)
a6} n I O 2n , .
ST Wl — Y =0 4.60
&
g8 1 " o ‘
5 = VB (YD) 1-VE(DY) 1=0. (46
Seja
E. (Y*D;') = diag {y/ (1 —p+pu~tw1) - ys/ (L~ p+ pu ),
E [y;iz/(l —p+pr Vo) | Yogr > arﬂ] ,
L BV (U —p+pu Yo} [ Yo > aal}
&

E., (Ys) = diayg {3}1; Y B (Yfa-z ] Yopr > ar+1) 3T :E(i’:f | ¥, > a,,,)} .
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Para todo s€ Z, as expressdes E[Y?/ (1 —p+pp™'Y) | Yi> el e E(¥Y7 | Y: > a;) se
acham mediante as relagbes equivalentes dadas nas (3.23) e (3.24), respectivamente.

Assim como no caso de dados sem censura, se p é conhecido o sistema de equagdes

se reduz a

1—p 7

e 10 B { DY SR .

- U, ( )£+ UVE(Y)1 = (462).
e

n 1 1 n o, 1 _ .

29+2y2 [#glﬂ*(l")l—#—ki.&(} )}:‘]-—G. {4.63)
p=0

Se p == 0, estas equagdes se reduzem ao caso das equagGes de log-verossimilhanga
da distribuigdo Gaussiana Inversa. Se p = 0, temos que F, (Dg 1) = [,. Com restricio

p = {), o sistema se reduz em

LBy - =0

v ~ vt

1 n
""5;;*"3,,“[},13( )},—;]“0‘
A primeira desta equagdes é equivalente a 1* F, (Y} 1== np, e substituindo em (4.63)

gera a segunda delas. Destas equagdes, temos

1
b= - VE(Y) L (4.64)
2
A B “y, 7
V__n& E (Y1) 1 ;J. (4.65)

Estas equacOes, dadas em (4.64) e {4.63) sfio as mesmas que se obtém ao aplicar o
algoritmo EM, dado por Dempster, Laird e Rubin {1977). Para encontrar as estima-

tivas de méaximos verossimilhanca, pode-se empregar o procedimento seguninte:



-~
4§

I. Escolher as estimativas iniciais g e v, as quais podem ser as estimativas de
maxima verossimilhanca obtidos com os dados néo censurados (Thisted, 1988), cal-
culados com as férmulas dadas em {4.10) e (4.11).

II. Caleular E{Y}lY; > a) e E (Y}”IIYE > a;) yparat =r-+1,---, n, de acordo
com as formulas dadas em (1.18).

I, Substituir estes valores no lado direito das equagdes dadas em (4.64) e (4.65).

IV. Repetir as etapas II e Il até obter as estimativas de u e v com a precisio
desejada.

=1

Agora, ao fazer p = 1 nas equacbes dadas em (4.62) e {4.63}, temos o caso das
equacdes de mdxima verossimilhanga para dados da distribuicdo Reciproca Comple-

mentar de uma varidvel 1G. O sistema se reduz a

VE(Y)] ——= -2 =0,
~ ~ vplop
&
n 1 i1 . 2n 1 _
w2p+§§§[;§£,€$0’}i #"f‘lE*(Y )’};}___[}, (4.66)
Ao resolver este sistemna, temos
k]
g == 4.67
¥ i i, (Y—l)l (4.67}
e
111 n
i/ = - |7 ! E* Y T, .
’ nlmi e ﬁ] 68

Igualmente ao caso da distribuicdo Gaussiana Inversa, estas equagbes s3o as mesmas
gue se obtém ao aplicar o algoritmo EM . Logo, para encontrar as estimativas, pode-
se seguir um procedimento semelhante ao descrito para encontrar as estimativas de

méxima verossimilhanca dos pardmetros da Gaussiana Inversa:
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I. Escolher as estimativas iniciais de p e v, as quais pode ser as estimativas de
maxima vercssimilhanga obtidos com os dados nic censurados, calculados com as
formulas dadas em (4.12) e (4.13).

IL Caleular E{YVi|¥. > a) e E (YEHIIY;' > a.g) ,para i =7+ 1,---, n, de acordo
com a férmula dada em {(2.10).

11, Substituir os valores no lado direito das equagoes dadas em {4.67) e (4.68).

IV. Repetir as etapas [l e 111 até obter az estimativas de g e v com a precisio
desejada.

Para o caso de 0 < p < 1, onde p é um valor conhecido, pode empregar-se o
método de Newton Raphson. Mas, o problema deste método é encontrar o ponto
inicial, o qual deve estar perto das estimativas de méxima verossimilhanca. Para
encontrar o ponfo inicial, pode-se seguir um procedimento similar ao do caso de
amostra sem censura que € uma modificagdo do procedimento para p ndo conhecido.

Voltando ao caso geral, as equacgdes dadas de {4.59) a (4.61), como caso de dados
nio censurados, tem solugdes muiltipla. Entdo, para encontrar o maximo global ou o
malor dos méximos, pode-se seguir o mesmo procedimento para dados nio censura-
dos. Para usar este procedimento se precisa da matriz de informacio observada, a
qual se define no seguinte teorema:

Teorema 4.3

A matriz de informacéo para amostra censuradas da M-IG é definida como

Iy = Lip Lis Iy 1> (4'69)
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onde
Lp=— (2 + &)+ 7 1 (30020, — M+ ME) 1
_3%§§l 2;’ [N-; o ﬁz"g;ffl . Q:%liﬁwg] 1,
lis = g I' W L~ — i 1/ [N~ Mol 1
29?1;“5 }; [ﬁ:fz Aff?] 1 %li?% }; [ -l T &gﬂ*l]
—g U [T = MR 1,
Iﬁﬁ = i’ “}:‘r [_Ei'r{; + ‘(‘];;‘é}'l{[()l\‘f] - (}. —‘ﬁ‘) ﬁrg] ;!_l
_..;«;z Z [-N2 — ﬂ’f]j“q] 1 + [ﬁ:’r} - A}{lf{’rg] }u '
Lo = i — g U [M - M"‘] Vg 1 [T~ MM 1
— U ML - M) 1,
Iy =~z 1 (N2 = 0] 1 gy 1 [N — M1 1
*1'*25%#2 ;:'_" [N1 —_— lii\{}ﬁro} }‘ "‘{““2%‘5 }: [N_.l - A:f__]z’\fg] ’:‘[‘ ,
154
]‘ ' a2 2 AT AT ¢ ’;2
fpp =z DAL= T NNe L+ DA
onde
M, = E.(Y") e N,= E, (Y*D;'), Vs € Z. (4.70)

i, ¥ e psao as estimativas de maxima verossimilhanga de g, v e p, respectivamente;
e M, e N, sdo calenlados com estas estimativas

Prova
Por defini¢do, a matriz de informacdo observada € dada por

] _ _OlegC(Y)
°T T Boay

Is?xé:{;l,ﬁ,ﬁ}'
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onde fi, U, ¢ p sio as estimativas de méxima verossimithanc¢a de u, v e p, respectiva-

mente, Por {4.52} e {4.53), femos que

Dlog C (6) 1 OL(8) L(0) 1 AL L) '
aaaaf = { ARG ce)dy}‘{/cx,(f;) 26 0(9)”}
| BLO) L) .

T aeaar co

Entdo, por {4.56), temos que

dlog C () o3(0)] . [0%(6) 1 L)
5056 "E"{ 50 ]E{ 5o ]+E* {E“(éj aeaaf}‘

(e 80 )2 [ 5]

E. [5%(9)]‘%& _ 0

o0

para & solucio do sistema de equacdes dado desde (4.59} a (4.81)}, entdo

_ L FLE)
Io=~ {E* [ L{6) 9606 ]}M

Mas
1 GLB) P {as;(g)l {53(9)]’
I(6) 3086 ~ aeoe T\ @8 || @0 |
Logo
B el [ase] [as ) .
I”‘“E*laeaaf ”*”[ 96 H 58 ngg' (4.7)

Ao fazer a partigdc da matriz I em seus componentes, resulta




onde
<y o 2
g = —E. [ 5 2 [3;(8)] , (4.72)
" # fum B
. F*F () aX(9)1 103(6)
lip = Loy = —E. [ Judv + { Ou | (+73)
o FS) g {0Y] [ O3(F)
Iy = Iy = ~E. { 50+ [ 5 [ (4.74)
| s | [es(8) 2 5
Ly = —F, [ 57 + { 5 9;_-9', (4.75)
o Ps(0)  [93(6)] [63(9)
Iy = Iy = ~E, [ Bodip -+ { 5, Bp . \ (4.76)
L
_ a3(8)  [a3(8) -
IPP = —f, { apg + [ 8}‘3 9:§~ (4-?0
Calculo de Iz

Sustituindo {4.17} e (4.34) em {4.72), resulta:

i

fﬁﬁ“—E*{—Qf:"fﬁ},"ﬂfgw%g}’“(—%—%)

I
2
{— - 1 [ ¥ i 1
|2y DL 1 1- (2 +3)] }“9'
Entao,

P
-~y g, (ﬂ;l 11’13;1) i oA (f);* 11"1/) 1
2
A VE(Y 1Y) 1 ()

w2(z+3) [B0 1 B (07) L v B OO L]}

Lo ={SE VE(D?) 145 VB 1 - (B + )

bt o
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Também pode demonstrar-se que sio satisfeitas as seguintes relagdes:
E. (Y*D;‘ 1 Y*D;l) = E. (Y*HD;%) = NNy + N, 11 N,
E (VD7 1V Y] = Noy = NoMy + N, 117 M,
(4.79)
E. (Ys 1 D7t Yf) = Ny~ MN,+ M, 10U Ny ¢
E. (} 11 y'*) = My~ MM, + M, 11’ M,
Entdo, ao substituir (5.57) e (4.79) em {4.78)}, resulta em

L= {ﬁigl- VE (D7) 1455 1M, 1~ (2 +3)

-egt v B (077 )~ 5y Noj 1
=zl 1 [N, - Ny + N 11 M) 1 (4.80)

wut ~

2
b 1 [ 74 1004 ] 1= 34 2

+2(z+) [S52 1 N 14y 1]

§=f

(e ()

Z upd
~HR 1[N, — NoMi] 1 s 1 [Ma = M7 L (481)
2 2 .
1 r ¥ 7 n
m[i*flg Nol+iks 1" My 1] ~ (% +2)
n nY | {1-p}
+2(;,;5+;)[ Uzp) 1V Ny L+ 1 My 1 ]}H

Mas, substituindo (5.5?) em (4.59), se obtem a expressdo seguinte:

/""‘\
\--/
=

U No L+ 1 My 1= —%— += (4.82)

=
2
14
g
Aol
4
A
3
=

para § = {g,v,p) solugio do sistema de equagdes dado de {4.59) a (4.61). Logo
substituindo (4.82) em (4.81}, da:
I = { (25 +2) + s 1 BupdM, — My + M7 1
—Hi) 17 Iy — NoM, — S8 NE)

i
() - ) ()}
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== (B + &)+ e U 304700 ~ Mo+ M2 1 s
_%@ lf [ Ny~ NoM,y — g___)__1-;: o Nz] .

Céleulo de I
Para obter I;;, substitui-se {4.35), (4.17) e {4.18} em (4.73), resultando:

1—- i - 1 7o n n
G = =B (= 1Y it + [0 107 Lol 1Y 1= (s +2)]
e (Brvi-serya)])

yzﬁﬁ{‘(“ﬂl E.(D;') L +5% 1’5*(Y)1m(ﬁ?+§)]

o

2

= {p;gs 1"E,(¥Y)1
(g +s) -2 VB (D W Y) 1 - VB (Y 1Y)

Fp U Ay

—35% 1 E, ( D7ty Y“l) 1 ~545 1" E. (Y11’ Y“i)i

2y

s () [Frampsr ey

(4.84)

Ao substituir as expressbes dadas em (5.57) e {4.79) em (4.84), temos a seguinte

EXPressao;
Is = { AV M1 s+ (B + )
[ oy sty = (4 )
“?i;ns E—j [Nl - i\r{}ﬂ/fl -+ NE} ;E'];I M}] }»
""”2,,:13‘5 Er [ZVIQ — ﬁ/}? + M, }_1" Ml] 1

— 32 1INy — NoM_y + No 11 M_]

FILI T

_-2_;;31—;;5' }_‘! {I ~ My M.y + My ,\1..2: .Mr_l] %
1 (1) n 1
ey,

2ut | ppt



z_—{”wiM;mMuHﬂ 5

\20

[L—P— ' Nol+is 1 Ml}‘m(_.&_q{_&)]

wa? U
~gir VN~ NoMi] 1 —g8m UV [My — M7 L
~ 3t U NG = NoM ] 1~ 1 [T - MiMLy] |

)
Py ~

(4.85)

—5 L&g UM L+1 Mo z]
[LmelleN o1+ 1 Milw(vig-f-ﬁ)]}e .

vt

Logo, substituindo {4.82) em {4.83), se obtem
Tio = { s 1/ My |~ — 55 1/ [Ny — NoMy] 1
~5ps U [My — MJ] 1 =358 1 [Noy = NoM_y] 1

20
e V- MM L)

L 1}»‘”",;22;2 “"53“;‘}%1" [th—jifsﬂfl] 1

g U (M~ B 1~ 1 [N~ Mol 1 (4.86)
—gi U [ = MM 1

Caleulo de 5

Para obter este componente da matriz de informacio observada, substitui-se

(4.36), (4.17) e {4.19) em (4.74), se tem:
lip=—E.{~11 Dyl L -8R 1 YDp2 12 12y
N

1 -
rvery-von))

L] ~
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SRy B (D YD) L -k 1B (Y LU YD)
+8=2 v |, (D;;l 11/ D;l) 147 1 E, (Y 11’ D*‘) 1

+(rn) LY E (D) -

Zw
3'_3.
{1
¥
L
-i
=y
pos
S 2
e
[w—
H—I
i

(4.87)
Usando as notactes dadas em {5.57) e as expressdes equivalentes dadas em (4.79), a
relagio dada em (4.87) se transforma em:

To= {11 M1 +52 1 B (vD;?) 1 -2 1 B (D7) 1

e

~ ~

~ttz2 (B (YD)~ Nol + No 11/ M| 1

vu"‘ E NQ — M{N; + My 1 1 Nl]

N

+-2) g‘ £, (D7) ~ NE+ No 11 Ng] 1

e

ks 1N = MyNo M 11 M) 1

() [frmy-rm])

§=f

Iy = { U No1 453 1 NN, L -8 1 g g
5w I [N = MM L 4 11 [Ny~ MANGL
- (157 o L v 0L = (3 2)
Lrrmi-r s}

(4.88)

Gl

O tGltimo somando é um produto de dois fatores. Por (4.82) o primeiro fator é zero.

Entdo, (4.88) se reduz a:
Ip= 11 [Fo+ ERRN -0 -5 FE| 1

o (4.89)
—gk U [Ry = BLM ] 1 5k 1 [P - B R) L
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Czﬂcu}o de L;;.

Ao substituir as expressdes equivalentes dadas em (4.37) e {4.18) na {4.75), d4

2 seguinte expressaoc:

B ~
‘15,4#4 1 E (y 11 }f) 1 “211‘};12 1’ E,« (y, }”‘E! }fﬁl) }_
- ~ N ~ ) ~ {4.90)
i 0B (V) 1 (5 4 )
v (54 ) [Fr B m ey B}

Usando as notagBes dadas em {5.57) e as expressGes equivalentes dadas em {4.79), a

relagio dada em {4.90) se transforma em:
To={~gs - #+ & (F 1 M1+ 1 Mo 1)

1V [Mg ~ M} + M 11 M;] 1

L

g

~ gk 1 [T - M 0 1 M._i] .
- [M_Q-dew_1 17 j\/L]

2
“(5:*":%) +5{E+5)

-(;%1 My 1+1M_;1>}
-~ §=4

m{u%_%+§f(ﬁifﬁfli+l Moy 1) = g 1Y 1Mo~ M2 L
gy V[ = MM ) 1~ }, (M, - M_l] 1
2
w;g;;(—% M LU M) - (2 )

sh(zes) (FUmp+y M‘”)}g ;

(4.91)
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Mas, ao substituir {5.57} em (4.60}, resulta:
57 [ UM L M = (452)

para todo g, v e p solugio do sistema de equag¢des dado de (4.59) a (4.61).
Mediante a expressdo equivalente dada na relagio {4.92}), a relacio dada em

{4.91), se transforma em:

U2;A 4ut }“} -~

g V= MM L g 1 (Mo = M2] 1

() - ()

fggx{“‘z“!jf“fj%“i“%(%“}'"ﬁ“)“ 4 ’[ﬁ’fg—ﬂf.{f]i

= — ;-1-54- v {zﬁiﬁ = H 1—gm U - ¥hh) 1 (093
—g U |M - A% 1

o

Célculo de I3

Substituindo as expressdes equivalentes dadas em (4.38), (4.18) e {4.19} em

(4.76), temos a seguinte expressio:

1
I
~5a5 1 B (Y 11 YD“’) 1 —55; 1" E. (Y"1 11’ Y,D;l) 1

2utp kol

Vo) pea v B (YD) 1

P '

Pailie

+oar 1 E.
(4.94)
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Usando as notagdes dadas em (5.57} e as expressbes equivalentes dadas em (4.79), a

relacio dada em (4.94) se transforma em:

I&ﬁ={(§;+;€;)'(ﬁ%f¥ 1 -1 Nsi)

~ 577 V [NgleNwMz 11’ Nl] 1

.

—ih 1 [NOMM_,;M+M L 1Y N;]
oz 1 (M= Mo+ My 11 NOJ 1

b 1 [N,,; - M_yNo+ Moy 11 Nﬁ] 3}9 g

={ [Zpﬁ(#zi!MII”{"l!ﬂJﬁll) (y,{.:’é‘;;):l,(ié!Nii_éfNol)
1[N~ My Ny 1 —

Y

1 I
+'21.-'2,u2 ,_];

s 2;,2#3

(N — My Na] —}5 }j [N_g — M_y N} i}a

(4.95)
Mas, pela expressio equivalente dado na {4.92),
iy = —gb 1 [Mo = 308 1~ 1 [ - Mafa] 1 (.96)
b5 U [N = BN 1 45 1 [No - ML) 1

ul

Céleulo de Iy

Substituindo as expresses equivalenies dadas em (4.39)

termos:

e (4.19) em {4.77),
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Usando as notacBes dadas em {5.57) e as expressdes equivalentes dadas em (4.79), 2

relacio dada em (4.97), se transforma em:

o= {1 B (y05%) 1~ 1 B (YD) 1+ 1 B (D7) L

v [5. (559 - 3y )

e

twim

+
-1 [ (D7) - N+ o 1y M) 1}

L]

= i

~

VB (YD5?) = Milo o+ My 11" o] 1

1 .. 2 ) 1 A
= PNET =SV NN 1+ UNE 1 — =1 N1~ 1 Mg ) .
9=§

Mas, ao substituir a notagio dada em {5.57) na {4.61), temos:
~1"Ni1~1Ny1=0, {4.98)

para todo u, v e p solucio do sistema de equagbes dadoe de {4.59) a (4.61).

Logo, por (4.98), I;; pode ser escrita como;

v N? 1-=1 NNy 141 N? 1. (4.99)

Ips =

=l by

L
i
&
Do teorema anterior, podemos deduzir que para p conhecido a mairiz de in-
formacio é
L Ias
Ifo = ¥
If/‘ fi}-

onde

o= — (8 + ) + e 1 (950080 — s 4 087 |
__Hi-p) E;f [;{;1 _ ﬁaﬂ:ftt - gx—-;;}mz ﬁg] i ,

FFC

(4.100)
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Pk 92;‘3 1/2;12
~ 5 1 [~ MW 1~k 17 (A - 02] 1
~L2 1 [N, - K oMa) 1~ 1 [T - BN, ]
(4.101)
[~
b= g iy p o]y
—h VMo - AR 1
Se p = 0, temos que
1f IVII I=nu,
V M.y 1= ne -+ 43 ,
Ny=M,e
Ng = In .
Entdo, com p=A0,
[T S (307281, — Aty + 317) 1 (4.103)
it ppd o DApS N LS I
1 . « i
7 ; 2
Iip = Iy = ~555 1 [, - M) 1 - 5555 L 1 T~ MM 1 (4.104)
e
bom -y o L i)y
— g VM- N L

Se p == 1, temos que

1 My 1= ny +nvp?,
1M1 +gR UMy 1= nvp® +2np, e
1" Moy 1=

'%:I;‘l




&9

Entdo com p = 1, temos que

In n\ 1 Fan a2 sy LY SRy G
Ipp = — (?ﬁ + ;5} + p2ps U B0ty ~ My + M!?] i (4:106)
_ ey 1 ? I ; 3
Lp=Ii= 5= U M 1~ B v [M - ] 1 (4.107)
sk 1 [T = W) 1
e
Ly=ga—gim U (Mo~ M| L 5 UV [T = BV, 1 (4.108)
—ik v M- R

4.7 Testes de Hipdteses e Esﬁirﬁagéo por Intervalo com Dados

Censurados

Nesta seqBo, consideramos testes de hipdteses aproximados, baseados na es-
tatistica da razdo de verossimilhanga para os pardmetros da M -~ I e seus casos
particulares (IG e R — IG). A justificativa da escolha deste teste foi dado na Segdo
4.3. Também, nesta segdo nio se considera testes de hipdteses para a fronteira do
espago parameétrico de p, j& que as condigdes de regularidade ndo saoc satisfeitas e
assim ndo temos os prerequisitos necessirios para o teste baseado na estatistica da
razdo de verossimilhanga.

Igualmente ao caso de dados sem censura, os intervalos de confianca para os
parametros da M — IG e seus casos particulares sdo baseados nas propriedades
assintdticas dos estimadores de méxima verossimilhanca. Outros procedimentos para
obter intervalos de confianca aproximados, como aqueles baseados na estatistica da
razao de verossimilhanga {corregido ou ndo, Doganaksoy e Schmee, 1993}, sio deixa-

dos como tema de pesquisa.
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4.7.1 Teste de Hipéteses e Estimacio por Intervalo Para os Parametros

da IG (p = 0)

Para realizar os testes de hipdteses para os pardmetros da I, se considera a
seguinte func¢io da log-verossimilhanca,
S (p,v) = logfe (v, )] + 3 log[S{ai, )],
51 imrt1

onde

fﬁ (?Ji: £y V) = (27{"?;;31/)

i
z

S{ai,p,v) = / Jo Qs v} dyi.
i) Teste de hipbteses para p

Considere as hipdteses Hy : gt = po e Hy : g 3 pp. Para testar estas hipdteses

usa-se a seguinte estatistica
Afpeg, ) = —24{S (0, 8) ~ T {4, 9)} »

onde I € o estimador de méixima verossimilhanca do pardmetro v dado ug, e e &
os estimadores de méxima verossimilhanga de p e v, respectivamente. A estatistica
A {po, #) tem distribuicio asintética x? com 1 grau de liberdade sob Hy : i = po.

A estimativa de r dado pp pode ser achada mediante o seguinte procedimento:

L. Escolher o estimativa inicial de », o qual, pode ser a estimativa de méxima
verossimilhanca obtidos com os dados ndo censurados, calculados com as f6rmulas
dadas em {4.11}.

II. Calcular B (Y;"lii’} > ag) ,parat =r+1,---, n, de acordo com as férmulas

dadas em {1.18).
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HHL Substituir os valores no lado direitc da equacio

il 2n
b=l VEX) I -——+ 1 E (Y 1]

IV. Repetir as etapas II e I1T até obter a estimativa de v com a precisio desejada.
ii) Teste de hipdteses para v
Considere as hipdteses Hyp : ¥ = v e Hy 1 v # vg. Para testar estas hipéteses,

usar a seguinte estatistica

ﬁ(ﬁ,ﬂg) = ~2{$(,€1,VQ) e @(E,ﬁ)} .

onde fi é o estimador de maxima verossimithanca do pardmetro p dado vy, e fi € 7
os estimadores de méxima verossimilhanca de g e v, respectivamente. A estatistica
A (fi, ) segui uma distribuicdo assintética x* com 1 grau de liberdade sob Hy : v = .

A estimativa de p dado v pode ser achada mediante o seguinte procedimento:

I. Escolher a estimativa inicial de u, a qual pode ser a estimativa de mixima
verossimilhanga calculados com os dados ndo censurados, achadas com as férmulas
dadas em (4.10).

IL. Calcular E(V|Y; > a;), para i = v+ 1,---, n, de acordo com as férmulas
dadas em {1.18).

ITT. Substituir os valores no lado direito da equacgio

;‘izifE,.(Y)l.

n ~ ~
IV. Repetir as etapas II e 111 até obter a estimativa de ¢ com a precisio desejada.
iii) Intervalos de confianga para os parimetros da IG

Para encontrar os intervalos de confianga aproximados para os pardmetros da

IG, usamos a propriedade de normalidade assintética dos estimadores de maxima



verossimilhanca. Assim,

s

=}
—
=
i
1

¥ ,l‘m‘ 4
v ~ v
onde
Fon Lz
Bk 4i
Irg =
Fon Iop

e as componentes da matriz Iy sdo dadas em (4.103), {4.104) e {4.105}. Com esta
propriedade, os intervalos aproximados para g e v, com (1 — o)} % de confianga, sio

dadas por
IC{p): B F Zoy/ Oy

Ic (I/) T Zgi!ng
respectivamente, onde Z ~ N (0,1), C;; é o j-ésimo elemento da diagonal da matriz

I}{)GP(Z(Zg)xl“%.

4.7.2 Teste de Hipdteses para os Parametros da R-IG {p =1)

Para realizar o teste de hipdtesess dos pardmetros da R-1G se considera a seguinte

fungdo da log-verossimilthanca

S () = Slog [g (o )] + 32 Tog [S (ae )]

guml =l

onde

" , 2
— 2.\ "2 (yi —~ 1)
gy, p,v) = (21?3.;;;.5 Lf) exp [— 2y }

S(aisﬁ!y)m/ g(ys'aﬁ: ”}dyi»

24




93

i) Teste de hipdteses para p
Considere as hipdteses Hg 1 gt = po e Hy 1 u # po. Para testar estas hipdteses,

usa-se a seguinte estatistica

Alpo, 7) = ~2{S (4o, ®) ~ T (4, 9)},

onde 7 é o estimador de maxima verossimilhanca do parametro v dado pg, e i e P
os estimadores de maxima verossimilhan¢a de p e v, respectivamente. A estatistica
A {tg, ¥) tem distribuicio assintdtica x* com 1 grau de liberdade sob Ho: p = pa.

A estimativa de v dado py pode ser achada mediante o seguinte procedimento:

I. Escolher o estimativa inicial de v, c; qual, pode ser a estimativa de maxima
verossimilhanga obtidas com os dados ndo censurados, calculados com as férmulas
dadas em (4.12}.

II. Calcular E{Yi{Y: > a;), parat = r+ 1,---, n, de acordo com as férmulas
dadas em (2.10}.

HI. Substituir os valores no lado direito da equagéo

i1 2n
b= U EAY}1 ——+ 1 E (V™ 1}
Ti ;.:‘.%""‘ ()N !_LO L ( )N

IV. Repetir as etapas II e 111 até obter a estimativa de v com a precisdo desejada.
il) Teste de hipéteses para v
Considere as hipéteses Hyo : v = vy e Hy 1 v # yy. Para testar estas hipoteses,

usa-se a seguinte estatistica

A (.ﬁ'? VU) = —2 {S}(ﬁ? 1”{}) - %’(ﬁ, "})}3

onde ji é o estimador de méaxima verossimilhanca do parametro ¢ dado vy, e i e ¥
os estimadores de maxima verossimilhanga de u e v, respectivamente. A estatistica

A (1, o) tem distribuifio assintética x? com 1 grau de liberdade sob Hy : v = vy,
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A estimativa de p dado v; pode ser achada mediante o seguinte procedimento:

I. Escolher a estimativa inicial de p a qual pode ser a estimativa de méxima
verossimithanga calculada com os dados nio censurados, achada com a férmula dada
em (4.12}.

1. Calcular ¥ (Y}"lii’} > ag) ypara it = r+4 1,-++, n, de acordo com as férmulas

dadas em {2.10).

ITL Substituir os valores no lado direito da equacdo

o

n+\/z+i§agE,,(Y)1

g= 2?/9

IV. Repetir as etapas II e I1] até obter a estimativa de (4 com a precisio desejada,

iii} Intervalos de confianga para os parametros da R-IG

Para enconfrar os intervalos de confianga aproximados para os parimetros da
R- IG, usamos a propriedade de normalidade assintdtica dos estimnadores de méaxima,

verosgimithanga. Assim,

N TR
I ~ ¥
onde
o Ia:
Tno = & i
IQ' If;'

e os componentes da matriz Ino s80 dadas em (4.106), (4.107) e (4.108). Com esta
propriedade, os intervalos aproximados para g e v, com (1 — &) % de confianca sdo

dadas por

IC{uY: fiF Zo/COna
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IO(V) L p F Z{)WC’QQ,

onde Z ~ N {0,1},C}; é o j-ésimo elemento da diagonsl da matriz Inpe P (Z < Zp) =

4.7.3 Teste de Hipéteses e Estimagf&o por Intervalos sobre os Parametros

da M-IG

Para realizar os testes de hipdteses dos pardmetros da R-1G, considera-se a
seguinte fungio da log-verossimilhanca
¥ T
S, v,p) = ) loglo (yis v p)l + 3 log[S (a4, v, 9)],
i=1 =741

onde

gyspv,) = [1 -p+ Pﬁ‘ulyf] (%y? ”)W% P [_ 2vp?y;

Sag, p,v) =f g {yi; 4y va p) dys.

25
i) Teste de hipdteses para u
Considere as hipdteses Hy 1 1 = py e Hy : u # po. Para testar estas hipdteses

usar a seguinte estatistica

A(,{ﬁg,f/,ﬁ) = 2 {% (.L{D: ﬁsﬁ) - g(ﬁal}:ﬁ)}

onde P e P sdo os estimadores de maxima verossimilhanca dos pardmetros v e p dado
o, & ft, D e P os estimadores de maxima verossimilhanga de g, v e p, respectivamente.

A estatistica A {uo, 7, ) tem distribuicio assintética x? com 1 grau de liberdade sob

Hgi,uﬁ,ug.
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As estimativas de méxima verossimilhanca de v e p dado u, sic encontradas

resolvendo o seguinte sistema de equagdes

o3(6) n 1 {1 , o1
5 =5 +22[ VE(Y)1 ﬂ_eqﬁ,(y )1]_0
e
as{ 1 , _ , -
dp =;;;£E”‘(YDFI)E"},E*(D;),{:O‘

Para resolver este sistema, pode-se empregar o método de Newton Raphson com a

seguinte matriz de informagéo observada, que é obtida usando o Teorema 4.3

-Imx I:?'
I;;B‘”‘ ! 5
Iss  Ippy
oude
Is = 5 — g 1 [P — ME] 1 ~5hz 1 [ = MM
by -]
Ly =Ify = g5k 1" [Ny = B F] 1 1V [Ro = M W) L
e 1 [N M 1 +-—-— e - 0]
[+
___1_ ¢ Ard AT A r AR
lop=—= 1 N1 —-—1" NNy 1+1 Nyl
B~ T~ ~ ~ e T~

2
fo
onde os componentes F [}? (1 — Py pggzg“l}’g) 1Y > a;} e E(Y/|Y:>a) de N, e
M, sdo calculados com as estimativas de ¥ e p dado p,, mediante as expressdes dada

nas relagbes {3.23) e (3.24), respectivamente, para todo s€ Z.

ii} Teste de hipSteses para v
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Considere as hipdteses Ho : v = 15 e Hy : v # 1. Para testar estas hipdteses,

usar a seguinte estatistica

A(ﬁx Vﬂaﬁ) =2 {% (.ﬁ‘f Uﬂaﬁ.} - C&(J&} &1 ﬁ)} 1

onde ji e f sdo os estimadores de méxima verossimilhanga do pardmetro ¢ e p dado i
respectivamente. Os valores £, & e P 380 os estimadores de méxima verossimilhanga
de u, v e p, respectivarnente. A estatistica A {j, v, ) tem distribuicdo assintética
y? com 1 grau de liberdade sob Hy @ v = .

As estimativas de maxima verossimilhanga de p e p, dado vy, 880 encontrados

resolvendo o seguinte sistema de equagBes

o3(6) 1- . :

B = LB ) L I B0 - Do
() 1 . -
a}g)_;NE(YD Ni1-1E (DY) 1=0,

Este sistema pode ser resolvido mediante o método de Newton Raphson com a

seguinte matriz de informagao observada, gue € obtida usando o Teorema 4.3.

iz I
W = F)

Lo Typs

onde

Ing = — ( 2n f;?) + o [3:/0,&21%7{1 — M, + Jfa'f] 1

by i

By [~ Nolf, ~ BBl 2]

b

Inp = ;‘"i [&(}'I' Q‘Eﬁﬁ’r&ﬂrL ~ {1 -5 ~02} 1
-—m 2’ [ﬁfz - M1N1] i -i-;;.%ﬁa“ y [ﬁz -~ ﬁflﬁa} i
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I

onde os componentes E{Y (1 —p+pu ¥} {¥i> el e E(Y7 1Y > a;) de N, e M,
sdo calculados com as estimativas de g e p dado 1y, mediante as expressdes dada na
relagBes (3.23) e (3.24), respectivamente, para todo s€ Z.

ill}) Teste de hipbteses para p

Considere as hipdteses Ho 1 p = pg e Hy 1 p # pp. Para testar esta hipdteses, usar

a seguinte estatistica
A, 7, po} = —2{S (&, 7, po) — S {1, 7,5},

onde /i e ¥ s&o os estimadores de maxima verossimilhanca dos parameiros g e v dado
Pg, respectivamente. Os valores i, I e § sfo os estimadores de méxima verossimi-
lhanca de u, ¥ e p, respectivamente. A estatistica A{f,7,ps) tem distribuigio
assintética x* com 1 grau de liberdade sob Hy : p = py .

iv) Intervalo de confianga

Para encontrar os intervalos de confianca aproximados, usamos a propriedade

assintotica dos estimadores de méxima verossimithanca. Assim,

i 17

a. mz
?} N 14 Fl ]{} b
ﬁ p =

onde Iy é a matriz de informagio observada dado em {4.69).
Com estas propriedades, os limites aproximados para g, v e p com (1 — o) % de

confianga sdo dados por

LC (.,U.) ' ;L -+ ZQ'\{'CH,
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LC (V} L F Zo\!sz

LC(p}: §F Zoy/ Css,

onde Z~ N (0,1}, C;; é j-ésimo elemento da diagonal de Iy' e P(Z < Zp) =1 —

[¥31=]

4.8 Exemplo 4.2. Tempo de remissio de pacientes com Leucemia

Lawless {1982}, num exercicio proposto na pag. 136, apresenta dados de tempos
de remissio de 30 pacientes com leucemia, tratadas sob certa terapia. Este conjunto

de dados se mostra na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Tempo de remissio (em semanas) de pacientes com leucemia, (4) ob-
sevarcoes censuradas.
1 I 2 4 4 6
8 6 7 8 9 9
10 12 13 14 18 15
24 26 29 314 42 45+
50+ 57 60 Ti4+ 8%+ 91

Para ilustrar a aplicacdo para dados censurados desta distribuigic, vamos consid-
erar inicialmente que os dados provém de M-IG, para depois determinar a qualidade
de ajuste desta distribuicdo. Para obter as estimativas de maxima verossimilhanga,
segue-se o procedimento proposto na Secio 4.4 . Este procedimento esta programado
em S-plus, programas que estao no Apéndice em forma geral (dados censurados cu
nao, com covariaveis ou sem elas). Assim, o programa 2 produz a Tabela 4.4, exceto
a linha dada para p = 0.824, que foi achada com o programa 3 do Apéndice, con-

siderando como valor inicial no método Newton Raphson, os valores das estimativas
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associadas a0 maximo valor da log-verossimilhancga no programa de p fixo.  Logo, o

Tabela 4.4: Estimativas de maxima verossimilhanga para dados de tempos de re-
missdo de pacientes com leucemia, para diferentes valores de p.
7 v p  log-verossim

46.0561 0.1265 0.000  -118.7378
30.0763 0.1285 0.100  -118.6354
23.33%0 0.1340 0.200 -118.4020
19.5097 0.1423 0.300  -118.1316
169063 0.1334 0.400  -117.8737
149132 0.1681 0500  -117.6519
13.2479 0.1878 0.600  -117.4777
11.7508 0.2157 0.700  -117.3587
103017 0.2389 0.800  -117.3038
§.9455 0.2731 0.824  -117.3015
8.7482 0.3376 0.900  -117.3245
6.7276 05536 1.000 -117.3860

méximo valor da log-verossimilhanca é atingido guando o valor de p = 0, 824, Neste
caso, vamos avaliar a qualidade de ajuste por métodos graficos. Assim, nas Figuras
4.3, 4.4 e 4.5, pode-se observar que a curva de sobrevivéncia estimada, asumindo que
os dados se ajustam a uma distribuigio Gaussiana Inversa, a M-IG e 4 Reciproca
Complementar, respectivamente, sendo cada uma compar_ada, com a curva de sobre-

vivéncia estimada pelo método de Kaplan Meier.
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Figura 4.3: Grafico da fun¢io de sobrevivéncia estimada por Kaplan Meier ¢ de
méxima verossimilhanga sob 1G., para dados de tempos de remisséo de
pacientes com leucemia.
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Figura 4.4: Gréfico da funcio de sobrevivéncia estimada por Kaplan Meier e de
maxima verossimithanga sob M-1G com p = 0,824, para dados de tempos
de remissdo de pacientes com leucemia.
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Figura 4.5: Gréfico da funcio de sobrevivéncia estimada por Kaplan Meier e de
méaxima verossimilhanga sob R-1G., para dados de tempos de renissio
de pacientes com leucernia.

Destes graficos pode-se observar que curva de sobrevivéncia estimada comparado
com o método de Kaplan Meier, para § = 0.824 e p = 1 (Reciproca Complementar)

obtemn-se ajuste razoavel,
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5. Um Modelo de Regressio para Dados da Mistura de Gaussiana

Inversa com sua Reciproca Complementar

5.1 Introducgio

O modelo de regressdo considerado neste capitulo, para dados com e sem censura
da Mistura da Gaussiana Inversa com sua Reciproca Complementar, é um modelo
onde assume que a reciproce do pardmetro p depende linearmente das covaridveis,
Para este modelo, deduz-se o sistema de equagdes de verossimilhanga e a matriz de
informacgdo observada, que pode ser usada no método de Newton Raphson para obter
as estimativas de maxima verossimilhanga dos pardmetros desconhecidos, O modelo
modelo de regressdo que serd estudada, inclul como case particular o modelo de

regressdo dado por Whitmore (1983), para dados da distribuicio Gaussiana Inversa,

5.2 Modelo de Regressio

De acordo com Lawless (1982), os modelos de regressio mais usados para analisar

dados de tempos de falha influenciados por covariaveis sdo
s modelos de riscos proporcionais, e

¢ modelos de locagio-escala do logaritmo do tempo.
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Umn modelo de regressio que pertence & familia de riscos proporcionais tem a pro-
priedade de que para dois individuos com vetores de regressio z = {z11,-7,21) €
z = (g1, -, %2k, respectivamente, a razao de fungdes de risco de r (y! _331) /r (yl 51)
ndoc muda com o tempo y. Isto implica que a fungdo de risco do tempo Y dado

¥= {21, -, 24), pode ser escrita

r (yl E) =ro(y) g (f, é) ;

onde
7o {y) é a funcglo risco basica,
q (EHB) ¢ uma fungdo que depende dez ¢ B e f= (A, #:) é um vetor dos

coeficientes de regressdo,

Um caso particular deste modelo ocorre guando

((ed) e {ag)

v (y| g) = 1o y) exp {gg}.

Este modelo ¢ adequado desde que expzf é sempre positivo.

isto €,

Um modelo € de locagdo-escala, quando o logaritmo do tempo de falha, ¥ =
log 7', dado z, onde 7' =tTempo, tem uma distribuicio com pardmetro de locacio,

7 (:::) , e pardmetro de escala constante o, {o > 0), constante. Desta forma, o modelo

)

de regressio pode ser escrito como

Y:::,u(f) + o¢,

onde, € tem uma distribuigdo que é independente de & . Particularmente, quando

#(2) =28



106

tem-se 0 seguinte modelo

Y =28 +oe.

Para o caso de dados da M - IG, considera-se um modelo diferente de riscos propoz-
cionais ou de locaclo escala, assumindo-se que a reciproca do pardmetro de locagao

depende linearmente das covaridvels, isto ¢,

+(2)= 5

O motivo principal pelo qual ndo consideramos um modelo de riscos proporcionais
baseia-se na caracteristica da fungio de ris.co ou taxa de falha da M — I(7, descrita
no Capitulo 3. Esta funcdo é crescente até um ponto localizado entre a moda {yn)
¢ yo {¥o > ¥m), depois, decresce aproximando-se assintSticamente a 2p2v. Logo, a
fungio risco, para valores grandes de y, é aproximadamente constante, o que dificulta
o cumprimento da condigdo fundamental da familia de riscos propocionais.

A razido pela qual ndo consideramos um modelo de locagio-escala pode ser am-
parada na justificativa dada por Whitmore (1933}, para o modelo de regressio pro-
posto para dados da distribuicio Gaussiana Inversa, sendo esta distribuigdo um caso
particlar da M — IG. A justificativa dada por Whitmore esta baseada numa pro-
priedade da distribuicio Gaussiana Inversa, demostrada por Whitmore e Yalovsky
{(1978). Eles demostraram que se Y ~ IG (g, v) e ()" suficientemente grande (ao
menos 10), log} é aproximadamente normal. Logo se a fungdo de regressdo tem a
forma E(Y) = exp {fé } e v = vu é uma constante razoavelrnente grande, entdo,
log Y possui um modelo aproximadamente normal linear, N (fé -3 7) . Com base
nesta propriedade, Whitmore {1983) cita trés razbes pelas quais ndo considerou um

modelo de locacic-escala para a regressdo de dados da distribuicdo Gaussiana In-
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versa. Estas razbes apresentam a seguir: (1) O modelo de regressio considerado
para dados da JG é E{Y) = (E) ax (gé) - (mnodelo de regressdo linear in-
verso), que é diferente de F(Y) = exp {fé} {2} Assume-se que o parametro de
dispersio v € uma constante, nio ocorrendo v = (ur)~" {quando é assumido o mode-
lo E(Y) = exp {é"é}) (3} O modelo de regressido considerado para 1@ é exato ¢
nio aproximado, em contraste ac modelo de locagdo-escala para a I(7. Portanto, se
consideramos um moedelo de locagdo-escala para dados da M — /(G| este modelo serdo

aproximado e nao exato como deveria ser.

5.3 Estimagio de Pardmetros para Dados sem Censura

Para realizar a estimacio dos pardmetros para dados nao censurados, considera~
se o seguinte. Seja ¥1,Y;,---,Y, varidveis aleatorias independentes, tals que ¥; ~

M — I1G {p;yv,p), € com fungéo de densidade dada em {3.4), onde pJ! =u;8, 8=

{B1,+-+, ) € o vetor dos pardmetros da regressio e z;= (21, -, zi1) € o vetor de
covaridveis, para ¢ = 1, .-, n. Além disso, sejam:
(’ 1 3 . G \
T 1
N 0
X=1 1=} i V= {5.1)
0
T 1 .
~ xk X e
* \ O 0 yn )'R.Xn

1

Entzo, sabendo-se que z;8= u;" a funcdo de verossimilhanga para a observagio ¢,

por {3.4), é dada por

2
_i (1“ {s‘g 1&')

g (y;;g\?,v, p) = (1 —p+pub ya) (2mv9?) * exp { - S, (5.2)
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Isto é, pela reparametrizacdo dada em (1.5). Entdo, a funcio de verossimilhanca para

a amostra pode ser escrita

Hg (yz,ﬂ v )

=]

2
" " . » o (o)

(l—p—}-pi;ﬁy)n(gﬁyy?) ? exp —_—-Z_____'::w ,
g=] i=1 2v Pt ¥

onde § = (6’3 v, p) .

Temos que

=Y 121 X g+ XYX.

Entio, a fun¢do de verossimilhanga pode ser escrita como

n . VY2V X B+ B XYX ﬁ}

Lity=T11 (l —-p +p§i{5 y:’) H (Q'n’yyf’)-%exp {-—N . 2;‘

f=1 ~ i=1

A log-verossimilhanga é
3 (8) = log L (6)

_Z}og(l—p-kpa:aﬂ ya) Zlog(?m?) -—g—logv
1:::1

i=1

i . .

20[1 Y12y X f4f x’mg] (5.3)
Derivando em relagao aos parametros e igualando a zero, obiém-se o seguinte sistema
de equagdes:

60' 35'1 i
op mpzimpﬂmﬁyz

% (X’YX B-X 5) =0, (5.4)
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) (f?) i 1 Pyl b Fogrr -
- mw2y+2yg[;y L2 XBHFXYXBl =0, (55
) g
(6 & P - 1
_ - = 5.6
dp Elwp+px;ﬁyz lelmp*i—}?{sgye (5.6)
Seja D, uma matriz diagonal n X n, fal que
Dpxdiag{l"p+p{1ﬁyh'”a}'"p*%"p{nﬁyn}’ (5?)
Pode demostrar-se que as seguintes relagdes sfio satisfeitas:
n :L', Y s
=X'YD 11, 5.8
21—13*%33&18% pA (58)
] il B X'YD; (5.9
= . ] s <
ml-ptpzlby ~ P~ )
e
=1'"D 1. 5.10
E;z P+px;;3y; ~ PN (5:10)

Com estas expressdes equivalentes, o sistema de equagdes dado de (54} a (5.6},

transforma-se em

O3) | xryp-t 5(': (p-x1) -
55 =pX'Y D] n)':-—v XYJ&E’ XE =0, (5.11)
o3(f)  »n [, - VX ] -
5 = oy + 52 1 Y 1 i é f YX Bl=0, (5.12)
e
o3 (8)
——te = ’X’YD"“l '13”“1 j= 5.13
5 =FXYD; (513
Se p é conhecido, o sistema de equacdes se reduz a
M prf}fD—Z 1 ___i (_X.'},'X ﬁ mx”g) mg" (514)

ap Loy
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_ 1 -1 Py 7oy s ]....
=5 +2y2[11’ 1-20 X B+ XYX Bl =0 (5.15)

Se p = 0, o sistema de equagdes de verossimilhanca para a regressio Gaussiana

Inversa é dado por

(X’YX 8 —x' ) =0, (5.16)
e
-5 + 535 [ Y121 X B+ B XY X g] = {. (5.17)
Resolvendo este sistema, tem-se
p=(XYX)7 X', (5.18)
e sustituindo {5.16) em (5.17), resulta
p= % [g Y- X ;3'] . (5.19)

p=1

No caso de p = 1, de (5.14) e {5.15), tem-se o sistema de equag¢des de verossimi-
thanga para a regressdo de dados da Reciproca Complementar de uma varidvel Gaus-

siana Inversa

o -1 f R -
- s 1Y 25x§+gzyx§] 0, (5.21)
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onde
D=diag{z g, ..., 2 }.
Multiplicando (5.20) com £ & esquerda tem-se os estimadores de maxima verossimi-
lhanca

é: (X’ v X) 'y 1y, (5.22)
R Y I
=~ (Fxvxp-§ x 1). (5.23)
0 estimador do pardmetro 3, tem a forma do estimador de Mimo quadrados ponde-
rados, da regressio Y1 1 sobre X, com a diferenga de que a maftriz de ponderagao
W =11’ ndo é positiva definida.

O procedimento para encontrar as estimativas de maxima verossimilhanga, para
p € {0,1) e conhecido se constitul por uma modificagdo do procedimento usado para
resolver o sistema de equagdes para o caso geral, dado em (5.11) a {5.13}.

O sistema de equa¢ées dado desde {5.11) a (5.13) tem maltipla solugdes. Mas,
como para cada valor de p existe uma solugdo, entdo, para encontrar o maximo global,
ou o malor dos maximos locals, pode-se construir um procedimento semelhante ao
do casc de uma amostra sem covaridveis, baseado no método de Newton Raphson.
Este procedimento é descrito a seguir:

I. Encontrar as estimativas de maxima verossimilhanca de E e v para p = 0. Usar
estas estimativas como pontos iniciais para obter as estimativas de 8 e v quando p
= {,1, Usar o método de Newton Raphson com a precisio desejada.

1. Aplicar 0 método de Newton Raphson para p, incrementado de 0,1, utihizando

sempre como valores inicials, as estimativas de f e v obtidos sem o incremento .
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ITI. Repetir a etapa anterior até chegar a p = 1.

IV. Para cada valor de p, encontrar o valor de log-verossimithanca com a férmula |
dada em (5.3).

V. Para obter o maximo global, utilizar como ponto inicial ne método de New-
ton Raphson as estimativas de f§, v e p para as quais € atingido o maior valor de
log-verossimilhanca, na etapa III. Aplicar o método Newton Raphson até obter as
estimativas com a precisdo desejada,

Para encontrar as estimativas de mdxima verossimilhanga para p € {0,1) e con-
hecido, seguem-se as etapa I e II do procedimento anterior. Assim, repete-se a etapa
II até atingir o valor de p.

Pode acontecer que o valor méximo da log-verossimilhanca ocorra na fronteira
do espaco paramétrico de p, p = 0 ou p = 1, ou fora deste espago. Quando isto ocorre,
é preciso fazer andlises adicionals para determinar se o modelo na fronteira do espage
paraméirico de p se ajusta bem ao conjunto de dados. Uns destes procedimentos é
conferir a adequacio do modelo mediante a andlise de residuos, que é descreto na
Secdo B.5.

Para usar o método de Newton Raphson, necessita-se da matriz de informagio
esperada ou de sua estirmativa. Neste trabalho, utilizamos a matriz de informagéio
observada, a qual é derivada no seguinte teorema.

Teorema 5.1

A matriz de informagdo observada do modelo de regressio para dados sem cen-
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sura de M-IQG é

Log 1o 135
Io=1 L Lo Ly i, {5.24)
Iﬁé I I
onde
Ly £ 1 e
fﬁﬁ = p’;X’YZDp X+ EX!YA,
1 7 ooir s
Iy=Ts=-% (xvx p-x1),
Iyy=I;=~X'YD;' 1 +pX'Y* DX g -pX'YD;? 1,
n
Iﬁf) = §ZA_§ 1
Iup - Iﬁﬁ = 0:
e
Ly = X'VD7PX B2 8 X'YD;? 1+ 1 D;?y, (5.25)

onde A, P e § sdo as estirnativas de méxima verossimilhanga de §,v e p, respectiva-
mente, e D, é calculado com estas estimativas,
;é ova

Os componentes da matriz de informagdo observada para dados sem censura sio

5 (0) .
Iﬁﬁ - 6 ‘8 a ,8,' Iﬂ:ﬁ 1 (326)
, 9’3 (6) -
g = I&é =~ 5F 6y lo=i> {5.27)
2
To.m I o o3 (6) {5.28)

AT T E B op o=t

~
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82(“"( )
If}ﬁ = 8U2 iﬁ:é ]
F*G(6)
Iop = Lys = ~Bven o=
e
5 (9)
IPP = 8}?2 |9—9
Mas, de (5.4) a (5.6), temos
¢ 2
20x n xi'z;
o E‘ =1 (lwp»{-p:c{,ﬁyg) Y
82%(9) 1 s i
Ta0, = A (KYXEX).
I f b4
P3(0) o WY by
A0 "L T-prrai X ?
~ =t SIS ‘ﬂ(lmp+pw£y0
i 3«: %
a2y = 7
‘ﬂ<1—p+P§ﬁw)
#3(0) n 1, .
G = UYL X B g XYX B,
P38 0
oubp
€ 1o d
GIUN iy b » R
= Z 5 +2 E 3
1<1"?+szﬁy:) =1 (1"p+p$£ﬁyi)
™ i
-2

;.
ﬁl@wp+p§6m)
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Usando a notagio dada em (5.6}, tem-se as seguintes expresses equivalentes:

Zn: zi'w; y?
= (1 ~prtpif ys)

;= X'YD;X,

n g .
= =X'YD*1 y
; i—-p+p -’iég Yi o~
n z{z;8 ?fz?
$ ;= X'VD;'X B,

=1 (1 —p+pazf yg)
n ai,-' Y

‘};{ (1 ~ptp %}é%)
n E?’:i;’ yf liag

y=XYD;?1,

) 5 =8 X'Y'D;X §,
=t (1 ~p-tpaif yi)
n 37;’(5 i
Pt o 2 =ﬁ1 X’f}/"D;g 1
f=t (lwp+pweﬁyg) -
e
Y iy =1 D

=l (l ‘“"‘P*{'*px:)@ ya)

Logo, as segundas derivadas da log-verossimilhanga podem ser escrita como

5( ; —p X'V DX ~ S:—X’YX (5.32)
20%
g ;(8) = (X YXf~X' 1) (5.33)
3 (6)

e X'YD; 1 -pX'Y2D’X 8 +pX'YD? 1, (5.34)
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82;(29) - 53:35 - % Vyti-21X B+ B XYX g] , (5.35)
é};%ﬁ) =0 (5.36)
¢
T - XVDRX g XYDP - DL
Por (5.15), (5.35) é 2
T = (5.38)

Entdo, os componentes da matriz de informacdo observada se obtém ao substituir as
expressdes equivalentes dadas de (5.32) a (5.37) no lado direito das equactes dadas de
(5.26) a (5.31), respectivamente. Logo, mediante a relagio dada em (5.12), obtem-se
as expressoes dadas em (5.25). a

Do teorema anterior, pode-se deduzir que para p conhecido a ma,trié de in-

formacao observada é

I g
Lo=| ~ ~ |, (5.39)
Ix}ﬁ L};

onde os valores de sens componentes sdo achados mediantes as formulas correspon-
dentes dadas para M — IG.

p=1{

Se p = 0, entdo pode-se mostrar por (5.16) e (5.32),

por (5.36), temos
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e por {5.39}, resulta

E

Ifff?m 'E

b
Lt

onde I se calcula mediante a férmula dada em (5.19).

p=1
Se p = 1, entdo, de {5.7) e {5.32}, pode mostrar que

%5zX®4X+§XWX,
— 4

de {5.5) e {5.34)

o -1
I5, = IW? —m}x'D
e de (5.39), resulta
n
oo = 553

onde 8 e ¥ se calculam mediante as férmulas dadas em (5.22) e (5.23).

5.4 Estimacio com dados censurados

-1
Seja Y; ~ M — IG ((X,ﬁ) , y,p) , 2= 1,-++ n, varidveis aleatérias indepen-

dentes, e com fungio de densidade da forma {3.4). Asswmimos que os r primeiros

valores sdc conhecidos (isto €, Y1 = y, Y2 = y3,-+-, Y, = y. ) € os restantes {n-r]
sio censurados & direita nos pontos gy, -+, s, respectivamente (isto é, Yoy >
Gpp1, 5 ¥n > Gn ). Adicionalmente, assumimos 1< r < n. Logo, a fungdo de

verossimilhanca para a amostra censurada é

C(f) = ﬁg (yg,g,y,p) f[ i (ag,é}u,p)

=1 sl

= ]:[g (yuﬁ f/,p) H / (yg,é, v,p) dy;

i=1 =741
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- [l (gns)v = [110

FESS
¥
4 o . 0
onde § = (ﬁ’, v, p) , L (8} é a fungdo de verossimilhanca para a amostra sem censura,

dY = [[,4; dy; € ¢ € 0 espago dos resultados para as observagies censuradas, isto €,
C = {yi myla}a = yzs“‘,Y; my-r»;y;+1 > ar+1;"‘}Yn > an}-

Agora, para obter as equagtes de verossimilhanga, usamos o resultade dado em (4.55)

do na qual demonstrou-se que

dlogC(8) . [8%(6)
g =L [““““]

a6
onde E, € uma esperanca tomada sob o espago dos resultado ¢ e F{8) = log L (4.
Logo, as estimativas de méaxima verossimilhanga de # se obtém ao resolver o seguinte

gistema:

Seja
E.(Y*D;?) mdiag{yi/ (iwp+p:§3§ yl) il (1 ~p+p,p yf),
BVl (1-p+pz 8 %) | ¥ > ara],

B (1= ptpanf Ya) | Va > o}
(5.40)

E Yy =diag {ys, 90, B (¥ | Ve > Grpa ) BV | Yo > aa)},  (541)
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para todo s€ Z, onde B [Yf/ (1 —p+paf Y}) 1Y: > ag] e E(Y?|Y: > a;) acham-
se mediante as expressbes equivalentes dadas nas relagdes {3.23) e (3.24}, respectiva-
mente. Ao substituir as expressdes equivalentes dadas em (5.11), {5.12) e (5.13), o

sistema de equagbes transforma-se enu

O3(6) i 1i., N .
55 =pX'E, (Y D;*) L~ [X E.(Y)X §-X l] =0, (5.42)
9 (f)  n 1 [, g Dt v ]w
= [;; E(Y7) 12y X g+ XEVIXBl=0 (543)
&
838 ., o, . , 3
aig ) =" X'E. (vD;)1 -V E (D7) 1=0.  (5.44)
Se p é conhecido, entdo o sistema de equagles se reduz a:
81:3(9) i 3 -1 1 ? . » - F — g
55 =pXE (YD) 1~ [XE. (V)X g X l] =0 (5.45)
e
03(8) m _3;_[, 1 , - ],__
5 =5 T L E,(f J1-2V X B4+ B X'EL(Y)X Bl =0. (546)
p=0

Se p = 0, entdo tem-se as equagdes de maxima verossimilhanga para a regressio
Gaussiana Inversa com dados censurados:

BO . xnmxp-xi]=y G4

1w

B i

Ov 2y 2t

o

I (6) n 1 [1; E. (le) 1-2 y X {,: 4+ E’ XEWMX é} = 0. (5.48)
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Este sistema de equagdes foi obtido por Whitmore (1983] e pode ser expresso como:
éz_- X'EAY) X7 X' 1, (5.49)
e substituindo (5.47) em (5.48), resulta

=t [1’ E (YY) 1-1X ;9] : (5.50)

~

As equagdes dadas em {5.49) e {5.50) $30 as mesmas obtidas com a aplicagio do
algoritmo EM. Logo, para encontrar as estimativas de maxima vercssimilhanca pode
usar-se o seguinte procedimento:

I. Escolher as estimativas inicials de g e v, as quals podem ser as estimativas
obtidas com os dados sem censuras mediantes as formulas dadas em (5.18} e {5.18).

II, Caleular E[Y]Y; > a;] e E[}’}'IJ}’} b ag] ,parat =r-1, ..., n com a {érmula
dada em (1.18},

[II. Substituir os valores achados na etapa Il no lado direito (5.47) e (5.48).

IV. Repetir a etapa Il e 1II até enconfrar as estimativas com a precisio desejada.

Eﬂ

Se p = 1 nas equacbes dadas em (5.43) e {5.46), entdo, tem-se as equagdes
de verossimilhanga para Regressio de dados da Reciproca Complementar de uma

varidvel Gaussiana Inversa:

930) _ s 1 {ng*(y)x 8 -X 1] =0 (5.51)

aps ~ oy ~ ~y
88(9)_ H _}_l:; wl R 1 ? . f]__ 3
S = 5+ 5 U E.(Y )1‘—223§+gx5‘m1§ =0, (552)

D:déag{glﬁ, oz ,3}.
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Resolvendo este sistema obtém-se

b=l x) (v X)}leiy E. (v™)

i

(5.53)

1 [X’E (¥)X §-X' ] . (5.54)

Este mesmo sistema de equagbes € os mesmo se obtem ao aplicar o algoritmo EM
dado por Dempster, Laird e Rubin (1977). Logo, pode empregar um procedimento
semelhante ao caso anterior:

1. Escolher as estimativas iniciais de u e v, as quais podem ser as estimativas
obtidas com os dados sem censuras mediantes as formmlas dadas em (5.22) e (5.23).

I1. Calcular E[Yi]Y: > a/] e E[Y}“lm > Gg] ,parai=r+1, ..., n com a fdrmula
dada em (2.10).

111. Substituir os valores achado na etapa I1 no lado direito {5.53} e {5.54}.

IV. Repetir a etapa Il e III até encontrar as estimativas com a precisdo desejada.

Igualmente aos casos anteriores, o sistema de equacdes dado em (5.40) e {5.41)
pode ser resolvido mediante 0 uso de métodos iterativos como Newton Raphson. Este
procedimento é o mesmo que usado para a regressio com p conhecido e sem censura,
descrito na Segdo 5.2.

O sistema de equacdes dado de (5.42} a {5.44) tem solugdes multiplas, mas, para
cada valor de p existe uma tinica solugio. Assim, para encontrar o maximo global ou
o maior dos maximos, pode-se empregar o mesmo procedimento usado para encontrar
o maximo global ou o maior dos miximos para a regressio da M — I(Z com dados nio

censurados, apresentado na Se¢do 5.2 para p desconhecido, com a tinica modificagio,
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na. etapa IV, no calculo de valor da log-verossimilhangas:
r n
log C{8) = Ei(}g {g (y.g,ﬁ, u,p}] + E log {3 (f,zg,,é’, v, p)] .
=l ~ imrl ~

Pode acontecer que o maximo valor do log-verossimithanga ocorra na fronteira
do espago paramétrico de g {(p = 0 ou p = 1} ou fora deste espago. Quando isto
ocorre, € necesario fazer andlises adicionais para determinar a qualidade de ajuste
do modelo na fronteira do espago paramétrico do p . Um procedimento para fazer a
adequacio do modelo mediante a analise de residuos, € descrito na Segéo 5.6.

Para usar ¢ método de Newton Raphson, se precisa da matriz de informacio
ou de qualguer estimativa consistente. Neste caso, usamos a matriz de informacio
observada, definida no seguinte teorema.

Teorema 5.2

A matriz de informacio observada para o modelo de regressfio com dados cen-

surados da M-IG £

o 1o 1o
L= | Lz L Liy |, {5.55)
Iﬁé Lo I
onde
B e r om a o L L o B (e o) 7
}éé = ’{}; [pny 4 20 (Nz - 1‘/}'1}‘,{1)] o+ ;;}3 [L'A"f} ). (.ﬁffg - Af_{f) D]}X}

2 — MF) D+ (I~ MiM..)| D 1

Ny — B b6y D+ (208 + No — Bl )] 1,

"~



123

= Iz = 3X'{D R, — M| — [Ny - 8} D 1

i

+‘£’N[ , — i, I}N,

Lo = oo = o3 {07 [y = 03] D7 42D [1 = BR0L) D [ = M2} 1,

fop= I}, = -2-}5 z" {[ﬂr—l — ﬂ;f_z&a] - [-’{fs - A:\{«-l&l] D+ D? [Nl “ﬁlﬁﬂ}
D2 [ - ] D) 1

(5.56)

M,=E.(Y*) e N,= E.(Y'D;!), Vs € Z, (5.57)

B3, o e p sdo estimativas de 6, v e p, respectivamente, e D, N,, e M, sio valores
D, N, e M, calculados com estas estimativas para todo s € Z.
A matriz de informagao observada, para o modelo de regressdc com dados cen-

surados da M-IG se define por

P log C{6) |
Q0BY  guj= (é,a,ﬁ) ’

onde 8,7 e $ sdo as estimativas de maxima verossimilhanca de f,v e p, respectiva-
Ead ot

Igﬁ'—

mente. Mas, no capitulo anterior, demostrou-se

@S0 | [30)] [63(9)]
Ia—mEﬁ{agﬁgf +{ @9 :|[ 89 }}8:5'
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Logo os componentes de I sio:

raw o] [oo@]
Lo =P\ 55 * 758 J 55 o (5.58)
~ ~ ~ Bo=d
=T = '82%(9) ES 6) 1 [95(9) _ }
fg; = Iﬁf = B, 38 o 4 58 5y h’ (5-09)
- " Lo 1 4=
L esw  [esw] res@)]
=Ty =-E |55+ | o )|~ O
~ Lo 4 o=
- P30 [a3(0)] ‘
wa = "’Ex [ A2 [ 6V ¥ (5'61)
=8
T a6y [a3 ()] [95(6) ;
Iig = Iy = —E, l Bodp + [ 5y Bp g-Q’ (5.62)
’ 2
__p [P0 [330)
fpp = - [, ap? + [ op iy . (5*63)

Ceﬂculo d& Iﬁf

Sustituindo {5.32) e (5.11) em {5.58), se tem
Iy = ~E, {_pzxfyzggzx ~1XYX 4+ {pxryD; 1 ~1 (X’YX E X :E)]

. [pX"YD;l -1 (X’YX g -X' })} } .
~ ™~ ~ G=8

D = diag {xlg,...,%g}‘
Entao,

Xp=Dle X =D (5.64)
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Logo, com esta notagio, I ﬁ pode ser escrita como:

1

Iip=~E{-PXYID7X —1XYX + [pxy D7t L -4 (XD L -x' 1]

Er e

4
. [pX’YD;1 ] -1 (X’YD ] ~X’ z)] } A
~ ~ ~ =4

= {#X'E. (Y?D;?) X + 1XE.(¥) X - PX'E. (YD;" 11/ D; 7Y) X
+2X'E. (YD 11 D;'Y ) X = 2X’ 11 E. (D5 )
+2X'E, (YD 11/ DY) X = 2X'E. (YD;*) 11
LX'E, (YBll DY)X-S— LX 11 DE.(Y) X
+4 (XE (¥)p1-x'1) 1 X}G_é

Mas, D e Y sdio matrizes diagonais, entdo podemos comuta-las. Logo, mediante esta
propriedade, a relagdo anterior pode ser escrita comeo:
Ips = {sz:E* (3“'23;2) X+1IX'E(Y)X - p*X'E, (YD;I 1V D;IY) X
+2X'DE. (Y 11 DY) X - X' 11 B (DY)
+2X'E. (YD;' 11'Y) DX = 2X'E. (YD) 11 X
~EX'DE. (Y 11'Y) DX + %X’ 11/ DE.(Y) X
L (X’E*(Y)D}& -X’ }J) v X}g__g

Agora, usando a notagao dada em {5.57) e substituindo as expressdes equivalentes
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dadas em (4.79), temos o resultado:

3 = {pzﬁ:fﬁ; (YID;*) X + LX'M X ~ P2 X [}3 (v2D;%) - N7+ M 11 M| X
+EX'D [Ny = MyNy+ My 11 M| X = BX 11 N X
X [N? — NyMy + N, 11 Ml] DX - 2X'N, 11’ X
~LX'D [Mg ~ MZ+ My 1Y M-l} DX + %X 11 DM;X

i (0MD 1 -X1) 1 X}

fre=d
= {1X'M X + PP X'NIX — 5X'D [M; — M}] DX
+g§X‘FD [N2 - ‘A’/!lNl] -} z (X!D.an/fl R XH ' pI}X"j\rr 1) 1 N}_X

~1 (X’DMl L =X 1 ~prX'N, 1) (1* DM X~ 1’ A)} ‘
~ -~ N ~ P4

(5.65)

Mas, ao substituir a notagdo dada em capitulo anterior em (5.57) na equacdo {5.58)},
temos

prX'Ny1= X'DM; 1 -X"1 (5.66)

para todo 5 v e p que sejam solugio do sistema de equagdes dado de (5.42) a {5.44).

Logo, substituindo {5.66) em (5.65), resulta em:
. R Loror A 2 7 -
Tos = X,{ o N? 42D (N — My N )| + = oMy — D (82, — M) D]}A.
(5.67)

Célculo de I,
Substituindo {5.33), {5.11) ¢ (5.12) em (5.59}, resulta em:

Iﬁv = f, { (X’} X ;3 X 1) o+ [pX’YD;‘ 1 ~2 (X’YX f —X l)}

‘{»gi- &(1 Y11-21 X B+ 8 X’YXﬁ)]}

g=f
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Agora, mediante a notagio dada em {5.64), temos

P

L
-[mz’; w(}‘ Y?*1-21'"D1+1'D ]}

~

zé-m-g,,{;%—(x'mi—xg) [p}:fyn* 1—5{&5 D1-X1 )]

={-& B0 D1 -x 1) - [pxE(vD;) 1 -1 (XE. (V)DL -X1)]
(-5 -1rD1) - AXE (YD 1Y) 1+ XE (YD 1Y) ]

"~

3= X' 11 B(Y™) L - X'E. (YD;' 1 DY) D 1

g

4R XE, (YD L' DY) D1~ X' 11/ DE.(Y) D 1}

g=b
Como D,Y e Y! séo matrizes diagonais, entio, podemos comuté-las. Usando esta

propriedade, a relagio anterior pode ser escrita cormo:

I, = {-;15 [X"E,. (¥)D 1 -X' }.] - [pX’E,, (vp;1) 1 -2 (XE (Y)D 1 -X' l)]
(~2-31D1)-@XE (VD7 1Y) 1+ XDE. (¥ 11'v) 1
—gs X 11 EL(YT) 1 & XE. (}’D;l 11’ }*’) D*1
+isXDE. (Y 1Y) DL~ X 1N B (V) D' 1}
(5.68)
Usando a notagio dada em (5.57) e as expressdes equivalentes dadas em (4.79) e

(5.68) temos
Iy ={~#& |xXMD 1 -x'1] - { XN 1 -3 (xmD 1 -x 1))
(==& DY) = FX (Nom MM+ Ny 11 M) 1
+3XD (1= MiMoa+ My 11 Moo} 1= X' 11 Mar |
21/3 (Nz N}Ml '"f" N1 },l; JW]_) D2 .},

2u3

XD (Ma = MP+ My 117 My ) D* 1~ X' 11/ MLD? 1}

~) g4
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:I--«%-I-Y’M‘ni—” 1w[ YN, .»L!/va. —X )]
[~ [xan0 g —xg] - [pom y -2 (390 -
- (-»& ~%1'D },) - e X! (Np = Ny M) 1
7 XD (1= MyMoy) 1~ X' (N, — NyMy) D? 1
+ 2 XD (My — MEYD? 1 — 5y [pX’Nl 13 (XD ) - 1)]

4(1"M_1 1+ 1" M D? z)} .
- ~oo ~/ }e=d

(5.69)
Usando a expressio equivalente dada em (5.66), tem-se:
I, = 5w X' [D (M~ M2 D+ (I~ NuM_1)| D 2
~ " (5.70)
~ s X! [D (W — MuBE) D + (208 + N — Nub )] 1
Céleulo de T4,

Substituindo (5.34), (5.11) e (5.13) em (5.60), tem-se

i = ~E{ X'V D7 L —pX'VD2X B 4pX'¥YD7? 1+ [pXy D 1 -3 (X¥x g -x' 1))

Ed

Jgxvop -1}
~ ~ ~ =4

na

Usando a notacio dada {5.64), na relagio anterior temos
I3, = —E. {X’YD;‘ 1 —pXY2D;*D 1 +pX'Y D72 1 + [pX’YD;l 1-1 (}(’YD 1-X i)}
4 [1’ DYD;'1 -1 D5 1]} ‘
™ ~ ~ ~iJ =8
= B, {-X"YD;} 1 4+pX'Y2DD 1 —pX'YD;? |
X _ -

b1y pyot -0

-pX'YD; 1V DYD L+ X'YD 11 DY DM 1

~

+pX'YD;P 1V DY 1 -2X'Y D 11 DY 1}3 i
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Mas, D,Y e D;? sdo matrizes diagonais. Entdo, podem comutar-se, e usando esta

propriedade, a relacio anierior se transforma em

Iy, = {WX’E,, (vD;') 1 +pX'E. (Y?D;%) D 1 —pX'E. (YD;?) 1
~1X'1- [}j DE.(YD;') 1 -1 E.(D;Y) }J
~px'E, (YD 11 ¥D;*) D 1 +3X'DE. (Y 11'YD;) D )
+pX'B, (YD7 11 D7) 1 =3X'DE. (Y 11 05) 1} -
(5.71)
Usando as notagdes dada em (5.57) e as expressoes equivalentes dadas em (4.79) e

(5.71), temos:

.

Iy = {=X'Ni 1 4pX'E. (Y*D;%) D 1 -pX'E. (Y D;?) 1

1 L[y DN - 1 M)
el -]
+1X'D [Nz - MM+ M LY Nl] bl
49X [B. (YDF?) = Nulo+ Mo 11/ Nol 1

~LX'D (Ny = MyNo+ M3 1] Ng) 1}9 ,
Lt ot :9

= {=20N, 1 +pX'NID | -pX'MiNo |
~ 2 XD [Ny — MV 1 +IX'D{N, - MiN(D 1
= [pxm =1 (xpa -x )| UMD - v
Usando a expressio equivalente dada em (5.66), temos:

Iy = 1x{D Ry~ Bn ] - [Ny - M N| 1 D 65

+ X'V, [ﬁﬁa —pNo— 1] 1.
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Célculo [,

Sustituindo as expressdes equivalentes dadas em {5.35) e (5.11) em {5.61), tem-se
Lo= =B { - & (VY7 1-21 X 6+ 5 XYX p)
2

a4 (VY12 X g4 xYXp)] }

Gl

Agora, mediante a notacio dada em (5.64), temos o resultado

I'»:‘-:-*E{ —1—(1‘}/-11-21’Di+ ’DYD})

—E
207 v L ~ P ~

2
tl-gem(vyri-2rpye iD?Dl)]}
. §=b

— -ﬂ—mm«( Y"lz 211’)1+1’D}"D1>

D42
+f§" 33 (,1“ Y- 11 -2 D1+ 1 DYD})
tia (},’ YUY 1 421 DYD 1V YT L 4 1 DY D 11 DY D 1)

~kyDL (YY1 pYD )+ kD DL}
~ M A o~ ~ ~ g=f
Como D,Y e Y™ sio matrizes diagonais, podemos corutar-las. Usando esta pro-

priedade na relacdo anterior, temos

fos = {"2_:5 + [1' E.(Y?)1-21D1+1 DE(Y)D l:] ra
W [}f E.(Y™')1-21'D1+1 DE. (Y)Dl]
~e Y E (YY) =gy Do (¥ )
~gh LD (Y 1LY ) D2 L 1 DA B (YY) )

+x D1V DE(Y}D1~F ' D11 D1 s
(5.73)

Usando a notagio dada em {3.57) e a expressdo equivalente dada em {4.79), a ex-
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pressio dada em (5.73) se transforma em

Ipp = {-—2’:3 :}: {}H' M_, 1 - } D1 1+ I DMD l}
+5 [y Mal-21D1+1 DMiD l}
~g U [ﬁm = MZ 4+ Moy 11 M_l] 1
—sk i’ D? [I ~ M{M_¢ + M, i},’ Mﬂ] 1
- v D? [Mg ~ MZ4+ M, 1y 1141] Di’l
A U DIVM 14517 D11 MiD* 1

w——ymrm}
f=f

- {-gggmﬁ%+(;’§+fg) [1’!&1‘_1 1-2yD1+1DMD1
_4_1__ [;15{”2 — M? ] 1 —5h v DI MiM.4]1
ik [1 Ma1-21D14y M0ty
5 1 DM, — M?] D? }

(5.74)

§=5
Mas, ao substituir a notagio dada em capitulo anterior em (5.57) e a expresséo

equivalente dada em (5.64), na equagio (5.59), temos:
ny :g Mal-21D1+1VDMD]. (5.75)

Logo, substituindo (5,75} em {5.74}, temos o resultaliado:

Ly = 523 e =2 VD [Wlp ~ M) D% + 2D (1~ B8] D + [M1; - 313} 1
(5.76)
Caleulo de Iz

Substituindo (5.36}, (5.12) e (5.13) em (5.62), temos que:
fﬂﬁm"Es{wfz+§ﬁ( Y- 11 21’X,B+;3’X’YX5)
: [ﬁ’ XYD7 -1 Dyt 1]}

#=f
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Agora, mediante a notagio dada em (5.64), termos que:

o

Iy == —E, {—g; + 53 {i’ y-ti -2 z’ D+ :%,' DYy D ,{:)
~ {1’ DYD;' 1~V D;? 1]

gud

~

=Bz [ DYD; L -y D7 1 - 1Y 1 DYD;
4+ VD1V DYD; 1 -5 1 DYD 11" DY DMy
trr VYT D -5V DY DL
+551' DYD 11' D; 11}9._9

Como D, D;l, Y e Y1 sdo matrizes diagonals, podemos comuta-las, e usando esta

propriedade na relacio anterior temos

va { [}. DFE (YD‘“‘I) 1 -1 E, (D;l) 1] - E.ﬁ.f ,.}:,; E, (} wl 11'¥ D;l) D1
D1y DE. (YD) 1~z ' D*E. (Y 1Y Y’D;l) D1
e 1B (Vo) - oy B () )

43 I DL (Y 11 D7) l}g .
B (5.77)

Usando as notagdes dada em {5.57) e as expresstes equivalentes dadas em (4.79), a

relagdo dada em {5.77) transforma-se em

Iy = {éﬂ; [}: DNy 1- y No l] — 2 [1\’0 — M_y Ny -+ My 11’ N D
+5 1D 11 DN, 1 55 1/ D? [Nz MyNy + My 11 N;]Dl
tghr ¥ [Jv.,,l - Moy No+ Mog 11 Ng] 1 -1 D1V Not

boy 1 D? [N — MyNo + My 11 N] }



'f"i';'l:g ']\_" Dg [J’Vl - ﬁ/leg] J_‘ o—i

{5.78)
Mas, mediante a notagdc dada em (3.57) e (5.64) em {5.13), temos que
VDN 1~1"Np1=0. (5.79)
Usando as relagdes (5.75) e (5.64) em {5.78), temos:
lip = g 1 { [Md = M1 80 1 = [ = $.05] D
+D? [W ~ M) L - D2 (R, — B8] D} 1
(5.80)

Céleulo de Iy

Substituindo {5.37) e (5.13) em (5.63), temos:
Iys = —E, {h B X'YIDX B2 f X'YD; 1~ 1 DI

2
+ [,9’ X'YD; 1 -1 D3 1] } :
- ~ ~ Guzf

fad

e mediante a notagio dada em (5.64), temos:
Iy = —E, {—« VDYDFPAD 1421 DYDR 1 -1 Dyt 1
+rovop -]l
Gudl
~E, {g DY®D;*D § -2V DYD;* 1 +1' D52 1

- ' DYD; 1V DYD; 1421 DU 11" DY D 1
-1 D11 Dt }U}m .
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Como D, D;l, Y e Y1 sio matrizes diagonais, entdo podem comutar-se e
I = { V' DE. (Y*D;*) D1 -2 1 DE.(YD;?) 1+ 1 E. (D;?) 1
-y DE (YD 11 YD) D142 1 B (D7} 1 YD) D |
— 1" E. (D;1 11’ D;;‘) 1}

~9=§'

{(5.81)
Usando a notagdo dada em (5.57) e as expressdes equivalentes dadas em {(4.79} e

{5.81), temos o resultado:
Iy ={1' DR (v'D;) D1 ~2 1 DE. (YD;?) 1+ 1 E. (D) 1
~1'D [E (ven;?) - NP4+ N 1y Nl] D1
+21 [B. (¥D7?) = Moy + Mo 11" o] D 1

~ B (oY) - Ng Moy | 1}
~ o p==d

Pl

{;j DN2D1-21 NNyD1+1 N2 1

; (5.82)
=DM -1 Mo g } .
~ ™ ™ ~ f=§
Usando a relagdo {5.75) em {5.82), temos que;
Iy=1'"DND1 20V NoMD 1+ UV N} 1 . (5.83)
D

No teorema anterior, se p é conhecido, entdo a matriz de informagio se reduz a

Tap 13
Ly=1{ ~ ~ |, (5.84)
Li Ly

1

onde

,
Ig*ém}f{

e

[po 82 425 (% ~ BIW)] + 55 [0 ~ D (38, - 517) B} X,
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Iy =Ds= sk X' [D (8~ M) D+ (T - M 00.4)| D 1
—5= X' {f} (?;'g — J“;r].{{:fl) D+ k 30N, + f’vg - ,{N;,{’Vf_ )} i
e
Lo = s 1 {D? (Bl — B2) D* 4 2D [T~ 081 D+ (W, — i)} 1.

{5.85)
Se p = 0} entio, fem-se a matriz de informacio observada para a regressio com

dados censurados de Gaussiana Inversa. Os componeates de I ; se reduzem

Iy = X'}}E oty — D (M, — M7) D) X,

Tpy=Ilg = D (¥, — M) D+ (1~ B My )| D 1
a
L= 5z — ?4;1?2 1" {D? [Kfy — MZ] D* + 2D [1 = N4 K] D + [Bs - 312))} 1

(5.86)

Se p = 1, tem-se a matriz de informacdo observada para a regressao da reciproca

de uma variavel Gaussiana Inversa. Os componentes de I; se reduzem

Iog = X'{ D4 = [0, D (3%, - 8tf) D] } X,

Iy =g = 553X’ [D (8~ H) D 4 (I~ NLHEL)]| DL —2 XD |
e
fo = 555~ gga & {0 [V 7] 02 2D [1 = ¥ Dt s - ]} 1

{5.87)
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5.5 Adequacgao do modelo

Lawless {1982) apresenta wma definigio geral de residuos, baseada na fungio
de risco acumulada. Sejam ¥7,...,Y, varidveis aleatdrias independentes com funcéo
de risco acumulado H (Y,- |Z,) , ¢ = 1,...,n, reapectivamente. Entio § (Y} lgi) =
exp [«—H (Y; |£‘)] , ¢ = 1, ..., n, s#o varidveis aleatorias Lid., uniformemente dis-
fribuidas no intervalo (0,1}, Logo, os H { ¥} fx) 830 variaveis aleatérias exponenciais

~

com parametro § = 1. A partir desta sunposigdo, ¢ residuo para a observagio nio
censurada y; se define .

G=1(yilz), (5.88)
onde H (yg ]3,) utiliza as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros

]

desconhecidos. Logo, como primeira aproximacio, para uma amostra ndo censurada
de tamanho n, os residuos &, ..., &, podem ser tratadog como uma amostra aleatdria
de urna distribuicdo exponencial padrio.

Para uma observacio censurada, Lawless (1982), pag. 282, define o residuo

ajustado
G=H (3 1z ) +1, (5.89)

onde y! € a observagio censurada.
Portanto, quando o modelo é adequado, o grafico de —log {S (é,-)] versus é;, para
i=1,...,n, onde & (&) ¢ o estimado Kaplan Meier da funcéo de sobrevivéncia dos

€, ¢ altamente ajustada por uma reta de coeficiénte angular 1.
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5.6 Teste de Hipdteses e Estimagfo por Intervalo para Dados sem

Censura

5.6.1 Teste de Hipdteses e Estimagdo por Intervales para os Pardmetros

da Regressao Gaussiana Inversa

Whitmore {1983) apresentou testes de hipdteses e estimagdo por intervalo para os
pardmetros do modelo de Regressio Linear Inverso para dados da distribuigac Gaus-
siana Inversa. Estes testes e a estimagdo por intervalo sdo baseados na propriedade

de normalidade assintdtica dos estimadores de médxima verossimithanga

BY o |8 »
Fou j\, o y IIO .
o o ¥
onde
IX'vX ¢
Ip = ™
iy 555

Por outro lado,

~

b = [y yl-1'X ﬁ] - (yx j 5) y-i (YX i - },)

Tl

é a soma total de varidveis reciproca. Esta varidvel tem uma distribuigio vxf, .y

{Chhikara e Folks, 1989}. Logo,

ni

—_— 2 [N
o~ X(a=t): (5.90)

Baseado nestas propriedades, Whitmore (1983) construiu a seguinte férmula para

achar os imtervalos de confianga para 3; com (1 — a) % de confianga:

IC(8;): B; ¥t [ﬂ% (‘"“‘“E”Z)] ;

12
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onde ¢ = T (n — k1~ g—) e Cy; é o j—ésimo elemento da diagonal da matriz ¢ =
(X'YX)"'. Também pode usar-se estes intervalos de confianca para testar a hipstese
Hg : f; = Bjo versus Hy ¢ B; 5 Bjo, com um nivel de significAncia a. Assim, se aceita
a hipétese Hy, se o intervalo contem o valor de Bj.

Os testes de hipdteses ¢ estimacio de intervalo para o parametro & podem ser
feitos de forma similar a0 caso da varidncia de distribuicles normais. Assim, para

testar Hp 1 v = vy versus Hy @ » # vy, usa-se a seguinte estatistica

e pela propriedade dada em {5.90), tem distribuigdo x*® com (n — k) graus de liberdade
sob Hyp : v = 1y, Os intervalos de confianga para o pardmetro v, com {1 — o} % de

confianga, sdo calculados da seguinte forma:

~ n

i ny

2 * L2
Xamking)  X(n-ng)

Iy

onde X7,y tem distribuigéio x* com (n — k) graus de liberdade e P ( Xk) < Xfomk im a)) =

1 - .

5.8.2 Teste de Hipbteses e Estimagio por Intervalo para os Pardmetros

da Regresséo da R-IG

Para realizar os testes dos parametros da regressao R-1G, se usaram procedimen-
tos baseados na estatistica da razdo de verossimilhanca. Esta estatistica é fungio do
log-verossimilhanga, que para o caso do modelo de regressio da R-I(, é dada por

ki 1
S ( 3, y) =Y log (X ;3) 1 3 tog (2rye) - Tlogy—o [V 121 X f 4 XY X 5] .

dm=1 25 2v
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i} Testes de hip6teses para os coeficientes de regressio

Considere as hipdteses Hy : f=f eH; : §#£F . Para testar Hy versus Hy, usamos
~G ~g

o "~

a estatistica da raz8o de verossimilhanca

rg,7) ==2{o(e,7) -3 (42))

onde I € o estimador de maxima verossimilhanca de v dado 8. As estatisticas
~ 03

e ¥ 530 os estimadores de maxima verossimithan¢a de f e v, respectivamente. A
Pt

0,

estatistica A (ﬁ ,Ef) tem distribuicio x? com k graus de liberdade sob Hy: f=8 .
~0
O estimador de maxima verossimilhanga de v dado 8 , é dado por
~0

Y ~)

1
ﬁm—(z’Y*ll—m’Xﬁ + 5 X’YX{;’).
~ ~ 0 a ~0

n Pt
Com esta formula pode-se calcular a estimativa de maxima verossimilhanca de v dado

~Q
it} Teste de hipdteses para o parametro v
Considere as hipdteses Hy @ v = 1y versus Hy 1 v # 1. Neste caso usamos a

estatistica da razio de verossimilthanca

b(30) =-2{o(am) -2 (8}

onde f é o estimador de maxima verossimilhanca de 8 dado vy, As estatisticas

e ¥ sdo os estimadores de maxima verossimilhanca de f e v, respectivamente. A
estatistica A (5, vg) tem distribuigio x* com k graus de liberdade, sob Hg : v = vp.

A estimativa de méaxima verossimilhanca de £ dado v, pode ser obtido resol-
vendo a seguinte equacio

XD - (X’YX 8 —-X 1) =0,
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onde
D = diag {‘E}?’ xfg} .
Esta equacdo pode ser resolvida usando o método de Newton Raphson.
1ii) Intervalos de confianca
Us intervalos de confianga para os parimetros da regressio R-IG estdo baseados

na propriedade de normalidade assintética dos estimadores de méxima verossimi-

thanga. Isto é,

T
o

. AT
N ™ sIRD 1

¥

foF)
2

onde

X'DX +1XvX ¢

IR{} =

r i
E 552
Logo, os limites com {1 — a) % de confianca, para o -ésimo coeficiente de resressio
Fro- Tl 4 o

¢ para o parametro de dispersio v sfo dados por

LC(B)): B F Znn/Css

LC(v): 0¥ Zg\/%i},

onde Z ~ N (0,1), C;; € o j-ésimo elemento da matriz

-1
C= (X"B"ZX + %X’YX) e P(Z<Z)=1-7.
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5.6.3 Teste de Hipdteses sobre os Pardmetros da Regressio para dados

da M-IG

Para realizar os testes de hipdteses para os parametros da M-I, consideramos
que o log-verossimilhanga é
2
7 1 n 5 n ) (%,é y,-—l)
3 (é, v, p) = Elog [1 PP }E,é y,-]-{——z- Ziog (wa£)+§10g VWZ e

=3 =3 va‘
Entdo, apresenta-se 03 seguintes:

i} Teste de hipdteses para g

L Y]

Considere as hipéteses Hp : =8 e H; : f£8 . Para testar estas hipdteses,
~0 ~g

usa-se a seguinte estatistica

s (58)=2(0(e;0) -2 (85}

onde 7 e § sdo os estimadores de maxima verossimilhanga de v ¢ p dado § | respecti-
~0
vamente. As estatisticas 8, D e § sdo os estimadores de maxima verossimithanga de
g

B, v e p, respectivamente. A estatistica A (ﬁ .7, ﬁ) tem distribuicio assintdtica x>
~ N{}
com & graus de liberdade sob Hy @ f=7 .
s ND
ii) Teste de hipdteses para v

Considere a hipéteses Hy : v = 1 versus Hy : v 5 vy, Para testar estas hipoteses

usa-se a seguinte estatistica

A (Bn) =2 (3ms) -5 (85))

onde f e p sio os estimadores de maxima verossimailhanga de § e p dado wy, respecti-

vamente. As estatisticas 8, P e p sdo os estimadores de maxima verossimithanca de
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~

B, v e p, respectivamente. A estatistica A (}é, Vo, ﬁ) tem distribuigdo assintdtica y?
com 1 grau de liberdade sob Hp : v = wyp.

iii) Teste de hipéteses para p

Considere as hipdteses Hy ; p = pg versus Hy : p & po. Para testar estas hipéteses,

usa-se a seguinte estatistica

s (35m) =-2{o (3m) -2 (35)}

onde A e I 580 os estimadores de maxima verossimilhanca de 8 e v dado Po, respecti-
vamente. As estatfsticas f, 7 e p sdo os estimadores de maxima verossimilhanca de
B, v e p, respectivamente. A estatistica A (5’, ff,pg) tem distribuigdo assintdtica x°
com 1 grau de hiberdade sob Hy : p = ps.

iv) Intervalos de confianga

Para encontrar os intervalos de confianga, usamos as propriedades assintdticas

dos estimadores de maxima verossimilhanca. Assim

A A

'] G. i P _1
f/ Af v ] f{i
P \ 2

onde J; € a matriz de informacao dada em (5.24).
Com estas propriedades, os limites para £;, v ¢ p com {1 — o) % de confianga

sao dadas por
LC(83) : B F Zoy/Ciss

pamj: 13"'1k1

LC(v) 1 0 F Zoy/Clppyasn)s
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LC (p} : pF Zoy/Cirenyinrn)
AT £

onde Z~ N (0,1}, Ci éi-ésimo elemento da diagonal de gl e P(Z < Zp) =1~ &,

5.7 Testes de Hipdteses e Estimagho por Intervalo com Dados

Censurados

Nesta secfio, consideramos testes de hipdteses aproximados, baseados na es-
tatistica da razdo de verossimithanca para os pardmetros da M — IG e seus casos
particulares (I(7 e B — IG). A justificativa para considerar estes testes foi dado na
Secao 4.3. Também, nesta secio nio se considera testes de hipdteses para a fronteira
do espaco paraméirico de p, j& que as condigdes necessarias de regularidade ndo sdo
satisfeitas para testes baseados na estatistica da razéo de verossimilhanga.

Semelhante ao caso de dados sem censura, os intervalos de confianga para os
pardmetros da M —I{ e seus casos particulares sio baseados na propriedade assintdtica
dos estimadores de méxima verossimilhanga. Outros procedimentos para obtengio de
intervalos de conflanga aproximados, como aqueles baseados na estatistica da razéo
de verossimithanga {corregido ou nio, Doganaksoy e Schmee, 1993), ndo serdo abor-

ddados neste trabalho, podendo vir ser um tema de pesguisa.

5.7.1 Teste de Hipdteses e Estimacio por Intervalo para os Parametros

da Regressao IG

Para realizar os testes de hipdteses para os pardmetros da IG se considera a

seguinte funcio do log-verossimithanca

3 (s, y) - élog [fs (y;,é, ,,)] £ 3 log |5 (a:8.0)],

P
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onde

S({Ig,ﬁ,}f}m’/ g(yiaéay)dyf'

1) Teste de hipéteses para §
Considere as hipéteses Hy :8=8 e H, :8£3 . Para testar estas hipdteses ussa-se
~ g ~" e~

a seguinte estatistica

p(gge) =2{o(s,09) -2 (09))

onde ¥ e P sdo os estimadores de maxima verossimilhanca dos pardmetros v e p dado
5 , respectivamente. As estatistica f e ¥ sdo os estimadores de maxima verossimil-
No Ll

hanca de 8 e v, respectivamente. A estatistica A (/5’ ,5) tem distribuicio asintéiica
~ ~p

x? com k graus de liberdade sob Hy :Emg .

A estimativa de v dado g pode ser ;chada mediante ¢ seguinte procedimento:

1. Escolher a estimativa i?*:licial de v, a qual, pode ser a estimativa se maxima
verossimithanca obtida com os dados nio censurados, calculados com as férmulas
dadas em (5.19).

IL. Calcular £ (}’5“1|}E > a,v) e E(Yi|Y: > a;), para i = r1,--+, n, de acordo
com as férmudas dadas em (1.18).

[II. Substitair os valores no lado direito da equacéo

=LY E(v) 120 x5 + 8 XE()X 8],

L ~ ~ ~0

IV. Repetir as etapas I e Il ate obter a estimativa de v com a precis@o desejada.
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ii} Teste de hipdteses para v
Considere as hipdteses Hp : v = 1y e Hy 1 v 5 vy Para testar estas hipdieses,

usa-se a seguinte estatistica

2(3) = (3) ->(2)

onde § é o estimador de mdxima verossimilthanca do parimetro § dado vy, As es-
tatisticas é’ e I sd0 os estimadores de maxima verossimilhanca de é e v, respectiva-
mente. A estabistica A (é , VQ) tem distribuicio assintética x* com 1 grau de liberdade
Ho: v = .

A estimativa de é dado 1 pode ser achada mediante o seguinte procedimento:

I. Escolher a estimatia inicial de é, a gual, pode ser a estumativa de maxima
verossimilhanca calculado com os dados ndo censuradoes, achados com as férmulas
dadas em (5.18).

. Caleular E(Y;|¥; > ai), para f = r + 1,---, n, de acordo com as férmulas
dadas em {1.18).

ITI, Substituir os valores no lado direito da equacdo
f=[X'E.(Y)X]" X1
IV. Repetir as etapas I1 e IIT até obter a estimativa de ¢ com a precisdo desejada.
iii) Intervalos de conflanga para os parametros da 1G
Para encontrar os intervalos de confianca aproximados para os parametiros da

1G, usamos a propriedade de normalidade assintética dos estimadores de maxima

verossimilhanga. Assim,

i
&
Eavt

2
2
w2
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onde
Isg 1gy
=10
I;,f,* IUU

e os componentes da matriz Iy estdo dados em (5.86). Com esta propriedade, os
intervalos aproximados para f; (j—ésimo coeficiente de regressio, 7 =1, ..., k) e »,

com {1 — a) % de confianga sdo dados por
IC(8;): B; F Z0\/C

IC ) < b Zoo/Clanyiesny

onde Z ~ N{0,1}, Cy é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz I3} e P(Z < Zy) =

1-¢.

5.7.2 Testes de Hipdteses para os Parametros da R-IG

Para realizar os testes de hipdteses dos parametros da B-IG, se considera a

seguinte funcio do log-verossimilhanga

¥ (é, ff) = iz;:log [g (yg,g, v)] -+ i log [S (a:, B, v)]

==

2
(;’f{{ﬁ Yi — 1)
20y

onde

g (yi:‘ A, f") mfﬁ (2?{3}5'&')_% exp |-

S(aiaﬁay) = /mg(yigﬁay)dyi

&

i)} Teste de hipdteses para
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Considere as hipbteses Ho 1= e H, :8#8 . Para testar estas hipdteses, usa-se

~ ]

a seguinte estatistica

() =-2{5(5,9) - (39))

onde 7 é o estimador de mdaxima verossimilhanc¢a do parametro v dado 8 . As
~{

estatisticas f§ e ¥ sdo os estimadores de mdxima verossimilbanca de £ e v, respec-
e d 0

tivamente. A estatistica A (5 ,i?) tem distribuigio assintética x* com k graus de
o
liberdade sob Hy :5=4 .
~ !‘Ue

A estimativa de v dado E pode ser achado mediante o seguinte procedimento:

I. Escolher a estimativa i:licial de v, a qual, pode ser a estimativa de méxima
verpssimnilhanca obtidas com os dados ndo censurados, calculados com as férmulas
dadas em {5.20).

H. Calenlar EM|Y: > a) e E (Y{"1|}’} > ai) ,parat =71+ 1,--+, n, de acordo
com as férmmulas dadas em {2.10).

III. Substituir os valores no lado direito da equacéo

po= }?; [}:’ E, (Y—l) 12 E’ X EG + E; X'E. (V)X EJ .
IV. Repetir as etapas Il e [II até obter 5 estimativa de v com a precisio desejada.
it} Teste de hipéteses para v

Considere as hipdteses Hp : v = 15 e Hy : v % 1. Para testar estas hipéteses,

usa-se a seguinte estatistica

A (3) = -2{o (1) - (65))

onde f§ € o estimador de méxima verossimilhanca do pardmetro S dado 1. As es-
P Ll

tatisticas f e U sdo os estimadores de maxima verossimilhanca de 5 e v, respectiva-
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mente. A estatistica A (E, Vg) tem distribuigfio assintética x? com 1 grau de liberdade
sob Hg : v = g,

A estimativa de S dado 1y se obtem resolvindo a seguinte equagiio
LI .
XDy —— [}(‘E,, (V)X B ~X' 1} =0,
- o o e

onde

Dmczéag{;gl,@, 2 ;9}

Y

Uma solugdo aproximada desta equagdo pode ser obtida com o seguinte procedimento.
I. Escolher a estimativa inicial de E que pode ser a estimativa de maxima
verossimithanca calculadas com os dados ndo censurados, achadas com as formulas
dadas em (5.20}.
1L Calcular E(Yi|Y: > a)), para i = r+ 1,---, n, de acordo com as férmulas
dadas em (2.10).

I Substituir os valores no lado direito da equagio

B{i—l—l)m‘é{ii -{-Ig}ff (BM> 1

L

onde

! - il ]‘ #
Iy =X'D7?X - —[X'E.(Y)X],

g

1
U (B) = XD ] - {X’E*(Y)X g-x1].
~ ~ 1243 e ~
IV. Repefir as etapas Il e 11T até obter a estimativa de ¢ com a precisao desejada.
iii) Intervalos de confianga para os parametros da R-IG

Para encontrar os intervalos de conflanga aproximados para os pardmetros da

R~ I(3, usamos a propriedade de normalidade assintdtica dos estimadores de méaxima
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verossimithanca. Assim

B\ « 5\ -
-~ .ﬁf ~ ?IRO ,
o)~
onde
Iéﬂ Iﬁf,
o=| =~ = |,

L

e os componentes da matriz Ipy sio dadas em (5.87). Com esta propriedade, os
intervalos aproximados para f3; (j-ésimo coeficiénte de regressio, j =1, ..., k) ey,

com {1 — &) % de confianca sio dados por

IC(8)): B F ZoyfCy

IC (V) : f’ :F- Z{} G(k+1)(k+1)
onde Z ~ N (0,1}, Cy é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz I e P (Z < Zp) =

1-¢.

5.7.8 'Teste de Hipdteses e Estimacgio por Intervalos sobre os Pardmetros

da M-1G

Para realizar os testes de hipdteses dos parametros da R-IG, considera-se a

seguinte fun¢io do log-verossimithanga

& (E’ v, p) = ilog [g (y,-;é, v,p)] + i log :S (ai;g,v,p)] )

f=x} tzrdl
3 2
- (f Pyi— 1)
g (y;; E,v,) = [1 —p+pep ?Js} (%y?V) exp ____.::%m

onde

LM
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(o) = ["o{pognr)

i) Teste de hipdteses para £
Considere as hipoteses Hy =8 e H; :5#8 . Para festar estas hipoteses, usa-se

a seguinte estatistica

(g5)-2{o(8,59) - (859}

onde » e § sio os estimadores de mdaxima verossimilhanga dos pardmetros v e p

dado @ , respectivamente. As estatisticas ﬁ U e p sho os estimadores de mixima
~0

verossimithanga de ﬁ, ¥ e p, respectivamente. A estatistica A (ﬁ N7 ,’p) tem dis-
~ 0

tribuigio assintdtica x* com k graus de liberdade Hg :f=0 .

~ ~0)

As estimativas de maxima verossimilhanca de v e p dado § , encontra-se re-
~p

solvindo o seguinte sisterna de equagdes

2L

# -1 D 7

¢ -1 ! -1 —
g X' (YD) L - 1 B (D7) 1=0.
Para resolver este sistema, pode empregar-se o método de Newton Raphson com

a seguinte matriz de informacdo observida

s Iip

Bsv I

Is = % — = V{D? [¥y - M| D* 4 2D |1 = MM D+ [M, ~ M4]} 1,



151

=Ty = ghe 1 { [y = B8] 1 [No — B, ) D 4 D2 [N, — 3, ] 1
~D? [Ny - i, 5) D} 1

Ly=1'DN{D1-21 NeND 1+ 1 N2 1,

Os componentes K [Yf/ (1 ~pg+pez }’1-) | Y > ag] e E(Y*|Yi>a) de N, e

M,, respectivamente, sio calculados com as estimativas de v e p dado § , mediante
~

as expressOes dada nas relagdes {3.23) e (3.24), respectivamente, para todo s€ Z,

D-:cf-éag{mlﬂ o mnﬁ}
~agp ~Meg

-l
e pig =Tif .
'l . 0
ii}) Teste de hipdteses para v
Considere as hipdteses Hy 1 v = 1 € Hy 1 v # vg. Para testar estas hipoteses,

usa-se a seguinte estatistica

s (B0 =-2{o(Bd) -9(259)}

onde A e f sdo os estimadores de mdxima verossimilhanca do pardmetro f e p dado

vy, respectivamente. As estatisticas 8, & e f sBo os estimadores de maxima verossim-

ilhanca de f, v e p, respectivamente. " A estatistica A ({3,;;@, ;’5) tem distribuicio

assintdtica ¥* com 1 grau de liberdade sob Hp : v = vy,

As estimativas de méxima verossimithanca de # e p dado 1y, pode ser obtidas

resolvendo o seguinte sistema de equagbes

pX'E. (YD) 1= [X'E. (V)X g X" 1] =0



152

B X'E(YD;') 1 -1 E(D;Y) 1=0.

o

Este sistema pode ser resolvide mediante o método de Newton Raphson com a

seguinte matriz de informagéo observada

Ly I
Lo = J7s B s

Iﬁﬁ s

7

"[5’” = ){.., {% [ﬁVgﬂrlg e ij (I‘:rg e ﬁ[;ﬁl)] + 1}5 {V{}in;fl - b (JR;IQ - jiff) f}]}X}

0

Igp =13 = 2 X' {D [Ny~ My M| ~ [Ny~ MM } D 1
+X N; [miirl “ﬁﬁg - f] }‘
Lp=1"DNID1-21"FoNiD1+1' M1

L] ~

Agui, u7t =2;/3, 0s componentes E [Yf/ (1 —-p+ p,a}“lY}) | Y > a;] eE(Y2Y:>a)
de N, e M,, respectivamente, sio calculados com as estimativas de é e p dado w,
mediante as expressdes dadas na relacdes (3.23) ¢ (3.24), respectivamente, para todo
$& 7, e
D= diag {‘:51,?’ cery 3?1?} .
iii) Teste de hipéteses para p
Considere as hipdteses Hy 1 p == pgp e Hy : p # po. Para testar estas hipdteses,

usa-se a seguinte estatistica

(o) = 2[5 (gsm) -3(54)
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onde é e I so os estimadores de mdxima verossimilhanga do parametro 3 e v dado
po respectivamente. As estatisticas 3, U e P sdo os estimadores de maxima verossirmi-
lhanca de 3, v e p, respectivamente. A estatistica A (3,5, pg) tem distribuicio
~ N
assintética x% com 1 grau de liberdade sob Hy : p = py.
iv) Intervale de confianga
Para encontrar os intervalos de conflanca aproximados, usamos as propriedades

assintoticas dos estimadores de médxima verossimilhanga. Assim

8 B

ar a' ~ “1

i} N 1% 1IU b
P o\ P )

onde I é a matriz de informacio observada dado em {4.69).
Comn estas propriedades, os limites aproximados para f3; {j-ésimo coeficiénte de

regressao, 7 = 1,...,k), v e p com {1 — a} % de confianca sdo dados por
LC(B8;) : 5 F Zoy/Cij,

LC () 7 F Zoyf Cleartythan)
LC(p) 1 pF ZovJClipayes2)s

onde Z~ N (0,1}, Cy é i-ésimo elemento da diagonal de Iy* e P(Z < Zy) =1 &.

5.8 Exemplos

5.8.1 Exemplo 1-Teste de Vida de Isolantes de Fluido Elétrico

Nelson{1980) apresenta alguns dados de tempos para o colapso de um tipo de

isolante de fluido elétrico, submetido a diferentes niveis de voltagem. Os dados se
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mostra na Tabela §.1. Nesta tabela nfo se considera os dados a um nivel de voltagem

de 26 Kv, utilizadas no livro.

Tabela 5.1: Dados de tempos de vida de isclantes de fluido elétrico

nivel de Voltagem n; temipos de colapso
28 5 68.85, 426,07, 110.29, 108.29, 1067.6
30 11 17.85, 22.66, 21.02, 175.88, 139.07, 144.12, 20.46, 43.40,
194.90, 47.30, 7.74
32 15 0.40, 82.85, 9.88, 88.29, 215.10, 2.75, 0.79, 15.93, 3.91,
0.27, 0.69, 100.58, 27.80, 13.95, 53.24
34 19 0.96. 4,15, 0.19, 0.78, 8.01, 31.75, 7.35, 6.50, 8.27,
33.91, 32.52, 3.16, 4.85, 2.78, 4.67, 1.31, 12.06, 36.71,
72.89
36 15 1.97, 0.59, 2.58, 1.69, 2.71, 25.50, 0.35, 0.99, 3.89,
3.87, 2.07, 0.96, 5.35, 2.90, 13.77,
38 8 0.47, 0.73, 1.40, 0.74, 0.39, 1.13, 0.09, 2.38

O modelo sugerido pelos engenheiros, para cada nivel de voltagem, é o modelo
Weibull. Agui varos assumir o modelo de regressdo para a Mistura de distribuicdes
Gaussiana Inversa com sua Reciproca Complementar, Isto é que os tempos de vida
tém uma distribuicio dada por (3.4), com pardmetro de escala v e de forma ;, tal
que

pi = Po + B,
para i =1,...,6 € onde z; =voltagem em Kv.

Para obter as estimativas, vamos primeiro investigar para que valor de p no
intervalo {0,1] obtém-se o maximo valor da log-verossimilhanga. As estimativas de
Ba, By e v para valores diferentes de p € [0, 1], sdo obtidas pelo programa 2, feito em

S-plus para p fixce dado no Apéndice. Com este programa obtemos a Tabela 5.2
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‘Tabela 5.2: Estimativas de méxima veross. para vérios valores de p
Ba B v 7 log-veressim

-0.45176¢ 0.01585 0.62596 0.0 -305.78018
-0.50546 0.01889 0.69484 0.1 -301.20804
-0.61450 0.02310 0.77640 0.2 -296.23860
-0.71818  0.02699 0.86376 0.3 -292.36829
-0.82504 0.03005 0.96464 0.4 -280.35729
-0.94194  0.03525 1.08913 0.5 -287.01089
-1.07760  0.04020 1.25380 0.6 -285.20760
-1.24402 0.04632 1.49200 0.7 -283.87412
-1.47372 0.05474 1.88758 0.8 -282.96378
-1.86015 0.068950 274481 0.9 -282.40792
-2.96830 0.10980 6.61030 1.0 -281.78010

Destes resultados, podemos observar que o valor de mdxima verossimilhanga
obtém-se para p = 1, na fronteira do espago paramétrico de p. Logo, como na fron-
teira do espago paramétrico, ndo sio satisfeitas as condigdes de regularidade da teo-
ria de verossimilhanca, ndo podemos fazer testes de hipdteses para determinar se a
Reciproca Complemetar é o melhor modelo que ajusta a este conjunto de dados em
compara¢do com outros modelos da M-IG. Entdo, para avaliar a qualidade de ajuste
na fronteira, fazemos a andlise de residuos, com as férmulas dadas na Secio 5.5. As-
gim, na Figura 5.1, o gréfico {a) representa os residuos considerando um modelo de
regressdo Gaussiana Inversa, e o grafico (b) representa os residuos considerando um

modelo de regressiio da Reciproca Complementar.
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= - : : o
g 1 2 3 4 c 1 2z 3 4
-og(S(e)) -log(S(e))
(@) &)

Figura 5.1: Gréfico dos residuos, (a) regressio IG, {b) regressdo R-IG.

Do grafico dos residuos podernos observar que os residuos obtidos para o modelo
de regressae da Reciproca complementar estdo mais perto da reta com coeficiente zn-
gular 1, em comparagio dos residuos para o modelo de Regressdo Gaussiana Inversa.
Desta analise podemos concluir que o modelo de regressio dado para a Reciprcca
Complementar ajusta-se razoavelmente a este conjunto de dados.

Logo, considerando gue o conjunto de dados ajusta-se a um modelo de regresséo

da Reciproca Complementar, temos as seguintes estimativas: .

By = 2.968 {1.089)
By = 0.116 (0.040),
7= $.610 (4.883),

onde os valores entre parénteses ao lado das estimativas representam a raizes quadradas
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dos elementos correspondentes de I3, sendo J; a matriz de informacio observada
dado em (5.39) com seus componentes dados para p = 1. Isto €, as estimativas dos
desvios padrdes das estimativas de méxirna verossimilhanga de &, 51 e v.

Baseado em normalidade assintStica, os intervalos com 95% de confianga sio

IC (Bo) : [~5.103,—0.833],
IC (B) : [0.031,0.188]
IC (v : [0,16.180] .

Os intervalos para fp e 8 ndo contem o valor de zero, entdo, baseado em normalidade
assintdtica, podemos afirmar que com um nivel de significdncia a = 0.05 que estes

parametros sio diferentes de zero,

5.8.2 Exemplo 2- Teste de Vida de Isolantes Elétricos

Os dados da Tabela 5.3 sdo resultados de um teste acelerado de vida para
isolantes elétricos de sistemas de uma nova classe H, e referem-se ao tempo em ho-
ras que os isolantes levaram para tornar-se defeituosos. Os testes foram realizados
em pequenos motores, a temperaturas elevadas. Dez motores foram colocados para
trabalhar a cada uma das temperaturas de 190, 220, 240 e 260 °C, e inspecionados pe-
riodicamente para detectar a ocorréncia de falha. Os tempos da Tabela 5.3 referem-se
3 média entre o tempo em que a falha foi chservada e o tempo da inspecio anterior.
Os tempos entre inspecdo foram 7, 4, 2, e 2 dias para as respectivas ternperaturas.
Para estes dados, temos T censuras, correspondendo ao tempo de vida dos isolantes

que ainda estavam em boas condigdes no final do experimento.
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Tabela 5.3 Tempo de vida de isolantes {horas} para cada temperatura, em graus
centigrados, {+)} observagbes censuradas.
186 220 240 260

7228 1764 1175 1128
7228 2436 1521 1464
7228 2436 1569 1512
8448 2436 + 1617 1603
9167 2436 1665 1632 +
9167 2436 1665 1632 +
9167 3108 1713 1632 +
9167 3108 1761 1632 +
10511 3108 18814 1632 +
10511 3108 1933 1896

Estes dados foram analisados por Nelson {1990}, que considercu o modelo de
regressdo log-normal para o ajuste dos tempos de vida. Aqui vamos assumir o modelo
de regressio para a Mistura de distribuigBes Gaussiana Inversa com sua Reciproca
Complementar. Isto é, que os tempos de vida tém uma distribuicio dada por (3.4},

com parametro de escala v e de forma gy, tal que

pi = Bo + By

para 2 = 1,...,4 e onde z; = tempe'ratura, em graus centigrados.  Para obter
as estimativas, procuramos o valor de p no intervalo {0,1], que obtém-se o miximo
valor da log-verossimilhanga. As estimativas de f, Bi e v, para diferentes valores
de p € [0,1] sdo obtidas pelo programa 2, feito em S-plus para p fixo, dado no
Apéndice. Com este programa, obtemos a Tabela 5.4. Destes resultados, podemos

observar que o valor de méxima verossimilhanga obtém-se para p = 1, na fronteira
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do espago paramétrico de p.  Logo, como na fronteira do espago paramétrico ndo

Tabela 5.4: Estimativas de méxima verossimilhanca para vérios valores de p
Fo Jof; v p log-verossim

-1.373e-3 T7.86le-6 1.608e-5 .0 -268.1
-1.37le-3  7.86le-6 1.610e-5 .1 -263.1
-1.370e-3 7.86le-6 1.613e-5 .2 -268.1
-1.368e-3  7.862e-6 1.61%e-5 .3 -268.0
-1.367e-3  7.864e-6 1.625e-5 4 -268.0
-1.366e-3  7.8066e-6 1.634e-5 .5 -268.0
-1.365e-3  7.869e-6 1.643e-5 .6 -267.9
-1.365e-3  T7.874de-f 1.657e-5 .7 -267.9
-1.364e-3 T.879%-6 1.672¢-5 .8 -267.8
-1.364e-3 7.886e-6 1.688¢-5 .9 -267.7
-1.36%e-3  T.894e-6 1.706e-5 1. -267.7

satisfaz as condigSes de regularidade da teoria de verossimilhanca, néo podemos fazer
teste de hipdteses para determinar se a Reciproca Complementar é o methor modelo
que ajusta a este conjunto de dados em comparaglo com oufros modelos da M-1G.
Fntdo, para avaliar a qualidade de ajuste na fronteira, fazemos a andlise de residuos,
com as formulas dadas na Secdo 5.5. Assim, na Figura 5.2 temos que o grifico {a)
representa os residuos considerando um modelo de regressao Gaussiana Inversa e o
gréafico (b) representa os res{ducs considerando um modelo de regressao da Reciproca

Complementar.



160

o [}
< o
o o
¢ o & ® o >

- & - &
Q] < fu
[ Y T v T =] T 3 T

[¥] 1 2 3 0 h] 2 3

og(S(e)) | -og(S(e)
@) )

Figura 5.2: Grédfico dos residuos, (a) regressio [G, {b) regressdo R-1G.

O gréficos dos residuos para ambos modelos o muitos parecidos. Este resultado
se deve a que a estimativa do pardmetro v é muito pequena e como se observou no
Capitulo 3, que para valores de u semelhantes as densidades para p € [0,1] sdo
mais semelhantes quando v é menor. Além disso, podemos observar que os residuos
estdo ao redor da reta com coeficiente angular 1, exceto um residuc que se encontra
um pouco longe desta reta. Este ponto corresponde aos residuos das 4 observacdes
censuradas acontecida para a temperatura de 260 graus centitigrados. Desta analise,
podemos concluir que o modelo de regressdo da M-IG para gualquer valor de P E
[0,1], se ajusta razoavelmente a este conjunto de dades. Logo, considerando que o
conjunto de dados ajusta-se a um modelo de regressio da reciproca Complementar,

temos as seguintes estimativas:
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5o = 1.365 x 1073 (9.177 x 107%,

B = 7.894 x 1076 (4.389 x 1077),

b= 1706 x 10~% (4.501 x 10"%),
ontde os valores entre parénteses ac lado das estimativas representam as raizes quadra-
das dos elementos correspodentes de I, sendo [y a matriz de informacio ohservada
dado em (5.87). Isto é, as estimativas dos desvios padrdes das estimativas de maxima

verossimithanca.

Baseado em normalidade assintdtica, os intervalos com 95% de confiaga sio

IC (o) 5 [1.185 x 1073, 1.54573],
IC () : [7.034 x 1079,8.755 x 1079],
IC (v} [8.705 x 1078,2.589 x 1073].
Estes intervalos nio contém o valor zero, entdo, baseado em normalidade assintética,

podemos afirmar que com um nivel de significincia o« = 0.05 os parametros do modelo

de regressio Reciproca complementar sio diferentes de zero.
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6. Consideragdes Finais

Do trabalho realizado podemos concluir que a M-1G constitul uma alternativa
para modelar tempo de sobrevivéncia, assim como a distribuigdo Gaussiana Inversa
& sua Reciproca Complementar,

A teoria desenvolvida nos Capitulos 4 e 5 possibilita o use deste modelo, tanto
para dados censurados como com covariiveis.

Quando o valor do parimetro de dispersioe v € pequeno pode acontecer que seja
impossivel determinar para que valor de p se obtém o melhor ajuste.

Nao existem testes para discriminar entre os modelos na fronteira do espago
paramétrico de p, j4 que nestes casos as condigdes de regularidade da teora de
verossimilhanca nio sio satisfeitas.

Precisa-se fazer simulages para avaliar a qualidade de estimacio de parametros
que pode-se obter para M-IG; para uma amostra gerada aleatoriamente de mil pontos
nio obtivemos boas estimativas dos parfmetros fixados.

Nesta dissertagio trabalhamos com M —1T G g, #,p). Seria uma pesquisa in-
teressante propor um modelo de regressio para M ~ IG (,u, v, ;&“) , isto é, guando

b

consideramos a seguinte reparametrizagio v = u (%—E) . Por exemplo, ao considerar

pit =38, v e v constantes, temos um modelo diferente ao apresentado nesta dis-
o g .

sertacio.
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Finalmente, para enriquecer o trabalhe realizado, precisariamos construir um
algoritmo que permita determinar intervalos de conflanga baseados na estatistica da

razdo de verossimilhanga.
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APENDICE

PROGRAMAS~

Para usar estes programas elaborados em linguagem S-plus, precisa-se que o
conjunte de dados constituam uma matriz, em onde a primeira columna
represente a variavel tempo, a segunda coluna o estatus da

observacac (falha=1, censura=0) e as ocutras colunas as covariavels.

Alem disso, as observacees censuradas devenm ser colocadas nas uliimas
filas da matriz.

PROGRAMA 1

#Programas para a entrada de dados
#ler.dta,
lerdta <- function(arquive,ncel)
{ if{ncol==2) {lerildta{file,ncol)} else {ler2dta(file,ncol)}
} ;

#lerl.dta.

leridta <- function(file,ncol)
{dados<-matrix(scan(file) ,byrow=T, ncol=ncol)
tempo<~dados{,1]
vecm<~dados[,2]
nf<-nrow(dados)
nm<~t (vecn) {*%vecn
am<<~as . numeric{nm)
xn<~rep{i,nm)
xc<~NA
xu<é=as . matrix{an)
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tm<<-tempo[1:nm]

if{nm==nf) {xc<<~as.nullzc)} else {ncp(-nm-Fl; tc{(—'i;empczncp:nf];
xc<<-rep(1 , {nf-um) }; xx((-rep(lynf)}

tempo

¥

#ler?. dta.
ler2dta <- function{file,ncol)
{dados<-matrix(scan(file) ,byrow=T, ncol=ncol)
tenpos~dados[,1]
vecm<~dados{, 2]
nf<-nrow{dados)
nce-ncol
if(nc==3) {covx<-dados,3]} else {covx<-dados[,3:ncl}
xx<<~cbind(intercept=1,covx)
nm<~t {vecn) %xlvecn
am<<-as . numeric{amn)
tm<<~tempo [1:nm]
xm<<~xxf1:nm,]
xc<-NA
if (pf==nm) {xc<<-as.null{xc)} else {ncp<<-nm+i;tc<<~tempocincp:nfl;
xe<<-xx[nepnf,} }
tempo

¥
PROGRAMA 2

#newbvpl.s
#programa para achar as estimativas de maxima verossimilhanca dos
#parametros da M-IG com p fixo, mais a ¢ valor de o log da funcao de
#verossilhanca para dades com ou sem censura, tambem com ou sem covariavels.
#xm=matriz das covariavels incluinde intersepto para os tempo de falha.
#xc=matrix das covariaveis incluinde intersepto para ¢s tempo censurados.
#tm=vetor de tempos de falha.
#to=vetor de tempos de censura.
newbypl<—function{zm,xec, tm,tc)

{if (is.null (xc)}) {bve<-c(bolxm,tm) ,vio(xm,tm)) }else

{bve<~bven (xm,xc,tm,tc)

pm<~0.0

bvpe<~c(bve,0)
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lvn<-viogv (bvpe)
uvob{xm,bve,byvpe,lvn,pm)

# sink{"d:/victor/resfleuke.out")
# print (x=c{uvpest,lvn),digits=4)
# print{z=c(bvpe,lvn),digits=4)
vhile{pm<=0.9)
{pm<-pm+0. 1
lvi<-lvn

bvest<-newbvpf (bve,pm)
bvest<~as.vector(bvest)
bvpe<-c(bvest,pm)
lvn<~viogv{bvpe)
bved-bvast
uveb(xm,bve,bvpe,lvn,pm)

# print{x=c(uvpest,lvn),append=T,digits=4)
# print(x=c(bvpe,lvn),append=T,digits=4)
¥

3 sink()
# if (ncol(xm)==1){uvpest}else{bvpest}

bve

}
PROGRAMA 3
#¥newbvp.s

#programa para achar as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros
#da M-IG com ou sem censura, tambem com ou sem covariavels e para p entre 0 e 1
#bvpn=(betas,nu,p), para regressao, ou bvpn={(mu,nu,p), para uma amscsira.
newbvp<-function{bvpn)
{ if{ncol{xm)==1){bet<-bvpn[1];ibet<-bet " ~1;
vp&~byvpn[2:3] ;bvpn<-c{ibet,vpl}
1vi<-vlogv (bvpn)
cat ("bvpn=",bypn,"lvi=",lvi)
bvpi <= 0.01 * dbvpn
i¢-0
while{max(abs{bvpn-bvpi)}>10e~6 && i<=500)
{ i<~i+t
bvpi<-bypn
inf<~infma(bvpi)
vscor<~fscorma(bypi)
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bvpn<~bvpit+solve(inf)f*ivscor
lvn<-viegv (bvpn)

% gat ("i=Y i, "bypn=",bypn,lva=",lvn,"\n")
bve<=byvpn[1: (length(bvpn)~1)]
pm<~bvpn{length(bvpn)]
uvob{xm,bve,bvpn,lvn,pn)

¥
# if(ncol(xm)==1){uvpest}else{bvpe}
bve
¥
PROGRAMA 4
#newbvpf.s

#programa de Newton Raphson para a mistura da gaussiana inversa
#com seu reciproce complementar para p fixo.
newbvpf<~function(bvn,pm)
{ bvi<-0.001%bvn
bvn<~as.vector{bvn)
bvi<-as.vector(bvi)
1L~0
while{max(abs(bvn-bvi))>10e~8)
{ i<-i+1
bvi<~-bvn
bvpi<-c(bvi,pm)
inf<~infma(bvpi)
vscor<~fscorma(bvpi)
nom<-nrowl{inf) -1
infl<-inf{i:nom,1:nom}
vscori<~vscor[1l:nom]
bvn<-bvi+solve{infi)i*hvscorl
}
byn

4
PROGRAMA §

#iscorma.s
#funcao para achar a funcac scores para dados com censura ou sem ela, para
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#M-1G.
#para p=0 vetor scoeres para gaussiana inversa.
fecormad~function{byp)

{if(is.null{xc)) {fscormco(bvpl}

alse{fscormeo (bvpl+fscormce(bvp)}

>
#fgcormco.s.
#funcao de scores da regressao da mistura da gaussiana inversa com seu
#complemente reciproco, para dados sem censura.
fscormco<~function{bvp)
{ bm<~bvpil: (length(byvp)-~2)]

vm<-bvp{length(bvp)-1]

pr<~bvpflength(bvp)]

vm<-as . nunaric{vn)

pru<-as.numeric (pn)

dm<~xn%*Lbm

dn<~as.vector{dm)

idp<~{pm* (dm*tm)+(1-pm) ) "~1

pEa<—pmr(t (xm) L+Y (tmridp) ) ~4 Gxmd b ((tm*dm)-1) /vm

itml<-tm"~1

umo<=-rep{l,arow(xm))

pefs<~—nrow(xm) /(2%vm)

ssfs<-(t (umo) ¥*¥% (itmi-2xdm)+t {dm) 4*¥% {tm*dm)) / (2% (vm"2))

sfs<-psfstasis

tfs<~t (dm) %*% (tmkidp) ~t (umo) %#%idp

rbind{pfs,sfs,tfs)

¥

#fscorTmee. 5.
#funcac de scores da regressao da mistura da gaussiana inversa com seu
#conplemento reciproce, para dados com censura,
fscormce<~function(bvp)
{ pm<-bvpil: (Tength{bvp)-2)]
vm<-bvp {length(bvp)-1]
pm<~bvp{length{bvp)]
vm<~as. numeric (vm)
pm<~as.numeric(pm)
de<=xeixlbm
dect~as . vector (dc)
en0<~no{tc,dc, v, pm)
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eni<-ni(te,de,vm, pm)
en2<-ens{tc,dc,vm,pn,enl,ent,1)
enl<~as. vector(end)
eni<-as.vector{eni)
en2<~as.vector(en?)
ey<~{(1~pm}*enl+pm*(dc*enl)
eini<~eins(tc,dc,vm,pm,end,enl,0)
eini<~as.vector(eint)
eyii<-{i-pm)*einl+pmk{dc*end)
wno<-rep{1,nrow{xc))
ptpfs<-pm* (t {xc)f*%ent)
stpfs<-t{xc)%x) (ey*dc)
gtpfeid~t{xe) i*%umo
pfs<-ptpfs-((stpfs-stpfsi) /vm)
ptsfs<~ ~nrow(xe)/{2¥vm)
stesfs<~t (umo) hx%eyii
ttsts<~2% (t (umo) ¥ xYde)
ctsfs<~t (de) el (ey*dc)
sfs<-ptafs+(stsls-tisfstctsfs)/ (2% (vm~2})
ptfs<-t(de)l*¥enl
stfs<~t {umo)¥*xlens
tis<-ptfa-stis
rbind{pfs,sfs, tfs)

¥

PROGRAMA 6

#infma.s.
#funcao para achar a matriz de informacao observada para a regresaoc
#da mistura M-IG, com dados completos o com censura.
#para bvp={(b,v,0) nmatriz de inf. da gaussiana inversa.
infma<-function(bvp)

{if(is.null(xe) ) {infmco(bvp)}

else{infmeo (byp)+infmce(bvp)}
}

#infmco.s
#funcao para achar a matriz de informacac observada para dados sem cepsura.
infmecod~function{bvp)

{ bu<-bypii: (length(byp)=-2)]

vm<~bvpilength(bvp)-1]
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pm<~bvp {length (bvp) ]
vm<~zs . nuneric(vm)
pn<-as. . nuneric (pm)

dm<-xm¥*Ybm

dm<~as.vector(dm)

dp<-prox (dmxtm) + (1-pm)
idp<-dp~-1

igdpL~dp -2

qim<~tm"2

gqp<-pn"2

gdptm<-igdp*qtm
ume<~rep{l,nrowxm))
pibb<=~gp* (1 (xm) %% (gdptm*xm) )
sibb<~ {4t {xm) %% (tm*xm)) /vn
ibb<-pibb+sibb

ibvd~ ~pmor(t (xm) %+ (tmridp)) /vm
ibp<~t (xm) %x% (pm* (qdptm*dm-igdphtm) ~tm*idp)
ivv<~nrow{sm) / {2+ (vm~2))

3 stivv<~t(pmo)%*%((tm“~1)~2*dm+(dm"2)*tm)f(vm‘S)
# ivv<-ptivvistivy
ivp<-0

pipp<~t (am)%*%{gdptukdn)
sipp<- (2%t (tmxiqdp) ) U*hdm~-t (iqdp) d+lumo
ipp<~pipp-sipp
dimb<-length{ibv)
dimv<-dimb+l
dimiocs~dimb+2
iock-matrix{NA,nrov=dimioc,ncol=dimioc)
ioclt:dimb,1:dimb]<-ibb
iocft:dimb,dinv]<-ibv
ioc{dimv,1:dimb]<—t {ibv)
ioc{l:dimb,dimiocI<~ibp
toc[dimioe,1:dimb]}<-t{ibp)
iocldimv,dimvi<=ivv
iocldimv,dimioci<-ivp
iocidimicce,dimv]<~t (ivp)
iccfdimioc,dimioc]<~ipp

iog

}

#infnce.s.
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#matriz de informacac observada para a regressac da
#mistura da gaussiana inversa com seu complementc reciproce, so para dades
#censurados.
infmce<-function(byp)
{ bm<=bvpli:(length(byvp)-2)]
ym<~bvp [length(bvp)-1]
pru<-bvp{length(bvp)]
vr<~zs . numeric{vm)
pr<-as.numeric(pm}
de<=xch*Ybm
de<=as, vector(de)
en0<-no (te,dc,vm,pn)
eni<-ni{tc,dc,vm,pm)
en2<-ens(tc,dc,vn,pm,end,enl, 1)
en3<~ens{tc,de,vm,pm,enl,en2,2)
enilk-eins{tc,dc,vm,pm,end,enl,0)
eniz<~eins{tc,dc,vm,pm,enil,end,-1)
eni<~as.vector{end)
enl<~as.vector{enl)
en2<-as.vector(en2)
en3<~as.vector(en3d)
enii<-as.vector{enil)
eni2<-as.vector(eni2)
eml1<~(1~-pm)*enl+pm* (dc*en2)
em2<- (1-pm)*en2+pm* (dcken3)
emil<-(1~pm)*enil+pn*(dc*enld)
emni2<~(1-pm)*eni2+pm*(dckenil)
emi<-as,.vector{eml)
em2<~as.vector {em2)
emii<-as . vector{emnii)
emi2<~asg.vector{emi2) -
qdc<~dc™2
umo<-rep{l,nrow(xc))
ptibb<~pa*{{pmrvm) *(eni~2)+2* (dec*(en2-emi*eni)))/vm
stibb<~{vmkemi~gdc* {en2-(am1~2)))/{va"2)
£ibb<-ptibb+stibdb
ibbe~t (xe )Y (xc*tibb)
ptibv<=({gde*(em2~(em1~2) )~ (enl*emii~1))*dc)/ (2x{vn"3))
stibv<-(gdck(en2~eni¥emi) -{enl*emii-en0-2%vm*ent) ) /(2% {(vm"2))
ibv<~t (xc) s (ptibv-po*gtiby)
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ptibp<-{qdc*(en2-emi*eni)-(eni-eml*enG)*dc)/vm
stibp<~eni*{pm*(enix*dc)-pm¥end~1)
ibp<-t{xef*% (ptibp+stibp)
ptivv<-nrow(ze)/{2*(vn"2))
stivv<~gdex(en2-{enl "2} ) *qdc
ttived<~2%{gdc*{emit*emi~1})
ctivv<-emi2~-(emil~2)
ivve-ptivv-(t(stivv-ttivvrctivy)i*iume) /(4% (vm™4))
ptivp<-{enii~emii*en0)+gdc*(eni~emi*end)
stivp<-(enl-emii*eni)*de+qdek (enl-emi*enl)*dc
tivp<~{ptivp-stivp)/(2*{(ve"2))

ivp<~t (tivp)i*iumo
aipp<~gdek{eni~2)-2x{dcreni*enl)+(enl"2)
ipp<~t{aipp)i+lumo

dimb<~length(iby)

dimy<~dimb+1

dimio<—dimb+2
io<-matrix(NA,nrov=dimio,ncol=dimic)
iofl1:dimb,1:dimb}<~ibb

iofi:dinb,dinvi<~iby

ioldimv,1:dimbi<~t(ibv)

io[1:dimb,dimicl<~ibp
io[dimio,1:dimdb]<-t(ibp)

io[dimv,dinv]<~ivv

ioldimv,dimic}<-ivp

iofdimio,dimvi<~t{ivp)

ioldimio,dimiol<~ipp

io

¥
PROGRAMA 7

#bvem.s.
#acha as estimativas de maxima vercssimilhanca para os parametros
#da gaussiana inversa com dados censurados via o algoritmo EM.
bvem<~function{xm,xc,tm,tc)
{ tm<~as.vector (tm)

tc<-as.vector{tc)

bi<~bo(xnm,tm)

vi<~vio(xm,tm)
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d<~xch* bl

nte<-as.vector{ni{te,d,vi,0))

nt<-c(tm,ntc)

ibo<~as,.vector(bo{xx,nt))

ivo<-as.vector{vio(xx,nt))

bvo<-c{ibo,ivo)

bvn<-nbv{ibo,ivo)

i<

starttime <~ proc.time()

while{max{abs{bvn-bvo))>10e-8)# 10e-8 deu certo.
{i<=i+1
bved~bvn
ibo<-bvoli:length(ibo)]
ivo<-bvollength(bve)]
byn<-nbyv{ibo,ive)
bvno<~c{bvn,d)
lvig<-vlogv{bvne)

cat{" i = ¥, i, "byn=" bvn,"lvig=",1vig,"\n")
T
print (bvn)
cat(paste(Pelapsed time = ",proc.time()-starttime,sep=""),"\n")
bvn '
}
PROGRAMA B
#inbv.s

#programa para achar os noves estimades dos coeficientes de regressao e
#parametro de velatility para dados de gaussiana inversa que permita
#cumprir com a condicao de precisac ac iniciar o algoritmo EM.
nbv<~function(bi,vi)
{ bic-as.vector(bl)

dn<=xch*ibl

emn<-ni{tc,dn,vl,0)

enn<~as.vector(enn)

iemn<-eins(tc,dn,vi,0,1,enn,0)

iemn<-as.vector{iemn)

ni<—c(tm,enn)

iy<-tm~-1

imi<~c{iy,iemn)
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bn<-bo(xx,mi)

bn<~as.vector{bn)

umo<~rep{i,length{inl))

va<-(t (umo) Yxlint -t (bo (xx,m1) ) %t (xx) o humo ) /Tength (inl)
vn<-as.vector{vn)

c{bn,vn)

¥
PROGRAMA 9

#vo.s
&programa para achar os coeficientes de regressac da gaussiana inversa
#com dados completos.
bod~function{x1l,tl) #estimados dos coeficientes de regressac (b)
{ n<~length(tl) # Whitmore p.306 eqn 3.

umo<~rep{l,n)

invvx <~ solve(t(x1)%+¥%(xixt1))i*%t(x1)

invvx¥riumo

¥
PROGRAMA 10

#vio.s
#programa para achar ¢ estimado do parametro de volatility
#na regressac gaussiana inversa.
vio<~function{zl,si) #estimado do parametre de volatility
{ n<-length{sl) # Whitmore p.306 eqn 4.
uno<-rep(l,n)
y<-si~1
(t Camo) %% (amoxy) ~t (amo ) %Yzt % *Ybo (z1,51) ) /n
3 .

PROGRAMA 11

#no.s.
#programa para achar E[(i-p+pu~-1Y)"~1/¥>al.
no<~function{tpc,dp,vp,p)
{ spm<-i-Gpy{tpc,dp,vp,p)
sg<~1~Gpy{tpc.dp,vp,0)
sg/spm
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#nl. s,
#programa para achar E{Y(i-p+pdY)/¥Y>al.
ni<l-function{tpe,dp,vp,p)
{ igdy<~({dp~2)*tpc) -1
spm<-1-Gpy (tpe,dp,vp,p)
Gpy(iqdy,dp,vp,0)/ (dp*spm)
¥
#ens.s.
#programa para achar E[Y"s(1-p+pdY¥)/¥>al, para s>1i.
ens<-function(tpec,dp,vp,p,nsml,nsm2,s)
{ qd<~dp~2
ptus<~ (vpr (2%s~1) ) *nem2
ttnsd<-((2%vp)* ((tpe~(s+1) Jxgpm(tpc,dp,vp,0))) /{1-Gpy (tpc,dp,vp,p) )
(ptos+nsni+ttns)/qd
¥
#eins. s
#programa para achar E[Y s(i-p+pdY) -1/¥>a], para s<0.
eins<~function(tpc,dp.vp,p,nsi,na2,s)
{ qd<~dp~2
ptins<-qd#ns?
stins<~{vp*(2*s-1) )*ns!
ttins<-((2%vp)*((tpc~(s+1))*gpnltpe,dp,vp,0)))/ (1-Gpy (tpe,dp,vp,p))
pting-gtins-ttins

¥
PROGRAMA 12
#gpm.s
#funcao de densidade da mistura gaussiana inversa com seu reciproco
*complementar.

#funcao de densidade da gaussiana inversa=gpm{te,de,ve,0)
gpm<-function{te,de,ve,pe)
{ cy<~2%pi*{te~3)*ve
ecy<-cy"~.5
z<~ ~{{dexte~1)"2/{2%verte))
(1-petpexderte) xecyrexp(z)
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PROGRAMA 13

#Gpy.s
#preograma para achar o valor da funcao de distribuicac da mistura
#gaussiana inversa com seu reciproce complementar.
#funcao de distribuicao gaussiana inversa evaluado no
#ponto "y"=Gpy(y,d,v,0). # Whitmore p.306 eqn &.
Gpy<-function(y,d,v,p)
{ y<-as.vector(y)

d <~ as.vector{d)

cok~(y*v) .8

zi<-{d*y~1)/co

z2<~~{d*y+1) /co

pi<-pnorm{z1,0,1)

p2<~pnorm{z2,¢,1)
# 1f (p2==0){pi} else{pi+(1-2rp)*exp(2*d/v)*p2}

x2<-pl+ (1=2%p) *exp(2%d/v) *p2

%2 [p2==0]<~p1 [p2==0]

X2

i

PROGRAMA 14

#vliogv.s
fprograma para achar o valor de log da funcaco de verossimilanca
#da mistura da gaussiana inversa com sua reciproca complementar.
vlogv<~function(bvp)
{nlog<-length(bvp)

if(tis.vector(bvp)) bvp<-as.vector(bvp)

bn~byp{1:{nlog-2)]

bn<-as.vector{bn)

vn<~bvpnlog-11

pu<~bvpinlog]

if{is.null{xc) ) {lv<~lvtco(tm,bn,vn,pn) }

else{lvteco(tn,bn,va,pn)+

lvtce{te,bn,vo,pnl}

+
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#lvico.s.
#programa para achar o valer do log-verossimilhanca para a M-IG, sem censura.
lvico<~function(tmy,bry, viv, pmv)
{ dmv<-xn¥*%bmv

dmv<-as.vechor{dmv)

gtm<-gpn(tny, dnv, voy, pnv)

lgtm<-log{gtn)

umof<-rep(1l,length{gtn))

t(1gtm) $xfumof

}
#lvice.s
#programa para achar o valer de logvercssimilhanca para M~IG com censura.
lvtce<~function(tev,bev,vev,pev)
{ devk-xei*ibey

dev<~as.vector(dcv)

gte-Gpy (tev,dcv, vey,pev)

ligtc<-log(i-gtc)

umocs-rep{i,length(gtc))

t{ligte) hxfumoc

}
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