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Introducao

Um dos objetivos deste trabalho é a construgdo de solugdes classicas das
equagoes nao estacionédrias de Navier-Stokes, em dominios tri-dimensionais
com contorno regular através de solugbes aproximadas. O objetivo central
serd a obten¢do de estimativas de erro para tais solu¢des aproximadas.

A prova da existéncia de solucdes das equacbes de Navier-Stokes é feita com
a ajuda das aproximagdes de Galerkin, as quais sdo construidas sobre a base
das autofuncdes correspondentes ao problema linear de valor de contorno de
Stokes (método de Galerkin Espectral). A parte central de tal prova estd em
obter estimativas para a sequéncia das aproximagoes de Galerkin, a partir das
quais se pode inferir a sua convergéncia (ou de pelo menos a convergéncia de
uma subsequéncia das aproximagdes), assim como algum grau de regularidade
da solugdo resultante.

A seguir faremos um breve histérico dos resultados conhecidos sobre este
problema.

O primeiro a usar este tipo de aproximagao foi Hopf [10] que obteve um
teorema de existéncia para o problema de valor de contorno inicial baseado em
uma estimativa energia para as aproximagoes de Galerkin. Mas, baseado nesta
simples estimativa, o teorema de existéncia de Hopf prova pouca regularidade
da solugéo e é insuficiente para provar a unicidade da solugéo se o dominio é
tri-dimensional. Para melhorar esta situagao Kiselev e Ladyzhenskaya [11], no
caso de dados iniciais mais regulares obtiveram uma segunda estimativa para
as aproximagoes, a qual fornece a necessaria regularidade da solugao para
obter também um teorema de unicidade. Esta segunda estimativa se mantem
apenas localmente no tempo, a menos que os dados sejam pequenos ou entao
o dominio bi-dimensional.

O Teorema de existéncia de Prodi é baseado em uma estimativa comple-
tamente diferente das de Hopf e Kiselev-Ladyzhenskaya. Esta estimativa €
determinada quando autofungdes do operador de Stokes sdo usadas como uma
base para as aproximacdes de Galerkin. Esta estimativa é menos elementar
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que as de Hopf e Kiselev-Ladyzhenskaya pois precisa da teoria de regularidade
L? para as equagdes de Stokes, associadas ao problema.

Assim, como as estimativas de Hopf e Kiselev-Ladyzhenskaya, as estimati-
vas de Prodi mantém-se apenas localmente no tempo levando para uma solugio
generalizada. A regularidade cldssica de tal solucdo generalizada foi provada
usando resultados da teoria de potencial para as equagdes de Navier-Stokes
(6], [12].

Melhores resultados nestas dire¢des foram obtidos por Rautmann [13] e
Heywood [8], [9], e a nossa dissertacio constaréd de um detalhamento de parte
destes trabalhos ([8] e [13]).

No Capitulo 1 faremos uma revisao sucinta dos resultados béasicos necessa-
rios e fixaremos a notagdo. As defini¢bes serdo indicadas como tais e os resulta-
dos importantes serdo enunciados como teoremas, lemas e proposi¢des. Assim
sendo, este capitulo serve tanto de preparo para os capitulos posteriores, como
de lista conveniente de resultados para futuras referéncias.

No Capitulo 2 vamos mostrar como através de estimativas adicionais para
as aproximagdes de Galerkin podemos obter a regularidade classica da solugio
diretamente. O tunico resultado que serd necessdrio para isto serd a validade
da estimativa L2 das derivadas segundas das solucdes do Problema de Stokes
estacionario associado ao problema n#o linear.

O procedimento comega com a introducdo de trés sequéncias infinitas de
desigualdades diferenciais para as aproximacdes de Galerkin. Para prosseguir
com a integragdo destas desigualdades, é necessirio trabalhar com as trés
sequéncias simultaneamente, usando recursivamente as estimativas ja obti-
das por integracio das desigualdades de uma sequéncia para integrar as da
sequéncias seguintes.

Para se livrar da necessidade de condigdes de compatibilidade para os da-
dos iniciais, as quais para as equagdes de Navier-Stokes sdo de natureza néo
local e muito complicadas, estas sequéncias de desigualdades diferenciais sao
integradas sobre intervalos de tempo da forma [¢,T) com ¢ > 0. Para isto
é necessario obter estimativas iniciais para ¢ = ¢, as quals sdo determinadas
usando outra sequéncia de identidades e desigualdades para as aproximagoes
de Galerkin.

Combinando estas estimativas para as aproximagdes de Galerkin, deduz-se
a existéncia de uma solugio ue C*=((0,T), H%(Q)) N L*=([0,7"], H*(Q)) onde
0 é o dominio espacial e 77 < T'. Com este grau de regularidade obtido para a
solucao pode-se obter entdo a regularidade classica da solugao baseados apenas
na regularidade L? para as Equagdes de Stokes, e entdo ter ue C=(Qx(0,7)).

A seguir, desde que as propriedades do Problema de Stokes e de suas auto-

iii



fungbes sdo relativamente bem conhecidas, pode-se perguntar: quao bem uma
solugdo do problema nio estaciondrio de Navier-Stokes pode ser aproximada
usando como base as autofungbes do operador de Stokes?.

No Capitulo 3, seguindo Rautmann [13], serd mostrado que as normas
L? e H! das diferencas entre a solugdo do Problema de Navier-Stokes e as
solugdesaproximadas sio estimadas em termos dos inversos dos autovalores do
Problema de Stokes associado. Desde que estimativas assintdticas de autova-
lores em casos gerais sdo conhecidas, teremos estimativas de erro assintdticas
tendendo a zero quando a dimensdo do subespago de aproximagdes vai a in-
finito.

Seguiremos Rautmann [13] e mostraremos que para as aproximagdes de
Galerkin da equacdo de Navier-Stokes e também para suas derivadas de qual-
quer ordem com respeito ao tempo podem ser deduzidas estimativas de erro
se estas aproximagdes sdo formadas com as autofun¢des do correspondente
Problema de Stokes (método de Galerkin Espectral). Tais estimativas de
erro serao obtidas de uma desigualdade diferencial para normas adequadas da
diferenca de duas aproximacdes de Galerkin, passando entéo ao limite.
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Capitulo 1

Preliminares

Para facilitar a leitura e fixar a notagdo faremos neste capitulo uma breve revisio dos
principais conceitos e resultados a serem usados. Estes resultados podem ser encontrados
nas referéncias indicadas abaixo.

1.1 Definigoes e Resultados Basicos

Neste trabalho denotaremos sempre por 2 um dominio limitado no espaco tri-
dimensional 3.

Defini¢do 1.1 Uma subvariedade M™ de classe C* de uma variedade N™ de classe C”
(r > k), € um subconjunto M C N com a topologia induzida pela de N e dotado de uma
estrutura de variedade C* tal que o aplicagdo de inclusdoi: M — N € uma imersdo de
classe C*.

Definicdo 1.2 O contorno de Q, denotado por 0Q, diz-se uniformemente de classe C*
(k=2 ou 3) se:

i- E possivel escolher coordenadas cartesianas locais (y1,y2,ys) numa vizinhanga B de
cada ponto £ €00, tal que 00 N B € representado por uma fungdo ys = F(y1.y2.€) de
classe CF.

ii- As vizinhancas Be podem ser escolhidas como bolas, todas do mesmo tamanho, com
respectivos centros €, e tais que as derivadas até a ordem k de cada fungdo F(.,.,§) sejam
limitadas por uma constante independente de €.

Observacio : Se Q C R° é limitado e ) é uma subvariedade de classe C° entao auto-
maticamente 9 é uniformemente de classe C3.



Definigdo 1.3 Dois vetores z e y, num espago V com produto interno (.,.) sdo ditos
ortogonais se (z,y)=0. A colegdo {z;}ien de vetores em V onde A € um conjunto de
indices € chamado um conjunto ortonormal se (z;,z;) = 1 para todo ieA, e (z;,z;) =

0,1,7€A, i # j.

Proposigéo 1.1 (Desigualdade de Bessel) Seja {z,}\., um conjunto ortonormal
num espago V com produto interno. Entdo para todo zeV':

N
I2llv = 3 (2, za)I.

n=1

Ver [4, pag 188].

Proposigao 1.2 (Desigualdade de Schwarz) Se z e y sdo dois vetores num espaco
com produto interno V, entdo

l{z, ) < ll=liviiyllv.
Ver [14, pag 38].

Definigao 1.4 (Espago separavel) Se diz-se que S € um espago separdvel se existe um
conjunto A contido em S, tal que A € enumerdvel e denso em S.

Ver [16, pag 64].

Definigdo 1.5 (Espago de Hilbert) Um espago de Hilbert € um espago com produto
interno e completo com métrica definida pelo seu produto interno.
Ver [16, pag 118].

Definigdo 1.6 (Sistema ortonormal completo) Seja H um espago de Hilbert, A um
sistema ortonormal em H. Diz-se que A € um sistema ortonormal completo se ngo existe
outro sistema ortonormal em H que o contenha estritamente.

Proposigao 1.3 Um conjunto ortonormal de vetores em um espago com produto interno
€ completo se e somente se € uma base.

Ver [4, pag 244].

Teorema 1.1 Todo espago de Hilbert tem uma base ortonormal.

Ver [14, pag 44].

Teorema 1.2 Um espago de Hilbert € separdvel se e somente se tem uma base ortonormal
enumerdvel.

Ver [14, pag 47].



Definigdo 1.7 (Fungdo mensuravel) Sejam X um espago mensurdvel, Y um espago
topoldgico e f uma aplicagdo de X em Y, f diz-se mensurdvel se f~1(V) € um conjunto
mensurdvel em X para todo aberto Vem Y.

Definicdo 1.8 (Equicontinuidade) Seja X um subconjunto de um espago métrico, e
seja F' um espago de Banach. Seja ® um subconjunto do espago de aplicagées continuas
C(X,F). Diz-se que ® € (ou os seus elementos sdo) equicontinuo no ponto zoe X se dado
€ > 0, existe 6§ > 0 tal que sempre que ze€ X e d(z,zo) < 6, entdo

If(z) = flzo)l| <e Vfed.

Dizemos que @ € equicontinuo em X, se € equicontinuo em cada ponto de X.

Teorema 1.3 (De Caratheddory) Seja f uma funcgdo definida sobre R, mensurdvel em
t e z, continua em z para cada t fizo. Se existe uma fungdo integrdvel m sobre um intervalo
|t — 7| < a tal que |f(z,t)] < m(t), V(z,t) € R, entdo existe uma solugdo ¢ de:

g = f(z,t)
z(r) = ¢
sobre algum intervalo |t — 1| < B, (8> 0).
Ver [3, pag 43].

Teorema 1.4 (Teorema de Ascoli-Arzeld) Um subconjunto de funcées em Cla,b],
com a norma do supremo, € relativamente compacto se e sémente se € uniformemente
limitado e equicontinuo sobre [a,b).

Ver [4, pag 156].

Agora introduz-se um principio abstrato de Analise Funcional, o qual assegurara em
certas circunstancias a existéncia e a unicidade de uma solugdo fraca para problemas va-
riacionais.

Assume-se que H é um espago de Hilbert, com a norma ||.|| e o produto interno (.,.), e
< .,.> denota a dualidade de H com o seu espaco dual.

Teorema 1.5 (Lema de Lax-Milgram) Seja B: HxH — R uma aplicagdo bilinear,
para o qual existém constantes a, 8 > 0 tais que

|B(u,v)| < aflullllvll, VuveH e
Bllu|l* € B(u,u), VYueH.

Seja também f : H — R um funcional linear limitado sobre H. Entdo eziste uma inica
ue H tal que
B(u,v) =< f,v> VwveH.

[2, pag 84].



Definigdo 1.9 (Convergéncia fraca) Uma sequéncia {z,} num espago de Hilbert H
converge fracamente para ce€ H, se ¥ fe H' a sequéncia de nimeros {(f,zn)} converge

para (f, z).
(2, pag 35].

Proposicdo 1.4 Seja H um espago de Hilbert. Seja {zn,} uma sequéncia em H, tal que
T, — z fracamente em H. Entdo ||z,| € limitado e

Izl < limint lz.].

[2, pag 35].

Proposigao 1.5 Seja H um espago de Hilbert. Seja {z,} uma sequéncia em H, tal que
T, — z fracamente em H e limsup,_ . ||z.| < ||z||. Entdo

lzn, —z|| > 0, em H.

[2, pag 52].

Definigao 1.10 (Operador Compacto) Sejam X e Y espagos normados, um operador
T definido sobre X em Y € compacto se leva todo conjunto limitado de X em um conjunto
relativamente compacto de Y. Equivalentemente, T € compacto se e somente se para toda
sequéncia limitada {z,} C X, {Tz.} tem uma subsequéncia convergente em Y.

[14, pag 199].

Uma importante propriedade dos operadores compactos € dada por

Teorema 1.6 Um operador compacto aplica sequéncias fracamente convergentes em se-
quéncias convergentes em norma (isto €, fortemente convergentes).
Ver [14, pag 199].

A seguir descreveremos os espagos funcionais a serem usados neste trabalho.
Seja peR , 1 < p < c0; temos os seguintes espagos classicos de fungdes:

LP(Q) = {u:Q — R fungdo mensurdvel ; /Q lu(z)|Pdz < o0}
@) = Q)

L) = {u:Q— R; u fungdo essencialmente limitada}
L2(Q) = (I=(Q)°



Observe-se que os elementos de L?(Q2) sdo na verdade classes de equivaléncia de fungoes
mensuraveis(com a medida de Lebesque), onde duas fungdes sdo equivalentes se elas sdo
iguais quase sempre sobre .

Tais L?(2) sdo um espago de Banach com as normas:

lullL, = / lu(z) I”dz)% l1<p<oo
lullLe = sup ess [lu(z)]
onde ||.|| é a norma Euclidiana, isto é:
3 -
lu@)ll = Q_ fui(=2)1*)2.
i=1

Para p = 2, L%(Q) é um espago de Hilbert separavel com o produto interno
(u,v)=/Q dm—/Zu, z)vi(z) dz.
=1

Consideremos agora os funcionais ||.||;», para m um inteiro ndo negativoe 1 < p <
oo, definidos por:

b

lullmy = (22 [ID*ulfnq)® se 1<p<oo (1.1)
|| <m
lellm oo = max [[DullLea) (1.2)

para qualquer fungéo u para o qual o lado direito de (1.1) e (1.2) faz sentido, onde

D"l = [ 10w do = (3 1D% (o))

Consideremos também os espagos:

Wm™P(Q) = {uelP(); D*uelP(Q) para 0<|af <m}
Wra(Q) = (W)

onde D%y é a derivada parcial fraca (ou distribuicional), isto é, D*u e LP(Q) e satisfaz

/Qu(x)D"c;‘)(z)dm=(—1)'“'/9D°‘u(m)¢(x)dm vV éeD(Q),

com
D(Q) = {6e(C=(Q))° ; suporte ¢ C K para algum compacto K C Q}.

)



Os espagos W™?(§2) dotados com a norma (1.1) ou (1.2) sdo chamados espagos de Sobolev.
No caso p = 2 denotamos com:

H™Q) = W™¥Q)={uel?(Q); D*uel*Q), |a| < m}
H™Q) = W™Q).

H™(2) é um espago de Hilbert separdvel com o produto interno:
(u,v)m = Y, (D*u,D%) = Y / ZD"‘uz (z) dz,
le|€m Jal<m

onde (u,v) é o produto interno em L2().
Como estamos considerando £ C %2, a norma sobre H™(2) é:

1
Jullszm = [ Iozu(@)|*dz)}
0<a1+a2+a3<m
com o = (a1, 02,03), |a| = a; + a2 + a3, ||.|| 2 norma Euclidiana em ®° e
aa1+az+a3
0lu = u(zy, T2, T3).

‘ (8121)0‘1 (8m2)°2(6r3)°‘3
Como D(2) C H™(2) definimos:

Hp(Q) =D .

Em H}(Q) as normas |jullg: e ||Vu||2 séo equivalentes, pois como () é limitado vale a
desigualdade de Poincaré-Friedrichs:

SeueH)(Q) = |ullie < Cal|VullLa,

a constante Cq depende apenas de .

Note que, como u ¢ H}(2), entédo define-se

aul

IVulfZ, = zuwnm Z/ IVui(2)|l* = Zf‘ax,

1,7=1

No seguinte teorema serdo enunciados as desigualdades de Sobolev em dominios limi-
tados:



Teorema 1.7 Seja Q um dominio limitado C R com 9 de classe C®, € seja u qualquer
fungdo em W™ (Q)NLYN), 1 <r,g < oo, m>1. Para qualquer inteiro j, 0 < j <m
e qualquer nimero « no intervalo L<a<l,

>+(1—a>§

213

Se m—j—N/r<0 = ||Du)re@) < C(llullwmria))*(ullpa@)
' i

Se m=j~N/r>0 = |Dulsa) < C(lJullwmr@y) ™ (lullLoa)' ™=

a constante C depende apenas de Q, r, q, m, j, c.

Ref. [5, pag 27].

Mencionaremos os teoremas de imersdo de Sobolev, os quais serao muito usados .
Considera-se 99 localmente Lipschitz (se 80 é considerado de classe C? isto implica que
0N é localmente Lipschitz).

Teorema 1.8 Seja m um inteiro, m > 1 e seja p qualquer nimero finito, p > 1, e N a
dimensdo do espago. Entdo

Se %— T>0 = WrQ)CL(Q), onde p<qs _Niv__?_m_p

também: |[ullLe@) < C(m,p, N, Q)|ullwme o)

Se L —;% =0 = W™?(Q)cC LY0O), para qualquer conjunto limitado O C Q e
’ Vgell,o0)

também: ||ul|re0y < C(m,p, N,q,0,Q)||ullwmse)

Se % - % <0 = W™P(Q)C C(O), O ¢ qualquer conjunto limitado, O C

também: |[uloaoy < C(m,p, N, 0, ) [ullwmoa)

As inclusées acima sdo continuas.

Ref. [17, pag 159], [1, pag 97].

Em particular, no caso m = 1, com Q limitado e 9 de classe C! tem-se:

1 1 1

T 1,p q —_— T = ———

Se 1Sp<N = WWO)CLAQ), —=> -5
Se p=N = WYQ)CLYN), Vqelp,o0)

Se p>N = WQ)cCL®)
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Nosso interesse particular é quando p =2, m =1, e N = 3, e ue H}(2). Entéo temos
que H}() estd continuamente imerso em L8(Q) e

[ulle < C()ulla: < Cal|VullL: (1.3)

ImersGes compactas (que tém muitas importantes aplicagbes em analise), sdo descritas
no seguinte teorema:

Teorema 1.9 (Riellich-Kondrachov) Suponha Q0 limitado, 8Q de classe C'. Sejam
J,m inteiros, j 20, m>1, esejal <p<oo. Entdo

Se mp< N = WH™P(Q)Cc WiQ), 1<¢< Np

)

Se mp=N = WHm?(Q)Cc WH(Q), 1<g<oo

Se mp>N = WH™P(Q)Cc W(Q), 1<g<c e
WiHtmr(Q) ¢ C/(Q)

As inclusées acima sdo compactas.

Ref. [1, pag 144].

Em particular, se m = 1, temos as seguintes imersdes compactas:

Sel<p< N = WI(Q)CL¥(Q), comqgell,g), e

Q|
F
=[-

Se p=N = W(Q)cLYQ), Vge[l,o0)
Se p>N = Wb(Q)CC)

Ref. [2, pag 169].

Teorema 1.10 (Desigualdade de Holder Generalizada) Sejam fi, fa,..., fx fungoes
tais que f; eLP(Q), 1 <1<k onde

entdo o produto f = fify...fr e LP(Q

Iflle < [l fillzedl f2llnee o[l fillzox
Ver [2, pag 52].



Em particular, se feL?(Q) NLY(N) com 1 <p < g < oo, entio fel’(Q),Vr: p <
r < g e tem-se a desigualdade de interpolagéo:
a l—-a

. 1
I fllLr < ||f||ip|[f]|i;°‘ com ae[0,1] satisfazendo - = ; + ,

Ver (2, pag 37).
Usando esta desigualdade de interpolagdo com a = 3, p =2, e ¢ = 6, vem para u e H{(Q)
e Q limitado

ulle < lullfallullfs = lullie < Jullwlulle < Callullz I Vullis.

Assim, tem-se que:
Jullie < CalluflLe[|Vullta. (1.4)

Para o estudo das equagdes de Navier-Stokes é necessiria a introdugio de outros
espagos funcionais. Para isto, dado u e D(Q?) define-se divergente de u (em coordenadas
cartesianas) por:

ou;
Vau= ; B2’
Considerando D(Q) = {ueD(Q) ; V.u = 0} definimos os espagos funcionais:
Ho=D(@) e H, =D .

Desde que estamos considerando 2 limitado e 80 de classe C® (o qual implica que 99 é
localmente Lipschitz) H; é caracterizado por

Hi = {ueH}(Q); V.u=0},

a prova encontra-se em [17, pag 18].
O complemento ortogonal de Ho em L2(2) pode ser caracterizado por

={6eL*}) ; ¢=Vp para algum pe H'(Q)},

ver [17, pag 13]
Assim, L2(2) se expressa como soma direta dos espagos Ho e Hg, isto é:

L*(Q) = Ho & Hz,
e podemos considerar a proje¢do ortogonal P, definida por esta soma direta

P L2(Q) — Ho.

9



Vale, portanto,

P(Vg) =0, ge H(Q) com VgeL¥(9).

Sempre com 2 limitado contido em R3, a aplicagio a : HyxHixH; — R, tal que
a(f,g,h) = fo f(Vg)h = (fVg,h) é uma forma trilinear bem definida.
De fato; sejam f, g, heH;. Entao, usando o Teorema 1.8, temos

H'(Q) = W) c L), 2<¢<6.

Assim, f;e (), 32eL*(Q) e h;jeL8(Q) C L3(Q). Logo, fi(32)h; e L}(Q).
Usando a desigualdade de Hélder, tem-se:

dg; dg;
| 552 hidal <1 fillze 1 52 2o s

Entao

Z / i 8g,)h dm"/f Vg)h =a(f,g,h) é bem definida.

1,j=1

Um resultado interessante sobre a forma trilinear a é dado na seguinte proposigao:

Proposigao 1.6 Sobre (H1)® a forma trilinear a(f,g,h) = Jq f(Vg)h = (fVg,h) € lim-
itada e quase-simétrica em g e h, isto €: a(f,h,h) = 0.

Prova
Por defini¢ido temos que

(i) = [ 179 = (7701 = 3 [ (2

1,7=1

entao

[ 9o S0 [ a1 < S 1R sl < el Folall

1,7=1 1,7=1
Mas H!(Q) estd continuamente imerso em L8(2) e L3(Q) isto é,
IfllLe < Callfller e llhllLe < Callhllm: ¥ f,heHY(Q).

Portanto

a(f,9 W)l =1 [ £99h1 < Callflex gl | Bllro-
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Assim, a(f,g,h) = [q f(Vg)h é limitado. Além disso, tem-se que

/Qf(Vh)hdx = ZI/fl $Vhidz = Z_:I/f, 1ah2
- 33 6 <af' 52 (2”’ Hids

- —512/9(V.f)h§dx =0

isto é, a(f,h,h) = 0.

1.2 O Problema de Stokes: autofuncgoes, projegoes
e aproximacoes

Seja 0 um conjunto aberto e limitado no espago tri-dimensional 3 com pontos z =
(z1,22,23) , assumimos que 0 é uma C*-subvariedade de ®3 (Defini¢do 1.1).
Consideremos o seguinte problema de valor de contorno (chamado Problema de Stokes):
Dado f: Q) — R3, acharu: Q@ — R3 e p: 0 — R tais que

—Au+Vp = f sobre Qx(0,00) (1.5)
Vau = 0 sobre Qx(0,00)
ulsa = O (1.7

Neste problema consideraremos f ¢ L2({2) e buscamos u e H; N H2() e pe H (D).
Usando o operador projegao ortogonal P, o Problema de Stokes toma a seguinte forma:

~PAu = Pf. (1.8)

Logo se feHo (isto é, Pf = f), estamos procurando uma solugdo ue™H; N H*(Q) da
equagao:

-PAu = f. (1.9)

O operador —P A é conhecido como operador de Stokes.
Observe-se que ¥V w e H; NH?(N) e VveH; é satisfeita a equagio:

/(—PAw)vdrz/VwVvd:c. (1.10)
Q 0

11



De fato: Se we™H; N H2(N) entdo —AweL?(f), logo tendo em conta a decomposigdo
L*(Q) = Ho & H}, —Aw pode se expressar como —Aw = h+ Vp onde heHy e VpeHg,
seguidamente aplicando o operador projegao P, temos que —PAw = h (pois Ph = h e
P(Vp) =0). Assim, —Aw = —PAw + Vp, o qual implica —-PAw = —Aw —- Vp.
Entdo, para veH; tem-se:

/Q(—PAw)vdx = A(—-Aw— Vp)vdz = /Q(—Aw)vdx.

Observe-se que [o(Vp)vdz = 0 desde que veH; C Ho e VpeHy. Logo, usando a férmula
de Green na integral do lado direito vem

/(——PAw)vdx = — La—lf+/ VwVvdz =/ VwVvdz,
Q s 07 Ja Q
obtendo-se (1.10).

A seguir descreveremos as propriedades fundamentais do operador de Stokes (—PA :
Hy NH?(Q) € L)) — Ho), em uma sequéncia de lemas:

Lema 1.1 Seja Q um subconjunto aberto e limitado de R3, 8Q uniformemente de classe
C3. Suponha que weH; € uma solugdo generalizada das equagées de Stokes —Aw+Vp =
f com feL2(Q), isto é:

/ﬂVwVédx:/Qf.édx VéeD(Q) (1.11)
onde VwVé =53, g—“’;gi]
Entio w possui segunda derivada em L2(0) e sdo satisfeitas as desigualdades:
[D*wllra@y < Co([PAwllLea) + [ VwllLe ) (1.12)
1 L
IVl £ ColllPAw|lfzg)IVwllfzg) + I VwllLae) (1.13)

onde Cy apenas depende da C3-regularidade de 9Q) (néo do tamanho de 0Q ou Q).
Ver [8, pag 647].

A teoria de regularidade consiste de L%(Q2)-estimativas da forma geral
1 D?*ullangr < Cllfllane' + C'l[Vullanc: (1.14)

para solugdes do Problema de Stokes:

—Au = —Vp+f sobre 2x(0,c0),
Vu = 0 sobre 2x (0, c0),
ulsgn = 0,

12



onde 2, G’, G”, sdo subconjuntos abertos e limitados de R3, com G” C G', e

3 O%u
| D*ullfa = > iim”iz-

1,7=1
Das hipéteses do Lema 1.1, w satisfaz (1.11) e usando (1.10) temos:
/Q(—PAw)cﬁ = /wa = /Q fé VeD(Q),
entdo f = —PAw, logo levando isto em (1.14),
| D*w||}2 < C([PAw|L2 + [Vw]L2),

obtendo-se a desigualdade (1.12).

Agora, substituindo Vw por ¢ na desigualdade de Sobolev ||¢||ps < C(||V¢||i2|[¢||%2)
vélida V ¢ e H(Q) (ver Teorema 1.7) temos

1 1
IVwllrs < C(IV(Vw)llLallVewlita),
desde que ||V(Vw)||L: < C;]|D*w||1> e usando a desigualdade (1.12) tem-se:
L L 1
IVwlls < Gl D*wlifa ]| Vulli, < C(IPAwws + || VwllLa) 7| VewllZs,
como (a + b);‘ <a7+b: para a,b > 0, entdo
1 1 1 1 1
IVulls < C(IPAw[L: + [Vulif)Velf. = C(IPAwL[ Vi, + [[Velr:),

obtendo-se a desigualdade (1.13).
De (1.13), aplicando a desigualdade de Young, obtem-se:

[Vwlirs < Co([I[PAw|re + [[Vwlire) (1.15)
Do Teorema 1.8, H2(Q) C C(Q) é continua, logo para we H*(2) existe C' > 0 tal que:
sup [uw] < Cllwljg:.
Assim, da definigao de ||.||y2 € a desigualdade (1.12), temse:

sup |w| < Cro([[PAWEs + [[Vwife)? < Co(IPAwliLa + [ Vel|Ls) (1.16)

Sempre considerando 2 conjunto limitado contido em R° e Q) de classe C?, tem-se
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Lema 1.2 A aplicagio —PA : Hy N HY(Q) — Ho define sobre Hy C Ho um operador
positivo definido, simétrico, tendo inverso compacto

(-—PA)—1 tHy — Ho
Prova

—PA é simétrico em Hp:
De fato, de (1.10) temos que:

/Q(—PAf)gd:c = /QVngda: VgeH, e VfeH; nHY(Q), (1.17)
logo se f,geH; N H(Q)
(-PAfg) = [(-PAflgda= [ ViVgda
= [(-Pag)fdz = (f,~Payg)
Sendo H; N H?(Q) denso em H, tem-se:

(=PAf,g) = (f,—PAg) Vf,geH,.
—PA € positivo definido:

Como 2 é limitado, usando a desigualdade de Poincaré-Friedrichs para todo ue™H; N

H?(Q), u # 0 temos:

0< ”“Hi?(m < CQHVUHiz(Q) = CQ/OVuVud:z:

I

Ca / (=PAu)udz = Ca(~PAu, ),
Q

entdo Cao(—PAu,u) > 0 com Cq > 0. Assim (—PAu,u) >0 Vu # 0, o que prova que
—PA é um operador positivo definido.

—PA é um operador injetor e sobrejetor:

Para cada feHj existe exatamente um u € H; tal que

/ VuVéds = /Qf.gzsdx VéeH,. (1.18)
Q
De fato, definimos a(u, ¢) = (Vu, V§) para u, ¢ € H;, entéo

la(u,8)] < [IVullLel|Vollr: < lJulla:[14]im:
a(u,u) = [[Vuli: 2 Cllufits,
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e como H; C Ho tem-se Ho = Hy C Hj. Logo pelo Teorema de Lax-Milgram:

para cada f eHo = Hj C H; existe um tnico u e H; tal que a(u, d) = (f,¢) VdeH,, isto
é, [aVuVo=[gfo YdeH,.

A seguir, da desigualdade (1.12) do Lema 1.1 tem-se que D?*ueL?() logo ue H*().
Entao

—Auel?() e —Au=Vp+f paraalgum peH(Q)e feHo,

logo —PAu = f.

Assim, para cada feHq existe um tnico u e Hy N H?(Q) tal que —PAu = f, mostrando
que, sobre Hp o operador —PA tem inversa (—=PA)™! : Hy — H; N H2(N), e desde que
Hi1 NH?() é denso em Hp, tem-se (—PA)~! : Hy — Ho.

(-=PA)™! é compacto em Ho:

Pondo ¢ = w em (1.11) temos:

/anVU)dit = /Qf-wdJE = |[Vwliixe) < Ifll@lwliiae < I F e llwlia e,

logo, usando a desigualdade de Poincaré - Friedrichs tem-se:

et @) < Call Velita) < Call fllvz@llwila: @)

assim,
lwlla: @) £ Call fllLa(a)

Além, da equagdo Aw + Vp = —f temos PAw = —f e entdo w = (—PA)7' f.
Entdo, || — PA) fllm) < CallfllLeq), logo tem-se que (—PA)™! : Hy — H; é

continua, e como ¢ : H; — Hy é compacta (pois H}(Q) € L%) é compacta), entdo
(—=PA)™!: Hy — Hp é compacta.

Outro resultado importante sobre as autofungdes do Operador de Stokes no espago Ho
com o produto interno em L%({2) é dado por:

Lema 1.3 O operador —PA tem a sequéncia {);} de autovalores positivos, 0 < A} <
A2 € ... €A £, A — 00 como © — 00, e as correspondentes autofungées {e;}
formam um sistema ortonormal completo em Hp.

Prova
Do Lema anterior sabemos que (—PA)~1 é linear, continua, simétrica e compacta, entdo
36:20622,...,2 8, >,...,com 3 >0 e B, — 0 quando n — oo e as correspondentes
autofungdes {e;} formam um sistema ortonormal completo em Ho. Entao

1

-—(PA)"lei = B,-e,' = _ﬁ_'ei = (—PA)&,'
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logo os A; = + sdo autovalores do operador (=PA), A; < A <, €A <,y com Ay >0
e X — oo quando 1 — oc, e as correspondentes autofungoes {e,'} formam um sistema
ortonormal completo em Hy para o operador —PA.

Observe-se que as autofuncgdes {e;} sdo ortogonais em H; com produto interno (V¢, Vi)).
De fato, se ¢ # 5

(Vei, Ve;) =/QVe,-Vej -—/( —PAej)e; = X\ / eie; = 0.
Tambérn as autofuncdes {e;} sdo ortogonais no produto interno (PAg¢, PA1), pois para
7 (Phei, PAegj) = (—Aiei, —Ajej) = Aidj(eiye5) = 0.
Seja Ho,m 0 subespago m-dimensional de Ho, onde Hy,, € gerado pelas m primeiras
autofungdes {ei,es,...,en} do operador —PA, tomados em qualquer ordem correspon-

dentes aos autovalores A} < Ay < ... < A
Denotamos por P,, a projegio ortogonal de L?(f2) sobre Ho n, isto é:

Pm . L2(Q) 4 Ho,m,
e para qualquer feL?(Q)

me = i(f, ei)ei = i;ei./ﬂ f.e,-.

Sobre o espago H; com o produto interno [, V fVyg temos:

Lema 1.4 As fungdes {73—-:\—-} formam um conjunto ortonormal completo em H,. E parc
qualquer feH; a sequéncia {P;f} converge para f em H;.

Prova
Usando a equagdo —PAe; = \e; para as autofuncdes ¢;, ¢ = 1,2,..., e [ VfVg =
Jo(=PAf)g tem-se

Avi%v§%== A(PA /ka
_\/_X_i _{1 i=k
Vigda P00 i#Fk

|
o
3
A,

Logo { } é ortonormal em H;.
Vamos mostrar que {P;f} converge para f em H;, isto é:

Vf= lim VP;f.
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Pelo Lema 1.3, para qualquer feL?(Q) tem-se: P;f = Ti_;(f,¢;)e;. Entéo

PAeJ

VP = S(fre)Ve = S, Ve, = Z(f, _PA J)V'*

7=1 =1

Ve, Ve,

= i(Vf,VGJ — = Z
=V

Logo, na norma L?({2) tem-se
IVf = VPifllt. = ||Vf - Z Vf,V—=)V—|i..
j=1 \/:\7 \/’\_J
Logo, mostrar que {VP;f} converge para V f é equivalente a mostrar que
i e
Vf= lim Y (Vf, V=) V—>—-.
= \//—\; \/E
Primeiro mostra-se que {3}._,(Vf, VW)V?\T} é uma sequéncia de Cauchy. De fato,
set>m:

m i

”va, Vfa “22 Vf7 “2
W E f LR

- (2 \/” f )

1

j=m+1

€k

vk

(VF, V)V

\/r,

)|2 — 0, quando m — oo.

Logo, existe V fi tal que Vfi = limi_—oo ;21 (V S, V—e\/f\——;-)v\—;l—g Entao,

€k

ek
= LI LI &k
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Entao Vf — Vf; =0, o qual implica que

Vf=i£m i:( '

&
@im

mostrando assim ||V f — VP;f|lL2 — 0 quando ¢ — o0, entdo P;f — f em H;.

A regularidade das autofungdes do Operador de Stokes é estabelecida no seguinte lema.

Lema 1.5 Seja 90 uma C™-subvariedade de R2, m > 2. Entdo as autofuncies {e;} de
(1.9) pertencem a H™(Q).
Ver [17, pag 33-39)].

1.3 Estimativa de Erro para Expansoes em Termos
das Autofuncoes do Problema de Stokes

Se aproximarmos elementos de H; por suas proje¢des P,, sobre o espaco de dimensao
finita Ho.m (Pm : Hi — Hom), podemos achar estimativas de erro:

Lema 1.6 Assumimos f e Hy. Entdo tem-se a estimativa de erro:

1
- 2 < — 2
| f = Pnfllizg < o IV fllz2a)-

Prova
Usando [H(=PAu)v = [ VuVe, =P Ae; = Me; e supondo A; > A,11 para qualquer
i > m+ 1, obtemos a estimativa

([ fedt = Al,f,(/n( PAe)f AQ /Vqu

T

1 Ve;
- A_,-(/n 7_/\—Vf) < Am+1 /V )V (1.19)

Como do Lema 1.3, {e;} é um sistema ortonormal completo em Hy e f e H; C Ho, entéo

f=32,(f,e)ei e como P f =¥, (f,ei)es, temos:

If = Pafllise = I 2 (fyei)ei”i?(n)
i=m+1
- izgi-l‘(f’ el i= m+1 / fe)
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Aplicando (1.19):

Z (/vaw—)

S, VIV

Como do Lema 1.4, {5} é um conjunto ortonormal completo em H; respeito ao produto

Hf"me”i?(Q) < /\

< (1.20)

m+1,' =1

interno fq VfVg, podemos aplicar a desigualdade de Bessel:
(1.21)

Z! V£V \/—— N <NV fllEae)

i=1
e logo, aplicando (1.21) em (1.20) temos:

1
If = Pmfllaq) < "":”aniz(n)-

Assumindo mais regularidade, pode-se melhorar a estimativa de erro, como mostra o

seguinte lema:
Lema 1.7 Assumir f e H; N H*(Q)). Entdo tem-se a estimativa de erro:

If = Prmfliaq) < t2(q)-

m+1

Prova
De —PAe; = Aje; , A\; > Anyq para qualquer ¢ > m + 1, lembrando que o operador —PA

¢é simétrico temos:

(f, Fe® = 53 (-Poedf) = 55( [ (~PANe) € 57— ([ (~PASe)"

Zi (-PAf, e

m+1 =1

Entéo
fe)? <
1"‘1 '/ /\

e como {e;} é um sistema ortonormal completo em Ho e — PA f € Hp, podemos aplicar a

desigualdade de Bessel:
Y I(=PAf e < [[PASlEam

i=1
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Logo, vem

I = Prfllae = f: (fyres i‘( / e

< ZI -PAf,e

— )2
7n+1 1=1 Am+1

IPAS|Ea)-

Na norma H'(Q)), a estimativa de erro é dado no seguinte lema:

Lema 1.8 Assumir feH, NH(Q). Entdo tem-se a estimativa de erro:

1
IVf = VPrfllizg < T“PAf“i?(Q)'

Prova
Usando fo(=PAf)g = [qVIVg, —Ple; = Aje; , A\; 2 Any1 para qualquer 1 > m + |
fazemos as estimativas

/va 7_—)

([(-PANSR) = 5 ([(-Pafe)
—([ (-PafeY, (12

<
/\m+1
como a expansio f — me > _m+1(f9(—PAf).e,-)e,~ converge em H;, temos:

V(f—Pnf) = /fe )Ve; = IVe /f —PA: )
1-m+1 t=m-+
; (v Ty
- -m+1 /vJv ,‘El(w"\—\/x_i)v\/?{

Além disso, para j = 1,2,...,m, e como {7‘%} é um sistema ortonormal completo em 7/,
para o produto interno [, VfVyg, e assim temos

(V(f——me),VEj) = i;'_l(vfav_\/i)‘—:)(v—\/%’vej)
= VvV,
t—;}-l \/_ f \/—— \/—

Assim, sendo f — P, f ortogonal a ey, €g, ..., €, em Hi, € usando a relagdo de Parseval
com respeito ao sistema ortonormal completo { 4=} tem-se:
'

(e o]

IV(f = Prf)firgey = 2| f—me),V—j—;—:)l2= S t(V(f—mew—};—;)!?

i=m+1
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= > (VA ) ~ (VP f, Vo)l = > (V£ V 7o

i=m+1 i=m+1
Aplicando (1.22), resulta:

IV(f =Prf)liarg <

EI —PAf, e

m+1 =1

/ (~PAf)e)?
Finalmente aplicando a desigualdade de Bessel para a funcdo —PA f ¢ Hy obtemos:

1
IV(f = Pr )iz < :\—:Hpﬁfﬂinn)-

m+ i=m+1

1.4 Lemas e Proposigoes sobre Desigualdades Dife-
renciais
Nos seguintes lemas assumimos que ¢(t), ¥(t), f(t) e h(t) sdo fung¢des regulares,

nao negativas definidas V¢ > 0.

Lema 1.9 Suponha ¢(0) = ¢o € ¢'(t) + ¥(t) < g(4(t)) + f(t) parat > 0, onde g € uma
fungdo Lipschitz-continua e ndo negativa definida para ¢ > 0.
Entdo ¢(t) < F(t;¢0) para te[0,T(do)) onde F(.;¢) € a solugdo do problema de valor
inicial:

F'(t) = g(F(t))+ f(2)

F0) = ¢o

e [0,T(é0)) € o intervalo mazimal de existéncia. Além disso, se g € ndo decrescente,
entdo:

/Ot Y(7)dr < F(t;¢o) onde F(t; ¢o) = ¢o + /Ot[g(F(T? ¢0)) + f(7)ldr

Ref. [9, pag 656].

Lema 1.10 Suponha ¢(0 ) $o e ¢'(t) +¥(t) < h(t)o(t) + f(t) parat > 0.
Entio $(t) < F(t; o) e [ (r)dr < F(t; ¢0) para todot >0, onde

F(t;¢0) = [éo—}-/tf () e:vp/r —h(a)da)dr]exp/ot h(r)dr e
F(t; o) = ¢o+/ 75 ¢o) + f(7))dr

Assim, estimativas para ¢(t) e [y ¥(7)dr sdo obtidas de estimativas para ¢o, [o h(7)dT €

Jo F(r)dr
Ref. [9, pag 656].
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Proposigao 1.7 Seja a fungdo a(t) > 0 absolutamente continua com a'(t) > 0e b(t) >0
somdvel em [0,T]. Suponha que para as fungées continuas positivas v e = sobre [0,T]
com constante A > 0, mantem-se a desigualdade integral:

o)+ [ o7 (rar < B4 ['bryp(ryar,
Entao, t
o)+ [ ¢ (r)dr < (1 + [ or)drle),

onde

»(t) = a(t)els (D4,
Ver [13, pag 437].
Proposigao 1.8 Sejam a(t) 2 0,b(t) 2 0,¢*(t) 2 0 fungbes continuas, ¢(t) continua-

mente diferencidvel sobre [eo,T) € assumimos que com constantes ag > 0, A > 0 e um
valor t. €[, €0 + €] sdo satisfeitas as desigualdades:

— + b(t)p(t) sobre [eo,T] e

.G\
=
+
©
\
=
IN
b

ao
t) < =
plt.) = 5
Entao , Al
o(t) + go*(r)drs(L;*_fl sobre [eo+¢,T],
go+¢

com as fung¢des continuas:
A(ta go T 5) = ao+ [a(T) + b(T)yI)(T’ € T 6)]dT ¢

t t b(a)do)dr]exp(lt b(r)dr),

0 gote )

il
B
o
+
2

-
N

[

8
=

[

¢'(t,50 + E)

sendo mondtonas crescentes na varidvel t.

Ver [18, pag 445].
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Capitulo 2

Estimativas A Priori das
Aproximacoes de Galerkin e
Existéncia de Solucoes

2.1 Aproximagoes de Galerkin Espectrais

Consideremos © C %2 um dominio limitado, com contorno 99 de classe C3.
Seja o problema de valor de contorno inicial (Equacdo de Navier-Stokes):

pous + pou.Vu—vAu = —Vp+ pof em (z,t)eQ x(0,00)
Vu = 0 em (z,t)elx(0,00)
u(z,0) = ug(z)
ulea = 0,

onde u(z,t) é a velocidade do fluido incompressivel e homogéneo (densidade constante)
num ponto z ) C R (regido de escoamento) e instante t de tempo, pg > 0 é a densidade
(constante) do fluido, v > 0 é o coeficiente de viscosidade (constante).

f(z,t) é a densidade de forgas externas por unidades de massa, ug € a velocidade inicial
do fluido, v.Vu indica o operador de convecgao e p(z,t) é a pressao hidrostatica.

A equagio V.u = 0 indica que o fluido é incompressivel, e a condi¢do sobre a fronteira
09 indica que o fluido adere as paredes do vaso 0 que é considerado em repouso.

Vamos considerar que o problema est4 normalizado de modo que po e v sejam iguais
a um e também que a densidade de forcas f é o gradiente de um potencial e assim possa
ser absorvida dentro da pressdo. Sem perda de generalidade, podemos entao considerar o
problema na forma seguinte:

w+uVu = —=Vp+ AQu em ) x(0,00)
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Vu = 0 em §x(0,0¢)
u(2,0) = uo(2) (2.1)
ulsgn = 0
Chamaremos a (u,p) de uma solu¢do cldssica do Problema (2.1) se ueC(Qx[0,7)),
uy, Vu, Au, VpeC(2x(0,T)), e se as condigdes de contorno e inicial do problema sio
satisfeitas continuamente. Diz-se que u é uma solug¢do local forte do Problema (2.1) se

ue L>([0,T], H;) sobre um intervalo de tempo [0,T], com as suas derivadas u;, 8%u, para
ay +az + a3 < 2em L2((0,T}],L3Q)) e ||Vu(.,t) — Vug||zz — 0, quando t — 0.

Solugdes locais forte ue L=([0, T], H;) do Problema (2.1) sobre um (possivelmente pe-
queno) intervalo de tempo [0,T], podem ser construidas usando o método de Galerkin
com autofungdes do operador de Stokes —PA como base de fungdes.

Para isto, consideremos a k-ésima aproximagéo da solugdo de (2.1):

k
t) = cul(t)ei(z)
i=1
onde os k coeficientes desconhecidos devem satisfazer
cik(t) = / uk(z,t)e;(z)dx 1=1,2,..,k
Q
e sao determinados pelo sistema néo linear de equagdes diferenciais ordinarias

(uf, &) — (Aur,e) = —(uFVuk,e) (2.2)

[=1,2,...,k, com condic¢des iniciais
Cik(O) = (ei,uo) 1= 172,...,}6.

Aqui (, ) denota o produto interno em L2(Q) ((¢,¥) = [q .¥), e uf = Zu*.
Da existéncia e unicidade das fungdes c;x em um 1ntervalo [0,T], tem-se a existéncia e a
unicidade das aproximacoes de Galerkin u*(z,t), onde cada u* pertence a L*=([0, T}, Ho)N
LZ([Oa T]’ Hl)
De fato, usando (2.2) e observando que (—Au*, e;) = (Vu*, Ve;) (deduz-se da férmula de
Green, pois ¢|sq = 0), tem-se:

(uf, &) + (Vu*, Vey) + (uFVur,e) =0

para ! =1,2,...,k. Logo, desenvolvendo vem

k
Zc;k(t)(ehel Zczk Venvel 4 chzk Cjk 6 Vej,ez) 0 (22,)

1=1 j=1
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Como as autofungdes ¢; sdo linearmente independentes, entdo a matriz [(e;, &)k x &, 2,[ =
1,2,...,k é ndo singular. Assim, o sistema (2.2") pode ser colocado na forma:

Ci’k(t) = c;)i(t,clk,c%, ...... ,Ckk) ; i=1,2,...,k‘
C,‘k(O) = (Uo,ei),

com ¢; funcdes de classe C*°.

Logo, existe cik(t) (Teorema 1.3), o qual implica na existéncia de u*(z,t), pelo menos
localmente no tempo.

Agora multiplicando (2.2) por ci(t) somando TF_; e observando (u*Vu¥,u¥) = 0 temos:

(O, uF) — (AuF,u*) = 0.
Logo, usando integragdo por partes tem-se —(AuF, uf) = (Vu*, Vu*) e, entdo
Bk, uk) + (VuF, VuF) = 0

e como (Ju*,u*) = 14 |u¥||}, resulta a equagdo da energia:

S Bl + IV ()] = 0 (2.3)
Na estimativa (2.3), integrando de 0 a ¢, e desde que [|u*(0)||Lz < ||uol/L2, se ueeL?(Q),
temos:

—llu 1)t +/ IVu*(., m)fadr = —Ilu (L Ol < ZluollLs (2.4)

assim, em particular
(it < lluollfs,
e logo, u* é limitado independente de t e k. Assim a solugdo ¢ global (porque a norma

néo val a infinito em tempo finito).
Também,

sup |[u(.,1)]|2. < C e entdo u*(.,t) pertencea L*([0,T],Ho).
te[0,T]

Também, tomando ¢ = T em (2.4), obtemos que u* pertence a L?*([0,T)], H;). Portanto
uk e L=([0,T), Ho) N L2([0, T], H1).

A estimativa de energia (2.4) é aquela sobre o qual o teorema de existéncia de solugéo de
Hopf é baseado.

A estimativa de Kiselev e Ladyzhenskaya é baseada sobre uma identidade obtida por
diferenciagio de (2.2) com respeito a t, multiplicando-se entéo o resultado por § clk(t)
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tomando a soma Y f_,.

Prossegue-se tendo em conta que (u*Vuf,uf) = 0 e integrando por partes. De fato, temos:
(07, ug) = (Aug,up) = = (4 Vb, ug) = (v*Vuf, uf)
l1d
2dt(uf,ut)+(Vut,Vut) = — (Vi)
1d 2 k12 k k ., k
2dt||u iz + IVuillte = — (uy Vu©, up) (2.5)

Para o lado direito de (2.5) pode ser determinada uma estimativa: usando a desigualdade
de Holder, obtem-se

k
|(ug Vu*, u)| < Jlugl|eel| Vel lugline = Ve 1a|ub 3.

Logo, usando a desigualdade de Sobolev (1.4), [[ullis < CllullL2|| Vul[}., tem-se:

(v, ub)| < CVe|lnallub 21 Vbl

e da desigualdade de Young, ab < % + % com :—,-}- % =1l,ep=4, qg=% temos:

3.3
C||VuF||L2]juF ||L2||Vuf||1,2 = [C(5 ) ||Vuk||L7”ut

2.3 E)
UG
< GVt + SIVa s

Assim,
Lol 1 ,
(ut Vb, ug)| < Cill Vud|ialufllEs + 51V} R (2.6,
e de (2.3), a desigualdade de Holder e (2.4) tem-se:

1d

IVeriits = =5 lluflite = =(ufsw") < Judllalietllee < liufliceljuolle. (27

Entéo, levando (2.7) em (2.6), resulta a estimativa:

|(us V¥, uf)| < Culluglialluolifs + —IIVu 12 (2.8)

O uso da estimativa (2.8) na identidade (2.3), fornece:

d
Zludlits + 1 Velize < CalluollE:lluslit.. (2.9)

26



Para obter estimativas para as aproximacdes de Galerkin por integragdo de (2.9), pre-
cisamos de uma estimativa para o valor inicial ||uf(0)||r2, que seja uniforme em k. Usando
(2.2) obtemos:

(u¢(0),u£(0)) — (Au*(0), u(0)) ~(u*(0)Vu*(0), 1 (0))
lug (0)IF2 + (Vu*(0), Vus(0)) = —(u*(0)Vu*(0),u(0))
luf Q). = =(Vu*(0), Ve(0)) — (u*(0)Vu*(0), u;(0)).

Usando (1.10) e a desigualdade de Hélder tem-se:

lus(O)IiF: = (PAYH0),4(0)) — (u*(0)Vu*(0), uf (0)),
< PAUF0)]L2 lug (0L + lu*(0) Ve (0)|Lalluf (0) ]Iz,
luf (O)llze < IPAWH0)l|zs + [[u*(0) Vu*(0)llrs, (2.10)

onde P é a projegdo ortogonal de L?(Q) sobre o subespago Ho.
Usando sucessivamente a desigualdade de Hélder, ||uv|p2 < ||ullLs]iv|iLs, a desigualdade
de Sobolev (1.3), a desigualdade (1.13) e a desigualdade de Young, tem-se:

luf(O)llze < [PAUH(0)]ILz + [lu*(0)]ze | Ve (0) L
< PAUH0)zz + CIVEH ()L (IPAUF(O) 221V (0)lI£2 + [ Vu*(0)Ixs)
< PAUH(0)zs + CIPAUH O IVE ()£ + C VX (0)]I
< 2[PAUH(0)Iz + Cil[ VU (03 + ClIVU*(0)] .

Assim,
[ (0)]|ze < 2iPAUH(0)||12 + Ci[| Ve (0)}: + C||Vu*(0)] 25

e da ortogonalidade das fungdes {e;} no produto interno (V¢,Vy) e (PAG, PAY) (ver

, . e; JPAhe;
pégina 16), ¢ wA(0) = Ty cu(0)e onde cx(0) = (o) = (ool - (Phiobi)

tem-se:
IPAUF(0)||L2 < [[PAuolize e [[Vu*(0)]lLe < [[VuollLe.

Logo, se ug e H; N H?(Q), deduz-se uma estimativa para [|uf(0)||r2, isto é:
luz (0)]lL2 < 2P Auollre + C1[|Vuolfz + Cf[Vuolf:. (2.11)

Entao, a desigualdade (2.9) junto com a condigdo inicial (2.11) para up e H1 N H?(2) pode
ser integrada, e pelo uso do Lema 1.9, existem F'(t) e F'(¢) tais que:

”uf()t)”%ﬂ < F(t)’ (
L Ivew( litdr < F() (

N

12)
13)

o
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para te[0,T).
Da deswualdade (2.7), isto &, [|[Vur||2: < JluollLz||uk]lL: e (2.12) obtemos a estimativa:

IVu* (., t)live < G(2). (2.14)
O teorema de existéncia de Kiselev-Ladyzhenskaya é baseado nas estimativas (2.12), (2.13)
e (2.14).
Desde que as fungdes base {e;} sejam as autofunc¢des do problema de autovalores
—Aw = Aw-Vp zel,
Vw = 0 zefd,
wlan = 01
segue da teoria de regularidade para as Equagdes de Stokes que as autofungdes {e;} per-

tencem a H%()). Assim, podemos escrever —PAe; = \e;, onde \; é o i-ésimo autovalor.
Logo, multiplicando (2.2) por M\cik(t) e somando 3%, temos:

k
(ut’zclk /\181) - Au chk )\161) = - (ukVuk,Zcuc)\(el),
=1 I=1
(ut,—PA chk (Aulc PA( Zc;k Je)) = (u VuF ,PA( Zczk Jer)),
I=1 =1 =1

(uf, —PAWY) + (AuF,PAYY) = (uFVuF, PAYY).
Usando (1.10) e tendo em conta que P é simétrico e P? = P, tem-se:
(Vuk, Vub) + (AuF, P2 AYY) = (5. Vuk, PAYY).
Logo, obtemos

5 dtuvukum +IPAW|L, = (WFVuk, PAGR). (2.13)

E sobre a identidade (2.15) que é baseada a estimativa de Prodi para as aproximagdes de
Galerkin.

O lado direito de (2.15) pode ser estimado usando sucessivamente a desigualdade de
Holder, a desigualdade de Sobolev (1.3), a desigualdade (1.13) e a desigualdade de Young.
De fato:

(W VuF, PAW)| < uf||pel| Vb ||L [P At e
1 1
< ClVuHlLaCa(JPAUH I Vub|iZa + IVt lLa) I[P Auf|l1s
3 3
< CIVEHEIPAUH, + V(L | P A1
1 1
< GHlIVAH I + HIP AL + Cali Vil + PO
1
Entdo, |(v*Vuf, PAUF)| < Ci||Veb|§e + Cof| Vi llie + §|]PAUk||i2 (2.16)
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e levando (2.16) em (2.13) tem-se:
d
ZIVeEllLe + [PAU . < 201 VeH|jEs + 202 Vef|i1s. (2.17)

Pela ortogonalidade em H,; das autofuncdes {e;} no produto interno (V¢, Vi), e u*(0) =
uk(z,0) = T, ci(0)ei(z), onde cix(0) = (ug, &) = LHVVU_:HV;&Z, se Ug € H;, temos uma

estimativa para o valor inicial:
IVu*(0)]lz2 < [|Vuolga. (2.18)
De (2.17), (2.18) e 0 Lema 1.9, existem fo(t) € ho(t) tais que:

IV, )} < fol?), (2.19)
/0 IPAGF(, 7)|Radr < holt) (2.20)

para t em algum intervalo [0, T).
Agora, devemos obter uma estimativa para u,
Multiplicando (2.2) por %ci(t) e somando Yf,, e considerando a identidade (1.10)
(=PAwu,v) = (Vu, Vo), tem-se:
(uf,u) = (Auf,u) = — (uFVu, o)
s = (PO ub) — (Tt uf).

Logo, usando a desigualdade de Holder, a desigualdade de Sobolev (1.3), a desigualdade
(1.13) e a desigualdade de Young, vem

luflis < IPAulralluflizs + [[ullze | Vu*|lLelluf)ls
lublze < PO + O Vel (IPAYH | F ] Vub|lfa + [ Vu¥{iLe)

1 3
IPAWF||1 + ClPAWFE:IVuFllf: + Ol Vur|2a
IPAUF||L2 + |PAW ||z + Ci||Vub|[}e + Cl|VuF|fa.

N

IAH

Entéo, tem-se a estimativa:
lufllze < 2([PAWF|Le + Col|Vb|ii + O Vet (2.21)
e, portanto, usando (2.19) e (2.20) para integrar (2.21), obtem-se:

[ 10 () ey < o) (2.22)
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para te[0,7).

Assim, o teorema de existéncia de Prodi é baseado sobre as estimativas (2.19), (2.20) e
(2.22).

As fungdes fo, ho, fo dependem apenas de ||VugjjL: e da regularidade de 99, e as
estimativas (2.12), (2.13) e (2.14), isto é: as fungdes F, F, G dependem de |lug|rz,
[Vuol|rz, [[D?uol|ge.

2.2 Existéncia de Solugao

As estimativas (2.19), (2.20) e (2.22) sio suficientes para se obter o seguinte teorema de
existéncia.

Teorema 2.1 Seja 0 dominio limitado contido em R3, com 00 de classe C3. Seja
upeHy. Entdo existe um intervalo (0,T), e fungées u(z,t), p(z,t) definidos e satis-
fazendo as equagées de Navier-Stokes u;+uVu = —Vp+ Au, V.iu=0em Qx(0,T), tal
que:

ue L>([0,7"], Hy) para 0<T'<T (2.23)
uy, D2u, Vpe L*([0, T, L3(Q)) para 0<T' < T (2.24)
|Vu(t) — Vug|lpz — 0 como t — 0% (2.23)

Além disso, T > T(||Vuol|L2,00), o qual depende somente de ||Vug||r2 e a C3-regulari-
dade de 0. A solugdo u e as suas derivadas também satisfazem as estimativas (2.19),

(2.20) € (2.22).

Prova

Como 2 limitado, entdo tem-se que as aproximagdes de Galerkin {u*} satisfazem (2.2)
(2.19), (2.20), (2.22) e a desigualdade de Poincaré-Friedrichs ||u*||2, < C||Vu*||%,.
De (2.19) e a desigualdade de Poincaré-Friedrichs tem-se que:

3

[t nlndr <€ [T IVu ) Radr < C [ folr)r < o0
0 . H = 0 ) L = 0 0 3

logo, a sequéncia {u*} é limitada em L2([0,T"],H1) e de (2.22) tem-se que a sequéncia
{uf} é limitada em L%([0,T"],L*(Q)) para 0 < 7" < T. Entdo existe uma subsequéncia
{«*'} de {u*} convergindo fracamente em L?([0,T"],H;) e {u¥'} convergindo fracamente
em L3([0,7'],L%(Q)). O limite u e as suas derivadas satisfazem a condigdo (2.23), (2.24).
De fato:

lu(, Oz < lminf o (,t)llg: < C = uel®(([0,T'], Ha),

ue(s, )l < lglmianuf'(.,t)HLagM = u, e L3([0,7"], L3(Q)).
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Das estimativas (2.19) e (2.20), temos que {u*} é limitada em L2([0,7'],H*(Q)), e
desde que a inclusio H?*(Q) C HYQ) é compacta, deduz-se que uecH?(Q) e assim
D2ZueL?([0,T"],L*(Q)). Também u satisfaz as estimativas (2.19), (2.20) e (2.22).

Se ¢™ é qualquer fungido da forma:

m

¢7(z,t) = 3 a(t)elz)

=1

-

com ¢(t) continuo em [0,T], entdo (2.2) implica:
(uf, d™) — (AU, ¢™) + (uFVuE, ™) = 0,
TI
/ /ﬂ(u;c — AuF + uFVuF)gmdzdt = 0,
0
para todo k > m,e 0 < T’ < T. Passando ao limite k — oo, obtem-se:
TI
/ /Q(ut — Au +uVu)é™dzdt =0 (2.26)
0

Usando a desigualdade de Holder, a desigualdade de Sobolev (1.3), a desigualdade (1.13)
e a desigualdade de Young, tem-se:

1 1
Coll Va2 (1P Aul| ][ Vulls + | Vullre)
IPAullze + Call Vulliz + Call Vullfa.

[uVullLe < fluflzsl|VuliLs

INIA

Assim,

lu; = Au+uVuljr lueilee + [[AujLe + [juVulis

<
< ullze + [[Aule + [[PAu|Le + C5l|Vullfz + Csl| Vulli.

Como ||Aullrz < ||D%u||12, usando (1.12), temos ||Auljrz < Ca(||PAu||L: + ||Vul|L2),
vem

lu; — Au+uVu|: < |luglL: + C3l|PAuljrz2 + C5||Vul|L: + ||PAul|1:
+C3||Vullz + Csl|Vulii.
< ueliez + (G5 + DIIPA|Ls + C3lVullzz + Col| Vuli.
+C3|IVulLe,

de onde temos que:

lue — Au+uVullf: < Cllulis + CrolPAulzz + Cosl| Va1
+Css||Vulla + Casl|Vu fa.
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Logo, integrando no tempo de 0 a T’ (com T’ < T'), usando (2.22), (2.20) e (2.19) deduz-
se que u; — Au + uVue L2([0,7'],L%(Q)). De (2.26) e desde que as ¢™ sdo densas em
L*([0,T'},Ho) (pois as autofuncdes {e;} formam um sistema ortonormal completo em
Ho), tem-se que u, — Au + uVue L¥([0,T'], Hs ), entdo existe uma fungio p(z,t) com
VpeL*([0,T"],L*(Q)) tal que u; — Au+uVu = ~Vp.

Agora considere-se a condigdo inicial (2.23). Como u satisfaz (2.19), isto é, ||Vu|lr2 <

fo (t), e fo(0) = ||Vug|li. (é a condigdo inicial usada para determinar fo(t)) tem-se:
limsup [ Vu(., )] < £5(0) = | Vol (2.27)
Verificaremos agora que u(.,t) converge fraco para up em H,, isto é:
/ﬂV(u(w,t) —uo(z))Veds = (u(z,t) — uo(z),e)g: — 0 como t — 0 Ve,

Observe-se que:

(u(., t) — U, 61)H1 = (u(., t) - uk(., t), 61)H1 -+ (uk(., t) - uk(., 0), 61)H1 + (uk(., 0) - Up, 61)H1
(2.28)
Primeiro note-se que:

|(uk('7 t) — uk(" 0), er)m: |

Il

| /v u*(0))Veude| = |(V(uH(2) - u*(0)), Vel
= |/ ), Ver)dr| = |/ ), Ve)dr|

= |/ Vo,u* (1), Ve)dr| = | — /t( LuF(7), PLe)dr|
= |/ ), PAe) + (u*(., 7)Vur(., 7), PAe)]dr]
< / (Vur(.,7), VPAE) + (W*(., 7)VU(., 1), PAey)|dr

< /0[IIVU"IILzllVPAezlle+llukHlequ"HLzIlPAezHLs]dT

INA

t
/0 [IVuH|Lal VP Aer|Lz + Cl[Vu|[iz]PAelze)dr

e o dltimo termo tende a zero quando t — 07,

Entdo, [(v*(.,t) — ¥*(.,0),e)m:| — 0 uniformemente em k, quando t — 0F, é con-
sequéncia de (2.19) e (2.20). A igualdade (ut,PAel) = (—Auf + uFVuF, PAg)) é jus-
tificado por (2.2); a integracio por partes (Auf,PAe;) = —(Vu*, VPAg) é justifi-
cada pois PAeeH; N H2(N). Também foi usada a desigualdade (u*VuF,PAg;) <
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lu*|Le [ Vu¥|lLa[[PAerlLes < Cl|Vuk||La]| Vu*jlra||PAelLs.
Assim,
(uk(-at) - uk('vo)’ er)qr — 0 como t — 0* , Vey, (229)

isto é, u*(.,t) converge fraco para u*(.,0), quando t — 0*.
A seguir, observe-se que para qualquer fixado t€(0,7")

/ﬂV(u(.,t)—uk(.,t))Veldx — 0 quando k — oo.

De fato, pondo w* = u — u*

como

e considerando A(7) uma fungio regular, a qual é definida

tem-se:

Avwk(',t)VSIdx = /dr/ vwk( T)veld:ﬂdT
= [ [ B(r)VH(, ) Ver + A(r) V() Verdadr
- /O/Qh 7)Vwk(., 1) Ve + A(r)w(., 7)PAey)dzdr,

k k _ .,k

e desde que u* converge fracamente para u, entdo u — u* = w* converge fracamente para
0 em L?([0,t],H;). Portanto Vw* converge fracamente para 0 em L?([0,],L%(Q)) e w¥
converge fracamente para 0 em L2([0,¢], L%(f)). Assim:

/Vw t)Veidr — 0 quando k — oc.

Logo,
(u(.,t) —u*(.,t), &) — 0 quando k — oo, (2.30)
isto é, u*(.,t) converge fracamente para u(.,t) quando k¥ — co em H;.

Finalmente,

/QV(uk(.,O) —uo)Vedz =0 para k> 1 (2.31)

Logo usando (2.29), (2.30) e (2.31) em (2.28) obtem-se que u(.,t) converge fracamente
para ug em H;. Entdo Vu(.,t) converge fracamente para Vu, em L?(Q), e considerando
(2.27), tem-se pela Proposigao (1.5) que Vu(.,t) — Vu, fortemente em L*(Q) quando
t — 07, isto é, u satisfaz (2.25).
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2.3 Propriedades das Solugoes Aproximadas

Para obter uma solugdo cléssica na préxima seqdo e para obter estimativas de erro no
proximo capitulo, necessitaremos das estimativas do teorema seguinte:

Teorema 2.2 Seja o valor inicial upe™;. Entdo sobre um (possivelmente pequeno) in-
tervalo de tempo [0,T], o problema de Navier-Stokes

us —PAu = —-P(u.Vu) em
Vu = 0 em ,t>0 (2.32)
ulsn = 0 t>0
u(.,,0) = u

tem uma Unica solugdo forte u. As derivadas parciais de u e as suas aprorimagées de
Galerkin u* satisfazem as estimativas:

19Dl + [ 10t Radr < Folt) € Foo (2.33)
/;HPAU(.,T)”?L,dT < ho(t) sobre [0,T] (2.34)
V07U, )l + [ 10l Pliksdr < Faltye) (2.35.n)
/:“PA@fu(.,r)Hizdr < ha(te) (2.36.m)

107u( Ol + [ IVaRu(,m)lEsds < Galt,e) (2.37.1)
IPATU(, Ol < galtie) < gne (2.35.0)

sobre [e,T| para qualquer € num intervalo aberto (0,T) e qualquer n =0,1,2,3,....
Além disso, no caso ugeH; N H? tem-se:

6wl 0l + [ 190(,)ladr < Gu(t) 239)
[PAu(, )i < go(t) < o (2.40)

sobre [0,T]. As fungées do lado direito dependem apenas de t ou (t,¢), de n, T e da norma
Dirichlet || Vuol|}2. No caso em que upeHy N H? dependem de ||uc||gz também. Sobre o
intervalo correspondente estas fungées sdo continuas na varidvel t, e as fungées ho, F,, G,
s@o continuamente diferencidveis com respeito a t pela sua definigdo.

Prova
A prova da existéncia de solugdo forte é dada pelo Teorema 2.1.
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* serdo obtidas usando-se trés sequéncias infinitas

As estimativas para as aproximacgdes u

de identidades:
A primeira sequéncia de identidades é:

2dtHVuk||Lg + ||PAYF|E: = (uFVuk,PAYF) (2.41.0)
1 d —||Vouk |2, + |PASUFE, = (Bu*Vur,PAGWY) + (uFVOuF, PASWY) (2.41.1)
2dt L
1d

—1Votu* ||} + || PASF| L, (O2u*Vu*, PAOM) + 2(uf Vul, PAOHY)

+(u VR, PASIF) (2.41.2)

il

2dt

|[V8" "3 + IPAGMFR: = (8PuFVUE + CiOF M VuF + CLor2ukVaRuF + ..
+Cro1ub VO Ik 4 WA VOME PAOMUY)  (2.41.0)

2dt

A igualdade (2.41.0) é obt1da multiplicando (2.2) por A;cik, somando Y°F_,, e observando

que (Ouf, PAu*) = —14£ ||Vu’°HL,, (2.41.1) é obtida derivando (2.2) com respeito a t, mul-

tiplicando por A%, somando $°F;, e observando que (82u*, PAdu¥) = —55||V8tu ”L?v

(2.41.2) é obtida derivando (2.2) duas vezes com respeito a t, multiplicando por )\1?&&
somando 3f_, e observando que (&uf, PAGHF*) = —14 iV82 *||3.. Similarmente a n-
ésima 1dent1dade (2.41. n) é obtida derivando (2.2) n-vezes com respeito a t, multiplicando
por \;£&k, somando YF.;, e observando que (97 uk, PAGMUF) = -—H—tHV@" uk||3 2

A segunda sequéncia de identidades é:

101 = (PO, Gut) — (uF Vi, )

102u 1k, = (PAUF,0%u*) — (8w VuF, 00uF) — (WFVouF, 82u*) (2.42.2)
102u*)|3: = (PASF,B2uF) — (02 Vur 83ur) — 2(ukVuk, 93u*)
—(uFV Ok, 03u*) (2.42.3)

Fufli: = (PAIWF, oMb — (0P WrVuF + CLOF 2 VUt + Car P VORF +
t
t L
+Crquf VO 2k £ u* VORGP k) (2.42.n)

A identidade (2 42.1) ¢ obtida multiplicando (2.2) por £, somando YF;, e observando
que (AuF, QuF) = (PAuk Oiu*); (2 42.2) é obtida derivando (2.2) com respeito a t,
multiplicando por ——d%h somando YF ,, e observando que (Au¥, 0%u¥) = (PAJu*, 02uF);
(2.42.3) é obtida derivando (2.2) duas vezes com respeito a t, multiplicando por %ﬁi,

somando $°f_,, e observando que (A8%u¥, O3u*) = (PAO?Y, B3uF). A n-ésima identidade
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(2.42.n) é obtida derivando (2.2) n — 1 vezes com respeito a t, multiplicando por Zxci,
somando Y, , e observando que (A@" ~luk, oruk) = (PAG Tk, puF).
A terceira sequéncia de identidades é:

th”uk”Lz + “V‘uk”Lz = 0 (2430)
2dt||0tuk||p + {[V@tukHLz = —(8tukVuk,3tuk) (2431)
2dt“62 i + [VORF|L = —(8%FVuF, 0%uF) — 2(0,uFVauF, B2uF) (2.43.2)
2dtll(93 wllts +IVOWF|T: = —(8fuF Vi, k) — 3(8fuFVuf, 87u¥)

—3(ukVoiuk, 53u*) (2.43.3)
5 dtuan Wl + |VOMH2, = —(OPuFVuE + C1OP VU CRart VR ..
+Cr10:uF VA1, O uF) (2.43.n)

A identidade (2.43.0) é obtida multiplicando (2.2) por ¢, somando ¥f_,, e observando
que (uFVu* uF) = 0; (2.43.1) é obtida derivando (2.2) com respeito a t, multiplicando por
d;t , somando Y°f_,, e observando que (u¥*V8,u*, diuF) = 0. A n-ésima identidade (2.43.n)
é obtida derivando (2.2) n vezes com respeito a t, multiplicando por Tt,‘,li, somando Y8 .,
e observando que (uFVaru*, 8ru*) = 0.

O objetivo agora é obter desigualdades diferenciais a partir destas identidades, obtendo
estimativas do lado direito. Detalharemos no caso n = 0,1,2 e logo generalizaremos por
indugao sobre n.

Comecemos com o caso n = 0

De (2.41.0) temos

IV + POV = (10, PAwY)

da estimativa feita em (2.16) e condigdo inicial dado em (2.18) chegamos a:

[Vu*(0)fl: < [[Vuol|za.

Pelo Lema 1.9, existem fo(t) e ho(t) continuas, tais que sobre algum intervalo [0,T)
mantem-se:

d
ZIVe L +IPAW R < Croll Vulligs + Cosl| Velits

IV (L, llE: < fold), (2.44)
/:”PAUIC(.,T)H%‘QCZT < ho(t) isto é (2.34).
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Paraz >0 . .
JIPAW( adr < [ IPAW(, 7)Ifrdr < Ro(?).
Entéo, sobre (¢, T} para qualquer € €(0,7):
t
/ IPAW(, 7)|Badr < holt,e) isto & (2.36.0).

De (2.42.1):
||3tuk|liz = (PAuk,atuk) - (ukVuk,atuk),

e da estimativa feita em (2.21) temos:

0wt < 2PAUH L2 + C1lIVE*| 2 + CII V|,
||8tu’°||{2 < Cg“PAuk”i? + C3HVukHiz -|- C4||Vuklliz

Considerando as estimativas (2.44) e (2.34) para t€[0,T) na dltima equagio, integramos
obtendo:

[ 10t Iadr < Caholt) + s [ f3(n)dr +Cu [ fa(r)dr = fo(). (249)
Logo, somando (2.44) e (2.43), isto é:
I904C)la + [ 10 fadr < folt) + folt) = Foft)

obtemos (2.33).
Para ¢ > 0. usando (2.45) tem-se:

J 18 s < [0k, ey < Folt)

e logo

Ve s + [ 10t () IRadr < Foltye),

obtendo-se (2.35.0).
De (2.43.0), da estimativa obtida em (2.4) temos:

B2 + [ 1994 )lRsdr < flualls = Gol®)

e entdo para € > 0, €€(0,T) temos

I 0l + [ I, Rsdr < Golty2),
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obtendo assim (2.37.0).
De (2.43.1) vem

2 dtHaf”k”Lz +[Vaur|i: = —(8u*. Vu¥, au).

Da estimativa obtida em (2.8) e a condigéo inicial (2.11) para ug e H; N H2() temos:

d
10t It + VOt < Clluoliiallont]1s

1650l < 2[PAuollLz + C'|[Vuolffs + ClIVuolfz.
Integrando e usando Lema 1.9, existem H;(t) e H,(t) tais que:

18" (., t)lIE: < Ha(1), (2.46)
[ IVot( n)adr < Ha(e),

sobre um intervalo [0,T). Logo,

8 )t + [ 190, (7l dr < Ha(t) + Fa(t) = Gal),

obtendo-se (2.39).

Desde que —14||Vuk||}, = —(Vouk, Vu*) = (Guk, PAu¥), entdo de (2.41.0) tem-se que

—(Buk, PAUR) + |[PAUF||E, = (W VuF, PAUF). Logo:
IPAU |2 = (OuF, PAUF) + (" Vit PAUY).

Agora, devemos encontrar uma estimativa para o lado direito da igualdade acima. Usando
a desigualdade de Holder, a desigualdade de Sobolev (1.3), a desigualdade (1.13) e a
desigualdade de Young, tem-se:

IPAWE: < (|8t LaPAW|Ls + [lu|lzel Vur|lzs P A 1
IPAW|L: < (8t + CI Ve La(IP AL VubliEa + | Vu¥|Le)
18ctlizs + ClIVEH| L lIP A F + O Vu|l3s
< 8t + ClIVHRa + S IP A1 + €IV

IA

Entao
IP Ak < 210kl + Caf Vu*| 32 + Cal V| 3a,
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logo, elevando ao quadrado e considerando as estimativas (2.46) e (2.33.0), obtemos:

IPAH Callo*[Ifa + Csl|Vub[ifa + Coll V'ilta

<
S C4H1(t) + Cng(t,é') -+ Cng(t,S) = go(t, E).
Portanto
IPAUF|3. < go(t,e), e obtemos (2.38.0).
Se ug e Hy N H?(Q), entido

||PAuk”i2 S C4H1(t) + Csfg(t) + Csfg(t) = go(t) e obtemos (240)

Passamos a analisar o caso n = 1.
De (2.41.1) temos:

1d

5 dtnvatukuiz + IPAGwE|: = (OufVuF, PAOWY) 4+ (¥ VIuk, PASLY).

Agora, devemos encontrar uma estimativa para o lado direito de (2.41.1). Usando a
desigualdade de Holder, a desigualdade (1.16) (supgq |u¥| < C1(||PAW||12 + || Vuk||L2)), 2
desigualdade de Sobolev (1.3), a desigualdade (1.15) e a desigualdade de Young, temos:

|(usuk, PAuf) + (ukVuf,PAuf)] <
< 0¥ Le | VUM La [P Avugllze + sup [uF [ Vuf||L2 [P AL

< ClVuglita(IPAWF||Le + [[Vet|lra) [P Auf] e
+C(IPAWH e + [|VutL) Ve | e [P Aug

< G| PAug|Le | V| [P Auffla + |V Le]
1

< 5lIPAYE: + ol VurllL(IPAu e + [ Vu*|lL2)?
1 ,

< SIPAUE + CallVusliLa(IPAu'|Es + || Va|[La).

Levando isto para equagdo (2.41.1), obtemos:

d

ZIVOut|Es + [PAGKHE: < Cs(IPAUM L. + [ Vub|E2) | VO*ILa. (2.47)
Para poder integrar a desigualdade (2.47) devemos encontrar uma estimativa indepen-
dente de k, para o valor inicial de ||[Vu*(.,1)||12, para isso usamos (2.42.1) e (2.43.1)

para obter estimativas para ||[V8,u*(.,€)||L2, em valores arbitrariamente pequenos de ¢.
Assim, apenas precisamos assumir que ugeH;. Dado ¢ > 0, seja {e,} uma sequéncia tal
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que O0<e1 <egy<ez<... <&,
De (2.43), isto é:

/ot Haruk(., i.dr < fo(t),

como o integrando é continuo, pelo Teorema do Valor Médio, para todo inteiro positivo
k, existe um nimero 7, , 0 < 7% < &; < ¢, tal que:

€

ol = & [ 10,0l < 2L (2.48)

Também, o lado direito de (2.43.1) pode ser estimado usando (2.6):
1
(8" v, 88)] < Ci|[Ve|ILallOntliEe + 511V Ou®|Es. (2.49)

Entéao, levando (2.49) em (2.43.1), obtemos:

d

10t [T + VO[22 < Col| Vet allO® 1L, (2.50)

a qual é uma desigualdade diferencial, quando (2.44) é considerado. Logo, usando (2.48)
podemos integrar (2.50) sobre o intervalo [7%,t], de acordo com o Lema 1.10, obtendo:

t -
/uvau MEadr < /||V0tuk(.,7'){[i2drSGl(t,el), (2.51)
loa*(, 2. < Gi(t,er) para e, <t<T. (2.52)

Como €1 < ¢, temos que [¢,T] C [¢1,T], entdo (2.51) e (2.52) continua sendo valido com
¢ em vez de ;.

Logo, de (2.51) e (2.52) temos
t
18k, 812 + / IV8,u*(., 7)||2adr < Gi(t,¢), obtendo assim (2.37.1).

Além disso, de (2.51), para todo inteiro positivo k, pelo Teorema do Valor Médio, existe
um ox , €1 < 0k < €9 < €, tal que:

IVout( o0l < gy [ IV0H . ladr <

G’l(é',&l). (253)

(e —e1)

Assim, usando (2.53) podemos integrar (2.47) sobre o intervalo [ok,t] de acordo com o
Lema 1.10, obtendo:

t t k
/||Paa,uk(.,r)||§,2d,— < f IPABH (., 7)|Badr < halt,es), (2.54)

IV8 () < filt,ea) para ey <t <T. (2.55)
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Como [¢,T] C [e2,T], entdo, em (2.34), pondo ¢ em vez de ¢, temos:
t
/ IPASuF(., 7)1 2adr < Bult,e),

obtendo assim (2.36.1).
De (2.42.2):

107utllts = (P Oy, 07uf) — (ufVuF, Gfu’) — (u*Vug, fu’).

Usando a desigualdade de Holder, as desigualdades (1.16), (1.13), (1.3) e a desigualdade
de Young, na identidade acima temos:

107ulEs < IPAuflILelofu* e + lluf VerllLallOfu*liLe + |lu* Vuflles||07u*|[rs

107ullLe < IPAufllLe + Juflize | Vu*ilze + [lul|ze [ Vuf||Ls
< PAYILe + Gl VugliL2 (1P ALz + [|Vu*L2)
L 1
+Col| Vet llLa(IP Aug [ 2] Vesglifs + [ Vugllze)
< PAw L + Cil Vugllze [P Auf||Le + Cuf| Vg |La ][ Ve*||s

|V al V| [P A, + Col| Vbl Ve s

< 2PAW|Ls + G| VublinalPAUH s + Caf| Vubra | V||
04| Va3 V|1

< 2APAUH s + Csl| VL P AU La + |V s + |V [Ba].

Logo, elevando ao quadrado e tendo em conta (2.55), (2.38.0), e (2.44), obtemos:

10fufllt: < CollPAwlfa + Co Ve lIEa P Av[Ee + IVuf|iEe + [ Vuf12]
< CelPAuf[lfz + Crhi(t,e2)(90(t, ) + folt) + f3 (1))

Assim, integrando sobre [g2,7] e usando (2.54), obtemos:
/ 1625 (., 7)|[adr < Coha(t,e2) + Ca(t,e2) = fult, e2). (2.56)
Pondo em (2.56) € em vez de &, (pois [¢,T] C [e2,T]), temos:
J 182, Plfsdr < Coha(t,e) + Galty) = fi ) (257
Logo, somando (2.53) e (2.57) resulta:
IV Ok + [ 102 Redr < i) + falt,e) = Filte)
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obtendo-se assim (2.35.1).
De (2.43.2);

5 dt][32 uFlfs + IVO2uF||R: = —(02u Vu*, d2u*) — 2(0,u*Vou*, 92u*).

Devemos achar estimativas para o lado direito de (2.43.2). Usando a desigualdade de
Holder, as desigualdades (1.3), (1.15) e a desigualdade de Young, tem-se:

I(afukVuk, Bfuk) + 2(usuf, Bfuk)| <

< 07Ut ||Lel| Vel L llOfu®|lLe + 2llugllLe | Vug]|zs 167wz
< GIVOiuFllLel|0fufl|La (IIP Au¥||Le + [ VuF|lz2)
H10Pu* L2 Cal Ve e (1P Augl|ze + [ Vugllzz)
1
< SIVOUFIEs + Collfu® | (1P Au*(I + [ Vu|iEs)
HIVurlits + Calld7uf T2 (IPAwlEa + IVuflIE2)
1
< FIVOIL: + CsllofutlILa P AutlE: + [ VurliE.

HIPAw|[E: + [ Vuglfa] + | Vug] .
Logo, em (2.43.2):

d
Z107eMllTe + 1VOiut]i: < ColPAWE: + [ VuF|Es + [PAwE
HIVug|a]l10745 11e + Crl| Vusliia, (2.58)
a qual é uma desigualdade diferencial, quando (2.38.0), (2.44), (2.36.1) e (2.53) s&o con-

siderados. Agora precisamos da condigo inicial para ||9fu*(.,t)||}.. De (2.36)

[ 1854 lfadr < uttyea),

sendo o integrando continuo, pelo Teorema do Valor Médio, para todo inteiro k, existe
Ok , €2 < 6k < €3 < ¢, tal que:

182, 7 Badr < {;(553 (2.59)

16745 (., 6)1E2 =

Logo, podemos integrar (2.58) com a condlgao inicial (2.59) sobre um intervalo [6k,t] de
acordo com o Lema 1.10, obtendo:

t —
/HVWk ) 3adr AvawuﬂmmTSGMxﬁ (2.60)

“at? k(-, )Hiz < é2(t,€3) para &3 < t<T. (261)

IN
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Desde que [¢,T] C [z3,T], entdo (2.60) e (2.61) é valido com ¢ em vez de &s.
De (2.41.1) vem

IPAuS}: = (0%, PAOY) + (8.4 VuF, PASLY) + (1 VEuF, PASL*).

Para encontrar uma estimativa do lado direito, usamos a desigualdade de Holder, as

desigualdades (1.16), (1.3), (1.13):

IPAuE: < 02 el PAUE Lo + 18w el V¥ [P St
+ sup [0 [ Va1 [P A 1,

PAuL: < [167u*|lL + Col Vil (IPAWH |2 + || VuH(|re) + Ca|PAWH||1s
+HI VU i) [[Vugle,

PAugllL: < [107u*|lze + Cal| Vuflia (1P AU ||rs + [ Vi L2),

IPAuE: < CalldfullEs + CsllVur L2 (IP AWM s + 1| Vu*|iEa).

Logo, usando (2.61), (2.35.1), (2.38.0) e (2.35.0), vem
PAuf|}: < CaGa(t,e) + CsFi(t, €)go(t, €) + Fo(t,€)] = g1(t,€) obtendo assim (2.38.1).

Passamos a analisar o caso n = 2.
De (2.60), para todo inteiro positivo k, pelo Teorema do Valor Médio, existe v, €3 <
v < €4 < €, tal que:

1 £
V08l = =gy [ 1908 lledr <

De (2.41.2), temos:
1d
2dt

Ga(e, €3)
—. 2.62
(=) (2.62)
IVOTuF ||}z + |[PAON |} = (O7u"Vur, PAJNE) + 2(ufVuk, PAOUY)
+(uF VIR, P ALY,

encontraremos uma estimativa para o lado direito de (2.41.2). Usando as desigualdades
de Hélder, (1.3), (1.13), (1.16) e a desigualdade de Young, tem-se:

(02 Vur, PAONY) + 2ufVul, PAONF) + (u*VEIuF PAMF)|
< [167u* el Vet liLe + 2llwf Ll VuglLe] P A | e

+sup [uf|[|VOFuF||L2 | PAG U1z

Q

< [CiIPAWH gz + [Vt ||La)IVOfu®||Le + Ca(IP Auy]Le
+|Vug||za) | Vug ] L) P AOFu*| e
1

< SIPAGHL. + Coll VOTut (2 (1P Aut|Es + | Vu*(iEs)

+Cal| Vg | (1P AuglEe + IVe]iEs).
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Levando esta estimativa para (2.41.2), tem-se:

d ,
FIVEaWH L + [PAGKH R < Cs(IPAUM|Es + [ VuliEa) I VOu* s
+Cs|| VgL (IPAug(Ee + 1 VufllEa).  (2.63)

Logo podemos integrar (2.63), usando (2.62) sobre um intervalo [vk,t] de acordo com ¢
Lema 1.10, obtendo:

t t
/ IPASZH(.,7)|hadr < / IPAB2K(., 7)|32dr < ho(t, es), (2.64)

& Yk
||V8t2u"(,t)||iz < fz(t,€4) para €4 < t<T. (265)

Como [e,T] C [e4,T], entdo (2.64) e (2.65) é valido sobre [e, T)].
Logo em (2.64), pondo € em vez de ¢4, fornece:

t
[ IPAGR (. 7)lfadr < halt, ),

obtendo-se assim (2.36.2).
Somando (2.60) e (2.61) com ¢ em vez de €3, tem-se:

t ~ ~
|2utEa + [ V824 Radr < Galt,e) + Galt,e) = Galtse),

obtendo-se (2.37.2).
De (2.42.3) vem

102u*||2: = (PAOMF, 83u*) — (02 Vu*, 92uF) — 2(ukVuF, 93uF) — (WF VAU, O2ub).

Para encontrar uma estimativa do lado direito, usamos as desigualdades de Hélder, (1.3).
(1.15) e (1.186), isto é:

107ulle < IPAG Lz + Cl| VOFu||La (P Auflfre + [[Vu*|L2)

+C| V|l (IP Sl + [ VeI 2)

+Ca ([P AWz + [ Vetfp2) | VO ut|re,

P AU |12 + Csl| VOiu®||La (1P Au*||Le + || Vu*]lza)

+Cil|V || e (P AG L2 + |V B[ La),

182u* 1}, < [PAGRH e + CullVOuM|Ra (1P Auf|IEs + [[VuFfiEa)
+Cs||Vutll L (1P Aug|fz + 1 VuilEa).

IN
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Integramos no tempo, considerando (2.64), (2.37.2), (2.36.0), (2.37.0), (2.37.1) e (2.36.1),
para obter:

t
/ 03u*il}2dr < Ra(t,e4) + CiGa(t, e4)[(ho + Go)(t,e4)] + CsGa(t,€4)[(g1 + G1)(t,€4)].
Logo,
t -~
[ 102t ihadr < falt, ). (2.66)

Pondo ¢ em vez de ¢4 temos

[ 183, lsdr < Folt,e). (2.67)
Entao, de (2.65) e (2.67), tem-se:
V07t )lRa + [ 1836, mlsdr < faltye) + Folts€) = Faltye),

obtendo-se assim (2.33.2).
Agora, de (2.43.3) vem

5 dt”aa uFll3z + |VOPuF|E: = —(0PuFVuk, 82uF) — 3(8%uFVuk, 92uk) — 3(uFVARUF, B3uF)
Estimemos o lado direito: usando as desigualdades de Hoélder, (1.3), (1.15) e a desigual-
dade de Young temos:
(D2uFVuk, 93uF) — 3(02uFVuk, 92uF) — 3(uFVau*, 93u*)| <
< OV (P Au L)l ofu® | Le
+C1l|0fu* |22 | VOFuF (| L (P A2 + || V0¥ L2)
+Co|| VO L (IPASUS||La + || V07t ||1a) || 07w | 1s
1
SIVO e + Ca(IPAW L + [[Vu||za) 10" ILs

+H[VEiuH|IEs + Call 0wt IR (1P AufllEs + I VugllEs) + 1 VuiliEs
+Cs1 07" R (1P AGFF|IT: + |V OFu*[1E2).

IA

Levando esta estimativa em (2.43.3), resulta:

d :
SR + VO IE: < [Co(IPOWEs + VW 1Ee) + Cr(IPAwEs + IVutllte)

+Cs(PAORF|2: + |[VORF|E)]107ub 1} + 21V OFu*| T
+2||Vul]is, (2.68)
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a qual é uma desigualdade diferencial, quando (2.38.0), (2.35.0), (2.38.1), (2.35.1), (2.36.2)
e (2.64) sdo considerados. De (2.66), pelo Teorema do Valor Médio, para todo inteiro
positivo k, existe 8x , €4 < Br < €5 < ¢, tal que:

167u* (., Bu)lIEz < fale,e4). (2.69)

7)|[fdr <

1
(e —€4)

Entdo, podemos integrar (2.68) com a condigdo inicial (2.69), sobre um intervalo [B,t].
de acordo com o Lema 1.10, obtendo:

t -
/ IVOE(, ) adr < Galt, es), (2.70)
103wk (, )} < Galt,es), (2.71)

para €5 < t < T. Também (2.70) e (2.71) sdo vélidos com € em vez de €5, desde que
[e,T] C [es, T).
De(2.41.2):

IPAGHF |} = (8%u%, PASF) + (02uFVuF, PAS ) + 2(ufVuk, PAGMF)
+(u*V ik, PAGF).

Estimemos o lado direito, usando as desigualdades (1.3), (1.15), (1.16) e a desigualdade
de Young, isto é:

IPAGH s < 187u*|lLe + Crll VO ut||ra (P AW L + || Vu*(|rs)
+Col| Vel La (1P A L2 + [|Vug]lz2)

PO < CallFut|lie + Cal VO[T (I POV T2 + [ VU||E2)
+Cs[|Vuf Itz (1P AugliEs + I Vug]ie).

Logo, de (2.71), (2.35.2), (2.38.0), (2.33.0), (2.33.1) e (2.38.1), tem-se:

) + Fot, )

IPASMF |2 < CsGa(t,e) + CaFalt, e)(golt, €
tye)) = g2(t, €),

+CsFi(t,e)(91(t,€) + Fult,
obtendo-se (2.38.2).
Por indugao suponhamos que todas as estimativas do Teorema 2.2 sdo vélidas até n = m

e provaremos para n =m + 1.
Da identidade (2.42.m + 1), temos:

107+ utf = (PAG W, 07 Hub) — (07w VU + C1O7 Vg + ..
ot Crae1 B VAR * 4 PV OMUE, O ).
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Encontraremos uma estimativa para o lado direito. Usando a desigualdade de Holder
obtem-se:

167wl < [[PAST U2 + 1|07 ub | Le | Vuk| Ls + Cill7 u¥||Ls || VO Ls
Fooe  Crca | 0¥ || Le | VO 0¥ (|1 + [[u¥ ] Le | VO u¥ || Ls.
Logo, usando as desigualdades (ver (1.3) e (1.15)):
67u|lLe < C||VOIW |2 e ||V uF|Le < Co(|PASIW* |12 + || VO uF|L2), (2.72)
tem-se:
167 ¥l < PAGT w12 + Co|| VT u*| L2 (P AUF||L2 + || V| L2)
+C15||VOP Wk L2 (P AB| |12 + || VO ||12) + ...
oot Clm-1)s|| VOF L2 (P A |12 + (| VO |12)
+Cms|| VU*||L2 (P AS U |2 + || VO uF||L2),
167k}, < CLIPAGRu*|}e + Col| VO u* |12 (IPAWH . + || Vu|}2)
+CL|IVE R (1P A |} + |V 1T2) + ..
oot Clmonal VOF 112 ([PAS k|1 + (VO] ¥ f2)
+Cr oI Vur | (IPASTWF| 2 + || VO u¥| fe). (2.73)

Pela hipétese indutiva tem-se a existéncia de f, e h, tais que,
[Vl < faltrers) e [ IPAOTHDlfadr Shaltien) (274

para t€[2q,,T) e para todo n = 1,2,3,...,m. Como [z,T] C [£2.,T], entdo
IVor(, t)lE: < falte) (2.
[ IPAGA(,adr < haltye) o

[\V] [\]
~1 ~1
(@) (]

para tels,T) e para todon = 1,2,3,...,m.
Logo, pode-se integrar (2.73) sobre [¢2m,T ), obtendo-se:

¢
1,k 2 F
[ 1omtu (o, )adr < Fulteam),
£2m

onde fn(t,€2m) é uma fungio continua de t€[egm, T).

Como o integrando é continuo, entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe um nuimero
Ok, €am < af < Eomy41 < €, tal que:

107+ (., an)liEe <

(&, 2m). (2.77)



Da identidade (2.43.m + 1) tem-se:

1d
S|Pk, + [ VOrt |, = — (07 uEVuE + TR VO + ..

2 dt
oo + CrB VO Uk, a;"“u").

Estimaremos o lado direito. Usando a desigualdade de Holder:

1d o
SlOr R + VO R < (67 UL Ve 07w

+C1 87w | V Bk || Lo | 87 ¥ e + .
+Cm 1O ||Le VO u* || o 107+ w12 (2.78)

o primeiro termo sobre o lado direito pode ser estimado usando a desigualdade Sobolev
(1.4) (Jlullis < CliullLa]|Vulliz), e a desigualdade de Young (com p =4 e ¢ = %). Entéo,
aplicando as desigualdades mencionadas tem-se:

L 3
IVu¥|| |07 ub|3e < CollVuf|leellof e 3.V Or1u¥| £,

1
ClVuliiallofutlits + SIVOruf|a.  (2.79)

IN

Para os outros termos, usando as desigualdades (2.72) e logo a desigualdade de Young,
obtem-se:

107 ¥ | [Vl sl O ekl < |
< Col|VOrHiutpa(|PAGHILs + VO 1a) 107+ u* 1
< Gl VT Ut (P AGH IR + V0 1a) + 107w £a(2.50)

Assim, levando as estimativas (2.79) e (2.80) em (2.78) tem-se:

d A
Zlor T it + 1VorTutllf, < [ClIVe'|its +mlllof et s
+C1al|VOTut L2 (1P Augllfa + [ VutliLe) + -
+Cma | Vug 112 (1P AT (T2 + VO u*|112) (2.81)
a qual é uma desigualdade diferencial quando (2.73) e (2.76) sédo considerados. Logo (2.81)

pode ser integrada com a condigdo inicial (2.77) sobre um intervalo [ak,t] de acordo com
o Lema 1.10, obtendo:

IA

t
[ Ivartt(,n)jikadr

£2m+1

t —
/ VO™ 1 ()R 2dr < Gomgr (E, €aman), (2.82)
ag

~

1or T (L)l < Gmaa(t,eamen), (2.83)
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para t€[camsq,T), onde Gmyi(t,e2me) € uma fungdo continua de telezmt1, ). Como
(,T] C [22m+1, T}, entdo de (2.82) e (2.83) com ¢ em vez de €2,,41, tem-se:

' t -~ =
107 e |2 + / IVOr+tub|f.dr < Gmir(t,e) + Gmer(t,€) = Gy (t,€),

obtendo-se (2.37.m + 1).
Além disso, de (2.82), pelo Teorema do Valor Médio, para todo inteiro k, existe um

ﬁk y Eomel < /Bk < E2m+2 = €2(m+1) <Eg, tal que:

1 _
)Gm+1 (6y€2m+1). (2.84)

VortiuE(L, Bl € ————
(VO u(., Bt < e

De (2.41.m + 1) temos:
1d '
§§||V5tm+luk|]ig + IPAG R, = (O WYk + LM YUk +

| +Cnub VI uF 4 AV AT PAG L),

Encontraremos uma estimativa para o lado direito da igualdade anterior. Usando a de-
sigualdade de Holder obtemos:
1 d m m m m

s IVOr Tt + IPAG ML < (107 e lLs | Vutflos [P AG a1
+C1[107u L Vg Lo [PAG uH e + .
OB Lol VO ¥ 1 [ P AGT
+sup [u*]|| VO uF|| 2 [P AOT | e

Q

Logo, usando as desigualdades (2.72), (1.16) e a desigualdade de Young, obtemos:

d
ZIVor T et |fe +IIPAG WM T < Coll VO TutIT (P AW Es + ([ Vu*(IL2)

+C1a|| VORI (P A + [ Vuflia) + ...
+ooo 4 Coal| VP (P LG (132
+HIVETut||1a).- (2.85)

Entdo, (2.83) pode ser integrada com a condigo inicial (2.84), de acordo com o Lema
1.10, num intervalo [, t], obtendo:

t t
/ IPASTH U (., 7)fedr < A IPAST WF (., 7)|E2d7 < Aomgr (2, €2(ma1)) (2.86)

£2(m+1) k
IVOrthu (L)l € frer(te20men))s (2.87)
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para t €[ey(m41), T). Como [¢,T] C [g3(m+1), T, entdo (2.86) e (2.87) continua vélido com
¢ em vez de €3(m41) = S2mt2-
Logo, de (2.86) pondo ¢ em vez de €242, tem-se:

t
J PG n)Radr < hmaa(tye),

obtendo assim (2.36.m + 1).
De (2.42.m + 2) vem

lor+2uk|2. = (PA@{"Huk,O;"“uk) - (at’"+1ukVuk + ClatmukVuf + ...
+Cruf VO Uk + uFVOr ik, g1tk

Estimaremos o lado direito, usando as desigualdades de Hélder, (1.3), (1.15) e (1.16),
temos:

107wk le < [[PAGTH uF||Le + Col| VO ¥ ||ra(|IPAUH|r2 + [[VuF||12)
+0131|V6{"u’°||Lz(HPA8tu’°||Lz + ||V0tuk||L2) + ...
+Cms || VO L2 (JPAS w12 + ||V u*||12).
Assim, elevando ao quadrado, tem-se:
1872 ufF. < CoPAGITWH|Ta + Coll VOt ut |1 (I[P AW T2 + IVu¥12)
+ClI VO u* R (1P A1 + IV 1a) + oovves
+Crsll VuslLa (P AS w [Tz + [V u¥|[2). (2.88)
De (2.74), (2.86) e (2.87), tem-se:

t
IVOrutte < faltienn) [ PO [Radr < halt,en)
&2n
para todo n = 1,2,...,m + 1, e assim pode-se integrar (2.88) sobre [€2m+2,T), obtendo-se:
t .
| N8zt n)likadr < Frsa(t eamsa) (2.89)
£2m42

e logo, de (2.87) e (2.89), pondo € em vez de €2m42 tem-se:

t ~
IVor+tur(., )it +/ 10746 (L, T)Eadr < fraa(ts€) + fraa(ti€) = Fmia(t ),
obtendo (2.35.m + 1).
De (2.43.m + 2) vem
1d

SO + VOt = (Ot + GO VOt

+C VO U + Crgp1 0 VO T IUF, O 2UF).
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Estimaremos o lado direito, usando sucessivamente a desigualdade de Holder, a desigual-
dade (2.72) e a desigualdade de Young, obtemos:

(072 u* Vuk + CLE T WV OF + ... + CrdPu Vol uF + Crpuf VO Hiu*, 74 uF)| <
< 67+t les [ VUt |lLs + Cullar b flLel| VO flLe + ...
+Crm 10704 || Lo || VO u*| |15 + Coma [uf |8 | VO + || 2] 670 12
< G| VO ub||La (P Av*|lLe + || Vuk||re) |8 u¥| s
+013”V6;"+1uk||m(HPABtuk“Lzl+ “V@tuk|IL2)||8;"+2uk||L2 + ...
+Cma | ViU |12 (IPAG || L2 + VO ¥ ||12) |67 20k |
+Cmn)al| VOuF || L (|PASI T ¥ |12 + || VAT + k|| L2 10720 e

1 m ! m
SIVOr+2uiits + Collor+*ut s (1P Auf|iEs + | Vu*(ILa)

+01al107*uH |12 (1P AuglIEa + [VO*|[E2) + IVO7+1u*|[a + ..
+Crall O+ IE: (1P A u* T2 + VO |[Fa) + VO u* (1T
+C0(minya 107 e 12 (IPAST T 1T + V07 ¥ IE2) + (| Vug -

IN

Assim:

d

TN et |gs + VO ut|2a <

< [Ca(IPAWH| s + [[Vuf|iRa) + Clo(IIPAulEs + | Vut]L2)

+on + C,'na(”PABtmukHi: + IVoruF||3.)
+Clmys(I[PAGT M| T2 + [V [ 12)]1187 w112
+(IVOrT i L + o+ IVOTF1Re + VO L), (2.90)

De (2.89), pelo Teorema do Valor Médio, para todo inteiro k, existe Ok , €2m42 < 8k <

Eam+3 < €, tal que:

1

10720k (., 60) ]2 < ——
(¢ — 2am+2

)fm+1(5752m+2)a (2.91)

logo, podemos integrar a desigualdade diferencial (2.90) com a condigéo inicial (2.91) de
acordo com o Lema 1.10, sobre um intervalo [0k, t], obtendo:

2m+3

t t -
/ IVO7+2ut (., 7)|[fadr < /9 IVOr+*u* (., 7)lf2dr < Gmoa(t, €2mes); (2.92)
10726k (L )k < Graalt, amea)y (2.93)

para €ms3 < t < T, onde Gmya(t,e2m+3) é uma fungdo continua de teeamis, T).
Também (2.92) e (2.93) é vélido com ¢ em vez de g3m+3, desde que [¢,T] C [g2mas, T].
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De (2.41.m + 1) temos:

IPAS WH R, = (972w, PAOF uF) + (07 ufVuk + C 07w  Vuk + ...
+Cn O VO uF + uF VO T Uk, PAG LR,

Usando as desigualdades de Hoélder, (1.3), (1.15) e (1.16), tem-se:

IPAGTT w |Ea < (107t ue + 167 u¥ Lo | Ve s + Colloru® ol Vublizs + ...
GO el VO s + sup VOl [P ADT s,

IPAGT WL < (|07 u¥|| L2 + Col| VT ¥ L2 (P AU 12 + || VuF]|p2)
+C19|]V0;”uk||Lz(||PA8tuk||Lz + ”V@tuk“Lz) + ...
+Crmal| VO* || L2 (IPAS] w¥ || L2 + || VI uF||1a).

Entdo, elevando ao quadrado, logo usando (2.93), (2.35.m+1) e as estimativas da hipdtese
indutiva, tem-se:

IPAGT ML, < CllOT** (I + Coll VO u* [ (1P AutIEa + V¥ iEa)
+C1olVOrut [T (IPAufliEs + | Vufla) + .

+Cral VUi L (IP A u [T + VO u*|1E2),

Cém+2(t’€) + CéFmH[gO + FO](tae) + C{BFm[gl + Fl](tw':)
+oo+ CroFilgm + Fin)(t,€) = gmta(t,€),

IN

obtendo-se (2.38.m + 1).
Completa-se assim, a prova do Teorema 2.2.

2.4 Solugoes Classicas Obtidas Como Limites de So-
lugoes Aproximadas

Usando somente as estimativas (2.19), (2.20), (2.22), mostrou-se no Teorema 2.1, que as
aproximagoes de Galerkin convergem para uma solucdo generalizada, isto é, se ug € Hy,
existe uma solugdo local forte ue L*>([0,77],H;) com u;, D3u, Vpe L?([0,7"], L*(Q)) para
0 < T" < T (para isto sémente precisamos da convergéncia de uma subsequéncia das
aproximacoes de Galerkin, o que é provado com argumentos de compacidade, e assim
toda a sequéncia de aproximagdes converge). Primeiro, se estabelece a regularidade de u
com respeito ao tempo ¢; mais precisamente quer-se mostrar que ue C*((0,T), H*(Q)).
De fato, por definigio

167 ullr = 167 ulit: + VO ullte + |1 D207 ullfs; (2.94)
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da desigualdade (1.12) do Capitulo 1, tem-se:
|D207ullts < Co(P AT ulRs + I VErullLs)- (2.95)
Entao, levando (2.93) em (2.94), tem-se
l0pulis < 107uliEa + CrollVO7ullia + CollPASu|Es.
Usando as estimativas do Teorema 2.2-(2.37.n), (2.35.n) e (2.38.n), tem-se:
167u(., t)|lf2 € Gn(t,€) + CiaFn(t,€) + Cagn(t,€)
sobre [¢,T], com €€(0,T). Portanto,

trr(loa%||8t"u(.,t)||Hz <o ,logo OfueC((0,T),H*Q)) Vn=0,1,...
Assim,

ueC=((0,7), H*(Q)).

Além disso, pelo resultado (2.23) do Teorema 2.1, e a estimativa do Teorema 2.2-(2.38.0),
temos que

ueL“([O,T'],Hz(Q)).
Entéo

ueC*=((0,7), H*(Q)) N L=([0, T, H*(2)).

Queremos a regularidade de uma solugao cléssica, isto é mostrar que ue C(Qx[0,T)):
Do Teorema 2.1-(2.25), tem-se que u(.,t) — up fortemente em H; quando t — 0% , e
desde que ue L*([0,T'], H*(Q)), entdo u(.,t) — uo fracamente em H?(Q2). Do Teorema
1.9, a inclusio H*(Q) C C(Q) é compacta; logo, segue-se que u(.,t) — u, fortemente em
C(Q, isto é, u(z,t) — up(z) continuamente como (z,t) — (z,0). Assim, se upe H*(Q)
tem-se que ue C(Qx[0,7)).

2.5 A Existéncia de Subsequéncia Uniformemente
Convergente das Aproximagoes de Galerkin

Como uma consequéncia do Teorema 2.2 tem-se

Coroldrio 2.2 Para qualquer nimero natural n = 0,1,2,..., e qualquer £€(0,T) existe
uma subsequéncia {u*"} das aprozimagies de Galerkin {u*} de (2.1), k =1,2,..., a qual
converge em H™(Q) uniformemente sobre [, T para a solugdo u do problema de Navier-
Stokes, m = 0,1. Igualmente, esta convergéncia mantem-se para todas as suas derivadas
com respeito ao tempo até a ordem n. No caso upeH; en =m = 0 ou ugeH; N H}(Q)
en=20, m=0,1, a convergéncia € uniforme sobre [0,T].
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Prova

De acordo com o Teorema de Ascoli-Arzeld tem-se que mostrar que {u*} é equicontinua
e uniformemente limitada.

{u*} é equicontinua em H,,: de fato, para s,t ¢ [e, T] no caso m = 0, usando a desigualdade
de Cauchy-Schwarz tem-se

(@) = k(@) = ([ 1@t m)ar? < ([ dr) ([ @t m)dr)
< = sll/ d:uf (., m))dr| quase sempre sobre ).

Integrando sobre 2, vem
t
k .k 2 _ k 2
/Q(u (z,t) — u*(z,s))*dz < |t s|/ﬂ|/a (8,u*(z, 7))2dr|dz
t
l*(,8) = w (ke < lt=sl [ [ 10u¥(e,7)Pdadr
< Jt—sl [ 10t 7)lndr

Usando agora o Teorema 2.2-(2.35.0), temos

[u* (1) = w*(, 9)lIEn < 1t = s|Fo(T ).

Entdo {u*(.,t)} é equicontinua em Hy = D’

Cauchy-Schwarz, para t,s¢(e, T], tem-se: :

*. No caso m = 1, usando a desigualdade de

(Vu*(z,t) — Vu*(z,s))? = / 8, Vu*(z,7) dr)? / Vo, uf(z,7) dr)?
< |t- s||/ (VO,u*(z,7))%dr| quase sempre sobre Q)
e integrando sobre )
k k 2 ! k 2
/Q(Vu (z,t) — Vu'(z,s))dr < ]t——s[/ﬂ/a VO, u*(z,7)|*drdx
t
< |t—s|/ |V8,u*(z,7)||}2dr.
Do Teorema 2.2- (2.37.1), tem-se
V(. t) = Vur (., 8)llfz < [t = s|Gi(Te).

Como ||u¥||g: é equivalente a | VuF| 12, deduz-se que {u*(.,%)} é equicontinua em H;.
{u*(.,t)} é uniformemente limitada em H,,. De fato:
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Observando as estimativas do Teorema 2.2-(2.38.0), obtem-se estimativas em H?(Q) por
meio da desigualdade de Cattabriga, isto é:

lu* (., t)llme < CIPAUA(, t)llL: < Cyg,

No caso m = 0 tem-se que H?(Q) C L2(Q), logo, 3C; > 0 tal que |u*(., )|z <
Cillu*(,, 8)||u2 < C’ggé,, entdo {u*(.,t)} é uniformemente limitada em Ho.

No caso m = 1, H*(Q) c HY(Q), entdo ||u*(.,t)||m < ngé_'s, logo {u*(.,t)} é uniforme-
mente limitada em H;.

Logo, considerando Bfuk em vez de u* e assim por diante para j = 1,2,..., usando as
estimativas do Teorema 2.2-(2.35.5), (2.37.5), mostra-se que {07 u*} é equicontinua e uni-
formemente limitada na norma de Hy e H;.

De fato: '

Do Teorema 2.2, a estimativa (2.33.7) implica que {8{u*} é equicontinua em L?(Q2), e pela
estimativa (2.37.j) tem-se que {8{u*} é uniformemente limitada em L?(Q).

Por outro lado, a estimativa (2.37.5) implica que {/u*} é equicontinua em H*({2) e pela
estimativa (2.35.7) resulta que {8]u*} é uniformemente limitada em H*(Q2).

Entao, pelo Teorema de Ascoli-Arzeld, em cada passo selecionando uma subsequéncia
apropriada, obtem-se uma subsequéncia {u*'} de {u*}, a qual converge na norma de H,,
(m = 0,1) uniformemente sobre [¢,T] junto com a sequéncia de todas as suas derivadas
{8{u*"} até a ordem n. Como os u*" sdo continuas e a covergéncia é uniforme, por um
teorema conhecido em espagos de Banach, o limite 8] limge oo u** = limg+ o 0Ju*" existe
em C ([e, T}, Ho) para j =0,1,2,...,n.

No caso upeH; e n = m = 0, do Teorema 2.2-(2.33), tem-se que {u*(.,#)} é equicontinua
na norma de Hp e se, além disso, usamos o fato que |[u*||i, < C||Vu¥||}., temos que
{u*(.,1)} é uniformemente limitada sobre [0,7] na norma de Hy. Entdo, {u*"} converge
uniformemente em Hy sobre [0, T).

No caso upe H1 N H*(Q) e n =0, m =0, L:

Sen =0em =0, desde que H; N H?(Q) C H;, estamos no caso acima.
Sen=0em=1, do Teorema 2.2-(2.39), Vs,t €0, T} temos

IVuE(,8) = Vb (L, o)k < |t — s|/0t IV0,u*(., 7)|hadr < |t — s|Ga(T).

Logo, {u*} é equicontinua em H*(Q); e do Teorema 2.2-(2.40), junto com a desigualdade
de Cattabriga, tem-se

(o )l < eFC Ol < IIPAYEC,B)IIE < Cgoo,

a qual implica que {u*} é uniformemente limitada em H'(Q) sobre [0,T]. Entéo, {u*"}
converge uniformemente em H,,,m = 0,1 sobre [0,7].
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Seja u= e C ([0, T}, Ho) o limite dos u*", usando as estimativas (2.19), (2.20), (2.22) para
as aproximagdes de Galerkin como no Teorema 2.1, temos que u™ e qualquer outro ponto
de acumulagio de {u*} em L?([0,T],Ho) (com respeito & convergéncia uniforme forte) é
uma solugao de (2.1), a qual satisfaz todas as propriedades listadas no Teorema 2.2. Da
unicidade de tal solugdo temos que u*(.,t) = u(.,t) em L3(Q), e a sequéncia {u*} pode
ter no méximo um ponto de acumulagio em L?({0,T], Ho). Portanto, toda a sequéncia
{uF(.,t)} converge para u(.,t) em L?() uniformemente com respeito a t.

Também, a sequéncia {8/u*(.,t)} converge (fortemente) em H,, para o respectivo limite
0{u(.,t) uniformemente sobre [¢,T] e sobre [0,7] nos casos especiais acima mencionados.
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Capitulo 3

Estimativas de Erro

3.1 Estimativa de Erro em L?(Q2) para as Solugdes
Aproximadas

Seja [0,T] o intervalo de tempo sobre o qual o problema de Navier-Stokes

Ou—Au+Vp = —uVu em Qx(0,0)
Vu = 0 em Qx (0, 00) (3.1)
ulag = 0 Vit 2 0
u = u, parat =0,

tem uma unica solugdo forte u.
Seja ainda {e;} o sistema de autofungdes correspondentes a os autovalores {A;} do pro-
blema linear de Stokes:

—PAv="h comheHo e veH; NH*N)
Do Lema 1.3, os {¢;} formam um sistema ortonormal completo em Hy. Vai-se mostrar

Teorema 3.1 Suponhamos que a velocidade inicial upeH,. Entdo as aprozimagdes de
Galerkin

k
uk(z,t) = Y c(t)e(z) (3.2)
t=1
da solugdo u de (3.1) satisfazem a estimativa de erro:
¢ F3(t
(., ) — uk(, 1)1 +/ IVu(., 7) = Vuk(, m)|}adr < i( ) (3.3)
0 +1
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para qualquer t€[0,T]. A fungdo continua F§ da varidvel t depende apenas de T € a

norma Dirichlet de vy ( ||Vuol/r2). (3.8) vale também com qualguer u' em vez de u,
> k.

Prova

Sejam u* e u!, com ! > k, duas aproximagdes de Galerkin (3.2) da solugdo u de (3.1). Das

equagoes aproximadas:
8’ —PAYW = —Pj(ujVuj) emQet>0, (3.4)
w(0) = Pjuo parat =0,
para j = k e [, por subtracdo obtemos:

Ol — OuF — PAU + PAW* = —P(u'Vu!) + Pp(uFVuF)

O (u! —u*) = PAM@ —uF) = —P(u'Vu) + Pr(u'Vu!) = Pp(u' V') + Pr(uFVuF)
Pondo w = u' — u*, temos que w(.,0) = u/(0) — v*(0) = Pup — Pruy = (P; — Py)u,.
Logo, na equagdo acima, tem-se:

ow—-PAhw = —(P/- Pk)(uqul) - Pk(uqul — ukVu)
= —(P;—Py)(u'V¥) = Pr(u'Vu! = &/ Vu* + o/ Yk — vk
= —(P; - Pi)(u'Vu!) = Pr(v'Vw + wVuk).

Entéo,

dw—PAw = —(P;—Pp)(u'Vu!) - Pr(u'Vuw + wVuk), (3.3)
u(,O) = (P1 - Pk)uo.

Sabendo que [o(—=PAu)v = f, VuVv, e tomando o produto interno de (3.5) por w em
L?(2), obtemos:

(Osw,w) — (PAw,w) = —((P;—Pr)(u'Vu')+ Pr(v'Vu + wVuF), w),
‘;‘%”w”i? +|Vul}, = - /Q[(Pl - Pk)(uqul) + Pi(v'Vw + wVur)|wdz,
%nwu}; LoV, = -2[/9(131 — P)(u'Vu)wdz +/QPk(u'Vw)wda:
+LPk(quk)wdx], (3.6)
[w(, 0|2 = [I(Pi—Pr)uolis. (3.7)



Estimaremos os termos do lado direito de (3.6) um apés de outro. Utilizando o Lema 1.1
Teorema 2.2-(2.33), e desde que u* = P,u' se [ > k, temos:

[92, 013, Fo(0)
Aktt T Akt1

(., 0)lIfs = llu'(., 0) = u*(., 0)lI- <

Entao,

F
llw(.,0)[f < —0(0)- (3.8
e+

Observe-se que P, Py e P; — Py sdo proje¢des ortogonais de L2(f2) e a equagdo

(Pi =P w = (P;—Pi)(u —uf) = Pl — Piuk — Prul + Pt
= v —Putl+uvfF=d - Pt = (I - Pk)ul para | > k.

Assim, para qualquer feL?(Q), tem-se:
—_ = _— = — l
/Q (P — Py) flwdz /Q FI(P1 = Pi)wdz] /rz F(I = Py)lda.
Logo, na primeira integral de (3.6), temos:
/Q [(P; — Po) (& V) wdz = /ﬂ WV - Py)uldz. (3.
Encontraremos agora uma estimativa para o fator u'Vu':

Para qualquer feH; NH?(Q), do Teorema de imersio de Sobolev sobre regides limitada-
tri-dimensionais, tem-se: H?(2) C L*(Q), logo existe Cy > 0 tal que:

[fllLe < Cullf][m2- (3.1

Da desigualdade de Cattabriga
|l < Col|PASire. (3.111

Entdo de (3.10) e (3.11) tem-se:
[ fllLe < CslIPAS| L2 (3.121

Portanto, para arbitrarios geH!(Q) e heL?*() , usando a desigualdade de Cauchy
Schwarz e (3.12), obtemos a estimativa:

I_/Q(fVQ)hdﬂ < |IfVgliraliklite < I flin=lIVallrellhlire
< GCallPAfl12|IVgll1z|lR]L2. (3.1:4
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Aplicando a desigualdade de Young em (3.13) tem-se:
|/Q(fV9)hd$| < 8lIVgllEs + CelPASILalIA]IL2) (3.14)
| [(FVo)hdz| < 6llkls + CoIPASIE:IVgllEs, (3.5)

onde Cs depende apenas do arbitrario valor de § > 0. Agora estimamos o lado direito de
(3.9) usando (3.13), isto é:

]/Q(uIVul)(I — P)uldz| < Csl|PAWY| L2 | V! ||L2 |(T = Pr)u'|| L. (3.16)
Do Lema 1.7, temos que:
1
I(T = Pe)|lfz = Jlu’ ~ Pru']ls < Y 1P AU (3.17)
+1
e aplicando (3.17) e Teorema 2.2-(2.33) em (3.16):
I, ! ! Cs 12 ! Cs 2 g3
|, VeI = Prludz| < —=[[PAuL:[[Vulirs < =[P AuljL: Foo
2 k+1 k+1
Assim, considerando (3.9), obtemos a estimativa
I, Cs 2. pz
| [1(P: = PO Vi)wde| < 37| P AL (3.18)

para a primeira integral em (3.6).
Para encontrar uma estimativa para a segunda integral de (3.6) observe-se que, sendo P
projecio ortogonal em L?(), para qualquer feL%(Q):

IPefllLe < || fllee. (3.19)

Entdo, com a ajuda de (3.19),(3.13) e (3.14):

I/Q[Pk(U'Vw)]wdwl < |[Pr(w'Vw)lle]lwllre < [lu'Vwllre]lwllre
< Gsl|PAY|L || Ve e |w] 1
< 8| Vuliis + Csl|PAY |2 |wlfe,
e obtemos
| /O [Py (u' V) |wdz| < 6] VwlEs + Cs|P AU 2w L. (3.20)
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Para a terceira integral de (3.6), precisamos de uma estimativa contendo ||Vwl||Lz, ©
qual é estimado pelo segundo termo do lado esquerdo de (3.6). Primeiro aplicamos a
desigualdade de Cauchy-Schwarz, logo (3.19), para obter:

|/Q[Pk(ng)]hd$| SPe(fVlLlRllL: < [[fVgliL|ihllLz, (3.21)

da desigualdade de Holder, para feL8(f)) e VgeL3(Q), temos:
1/ Valle < 1[fllLsllVgllLs. (3.22)
Na desigualdade de Sobolev |{|¢||1s < C'(IIVq')HflJ,HéII%Q + ||¢llL2) [5,pag 27] para fungdes

¢ e H'(2), substituimos Vg em vez de ¢ e usamos a desigualdade de Cattabriga (3.11)
para g e Hy N H%(Q), isto é:

IVglles < CUV(VO)IENIVallEs + [ Vglize) < Gl D2 liEa I Valida + 1 Vglze)
< CulllgllisllolEs + lgllss) = 2Cillgllse < CollPAg]e.
Obtemos, para todo g e H; N H(N):
[VgllLs < Cs||PLgl|Le. (3.23)
Usando a desigualdade de Sobolev (1.3) (J| fllre < Csl|V f]lL2) e (3.23) em (3.22), tem-se:
1£VgllLe < Csl| Vil PAglrs (3.24)

e, substituindo (3.24) em (3.21), vem

I/Q[Pk(fVQ)]hdrl < G|V £lL2(P Agllrz iRl L2 (3.23)

De acordo com a desigualdade de Young, para feH; , heL%(Q) e ge H; N HA(Q):

I/Q[Pk(ng)]hdxl < 6llklEs + CsllV L IIP AgliEs; (3.27)

IA[Pk(ng)]hdfvl < SIVSIIEe + CollP AgliTallAlLe, (3.26)

novamente o coeficiente Cs > 0 depende apenas do (arbitréario) valor 6 > 0.
De (3.26) temos, para a terceira integral de (3.6):

| PuwVitiwdz| < 8Vw|3s + CallP o]l wilta. (3.28)
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Substituindo (3.18), (3.20) e (3.28) em (3.6), fornece

2 1
C"’ ||PAu'|| 2 F2o + 46| Vue|l}a + 2C5(|PAY [},

+HPAU'°IIL=]IlwIIiz,

2C. 1
/\k+31 ||PAU[”%,2F02,0

+2Cs[|PAY|E2 + [P AW Le] ]|

d
=lwlts + 2 Vel <

INA

d
ZlwliEa + (2 - 46)[Vul;

Agora, assumimos 6 € (0, 1], temos 1 < 2 — 44, logo:

203

”u'HL2 + Vet < 2Cs[|PAW|E + [[PAWH L] lwlEs + 5 IIPAullleFoo (3.29)

Desde que pelo Teorema 2.2-(2.34) tem-se que f; ”PA‘LLI(.,T)”ing < ho(t), entdo (3.29)
com a condigdo inicial (3.8) é uma desigualdade diferencial e pode ser integrada com
respeito a t, de acordo com o Lema 1.10, obtendo-se:

lo( Dl + [ IVe(,niRadr < 205 [(IPAWIE: + [PAwIE:)wlfadr
2C3

AV

< [ 2Ce(IPAUIE: + [PAUHE) (., 7)IRadr

Flo [ IPAwadr + (., 0)l:

205 FZoho(t) + Fo(0)
422300 .
Akt1

Assim, temos

(s + [ 19(,7)Radr < ——+ [ 8t ) adr, (330
contendo as fungdes continuas:

a(t) = Fo(0) + 205 Feshol(t),
b(t) 2Cs[IP AU, 1)1 + [PAR(,1)]12a), (3.31)

/otb(T)dT < 2Cs[ho(t) + ho(t)] = 4Cshof(t).

Observe-se que a(t) é continuamente diferenciavel (pois ho(t) é continuamente diferencia-

vel).
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Considerando (3.30), a Proposigao 1.7, fornece:

a(t)erp(fo b(r)dr) ‘ F5 (1)
1 b(r)dr] = ,
L+ [ B(r)dr] = 2

Ak+1

t
e + [ 19w 7)liRadr <
onde, de (3.31),
F;(t) = [Fo(0) + 2C3F§0ho(t)]e4cé'*°<t>(1 + 4Csho(t)). (3.32)

Assim,

Fs(t)

3.33
Py (3:33)

8 8) = w5 Ot + [ IV () = w4, ) Radr <
@®)

sendo ﬁ: independente da particular aproximagio de Galerkin u', I > k.

Desde que ug e Hy, por Corolario 2.2, existe uma subsequéncia {u"(.,t)} de {u'(.,t)}, tal
que {u’(.,t)} converge em L?() uniformemente sobre [0,T] para a solugio de Navier-
Stokes u(.,t). Portanto,

Jim (1) = i, 0l = ., 8) = w ()

De (3.33) temos que ||V (u! = u*)|| z2¢0,q,L20)) = Jo IV (6! —u*)(,, 7)||}2d7 é uniformemente
limitada. Entio {V(u" — u*)} converge fracamente para V(u — u*) em L%([0,t], L3(Q))
para qualquer t€(0,T). Assim, temos:

/ |V (u - u* )HdeT < hmsup/ |V ( ub = uk)( )H%ﬂdT

e logo,

lim sup HV(u —uF) (., T)||iadr < hmsup/ IV (u! = o5 (., 7))} dT,

l'—oc

I —u* )(-,t)lle = lim (" = w*)(, )i <1lflnsupll(u = u*)(, )lIEa

—o0

Entédo passando ao limite (3.33), temos:
t , . ¢ ,

llu — u*||3. +/ |Vu — uF||}.dr < Vlim |lu” — ||}z + lim sup/0 V(! — u¥)||}.dr
0 —o0 I'—c0

t
< limsup u’ — v¥|fa +limsup [ V(! - u¥)|Ladr

. RO
.Y}
0 que prova que
t F-
(0 =)Dl + [ 1900 = w5 i < 2
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3.2 Estimativa de Erro na Norma de Dirichlet para
as Solugoes Aproximadas das Equagoes de Na-
vier-Stokes

Seja [0,T] um intervalo de tempo sobre o qual o problema (3.1) tem uma tnica solugao forte
u, e as afirmagdes do Teorema 2.2 sdo satisfeitas. Dando mais regularidade & velocidade
inicial ug obtem-se outra estimativa de erro na norma H!(Q?), como mostra o seguinte
teorema:

Teorema 3.2 Suponhamos que a velocidade inicial ugeHy; N H%). FEntdo, as aproz-
imagoes de Galerkin (3.2), da solugdo u de (3.1), satisfazem a estimativa de erro:

G ()

Ak+1

1950, ) = Vur(,liEa + [ 10ru(,7) = 8t (,7)Eadr < (3.30)

para qualquer t€[0,T]. A fung¢do continua G* da varidvel t depende apenas de T e ||upl|g2.
Também (3.34) vale com qualquer u' em vez deu , 1 > k.

Prova

Seja w = u! —u* a diferenga de duas aproximagdes de Galerkin (3.2) com ! > k da solugio
u de (3.1). Fazemos o produto interno de (3.5) com d;weH; em L%(Q), e usamos (1.10),
para obter

l

0w}z + (Vw, VOw) = — /Q[(P’ - P (Vi) + Pr(u'Vuw + wVuF)]dawde.

Agora, tendo em consideracdo que V e 0; comutam, temos:

1d
loelta + 52Vl = - /ﬂ [(P; = Py)(«' Vi) + Py(u/ Ve + wVu*)|Bwdz.
Assim,
—C—l-HVwH2 + 20w} = ——2[/ (P — Pr)(v'Vuh)|swdz +/[P (u'Vw)]Owdz
7 L2 hwli: = Aty k : Al :

+/Q[Pk(quk)]5,w dz] (3.33)

e além disso, temos a condigdo inicial

1Vw(.,0)]}: = ||V(P: — Pr)uo||}.. (3.36)
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Para que (3.33) se transforme em uma desigualdade diferencial, devemos encontrit esti-
mativas para o lado direito. Estas estimativas serdo determinadas termo por ternio-
O Lema 1.8, e Teorema 2.2-(2.40), fornece:

1 t
(Ve = Vel < P AwEs < 2
Ak+1 Aks1

e assim temos a desigualdade

[V, o)l < L. (3.3
k+1

As projecoes ortogonais P; e P, comutam com a derivada com respeito ao tempo, isto €,
P;0; = 0,P;. Entéo, de (3.9), tem-se:

/ﬂ (P — Po)(&/Ve))|0wds = /Q (WV((I - Py)dsul]dz
= /{;(uqu')at(I — Py)uldz. (3.38)

Integrando por partes com respeito a t € [0, 7], temos:

/:_/Q[(Pl — Pk)(ulvul)]afwd:v dr = A[(UZV“')(I-Pk)u’Ii)day
B [ /n[af(“'VU’)][(I — P)uldz dr (3.39)

para qualquer ¢¢[0,T]. Usando a desigualdade triangular, a desigualdade de Ildlder,
(3.24), (3.13) e Lema 1.7, obtemos:

| /n 0,(u'Vu)(I — Pp)uldz| < | /n (B! V') (I = Pp)uldz| + | /Q (WO )T — 17 )u'dz|

< Col|Vou!||ra | P A2 (1 ~ Piju'llre
+Cs||P A ||| VOu'[lra (1 = Py )u'llLs

(Cs + C3)
Akt1

IN

IP AW ||z || VOru'||a ]| P A .

Assim,

| [ 18w VeI — Py OBl Vou'( )l (340)

e do Teorema 2.2-(2.38.0) temos que ||PAu (., M. < goe. Entéo:

C
go,slIV@ul(.,t)HLz.

|/ (W'Vuh](I — Pyuldz| <
Aks1
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Usando a desigualdade de Young [|Va.u'(.,t)|lLz < 1 + LHIVAw!(.,t)ll}., tem-se:

o 5+ 51V0aC, ) (3.41)

| [ [0 T - Puju'dal < 5
e logo, integrando (3.41) de € a ¢, temos:

l// W' VU [(I = Py)ulldzdr] < /{/ (W' Vu)](I — Pr)u'dz|dr

CT.gOs ! 2
< .
< g2 [+ [Vou(,)E:lar

£

¢
< S oy [ Vol ladr]
k+1 ¢

Portanto, usando Gy(t,¢) de Teorema 2.2-(2.37.1), temos:

‘/:/ﬂ[af(ulv'u’)]([ - Pk)uld:rdT! < —C/\—':s;%%i[(t —¢) + Gi(t,€)]. (3.42)

Novamente, de (3.13), Lema 1.7, e usando a desigualdade de Young tem-se:

IN

| /Q (V)T - Py)ulltldz| < 2| /ﬂ (V') (I = Py)ulde]
20| P Au|la || Vullzali( — Payuzs
2C3HPA1L1HL2HVUIHLQ /\—1—1-HPAUIHL2

2C’3

IN

IA

IA

HPAUIHL?“VUIHL?

203
Ak+1

IA

[SIPAUL: + —HVuIIILz]

Finalmente obtemos a estimativa

Cs

| u T = Pl de] < (1P A Ea + V1) (3.43)

para qualquer #o€[0,t]. Logo, em (3.39), usando (3.43) e (3.42), tem-se a estimativa

C
2 -(IIPAv Nda + 11V 13e]

|/:/Q[(Pl - P (u'Vu)]0,wdzdr| <

CS CsSoriy oy 4 Giftie)] (344
e
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para a primeira integral de (3.33).
Para a segunda e terceira integral de (3.33), considerando (3.19) e usando (3.15), (3.27)
temos:

| [[Pe(u'Vu)ouwdz| < 8l18aslfha + ColPAW Rl Vulls, (3.45)

I/Q[Pk(quk)]@twdrl < 8ll0wlits + CsllVuliia P Au*|Es, (3.46)

onde o coeficiente Cs depende apenas do (arbitrario) valor § > 0.

Agora, assumimos 6 € (0, i—], e como ugeH; N HN), de acordo com a tltima parte do
Teorema 2.2, podemos considerar ¢ = 0. Logo de acordo com o Lema 1.10, usando as
estimativas (3.44), (3.45), (3.46); integramos (3.35) com respeito a t €{0,T], para obter:

C,
IVulfe +2 [ 10wlfedr < 27 (IPAWIL: +[VulE) + S - Gu(,0)

+2C; /O (IPAWEs + [PAVE)[VelEadr
t
+46 [ 10uwltadr +11Vu(., 0)[.

Como 0 <6< % entdo 2—46>1, e obtemos

c
||Vw”L2+/ 0,w]|}dr < 2[ (||PA Utz + 1 Vel|lde) + ;go’o(t—Gx(t,O))]
k+1
+205/0 (IPAWE, + |PAUHIZ) |Vl 2adr

+Vw(., 0)llf..
De Teorema 2.2-(2.40), (2.35.0) e a condigéo inicial (3.37), tem-se:

(2C3(g¢ o + Folt) + 2Cs goo(t — G1(t)) + 90(0)]
Akt1

t
+4Cs gop /0 I Vw||E.dr.

190l s + [ 10(,7)adr <

Entéo, sobre [0,T] vale

1900, 0 + [ 18.(, ) fedr dadr,  (347)

com fungdes continuamente diferenciaveis:

a(t) = 2Cs(ggo + Fo(t)) +2Cs goolt — G1(t)) + g0(0),
b = 4:05 go,0.
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Em (3.47) aplicando a Proposigao 1.7, fornece:

G=(t)

Aks1

IVu'(,8) = Vu*(, )L +/ [10-u'(., 7) = Bru (., 7)|[fadT < (3.48)
onde G*(t) = (1 + bt)a(t)e*. Como %—%l é independente da particular aproximagao
de Galerkin v/, por Corolério 2.2 (com uo e Hy N H?(Q)) existe {u”(.,t)} subsequéncia de
{u!(.,t)} convergindo em H!(Q) para u(.,t) uniformemente sobre [0,T]. Desde que || Vul|r2
é equivalente a ||u||g: (pois Q limitado) tem-se que {Vu'(.,t)} converge para Vu(.,t) em
L%(Q) uniformemente sobre [0,T]. Entdo, passando ao limite

Jim [Vu''(,8) = Ve*(, )i = [Vu(, 1) = (., 1)l

De (3.48) temos que ||8:(u’ —u*)||z2qo.q,L2(0)) = Jo 1874 (-, ) — 8-u* (., 7)]|}2dT € uniforme-
mente limitada e desde que por Corolério 2.2, {8;u’(.,t)} converge para d,u(.,t), tem-se
que {Bu" — B;u*} converge para (O;u — 8;u*) em L?([0,t], L%(Q)) para qualquer t € (0,7T).
Assim, temos:

/HB u - uf )HLng<hmsup/ 10, (u" — u*)(., 7)||}adr.

Além disso, vale

lim sup na (" = w)(., T)[fadr < limsup / 18, (u' — w¥)(., 7)|3adr,

I'—oc
1V(u = w*)(,1)Ee = lim | V(" = u)(, 1)l <11rriillpliv(u - "), 1)L

Ent&o, passando ao limite em (3.48), temos:

1900 = )i+ [ 1000 = w)lifpdr < Jim V(" =0l

oo

+limsup [ 0. (" — w)(., 7)[Radr

I'—00

< hmsupIIV(u —u")(, )12
+limsup J Ila (u' = uF)(., 7)||Ld7

< ¢

T M
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Portanto,

G*(t)
Mes1

t
NVMwﬂ-Vﬁhﬂﬁp+AH&Mw — 0:u(., 7)|[fadr <

onde G*(t) é uma funcéo continua, dependendo apenas de T e ||uo||2, como mostra a
construgao e o Teorema 2.2.

Sem a restrigio ug e H%()), ndo temos a estimativa inicial para |[|[Vw(.,t)||}: em ¢t = 0.
Usando apenas a primeira parte do Teorema 2.2, prova-se:

Corolério 3.2 Supondo que a velocidade inicial ug e Hy.Entdo as aprozimagées de Galer-
kin u* de (3.2) da solugdo u de (8.1), satisfazem:

I9u(,8) = Vuk(, o)l + | “18ou(., ) = Bruk(, 7| [Eadr < (3.49)

Gi(t )
Ak+1
para qualquer tele,T] e ¢ > 0. G§ € continua com respeito a t, dependendo apenas de

t,e,T, e ||Vug||Lz. Também (3.49) € satisfeito com qualquer u! em vez de u, | > k.

Prova
Primeiro estabeleceremos um equivalente & condigéo inicial (3.36).
Seja w = u' — u* com I > k, a diferenca de duas aproximacdes de Galerkin.

Dado € > 0, do Teorema 3.1, obtemos:

F3(e)

3.50
Ak+1 (3.50)

J N6 =l < 22

sendo o integrando continuo. Portanto, o Teorema do Valor Médio do Célculo Integral.
assegura a existéncia de pelo menos um t.€(%,¢) tal que:

IVl )l = 2 [ 190 iadr

. Logo, usando (3.50) com t. €(£,¢), tem-se:

2F5(e)

3.51)
EXk+1 (

V(. t)li: <

As desigualdades (3.44), (3.45) e (3.46), foram provadas independentemente da restrigao
U0€H2(Q)
Assim, assumindo 6 € (0, }], substituindo as estimativas do Teorema 2.2-(2.33), (2.37.1).
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(2.38.0), e tendo em conta as estimativas (3.44), (3.43), (3.46) junto com a condigéo inicial
(3.31), integramos (3.33) de t. a t, obtendo a desigualdade integral:

Va0l + [ 1o, adr < Sk +5 [ [Vul, it (352

sobre [t.,T'], com as funcdes continuamente diferenciveis:

- 2F0( ) + 2Csg0.[(t — _.) — Gy (t, )] + 2C3[gg,= + Fo(t)],

= 40690..-:

a(t

AG“V

Para calcular a(t) temos usado o fato que a integral do lado direito de (3.40) é uma funcéo
mondtonamente decrescente de seu limite inferior, isto é: como § < t. < ¢,

.3

t
WlEaIvoaidr < [

2

132 VO, u!||L2dr

C t
< g L (1 + [ Vo f:)dr
Cs
< _ =
Assim, usando Proposigéo 1.7 em (3.52), sobre [t.,T] tem-se:
t t A t
1Vulfa+ [ 160, Eadr < [Vela + [ 18,00, )lndr < 22,
4 te k+1

com At) = (1 + [ bdr)a(t)exp(fi. bdr) = [1 + b(t — t.)]a(t)exp[b(t — t.)], e como

$ < t. < ¢, temos que t —t. < t — £, e assim exp(t — t.) < exp(t — ). Portanto
A(t) < [1+5(t = $)la(t)ezp(b(t - 3)].

Entéo,

Gy(t,€)

k+1

(3.33)

[Vwls+ [ 10wl 7lifsdr <
com Gj(t,€) = [1 4 b(t — £)]a(t)exp(b(t — £)].

Logo o corolério se segue passando ao limite | — oo como na prova do Teorema 3.2.
Observagao:

Se ug e H1 N H3(Q), podem-se encontrar estimativas de erro uniforme no tempo para as
aproximacdes de Galerkin espectral, nas normas L?(2) e HY(Q). Assim, o lado esquerdo

de (3.3) tem uma estimativa proporcional a X’,{l: para todo t > 0, isto é,

!

Abs

(1) — u (. )l + /Ot V(. 7) = Vur(., 1) Ladr <
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e também
Cs

Metr’

1900, 8) = Tt 0l + [ 10l 7) = 0 (,7)llfadr <

para todo ¢t > 0, com C; e C; independente de t.
Estos resultados encontram-se em [15].

3.3 Estimativa de Erro em H'(Q2) para as Derivadas
Temporais das Solugoes Aproximadas

Exibiremos um sistema infinito de estimativas de erro para as aproximagdes de Galerkin
u* e das suas derivadas com respeito ao tempo de quaisquer ordem na norma de L%(Q) e

H(Q).

Teorema 3.3 Suponhamos que a velocidade inicial satisfaz ug e H;.Entdo as aprozima-
¢oes de Galerkin (3.2) da solugdo u de (3.1), satisfazem o sistema infinito de estimativas:

Fr(te)

107 = ) Ol + [ 1907w =) nlfedr < 222 (35em)
k41

1907 (=) Ol + [ 107 = b))l < FeBE (g
k+1

sobre [¢,T] para qualquer € > 0. As fungées G;, e F,. sdo continuas com respeito a
t e mondtonas crescentes em t e m = 1,2,..... Além, G, e F; dependem apenas de
t, &, m, T e ||Vuo|lr:. Também, (3.54.m) e (3.55.m) sdo satisfeitos com qualguer u' em

vez de u, [ > k.

Prova

O Teorema sera provado por indugdo sobre m.

Para m = 0, por Teorema 3.1 a equacgdo (3.54.0) é verdadeira para qualquer €[0,T] e
(3.55.0) mantem-se pelo Corolério 3.2.

Agora suponhamos que as equagdes(3.534.m) e (3.33.m) sejam verdadeiras para todo m =
1,2,...,n -1, provaremos para m = n.

Como as solugdes cix(t) da equagdo diferencial (3.4) tém derivadas de quaisquer ordem,
podemos derivar (3.5) para a diferenga w = u! — u* (de duas aproximagdes de Galerkin
(3.2) com | > k) n vezes com respeito a t. De acordo com a regra de Leibniz 0*(fg) =
Yi=o(} VfWg(n=1) e observando que Py e 87 comutam, obtemos a equagio diferencial:

*lw — PAMw = —2 P.)((8{u')Varu')
+Pk((ag NV Tw) + Pr((8w) Vo u*)). (3.54)
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Usando (1.10) (fo(=PAf)g = [V fVg) e fazendo o produto interno de (3.54) com
07w eH, em L%(Q), resulta a identidade diferencial:

d
dj“@{'tu”iz-}-?”V@?w“i, = - /[Pz Py)(8iu)Var-iu)
0
+PNWWUV3PW0+PAG%MVd“%HWth@6®

Dado € > 0, seja &, = (1 — 37)¢, entéo cada €, depende de € e {e,} é uma sequéncia
crescente,isto é, 0 < e <egy3 < ez < ... < €.

Agora, precisamos de uma estimativa para o valor inicial da fungdo ||07w(.,t)||}2 num
ponto t. e (g1, €2).

Da afirmacéo de que (3.55.n — 1) é verdadeira com €; no lugar de ¢ (hipdtese indutiva),

temos:
G:z—l (6, 51)
bl

[ 8z ) Eadr <
k+1

(3.56)

onde o integrando é uma fun¢do continua pela sua defini¢do. Assim, o Teorema do Valor
Médio do Célculo Integral, garante que existe t. € (e1,€2) C (e1,¢€) talque:

A A
logo, aplicando (3.56) obtem-se a estimativa

G,_1(¢,€1)
n, ., |22 < —nsb o
|0Fw(.,t.)]|12 < (e —€1)Ak+1

para pelo menos um t.€(ey,€2) C (£1,¢€).
Reescrevemos o primeiro termo da integral em (3.55) de acordo a (3.9):

/ﬂ (P) = Pu)(8iu' V) Orwdz = /Q (I ar W) (I - Pr)orul]de
e usando (3.13) no lado direito da equagao acima, temos:

I/Q(Pl — Py)(8u' VO u) o wda| < Col| PAS |12 || VO u |2 ll(T — Pe) 7'z
(3.38)
Das estimativas do Teorema 2.2-(2.35.n — j), (2.38.n), isto é:

IVOFu|is < Fasjltie) e |PATU s < gne
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e, fazendo uso do Lema 1.7 em (3.38), temos:

. nei C 1 i n
l/[(Pz—Pk)((aiu’)V@ ulofwdz| < =gl Fi(t,e)[PAOY|Ls
Q k+1
Ca i
< 2 2 2,
= Ak+ g] an—] (t’ E)g

Como g . € Fi, sdo fungdes monétonas crescentes com respeito a m, temos que gjc < gne
e Fn_j(t,e) < F,(t,¢) , entdo:
) . . C 1
| 1P = P((0fu) VoI “uopwdz| < 75 (£ €)gne (3.59)
k+1

Para o segundo e terceiro termos da integral de (3.55), notemos que Py é a projecdo
ortogonal em L?(Q2). Entdo, com a ajuda de (3.14), obtemos:

| [ [P0/ Vor ) 8 uda| < 8198wl + Col PAGW R 187wz,

com Cs > 0 dependendo apenas do (arbitrario) valor § > 0.
Portanto, usando a estimativa do Teorema 2.2-(2.38.7), no caso j = 0, temos:

| /ﬂ P, (u'VOrw)rwdz| < 6|VOrw|de + Csgoe|00wll3 (3.60)
e, no caso j > 0, usamos as estimativas de (3.55.n — j) e Teorema 2.2-(2.38.5), obtendo:
: . Gr_.(te
| [ Pueiuvarweruds) < 6 225YD L o, arul,
Q Ak+1
comol<j<n,temos n—j<n-—1,logo Gr_; SG_; € gjc < gne (pois G}, € g,
s&o mondtonas crescentes em m). Entdo, para j > 0

G;—l(t>5)

| /Q P8IV w)|0fwdz| < § ye

+ CognellOfwllga. (3.61)
Para o terceiro termo da integral em (3.55) usando (3.26), resulta:
| [ Pu@iwvariu)grudal < 61IVoiwls + CllPAY uFall 67wt

com Cs > 0 dependendo apenas do (arbitrario) valor 6 > 0.
Para o caso j = n usando a estimativa do Teorema 2.2-(2.38.0):

| /Q Po(0rwVu)Orwdz| < 6|V0Mwlde + Csgo.s]|0Mwl|Es. (3.62)
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Para o caso j < n, usando a estimativa (3.53.5) e Teorema 2.2-(2.38.n — j), temos:
J n-—_] k\ an G (t ) n
|/ P (8l wV ol u)arwdz| < 62225 4 Csgn_s 107012
+
e,como j <n implica j En—1,temos G; < Gno1 € gnoje < gne - Entdo:

. . G* t
| [ PuBwvait)oreds) < 69509 Loy ol (369)
Q )\k+1
onde o coeficiente Cs > 0 depende apenas do (arbitrario) valor é > 0.
Levando as estimativas (3.59) até (3.63) em (3.55) temos:

C . n n
S P (t,€)gme YG) + 611V 07wl s

k+1 7=0

6G;‘1 1(t,€)

d
Zlorvllts +20Vowllf: < 2{

+Csgo.lO7wlia + + Cogn,ellOFwlE2] 2o(5)

i=1
6G‘_ t, n—1 n
18%ahe) L o ol )
Ak+1

i=0

[6nva"wuiz + Csgo,e[| 07 wli}a]}
C
2[ A: F(t,)9n.2" + 26|V 8wk + 2Csgo 07wl

6G;_4(t,€)
Akt1
Fi(t,€)gne +46||VOrwl||}: + 4Csg0.||0fw]} -

8Gr_4(t,€)
Akt1

IA

+4]

2n+1

+ C’Sgn,enatnw“L?](Qn -1)

Cs

IN

Akl
+4(2" = 1)

2n+1

+ C6gn,cHatani2]

IN

oo [CaFZ (t, €)gne + 286G, (2,€)] + 48[ VO wli

+[40590,s + 2”(4C5)gn,5]|la?w||ig.
Entao:

d n 2 n 2 2’ﬂ+1
glorvllie + (2= 49)[[Voiw|. <

[Can (t,€)gne + 26G5_,(t,€)]
[40590,5 + 2™(4Cs) gn,e |07 w]|i -
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Agora, assumimos é € (0, 1] eentdo 1 < 2—4§, assim (3.53) transforma-se na desigualdade
diferencial:

alt
< —/\( ) + b||8fw]|}2, (3.64)
k+1

para a fungdo continuamente diferencidvel || w||}: com coeficientes continuos:

d n n
ZlI8FwliL: + [ VorwliLs

a(t) = 2HCSFE(L,)gne + 28G5y (4,e)], (3.63)
b = 4C§[gO,e+2 gn,s]a
sobre [e4, 7).

Como t.e(e1,€2) C (e1,€), entdo a desigualdade (3.64), junto com a estimativa inicial
(3.57) e a Proposicao 1.8, fornece:

A(t,e)
k+1

t
lrwlts + [ 1987w (., 7)lifadr < (3.66)

sobre tele,T], onde

Altye) = +/[ Y(r,e)dr e

(e — 51)
p(te) = "6 1—6«-,31 / T)exp(— / o)do) dT]e:rp(/1 b(7)dr)

sao fungdes continuas, mondtonas crescentes na variavel ¢.
Observe-se que A, a(t) e b sio independentes da particular aproximacio de Galerkin u/,
I > k. Portanto, sobre [¢,T] tem-se:

Alt,e)

k+1

t
107 (' (-, 1) = w(, )L +/ IVO7F(u'(-,7) = uf (., 7))llfadr < (3.67)
De acordo com o Coroldrio 2.2, existe uma subsequéncia {u’(.,t)} convergindo junto
com todos os {&/u'(.,£)}, (j = 0,1,...,n ) em H(Q) para o respectivo limite d7uf(.,?)
uniformemente sobre [¢,7]. Ent&o em (3.67) podemos passar para o limite I' — o
obtendo:

t
107 (u = W), DR + [ 1782 (0 = w*)(, )Ipdr <
como %tr)- é mondtona crescente em t, definindo F1(¢,e) = max{ A(t,e), F;_i(t,e) } a
sequéncia {F» } é mondtona crescenteemt e m =0,1,...,n. Logo, temos
Fi(te)

k+1

05— w) I + [ 190200 = w)(, ) adr <
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que é (3.534.n). Provando assim, a primeira parte do teorema.
Para provar (3.53.n), fazemos o produto interno de (3.54) em L?(Q2) com a fungéo vetorial
01w € H,, obtendo a aquacéo diferencial:

d n—
SIVorullta + 20 wlits = ~25°(7) [ (P~ Pa)(@uvoriu)

j=0

+PL (8 W'V w) + P8 wV k)07 wdz (3.68)

para a fungio ||V wl||}..
De (3.54.n) temos:
F,:(E, 52)
B
Sendo o integrando uma fungdo continua, pelo Teorema do Valor Médio do Célculo Inte-
gral, existe um t™ € (e;,€3) C (€2,€) tal que:

[ Ivezu(, miitdr <
£

Vo7 w(.,t")lIEs =

7)||f2dr.

Entédo, para pelo menos um t* ¢ (62,63) C (62,6), mantem-se:

Fr(e,e2)

Fw(, t)IEe < T
Vo7w(.,t*)[I1: < (€ — €2) Aeat

(3.69)

De acordo a (3.9), reescrevemos o primeiro termo da integral em (3.68) e logo usamos
(3.13), isto é:

| / P, — POV o] = | /Q (BIuVOr—Iu)(I = PL)Or+1uldz |

< Cal|PASU L | VOF ! |Le|[(1 — Pr)Optu'| e

Agora, usando Lema 1.7, as estimativas do Teorema 2.2-(2.35.n—j), (2.38.5), (2.38.n+1),
tem-se:

| /Q (P — Pu)(0iu'VOrFuh)ortiwdz| < B2 | VOr ! || 2 | PAOM || 12

< C 2F’( )g% .
— Ak+1 n-~j n+l,s

Desde que, ¢, . e F,, sio mondtonas crescentes com respeito a m, entao g < gnti,- €
Fn_; £ F,. Assim,

, ) C L -
| /ﬂ (Py — P)(03u'VOr u)op Hwda] < = FA (L €)gnene (3.70)

k+1
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Para o segundo e o terceiro termo da integral em (3.68) lembremos ||PxF|L: < || FilL2, €
usando (3.13) obtemos:

I/Q P8/ VO w)ap wdz| < 8]107 w|Es + CellPAG |12 VO wllEa.
No caso j = 0, usamos as estimativas do Teorema 2.2-(2.38.0), entio:

I/QPk(U’VB?w)B?“wde < 8l1opT wllEs + CollPAUEa | VO wliEs
< 6107 wlliz + Csgo,e|| VT wliEe. (3.71)

No caso j > 0, usamos a estimativa de (3.55.n — j) e a estimativa do Teorema 2.2-(2.38.5).
Entao:

| Pu@in' VO u)a wdal < 8151wl + Cogs| VO
C
< Olort wliEs + 5. Grej (1),
k41
Como gm, € G;‘n sdo mondtonas crescentes, temos:
Y -7 n+1 n+1 Cs :

| POV w0 ] < 6107wl + T gneCra(he). (372)

Com a ajuda de (3.27), para o terceiro termo da integral em (3.68) obtemos:

/ Py (8{wV o, u*)o;  wdz| < 81107 willa + Csl| VOjw|fa PG UL,

com coeficiente Cs > 0 dependendo apenas do (arbitrario) valor § > 0.
No caso j = n, substituindo a estimativa do Teorema 2.2-(2.38.0), tem-se:

|/QPk(3t"quk)3{‘+lwdz| < 810p wli}e + Csl| VO wl|Tego,.- (3.73)
No caso j < n, usamos a estimativa (3.55.7) e Teorema 2.2-(2.38.n — j), obtendo:

Cs .
A‘Sa(t €)gnse;

Cs
et

| /Q PL(0iwVarTub)artiude| < 6|00 wlfE, +

logo, | [ Pu(@iwVoriun)grtiudal < 8107wl + o Gaa(ti)gne (374
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Substituindo as estimativas (3.70) até (3.74) em (3.68), temos:

d 2" C .
ZVorwlds + 207wk < 22 FE (2, €)gnine + 26]107 wlEs
dt /\k+1

+2Cs90,e|| VO w32 + (27 — 1)(26]107 w| |}

205 .

1 Grm1 (£6)gn,e)]

k+1

2n+1

IN

Ak+1 [C3F"7(t7 6)gn+1..r + 206G:L—1 (t’ S)gn,s]
+4Csg0,.| VO wl}a + 48(1 + 2%)[| 7 wifs.
Ou seja

d
FIVOwlis +[2 - 462" + D] 07  wlls <

2n+1

L
< (C3F2 (t,€)gn41,e + 2C5 G5, 1 (,€)gn,e) + 4Cs90,|| VO w1

Ak+1

Agora, assumimos §€(0,27("*3] | logo 0 < 6 < 577 , entdo 46 < 547
Assim, 46(2"*1) < 1, logo 46(2" +1) < 46(2"*) < 1, e assim 2 —46(2"+1) > 1.
Usando isto, tem-se a desigualdade diferencial:

d n a(t n .
FIVeruls + 10 ullts < 5 + 85wl (.75

sobre [¢2,T] para a fun¢do continuamente diferencidvel ||V wl|/}. com os coeficientes
continuos:

1
a(t) = 2"“(03}773 (t,€)gn+1,e + 205G _4 (t, E)Gn,e);
b = 4:ngo,€.

Logo, como t*¢€[e2,¢], de acordo com a Proposigdo 1.8 (com €9 = ¢3), a desigualdade
diferencial (3.73) junto com a condigdo inicial (3.69) fornece:

[908(uH (&) = )l + [ 187 () = () e < BE)
& k41
sobre tefe, T, onde
Alte) = {;(f—;?wt/t[ o(r) + (r)p(r,e)ldr ¢
bte) = Cj: +/ T)exp(— /b(o)da)d/—]e:cp(/; b(r)dr)



sdo fungdes continuas, mondtonas crescentes na varidvel ¢.
Observe que as fungdes A(t,€) e ¥(t,¢) sdo independentes da particular aproximacio de
Galerkin u!, I > k. Portanto sobre [¢, T], tem-se:

V30 0) = o tDEs + [ 107 m) = b, M) et < S2EL (a7

k+1

Pelo Coroldrio 2.2, existe uma subsequéncia {u’(.,t)} convergindo junto com todas as
suas derivadas 87"u'(.,t), (m = 0,1,...,n + 1) em H*(Q) para 8u(.,t) respectivamente.
Desde que a convergéncia é uniforme sobre [e,T], em (3.76) podemos passar ao limite
I’ — oo, obtendo

A(t,e)
k+1

105 = w), s + [ 107¥(a = b))l ndr <

desde que %:T'? é monétona crescente, definindo G} (t,e) = max{ A(t,e) , Gi_,(t,€)}
temos que a sequéncia {G7,} é mondtona crescenteem t e m = 0,1,...,n. Logo

Ga(t€)

k41

V07 (1) = o D+ [ 1093w 7) = wh(, ) fadr <

mostrando (3.55.n).
Assim, a prova do teorema esta completo.
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