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INTRODUGAO

Jennart Carlerson em [ 2] obteve o seguinte resulta
do:

"Seja u uma medida finita em izl <1 tal que e-
xiste uma constante A satisfazendo u(sh) €< Ah para todo

s,={re™® :r>1-n e 60<6<60o+h} . Entdo para

toda funcao £ de ' com p# 1 existe uma constante C
tal que
P
J [£(z)] du € ¢ [ p°

H
z1 <1

E reciprocamente. -

Uma extensaoc deste teorema & apresentado por Peter L.
Duren, em [ 4] , da seguinte forma:

"Sejam pegqg tais que 0 < psg<eo,

- a/p
Entao 11(Sh) < A h £se, e somente se ,

1/q
q
(*) j l£(z)] au < clhfl

lzi<1

"

para toda fungao £ do ;U
0 objetivo do nosso trabalho & apresentar a demonstra
c3o desse teorema, procurando esclarecer todas as passagens ne-

la contida.
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Para isso, vamos dividir nosso trabalho em trés capl
tulos.

O primeiro capitulo constara de algumas definicdes e
resultados necessarios para o capitulo seguinte.

No segundo capitulo apresentaremos, inicialmente, al
guns resuitados e algumas observacoes que serao utilizados na
demonstracao do teorema de P. Duren.

| Entre as observac¢oes destacamos aguela gue nos garan
te que & suficiente provar o teorema para p=2 (ver (2-8)).

Entre os resultados estd provado gue toda funcdo do .

@

Hz e escrita como a integral de Poisson de sua fungao limite
(ver (2-3)). .
Diante, destes fatos, & suficiente mostrar cue
1l/q
g
fu(z)| du < clio i,

lz1<1

2

onde u & a integral de Poisson da funcdo ¢ € L° ,.¢ > 0 pa

ra provarmos (*) .

Para tal prova, definiremos a funcao

Flz) = sup —=- J ¢ (£)at

onde o supremo e tomado sobre os intervalos I o Iz {111 <1}

com
= (et 10 - m&m'(l—r) Sst<e+ uiw(lwr)} sendo z==reie.

1
z 2 2
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pal, para se concluir a demons;rag&o, 2 suficienﬁé
provar que o operador T que a cada ¢ associa ¢ & do tipo
forte (2-g} . Mas, utilizando o teorema de.interpolagéo de
Marcinkiewcs, basta mostrar que T & do tipo fraco (l—q).
_ Para a reciproeca, utilizamos uma particular funcdo de
H2 de onde tiramos o resultado.
No terceiro capitulo, faremos uma aplicacdoc deste teo

rema no espago uP



CAPITULO I

NOTACOES E DEFINICOES PRELIMINARES

Seja p uma medida o-finita sobre Efl, X um sub-
conjunto de R", 0 < p <« , f uma funcao mensuravel em X

e

1/p
Ilfﬂptu={J [£x)|P anl .
X

Definimos LP (X,dy) como sendo o espago das fungdes f tais

< ® , Ao valor !Efup " denominamos noama LP
7

que I £ Hp "

L4

de £.

Para p = = , L"(X,du) € o espaco das fungdes limitadas com

excecao de um conjunto de medida nula e

lifﬂwu = inf {A:u { x : [£x)] > A}=0} .

Quando nao especificarmos a medida 1 , estaremos con
siderando a medida de Lebesgue e nesse caso 1P (x, dx) serd de

p .
notado por IP(X) e WEH 5 por HEl_ .

Vameos ver, agora, alguns resultados referentes aos es

- pacos IP(X) .
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Para 1 < p <o, ( P 0. ﬂp ) & um espaco de

Banach.

A desigualdade de Schwarz: Sejam f e g fungdes per

tencentes a LZ(X) . Entaoc f.g pertence a 'Ll(x) e

| i f.g9 “l <if ﬂ2 .ilg}!z .

A desdgualdade de Minkowshki: Sejam £, (n=1,2,...)

funcdes do LP(X) . Entdo

o o
f < £ .
i n£1 n s nr{_l ey

A {oamula de Parseval: (ver {61) . Seja £ uma fun-

o

cio de ILP(X) e nng C el™ 3 forma complexa da série de
Fourier de £f , onde

T

= ~inx
€, = 3x J f(x). e dx
-
- 2 T 2
Entao e Hy = Z [cnl .
= -

DEFINICEO: Seja £ pertencente a P(-1,11) .

Definimos a integral de Podsson de £ por
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"
ulr,x) = -%1? J Plr,t-x) f(t) dt
-
onde
1-—-r2

Plr,$) = ' >
: l-2r cos¢+r

A funcao P(r,4¢ ) & denominada nicfeo de Poisson. Temos o se-
guinte lema:
]

(1-1)  Lema: »p(r,¢) = 1§ 0l giné

nu-m .

Demonstragdo: Observemos que

Z rInl e1n¢
n= ~oo n=0 n=0

1 oeing | ) M ogming _

I
~3 §

- 5 (r ei¢)n + 7t e—i¢)n_ 1.

Cada um dos somatdrics acima constitui uma série geo-

métrica infinita de razao menor do que 1 . Logo:

E ri n} eincb - 1 1 1

e —
X i¢

n l-r e ie

l1-r e

1-r ei¢ + 1 - re-i¢ - {(1-1 ei¢) {(1~r e‘i¢)

1-r e (1-r o719



Segque gue

o ', . 2
X rinlelmﬁ = l-r

risz =0 1-2r cos €>+r

sz(rf¢) L

DEFINICAO: Sejam 1l <p<w® , 1€<g<e e T um o-
perador de P (", dpy) em 3 (m", duz) . Dizemos que T &

um openador sub-Linean se

T(f, + £,) & bem definido, sempre que T(f;) e T(£f,)

estio definidos, e:

|T(f1+f2)l < ]T(fl)[-i- 1-r(f2)1.

Um operador T de Lp(nfl, dul) em LqGer, duz) '

l1<ps<w® e 1<g<w» , &um operadon tipo forte (p,q)

se existe uma constante M , tal que:

< P (r™ )
I T(£) ﬁq:uz MIf HP'“}_ , £ e P@®", au))

*

O menor valor de M denominamos noama (p,g) de T .

Um operador T de Lp(ﬁfz, dul) en Lq(xfl, duz) P
1€<p< o e 1<g<w= ,8&un operador Lipo graco (p,q)

se existe uma constante M , tal que:

wolzs [ oie) [<yy< nen®
Yy



para toda funcao f de P (r®, dul)_ e y> 0,
0 menor valor de M denominamos noama fraca (p,gq) de T .

Se g== , diremos que ‘T é do tipo fraco (p,») se T for

do tipo forte (p,=) .

(1-2) Teorema de Marcinkiewicz: Sejam @y, B e (a,,8,)
dois pontos do tridngulo 0 < B < a <1 (B * By) ,
Seja T um operador sub-linear, .simultaneamente do tipo fraco
(1/al, 1/a2) e (1/81, 1/82) , COM normas Ml e M, , respecti-
vamente. Entao para todo ponto (a,Bf) onde a= (lmt)al + ta, e

B=(1-t)B; + tB, , © OQeradqr T & do tipo forte (1/a,1/8)

com:
1-t .t
i T(f)lil/s < K Ml M2 Hfﬂl/a '
onde K= Kt'“l'aZ’gl'Bz independe de f , e e limitado se

@y s 0y, By s By sdo fixados e t. varia entre 0 e 1 .

@

Demonstracao: (ver [71] - pag., 111 - Vol. II) =

Apresentaremos, agora, alguns resultados de series du

plas, que serao utilirzados posteriormente.
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DEFINICAO: Seja f uma sequéncia dupla. A sequéncia
dupla s, definida por

p q

s(p,q) = } ] £(m,n)
m=1 n=1

& denominada s¢idie dupfa e sera denotada por ] flm,n) .
m,n

A série dupla Z f(m,n) se diz convergente para a soma "a"
m,n

se:
1im sp,g) =a .

p,g —>*

Cada ntmero f{m,n) & chamado termo da série dupla, e, cada

s{p,q) , de soma panrcdial,

A serie dupla } fim,n) & absolutamente conpvergen
m,n
te quando } |f(m,n)| converge.
m,n

0 seguinte teorema de séries duplas sera utilizado no

presente trabalho, e agui colocado sem demonstracao.

o0 o
(1-3) Teorema: Sejam ! a, e ] b séries absoluta-
_ : = n=0

m=0

mente convergentes com somas A e B , respectivamente. Seja £

a sequencia dupla definida pela equacao



f(m,n) = a, .bn i (mmn) EN xWN .

Entdo ] f£(m,n) converge absolutamente e tem soma AB .
m,n _

DEFINIGAO: Seja f uma sequéencia dupla, e g uma
bijecao de N em N x N . Consideremos G a sequéncia defini-

da por G(n) = £(g(n)) com n pertencente 2 N . Neste caso,

g & dito ser um arranfo da sequéncia dupla f na sequéncia G.

0 teorema abaixo, sobre arranijo, nos garante que, se

a serie for absolutamente convergente, a soma & a mesma, qual-

gquer gque seja o arranjo dado.

(1-4) Teorema: Seja ] £(m,n) uma série dupla e g um
m,n

arranjo da sequéncia dupla f na sequéncia G . Entdo:

a) z G(n) converge absolutamente se, e somente se,
n

} f(m,n) converge absolutamente
m,n

b) sea )} f(m,n) converge absolutamente e
m,n

] f{m,n)=S5 temos } G(n)=§ .
m,n

Estes resultados sobre series duplas pbdem.ser encon-

trados em [11 pag. 372 .



DEFINICAQO: Seja O <.p_<.w‘; Entenderemos por 3L
o espago das fungdes f analiticas em [z| <1, tais que:
2n 1/p

1€, = lim { -23:-[ [E(r e®) (P de] )
™
r -> 1 0

Usualmente, HfﬂHp & denominada "nonma" HP de f .

OBSERVACAO: Para p< 1, ﬁfﬁHp . nao & uma norma no sentido
usual, pois nao satisfaz necessariamente a desiqualdade triangu
lar. Podemos, entretanto, definir uma distancia d4(f,q) entre

dois elementos f e g de HP por;:.
_ _ P
a{f,g) = I £ g!lHP .

Com a distdncia assim definida, HBP & um espago métrico comple

to.

Veremos, agora, alguns resultados dos espacgos uP
que serao utilizados no nosso trabalho. As demonstracdes podem

ser encontradas em {7 ] - Vol. I - pags 271-284 .

Consideremos uma funcac £ analitica em |z|< 1

COm Cl 1 §2 ;n‘on' C,n f voa tOdOS 085 zZeros de f I distintos

da origem e contados de acordo com a sua multiplicidade. Supo~
nhamos que £ tenha um zero de multiplicidade k na origenm.

Entao sao validos os seguintes resultados:



]
(1-5): se f e HP temos que Il {z_| converge.
n=1 N
. ] .
(1-6): Se 0< |z | <1 e M lz | converge, temos que
n =1 N
o produtdrio
1 it 1 , onde ;* = 1/ ’
n=1 * ‘!?; n n
' Z“En n

converge absoluta e uniformemente em todo disco fechado

lzt<r , 0<r <1 . Além disso, a fungdo limite, que denotaremos

por B(z) , & regular com |8(z)I< 1 e

leczl “anp Cng .

830 o0s zeros de B(z)

-

(1-7): Se £fEH° e g & uma fungdo definida por

gl{z) = £(z) , onde
B(z)
Bz} = eiU zk R{z) , com o

um nimero real, temos que gl(z) &

uma funcdo regular que nac tem zeros em | z| < 1 ; aléem disso,

g e’ e f pede ser escrita por:

£f(z) = g(z) . B(z)

-

A fungao B(z) & conhecida como produto de Blaschke da f

" {1-8): Se f e HP , 0 limite nao tangencial de f , quando z

se aproxima de eix , existe e vale f(elx) . Além disso,

-

9.



£(e®) = g™ . B! e iBEeti=1.

{1-9): = Sse £ € #P  temos
- 1l/p
27 2n : ‘
lim -—LJ | £(rel®)IP as|= --LJ £ ®)1P ao
r —>»1 2T 0 27 0
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CAPITULO II

Neste capitulo, vamos apresentar a demonstracdo de um
teorema devido a P. Duren (ver [41) . Este teorema nos di uma
caracterizagdo de medidas finitas u no disco aberto |z!<1

para que tenhamos limitacdo do tipo

- 1/q
e O L T A
. | H

tz <1
para toda f pertencente ao espago HP ,

Vamos inicialmente enunciar e demonstrar alguns lemas
e fazer algumas observacoes sobre (2-1) que serao utilizadas

na demonstracdo deste teorema.

(2-2) Lema: Seja C uma constante positiva.

o
2 -
Se I tall r?® < ¢ para todo r com 0<r <1l entdo
n=0 ‘
[ et
la | < cC.
n=0 =
o 2
- 2n
Demonstragdo: De I tayl £ <c temos que, pa
n=0
" 2
ra todo nimero N> 0, ] la_l| r?<c,

n=0

Logo, no limite, quando r tende a 1 , teremos:
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_ N 2 5
lim  § la gl rh<c,
r ->» 1 n=0
N 2
ou seja, ! layl < c para todo nimero N >0 .
n=0
Entdo, por definicao
w ’ 2
¥ lanl <CcC u
n=0
(2=3) Lema: Seja £ € H2 . Entao f pode ser escrita como

a inteqral de Poisson de sua funcao limite.

2

Demonstragcao: Como £ € H® , pelo desenvolvimento de

Taylor, temos que

£lret?) = ) a, P eind '
n=0

(n)
onde a, = S ) paxa n # 0 e
) n!
ag = £(0)
o »
A série E a, ? eine tem raio de convergéncia menor ou i~
n=0

gual a 1.

Pelos tecremas (1-3) e (1-4) sobre séries duplas te

mos?:
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(2-4) 1£eth) 1?2 = ¢ 1 a eIy (] a, M emime
n=0 m=0 :
T — _n+m _i{n-m)¢
= .a_r e
n,£=o °n m

esta bem definida e & absolutamente convergente.

Como a funcao f pertence a H2 , temos por defini-

¢80 gue existe uma constante C tal que:

kil
L j 1 £(rel®) 1% ap < c .
2m |

Portanto, segue por (2-4) que

L
(2-5} S I ! z a, 5; Lo ei(n-*m)@* de < ¢ .
2m -7 n,m=0
n+m _i{n-m)é n4m
Pelo fato de la .a r e t<la agi r
o
_ N R — .
e de E !an a Ir ser convergente segque, pelo crite-
n,mn=0

rio de Welerstrass, gue

[+ ]
]  a 3 W e1(n-—m)¢

n 2 & uniformemente convergen-

n,m=0

te em ¢ . Entdo podemos integrar (2-5) térmo a térmo obtendo:
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0 <« - o
1 ) j :
. — TN i(n—-m}q; <
2 n,m=0 7 __ e de < C . .
L
Entretanto, como J et {n-m) ¢ d¢=0 para n#*m e
-

™

J’ eli{n-m)¢ d¢ =27 para n=m temos que

-7
1 5 2n
-—;“- EO a, a;' r 27 < C ,
[--]
ou seja, .} IanI2 ng <€ para todo 0<r<1.
n=0 '
Pelo lema (2-2) concluimos a convergéncia da série
]
I la 12 .
n=0

Consideremos, agora, a serie .

T ing
7 a e .

n=0

. . 2
Vamos mostrar cue essa serie tem sentido em L7 .
=0

Como ] la] 2 & convergente, temos que:

n=0

dado € > 0 , existe um nimerc natural N, tal que para todo

bt 2
m>Ng ., ] lal]

n=m

< & . Entao para m > Ng - obtemos
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m+p 5 w m+p m+p ,
() a_ It C 2 L [ a_ eln® 3 ;j e 330 | g
n=m 2T gl nem j=m
i m+p 4
S J 7 a_a elin=3)¢ do .
27 : noJ
-1 ‘n,j=m
Podemos integrar térmo a térmo a serie acima e obte~
mos que: |
n+p 2 mt+p L
i 1 - i(n-3) -
1lfae'n¢ﬂ = ) Iaa.e(3¢d¢ =
n 2 2 n o7
n=mn n,3j=m “1r
m+p m+p
=X 5 rat1?.2n= 3 tail<e.
21 n n
n=m n=m

Como L2 & completo, existe uma funcido g € L2 tal gue:

<0

I a, ™ =g .

n=0
Mostremos que:

lim f(rei¢) = g{é) .
r —> 1 '

Pela formula de Parseval, e como:

. 2 » N
I £e™®) - g 1 =1 ] a "1™ 1 temos
2 2
n=0
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: ié 2 o n 2
(2-6) I Ee™) ~gle) I, = DI WUREEE B S §
n=0
o
Levando em conta que lim Ir” -11=0 e J 1a | 2
r —>1 n=0

converge, dado € > 0 , existe um numero natural N > 0 , tai

que para r suficientemente proximo de 1 temos:

by 2
(2-7) I tagl®ie? - 112
n=0
N )
2
< 1 tagl P -1 s ) iani2 E‘J:nmll2
n=0 n=N+1
< -—e---—-}-.._E_..--_-g .
2 2

De (2-6) e (2-7) obtemos para r suficientemente

proximo de 1 que:

- 2
1 £(re®) - g1 <e .

Falta apenas verificarmos que:

™ . .
[ Pi(r,8) gl{s-6)d¢

' 27

u(re

e f(rei¢) .
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Para isso vamos mostrar inicialmente que

n

1im  — J P(r,8) Z a_ ein(¢-9)dé=:0

21
m => - n=m

Observemos que dado ¢ > 0 , existe um numero natu-

ral Ny > 0 tal que

2 £
z la_l $'-ﬁ;
n=NO+1
onde T 1/2
. 1 2 PR
Mr = | I P{r,8) I~ ds e fixo .

2n

-1

Pela desigualdade de Schwarz temos

L [+ =3
. j P(r,8) . ) a_ eI {(0-8)44

I
2m - nzN0+l

1/2
T 2

< M J [ ? a oin(e-e) ] a8 .

Pela formula de Parseval aplicada ao segundo membro

de desigualdade e pela observacao acima segue

o o0

in{¢~-6)
o € ae <M. [ lag|
- n=N_.+1 nmN0+l
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Portanto, podemos considerar

T .
ure?®) = 1im L S P(r,8) . ] . a_ e ®)qq
m —> « 2m - n=0
Por (1-1) temos:
P(r,8) = } H31 g138
jm--oo

Como esta série converge uniformemente e absolutamen-

te para -7 <€ 6 S 1 temos:

T
u(rei¢) = 1lim e I [ ? ol 3 o138 ] . [ ? a_ ein(¢—e)]d8
M ~> 2n . mme =0
T oo . 4+
= 1im -+ j [ ) a_ rijlel(j“n)ﬁ ein@}de .
m => e 2m ok S El
n=0,m

Integrando térmo a té&rmo resulta que
o0 T
ael®) = 1m 7 a3 IR [ i-me g
2m n J
m =-> o j=—c0 : -y
' n=0,m
m
= lim — ] aj et oq
m —> o 2m n=0
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donde

u(rei¢) ) et = e’

n L 2
n=0

Assim, temos demonstrado o Lema. L]

Conforme falamos no inicio faremos algumas observacgoes

que farao parte da demonstracido do teorema central deste traba-

lho.

2 , entdo sera valido para

(2-8) Se {2-1) ¢ vatido para H
B com 0 < p < e,
Tomemos, primeiramente, uma fungao f pertencente ao

espaco HP que n3o possui nenhum zero em |zl <1 .

/2
Seja gl(z) = (£(2) T . Entdo g & uma fungdo anall

tica em Izl <1 e alem disso

' 1/2
27 5
lim { —=- j lg (re®®) | ae } =
r -> 1 ' 2m ]
’ 1/2
, 2w
r->1{ 2" 7o
/2
= Ilfﬂp <
yF
' : 2 p/2
ou seja, g € H" e gl 5, = £y .
H n®
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Como estamos supondo que o teorema & vilide para o espago H

temos
1/5
)
j lg(z)| au <clgl ,
1z} <1 H
onde & 2> 2 , Segue que
ps 1/4
2 p/2
[ l£(z)] au <clhfl .
H?

21 <1

Elevando a 2/p ambos os membros da desiqualdade, te-

nmos -
pé 2/ps
- 2 2/p
[£(zy!  ap N
1z i<1 H
onde egi =gqg>p, pois, &4 =2 2 .,

Este primeiro caso, nos demonstra gque se (2-1) @&
- . - 2 - - -~ A
valido para as fungoes do espago H” entao sera valido para as
~ ' P - <
funcoes do espago H que nac possuem nenhum zero no circulo a

berto lzl <1 .

Vamos analisar, agora, o caso de uma funcao f do

Hp , £ na3o identicamente nula, tal que £ tenha zerocs em

2zl <1 ., Como os zeros de uma funcdo analitica sao isolados,

temos que existe no maximo um n? enumeravel de zeros da f  em
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lzi < 1. .

Sejam ql 1By 1 oo :n; «+s todos os zeros de £ si
tuados em tzl <1 , distintos da origem e enumerados de acor=-

do com a sua multiplicidade. Seja a origem um zero de ordem k

de £ .
z~
Tomemos B{z) = eic zk I I L ’
. *
n z-7 ‘Igg

o produto de Blaschke da £ . Entdo por (1-~7) temos que a fun
cao

£{z)
B(z)

g(z) = e uma funcdo -
analitica de Hp gque nao tem zeros em JzI1<1 . Além disso,

£(z) = g{z)B(2} .

Por {(1-6) e pela definicdo de B(z) temos IB(z)I<1
para lzl<1 .
Como g (z) nao tem zeros em (iz{ <1 segue pelo que

vimos anteriormente que vale o teorema para g .

Assim,

/g 1/q
) q ’
(2-9) ‘J |£¢z] au = J !g(z){q IB(Z}Iq du
tz1 <1 izi <1
1/q
< j a
-z <1

onde g/p 2 1.
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Por (1-9}) e (1-8) temos qué:

2r o
RE£0Lp = lim -3#[ l£zet®) (P as =
r->1} %" ¢
27
! J 1ge¥®) . Bel® P an .
27
0
De |B(ele)lml seque novamente por (1-9) gque:
P 2 P
nent =1 lgel®)|” ae =
uP 2n |/
0
2n
= lim = jf ael®)F ae
r ->1 2n 0
= gl
uP
Logo em (2-9) temos que
1/q
q :
Jlf(z)l du S ClHEl .
HP

zi <1

Concluimos, do primeiroc e do segundo caso, due se a

desigualdade (2-1) for valida para as fungfes do espago H2

entdo sera valido para as fungdes do espago H® com 0<p<w , ®
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Uma segunda observacdo que faremos & a seguinte:

(2-10} Se para toda funcao g E Lg existe uma constante C
tal que 1/q
7
g
J w@ | w | <cugn
-7

onde u € a integral de Poisson da g

entao, para toda funcao £ E 2 e valida (2-1) .

Demonstremos tal afirmagac: Seja uma fungdo f per-

tencente ao espago H2 . Pelo lema (2-3) temos cue

lim f(reie) = g(eie) g L2

r->1

u{z) = £(z) onde u & a integral de Poisson da

~fungao g .

Pela hipdtese, temos

1/q
K q
I |£¢z)] au <clgl, .
R |
. 1/2
i, 2
Como g “2 = I J lge*™)| a8 de (1-9) segue gque

-
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2
lg ¥, = lim J 1£ (ret®) " ae =NE 0

2
r->1 - : ' H .

© que demonstra (2-10) .

Na observacao (2-10) podemos considerar apenas as

fungdes ¢ do 12

positivas.
De fato: Se ¢ € 1? entdo podemos escrever
$(z) = ¢1(z) +i¢2(z) onde ¢l m:mgal ¢ ¢2 = Iméd .

Como cada @i(z) {(i=1,2) @ real temos que pode ser

decomposta em:

$;(2) = ¢,,(z) - ¢,,(2) onde,

’

$; (2) se @i(z) =0

¢i1(2) = 9
0 se ¢i{z) < 0
e
0 se ¢i(z) =0
@iz(z) = ¢
“¢i (2) ge ¢)i {z}) <0

.

Temos que cada #y5 1=1,2 e =1, 2) & uma

funcao positiva e alem disso

2 2 . 2
(2-11) lotzy | = ] e, 2y | .
u i,3=1 J
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Lembrando que: dado dois n9s reais positivos a e b com a=2b

e um n? r positivo, valem as.desigualdades

a+p)t < (2a)F < 2¥(@aY + b)Y

' 1/2
A2, Q12 o G120 /

Denotando por 4 a integral de Poisson de ¢ij te
remos que:
1/2 -
2. ' 2 /
lu(z)| = Z Iuij (z) |
i,i=1 .
e pelas desigualdades consideradas acima temos gue para g » 2
q q 2 q
lutz)|] < 2% ] Iui_j(z)]
i,j=1
e
1/q 1/q
[ q 2 q
lutz)| dau | < 2 J T Jug(2)] an
J. i1,3=1 J
lz 1 <1 I z1 <1
1/q
5 _
2/q q
g . ] d *
2, 2 ) J luij(z)l 0
i,g=1



Logo, como estamos supondo que para as fungoes

$ E 1.2 s >0 & valido que
1/q
q
I lu{z)] au < Cl¢t
. 2
z1<1
segue que
1/9
q 2 2
- (2-12) j laz) ] au(z) < 2.2%/4
1z <1 i,i=1
Como, por definicao, temos que:
1/2
2 2 i 2
ot o= ¥ j | & ety ae <
: i) 2 ij
i,i=1 i,j=1 -
1/2
2 10, 2
2 ) I [¢ij(re Yl ae
i'jml -

Segue de (2-11) que:

; “¢1j“z =2 14 “z ]
i, =1

Portanto, podemos concluir em {2-12) gue existe

) Cyy Moy sl

26.

unia
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uma constante A  tal que:

1/q
q
J lu(z)] du < alel,
{21 <1
o gue demonstra nossa observacgao. -

Demonstremos agora um lema de recobrimento, para isto

necessitamos da seguinte definigao

Para cada ponto 2z = reie em 0 <jzl <1 wvamos con
siderar o arco IZ definido por
I TR BT <o+l (1-
I, = {.e : 8 5 (L-r)< t <0 + 5 (L~-r)}

fig. 1

Tomando 6 variando de 0 a 2n . Identificamos 1

com O intervalo da reta

[ = —— (L~r} , 8 + — (1-1}1] .,
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(2-13) Lema do Recobrimento: Seja A um conjunto nic vazio
em |zl <1 que nao contém uma segquéncia infinita de pontos 2,

cujos arcos associados I, sao disjuntos. Entao existe um ni
n

mero f£initc de pontos Zys ZoressrZ, €W A tal gue os arcos

I, sao disjuntos e
n
U }
A & U {z:1_©J
: n=1 z ’n
onde IJz | = 5|Iz | e 3, " tem O mesmo centro gque I, .
n n n n

Demonstnagdo: Seja z, pertencente a A tal que

[Iz | > L sup I | e seja J, comcentroem I e com
1 2 zea Z 1 | 1
lg. | =5l | .
%1 Z1
seja By = A - {z : 1_= J_}. Se B, for vazic nada mais te
z zy 1 =
mos que fazer pois A S {z : I,< 3, } . se By for naec va=-
1

zio podemos tomar z, em Bl tal que

. | > 1 sup !Iz['.

z 2
2 , zEBl

Consideremos os intervalos [al, hll e {az, bz] associados

aos arcos 1 e I respectivamente com 0 < a, <b, e
zy z, 1 1

“0-< a, < bz .
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Se existir um ponto x ‘em [a;, bl e [a,, b,] teriamos que

<x < b, <b, . Pela escolha de =z

0<a 2 1 2

< a 1 temos que

1

2l | > 1. | , ou seja
zl zg # [ 4

2(by - a5} > (b, - az}

Ao J, temos que o intervalo correspondente & dado
1. )
por
a, + b _ a, +b
1 1 5 1 1 5 ~
[ 3 5 (bl a;) — + —-é-——(bl - al)} =

= [3al - 2b, , —2a, + 3b

1 1 1!

Como =z -a, > 0 temos que

b, <x + (b, = a,) < x + 2(b; - a

2 <

1)
bl + 2(b1 - al) = 3b1 - 2a1

e como x?-hz < {0 obtemos

a, > % - (b2 - az) >’x - Z(bl - al) >.

ay - _2(bl - al) 3a1 - 2bl P

donde concluimos que I estd contido em J. s ouseja, 2z,
2 1

pertence a B, , 0 que e falso.

Logo, temos I. nI1 =g .
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Do mesmo modo consideremos

2
B,=A- U {2z :1I «J }
2 n=1 2 Zn

se B, e vazio nada mais temos que fazer.

Se B, nao for vazio, consideremos um ponto =z pertencente a

3
Bz tal que

T, | > m%m sup [Izl e teriamos
3 zEBZ

I Nt =g e I iz =g .
23 Zl Z3 32

Como, por hipdtese, em A nao existe uma sequéncia

infinita Z4 cujos arcos associados Iz sao disjuntos temos

n
m
que existem z;, 2,,...,2,  em A tal que A S U {z: I,< 3, L
n=1 n
]
(2-14) Como uma ultima observagﬁo, vamos mostrar que dado um
arco I
it :
IT={e " : b, <t < ¢} com |I|<1
existe um ponto w com |w|<1l tal que
Iw =1 .
¢+é
i —2 . -
Sabemos gue e 2 e o ponto medio de I . To-

mando sobre o segmento, que liga este ponto a origem, o ponto w

que dista da origem 1-|I| , temos
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: o +d,
w= (1-|1]) et ) e
: ¢ +¢ - {1 ¢ +¢ '
I, mj it o _ 1-0-lT1i) < t < o . | 1l
2 : 2 2 2
¢+ ¢ b+ ¢
] it . o _ Il < ¢ < o , 1T}
2 2 2 2

it

= {e : ¢ <t € ¢ }=1.

o

Estamos agora em condigOes de demonstrarmos o teore

ma que enunciaremos a sequir

{2-15) Teorema: Seja p uma medida finita no circulo unita
rio complexo 1zl <1 e sejam p,g nimercos tais gue 0<p<g<w,

1% . p0<e<60+h,1-h<r<1l} com

Seja 8§ = {re
0€£h<1.

Entdo, uma condigdo necessidria e suficiente para gque

exista uma constante C tal que, para toda £ do espagd wP
vale
1/q
g
(2~16) j [£(z)] du < C V£ '
: _ uP

& gue exista uma constante A , independente de h , satisfazen

do.

< a/p
u(Sh) A h .
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Demonstrnagao: Pela observagac (2-8) vimos gue &
suficiente fazermos a prova para p =2
Vamos demonstrar que se (2-16) & valido para toda

funcao f de H2 , entdo existe uma constante A tal que:

q/2
u(Sh} < A h , onde

s, ={re’® :1-n<r<1 e o0ce<n}.

Seja f wuma fungao definida por

_f(z) = mwiww— com 0 <a<1.

1-qaz

Temos que f e analitica para 1zl <1 e alem dis-

80
1/2
™ 2
NEN , = lim { - j [ 1 an b =
H r ->1 27T - ] - grei®?
1/2
1im =
1/2
(1-a?)

ou seija, fe HZ
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Seja S = { re : 0 €8 <1~a,0<rcos 68 <1}

1-a

(ver figura 2)

7, 81-
1-a §7 07
0 o 1
b 1-a __]1
e
fig. 2
Observemos gque para . todo zzreaiB em S' as

1-a
guintes desigualdades se verificam:

sen?s < sen®(l-0) < (L-0)2 <1
o= 7r cos 6 <1 .

Entao,

2
|1-az] = (1 -oar cos 8)2 + 0%r? sen?s <

(l-az)z + az(lwa)z =

-2 . (@+m)? +a?1=

2

(i-a)2 . [2a° + 20 + 1] .

e~
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2 . . . =
Como 207 + 2a + 1 e uma fungac crescente para

0 <a <1 temos que 2a2 + 20 +1<5 e

2
1 -0z] < B{l—a)2 < 9(1~a)?

Logo l1-azl < 3(1~-a) ,

ou seija,

(2-17) S SR V- S— para todo z € Sy . -
]l - azl 3(1-qa)

For hipétese, como £ pertence a H2 , temos

1/q 1/2

q
du < cutl, c(l

it

De {2-17) e levando em conta que Sl—a c {z:1z1<1}

obtemos
1/q
1 1
—L s < c .
31 -a) 1-a (1 -2y }/2
Seque que,
1/q
| 1/2 1/2
- u(s)_y) < 3¢ —Aiz9) < 3c(1,..a)/

(1+a) /2



donde,

q a/2
(2-18) u(S'l_a) < (3¢)" (L -a) .

Vamos considerar agora as regioes §, + Estudaremos
dois casos, hﬁ—-lzi- e h>—-§-—-.

Primeiramente seja h < -w}z-'-— . Tomemos oa=1-~h e

o= {re'® : 1-2n<rcose<1 e 0<o<h}.
(ver figura 3 abaixo)
7S
e
2h Y 5n 7
0 1-2h  1-h 1
| h
L 2h
Vo
fig. 3
Se z=rel® pertence a 8, rtemos r = 1l~«h e
_ .2
cos8 2 cosh . Como cos h> 1-h e h <= —-%—-n segue que:
2

(1-h) (1 - —3’2-"— ) < (1-h)cosh <

{(L-h)cos g =

r cos 8.,
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Visto que; h2 - h+2 2 0, temos

2
(L-h)( - «%m) >1-2h .

Logo r cos® 2 1l-2h e portanto 2z pertence a S'Zh'
Isto mostra que
. | ]
5n = S2n
donde

€ ]
u(sh) u(SZh}

E por (2-18) temos que para h < u%m
q q/2
u(s,) < (3C) " (2h) .
Analisemos agora o caso h > ~%_ . Neste caso temos
q/2
{2h) >1 e
a/2
u(Sh) < uyf{z:121 <1} {2h) .

Logo, para todo 0<h<1l , temos que existe uma cons-

q/2

‘ 9 '
tante A= max {(3¢V2), u{z:1lzi<1}l2 } tal que

q/2
p(s,) <Aanh onde q = 2

como queriamos demonstrar.

Vamos demonstrar ,agora, a reciproca, isto &, dado

g(2 « g < »}) e se para todo h(0 < h < 1) o cenjunto
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5, = { rel® s 1-n<r < , 8, <8 <80+h )

satisfaz a propriedade de que existe uma constante A > 0 tal

que
q/2
u(Sh) £Ah

entao para toda funcao £ pertencente a H2 existe uma cons-—

tante C +tal que
1/q

a
[ l£(2)]| du < CHEN,

H
lz1<1

Como cada £ de 2 2 a integral de Poisson de sua
funcdo limite, pela observacdo (2-10) sera suficiente provar-

mos que:
: 1/q

q ‘ -
Jlu(z)l du < C!Ecbl!z

onde u{z) & a integral de Poisson da fungao positiva ¢ E L? .

. is
Para isto, vamos considerar para cada 2z =re o ar-

co limitado

I = {eit : 0 - —-%u-(l?r) <t <8 4+ --%-w(l-r)}
(ver figura 1) .

podemos identificar I, como intervalo

1 1 o
[9..—-~§-~(l—r} re‘{“'"'i"'"(.l“l.}] -
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Seja ¢(t) uma funcdo positiva integravel, de perio-

do 271 . Definamos

onde o supremo & tomado sobre todos os intervalos I tal que I

contenha Iz e Il <1.

Mostremos que para {z1<1 wvale a desigualdade

ulz) < 5 1:2( $(z) + M)Hl)

onde u & a integral de Poisson de ¢ , ou seja,

™
u(z) = ~— j p(r,t). ¢{(t=-90) dt ; z=re

-

ig

e P(r,t) e o nacleo de Poisson.

Vamos considerar 2 casos:

Primeiramente tomemos r = a%m . Neste caso

2
Pir,t) = 1-r _ {l-*-r)(lgﬂ I L SRR
1~ 2rcost+r (1-1r) l-r
e portanto
kil

1 3
uf{z) < N 3} d{t) dt = -—-é—%*ﬁd?“l.



Analisemos agora o caso r > a—;m .

2
Por cilculo direto, temos Plr,t) = 1-r

(1--::}2 + 4dr senz(——gm-

A 2
Como senz(t/z) >-—%' para t em [=-m,7] teremos
1

P(r,t) < 2(1'1:) < Kz(l—r)

(1-r)2 + 4r (£2/7%) (1-r) 2 +t2

Seja &6 = 1l=-r , 6<-~32‘——.

A série geometrica dada por

Ty ( it ) 1 , ‘ onde
ol 2
n=0 2116 2 n

X & a funcfo caracteristica do intervalo {0,1]1 , & igual a

(=]

1 ): 1

—e onde

22k n=0 2211 ‘

k € o menor inteiro tal que l:; Lo« ok | Logo ,como

T (1 £l ) 1 _ 4
n=0 2% 240 s® 3

5 52

7 N
3t 3l 74+ 67)

39.
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obtemos :
2 o
3 t | 1
P(r,t) < =1 I x ‘n 5
| 5 =0 2% 2
= i8
Entao, para z =re temos
L) Lo
ulz) <« 21 j' I x| & >— . ¢(t-0)at
' 28 B 278 2
-1 n=0
e dal
2 ® T
a(z) € 31 ) -+ J Al se-oat .
28 - 2 278
n=0 -
Como para te 1 > 2% a integral & nula segue que:
u(z) < 31§ - j 6 (D)at .
2 2778

["'"f'"}
Onde, estamcs denotando por
[-2"6,2"8

["'TT,'H}

¢ (£)dt  a integral calculada

sobre |[-276,2881( )\ {~n,7]

Seda NO ¢ menor inteiro tal que

todo n » No .

2028y > 1 para



Temos que
N
0
u(z) < 3n° ) —175 j ¢ (t)dt + .
n=0 2.27778
[-2"5,205 |
[=m,m]
==
+ 302 7 L, j $trae ,
n=No+l 2.2°7°8 n n
' [-278,2°8)
[=m,7]
onde denominaremos O primeiro somatdrio por S
82 .
Estimemos Sl . Temos que
No
S, = 1 1 6 (t)dt <
17 L Zn
n=0 2,278 n n
[=-276§,278]
{”'ﬂr ‘“1
N .
° 7 o~ -
) —= ¢(z) < 24(z) .
n=0 2
Estimemos 82 . Temos que
o0
s, = Lo f o(tyat <
n=N_+1 2 2(288) 0o
[ -276,278]
{"Wr 7}
b S ven < e .
0 2

1

41,

e o segundo por
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Logo, para todo z =ret® com r > L +temos
5

ulz) < 372(23 (2) + 20 ¢ Ny = 6n2 (3(2) + o-1,) .

Dos dois casos r < 1 e r»1/2
2

temos

u(z) < 672(s(z) + I )

Vamos entao supor que existe Cf

tal que
1/q
~ q
(2-19) j [é(z)] au < C! E¢i¥2
1Zz1<1
.temos:
1/q : 1/q
q ~ q
J lu{z)| Qu < 670 J fe (z) + fioll] du <
| 21 <1 lzl<1

5 1/q
127°(Ct ¢ I, + iz = |z|< 1} . Mo My}

"Como, por Schwarz, temos

e 1y < wuiz : lz} < 1} ¢ -

Segue que existe uma constante C tal que

l/q

g :
I fu(z)! du < clel, .
lz1<1 |
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Logo nos e suficiente provar (2-19) para concluirmos

a demonstracao.

Para isso, vamos considerar o operador T que a cada

fad

¢ associa ¢ .

0 operador T assiﬁ definido & um operador sub-1i-

near, pois:

— )
T(oy + 6,)(2) = (6 + ¢,) (2) =

sup L I (¢1 + ¢2)(t)dt =

11l I
sup —=— j 3, (t)dt +J b, (B1at| <

111

1 1
sup —— f 6. (£)dt + sup —— f ., (t)dt =
p 1 | P 2
| I} I i1} T

6y(z) + §,(2)

onde o supremo sao tomados sobre os arcos I tal que I o Iﬁ e -

[z < 1.

Observemos cue se T & do tipo forte (2,q) com
2 < g < = entao, por definicdo, existe uma constante C tal



G,

1/q

~ q '
j {6(z)] au < C ¢k
fz 1 <1

0 gque demonstra o teorema.

Portanto, para concluirmos a demonstragéo, bagta~nos

mostrar que T & do tipo forte (2,q) .

Como, por definicdo, T & do tipo (=,=) , pelo teo-
rema de interpolacao de Marcinkiewicz (1-2) se.provarmos que
T & do tipo fraco {l,q) com 1<g<® segueque T & do
tipo forte (2,q) .

Portantc, mostremos que T & do tipo fraco (1,q) .
Em outras palavras, devo mostrar que existe uma constante C >0

tal que:
_q‘ da
(2~20) pu{E_]) < C s [1FOR
S 1

onde
E,={z : $(z) >s} com s> 0.
Vamos considerar os valores s tais que Es + 4 . Pa

ra os s tais que Es = # o resultado & imediato.

Para provarmos (2-20) usaremos a hipotese de que e-

2
_ xiste uma constante A >0 tal que u(sh} = Ahq/ com g >2.
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Por conveniéncia vamos substitulr /2 .' por ¢ e neste caso te

mos:

(2-21) uisy) <a hY onde g=>1 .

Para cada ¢ > 0 , definimos:

Az-‘:{z: f [¢(t)]dt>s(a+llzl)}
I,
e
£ _ . £
B, = {z : I,= I  para algum wE A_} .

Facamos algumas consideracoes sobre os conjuntos defi

nidos acima.

2 -
(2-22) Se & < e, e z €& A entao

j dp(t)dt > s(e

IZ
sle, + IIZI) ,
“1
"ou seia, 2 € As
) ®1
Logo AS c A, se €l<€2 .
(2-23) Se El € entao Bs DBS .

£ £
. 2
De fato, se 1z & Bsz eXxiste um w pertencente a As tal que



£ : £

. - l ) . .
Iw =] Iz . Por (2~22) W E AS » ou seja, z £ B .

- - £ £
(2-24) Pela propria definicaoc de A, e B, temos que
3 CH
ASC: Bs .
€o
- [l y
(2-25) Eg Bs para algum € .

De fato, se 2z pertence a Es temos gue 5(3) > s , ou seja,

sup A I '¢{t)dt > 5 .
i1l : :

I ::}I2 1

1Ti<1

Logo existe um arco I , satisfazendo |I| <1 e I s1I_ , tal

que L I d()dr > s .
T
I

Portanto € sempre possivel encontrar um Eo suficientemente

pequeno tal que:

[qb(t)dt > s{iIl + ) .

I
rela observagéo (2-14) existe um w tal que I= Iw , Segue
que
> +

I ¢ (t)dt s(ilws e)

I

w -

2 -
entac w pertence a A com I, « Iw . ou seja, 2z pertence
€

o]
a B .
=4



De (2-25) e (2-23) podemos concluir que Es‘= B;

para todo € < g_ .

o
Seja N > —%- entdo para todo n » ¥ temos
1/n °
E. =B, . Logo
1/n
(2-26) p(E_ )} € lim p(B Y .
s N> s

. £ . ' .
Sejam z  pontos em A_ cujos arces associados I,
n
sao disjuntos., Temos que:

(2-27) sT e+, < | J o (et < Hol, .
. n n n

I
zn

Observemos portanto que nac pode haver infinitos z

€ . - . X -
em A, cujos arcos I, sac disjuntos. Se existisse um nume
n

ro ilimitado desses pontos entao, pela desigualdade acima, ¢1

- . 1 -
nao pertenceria ao L o que e falso.

Usando o lema de recobriﬁento (2~13) , temos que:

(2-28) A

n
e
T,

{z : 1_<=J 1}
i z zn

e < T s
onde zn pertence a Ag e 0S8 arcos associados IZ sac dis-

juntos e I, tem o mesmo centro que I com IJ
n n n n
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Como para 2z em B; ' temqs;que existe w em Az

tal que I contém I, . Segue por (2-28) que Iw. estd
contendolem Jzn para algum n . ngg I; est2 contido em Jzn

para algum n , donde

e m
B = U {z:I_<J, 1.
s n=1 | z %n
Portanto
€ o :
(2-29) (B} < 7 oulz : I,=J, 1.

n=1 n

Passaremos, agora, ao estudo dos conjuntos

{z : I,cJ, } . Vamos denotar tais conjuntos por A .
n ' ‘
Consideremos, primeiramente, os conjuntos An tais

que |z | > 4/5 . Temos

=1-lz | <15 e |3, | :-511_2 | <1 .

IIzn‘ n n

Seja T a regiao limitada por J, e pelas semi-re
n

tas que passam pela origem e pelos pontos extremos de Jz .
n

Para =z pertencente a T com |z} <1 - !Jy ' te-
‘n

mos !Izl >>{Jz | © que implica que I & J, .
n n

Para 2z nao pertencente a T , temos que a projegao

de =z esta em I, mas nao em J, + logo, I, va J, -
n. n



4y .

Podemos concluir, pelos casos considerados acima,que

A estd contido em S|g | que e a interseccao do conjunto
| 2 .
n

{z : |z| > 1--—]Jz 1} ecom T (ver figura 4 abaixo) .
n

S
o 1-g, T 4/51
n
fig. 4
4
> =
Po%tanto uia) < u(SlJz i) com |z | .- - Por

n

{2-23) segue que para cada n existe uma constante B tal

gque
< 4 | 4
wa) < BnlJzn[ com [znl > —~ -
Analisemos, agora, os conjuntos An com
Iznl < 4/5 . Entao 113 | 2 1/5 e |3, | » 1 . Donde

n : n

-

w@ ) < lu{z ¢ [z] <1}1.1 <

q
[u{z lz] < 1} lJz [

n

L)
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Juntando os dois casos, temos que para todo 2, exis

te uma constante Cn tal que:

q
u{a)y<c_ |3, | paratodo n, l<n<m.
n n Yz,
b T ocla, I
Portanto pi{a_ ) = C_'J R
 on=1 - % p=1 B %y
Podemos substituir acima lJz | = S‘Iz | e concluir que exis
n - n
te uma constante A tal que:
) P, 1
p{a ) <A I .
n=1 n n=1 Zn
Por (2-29) obtemos:
: € m q
(2-30) () <a 7} }Iz I .
S n=1 n
m m q 1/q
Como 7oz }?<z bz | ) de {2-27) segue que
= Z Z
n=1 n n=1 n
(m q. /4 1
i, 1) < sThweny .

Por (2-26) e (2-30) temos

( 7o
ptE) < A I

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL



Portanto

w(E) < Aas Tren
1

ou seja, o operador

o teorema =

T & do tipo fraco (1,q)

51.

o que demonstra
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CAPITULO III

Daremos neste caplitulo uma aplicacao do teorema
(2-15). Além disso, tomando a medida de Lebesque mostraremos

que © teorema se aplica apenas para pe g com O < o< 2.
_ P

Aplicagdo : "Se 0 <p<qg<w® , entio f £ B’ im-

plica 1
a/p-2 g
J (1 -1) M (r,f)dr < =
’o g
onde
2m
q q n
M (r,f) = —- j 1£ret®y | as .
q 27 0

Demonstracao: Basta verificarmos gue as condicOes
do teorema (2-15) estdo satisfeitas.

Para isso, seja u a medida em Iz | <1 tal que

para z=ﬂfeie
a/p-2

du = (1 ~1) dr 4ds .
Observemos gque

1 h

a/o-2 hq/ P

B(Sh) = J J (L ~-r) dr d9 = onde Sh

1-h 0 _ (- - 1)
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2 o cenjunto definido no teorema (2-15).

Logo, existe uma constante A = 2 >0 tal que
a/p-1 -
a/p

u(Sh) € Ah
Portanto & valida a hipbOtese do teorema para q > p
donde temos que para toda funcdo f € HP

0 q a
j l£(ze*®y " au < anen .
5P

lzl<1

Agora ,como

. d '
j 1£eet®) | ap

lz1< 1

1l 24
a/p~2 :
J j (1-r1) l£ (rel®

0 0

q
)| ae dar
e f e P segue o resultado. L

Observemos, agora, o caso particular da medida de Le-

besque.
Seja @ a medida de Lebesque em {zl<1l . Temos que
2 1’ a/p )

u(sh) = h" - e, Nctemos que p(sh) < Ah se e sO se

2
o<,
P 2 w2
De fato, como 0 <h <1 temos que h™ = — < h" €
a/p a/p  ? o
< h para - < 2 . Portanto u(Sh} < h com —— S 2,

& P
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Agora, supondo que existe uma constante A tal que u(sh) <

a/p 2 B a/p
< Ah para 9/p > 2 teremos h” - — < Ah e isto
2
& equivalente a
h a/p-2
1-— < Ah
2

donde temos uma contradicaoc pois A  independe de h .
Aplicando o teorema obtemos: se 0 < p <o e £ E HP

entao a desigualdade

1/q
1 21

o g
J j I£(zel®) | as ar < cIEfl

P
0o ‘o H

& valida apenas para q tal que p<qg < 2p .
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