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Resumo

Neste trabalho abordaremos basicamente trés problemas de controle sujeitos a equacoes
diferencias parciais. O primeiro problema a ser tratado é um sistema distribuido governado
por um modelo de solidificacao de um liquido puro, o segundo é um sistema distribuido
governado pelas equacoes de Navier - Stokes e o terceiro é um problema de controle com
varios objetivos locais mais um objetivo diferente associado a um controle global. Nos dois
primeiros problemas, apresentaremos as condigoes necessarias de otimalidade local via, o
assim chamado, formalismo de Dubovitskii e Milyutin; além disso, apresentaremos alguns
resultados sobre os equilibrios de Nash e de Pareto para os problemas de otimizacao vetorial
associados aos problemas com multiobjetivos. Para finalizar, usaremos alguns resultados
da teoria de equacoes parabdlicas e da andlise funcional para mostrar a existéncia de um

equilibrio do tipo Stackelberg - Nash para o terceiro problema.
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Abstract

In this work we will investigate basically three control problems subject to partial differ-
ential equations. The first problem to be treated is distributed system governed by a model
for solidification of a pure liquid; the second is a distributed system governed Navier - Stokes
equations and the third, one is control problem with several local objectives plus a different
objective associated to a global control. In the first two problems, we will present neces-
sary conditions of local optimality via, the so called, formalism of Dubovitskii and Milyutin;
besides, we will introduce some results on the equilirio of Nash and Pareto for the vector
problems optimization associated with the problems case multiobjetive. To conclude we will
use some results of the theory of parabolic equations and the functional analysis to show the

existence of an equilibrio of the type Stackelberg - Nash for the third problem.
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Introducao

O desenvolvimento de areas tradicionais de economia e engenharia tem sido caracteri-
zadas nas ultimas décadas pelo uso crescente de modelos de otimizacao como paradigmas
para problemas de tomada de decisao. Inicialmente restringidos a problemas que vislum-
bravam um tnico objetivo, os modelos de otimizacao e as técnicas associadas evoluiram,
principalmente a partir do comego da década de 70, no sentido de contemplar a situacao
mais realista onde varios objetivos, em geral conflitivos, concorrem para a solugao de um

determinado problema.

As formas clédssicas de abordagem de problemas de decisao quase sempre exigem pre-
viamente a identificacao de uma funcao de utilidade que adicione todos os objetivos do
problema. Por outro lado, os métodos inspirados em modelos de otimizagao multiobjetivo
se baseiam em procedimentos iterativos que nao necessitam de uma funcao de utilidade
explicita e podem ser implementados através de algoritmos de otimizacao existentes. A
énfase da investigagao por novos métodos consiste exatamente em buscar harmonizar teoria
da decisao e otimizacao de sistemas, de maneira que a solu¢ao de um determinado problema
multiobjetivo reflita as preferéncias de um ou mais decididores. A existéncia de um ou mais
decididores se torna indispensavel devido a perda do conceito usual de otimalidade, induzida
pelo conflito natural dos objetivos. Em consequéncia, a solucao final do problema passara
a ser caracterizada por um certo grau de subjetividade e, fundamentalmente, pelo tipo de

equilibrio adotado (equilibrio no sentido de Pareto, Stackelberg, Nash, etc.).



As nocgoes de equilibrio de problemas multiobjetivos se iniciaram em teoria dos jogos e
economia (see [38], [47], [37]). Por isso, em varios momentos deste trabalho estaremos nos
referindo a termos especificos dessas dreas como: jogadores, estratégias, custo, controladores,
perda, lider, seguidor, metas, etc.; além disso, observamos que nos ltimos anos essas nogoes
tém sido usadas com sucesso para tratar sistemas que visam controlar equacoes diferenciais
parciais lineares. Para ilustrar a aplicacao dessas estratégias apresentamos alguns trabalhos
ja publicados. Os artigos de J.L. Lions ([31], [32], [35]) apresentam alguns resultados relativos
a equilibrios de Pareto e Stackelberg. Diaz e Lions [10] dao resultados para estratégias do tipo
Stackelberg-Nash. Ramos, Glowinski e Periaux estudam equilibrio de Nash para sistemas
governados por equagoes diferenciais parciais lineares em [40] e, em [41], fazem o estudo
para a equacao de Burgers, nestes artigos abordam tanto questoes tedricas como algoritmos
numéricos. Devemos ressaltar que a forma de abordar estas problematicas em todos os artigos
ja citados, é o caminho cldssico iniciado por J.L. Lions (ver por exemplo [33]) no contexto
mono-objetivo. No artigo [41] se chama a aten¢ao para o problema do equilibrio de Nash
para sistemas governados por equagoes parciais nao lineares. Uma das razoes fundamentais
para esta observacao, ¢ que em muitos casos nao ha a unicidade da solucao da equagao
(como no caso da solugao fraca das equagoes de Navier-Stokes 3D). Isso impossibilita a
aplicacao dos argumentos classicos de Lions, cuja idéia, para obter as condicoes necessarias
de otimalidade, consiste em isolar uma incégnita em fungao da outra, para posteriormente
substitui-la na fungao objetivo. Assim o “novo”funcional apresenta uma tnica incégnita e
o problema transformado fica sem restricao. Naturalmente, para isolar uma das incognitas
em fungao da outra, precisamos da unicidade. Outra razao ¢é a dificuldade para tratar com a
nao linearidade da equacao. Nesse trabalho, essas dificuldades sao facilmente superadas com
a utilizagao do assim chamado formalismo de Dubovitskii e Milyutin cujos detalhes serao

apresentados no Capitulo 1. Para outras aplicacoes desta técnica em controle de equagoes
diferenciais parciais veja [7], [8], [20], [16], [42], [36], [3], [21].
Para abordar a problemética que nos propomos, estruturamos este trabalho da seguinte

maneira:

No Capitulo 1 apresentaremos os conceitos e resultados preliminares para a utilizacao
do formalismo de Dubovitskii e Milyutin apresentado por Girsanov em [18]. Em seguida,

usaremos o conceito de 6timo de Pareto apresentado em Teoria dos Jogos (veja [1]) para



estender o formalismo de Dubovitskii e Milyutin a problemas de otimizagao vetorial (veja
24)).

Nos Capitulos 2, 3 e 4, consideraremos um sistema de equagoes diferenciais parciais nao
linear que modela a solidificagdo de um liquido puro, introduzida por Caginalp em [5] e
apresentado por Hoffman e Jiang em [23]. Este sistema é formado pela equagao de campo

de fases acoplada com uma equacao de temperatura,

Ou + 10, = Au+ fiXw, + f2Xw,, em Q;
Od = Ad + ap 4 bp* — ¢*, em Q;
u(x,0) = ug, ¢(x,0) = ¢, em €;

0
%28—2:0, sobre ¥ = 0Q x (0, 7).

Uma solugao (u,¢) é um par de funcoes definidas num dominio limitado 2 C R%,d = 2,3,

(1)

com fronteira 99 de classe C?, onde u é a temperatura, ¢ é o campo de fases, as funcoes g,
¢o sao dados iniciais e as fungoes f,.,r = 1, 2, sao os controles distribuidos nas regioes w; e wsy,
respectivamente. Aqui, iremos requerer que essas regioes sejam partes abertas disjuntas de 2
para assegurar que cada objetivo seja perseguido exclusivamente sobre seu proprio conjunto
de controles. Denotando por U,.,r = 1,2, os espagos que contém os controles f,., definiremos
esses objetivos como funcionais J,.(f.) : U, — R,r = 1,2, a serem minimizados. Assim, o
problema de controle que consideraremos é encontrar um par de controles (f1, f2) e varidveis
(u, ) tais que, em algum sentido, os funcionais (J;(-), Jo(+)) sejam minimizados, sujeitos
a (1). Para que possamos minimizar os funcionais, acima definidos, no sentido de Nash,
primeiramente faremos o estudo do caso mono-objetivo. Isso pode ser visto no Capitulo 2.
Neste capitulo, nés abordaremos tanto a questao da existéncia de solugcao étima como as
condicoes necessarias de otimalidade local via formalismo de Dubovitskii e Milyutin. Nos
Capitulo 3 e 4, apresentaremos as condi¢oes necessarias para um equilibrio de Nash e um
6timo Pareto, no caso multiobjetivo.
Nos Capitulos 5, 6 e 7, consideraremos um sistema de equacoes do tipo Navier-Stokes de

evolucao

ou—vAu+ (u-Vu+Vp=Ff+vy, +v@y,,, em Q;

divu=0, em Q;

u(z,0) = ug, em Q;

u(x,t) =0, sobre ¥,



onde u ¢é a velocidade do fluido, p é a pressao hidrostética, v = cte > 0 é a viscosidade
cinematica, f é a densidade volumétrica de forcas externas, ug é uma funcao dada. O
problema de controle que consideraremos é encontrar controles (v, v(®) e o estado u tais
que os funcionais (J;(-), J2(+)) sejam minimizados no sentido de Nash e de Pareto, sujeitos a
(2). Como nos capitulos anteriores, primeiro faremos o estudo do caso mono-objetivo (veja
Capitulo 5) para poteriormente, nos Capitulos 6 e 7, abordar o caso multiobjetivo.

Por ltimo, no Capitulo 8, trataremos de um problema de controle governado por um
sistema de equagoes de Stokes de evolucao, onde proporemos (por simplicidade) a presenga de
dois controles (v(M, v(?)) atuando na equacdo, distribuidos em duas regioes abertas disjuntas
wy e wy, um controle global f(x,t) definido sobre a regiao w = w; | Jws e o estado u tomado

como solucao do sistema

dru — vAu + Vp=1fx,+ V(l)Xan + V(2)Xw2a em Q;
divu =0, em Q; (3)

u(z,0) = ug, em ; uly =0.

De acordo com uma formulagao apresentada, em Economia, por H. Von Stackelberg em 1934
[47], os controladores locais serao chamados de SEGUIDORES e o controlador global serd
chamado de LIDER. Nessa direcao, assumiremos que o objetivo perseguido pelo lider é do
tipo controlabilidade, isto é, conduzir o estado u do sistema, num tempo 7', para perto (no
sentido de IL2(€2)) de um estado ideal ur(x), sem um custo muito alto para o controle f(x,t), e
as metas dos seguidores é nao deixar que o estado do sistema se movimente para longe de um
estado dado u; 4 numa regiao de interesse w; 4. Para resolver este problema, introduziremos
o seguinte método: assumindo que f(z,t) é dada, otimizaremos os critérios vl i =1,2 no
sentido de Nash, colocaremos cada controle v(¥ em funcao de f, substituiremos no sistema e
otimizaremos o custo de f de tal forma que o estado global do sistema, num tempo T, esteja
o mais proximo possivel de ur(x). Para mais informagoes da técnica empregada, veja por
exemplo [9], [10], [35].



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢oes e resultados que constituem o método que
usaremos para obter sitemas de otimalidade dos problemas de otimizacao. Tal técnica é
conhecida como formalismo de Dubovitskii e Milyutin. Vamos considerar inicialmente o
problema de minimizar um funcional definido sobre um aberto de um espago de Banach,
sujeito a restrigbes com interior vazio e ndo vazio (as chamadas restri¢oes de igualdade e
desigualdade, respectivamente); em geral as restri¢oes de igualdade aparecem como niicleos
de operadores nao lineares. Mais especificamente, sejam X e Y dois espacos de Banach,
M : X — Y um operador, J : X — R um funcional e consideremos o seguinte problema de
otimizacao:

min J(x)
[Py sujelto a .
re Q= ﬂ Q;
i=1
onde Q;,i =1,...,n, sdo ditas restrigoes de desigualdades (intQ; #0,i=1,...n ) e Q,41 =
{z € X/M(z) =0} é uma restrigao de igualdade (intQ,, 1 = 0).

No trabalho de Dubovitskii e Milyutin as condig¢oes necessarias de otimalidade local

em um ponto xyp € X foram obtidas a partir da separacao das aproximacoes conicas aos

conjuntos de restrigdes Q;,i = 1,...,n 4+ 1 e do conjunto {z € X / J(z) < J(zo)}. Neste
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estudo as defini¢oes foram feitas de tal forma que se os cones aproximantes fossem nao
vazios e convexos, entdo xy seria minimo local do problema [P] se, e somente se, ndo existe
um ponto comum a todos os cones aproximantes. Os resultados obtidos por Dubovitskii e
Milyutin provam que esta propriedade geométrica da otimalidade local do ponto zy pode ser
equivalentemente descrita em termos das formas lineares dos correspondentes cones duais ou
polares.

Assim, neste capitulo daremos algumas defini¢des preliminares, seguidas de alguns resul-
tados sobre os cones de dire¢oes de descida do funcional, de direcoes factiveis e de diregoes
tangentes. Em seguida, apresentaremos o Teorema de Dubovitskii e Milyutin, que nada
mais é do que a regra dos multiplicadores de Lagrange em uma versao funcional. Para a
aplicagao pratica deste teorema, nés daremos alguns resultados que nos permitam calcular os
cones aproximantes e seus duais. Para terminar a abordagem da teoria de Dubovitskii e Mi-
lyutin, no caso mono-objetivo, apresentaremos um resultado que da as condicoes suficientes
de otimalidade. Todos os resultados, que serao apresentados nas secoes acima citadas, foram
apresentados por Girsanov em [18].

A tdltima secao deste capitulo sera toda destinada a apresentacao de definigoes e resultados
que generalizem o Teorema de Dubovitskii e Milyutin no sentido que este possa ser aplicado
a problemas de otimizacao vetorial. Tais problemas serao definidos da seguinte maneira:
dados os espacos de Banach X, Y =Y, xY; x ... xY,,, os operadores M; : X — Y;;i=1,..,n

e os funcionais J; : X — R,72 =1, ..., s, consideraremos o problema:
min J(x) = (Ji(z), ..., Js(x))
[P]{ s-a
i=1

onde intQ; # 0,i = 1,...pe Q; = {x € X/M(x) = 0},i = p+1,..,n. Os resultados

apresentados nesta se¢ao foram apresentados por Kotarski em [24].

1.1 Definicoes e Resultados

Nesta seca@o, consideraremos os elementos do problema [Fp] e um ponto xy € X.



Definicao 1.1. Dizemos que um vetor h é uma dire¢ao de descida do funcional J(-) no
ponto xq se existe uma vizinhanga U de h e um nimero estritamente negativo oo = «(J, zg, h)

tal que, para todo € € (0,&0) e qualquer h € U,
J(xo + &TE) < J(l’o) + eau.

Definicao 1.2. Dizemos que um funcional J(-) € reqularmente de descida em x se suas

diregoes de descida em xqo formam um conjunto convexo.

Definicao 1.3. Sendo Q; dado por restricao de desigualdade, dizemos que o vetor h é uma
direcao factivel para Q; no ponto xq € Q; se existe uma vizinhanca U de h tal que, para

todo £ € (0,£0) e qualquer h € U, os vetores
xo+eh € Q;

Definicao 1.4. Dizemos que uma restricao de desigualdade Q; € regular no ponto xy € Q;

se o conjunto das direcoes factiveis a Q; em xg € convexo.

Observacgao 1.5. Se Q; for dado por restricao de igualdade, entao a definicao anterior nao

tem sentido. Neste caso, precisamos de uma outra definicao para as direcoes factiveis.

Definicao 1.6. Dizemos que h ¢ um vetor tangente unilateral ou simplesmente direcao
tangente a Q; no ponto o € Q; se para qualquer ¢ € (0,eq) existe um ponto x(c) € Q;
tal que, se colocarmos x(e) = xo + €h + r(e), entao o vetor r(c) € X € tal que, para
qualquer vizinhanca U de zero, %7’(5) € U para qualquer € > 0 suficientemente pequeno, ou

equivalentemente

Definicao 1.7. Uma restricao de igualdade Q; é regular no ponto xy se o conjunto de suas

direcoes tangentes a Q; em xy € convexo.

Observagao 1.8. Quando o conjunto das direcoes tangentes € um subespaco vetorial ele é

denominado espago tangente.

Definicao 1.9. Dizemos que um conjunto K € um cone se \x € K para qualquer X > 0 e
r e K.



Proposicao 1.10.
(i) As direcoes de descida geram um cone aberto com vértice em zero.
(i1) As diregoes factiveis geram um cone aberto com vértice em zero.

(1ii) As dire¢oes tangentes geram um cone com vértice em zero.

Definicao 1.11. Se K ¢ um cone em X, seu cone dual denotado por K* é dado por
K*={p e X"/p(x) >0 para todo x € K} .

Observagao 1.12. O uso da notacao K* para o cone dual nao parece adequado, pois se
K = X, entio K* = {0} # X*. Contudo, isto é usual na literatura, nao devendo, portanto,

causar confusao.
Agora apresentaremos o resultado principal desta seccao.

Teorema 1.13. (Dubovitskii e Milyutin) Suponha que J(-) assume um minimo local em
pt+1
Q = () Qi no ponto xg, J € reqularmente de descida em o, com dire¢oes de descida Ky,

=1
Qi,t =1,...,p, € reqular em xy, com diregoes factiveis K;,i = 1,...,p, e Qp11 € reqular em
xo, com direcoes tangentes K,i1. Entao existem formas lineares continuas p; € K i =

0,...,p+ 1, nao simultaneamente nulas, tais que

w0+ @1+ .. +p+ pp1 = 0.

Do teorema anterior, concluimos que, para obter uma caracterizagao analitica das condig¢oes
de otimalidade, devemos conseguir calcular os cones associados as diferentes restrigoes do
problema dado e, posteriormente, devemos calcular os cones duais associados. Isso sera

possivel gracas aos resultados que apresentaremos nas préximas duas segoes.

1.2 Calculo Explicito dos Cones

Iniciaremos esta secao apresentando algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados

para a construcao dos cones desejados. Estes resultados podem ser vistos em [2], § 2.2,
Cap.I1.



1.2.1 Algumas Ferramentas do Calculo Diferencial

Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados, U uma vizinhanca de um ponto zy em X

e F' uma aplicacao de U em Y

Definicao 1.14. Dizemos que F' tem uma devivada direcional no ponto xqg na direcao h,

se o limite

lim F(zo+¢eh) — F(zo)

e—0*t €
existe. Denotaremos por F'(xq, h).
Defini¢ao 1.15. Suponhamos que para todo h € X a derivada F'(xo, h) na dire¢ao h ex-
iste. A aplicagao 04 F(xg,-) : X — Y definida por 0, F(xo,h) = F'(x¢,h) € denominada a

primeira varia¢ao da aplicacdo F' no ponto xy.

Definicao 1.16. Suponhamos que F possui uma primeira varia¢cdo no ponto xo e que existe
um operador linear continuo A € L(X,Y) tal que §, F(xg,h) = Ah. Entdo o operador A é
denominado a derivada de Gateaux da aplicagio F' no ponto xo e denotamos por Fj(x).

Assim, F{,(xg) € um elemento de L(X,Y) tal que para cada h € X temos a relagao
F(JIO + €h) = F(Io) + €Fé($0>h + 0(8),
quando € | 0.

Definicao 1.17. Dizemos que o operador F ¢ Fréchet-diferencidvel em xy se, numa

vizinhanga de xq, ele pode ser representado sob a forma
F(xo+ h) = F(x9) + Ah + «a(h)]|h]]

onde A € L(X,Y) e
lim [la(h)]| = [[(0)]] = 0.

[|R]|—0
O operador A é chamado derivada de Fréchet (ou simplesmente derivada) da aplicagao F

no ponto xo e € denotado por F'(xg).

Definicao 1.18. Dizemos que o operador F' : X — Y ¢ estritamente diferencidvel em
xo se existe A € L(X,Y) tal que, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que para todos x1, s

verificando ||z1 — zol| < 9, ||x2 — x0|| < 6, temos a sequinte desigualdade

[ F(z1) = F(22) — Az1 — 29)|| < €|y — 29|
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Definicao 1.19. Dizemos que o operador F : U C X — 'Y definido sobre um aberto U ¢é de

classe C'(U) se ele possui uma derivada em cada ponto x € U e a aplicagio x — F'(z) é

continua.

Observacao 1.20. As sequintes conclusoes sao satisfeitas:

(i) Se F' é Fréchet-diferencidvel em xo, entao F é Gateauz-diferencidvel em xo e F'(xy) =
Fi (o).

(ii) Se F € estritamente diferencidvel em xo, entdo F € Fréchet-diferencidvel em xo e
A = F'(x).

(iii) Se F' € Gateaux-diferencidvel em cada ponto x € U e a aplicagao x — F{,(x) € continua
em xy, entdo F' € estritamente diferencidvel em xg.

(iv) Se F' € estritamente diferencidvel em xg, entdo existe uma vizinhanga de xo onde F €
continua, de fato, € Lipschitz continua.

(v) F' pode ser Fréchet-diferencidvel em xo e nao ser estritamente diferencidvel em xy. Con-

sidere por exemplo, F : R — R definida por

Fle) = 22 se x € Q,
B 0sexeR\Q.

F € Fréchet-diferencidvel em xo = 0, mas nao € estritamente diferencidvel, pois F so €
continua em xo = 0.

(vi) Se F' é de classe C*, entdo ela é estritamente diferencidvel.

1.2.2 Direcoes de Descida

Teorema 1.21. Seja X um espago de Banach. Suponha que o funcional J(-) satisfaz uma
condi¢ao de Lipschitz em uma vizinhanca do ponto xg € X e que é direcionalmente difer-
encidvel em xy em qualquer dire¢io h. Se J'(xo, h) é convexa como fungao de h, entdo J(-)

¢ reqularmente de descida em xy e seu cone de direcoes de descida Ko vem dado por
Ko ={h € X tal que J'(zo,h) < 0}.

Corolario 1.22. Seja X um espaco de Banach.

(i) Se J(-) é um funcional convexo continuo, entao J(-) € reqularmente de descida em qual-
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quer ponto e

Ko ={h € X tal que J'(xo,h) < 0}.

(i1) Se J(-) é Fréchet-diferencidvel, entio J(-) é reqularmente de descida em qualquer ponto

(&
Ko=1{h € X tal que (J'(x0),h) < 0}.
1.2.3 Direcoes Factiveis ou Admissiveis

Seja @ uma restricao de desigualdade e K, seu cone de direcoes factiveis. Observamos
que os “pontos interessantes”sao os da fronteira de Q. Além disso, admitiremos que Q possui
pontos interiores pois, caso contrario, K, = 0.

Trataremos o caso onde Q é definido por um funcional F(z), isto é,
Q= {z e X tal que F(x) < F(xz)}.
Se F(x) é continuo podemos estudar o caso mais geral
Q= {r e X tal que F(x) < A\ X # F(x)}.
Aqui o cone de diregoes de descida do funcional F(-) no ponto x serd denotado por Kj.

Observacao 1.23. Observamos que sempre se verifica Kqg C K,. A questdio que se coloca

é: quando K, C K;?. Para isto, temos o sequinte resultado

Teorema 1.24. Suponha que F'(-) é direcionalmente diferencidvel em xo em qualquer dire¢do.

Se existe h tal que F’(xo,ﬁ) < 0, entao
K, C {h € X tal que F'(xy,h) < 0}.

Observacao 1.25. Observe que a condi¢ao F’(xo,ﬁ) < 0 para algum hé equivalente a dizer
que K4 # 0.

Corolario 1.26. Suponha que qualquer uma das condigcoes abairo seja satisfeita
(i) X € um espaco de Banach, F(-) satisfaz uma condi¢io de Lipschitz numa vizinhanga do

ponto xy € X e é direcionalmente diferencidvel em xo em qualquer direcao h, F'(xg,h) €
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convexa como func¢ao de h e existe h tal que F'(mo,%) < 0;
(ii) F(-) é um funcional convexo continuo e eziste T tal que F(Z) < F(xo);
(iii) F(-) é Fréchet-diferencidvel em xo e F'(xy) # 0. Entdo

K,=K;={h € X tal que F'(zo,h) < 0}.

Proposicao 1.27. Se Q é um conjunto convezro, seu cone de dire¢oes factiveis no ponto xg
¢ dado por
K,={he X/h= Xz —x),x €intQ,\ >0}
= {A\(intQ — o)/ > 0}.
1.2.4 Direcoes Tangentes

Teorema 1.28. (Lyusternik) Sejam X, Z espacos de Banach, U uma vizinhanga do ponto
x9g € X, P:U — Z tal que P(xg) = 0. Se P ¢ estritamente diferencidvel no ponto zq e

P(x0)X = Z (P'(x0) € um epimorfismo), entdo o conjunto
Q={xe X/P(x) =0}
tem no ponto xy um espaco tangente

T,,(Q) = KerP'(xy) = {h € X/P'(z0)h = 0}.

1.3 Calculo dos Cones Duais

Teorema 1.29. Suponha que o cone K é um subespaco vetorial de um espaco normado X.
Entao
K*={p € X" tal que p(z) =0,Vz € K}

Teorema 1.30. Seja ¢ € X*,

K, ={x € X tal que p(z) = 0},
Ky ={x € X tal que p(z) > 0},
K3 ={z € X tal que ¢(x) > 0}.
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Entao
K ={\p tal que — oo < X\ < +00},
K5 = {\p tal que 0 < X\ < 400},

X* se ¢ =0,
K =
K} se p #0.

Definicao 1.31. Um funcional suporte para um subconjunto A C X em xg € A é uma
forma linear continua p € X* nao nula tal que

o(x) > @(x0) para todo x € A.

Sejam Q C X, zg € Q, K, o cone de direcoes factiveis para Q em xy, K o cone das
diregoes tangentes a Q em x5 e Q" o cone dos funcionais lineares suportes para Q em x,
isto é,

Q" = {p € X* tal que p(z) > p(x9),Vz € Q}.
Teorema 1.32. Se Q ¢ um convexo fechado, entao
K = 9"

Se, além disso, intQ # (), entao
K= Q"

a

1.4 Condicoes Suficientes

Teorema 1.33. Sejam J(-) um funcional convero continuo, Qi, ..., Qni1 conjuntos converos
e suponha que exista um ponto T tal que x € intQ;,i =1,...n, T € Q,y1. Seja xg € Q =

;:11 Q;; seja Ky o cone de descida de J(-) em xg, K1, ..., K, 0s cones de direcoes factiveis
para Qq, ..., Q, e K,11 o cone tangente para Q,y1. Entao xy é um ponto de minimo para
J () sobre Q se, e somente se, existem formas lineares continuas ¢; € K, i =0,1,...n+1,

nao nulas stmultaneamente, tais que

Yo+ o1+ .. + Ppy1 = 0.
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1.5 O Teorema de Dubovitskii e Milyutin Generalizado

A seguir usaremos os conceitos de Teoria dos Jogos apresentados no apéndice B para
definir o é6timo de Pareto e estender o Teorema de Dubovitskii e Milyutin a problemas de

otimizagao vetorial. Para isto, consideraremos o problema [P;] apresentado anteriormente.

1.5.1 Generalizacdao do Teorema de Dubovitskii e Milyutin

Definigao 1.34. Um ponto xy € X € chamado 6timo de Pareto para o problema [Py] se
xo € Q e nao existe x # xo, em Q, tal que Ji(x) < Ji(xo),i = 1,..., 8, com uma desigualdade

estrita para pelo menos um i,1 < i < s.

Definicao 1.35. Dizemos que um vetor h € uma dire¢do de nao crescimento do funcional
Ji(+) num ponto xy se existe uma vizinhanga U de h e um nimero real @ = @(J;, xo, h) tal

que para todo o € (0,@) e qualquer h € U,

Definigao 1.36. Dizemos que um funcional J;(-) € regularmente de ndo crescimento

se suas diregoes de nao crescimento em um ponto xo formam um conjunto convezo.

Proposicao 1.37. As diregoes de nao crescimento geram um cone aberto com vértice em

zero que inclui ao cone de direcoes de descida no mesmo ponto.

Definicao 1.38. Dizemos que os cones C;, i = 1,...,n, estao no mesmo sentido se para
todo M > 0, existem My, Mo, ...., M, > 0 tal que, para todo x € ByN Y o Ci, v =" z;,

r; € Cyi=1,...,n, temos que
T; € BMi NC,1=1,...,n.

e nao eziste (xrq1,xa, ..., 2,) # (0,0, ...,0) tal que

i=1
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Definicao 1.39. Dizemos que os cones C;, 1 = 1,...,n, estao em sentidos opostos se

existe (x1,Za, ..., Ty) # (0,0,...,0),2; € C;, i = 1,...,n, tal que
i=1

1.56.2 Condicoes Necessarias para Otimalidade Pareto

No que segue, denotaremos por K;, i =1,...,s, D;, 5 =1,...,s, C, k =1, ..., p, qualquer
cone aberto nao vazio contido nos cones de descida, nao crescimento e factiveis, respectiva-
mente. Cy, k= p+1,...,n, para o cone nao vazio contido no cone tangente a cada restricao
de igualdade e C' serd um cone nao vazio contido no cone tangente a intersecao das restrigoes

de igualdade. Todos os cones serao assumidos com vértice em zero.

Lema 1.40. Se xy ¢ um d6timo de Pareto local do problema [Py], entdo

S

p

En( () Dyn((C()C=0.Vi=1,..s.
j=1, j#i k=1

Teorema 1.41. (Dubovitskii e Milyutin generalizado) Assuma que para o problema [Py]:

(1) Os cones K;,i=1,...,s, D;, j=1,....;s, Cp, k=1, ...,p, sao o abertos e convezos,

(ii) Os cones Cy, k =p+1,....,n, sio convezros e fechados,

~ n
(iii) O cone C = [\ Cy estd contido no cone tangente ao conjunto () Qp,
k=p+1 k=p+1
(iv) Os cones Cf, k =p+1,...,n, estdo no mesmo sentido ou em sentido oposto,
n

(v) xg € [ Qk € um dtimo de Pareto local para o problema [P;].
k=1

Entao, para cada @ = 1,...,s, existem formas lineares continuas h; € K}, hg-i) € Dj, j=

1,..,87#1, e l,(j) € Cik=1,....,n, nao stmultaneamente nulas, tais que

hi + Z h§")+zn:l,§“:0,z’:1,...,s.
k=1

=1, j#i
Daqui para frente, usaremos a seguinte notacao:
(a) T'(Qg, xo) =cone tangente a restrigao Qy no ponto o,
(b) F(Qy, xy) =cone factivel a restricao Qy no ponto xy,

(¢) D(J;,xg) =cone de descida do funcional .J; no ponto xo,
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(d) NC(J;, xy) =cone de nao crescimento do funcional J; no ponto .

Com estas notacoes temos o seguinte coroldrio:

Corolario 1.42. Suponha que:
(i) Os cones F(Qy,x0),k = 1,...,p,T(Qr,x0),k = p+ 1,...,n,D(J;,x0), NC(J;,z0),i =
1,..,s, exzstem e sao convezos,

(%) T( N Quro)= 1 T(Quo).

7p—|—1 k= p+1
(7ii) Os cones [T(Qg,x0)]* sdo de mesmo sentido ou de sentidos opostos,
n

(v) xg € (| Qk € um dtimo de Pareto local do problema [Py].
k=1

(( W

Entao as sequintes equagoes se verificam

hi + Z h +Zl 1,...,s, (1.1)

J=1, j#i

onde h; € [D(J;,z0)]", B\ € [NC(Jj,20)]",j = L,y 5,§ # 0, 1Y) € [F(Qp,20)]" k = 1,..., p,

) € [T(Qk,0)]*, k = p+1,...,n, sio formas lineares continuas ndo simultancamente nulas.

Observacgao 1.43. Se além das hipoteses do teorema anterior, os funcionais J; sao tais que

satisfazem, para todo i =1,...,s,
[NC(Ji, z0)]" = [D(Ji; z0)]",

CC 2

entao as equagoes colapsam em uma Unica equagao

Z hj + Z I, =0,
j=1 k=1

onde h] S [D(J],J}())]*’] = 17"‘787 lk € [F(Qk7$0)]*7k = ]-7"'7p; lk € [T(Qk,l'())]*,k? =

p+1,...,n, sio formas lineares continuas nao simultaneamente nulas.
Para encontrar condigoes que assegurem que
[NC(J;, o)]" = [D(Ji, o))",

precisaremos da seguinte definicao:
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Definicao 1.44. Uma funcao f : X — R é chamada Ponstein-convexa se

f(z2) < f(21) = f(Az1 + paa) < flz1),
Vo, #xo, A\ >0, A+ pu=1.

Observacao 1.45. Os funcionais estritamente convexos sao também Ponstein convexos,

mas nem todos os funcionais convexos sao Ponstein converos.

Lema 1.46. Seja f : X — R wma fungdo continua e Ponstein convera. Se xo € dom(f) e
inf f(x) < f(xo), entdo
int{a/ f(x) < [(x0)} £ 0

{z/f(2) < [(wo)} = int{z/f(x) < f(xo)}.

Lema 1.47. Seja f : X — R wma func¢do continua e Ponstein convera. Se xo € dom(f) e
inf f(x) < f(xo), entdo

1.5.3 Condicoes Necessarias e Suficientes para Otimalidade Pareto

No proximo teorema daremos condigoes sob as quais um otimo de Pareto local é um

6timo Pareto global para o problema [P].

Teorema 1.48. Sejam J;,1 =1, ..., s, funcionais convexos e @ C X um subconjunto convezo.

Entao todo étimo de Pareto local de [Py] € um d6timo de Pareto global.

Teorema 1.49. Suponha que:

(i) Ji(:),i = 1,...,s, sao funcionais continuos e Ponstein convexos com xy € dom(J;) e
inf J;(x) < Ji(zg),i =1,..., s,

(ii) Qr, k =1,..n, sdo convezos,

(iti) Eziste um T tal que T € ((Vi_; intQk) N Ni—pr1 Qk (a chamada condicio de Slater),
(iv) Os cones F(Qk,x0),k = 1,....,p, T(Q,x0),k = p+1,....;n,D(J;,z0), NC(J;, ), com

1=1,...,8, existem e sao convexos,
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W T( N Q)= () T(Qp o),

k=p+1 k=p+1
(vi) Os cones [T(Qy, zo)|* sao de mesmo sentido ou de sentidos opostos,
n

(vii) xy € (| Qk € um dtimo de Pareto local do problema [Py].
k=1

Entao a quanO de Euler-Lagrange (1.1) (veja coroldrio 1.42) se verifica.



CAPITULO 2

Problema de Controle Otimo para um

Modelo de Solidificacao

Neste capitulo, trataremos do problema de controle étimo sobre um sistema de equacoes
parciais nao lineares que modela a solidificacao de um liquido puro. Nossa abordagem
consiste em transformar o problema de controle mono-objetivo num problema de otimizacao
abstrato, para, em seguida, mostrar a existéncia de solugao 6tima e as condigoes necessarias

de otimalidade local via o formalismo de Dubovitskii e Milyutin.

2.1 Formulacao do Problema

Sejam © um dominio limitado de RY,d = 2,3, com fronteira 9 de classe C? e w,, wqy
dois subconjuntos abertos de 2. Consideremos os seguintes espagos:
By = WilQ), B2 = Wyt(Q), U = L*(Q.), E = Ey x By x U, E = [*(Q) x L*(Q) x
L>(Q) x L®(Q).

Considere o funcional J : £ — R dado por

J(u, ¢, f) = / / \u—ud|2kdxdt+ﬁ/ / |6 — ¢a|*"dadl + = / / |f|25dxdt

2.1)
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onde p > 0,0 > 0,0 > 0 s@o constantes, uy e ¢4 sao fungoes dadas em L>*(Qy,), f é o
controle que atua na equagao distribuido na regiao w, e (u, ¢) sao fungoes de estado tomadas

como solucao do sistema

Ou+ 1019 = Au+ fxo., em Q;
0o =A¢+ F(¢) +u, em Q;
U = Uy, ¢:¢07 emQa

% — % =0, sobre ¥;

n

(2.2)

com F(¢) dada por
F(¢) = ag + b — &

O problema de controle 6timo que consideraremos nesta se¢ao é encontrar variaveis (u, ¢) e
controle f tal que o funcional (2.1) seja minimizado sujeito a (2.2). Esse funcional mede a
diferenca entre o estado (u, ¢) e um estado dado (ug4, ¢4) mais um termo que mede o custo
do controle f.

A seguir, apresentaremos os teoremas que nos garantem a existéncia e unicidade de
solugao das equagoes de estado (veja [23], Teo. 3.1, Teo. 3.2, Cor. 3.3).

Teorema 2.1. Suponhamos que a,b € L*®, f € LYQ.),q > 2, e ug,¢0 € W2(Q) com
dug olo%

a—n a0 = 8_17 loao = 0. Além disso, | > 0 € uma constante e Q) é um dominio limitado com

fronteira C?%. Entao existe uma solucio (u, @) € WAHQ)x W2YQ) do sistema (2.2), onde
q p

-1
(l—g) ;se2<q<3;

p= ¢ 3 (2.3)
qq. real > 1; seg§q<oo.
Além disso, a estimativa
[ullywz1g) + I9llwz10) < Clluollwz @) + lleollwz @) + 11l zao.) (2.4)

ocorre com C' dependendo apenas de ||al (), [l (), T € I-

Teorema 2.2. Sejam f; € LYQ),q > 2,i = 1,2, e (u;, ¢;) as correspondentes solugées do

sistema (2.2). Admita que todas as hipdteses do teorema acima sao satisfeitas. Entdo

luy — U2||W371(Q) + [l — ¢2”W5’1(Q) < C|lfi = follra) (2:5)

onde C € uma constante que depende de ||ui||W3,1(Q), HgbiHWIDz,l(Q),z’ = 1,2, e p satisfaz (2.3).
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Corolario 2.3. A solu¢do do problema (2.2) é unica.

A seguir, assumiremos que

1,2, 3; se s =1,
k= (2.6)
qq. int. > 1; se s > 2;

e apresentaremos um teorema que garante a existéncia e unicidade do estado adjunto.

Teorema 2.4. Sob as hipdteses do Teorema (2.1), se uq,pg € L®(Qq), entdo eziste uma

inica solugdo (r,d) € qu; X qu para o sistema

=0 — Ar — 0 = Mjak(u —ug)*x,,, em Q;
=010 — 10y — DS — F'(¢)0 = Mfm(¢ — ¢a)™™ " Xwyr em Q;

(2.7)
r(T)=96(T)=0, em Q;
% = %51 =0, sobre X;
onde A1 € uma constante, (u, @) € a solu¢ao do sistema (2.2) e vale a estimativa
Iy + 101wz gy < CllIw = ua)* Hlzo@) + (& — ¢a)*™ Hlze@)] (2.8)

com C' dependendo apenas de ||ugl||=(0), ||Pallz=@), l|lalrew), [bllz=@), T el.

Demonstragao:
Existéncia:

Seja o espago de Banach B = L%(Q) x L%(Q) e consideremos a aplicagao 1. : B — B definida

(T):Ta<w>,v5€[0,1],
0 gl

onde (r,d) é a solugado do seguinte sistema auxiliar:

por

—0r — Ar = e[y 4+ Mak(u — ug)*xy,], em Q;

—0i6 — Ad + (3¢ — 20 — a)d = M1 m(d — ¢a)*™ xu, + 1047
r(T)=96(T) =0, em Q;

% = % =0, sobre 3.

(2.9)
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Para provar a existéncia de solugao do sistema (2.7) mostraremos que a aplicagdo T tem
um ponto fixo, via Teorema de Leray-Schauder. Primeiramente observamos que, Ve € [0, 1],

T, esta bem definida. De fato, consideremos o sistema auxiliar

—0r — Ar = e[y + Mak(u — ug)* 'y, ], em Q;
r(T) =0, em (2.10)
% = 0 sobre .

Usando o Teorema 2.1 e o Lema (de imersao) (A.9), podemos concluir:
(a) se s = 1, entdo f € L9=2(Q) o que implica u € Wy (Q) (N L(Q). Logo,

(4 — ug)* 'y, € L7 T(Q),k = 1,2,3. (2.11)
(b) se s > 2, entao f € L9=**(Q) o que implica u € W2'(Q) (N L=(Q), u > 4. Logo,
Mak(u — ug)* x,, € L¥(Q),Vk > 1. (2.12)

Nos dois casos, segue da teoria LP de equagoes parabdlicas [[27], Teo.9.1, pp.341], que existe

uma tinica solugao r € W2'(Q), ¢ > 2 para o sistema (2.10). Além disso, vale a estimativa

Irllw210) < CllgllLa), (2.13)

onde g = v + Aak(u — uq)**~1. Agora consideremos o sistema

—0i0 — A + (3¢* — 2bp — a)d = M Sm(d — ¢q)*™ Pxw, + 1O, em Q;

(T) =0, em (2.14)
2—5 = 0, sobre 3.
n

oA < 2,1
Do Teorema 2.1, temos a existéncia de uma fungao ¢ € W5 (Q), com

5, sek=1,
m =
qq. inteiro. > 1, se k > 2,

o que implica ¢ € L>®(Q) (veja lema de imersao (A.9)). Logo,

(3¢ — 20 — a) € L™(Q) e
A Bm(p — a)*™ Xwy + 10 € LI(Q),q > 2.
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Segue da teoria LP de equagoes parabdlicas ([27], Teo.9.1, pp.341), que existe uma tnica

solugao 0 € W2'(Q) para o sistema (2.14). Além disso, vale a estimativa
||5||Wq2’1(Q) < CHhHLQ(Q)a (2.15)

onde h = A\ Bm(¢p — ¢q)*™ '\, +10;r. Portanto, T, estd bem definida. Para usar o Teorema

de Leray-Scahuder, precisamos mostrar que valem as seguintes hipoteses:
e A funcao 7. é continua em (r,d), para todo ¢ € [0, 1].
e 7. é continua em ¢ € [0, 1], para todo (r,d) € B.
e T, é compacta.
e Tj possui um tnico ponto fixo.
e O conjunto dos pontos fixos de T ¢é limitado.

Primeiramente fixemos ¢ € [0, 1] e consideremos as fungoes (w;, ;) em B,i = 1,2. Sejam
(r;,0;),7 = 1,2 as correspondentes solugoes do sistema (2.9). Denotando as diferengas por

r=1ry—1r9ed =0, — 0y temos que

=0 — Ar =e(m —72), em @;

—0:0 — Ad + (3¢ — 2bo — a)d = 10yr, em Q;
r(T)=96(T) =0, em Q;
%:%:Osobreﬂ

(2.16)

Considerando o sistema (2.16) e as estimativas (2.13) e (2.15), obtemos as seguintes estima-

tivas

Ir1 = rallwz1 ) < Cllm = %ellzaq) (2.17)

||(51 — 52||W(12’1(Q) C||6tr1 — 8t7"2||Lq(Q)

= 2.18
- (2.18)

Cliv = r2llzaq)-
Portanto, a fungao 7. é claramente continua em (r, ), para todo ¢ € [0,1]. Similarmente
segue que 7. é também continua em ¢ € [0,1], para todo (r,d) € B. Do lema de imersao

compacta (A.5), resulta que 7. é compacta. Observamos também que, se € = 0, entao,
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claramente, o sistema (2.9) tem uma tnica solugdo. Portanto, para concluir a prova resta

somente estimar o conjunto de todos os pontos fixos de T.. Seja (r,d) um ponto fixo, isto é,

(T>:Tg<r),vge[0,1].
5 5

Este ponto fixo é solucao do sistema

—0r — Ar = £[6 4+ Mak(u — ug)*xy,], em Q;
—010 — A§ + (3¢* — 2bp — a)d = M Sm(d — ¢q)*™ 'xw, + 1O, em Q;
r(T)=96(T) =0, em

% = % =0, sobre 3.

(2.19)

Tomando o produto da primeira equagao de (2.19) por r, da segunda por (6+Ir) e integrando-

se ambas (z,t), com z € Q e 0 <t < T, obtemos

/ dx—l—/ /|w |dxds<(]/ / dxds+/ / ))?dxds

/Q(u ug) D (s )dxds]
t (2.20)

1/((5+l7")( ) d:v—i—/ /]V5 ]dxds+l/ /VT Vodzds
+10 / / rédeds < C| / / ))?dxds + / / )2dwds (2.21)
/ / )2V (s)dxds],

onde 0 = minyep ;e (3y* — 2b(x, t)y — a(z,t)). Multiplicando (2.20) por uma constante

arbitraria A e adicionando com (2.21), obtemos

1/ 6+ 1)) + Alr ())Q}dx+/ /[|v5 2deds + IVr(s) - V6(s) + AVr(s)] deds

<C// 2dxds+// dxds—l—//u—u )2 (s)dads
//¢ $4)22m =D (5)dds]

(2.22)
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Tomando A =1+ %l2, usando a desigualdade de Young e o lema de Gronwall, obtemos

/Q[(T(t))Q + (6(t))*] da —I—/t /Q[|Vr(s)|2 + |Vé(s)|*]dxds < C. (2.23)

Similarmente, se tomarmos o produto das equagoes em (2.19), respectivamente por —o,r,

—0;0 e depois por —Ar, —Ad, obtemos as estimativas

/t ' /Q (B ()2 + (0,5(£))?] davds + /Q [IVr(s)2 + |Vo(s) 2] da < C (2.24)

/Q[|Vr(s)|2 + |Vé(s))*] dz —{—/t /Q[|Ar(s)|2 + |AS(s)[*]dzds < C, (2.25)

onde as constantes C' sao possivelmente diferentes e dependem somente de ||a|| (), ||b]|L=(0)
T el. As estimativas (2.23),(2.24) e (2.25) fornecem

17wz ) + 19llyz1 ) < C- (2.26)

O lema de imersao (A.9) nos d4 uma limitagao para todos os pontos fixos de 7. independente
de . Portanto, existe uma solucao (r,d) € Wy (Q) x W3 (Q) para

()

Agora, como § € L'°(Q), obtemos as estimativas abaixo da mesma maneira como obtemos
as estimativas (2.13) e (2.15),

Irllwz1 gy < CllIdNo@ + H(u = ua)* lag)] < C,

onde § = min{q, 10}, e

l0lly21(g) < CllI(6 = ¢a)*™ Mz + 0 1a@)] < C.

Iterando este procedimento, provamos a existéncia da solugao (r,0) € W2H(Q) x W2(Q) e
que a estimativa (2.8) segue destas computagoes.

Unicidade:

Comegaremos mostrando uma estimativa de estabilidade da solugao do sistema (2.7) com
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respeito a solugao do sistema (2.2). A saber, dados f; € LY(Q.),7 = 1,2, sejam (u;, ¢;) €
W2HQ) x W2HQ),1 = 1,2, as respectivas solugoes do sistema (2.2) e (r4,6;),7 = 1,2, as
respectivas solugoes do sistema (2.7). Denotando as diferengas por r =1 —ry e § = §; —

temos que

=0 — Ar = =0 + MaK[(ur — ua)®* 7! = (uz — ua)** X0y, em Q; (2.27)
r(T) =0 em Q, % = 0, sobre X |

e

{ ~0,0 — A6 = (D18y — Dady) + 10+ MBml(61 — 6a)™ " — (62 — 6a)™™ Xy em Q:
_ d0 _ )
(T)=0em Q, In = 0, sobre X;

(2.28)
onde D; = a + 2b¢; — 3¢?,i = 1,2. Observe que uma simples aplicagao da desigualdade de
Young nos da que D; < maxg(a + cb®) < |lal|z~q) + c||b||200(Q), onde ¢ é uma constante
positiva. Aqui nos concentraremos no caso 2 < q < g, para o caso q > g a prova € similar.
Observe que, neste caso, lembrando o que diz em (2.11), sé podemos admitir £ = 1,2 ou 3.

Do sistema 2.27, obtemos

2k—2, 2k— 2k—1— )
I7llw21g) < Clldllza + Cll 302 (W™ — w3 )l 1)

: 2.29)
2k 211/, 2k—1 2k—1 (
< Cllollzae) + C 255" 1™ = w7 | paco llufll e o)
e do sistema 2.28, obtemos a estimativa
16llwzig) < Clidllza@ + Clldwrllzue + Cll 2 (@ = 63" ) dulla)
< Cllrllwzi gy + C Ximg 1677 = g3 '~ j)HLq(Q)”%”LW(Q)
< Cll6]l za) +CZ% @ = 1w ) e e )
2k—2 |/ 2k—1— 2%—1—j j
+ O3 Mo = 60" @Il e o)
(2.30)
Do Lema A.4, segue que para cada n > 0 existe alguma constante C,, tal que
101l za@) < nlldllw21q) + Culldllz2@)- (2.31)

Segue de (2.29) e (2.30) que

2k—2 k— k—1—j j
16]lw21q) < C (nlldllwz1ig) + Culldlzzi + X550~ (™™ = w5 ) sy Il =@
. (@) q

2k—2 2k— 2k—1—3 j
+ SR = ) @) 9@
(2.32)
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Tomando 7 suficientemente pequeno, obtemos

iz < Cloliner < Ol
2k—2 k k—1—j j
< 0 (Il + S5 108 2Nl (239
2k—2 k— k—1— j
+ NG = o 1le@)) -

Agora, para estimar [|0]|z2(g), retornamos aos sistemas (2.27), (2.28) e usamos a técnica
padrao ja utilizada anteriormente: consideramos o produto das equagdes em (2.27) e (2.28)
por Ar e (6 +1r), respectivamente, onde A é um parametro arbitréario, integramos ambas em
(x,t) € Q, somamos os resultados, usamos a desigualdade de Young e depois usamos o lema

de Gronwall, para obter

1

5/9[(7”( ))? + d:c+/ / IVr(s)]? + [V3(s)|*] dwds
<szk 2 2k 1-j 21<; 1— ]HLCI HudHLw (2.34)
+022k 2||¢2k 1—j ng 1— JHLq(Q)HQbfjHQOO(Q)

Substituindo (2.34) em (2.33), obtemos a seguinte estimativa de estabilidade

2k—2 2k—1— 2]6—1—'
Iy = rallwi2ig) + 101 = Gallyae ) < C 550" lut" ™ = w3 l1ae)

2k2 2k—1— 2k—1—j
+325 e = 6 e

2k2 2k—1— 2k 1—j
+ 305 ey =y g

2k2 k— k—1—j
+ 35 e T = 6 o))

Assim, da unicidade da solugao do sistema (2.2) e de (2.35), podemos concluir que a solugao

(2.35)

do sistema (2.7) ¢é tnica. n

2.2 Problema de Otimizacao e Resultados

Podemos concluir facilmente que o problema de controle enunciado anteriormente pode

ser equivalentemente representado pelo seguinte problema de otimizacao

P. min J(u, o, f),
()  min J(u, ¢ f)

onde Q é dado por uma restri¢ao de igualdade Q = {(u, ¢, f) : M(u, ¢, f) = 0} e a aplicagao
M:E — E éum operador definido da seguinte maneira: M (u, ¢, f) = (Y1, ¥q, 13, 14) se, €
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somente se,
u + 1oy — Au — fx, = Y1, em Q;
Ot — AP — F(¢) —u =1, em Q;
u(0) —up = 3, #(0) — g0 = 4, em

%—241’_0 sobre 3 = 09 x (0,7).

Definicao 2.5. O conjunto admissivel U,q € definido por
Uoa = {(2,0,h) tal que M(z,¢,h) =0 e J(z,¢,h) < oo}.

Definicao 2.6. (u, ¢, f) € Uyq € chamado uma solugao dtima (local) de (Py), se existe € > 0
tal que

J(u, @, f) < J(z,0,h),¥(z, 0, h) € U,
satisfazendo
Iz = ully2r + Nl = Allyzr + (| = fllzes <e.

Teorema 2.7. Sob as hipdteses do Teorema 2.1, O problema (Ps) possui uma solugao dtima.

Demonstragao: Vamos mostrar em primeiro lugar que U,q # . Do Teorema 1, temos
a existéncia de uma solugao (u, ¢, f) € W>H(Q)x W>rHQ) x L1(Q)(q > 2) para o sistema
(2.2). Em particular, existe (i, ¢) € W2HQ)x W2H(Q) satisfazendo (2.2) com f = 0. Além
disso,

J(@, ,0) < el — uall 7o g +Cz||¢ Gal| () < 2M < o0,
onde
2k 2m
M = max {er (Jluollyza + Ndollyzs + luall o)™ o (ol + [dollyzs + l@allzn) ™}

Assim, temos que U,q # 0. Agora, seja a sequéncia {(un, ¢n, fn)} C Uag tal que

ll_{n J(una(bn?fn) = inf J(U,¢, f)

(U’7¢7f) EUad

Como
J(Un, Oy ) < C,

entao segue da definigao de J(-,-,-) que

HfTLHLQS(Q) S C,S Z 1
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e em vista de (2.4), temos que a estimativa

lunllwzr(q) + 10nllwzrig) < €

ocorre, Vn > 1. Portanto, podemos escolher, se necessario, uma subsequéncia {(u,, ¢n, fn)}

tal que
fn — [ fraco em L*(Q),
U, — u fraco em Wi'(Q), (2.36)
¢n — ¢ fraco em Wy (Q).

Pelo Lema A.5, obtemos
u, — u forte em L?*(Q),

(2.37)
bn — ¢ forte em L*™(Q).
onde
1,2 ou 3; =1
e ,2o0u 3;ses (2.38)
qq. inteiro; se s > 2.

Agora, escrevemos o sistema (2.2) para as sequéncias u,, ¢, € f,, tomamos o produto das
equagoes do sistema por uma fungdo teste conveniente e integramos por partes. As con-
vergéncias em (2.36) e (2.37) garantem que podemos passar ao limite para concluir que

(u, ¢, f) € Upq. Como o funcional J(-, -, ) é fracamente semicontinuo inferiormente, entao

J(u, ¢, f) <lim inf J(un, dn, fo)

e temos o resultado desejado. |

O préximo teorema apresenta as condigoes necessarias para a otimalidade do problema

().

Teorema 2.8. Se (u, ¢, f) € Ey X Ey xU € uma solugao étima local do problema (Py), entao
existem funcoes (r,0) € Ey X Ey e uma constante Ay > 0 tais que (u, ¢, f) satisfazem (2.2),

(r,0, \) satisfazem o sistema adjunto (2.7) e o controle é dado por

1 .
= (———ry, )BT, qtp. emtc0,T).
f (Alsurxc)ﬂqpem € [0,T]

Antes de fazer a prova deste teorema, apresentaremos alguns lemas fundamentais para a

aplicacao o formalismo de Dubovitskii e Milyutin.
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Sabemos que a derivada do funcional J(-,-,-) no ponto (u, ¢, f) e na direcao (z,p, h) é

dada por

T T
J(u, ¢, f)(z,0,h) = ak:/o / (u — ug)**2dxdt + ﬁm/o / (6 — ¢q)*™ L pdadt

T
+,us/ / (f)** *hdxdt.
0 We

Lema 2.9. O cone de diregoes de descida associado ao funcional J(-,-,-) no ponto (u,®, f)

¢ dado por
DC(J, (u, 0, f)) = {(z,¢,h) € By x By xUs J'(u, b, f)(2,0,h) < 0}
e seu cone dual é dado por

[DC(J)]* = {gl € Ei X Eé X ul; gl(za P, h‘) = _>\1<],<u7 ¢7 f)(za P, h)
para algum Ay > 0}

(veja Coroldrio 1.22 e Teorema 1.29 no Capitulo 1).

Lema 2.10.

(i) A aplicagio M(-,-,-) € Gateauz-diferenciavel e a derivada de Gateauz de M no ponto
(u, ¢, f) € definida por M{,(u, d, f)(z,¢,h) = (%,%,@Zg,@) se, e somente se,

Oz + 10rp — Az — hx,, = 121, em Q;
Oup — Ap — 2 = ap + 2bdp — 3¢%0 + U, em Q;
Z(O) = ¢37 SO(O) = ¢47 em Qa

% = %ﬁ =0, sobre X.

(2.39)

(i1) A aplicacao M(-,-,-) € estritamente diferencidvel e o operador M'(u, ¢, f) = M{(u, ¢, f)

¢ sobrejetivo.

Demonstracao: Por simplicidade, comegaremos provando (ii). Supondo que vale (i), para
provar que M é estritamente diferencidvel, basta mostrar que a fungao (u, ¢, f) — M'(u, ¢, f)
¢ continua e usar a conclusao (iii) da Observacao 1.20 no Capitulo 1. Mas, claramente, a

continuidade da aplicacao acima segue da continuidade da funcao ¢ — ap + 2bpp — 3¢,
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portanto a afirmacao é verdadeira. Agora, para todo (’177)/1,&2,’(;3,7;4> em E, o Teorema
2.1 garante a existéncia de solu¢do para o sistema (2.39). Logo, o operador M'(u, ¢, f) é
sobrejetivo e temos (ii). Para terminar a prova, mostraremos que de fato vale (i). Por

definicao de derivada de Gateaux, devemos provar que

in%LH k

- (&17@2;&37@4)”5 =0.

Observe que

F[M(u+kz, ¢+ ke, f +kh) — M(u, ¢, f)] = +[(0(u+ kz) + 10,(¢ + k) — Au + k=)
—(f + kh)Xwe, 0(d+ k) = Ao+ k) = F(¢ + ko) — (u+ kz),
(u+k2)(0) = uo, (¢ +k@)(0) = do) — (Fpu + 10;¢ — Au — fXus,

Orp — A¢ — F(¢) — u,u(0) — uo, $(0) — do)].

Cancelando adequadamente os termos da identidade anterior e depois usando (2.39), obtemos

LM (u+ k2, ¢ + ko, f +kh) — M(u, ¢, f)] =
= (02 + 10y — Az — hixu,, Opp — Dp — M — 2, 2(0), ¢(0))

= (Y1, 2 + (ap + 2bdep — 3¢2p) — LEH=FE) oy

Assim, temos que

1imk_>0+ || (uthzéthe, f+kh) M(u.6.f) (¢1 ¢27 1/}?” 77Z)4) ||
— limy o+ [|(ap + 26¢90 — 3¢p) — FHIZF@) . —

pois, de fato, Fj,(¢)p = F'(d)p = ap + 2bpp — 3. n
Lema 2.11. O cone tangente ao conjunto Q no ponto (u,d, f) € o subespago vetorial
TC(Q, (u, ¢, f) = {(z,9,h) € Ex X By xU; M'(u, ¢, f)(2,¢,h) = 0}
e seu cone dual é dado por
[TC(Q" = {92 € By x Ey xU'/ga(z,0,h) = 0,¥(2,¢,h) € TC(Q, (u, ¢, f))} .

Demonstragao: A prova segue do Lema 2.10 e do Teorema de Lyusternik (veja Teoremas

1.28 e 1.29 no Capitulo 1). ]
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Agora, estamos em condigoes de demonstrar o teorema principal.
Demonstragao:(do Teorema 2.8) Como (u, ¢, f) € E1 X Ey x U é solugao 6tima de (P),

entao
T, (u, 6, 1) [ TC(Q, (u, ¢, f)) = 0.

Segue do Teorema de Dubovitskii e Milyutin (veja Teorema 1.13 no Capitulo 1), que existem
funcionais lineares continuos g; € [DC(J)]*, g» € [TC(Q]*, ndo simultaneamente nulos tais

que vale a equacao de Euler-Lagrange
g1 +92=0. (2.40)
Seja h um controle arbitréario e seja (z, ¢, h) uma solugao do sistema

atZ + latSO — Az = thca €m Q;
I —Ap — F'(d)p =z, em Q;
2(0) =0, ¢(0) =0 em

% = ?T;i =0, sobre X.

(2.41)

Neste caso, temos que (z, ¢, h) € TC(Q, (u, ¢, f)) e consequentemente go(z, p, h) = 0. Segue
da equagao (2.40) que, para algum A; > 0,

a1(z, 0, h ——Alak/ / 2% 1zdxdt—)\16m/ / (¢ — ¢pa)*™ L pdxdt .

—Alus/ / £)* hdzdt = 0.
0 We

Observamos que \; é estritamente positivo, pois se Ay = 0, entao g; = 0 e da equagao (2.40)
temos que go = 0. Isso contradiz o Teorema de Dubovitskii e Milyutin. Seja (g,d) a solucao
do sistema adjunto (2.7). Pelo Teorema 2.4 este sistema tem uma tnica solu¢ado. Somando

as equagoes do sistema (2.7), obtemos

T T
_/\10[]{;/ <(u - Ud)Qk_ledu Z>dt - )‘lﬁm/ <(¢ - ¢d)2m_1de7 90>dt =
0 0

T T
= / (Or + Ar + 0, 2)dt + / (0,0 + 10y + A + F' ()0, @)dt.
0

0

(2.43)



Agora, integramos por partes, observando que z(0) = ¢(0) = r(T) = §(T) = 0. Assim,

obtemos

T T
—)\10475/ ((u = ug)* Xy, 2)dt — Alﬂm/ (¢ = Ga)*™ Xy, p)dt =
0 0
T

T
- / (r, 0z — Az + 10yp)dt + / (=0,0ip — 2 — Ap — F'(¢)p)dt.
0

0

(2.44)

Comparando (2.44) com a soma das equagoes do sistema (2.41), temos

T T T
—)\1(11{3/ <(u - Ud)%_leda Z>dt - Alﬁm/ <(¢ - ¢d)2m_1de7 90>dt = / <_Tch7 h>wcdt'
0 0 0
(2.45)
De (2.45) e (2.42), segue que

T T
/\ms/ (f)**7 h),, dt. :/ (=T Xwes D), dt.
0 0

como h é arbitrario, entao

1 .
= (———ry, )= T, qt.p. em t € [0,7T].
f=( RS .) q.t.p. em t € [0,7]
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CAPITULO 3

Equilibrio de Nash para Controle
Multiobjetivo de um Modelo de

Solidificacao

Neste capitulo, trataremos do equilibrio de Nash para um problema de controle com dois-
objetivos governado por um sistema de equacoes parciais, como apresentado no Capitulo
2. Nossa abordagem consiste em transformar o problema de controle num problema de
otimizacao vetorial abstrato para, em seguida, provar as condi¢oes necessarias para um

equilibrio de Nash.

3.1 Formulacao do Problema

Sejam wy,wy duas regioes abertas de 2 com w; Nwy = &, w4 € wa g dois subconjuntos
abertos de {2 e consideremos os seguintes espagos:
By = W2NQ), By = W2NQ), U, = L*(Q,) = L*(w, x (0,T)), E = Ey x By xUy xUs, E =
L2(Q) x L*™(Q) x L*(Q) x L*™(Q).

35
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Consideremos os funcionais J, : F — R,r = 1,2, dados por
Ay T 2k ﬂr r 2m
JT(“? ¢7 fl?fQ) = |u_u7",d| dl’dt—i— e |¢_¢T,d| dxdt
2 0 Wr.d 2 0 Wrd

T
+&/ / | £ * dadt.
2 0 W

onde p, > 0, o, > 0,8, > 0,r = 1,2, sao constantes, u, 4 ¢ ¢4 sao fungoes dadas em

(3.1)

L*(Qra) = L**(wra % (0,T)),r = 1,2, as fungoes f, sdo os controles tomados em U, e os

estados (u, ¢) sdo solugoes das equagoes

atu + lat¢ = Au + f1Xw1 + fQsza €m Q;
O =A¢+ F(¢) +u, em Q;
U = Uy, ¢:¢0a eva

g—% = % = 0, sobre .

(3.2)

O problema de controle que consideraremos é encontrar um par de controles (fi, f2) e
varidveis (u, ¢) tais que os funcionais em (3.1) sejam minimizados no sentido de Nash sujeitos
a (3.2). Esses funcionais medem a diferenca, numa regiao w;, 4, entre o estado real (u,¢) e

um estado ideal dado (u; 4, ¢r4), mais um termo que mede o custo do controle f;.

3.2 Problema de Otimizacao - Equilibrio de Nash

Consideremos o seguinte problema

P : J hi, ha), Jo(z, &, hi, hs)),
(3)(27%2?,1%?2)69( 1(2, ¢, h1, ha), J2(z, 0, ha, ha))

onde Q é dado por uma restrigao de igualdade Q = {(u, ¢, f1, fo) € E; M(z, ¢, h1,hy) = 0}
eM:FE— Féum operador definido da seguinte maneira: M (z, @, hy, he) = (1, U9, V3, 14)

se, e somente se,

Oz + 10y — Az — hiXw, — haXw, = Y1, em Q;
O —Ap — F(p) —z =1z, em @Q;

2(0) — 20 = b3, ©(0) — o = u, em
%i — (?Ti =0, sobre ¥;
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Observamos que o problema (P;) é um problema de otimizacao vetorial com dois funcionais
objetivos definidos sobre conjuntos de controles distintos. Este problema pode ser tratado
como um jogo de dois-jogadores e, desta forma, podemos lancar mao dos conceitos da teoria
dos jogos para abordé-lo. Observe que os funcionais podem ser tratados como os custos
alocados aos jogadores e os controles sao as possiveis estratégias utilizadas pelos jogadores
para atingirem suas metas. Uma solucao de Nash para tal problema consiste em minimizar
cada objetivo sobre sua propria estratégia, fixando uma estratégia para o outro jogador,
até que todos os objetivos tenham sido minimizados. Assim, obteremos um sistema de

otimalidade acoplado cuja solugao serd usada para caracterizar o equilibrio de Nash.

Observacao 3.1.
(i) Devemos resaltar que os mesmos resultados podem ser estendidos a um nimero qualquer
n de funcionais objetivos.

(ii) Por todo este capitulo, o subindice r assumird os inteiros 1,2.

Agora, trabalharemos no sentido de obter uma solucao para o nosso problema de otimizacao.
Se fixarmos primeiro o controle hy € Us, entao podemos considerar o seguinte problema
auxiliar

(P>h1 (Z1,g01;1,1/”iL?)€Q1 <71<Z178017h1)7 (33)
onde <71<7 ) ) = Jl('a T h2)7 Ml(') ) ) = M(7 ERS) h?) S
Ql = {<21’901>h1); Ml(zlagplahl) = 0}

Da mesma forma, podemos fixar o controle hy € U; e considerar o problema

(P>h2 min ‘72<227 P2, h2)7 (34)

(22,p2,h2)€Q2
onde :]vQ() ) ) = Jl('a ) hla ')7 M?('7 ) ) = M() ) hla ) €
Qs = {(22, 92, ha); Ms(22, 2, ho) = 0}.

O préximo teorema apresenta as condigoes necessarias para a otimalidade dos problemas
(P)hr,r = 1,2
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Teorema 3.2. Se (u,, ¢, f) € E1 X Ey xU, é uma solugao étima do problema (P)p,., entdo
existem fungoes (q,,9,) € Ey X Ey e constantes \, > 0 tais que as fungoes u,, ¢, f satisfazem

o sistema (3.2), q,,6r, A, satisfazem o sistema adjunto

( _8tq(r) - Aq(r) - 5(T) = )\rark(ur - ur,d)zk_Ithda em Q7
_até(r) - A(S(T) - latq(r) - F/((b)(s(r) = Arﬁrm«br - ¢r,d>2m_1XwT,d7 em Q;
¢"N(T) =60(T) =0, em

9g" _ 960 _ .
(O = om0 sobre s

e os controles sao dados por

(3.5)

1 1
r—\77v  4rXw 23_17 L. t 07T7
fr=( )\Tsqu,«) g-t.p emt € [0,T]
onde F'(¢)0") = (3¢% — 2b¢ — a)6™ (veja Teorema 2.8 no Capitulo 2).
Agora, podemos caracterizar o equilibrio de Nash para o problema (P3) da seguinte

maneira:

Definicao 3.3. Um par de controles (fi, fa) € Uy X Us € um equilibrio de Nash para o
problema (Ps) se existem fungoes de estado (u, ) € Ey X Es, tais que as ternas (u, ¢, f,.) €

Ey X Ey xU.,7 = 1,2, sejam solugdes dtimas dos problemas (P)n, (veja o Apéndice B).

Considerando o teorema anterior e a definicao acima, os candidatos a equilibrio de Nash
para o problema (Pj), sdo os pares (f1, fo) tais existem fungoes de estado (u,¢), estados
adjuntos (¢, 6)) € WZH(Q) x Wyk(Q),r = 1,2, e constantes \, > 0,7 = 1,2, satisfazendo

o seguinte sistema
1

_)\Ts,ur
O+ 10ip = Au+ fixw, + faXw,, em Q;
09 = A¢+ F(¢) +u, em Q;

fr=( 47X, )", atpemt e [0,T]; (3.6)

;

3.7
u(0) = ug, 6(0) = Gy, em O (37)
ou  0¢
\ %—%—0, sobre Y.
(8, — Ag) — 50 = Ak (u — . g)* Ty, ,, em Q;
—8,0") —19,q") — A8 — F'(¢,)60) = N Brm(d — 6r.a)*™ X (3.8)

¢"N(T) =6")(T) =0, em

L W—w—o, sobre .
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Teorema 3.4. Admitindo as hipdteses dos Teoremas 2.1 e 2./, existe pelo menos um can-

didato a equilibrio de Nash para o problema (Ps3).

Demonstracao: Sem perda de generalidade podemos fazer a prova considerando A, =
1,7 = 1,2. Seja o espaco de Banach B = L? x L? x L3 x L? e consideremos a aplicacao
T. : B — B definida por

u z

g(zﬁ) =T. . , Ve € [0, 1]
q" P\
5 )

onde (u, ¢, q™,6() é solucdo do seguinte problema auxiliar:

1

1 1
= () 39

atu — Au = _lat(z) + lewl + fQme €m Qa
Dhp — Ap + (¢* — bp* — ag) = €z, em Q;

u(0) = ug, ¢(0) = @y, em Q; (3.10)
ou 09
\ %—%_0, sobre X;
[ _0,¢") — Ag) = ¢ [0 + ok — tr.0)?1x ], em Q;
_8t5(7’) — A(S(T) + (3¢2 — 2b¢ — CL)(;(T) — Brm(qb _ ¢T7d)2mfland + lat(](r);
¢"(T) =06")(T) =0, em Q; (3.11)
aq(r) - 65(7") B
 on T on 0, sobre .

Para provar o teorema ¢é suficiente mostrar que a aplicacao 77 tem um ponto fixo. Nesse
sentido, mostraremos as hipoteses que possibilitarao a utilizacao do Teorema do Ponto Fixo
de Leray-Schauder. Claramente, para cada r = 1,2, dado p™ € L3(Q), existe uma tinica
funcao f, € L3(Q) satisfazendo a equagao (3.9). Agora, como nas provas dos Teoremas
2.1 e 2.4 no Capitulo 2, sabemos que existem tnicas funcoes ¢, u € W32(Q) [ L=(Q) que
satisfazem o sistema (3.10) e tinicas funcées ¢, 8 € W3(Q) () L>(Q) que satisfazem o sistema

(3.11). Portanto, para todo ¢ € [0, 1], a aplicacao T. estd bem definida; além disso, tomando
as funcdes (1, 0,0y, ") € L(Q) x L(Q) x L¥(Q) x L3(Q) e £, (ui, #1), (4”,6]")), com
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i = 1,2, as correspondentes solugoes dos sistemas (3.9), (3.10) e (3.11), obtemos as seguintes

estimativas
A = 157 ws@n < Clpt” = 257 l1s(qn)s (3.12)
l61 = Ballwzr o) < Cllzr = 22ll13(0), (3.13)
1 1
lur = ually21 ) < ClllOG — Aidallsi@) + 1A = £ |z
2 2
1 1 .
< Clllz = =l + 15" — p )||L3(Qr)
2 2
+ 128 = 55 13000
T r T r 2k—2 2k—1—7 2k—1—7
la” = a5z < Cllo” = P87l + C 3557 ™7 — w3 s (3.15)
¢ (r) (r) (r) (r)
Hélr - 52r ”W32’1 S C”atqlr - atqQT HL3 (3 16)

+ O 0T = 0 e,
onde as constantes C' sao possivelmente diferentes e nao dependem de €. Segue das esti-
mativas acima que a aplicacio 7. é continua em (u, ¢, ¢, 6()), para todo e € [0,T]. Sim-
ilarmente, podemos mostrar que, para todo (u, ¢, q(r),é(”)) € B, a aplicacao T, é continua
em ¢ € [0,1]. Agora, do Lema A.5 no Apéndice A, podemos concluir que T, é compacta e
da teoria das equacdes parabdlicas temos que dado (z,¢,p"), p") € B, se ¢ = 0, entdo o
sistema (3.9)-(3.11) tem uma tunica solugdo. Assim, para concluir que a fun¢do 77 tem um
ponto fixo, resta somente mostrar que o conjunto dos pontos fixos de 7. é limitado em B.
Como nas provas dos Teoremas 2.1 e 2.4 no Capitulo 2, podemos provar que se (u, ¢, ¢, 5)

é um tal ponto fixo, entao

[ullyz1q) + 19llwzr ) < € (3.17)

a2 + 107 lwzag < C (3.18)

O Lema A.9 no Apéndice A, da uma limitagao para todo ponto fixo de T, em B independente
de €. A conclusao da prova segue como nas demonstragdes dos teoremas (2.1) e (2.4) no

Capitulo 2. -



CAPITULO 4

Otimalidade de Pareto para Controle
Multiobjetivo de um Modelo de

Solidificacao

Neste capitulo, trataremos do 6timo de Pareto para o mesmo problema estudado no
capitulo anterior. Aqui, transformaremos o problema de controle num problema de otimizagao
vetorial e depois usaremos o formalismo de Dubovitskii e Milyutin generalizado para obter

as condigoes necessarias de otimalidade local.

4.1 Formulacao do Problema

Como antes, wy,w, denotarao duas regioes abertas de €2, w; 4 € wa 4 dois subconjuntos
. . 2,1 2,1
abertos de € e consideraremos os seguintes espagos: E; = W5, (Q), By = W5, (Q), U, =

L2(Q,), E = By x By XUy x Us, E = L*(Q) x L>™(Q) x L2(Q) x L>™(Q).

41
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Sejam os funcionais J, : E — R,r = 1,2, dados por
a [ 2k g (" 2m
Jr(u, b, f1, f2) = — |u — g dedt + — ¢ — ¢ral " dxdt
2 0 Wr.d 2 0 Wr.d

T
+‘ﬁ/ / f, 2 dadt.
2 0 Wy

onde p, > 0, &, > 0,8, > 0,r = 1,2, sao constantes, u, 4 € ¢4 sao fungoes dadas em

(4.1)

L*(wpq x (0,T)), fr sdo os controles tomados em U, e as fungoes (u, ) sao os estados

tomados como solugoes das equacoes

atu + latQS = Au + lew1 + fQszv €m Q;
0 =A¢+ F(¢) +u, em Q;
U = U, ¢:¢07 emQ7

% = % =0, sobre X.

(4.2)

Como no capitulo anterior, o problema de controle que consideraremos é encontrar controles
(f1, f2) e estados (u, ) tais que os funcionais em (4.1) sejam minimizados no sentido de

Pareto sujeitos a (4.2).

4.2 Problema de Otimizacdo - Otimo de Pareto

Consideremos o seguinte problema de otimizacao vetorial

P 1 J’J L0, ’
(Py) (u7¢}}3}g)eg( ) (w, @, fr, o)

onde Q é dado por uma restri¢ao de igualdade Q = {(u, ¢, f1, f2) € E; M(u, ¢, f1, f2) = 0}
eM:E— Féum operador definido da seguinte maneira: M (u, @, f1, f2) = (U1, V2,13, 14)

se, e somente se,

8tu + la¢t - Au - leun - f2Xw2 = 7?17 em Q;
o — Adp — F(¢) —u =13, em Q;

w(0) —up =3, ¢(0) — ¢ = ¢4, em

% = % =0, sobre 3.
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Observacgao 4.1.
(i) Devemos resaltar que os mesmos resultados podem ser estendidos a um nimero qualquer
n de funcionais objetivos.

(ii) Por todo este capitulo, o subindice r assumird os inteiros 1,2.

Definigao 4.2. Um par de controles (fi1, f2) € E é chamado dtimo de Pareto para o problema
(Py) se existe um estado (u, @) tal que (u, ¢, f1, f2) € Q, e ndo existe um ponto (z, ¢, hy, hy) €
Q com (hy,he) # (f1, f2) tal que J.(z, ¢, hi, hy) < J.(u, ¢, f1, f2),7 = 1,2, com pelo menos
uma desigualdade estrita (veja a Defini¢ao 1.34 no Capitulo 1).

Agora, usaremos o formalismo de Dubovitskii e Milyutin generalizado para obter as

condigbes necessarias para que o par (fi, f2) seja um 6timo de Pareto.

Teorema 4.3. Se infJ,.(-,-, ) < J.(u, ¢, f1, f2),r = 1,2. Entdo uma condi¢ao necessdria
que o ponto (f1, f2) seja um dtimo de Pareto para o problema (Py) € que existam escalares
estritamente positivos A, Ao > 0 e multiplicadores (q,8) € Ey x Ey tais que as fungoes

u, ¢, f1, f2 satisfazem o sistema (4.2), o sistema adjunto abaizo € verificado,

0q+ Ag+0 = —Monk(u —urq)* xe, . — Xoook(u — usg)* X, ., em Q;

D40 +10,q 4+ A6 + F'(9)0 = =M im(d — 61,0)™ Xy — A202m(d = 02,0)* ™ Xy a5
q(T) =96(T) =0, em €

% = % =0, sobre X;

(4.3)
e os controles sao dados por
1 1 1 1
hi= (—Alsquwl)%*l e fo= (—Mquwl)?“, g-t.p. em [0,T].
Antes de fazer a prova deste teorema, apresentaremos alguns lemas técnicos.
Sabemos que a derivada do funcional J.(-,-,-,-) no ponto (u, o, fi1, f2) e na dire¢do

(2,4, h1, he) é dada por

T T
(6, f1, £2)(2 0 B, ha) = / / (u = uy ) zdadt + Bym / / (6 — 6ra)™™
0 Wy d 0 Wy d

T
148 / / (f)* h.dxdt.
0 wr
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Lema 4.4. O cone de diregdes de descida associado ao funcional J,(-, -, -, -) no ponto (u, ¢, f1, f2)

¢ dado por

DC(‘]T’? (u, ¢7 fl)f?)) = {(2790’ hlvh?) S E; J;(uvqba flan)(z7907h1’h2) < 0}

e seu cone dual é dado por

[DC(JT>]* = {QDT € El? El)‘?‘ Z 07 SOT(Za 2 h17 h?) = _)\TJ;(UH ¢7 f17 f2)(27 2 h17 h2>}
(veja o Lema 2.9 no Capitulo 2).

Lema 4.5. Se NC(J,, (u, 9, f1, f2)) € o cone de nao crescimento associado ao funcional

(4,55 +) mo ponto (u, d, f1, f2), entao seu cone dual € dado por
[INC(J)]* = [DC(J,]".

Demonstracao: Sabemos que os funcionais sao definidos por normas em espagos LP,1 <
p < 0o o que implica eles serem uniformemente convexos e portanto estritamente convexos
(veja [19]). Segue da observagao 1.45 no Capitulo 1, que os funcionais sdo Ponstein convexos
(tal observagao pode ser encontrada em [24]; pp.98). Como por hipétese inf J,.(z, ¢, hy, he) <
J(u, @, f1, f2),7 = 1,2, entao a conclusao da prova segue do Lema 1.47 no Capitulo 1.

Sabemos que o operador derivada de Gateaux da aplica¢ao M(-, -, -, ) no ponto (u, ¢, f1, f2)
¢ definido por M, (u, ¢, f1, f2)(z, ¢, h1, ha) = (1;1, 152,123,124) se, e somente se,

Oz + 101 — Az — hiXw, — haXw, = {/;1, em (;
Op — Ap — F(d)p — 2 = g, em Q;

2(0) = T, £(0) =T, em O o
g—fl = %5 =0, sobre X.
onde Fg,(¢)p = F'()p = ap + 2bpp — 3¢%p m
Lema 4.6.
(i) A aplicagao M(-,-,-,-) € estritamente diferencidvel.

(ii) O operador M'(u, ¢, f1, f2) = ML (u, ¢, f1, f2) € sobrejetivo.
(veja o Lema 2.10 no Capitulo 2.)
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Lema 4.7. O cone tangente ao conjunto Q no ponto (u, @, f1, f2) € o subespago vetorial

TC(Q7 (u7 ¢7 f1>f2>> = {(27907 h17h2) eL: M/(uv(b? f17f2)<z7907h17h2) = 0}

e seu cone dual € dado por

[TC(Q]* - {QO € E‘a ()0(27 ¥, h17h2) - 07 (Z730>h17 hZ) S TC(Q7 (u7¢7 f17 f2))} .
(veja o Lema 2.11 no Capitulo 2).

Lema 4.8.
(Z) Os cones DC<JT) = DC(JT> (U, Cb, f17 f?))a NC(JT) = NC(JM (U, ¢7 fla fZ))}
comr =1,2, sao abertos e convexos.

(i) O cone TC(Q) =TC(Q, (u, ¢, fi, f2)) € convexo e fechado.

Demonstracao: A prova segue da diferenciabilidade dos funcionais e do operador que define

a restrigdo de igualdade (veja os resultados no Capitulo 1). m
Agora, estamos preparados para demonstrar o teorema principal.

Demonstragao: (Teorema 4.3) Considerando que (u, ¢, f1, f2) é um 6timo de Pareto para

o problema (Py), segue do Lema 1.40 no Capitulo 1, que

DC(J,) N NC(J,)NTC(Q) = 0.

Considerando os Lemas 4.8 e 4.5, segue do Teorema Dubovitskii e Milyutin generalizado (veja
Observagao 1.43 no Capitulo 1) que existem funcionais lineares continuos g; € [DC(J1)]*, g2 €
[DC(J)]*, 93 € [TC(Q)]*, ndo nulas simultaneamente, tais que vale a equagao de Euler-
Lagrange
G1+92+935=0. (4.5)
Seja (hy,he) € Uy x Uy um par de controles arbitrarios e seja (z,p, hi, he) uma solucao
do sistema (4.4), com (121,122,1;3,224) = (0,0,0,0). Neste caso, temos que (z,p, hy, hy) €
TC(Q, (u, ¢, f1, f2)) e consequentemente g3(z, ¢, h1,hy) = 0. Segue da equagao de Euler-
Lagrange (4.5) que
(91 + 92)(2, ¢, ha, ha) = 0. (4.6)
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Do Lema 4.4, sabemos que existem escalares \;, Ay > 0 tias que

T T
91(z, ¢, h1,hg) = =\ [qu/ / (u— U17d)2k712d£€dt + ﬁlm/ / (6 — ¢1.0)°™ Lodadt
0 wi,d 0 wi.d
T
+,LL18/ / (f1)2871h1d$dt:|
0 w1

e

T T
@@@ﬂd@z—&hﬂ/‘/ m—mw%%wﬁ+@m/)/ (6 Go.0) " pdudt
0 w2 d 0 w2 d
T
+M23/ /(fQ)QS_thdZEdﬂ.
0 w2

Substituindo esses funcionais em (4.6), temos a identidade

T T
—Alalk/ / (u— ul,d)%_lzdxdt — )\QOéQk/ / (u— uz,d)%_lzdxdt
0 . w1,d 0 ng’d
—Alﬁlm/ / (¢ — ¢17d>2m_1g0d1‘dt — )\gﬂgm/ / <¢ — ¢2,d)2m_1g0d$dt (47)
0 w1,d 0 w2 .d

T T
—Aluls/ / (f1>2s_1h1dl’dt - /\Q/LQS/ / (f2)2s_1h2d$dt =0.
0 w1 0 w2

Seja (g,0) a solugao do sistema adjunto (4.3). Tomando o produto das equagoes de (4.3) por

(z,¢) e somando os resultados, obtemos a expressao

T T
e [ (= 2t = Dk [ (= a2
0 0
T T
A [ (6= 610" Nt = N [ (6= 02 )t (49
0 0
T

T
= / (Owg + Aq + 6, 2)dt + / (040 + 10yq + NS + F'(p)d, p)dt.
0 0
Integramos por partes, observando que u(0) = ¢(0) = ¢(T") = 6(T") = 0. Assim, obtemos
T T
—)xloqk/ ((u— uLd)%’leLd, z)dt — )\Qagk/ ((u— ug,d)zkflxww, z)dt
0 0

T T
—M@m/<w—¢wﬂww%w@m—&mm/<w—@@m4mwwwt (4.9)
T 0 0

T
= / (—q, 0z — Az + 10pp)dt + / (=0,000 — 2z — Ap — F'(9)p)dt.
0 0
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Comparando (4.9) com a soma das equagoes do sistema (4.4) com (@Zl, JQ, @Zg, {54) = (0,0,0,0),

temos que

T T
—Alalk/ ((u— U1,d)2k_1le,d, z)dt — )\gagk/ ((u— u27d)2k_1xwm, z)dt
0 0

T T
—>\1ﬁlm/ (¢ — ¢1,d)2m71Xw1,da p)dt — Azﬁzm/ (¢ — ¢2,d>2m71Xu}27d7 p)dt (4.10)
r 7Y T 0
= / <_QXw1a h1>w1dt + / <_QXw2a h2>wzdt‘
0 0

De (4.10) e (4.7), segue que

T T
)\1M13/ <(f1)2S ! Jhi)w dt-l—)\g,ugs/ ((f2) 25 ! y ha)w,dt
0 0

T T
= / < Qpr hl wldt + QXwga h2 wgd
0 0

De onde segue que

T T
/\LUJIS/ <(f1)28_1’ h1>w1dt - / <_QXw17 h1>w1dta
0 0

T T
)‘QHQS/ <(f2)28_17h2>w2dt :/ <_QXw27h2>w2dta
0 0
para todo h, € U,,r = 1,2. Portanto, para A\, £ 0,r = 1,2,

1 1 1 1
IXey)® T e fo=( IXw) >, q.tp. em t € [0,77].

fi=(

_Als,ul _>\28,u2

Observe que de fato Ay > 0 e Ay > 0 pois, se por exemplo \; = 0, entao g; = 0. Substituindo
g1 na equagao (4.6), temos que Ay = 0 e portanto go = 0. Agora, voltamos para a equagao
(4.5) para concluir que g3 = g2 = g3 = 0 o que contradiz o Teorema de Dubovitskii e
Milyutin. Portanto, os escalares A\; e Ay sao estritamente positivos e temos a conclusao da

prova. |
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CAPITULO 5

Problema de Controle Otimo sobre as

equacoes de Navier-Stokes

Neste capitulo, trataremos do problema de controle mono-objetivo para sistemas governa-
dos pelas equacoes de Navier-Stokes, abordando tanto a questao da existéncia de um controle
6timo, como as condicoes necessarias de otimalidade local via formalismo de Dubovitskii e

Milyutin.

5.1 Formulacao do Problema

Seja © um dominio limitado de RY,d = 2, 3, com fronteira 92 de classe C?, w, e wy duas

regioes abertas de €2 e seja W o espaco funcional definido por
W ={veL*0,T;V); dveL*0,T;V)},
com a norma || v|jw = |[V|[z2(0,r;v) + [|0:V| L2077y < +00. Ou por
W ={veL*0,T;H*); oveL*0,T;H)},

com a norma ||v|jw = ||V| r2¢0.m;m2) + |0V || 20,7,y < +00. Quando necessdrio, especificare-

mos a definicao a ser considerada.
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Denotamos por U, = L*(0,T; H(w.)) o espago que contém os controles distribuidos na

regiao w, e definimos o funcional objetivo J : W x U. — R por

T T
J(u,v) = %/o / lu — vy’ dadt + g/o / |v|*dxdt; (5.1)
wq We

onde p > 0, > 0, sdo constantes, ug ¢ uma funcao dada em L?*(0,7T; H(wq)), a funcao v é
o controle tomado no subconjunto K., que assumiremos ser convexo, fechado, com interior

nao vazio de U, e a funcao de estado u é tomada como solucao da equacao

ou—vAu+ (u-V)ju+ Vp=1f +vy,, em Q;
divu =0, em Q; (5.2)

u(z,0) =ug, em ; u=0, em %;

onde u ¢é a velocidade do fluido, p é a pressao hidrostatica, v = cte > 0 é a viscosidade
cinematica, f é a densidade volumétrica de forcas externas, uy é uma funcao dada.

O problema de controle 6timo que consideraremos é encontrar um controle v e um estado
u tais que o funcional (5.1) seja minimizado sujeito a equacao (5.2). Como nos capitulos
anteriores, esse funcional mede a diferenca entre um estado real u e um estado ideal uy,
mais um termo que mede o custo do controle v. Agora, para obter a existéncia das funcoes
de estado representamos a equacao de estado em sua forma operacional, a qual nos permite
definir o operador M : W x U, — L?(0,T; H) x H da seguinte maneira: M(u,v) = (¥, ¥y)
se, e somente se,

{ ou+vAu+ B(u) =f 4+ vy,, + ¥y, em Q;

Wy — Wy = Vo, om ©;

onde o operador A : V' — V"’ é definido por
< Au,v >=< A*u,v >= /Vu - Vvdz,Vu,v €V,
Q
e o operador B : V — V' é definido por

< B(u),v>=b(u,u,v) = /(u -V)u - vdzr,Yu,v € V.
0

Lembremos os seguintes fatos:

(F1) V e H sao espagos de Hilbert com as normas denotadas por || - ||1,] - |2 e produtos
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escalares ((-,-)),(+,-). Além disso, V — H < V' algebricamente e topologicamente com
injecoes compactas.
(F2) O operador A € L(V, V") é continuo, simétrico, coercivo e D(A) ={u e V;Au € H}.

(F3)b:V xV xV — R é uma forma trilinear continua satisfazendo.
b(u,v,v) =0,Vu,v e V.

b(u,v,w) = —b(u,w,v),Yu,v,w € V.

Consideremos as seguinte hipdteses:
(H1) f € L?(0,T; H) e ug € L*(0,T; H(wy)).
(H2> Ug € H.

Teorema 5.1. Seja 2 C R% d = 2,3. Sob as hipdteses (H1), (H2), existe ao menos uma

funcao u tal que
uc L*0,T;V)NL>(0,T; H); ouc L'(0,T; V")
e a equacao € verificada

{ du+ vAu+ B(u) =f + vy, em Q; (5.3)

ul,_, = ug, em
(veja [45], pp.282, Teo.3.1).

Além das hipoteses mencionadas, considere ainda que:
(H?)) Ug € V.
(H4) Existe uma constante 6 > 0 tal que ||V||zoo 078 (w)) < 0,VV € K.

Teorema 5.2. Seja Q C R2. Sob as hipéteses (H1),(H3), existe uma tinica fungdo u tal que
ue L0, T;V)N L*0,T;H*(Q)), du € L=(0,T; H)

e a equacao (5.3) € verificada.
(veja [45], pp. 314, Teo. 3.10).
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Teorema 5.3. Seja Q C R3. Se além das hipdteses (H1)-(H4), admitirmos que
£ ||Loe 0,21y, 0, |Vuo| sdo suficientemente pequenos, entao existe uma unica solu¢do para a

equagao (5.3) que satisfaz
uc L®0,T; V)N L*0,T; H*(Q)), du € L>=(0,T; H).

Demonstracao: Esta prova foi feita seguindo os passos da demonstracao do Teo. 3.11 em

[45], pp.316. Para este fim, Consideramos uma base de Schauder especial {w;}%2, formada
pelas autofungoes do operador de Stokes (—PA), com condigoes de Dirichlet nulas, isto é,

0s W;/s sao solugoes dos problemas
—PAW] = )\jo, em Q,
w; =0, em 0
e portanto w; € H?*(Q2). Consideramos os subespagos V,, = span{wi, wa, ..., W, } e definimos
os problemas aproximados (P),, : Encontrar u € V,, tal que, para todo w € V,,
Du(Wn (), W) + 0(Vit (), VW) + (W (8).9 1 (1), W) = (£(1), W)
+ (Vi (£) X, W), em Qs (5.4)
U, (0) = w0, em

onde u,,o é a projecao ortogonal de ug em V,,,. Tomando w = —PAuy(t) € V,, em (5.4),

obtemos a seguinte estimativa

1d )

5 IVu,(t)]s + v |PAu,(f); < G |PAw, ()5 + C(v) [£(1)];
+ —|PAu, (D)2 + C0) v ()] (5.5)
5 |PAW,,(t)]5 + C(v, Q) [Vu,(t)]5

de onde segue

d
T [V (8)]3 + v [PAwL(1)]5 < Co() (11170 1) + [VinllF e (a1))

(5.6)
+Cy(v, Q) [Vu,,(t)]5.
Como |Vu,,(t)] < C(Q2) |[PAu,,(t)|, entdao temos a desigualdade
d
L V0 + 0. Va0 < ) (I8 +9) -

+ Cy(v, Q) [Vuu,(1)S.
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Fazendo z(t) = |Vu,,(t)|3, temos a seguinte desigualdade diferencial

G0 < OOy +0) ~ GO0 +CEDH0
20) = [Vimol; < [Vl

Observe que para ||f ||%oo( m € 0 suficientementes pequenos a equagao diferencial correspon-
dente a (5.8) possui pelo menos um ponto de equilibrio e, se tivermos |Vu0|§ menor do que
o valor deste ponto de equilibrio, entao a solugdo da equacdo existe em [0,T] e é limitada
pelo valor deste ponto de equilibrio. Assim, da Teoria das Desigualdades Diferenciais (veja
[22]; pp-30), temos que

IV, (1)[5 < +00,t € [0,T],Vm. (5.9)

Integrando a desigualdade (5.6) em ¢,0 <t < T e usando (5.9), obtemos
T
IV (0) +U/ PAu () < C,¥m. (5.10)
0

Dai, concluimos que existem as solugdes aproximadas em [0,T]; além disso, obtemos as
seguintes estimativas
2
||um||Loo(o,T;V) < C,Vm. (5.11)

||umH%2(O,T;]HI2) < C,Vm. (5.12)
Agora, da equagao (5.4), obtemos

(O (1), W) < [E(0)[[Wl2 + [V(E) X 2 W2 + [P AU, ()]2| W]

(5.13)
+|Buy,(t)[2|wlz, Vw € H.

Usando a estimativa
3 1
| Bu, (t)]2 < CVum,(4)[3 [ PAw, (1)[3 (5.14)
(veja [45], lema 3.8, pp.313), juntamente com (5.11)-(5.13), obtemos a seguinte estimativa
Hatum<t>HL2(0’T;H) S C, Ym. (515)

Como a injegdo de V em H é compacta, entdo a sequéncia {u,,} estd imersa compacta-
mente em L2(0,T;V)(C(0,T; H). Assim, usando as estimativas obtidas e escolhendo out-

ras sequéncias, se necessario, temos as convergéencias

Vi — Vi, fraco em L*(0,T; H(w,)); (5.16)
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u,, — u fraco em L>(0,T;V); (5.17)

u,, — u fraco em L*(0,T; D(A)); (5.18)
o, — Ou fraco em L*(0,T; H); (5.19)
u,, — u forte em L*(0,7;V) () C(0,T; H). (5.20)

Além dessas convergéncias, afirmamos que
Bu,, — Bu forte em L*(0,T; H). (5.21)

De fato, observe que

|(Bu,, — Bu,w)| < |b(u, —u,u,,w)|+|b(u,,u, —u,w)]|
<o Vbl + ool bl
1 1 .
< C[IPA = w3 = ulf

1 1
w1 [PA(y, — w3 [um, —ul3| w2

para todo w € H. Agora, integrando em 0 < ¢ < T, usando a desigualdade (5.11) e a

desigualdade de Schwartz, temos

T T
/ Bu,, — Bul?dt < c/ Ity — [y [PAy, — )|adt
0 0

T 3 T 3
C (/ lu, — uH%dt) (/ |PA(u,, — u)\%dt)
0 0

que nos dé a convergéncia (5.21) quando m — +o0o0. De maneira usual, usamos as con-

IN

vergéncias (5.16)-(5.21) para passar ao limite nos problemas aproximados e concluir o resul-
tado desejado. |

Agora, consideraremos o operador B’(u) : V' — V' definido por
< B'(u)v,w >=b(u,v,w) + b(v,u,w),Vv,w € VeVw € H,v € D(A).
e seu operador adjunto [B'(u)]*: V — V' dado por

< [B'(w)]*q,w >=b(w,u,q) + b(u,w,q),Vv,w e VeVw € H,q € D(A).
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Assim, podemos considerar a equacao linearizada de (5.3) dada por

0z + vAz + B'(u)z = hy,,, em Q; (5.23)
z(0) =0, em '
e sua adjunta dada por
—0,q +vAq + [B'(u)]'q = —a(u — ug)xw,, em Q; (5.24)
q(7) =0, em €. '

Um resultado de existéncia padrao para equagoes de evolugao linear [veja [15], Teo.5.2,
pp-70 ou veja [14]], garante que os problemas de Cauchy (5.23) e (5.24) tém tnicas solugoes
fracas z,q no conjunto {V e L*(0,T;V)N L>*(0,T;H); Ov € L*(0,T; V’)}, desde que
ueC(0,T);V),ug € L*(0,T; H(wy)) e h € U..

Observagao 5.4. Como na prova dos teoremas (5.2) e (5.3), podemos obter as chamadas

solucoes fortes

z,q € L>(0,T;V) N L*0,T;H*(Q)) com 0,z,0,q € L=(0,T; H).

5.2 Problema de Otimizacao e Resultados

Agora, observamos que o problema de controle 6timo considerado anteriormente, pode ser
equivalentemente representado pelo seguinte problema de otimizacao: encontrar as fungoes
(u,v) tais que

P.) J — min J(z.h
(Ps) J(u,v) Juin (z,h),

onde

Q={(z,h) e W xU,.; M(z,h)=0}.
Definigao 5.5. O conjunto admissivel para o problema (Ps), é definido por
Uug = {(z,h) € Q tal queh € K. e J(z,h) < +00}.

Definicao 5.6. (u,v) € U,q ¢ chamado uma solugdo otima local para o problema (Ps) se

existe € > 0 tal que
J(u,v) < J(z,h),
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para todo (z,h) € Uyq satisfazendo
1z —uflw + [h = v}y <e

Teorema 5.7. Sob as hipdteses dos teoremas anteriores, o problema (Ps) possui uma solu¢ao

otima local.

Demonstracao: Observamos primeiramente que U,q # (), pois dos teoremas (5.1), (5.2)
e (5.3), temos a existéncia de uma solugao (u,v) € W x U, para o sistema M (u,v) = 0.

Substituindo esta solu¢ao no funcional J(-,-), obtemos
o 2 H
J(u,v) = 9 u— udHL?(wdx(O,T)) + §HVH%Q(wC><(O,T)) < +00.
Agora, seja a sequéncia {(u,,v,)} tal que

lim J(u,,v,)= inf J(u,v).
n—lilr—loo (11 V) (u,\lzgleuad (11 V)

Como (u,, v,) satisfaz a equagao

u,(0) = ug, em

entao tomando o produto desta equacao por Au,, teremos as mesmas estimativas obtidas
na demonstragao dos teoremas de existéncia de solugao da secao anterior; consequentemente
as mesmas convergéncias. Isso sera suficiente para fazer n — 400 em (5.25) e mostrar que
o limite (u,v) é uma solugao de (P5) e que

= inf h).
J(u,v) (z7ﬁ§1€uadj(z,)

Teorema 5.8. Seja Q) C RY, d = 2,3, e considere as hipéteses dos teoremas (5.1), (5.2) e
(5.3), se (u,v) € uma solu¢ao do problema (Ps), entao existe um multiplicador q € W e

uma constante Ay > 0 tal que

{ ou+vAu+ B(u) =f + vy,,, em Q; (5.26)

u(0) = ug, em .
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_atq + UAq + [B/(U)]*q = —)\1(1(11 - ud)Xw(n em Q7 (5 27)
q(T) =0, em '
e vale o principio de minimo
(qch — AUV, W — V)L2(wcx(0,T)) <0,Vw € K.. (5.28)

Antes de fazer a prova deste teorema, apresentaremos alguns lemas fundamentais para a
aplicacao do Formalismo de Dubovitskii e Milyutin. Sabemos que a derivada direcional do

funcional J(-,-) no ponto (u,v) ¢ dada por
J'(u,v)(z,h) = a(u — ug,z)u,x0r) + 14V, h)w.x0,1)-
Lema 5.9. O cone de diregoes de descida associado a J(-,-) no ponto (u,v) € dado por
DC(J,(u,v)) ={(z,h) € W x U, tal que J'(u,v)(z,h) < 0}
e seu cone dual é dado por
[DO(N]" ={fi € W' x U 3N > 0; fi(z,h) = =\ J'(u,v)(z,h)}
(veja Coroldrio 1.22 e Teorema 1.29 no Capitulo 1).

Lema 5.10. Se AC(W x K., (u,Vv)) € o cone admissivel associado a restri¢ao de desigualdade

h € K. no ponto (u,v), entdo seu cone dual é dado por
[AC(W x K )]* = {(O,f;); fo € LX(0,T; H(w,)) € um func. suporte para K. em V}
(veja o Teorema 1.32 no Capitulo 1).

Lema 5.11.
(i) A aplicagio M (-,-) é Gateaux-diferencidvel e a derivada de Gateauz de M no ponto (u,v)

¢ definida por

Oz + vAz + B (u)z = hy,, + Uy, em Q;

° (5.29)
z(0) = Wy, em

M'(,v)(z,h) = (U, T,) & {

(ii) A aplicagao M(-,-) € estritamente diferencidvel e o operador M'(u,v) = M{(u,v) €

sobrejetivo.
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Demonstragao: Por simplicidade, comegaremos provando (ii), considerando que (i) ocorre.
Para provar que M é estritamente diferencidvel, basta mostrar que a fungao (u,v) —
M’'(u,v) é continua e usar a conclusao (iii) da observacao (1.20) no Capitulo 1. Mas, clara-
mente, a continuidade da aplicagdo acima segue da continuidade da fun¢do u — B (u) =
B’(u) (que é continua gragas a continuidade da forma trilinear b(-, -, -)). Portanto, a afirmacao
é verdadeira. Agora, para todo (Jl, ’(Zg) em L*(0,T; H) x H, sabemos que existe solugao para
o sistema (5.29) (da mesma maneira que existe para 5.23). Logo, o operador M'(u, V) é so-
brejetivo e temos (ii). Para terminar a prova, mostraremos que vale (i). Por defini¢ao de
derivada de Gateaux, é suficiente provar que
M(u+ kz,v + kh) — M(u,v)
k—0+ k

— (Y1, Y2) || L2071y x 1t = 0.
Observemos que

[M(u+ kz, v+ kh) — M(u,v)] = +[(8(u+ kz) + vA(u+ kz) + B(u + kz) — £
—(v+ kh)xo, — u — vAu — B(u) +f + v, (u+kz)(0) —up — u(0) + uo)].

1
k

Cancelando adequadamente os termos da identidade anterior e depois usando (5.29), obtemos

[M(u+kz,v+kh)— M(u,v)] = (9z+vAz+ ¢[B(u+ kz) — B(u)] — hx,,, z(0))
= (41 — BL(w)z + L[B(u+ kz) — B(u)], ).

Assim, temos que

lim HM(u—l—kz,Vijh)—M(u,v)

- 1
Jim . — (1 ¢)|| = lim [l [B(utkz)—B(w)]—Bg(u)z| = 0

pois, de fato, (By(u)z,-) = (B'(u)z,-) = b(u,z,-) + b(z,u,-) é a derivada do operador B no

ponto u na diregao z. n

Lema 5.12. O cone tangente ao conjunto Q no ponto (u,v) é dado por
TC(Q, (u,v)) ={(z,h); M'(u,v)(z,h) =0}
e seu cone dual é dado por

[TC(Q)]* ={fs € W XU, f3(z,h) =0,Y(z,h) € TC(Q, (u,v))}.
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Demonstragao: A prova deste lema segue do Lema 5.11 e do Teorema de Lyusternik (veja
Teorema 1.28 no capitulo 1).
Agora, estamos preparados para demonstrar o teorema principal.

Demonstracao: (Teorema 5.8) Como (u,v) é uma solugao do problema (Ps), entao
DC(J,(u,v))NAC(W x K., (u,v))NTC(Q, (u,v)) = 0.

Segue do Teorema de Dubovitskii-Milyutin (veja Teorema 1.13 no capitulo 1 ) que existem
funcionais fi € [DC(J)|*, fo € [AC(W x K.)|*, f3 € [TC(Q)]*, ndo nulos simultaneamente,

tais que vale a equacao de Euler-Lagrange

fi+ fa+ f3=0. (5.30)

Seja h € U, um controle arbitrario e consideremos a fungao z como uma solucao da equacao

0z + vAz + B'(u)z = hy,,, em Q; (5.31)
z(0) =0, em (.
Entao, para estas fungoes, f3(z,h) = 0 e segue da equagao de Euler-Lagrange que
(i + f2)(z,h) =0 (5.32)

Agora, lembremos que fy(z,h) = f;(h) e fi(z,h) = =\i[a(u—ug, 2),,x 0,0 F1(V, h)wx0,m)];
para algum A\; > 0. De fato \; é estritamente positivo, pois se \; = 0, entao f; = fo = f3 =10
o que contradiz o Teorema de Dubovitskii e Milyutin. Substituindo os funcionais acima em

(5.32), obtemos
fo(h) = \a(u — ug, Z)wax(0,7) T AV, )y 01)- (5.33)

Seja a fungdo q € W uma solu¢ao da equacdo adjunta (5.27). Tomando o produto desta
equagao pela funcao z e integrando por partes, obtemos

(q,0vz) +v(q, Az) + (q, B'(0)z) = —\a(u —ug,2), «(0,1)- (5.34)

Tomando o produto da equagao (5.31) pela func¢ao q e comparando o resultado com a equagao
em (5.34), obtemos

Mo(u—ug,z), o=~ Quxon (5.35)
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Substituindo (5.35) em (5.33), obtemos

fo(h) = —(h, Q)ux01) + AMp(V, 1) 0.1)

o que implica
fa(h) = (=axw, + Mipv.h) oo (5.36)

Como fg() ¢ um funcional suporte para K. em v, entao
(Qch — A\ipv,h — V)ch(O T <0,Vh € K.. (5.37)

Assim, concluimos a prova. |



CAPITULO 6

Equilibrio de Nash para Controle
Multiobjetivo das Equacoes de

Navier-Stokes

Neste capitulo, trataremos do equilibrio de Nash para um problema de controle com
dois-objetivos governado pelas equagoes de Navier - Stokes. Nossa abordagem consiste em
associar o problema de otimizacao que representa o problema de controle, com a nocao de
jogo com dois jogadores. Dessa forma, poderemos definir o equilibrio de Nash de acordo com
a definicao apresentada no apéndice B e, em seguida, obter as condi¢oes necessarias para sua

existéncia.

6.1 Formulacao do Problema

Sejam  um dominio limitado de R?, d = 2, 3, com fronteira 92 de classe C?, w;,w; sao

partes abertas de {2 com w; Nwy = & e wy 4,ws 4 Sa0 subconjuntos abertos de (2.

Sejam W o espagco das fungoes de estado, definido como no Capitulo 5, U, = L?(0,T; H(w,))

61
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o espaco dos controles e J, : W x U; x Uy — R os funcionais objetivos

T T
J(u, v v@) = %/ / lu — u,g°dxdt + %/ / v Pdxdt,r = 1,2; (6.1)
0 Wr.d 0 Wr

onde p, > 0, a, > 0,7 = 1,2, sdo constantes, u,4 sdo fungoes dadas em L*(0,T; H(w,4)),
r = 1,2, as funcées v(") sdo os controles tomados nos subconjuntos K,, que assumiremos
serem convexos, fechados com interiores nao vazios de U,.,r = 1,2, e o estado u é dado como

solucao da equacao

ou—vAu+ (u-Vyu+ Vp=f+ vy, +v@y,,, em Q;
divu =0, em Q; (6.2)

u(z,0) =ug, em Q; u=0, em X;

onde u é a velocidade do fluido, p é a pressao hidrostatica, v = cte > 0 é a viscosidade

cinematica, f é a densidade volumétrica de forcas externas, uy é uma funcao dada.
Podemos representar a equacao dada em sua forma operacional, a qual nos permite definir

o operador M : W x Uy x Uy — L*(0,T; H) xH da seguinte maneira: M (u,v" v(?) =

(¥, ¥s) se, e somente se,

{ ou+vAu+ B(u) = f +vWx,, +v®x,, + ¥, em Q;

ul,_, —ug =¥, em Q.

O problema de controle 6timo que consideraremos é encontrar controles (v, v(?)) e o estado

u tais que os funcionais em (6.1) sejam minimizados no sentido de Nash sujeitos a (6.2).

6.2 Problema de Otimizacao - Equilibrio de Nash

Consideremos o seguinte problema

(Ps) min (J1, J2) (u, vH v,
M(u,v®, v =0,

V(l) € Kl,V(Q) € KQ
Observamos que este é um problema de otimizacao vetorial com dois objetivos, uma restri¢ao

de igualdade e duas restricoes de desigualdades. Além disso, é facil observar que cada fun-

cional objetivo estd definido sobre um conjunto de controles que chamaremos de estratégias.
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Uma solugao de Nash para tal problema consiste em minimizar cada objetivo sobre sua
propria estratégia até que todos os objetivos tenham sido minimizados. Em seguida, obtem-
se um sistema de otimalidade acoplado cuja solucao déd uma caracterizacao necessaria para

um equilibrio de Nash.

Observacgao 6.1.
(i) Devemos resaltar que os mesmos resultados podem ser estendidos a um nimero qualquer
n de funcionais objetivos.

(ii) Por todo este capitulo, o subindice r assumird os inteiros 1,2.

Agora, trabalharemos no sentido de obter um tal ponto de equilibrio.
Se fixarmos primeiro o controle h® € U, entdo podemos considerar o seguinte problema

auxiliar
P)yo i Ji(z1, b :
(Pt i, 1@ B, (63)
onde jl(,) = Jl(-,-,h(Q)) y Q) = {(zl,h(l)) e W x Z/ll/Ml(zl,h(l)) = 0} com My(-,-) =

M(-,-,h®). Da mesma forma, podemos fixar o controle h") € U, e considerar o problema

(P)ne min Jo(z2,h®), (6.4)

(z2,h(?)eQr, h(PeKy

onde :72(,) = JQ(',‘7h(1)> y QQ = {(Zg,h(2)) € W x Z/{Q/MQ(ZQ,h(2)> = O} Ccom MQ(',‘) =
M(77h(1))

Definicao 6.2. Os conjuntos admissiveis para os problemas (P)yw,r = 1,2, sao definidos

por
usy) = {(th(”) € 9,/h" € K, e J,(z,,h") < —i—oo}

Definigdo 6.3. (u,,v(")) € Z/{éz) ¢ chamado uma solugao étima local para o problema (P)y

se existe € > 0 tal que

Jr(u,, v®) < J (2., h™),

para todo (z,, h(T)) € L{éz) satisfazendo

|z, — u|lw + ||h") = vy < e, 7 =1,2.
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Observem que a existéncia de solucao 6tima local dos problemas (P)ym,r = 1,2, é
garantida pelo Teorema 5.7 no Capitulo 5. A seguir, daremos as condi¢oes necessarias de

otimalidade dos problemas (P)y e caracterizaremos o equilibrio de Nash para (F).

Teorema 6.4. Seja Q C R%, d = 2,3, e considere as hipéteses do Teorema 5.8, se (u,.,v(")
¢ uma solu¢ao dtima local do problema (P)ym, para r = 1,2, entdo existem multiplicadores

q") € W e constantes A\, > 0 tais que

o, +vAu, + B(u,) = f + vy, +v@®x,,, em Q;

u,|,_, = ug, em

—3,9") +vAq") + [B'(w,)]*q") = =X\ap (0, — Wpa) X, 0 €m0 Q;
q"(T) =0, em Q,

e vale o principio de minimo

O = AotV w0 — v()

(q ) <0,Vw € K,

L2(wrx(0,T
(veja a prova do Teorema 5.8 no Capitulo 5).

Definicao 6.5. Um par de controles (V(l),V(2)) € Uy X Uy € um equilibrio de Nash para o
problema (Ps) se existe um estado u € W, tal que os pares (u,v")) sdo solugdes étimas dos

problemas (P),m,r = 1,2, respectivamente (veja Apéndice B).

Considerando o teorema anterior e a definicao acima, os candidatos a equilibrio de Nash
para o problema (P;), sio os pares (v(),v(®)) € U, x U, tais existem um estado u € W,

estados adjuntos q), 7 = 1,2, e constantes A\, > 0,7 = 1,2, satisfazendo o seguinte sistema

ou+vAu+ B(u) = f + vy, +vPx,,, em Q;
—0,q") + vAq" + [B'(w)]*q") = =\ (u — v, 4) o, ,, em Q;

(6.5)
<0,vw € K,;

(q(T)pr — )\,,pdrv(r)7 W — V(T))WTX(O,T)

u(0) = up; q(T) =0, em .

Agora, sem perda de generalidade, fixaremos A\, = 1 e mostraremos as condi¢oes necessarias
para a existéncia de um equilibrio de Nash. Para este resultado, consideraremos o espaco

das solucoes fracas das equacoes de Navier-Stokes

W ={veL*0,T;V); v e L*0,T;H)}.
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Teorema 6.6. Seja Q C R2. Sob as hipéteses do Teorema 6.4, existe pelo menos um
candidato a equilibrio de Nash para o problema (Ps). Isto é, existem fungoes
(u,q,v"), r = 1,2, tais que

(AJueW, g ew, v € K,.

(i3) u(0) = 1y, q(T) = 0.

(iii) o sistema (6.5) é verificado, VT > 0.

Demonstragao: Inicialmente observemos que em vista de (7), as condi¢oes em (i7) fazem
sentido, pois do Lema A.13 do Apéndice A, temos que u € C(0,T; H) e q) € C(0,T; H).
Também por conveniéncia eliminamos a pressao nas duas primeiras equagoes do sistema (6.5)
(em [45], Temam apresenta o problema da existéncia e regularidade de uma distribuigao p
tal que a equagao de Navier-Stokes ocorre). Agora definiremos uma solu¢ao aproximada
para o sistema (6.5). Como V é denso em V' que é um espaco de Hilbert separdvel, podemos

escolher uma base de Schauder {w;}32, em V/, tal que
W, € CH)L Ym > 1, e (w;,w;) =6, Vi,j > 1.

Desta forma, {Wj}‘;‘;l é um sistema ortonormal completo em H. Seja V,, o subespaco
de V gerado por wy,...,w,,. Do fato que C(0,T;L?(Q)9) estd imerso denso em L?(2 x
(0,T)) e como f € L*(2 x (0,T)), segue que podemos encontrar uma sequéncia {f,,} em
C(0,T;L2(Q)?) tal f,, — f em L*(Q2 x (0,7)). Obviamente

£l 22@x0,1)) < C,

onde C' é uma constante que independe de m. Nestas condic¢oes, para cada r = 1,2, diremos

T T , s . ~ . .
que qgn), vﬁ,}, u,, ¢ uma m-ésima solucdo aproximada do sistema (6.5), se

a” e W, v e L2 (w, x (0,T)), u,, € C*(0,T;V,,) (6.6)
e verificam:
—0aly) + vAq + [B'(w,)*an) = —an(tn — wra)x, ,, em Q; (6.7)

(qg)Xu}r - [LTV%),W o V%))MTX(O,T) < O,VW € I (68)
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(W, V) + U(Vm, VV) + (W - V), V) = (£ (8), V) + (Voik, v)

6.9

R em Qs

q,,(T)=0, em (6.10)
u,,(0) = ug,m, em Q, (6.11)

onde V(mT?E,g > (0, é um “mollifier” de Vfﬁ)xw, r=1,2 come = %, e Uy, €V, é a projecao

ortogonal de ug € H.

Observagao 6.7. Observe que (6.9) é uma equacao variacional(em dimensao finita), en-
quanto que (6.7) € uma edp. (em dimensdo infinita) e (6.8) é uma desigualdade integral.
Isto € devido a que, considerando w,, como dado, o problema de Cauchy (6.7),(6.10) possui
inica solugdo fraca e consequentemente a desiqualdade integral (6.8) também possui solugao
unica; assim, poderemos obter uma solucao aprorimada para o nosso sistema via teorema
de fixo. A esta forma de colocar as equacoes aproximadas se costuma chamar uma “semi-

discretizacao”de Galerkin.

Agora, consideraremos uma linearizacao do problema aproximado, admitindo que nos
encontramos na m-ésima etapa do processo de aproximagao. Por simplicidade de notacao,
omitiremos na medida do possivel o subindice m. Consideremos o problema auxiliar (P,)
definido da seguinte maneira: dado z € C(0,T;V},), encontrar ™ € W,v(") € U, e u €
CY(0,T;V,,) tais que

—0,q") + vAq") + [B'(2)]"q") = —ap(z — u,9)x,, , em Q; (6.12)

(q(T)pr — /JJTv(T)’ w — V(r))wx(o,T) <0,Vw € K,; (6.13)

A(u,v) + v(Vu, Vv) + (- V)u,v) = (£a(8), v) + (Vik, v)

6.14

+(V,(§?E,v),VV € V,, em Q; ( )

q'(T) =0, em (6.15)
u(0) = ug,y,, em Q. (6.16)

Obviamente, diremos que a funcdo (q™, v, u) que é solucio de (P,) com dada z é uma m-
ésima solucao aproximada “linearizada”. Agora mostraremos que existe uma unica solucao

aproximada linearizada. De fato, com as hipdteses consideradas, podemos usar o mesmo
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resultado que garante a existéncia e unicidade da solugao do sistema (5.24), para concluir
que existe uma tnica solucdo q”) € W para o problema (6.12),(6.15). A dependéncia
continua da solucdo q™) com respeito a z é obtida da seguinte maneira: se z, — z em

c0,T;V,) e a'’ sdo as solugdes do problema (6.12),(6.15) para cada z,, dada, entao escreve-

se a equacao verificada pela diferenca q%) — q") e toma-se o produto desta equacdo pela

funcao qg) — q™. Dai, usando argumentos usuais, obtemos estimativas que garantem que

qff) — q em W. Para encontrar uma funcdo v(") que verifique a desigualdade (6.13),
recordemos que os conjuntos K,.,r = 1,2, sao convexos, fechados nao vazios de L?(w, x (0,T)).
Assim, do Teorema da Projegao sobre um Convexo Fechado (veja [4]), temos que dado
q™ € L?(Q2 x (0,T)) existe uma tinica funcio v(") € K, tal que

1

AL(MTQ

Oy, — v w —

’ )wrx(O,T) <0,Vw e K,,r=1,2. (6.17)

Neste caso, a dependéncia continua pode ser vista em [4]. A saber, considera-se VY), vg) as

solucoes correspondentes a qY), qg), respectivamente, e obtem-se a estimativa de estabilidade

V7 = emaen) < Clal” = @l (6.18)
Agora, de posse das funcdes (v),v(?)) obtidas acima, nés determinamos (vﬁ?g,i?,(ﬁ?g) e
seguimos para obter a solu¢ao u do problema variacional (6.14),(6.16). Pomos

m

u=> hi(t)w; (6.19)

i=1
com h; € C'0,T], e substituimos (6.19) na equagao (6.14); assim, Vj = 1, ..., m, obtemos
w;, W) —h;( v (Wi, wy)) + b(z, w;, w;) t
> (wiw, Z j Z ] hit) 6.20)

=1
= (£, (1), w;) + <v$é?a, w;) + <v5n>e, w;),

Invertendo a matriz nao singular [(w;, w;)],1 < i,7 < m, podemos escrever as equagoes

diferenciais ordindrias na forma usual

d - . 3
%hi(t) = [UZOQ‘]' + Z%’j]hj(t) + Zﬁiﬂ[(f
j=1 J =
D (e wy) + Y (Ve )]
j=1 J=1

(6.21)
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onde «;;, aj, Bi; € C([0,T]). Assim, obtemos um sistema com m edo’s lineares em h;(t) com
h;(0) = a i-ésima componente de ug,,, para i = 1,...,m, que permite usar a teoria cldssica
das edo’s para obter a Existéncia e Unicidade de solugao para (6.14),(6.16). Além disso,

observa-se que a solucdo u obtida depende continuamente de v("),q") e de z. Na verdade,

dados z e z,, se (@), v(" u) e (qg), Vg), u,,) s@o as solugoes aproximadas linearizadas, entao

tem-se que u,, — u em C*(0,7T;V},). Agora, observe que se considerarmos v = u em (6.14),

obtemos a estimativa

t
2 U 2 ~ ~
lu(®)[; + 5/0 [u(s)[[ids < C (Hfml\%z(@, IV 17200: IV 17200y IuoB) ; (6.22)

onde C' é uma constante positiva que depende somente de v e dos elementos do paréntese.

Como v, f,, e %(7’;?5, r = 1,2, sao limitadas, temos que

u ¢ limitada em C(0,7;1L*(Q)?) (independente de z). (6.23)

De (6.23) e da expressao (6.19) em u (onde {w;} é ortogonal em H), obtemos que
S = [ Juf < ¢ v e p.7); (6.24)
i=1 .

portanto, as fungoes h; sao limitadas em C([0,T1]). Isto implica, por uma parte, que
u ¢ limitada em C(0,7T;V,,) (independente de z) (6.25)

e por outra, considerando a regularidade dos coeficientes das edo’s (6.21), se z estd num
limitado de C'([0,T]; V;,), entao

d
hi(t) ¢ limitada em C(0,7),

o que equivale, gracas a (6.19), a que

d C e

Ehi(t) seja limitada em C(0,7;V,,). (6.26)
Unindo (6.26) e (6.25), obtemos que para z limitada em C([0,T]; V},,),

u é limitada em C*(0,T; V). (6.27)
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Agora, usaremos o Teorema de Ponto Fixo de Schauder para mostrar que existe uma tnica
solugao aproximada. Até o momento, sabemos que, dado z € C([0,7T];V,,,), existem tunicas
funcdes q™ € W,v(") € U, solugdes de (6.12) e (6.13), respectivamente; além disso, con-
hecidas q™ e v("), existe uma tnica fungao u € C([0,77]; V;,) solucio de (6.14), limitada em
C([0,T];V,,) (indep. de z) e limitada em C'(0,T;V;,) se z o é em C([0,T];V;,). Portanto,

existem constantes C', C; > 0 tais que

llullc(o,r1v,) < C para cada z € C([0,T]; Vi)

aller o130, < Chse |zl o,y < O

Chamando B a bola fechada de raio C em C([0, T]; V,,,) e By a bola de raio Cy em C*([0, T); V,,,),

definimos uma aplicagao
zc BcCC(0,T]; V) — u € CH0,T]; Vin).

Claramente esta aplica¢ao estd bem definida e é continua (pela dependéncia continua de u
com respeito a z). Além disso, gracas ao Teorema de Ascoli-Arzela, B; se injeta compacta-
mente em C([0,7]; V). Logo, temos bem definida a aplicacdo z — u da bola B em si mesma
e esta aplicacao é continua e compacta. Como B é um convexo, fechado e limitado do espaco
de Banach C([0,T7]; V;,), podemos aplicar o Teorema de Ponto fixo de Schauder e deduzir a
existéncia de um ponto fixo. Chamando u,, o dito ponto fixo e q,(f{), v as correspondentes
solugdes de (6.12) e (6.13). Resulta que (g4, vy, u,,) é a m-ésima solucao aproximada de
(6.5), isto é, (qgﬁ), Vi), u,,) satisfaz (6.6)-(6.11). Agora buscaremos estimativas que nos per-
mitam passar ao limite no problema aproximado (6.6)-(6.11). Lembremos que da estimativa
(6.22) e do fato que f,, e Vﬁ,’;?& sao limitadas independentes de m, temos as ja conhecidas

estimativas

HumHioo((),T;H) < C,Vm, (6.28)

2
HumHLQ(o,T;V) < C,Vm (6.29)

”8tum(t) HL2(O,T;V’) S 07 vm. (630)
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Agora, da equagao (6.7), obtemos a também ja conhecida estimativa, VO <t < T,

T T
r v r T
08+ 5 [ 102 < € (Rnllon + Tovalia + [ Ton) e 08).
t t

(6.31)
Aplicando o Lema de Gronwall, obtemos
!lq,ﬁi)llioo(o,T;H) < C,Vm, (6.32)
“qg)H%Q(o,T;V) < C,Vm, (6.33)
e da mesma maneira que (6.30), podemos obter
||8tq$7;) (Ol 20.mvy) < C,Vm. (6.34)

Usando as estimativas acima podemos eleger, se necessario, novas sequéncias tais que:

u,, — u fraco® em L>(0,T; H), (6.35)
u,, — u fraco em L*(0,T;V), (6.36)
q”) — q fraco* em L>(0,T; H), (6.37)
q") — q') fraco em L*(0,T;V), (6.38)
u,, — u forte en L*(0,T; H), (6.39)
q'” — q'” forte em L*(0,T; H). (6.40)

Além destas convergéncias, afirmamos que

(B’ (u,)]*q'”) — [B'(u)]*q™ em distribuicao . (6.41)

m

De fato, temos que, Vo € D(Q),

(B ()" als’ — [B'(w)]* q“,sa>—b(um,so,qmwb(so,um,qm)—b( a) = b(p,u,q")

= b(um - u7(107q£n) - q) + b(um —u, Qoaq ) + b(uagpaqgn) - q)

—b(p, Wy — w, ) — ) — b, u, —u,q") — b(u, g, g — q).
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O que implica, Vt € [0, T],

T T T/ T 3
[ B e~ e o < ([ - ug) ([ a0 - atg)
t t t
T 3 /T 3 T 3/ T 3
#(f han =) ([a8) () ([ e - ao)
t t t t
T 3/ T 3 T 3/ T 3
(=) (= a) () ([ a)
t 1 t t t
T 2 T
+(/ IU|§> (/ quq?—q(”@)
t t

Usando as convergéncias obtidas para {u,,} e {q%)}, na estimativa anterior, obtemos a

N
N———

N

convergéncia (6.41). De posse dessas convergéncias, passamos ao limite na equacao (6.7) e
assim, concluimos que a segunda equacao de sistema (6.5) (equagao adjunta) é verificada
em distribui¢do. As convergéncias (6.35), (6.36) e (6.39) nos permitem passar ao limite na
equagao (6.9) (veja [45]) para obter a verificagao da primeira equagao de (6.5). Para terminar,
resta-nos passar ao limite na desigualdade (6.8) para verificar a desigualdade integral em

(6.5). Para isso, observe que usando a convergéncia (6.40) em (6.18), obtemos que
v — v forte em L2(0,T; H(w,)). (6.42)

Agora, usando as convergéncias (6.42) e (6.40), podemos passar ao limite em (6.8) e concluir
a prova. u

O préximo resultado nos dara as condigoes necessarias para a existéncia de um equilibrio
de Nash para o caso de considerarmos as funcoes de estado como solugoes fortes das equacoes

de Navier-Stokes. Isto é, o espaco das solugoes dado por
W ={v e L*0,T;H*(Q)); o,v € L*(0,T;H)}.

Teorema 6.8. Seja Q C R% d = 2,3. Sob as hipdteses do Teorema 6.4, existe pelo menos
um candidato a equilibrio de Nash para o problema (Ps). Isto €, o sistema (6.5) possui

solucao.

Demonstragao: Consideremos inicialmente o seguinte problema auxiliar (P,): Dados ") €
L*(Q), encontrar v(" € K, ,u € W,q" € W, tais que

(q(r)xm _ ,UrV(T), W — V(r)>wr <0,Yw € K,; (6.43)
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du+vAu+ B(u) =f + vy, +v@y,,, em Q; (6.44)
-0, +vAqQ" + [B'(0)]*q") = —a,(u — u"vd)pr,w em Q; (6.45)
ul,_, = up; ¢"N(T) =0, em Q. (6.46)

Recordemos que os conjuntos K,,r = 1,2, sao convexos, fechados com interiores nao vazios
de U,. Entao pelo Teorema da Projegao sobre um Convexo Fechado (veja [4]), dado ic_l(r) €

L*(Q), existe uma tnica funcdo v(") € K, tais que

JTe (iq“’)xw —v w— V(T))M <0,Vw € K,. (6.47)
Segue dos teoremas (5.2) e (5.3), considerando as funcdes v("),r = 1,2, obtidas acima,
que existe uma unica fungao u € W solugao de (6.44) e consequentemente tnicas fungdes
q™ € W,r = 1,2, solucdes das equacdes (6.45). Assim, podemos concluir que existem tinicas
funcdes v, u,q",r = 1,2, que satisfazem o problema (P,). Agora, usaremos o Teorema
de Ponto Fixo de Schauder para mostrar que o sistema (6.5) possui solu¢do. Para isso,

definamos a aplicagao
U LA(Q) x LA(Q) — L*(Q) x L*(Q)

por ¥(qM,q?) = (qV,q?) se existem as funcdes v € K,,u € W,r = 1,2, tais que
v u,q,r = 1,2, satisfazem (P,). E claro que ¥ estd bem definida. Portanto, para
obtermos um ponto fixo, devemos buscar estimativas que nos permitam definir adequada-
mente os elementos necesséarios para aplicar o Teorema de Schauder. Tomando o produto da
equacdo (6.45) por Aq™, obtemos

1d

s VO v Ad (O < ardult)l, JAd 0

+ arfuea(t)l,, ,[Ad" (1) (6.48)
+ [b(AQ"(t),u(t),q"(t))]2
+ [b(u(t), Aq"(t),q" (t))la-

Como

B(AQ" (1), u(t), a"(£)> < C() [V ()2 [Ad" ()2 [u(t)],



(veja [45], lema 3.8, pp.313), entao temos

C() [, , + 7 |Ad (1)
C(v) \ur,d<t>ri o g A" (1)

—55 V' ()] + v Ad’(1)];

IN

+

£ 20+ C@) )l Ve (.

de onde segue

d

— Va (D) +vlAd’ () < CO)[la@)],, + ua@), ]
4
+ OO @) Va @)
Agora, considerando a desigualdade diferencial
d T
~LIVa @R < O[O, + )]
4
+ C(O) )3 [Va ()l

e integrando em ¢,0 <t < T, temos

Va'(@); < C(QT)) O e, ) + 10721, 0]

4
v [ e e va)ds
t
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(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (6.52) e usando (6.50), obtemos as estimativas

4
|12 2 2 C@)lull?
la ey = CON g0, ) F 1l Lo re, )€ LA

= Ry < 4o00.

r2 2 2
o 13y = CONIE a0, + 0l o, ) 1+

b LM, a7 13 2000)] = Ra < +00.

(6.53)

(6.54)

Agora, tomando o produto da equagao (6.45) por uma fungao arbitraria w € H, teremos

@ (t),w) < ovfult)ls, Jwl + orlura(t)le, ,Jwlz +
+ |4 () ]ofwle + |[B'(@)]"a" (1) 2] wls;

o™ @)l < arlult)la,, + arlura(t)le, , + o149 (@)
+ B @)l q" ()]

(6.55)

(6.56)
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Integrando o quadrado de ambos os membros da desigualdade acima, obtemos

Hatq(r)H%?((],T;H) < C(”“—H%%H y T Hur,dH%%H

(w’r‘,d (wr,d)
T

(r) 2 r 2 (657)
+ollq 22y +2 [ [u(@)[5IVa'(t)]3dt).
0
Como
1

IVa'(t)]s < C(Q)|Va'(t )!2 Va'(t)ls,

entao temos
10/ |72y < (||u||L2 (Hwra) T ||u7“d||L2 H(wrd +la” ||L2 H?)
+ ||uHL8(V +la" || vyt la® ||L2 H2) (6.58)

= Rs < +o0.

Das estimativas (6.53),(6.54) e (6.58), temos
T 2 T 2 T
la HLOO(V) +la ”L2(H2) + H(?tq( )H%Q(H) <R+ Ry + Rs = R.
Como R é independente das funcoes g™, r = 1,2, dadas, entdo podemos definir
\I/ZBRXBR—>BR><BR

onde Bg é a bola de raio R do espago W. Como W estd imerso compactamente em L?(Q)
(veja Lema A.5 no Apéndice A), entdao Bg X Bg ¢ um subconjunto compacto de L*(Q) x L*(Q)
e U(+,-) é compacta. Para mostrar que ¥ possui um ponto fixo resta provar que ¥ é continua
na topologia de L?(Q) x L*(Q). Seja a sequéncia (q,(c ), q,(C )) em L*(Q) x L*(Q) tal que q,(j)

— —(2 — — —(2 2
q" e @ — q®. Provaremos que ¥(gq,”,q;”) = (a;”,q;”) — (a”.q?) = ¥(@".,q®)

fortemente em L?(Q) x L*(Q). Seja (G, q?) uma subsequéncia qualquer de (qk ),q/,(C )).
Como ( ;U,—g )) é uniformemente limitada, entao podemos escolher outra subsequéncia, se

necessario, tal que

(@.a?) — @",q"?) fraco em L*(Q) x L*(Q). (6.59)

Sejam (Vg),un,q,(f)) (v, u,q™) as solucdes de (P,) correspondentes, respectivamente,

aos dados (@, @) e (@, q®). Usando o fato que K, = 1,2, sdo conjuntos limitados de
L*(w, % (0,T)) e as estimativas (5.11), (5.12), (5.15), (6.53), (6.54), (6.58), temos a existéncia

de outras subsequéncias, se necessario, tais que
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SR
o
S

u,, — u forte em L*(0,7T;V) mC’(O,T; H),

u, — U fraco em L*(0,T; D(A)),

=)
(@)
—_

o, — O, fraco em L*(0,T; H),

q’, — q™ forte em L*(0,T;V) ﬂ C(0,T;H),

SR
o
<o

o o
=) o
H~ DO
~— N~ N~ S~ N~

q” — q" fraco em L?(0,T; D(A)),

o~ o~ o~ o~~~

&gq?(f) — 9, fraco em L*(0,T; H);

SR
o
St

além disso, da mesma forma que (6.42), obtemos a convergéncia
v~ 50 fraco em L2(0,T; H(w,)). (6.66)

Agora, usando as convergéncias obtidas, podemos passar ao limite em (P,), com as sub-

SequAnci (r) (r)
quéncias vy, Uy, qn

também uma solucdo de (P,) com os dados (@, q?). O que implica que ¥(gV,q®?) =
(@",g®). Como ¥(g",g%) = (q,q®), entdo (@",q®) = (q'V,q?). Usando um

argumento padrao, concluimos que a sequéncia inteira (q,il), q,(f)) converge para (qV), q?)

no lugar de v(", u,q™, para mostrar que (v, u,q™),r = 1,2, é

na norma de L?(Q) x L?(Q). Portanto, ¥(-,-) é continua e isso conclui a prova. m
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CAPITULO 7

Otimalidade de Pareto para Controle
Multiobjetivo das Equacoes de

Navier-Stokes

Neste capitulo, trataremos do 6timo de Pareto para um problema de controle com
dois-objetivos governado pelo sistema de equacoes de Navier-Stokes estudado no Capitulo
6. Nossa abordagem consiste em transformar o problema de controle num problema de
otimizacao vetorial, para, em seguida, provar as condicoes necessarias de otimalidade local

dos 6timos de Pareto via formalismo de Dubovitskii e Milyutin generalizado.

7.1 Formulacao do problema

Consideremos os funcionais J,. : W x U; x Uy — R, r = 1,2, dados por

o [T [T
J(u, v v@) = ?T/ / lu — u, 4|*dxdt + é/ / v 2dadt, (7.1)
0 Wr.d 0 Wy

onde p, > 0, a,, > 0,7 = 1,2, sdo constantes, u, 4 sao fungoes dadas em L*(0,T; H(w,q)),

r = 1,2, as funcoes v(") sdo os controles tomados em K,,r = 1,2, que sdao subconjuntos

7
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convexos, fechados com interiores nao vazios de U,.,r = 1,2, e o estado u é tomado como

solugao da equacao de Navier - Stokes

o —vAu+ (u-Vyu+ Vp=f+ vy, +v@y,,, em Q;
divu =0, em Q; (7.2)

u(z,0) = ug, em Q; u=0, sobre ¥;

Como no Capitulo 6, podemos representar a equagao de estado em sua forma operacional,
a qual nos permite definir o operador M : W x U; x Uy — L*(0,T; H) xH da seguinte

maneira: M(u,v®), v(?)) = (I}, ;) se, e somente se,

ou+vAu+ B(u) = f +vWy,, +vP®y,, + ¥, sobre Q;
ul,_, — up = ¥, sobre Q;

onde os operadores A:V — V'e B : V — V' sd0 os ja definidos no capitulo anterior.
O problema de controle que consideraremos ¢ encontrar controles (v!,v?) e o estado u

tais que os funcionais em (7.1) sejam minimizados no sentido de Pareto sujeitos a (7.2).

7.2 Problema de Otimizacido - Otimo de Pareto

O problema de controle considerado acima pode ser representado pelo seguinte problema

de otimizacao vetorial:

(Py) min (J1, J2)(z,h™M h®)),
(z,h® h®) € Q,

h® ¢ Kl,h@) € K,
onde
Q = {(z, b, h®) € W x U; x Us; M(z, b h®)) = 0}

Definigao 7.1. Um par de controles (v, v2) € Uy x Uy é chamado 6timo de Pareto para

o problema (P;) se existe um estado u € W tal que

(u,v(l),v@)) e, vWekKk; v®ekK,
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e ndo existe um par (hW h®) £ (v v e um estado z correspondente a (h™), h®), com

(z, h®), h(Q)) satisfazendo as mesmas restricoes acima, tal que
Jo(z, W h @) < J (u,v®Y, vP) r =1,2,
com pelo menos uma desigualdade estrita (veja a Defini¢ao 1.34 no Capitulo 1).

Teorema 7.2. Seja Q C R4, d = 2,3, e considere as hipdteses dos teoremas (5.1), (5.2)
e (5.8). SeinfJ.(z,h®M h®) < J.(u,v),v®) r = 1,2. Entdo as condi¢ées necessdrias
para que o ponto (vy,Vs) seja um dtimo de Pareto do problema (Pr) é que existam escalares
A1 > 0, 2 > 0, nao nulos simultaneamente, e uma funcao q € W tais que o sistema abaizo

seja verificado,

du+vAu+ Bu) =f +vWy, +vPy,,, em Q;

u(0) =ug, em

—0,q + vAq + [B'(u)]*q = — Ao (u — ul,d)Xde — Xaarp(u — UQ,d)Xwg,da em Q;
q(T) =0, em

e vale o sequinte principio de minimo
(axw, — Mgty v W — V(T))L2(w7.x(0,T)) <0,VYwe K,,r=1,2.

Para fazer a prova deste teorema, necessitamos de alguns lemas técnicos que sao funda-
mentais para a aplicacao do formalismo de Dubovitskii e Milyutin Generalizado.
Sabemos que a derivada do funcional .J,(-, -, -) no ponto (u, v(¥), v(?)) e na direcao (z, h"), h®)

¢ dada por
J7/~<u7 V(1)7 V(Q))<Z7 h(1)7 h(2)) = CYT(LI — W4, Z)wndX(O,T) + o (V(T)a h(r))er(O,T)-

s

Lema 7.3. O cone de diregées de descida do funcional J,(-,-,-) no ponto (u,v(H v(2)) ¢

dado por
DC(J,, (u, v, v?)) = {(z,h® h®) tal que J)(u, vV, v?)(z;,h) h®) < 0}
e seu cone dual é dado por
DO = {0/ pr(z, h0, B = =), T2 (1w, v, v®)(z, k@), h®), p/algum A, > 0}.

(veja o Lema 5.9 no Capitulo 5).
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Lema 7.4. Se NC(J,, (u,v() v?)) € 0 cone de ndo crescimento associado ao funcional
Jy(+,-,-) no ponto (u,vHY v®) entio seu cone dual é dado por

Demonstragao: Temos por hipétese que infJ.(z,h®" h®)) < J.(u,v) v@) r = 1,2.
Como os funcionais sao definidos por normas em espacos de Hilbert, eles sao estritamente
convexos e consequentemente Ponstein convexos (veja a Observagao 1.45 no Capitulo 1).

Logo, o resultado segue do Lema 1.47 no Capitulo 1. |

Lema 7.5. Se AC(W x Ky xUs, (0, v), v@)) e AC(W xU; x Ky, (u, v(),v2))) sdo os cones
admissiveis associados s restricoes de desiqualdades h™Y € Ky e h® € K, respectivamente,

no ponto (u, v, v?))) entdo seus cones duais sio dados por

[AC(W x Ky x Us)]* = { ,03,0) /@3 € um func. suporte p/ Ky em V(l)}

[AC(W x Uy x Ks)]* = {(0,0,34)/@s € um func. suporte p/ Ko em v¥} .
(veja o Lema 5.10 no Capitulo 5).

Agora observamos que a derivada de Gateaux da aplicacdo M (-, -, -) no ponto (u, v®), v(?))
¢ definida por M4 (u, v, v@)(z, h) h®) = (U, T,) se, e somente se,

{ Oz +vAz + B (u)z = hWy,, + h@y,, + T, em Q; (7.3)

z(0) = \Tlg, em (2.
Lema 7.6.
(i) A aplicagao M(-,-,-) € estritamente diferencidvel,
(ii) O operador M'(u, vV v®) = M, (u, vWv?)) ¢ sobrejetivo,
veja o Lema 5.11 no Capitulo 5).
(vej p

Lema 7.7. O cone tangente ao conjunto Q no ponto (u,v(l),v@)) ¢ dado por
TC(Q, (u,V(l),V(2))> — {(z,h( )/M’(u v, (2))(z,h(1),h(2)) — 0}
e seu cone dual é dado por
[TC(Q)]" = {g05/<p5(z,h(1),h(1)) = 0 para todo (z,h™ h®) e TC(Q, (u, V(l),V(z))}

(veja o Lema 5.12 no Capitulo 5).
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Lema 7.8.

(i) Os cones DC(J,) = DC(J,, (u,v) v@®)) NC(J,) = NC(J,, (u,v), v?))),

AC(K)) = AC(W x Ky x Uy, (1, v v@)) AC(Ky) = AC(W x Uy x Ky, (w,vi), v@)) 1 =
1,2, sao abertos e convezxos.

(i) O cone TC(Q) = TC(Q, (u,vM,v?)) ¢ convero e fechado.

Demonstracgao: A prova segue das hipdteses sobre as restrigoes aos controles e da diferen-

ciabilidade dos funcionais e do operador que define a restrigao de igualdade (veja os detalhes

no Capitulo 1). m
Agora, demonstraremos o teorema principal.

Demonstragao:(Teorema 7.2) Considerando que (u, v, v(?) é um Otimo de Pareto para

o problema (P;), segue, do Lema 1.40 no Capitulo 1, que

DC(J;)NNC(J) N AC(K,) N AC(Ky) NTC(Q) =0

NC(J;) N DC(Jo) N AC(K,) NAC(K2) NTC(Q) = 0.

Considerando os Lemas 7.8 e 7.4, segue do Teorema Dubovitskii e Milyutin generalizado (veja
Obs. 1.43 no Capitulo 1) que existem funcionais lineares continuos ¢ € [DC(J1)]*, 2 €
[DC( )|, 3 € [AC(K1)]*, 04 € [AC(K2)]*, 5 € [TC(Q)]*, ndo nulos simultaneamente,

tais que vale a equacao de Euler-Lagrange

o1+ @2+ o3+ @i+ s =0. (7.4)

Sejam (h™, h®) € U, x U, controles arbitrarios e consideremos a funcio z definida como a

solucao da equacao

(7.5)

Oz +vAz + B'(u)z = hWy,, + h@y,, . em Q;
z(0) = 0, em €.

Entao, para estas fungoes, ¢5(z, h®), h(2)) = 0 e segue da equacao de Euler-Lagrange que

o1+ @2+ @3+ s =0. (7.6)
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Sabemos que

1 <Z’ h(1)7 h(2)) - _)‘1 [al(u — U4, Z>w1,d><(0,T) + ,ul(v(l), h(l))w1><(0,T)} )
@2(z,hM h@) = =\ [az(u — sy, Z)usy 4x(0,T) T pa(v® 0?0, (7.7)
ps(2, b, h) = Gy(hD) e y(, 0, b)) = Fy(h?);

com A1, A2 > 0 nao nulos simultaneamente. De fato, se \; = Ay = 0, entao p; = py = 0.
Como, para todo par (h¥ h®) € U, x Uy a equacdo (7.5) possui solucdo, entdo o5 = 0
Segue de (7.6) que $3(h™) 4+ 54(h®) = 0 o que implica P3 = P4 = 0. Logo, 1 = ¢y =
w3 = w4 = @5 = 0 o que contradiz o Teorema de Dubovitskii-Milyutin. Portanto, A; > 0 ou

Ay > 0. Agora, substituindo os funcionais em (7.7) na equacao (7.6), obtemos a identidade

S3(hM) + 2,(h®) = Nfai(u—uy4,2)w, <o) + (v, DY) 0m)] (78)
+ A [042(11 — U2, Z)wQde(o,T) + Mz(V(Q), h(Q))ng(o,T)}-
Seja a funcao q € W a tnica solugao da equagao adjunta
—0iq +vAq+ [B'(u)]*q = —Aa1(u — upg)Xw, , — A20e(W — Ug,4) X, ., €M Q; (7.9)
q(7) =0, em Q. '

Tomando o produto desta equacgao pela fungao z e fazendo as integracoes necessarias, obte-

mos

(q, atz) + U(q7 AZ) + (CL B,<U)Z) = —)\1041(11 — Uy 4, Z)dex(O,T) - )\2042(11 — Ua.4, Z)wg,dx(o,T)-
(7.10)

Tomando o produto da equagao (7.5) pela fungdo q e comparando com (7.10), obtemos

Arag(u — uy 4, Z)dex(O,T) + Asaz(u — Uz g4, Z)WMX(O,T) = —(h(l), qul)wlx(O,T) (7.11)
_(h(2)7 qXWQ)wQX(O,T)'
Substituindo (7.11) em (7.8), obtemos
SZS(h(l)) + 64(1’1(2)) = _(h(l)’ AXwy )w1><(0,T) - (h(2)7 quz)sz(O,T) (712)
+ >\1M1(V(1)> h(l))wl x(0,T) 1 >\2M2(V(2)> h(Q))quX(O,T)-
o que implica
953(11(1)) + 954(11(2)) = (—QXM + )\1N1V(1), h(l))le(O,T) (7'13)

+ (—AXw, + Aop2v® WD) 01,



para todo h € L2(0,T; H(w,)),r = 1,2. Portanto,

p3(hW) = (‘qul + A v, h(l))wlx(O,T)

@4(h?) = (—axw, + Aopav?, h(Q))wQX(O,T)'

Como os funcionais @5 e P4 sdo suportes para K; e Ko em v\ e v(?) | entao

(=@xwy + AV, 0O —v ) > 0,vhO € K,

le(O,T

(=X + Aop2v® h® — v) > 0,Vh® € K,

w2 % (0,T)

o que conclui a prova.
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CAPITULO 8

Equilibrio de Stackelberg - Nash para
Controle Multiobjetivo das Equacoes de
Stokes

Neste capitulo, trataremos de um sistema distribuido governado por um conjunto de
equagoes de Stokes de evolugdo, onde proporemos (por simplicidade) a presenga de dois
agentes controladores locais (chamados de SEGUIDORES), cada um decidindo sua prépria
politica (representada pelos controles vV, v(?)) para intervir no sistema, e a presenca de
uma agao diferente f(z,t) tomada por um agente controlador global (chamado de LIDER).
Nossa estratégia consiste em fixar o controle f(x,t) e otimizar os critérios de v(?,i = 1,2, no
sentido de Nash. Em seguida, colocaremos cada controle v(? em funcio de f e otimizaremos
o custo de f de tal forma que o estado real do sistema associado a esses controles, num tempo
T, esteja o mais proximo possivel de um estado ideal dado. Para referéncia desta técnica

veja [10].
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8.1 Formulacao do Problema

Sejam 2 um dominio limitado de R?% d = 2,3, com fronteira 09 de classe C?, w uma
regiao aberta de 2, wy,w, partes abertas disjuntas de w e wy 4, wa 4 subconjuntos abertos de

Q.

Consideremos os seguintes funcionais

Ji(f,vD v®) / / lu — w, g|°drdt + = / /lV()| dxdt (8.1)

1 T
T 90, v) = 2 / / 2, (8.2)
0 w

onde i = 1,2, p; > 0, a; > 0 sao constantes, u; 4 sao fungoes dadas em L*(w; 4 x (0,T)), a
funcdo f € L?(w x (0,7)) é o controle global e vV € L?(w; x (0,T)) sdo os controles locais

do sistema. O estado u é definido como solucao da equacao

ou — vAu+ Vp = fx, + vy, +v@y,,, em Q;
divu =0, em Q; (8.3)

u(z,0) =ug, em Q; uly =0;

onde u é a velocidade do fluido, p é a pressao hidrostatica, v = cte > 0 é a viscosidade
cinemaética e ug é uma funcao dada em H.

O problema de controle que consideraremos é encontrar controles (f,v!, v?) e um es-
tado u tais que os funcionais em (8.1) sejam minimizados no sentido de Nash sujeitos a
(8.3) e o funcional em (8.2) seja minimizado sujeito a seguinte restrigdo de controlabilidade
u(z, T,f,v®Y, v?) € (up+aB), onde ur é uma funcao dada em H, B denota a bola unitaria
de H e a > 0 é um numero dado. Este problema de controle pode ser equivalentemente

representado pelo seguinte problema de otimizagao:

(Pg) min (J, Jl, JQ)(f, V(l), V(Z)).
e (F,vY, v?) s a. (8.3),
u(z, T,f,v®) v®) € (ur + aB)

Para empregar o método proposto, devemos considerar os seguintes problemas auxiliares:

Problema 1. fixado o lider f, encontrar controles (v!, v?) (dependendo de f) e o estado u
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tais que os funcionais em (8.1) sejam minimizados no sentido de Nash sujeitos a (8.3). Isto

é, dado f, encontrar (v, v?) (um equilibrio de Nash) tal que

Ji(f, v, v@) = m(llgl Ji(f,h® v@) (8.4)
h
e
Jo(f, v v@) = (gl Jo(f, v h®@) (8.5)
h

sujeitos a equacdo (8.3). Esses funcionais medem a diferenga entre o estado real u e um
estado ideal u; 4 numa regiao de interesse w; 4 mais um termo que mede o custo do controle
v’ sobre w;.

Problema 2. depois de encontrar os controles v! = v!(f), v = v*(f) e o estado u =

u(f, v!'(f), v3(f)), procuraremos um controle f tal que
J(f) = mgin J(g, v, v®) (8.6)
sujeito a restricao de controlabilidade aproximada
u(z, T; g, vV (g),v?(g)) € up + aB, (8.7)

Observacgao 8.1. Note que em geral € impossivel satisfazer os problemas 1 e 2 para o mesmo
f.

8.2 Critério para Existéncia e Unicidade do Equilibrio de

Nash

Consideremos espacos: H; = L*(w; x (0,T)), i = 1,2, H = H; x Hs e definamos os
operadores L; € L(H;, L*(©2 x (0,T))) por:

Ou; — vAw; + Vp; = vy, em Q;
Liv®D =uw < { divy = 0, em Q;
u;(0) =0, em Q, u;|x = 0.

Para f fixado, podemos escrever a soluc¢ao do sistema (8.3) na forma
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onde q é a solucao de
0iq — vAq + Vr = fy,, em Q;
divq =0, em Q;
q(0) = ug, em Q, q|x = 0.

Com estas notagoes podemos reescrever os funcionais definidos em (8.1) por

) T
TV, v®) = % / / Lv® + Lov® — (1, — q)|2dadt
0 wi,d

pi [T
+—’/ / v [2dzdt
2 0 w;

Assim, o vetor v = (v(, v(?)) é um equilibrio de Nash se, e somente se, para todo par de

(8.8)

controles w = (w1, w(?)),
Oéi(L1V(1) + LzV(Q) - Y LiW(i))wi,dx(o,T) + Mi(V(i), W(i))wix(O,T) =0, (8-9)
ondey; =u;4 —q, ¢ = 1,2. Segue que
o (L (Lyv®W + Lyv® — ¥i) Xeras W(i))wiﬂdx(oj) + (v, WD) 0 =0, (8.10)
onde L¥ € L(L*(2 x (0,T)),H;) é o adjunto de L;. Assim, temos
aiLz‘((le(l) + LQV(Q))X%d) + p v = Li(YiXwia) 1= 1,2; (8.11)
ou equivalentemente, se definimos o operador

LeL(HH)
Lw = dado em H onde (8.12)
(Lw); = pw®D + o L¥((Lyw® + Lyw @)y, ), i = 1,2.

entdo v = (vi), v(?)) é um equilibrio de Nash se Lv = z := (LYiXwia)i=t,2-
Proposigao 8.2. Assuma que
O[lHLQ”Q < 4/112 e 042HL1H2 < 4/,61 (813)

Entao L € wnvertivel. Em particular, existe um unico equilibrio de Nash para os funcionais
em (8.1).
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Demonstragao: Observe que

(Lw,w) ZMZHW ||L2 (wix (0.7)) +Z (ZL wl aiLiw(i)> : (8.14)
£2(

Wi, d X (O,T))

Desenvolvendo os somatérios que aparecem no segundo membro da identidade acima, obte-
mos
S (S0 w0 aLiw®) = oy | Low D + an (Lyw®, Liw)
“+ag ||L2W(2) ||2 + ag(Llw(I), LQW(2))
Supondo que os produtos internos que aparecem no segundo membro da expressao acima
sdo negativos, usamos a desigualdade de Young e substituimos na identidade (8.14), para

obter
2

%)
(Lw,w) > > il w720 0.19) ||L 2’||2—Z||L1W(”|I2

=1

Usando a hip6tese em (8.13), temos que
(Lw,w) > ~|lw|?, para algum ~ > 0. (8.15)
Agora, definimos a aplicacao a : H x H — R por
a(w,h) = (Lw, h)y.

Claramente, da defini¢ao do operador L e da desigualdade (8.15), a aplicagao a(-,-) é uma
forma bilinear, continua e coerciva. Logo, do Teorema de Lax-Milgram, para todo ¢ € H’

existe um tnico w € H tal que
a(w,h) = (Lw,h)y = (¢, h)yy 3, Vh € H.
Dai, temos a conclusao da prova. |

Observacao 8.3. Os resultados obtidos podem ser estendidos para um nimero qualquer N
de controles locais e consequentemente N objetivos locais. Para generalizar a proposicao 8.2,

basta substituir a hipdtese (8.13) por

C(N)(O_ ay)lILill* < A4ps, i =1,.., N, (8.16)
J#i
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para uma certa constante C(N), desenvolver o somatdtrio

N
Z (ZL wli a,L W ))
L2(w;,qx(0,T))

=1
e usar desigualdade de Young para provar a coercividade do operador L. A conclusdo seque

do Teorema de Lax-Milgram como na prova da proposi¢ao.

8.3 Controlabilidade Aproximada

Aqui apresentaremos um resultado que assegura que existe controlabilidade aproximada
do sistema quando uma estratégia do tipo Stackelberg - Nash é empregada. Tal resultado é
necessario para garantir que o problema 2 faga sentido.
Considere o seguinte sistema acoplado de equagoes de Stokes:
—0ip — VAP + Vs = a101Xu, 4 T ®2P2Xwn,, €M Q;
Orp; — vAQ; + Vi; = —i4ﬁXw7 em ()
o(z,T) =h, ¢;(z,0) =0, em
div o =divg; =0em Q; o[s = ¢ |z =0,
Lema 8.4. Dado h € H. A existéncia e unicidade de funcgoes (o, s, ¢i, 0;) satisfazendo o

(8.17)

sistema (8.17) € equivalente a existéncia e unicidade de um equilibrio de Nash (wy,Ws) para

o sequinte problema de otimizacao auxiliar (P,): minimizar os funcionais

Ji(wy, wy) = / / lpladzdt + = / / \w;|3dzdt, i=1,2. (8.18)

sobre (w1, wy) com o estado p sujeito a sequinte equagdo

—0ip — VAP + V5 = W1 Xw, 4 + WaXuwy s €M Q;
div o =0 em Q; (8.19)
o, T)=h, emQ; epls =0.
Demonstracao: Inicialmente mostraremos que, de fato, esses problemas sao equivalentes.
Seja (6;,r;) as solugoes das equagoes
—0i0; — VA + V1 = wixw, ,, em Q;
div 0; = 0 em Q; (8.20)
Oi(x, T) =0, em §; e b; |y =0,
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e consideremos a seguinte equacgao adjunta

8t¢i - UA¢1 + véz = _M%.SOXUJZ‘» €m Q;
div ¢; =0 em Q; (8.21)
¢i(x,T) =0, em €; e ¢;|x = 0.

multiplicando a equagao (8.21) por 6; e integrando convenientemente, levando em conta que
¢i(z,0) = 6;(x, T) = 0, obtemos a seguinte identidade
1

(¢i7 —0it; — UA@i)wi,dx(o,T) - _E(‘p’ Qi)wix(O,T); (8.22)
o que implica .
(gbia wi)wi7d><(0,T) - _E (807 ei)wiX(O,T)' (823)
Por outro lado, (w;,ws) é um equilibrio de Nash para (P,) se, e somente se, para todo
(w17 w2)7
s a5, ) (wns ) = 0, i =1,2; (8.24)
awi 1, W2 1, w2) — Y, — L4 .
de onde segue que
Oéi(QO, 8i>wi><(O,T) -+ ui(wl,wl)wi’dx(oj) = 0, 1= 1, 2. (825)

Comparando as identidades (8.25) e (8.23), obtemos

_aiﬂi<¢ia wi)wi,dx(o,T) + ,Ui(mla wl)wi,dx(o,T) =0, 1=1,2; (8-26)
o que implica
@i = O‘igbini,d’ = 1, 2. (827)

Portanto, a condi¢do necesséria e suficiente para que (wy,ws) seja um equilibrio de Nash

para (P,) é que existam fungoes (¢, s) e multiplicadores (¢, d;) tais que:
w; = ai¢ini,d7 1= 17 2. (828)

—0ip — VAP + V8 =WiXw, ;, + WaXuwyy, €M Q;
Orp; — vAQ; + Vi; = —i#PXw“ em (;

o(x,T) =h, ¢;i(z,0) =0, em Q;
divp=divg; =0em Q; o[s = ¢i|z =0,

(8.29)
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Isso conclui a primeira parte da prova. Agora, mostraremos que existe um tnico equilibrio de
Nash para o problema (F,). Sejam os espagos: H; = L*(w; 4% (0,T)), i = 1,2, H = Hi X H;
e definimos os operadores L; € L(H;, L*(2 x (0,T))) por:

Liw; = 0; < (6;,7;,w;) satisfazem a equagao (8.20).
Assim, podemos escrever a solugao da equacao (8.19) como:
0 = Liw; + Lowy — G
onde G ¢ a solucao da equagao

—0;G —vAG+ VP =0, em Q;
div G =0 em Q; (8.30)
G(z,T) = —h, em Q; e G|y =0,

Com estas notagoes, podemos reescrever os funcionais definidos em (8.18) da seguinte maneira:

Ji(wy, we) / /]Llwl—i-ngg Gladxdt + = / / |w; |5dxdt. (8.31)

Assim, (W, wW,) é um equilibrio de Nash se, e somente se, para todo par (wy, ws),

(67 (Llwl + LQ@Q - G, Liwi)wiX(O,T) + 2% (@i, wz) = 0, (832)

wi’dX(O,T)
o que implica
Q; (L:<L1w1 + L2@2)Xu}¢) + Niwixwi,d = Lr(GXwi)v L= 17 2; (833>

onde L € L(L*(Q2 % (0,T)),H;) é o adjunto de L;. A conclusdao da prova segue similarmente

a prova do resultado anterior. |

Teorema 8.5. Quando f percorre L?*(w x (0,T)), as funcées u(T) = u(x, T;f,vH) v2)

descrevem um subconjunto denso de H.

Antes de fazer a prova deste teorema, observamos que o equilibrio de Nash obtido para
o problema 1 pode ser caracterizado da seguinte maneira: o par (v(V,v(?) é um equilibrio

de Nash se, e somente se,

Oéi(ll — U d, Zi)wi,dx(o,T) + Mi(V(i), hi)wiX(O,T) =0,1=1,2, (8-34)
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onde
Oiz; — vAz; + Vp; = hy, em Q;
divz; =0, em Q; (8.35)
z;(0) =0, em Q, z; |y = 0.
Para expressar (8.34) numa forma mais conveniente, nds introduzimos o estado adjunto
qi,t = 1,2, por
—0iq; — VAq; + Vry = o (0 — W g) X, , €M Q;
div q; =0, em Q; (8.36)
q;(7) =0, em , q; |z =0.

Multiplicando a equagao em (8.36) por z;, e integrando convenientemente, obtemos

(qi: Oz — UAZi) = &z‘(ll — W4, Zz‘)wi,dx(o,T)

(Qm h(i))wix(O,T) = Oéi(ll — W4, Zi)wi,dx(o,T)-

Substituindo a identidade acima em (8.34), obtemos

(q@w h(i))wix(O,T) + Hi(Vz', hi)wiX(O,T) = 0, Vh;.

Equivalentemente, temos

1
\ __qZquZ = 17 2.
Hi
Assim, se (v(", v(?)) é o equilibrio de Nash obtido anteriormente, temos que

ou—vAu+ Vp ="fy, — Z?Zl M%.QiXWia em (;

divu =0, em Q; (8.37)

u(z,0) =up, em 2, uly =0.

—0iq; — VAq; + Vry = ai(0 — W g) X, , €M Q;
divg; =0, em Q; (8.38)
q(T)=0, em 2, q;|x =0.
Demonstracao:(Teorema 8.5) Queremos mostrar que o conjunto descrito por u(7") é denso
em H quando f percorre L*(w x (0,7)), onde u é a solu¢ao dada por (8.37), (8.38). Seja h

uma funcao dada em H e assuma que

(u(T),h) = 0,V¥f € L*(w x (0,7)). (8.39)
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Mostraremos que h = 0. Seja {¢, s, ¢;,0;} a solugdo do sistema (8.17) dada pelo Lema
8.4. Tomando o produto das respectivas equagdes do sistema (8.17) por u, g; e fazendo as

integracoes convenientes, obtemos

2
1
(a1¢1Xw1,d + a2¢2xw2,d7 11) = _(h7 u(T)) + (()07 wa - Z _qZle) (840)
i=1 "
1
(—;SDXW Qi) = i(Pi, 0 — Wia)u, 4x(0,1)- (8.41)

Sem perda de generalidade, assumimos por um momento que u;4 = 0 (depois para o caso

geral podemos usar um argumento de translagao). Segue da identidade (8.41) que

1
(¢, —;qixwi) = (Qi9iXw; 4> W) (8.42)

O que implica ) )
(7= 3 i) = (3 0uti ) (8.43)
=1 " i=1
Comparando as identidades (8.40) e (8.43), obtemos
(h,u(T)) = (¢, fx0), VE € L*(w x (0,T)). (8.44)
Da identidade anterior e da condicao (8.39), obtemos
=0, emwx (0,7). (8.45)

Segue de (8.45) e da segunda equagao do sistema (8.17), que ¢; = 0 em todo Q). Substituindo

esse resultado na primeira equagao do sistema (8.17), obtemos o seguinte problema de Stokes

—0p — VAP + Vs =0, em Q;
div o =0 em Q; (8.46)
oz, T)=h, em Q; e p|g =0.

Segue de (8.45), de (8.46) e do Teorema de Continuagao Unica do Problema de Stokes que
p=0em Q.

Portanto, h = 0. Como queriamos demonstrar. |



CAPITULO 9

Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentamos resultados sobre equilibrios de Nash e Pareto para dois
problemas de controle com multiobjetivos, usando como ferramenta principal o formalismo
de Dubovitskii e Milyutin; além disso, apresentamos uma estratégia do tipo Stackelberg -
Nash para controle multiobjetivo das equacoes de Stokes de evolugao. Neste ultimo, usamos

alguns resultados da andlise funcional e da teoria das equagoes de Stokes.

O primeiro problema estudado foi um sistema distribuido governado por um modelo de
solidificacao. Iniciamos nosso estudo abordando o caso mono-objetivo. Neste caso, introduz-
imos, na equagao, um controle definido numa regiao aberta do dominio e o associamos a um
funcional cuja meta era obter o estado real perto (no sentido de L?) de um estado dado, sem
um custo muito alto para o controle. Concluimos o caso mono-objetivo apresentando um
resultado de existéncia de solugao 6tima e as condigoes necessarias de otimalidade. Devemos
ressaltar que estes resultados foram originalmente apresentados por Hoffman e Jiang, em
23], utilizando as técnicas da andlise classica. Os apresentamos novamente para exempli-
ficar a simplicidade da técnica adotada e a vantagem obtida. De fato, podemos verificar
facilmente que em nenhum momento foi requerido a unicidade da solugao da equacao de
estado. Por outro lado, esses resultados foram usados para definir o equilibrio de Nash nos

problemas com mais de um objetivo.
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No caso multiobjetivo, Introduzimos, por simplicidade, dois controles distribuidos na
equacao em duas regides abertas disjuntas do dominio e os associamos a dois funcionais
idénticos ao definido anteriormente. O desenvolvimento do estudo foi feito no sentido de
relacionar o problema de controle dois-objetivos com um jogo de dois-jogadores. Dessa forma,
conseguimos caracterizar o equilibrio de Nash e o 6timo de Pareto, e mostramos as condicoes
necessarias para existéncia desses pontos. A dificuldade em mostrar a suficiéncia se deveu
exclusivamente ao fato de nao conseguirmos mostrar que o conjunto das solugoes admissiveis
é convexo, haja vista que os funcionais objetivos os sao. Também nao conseguimos mostrar
que ha qualquer relagao entre esses equilibrios. Olhando para as definicoes apresentadas,
observamos que, no maximo, poderiamos tentar mostrar que equilibrio de Nash implica
otimo Pareto. No entanto, nos parece que isto s6 pode ocorrer em casos muito especiais. No

nosso caso, ¢ impossivel tentar fazer tal prova sem uma caracterizacao suficiente.

O segundo problema estudado foi um sistema distribuido com controles atuando sobre
as equacoes de Navier - Stokes. Da mesma forma que no problema anterior, Iniciamos
nosso estudo abordando o caso mono-objetivo. Neste caso, apresentamos resultados de
existéncia de solucao 6tima local e as condicoes necessarias de otimalidade local procurando
as fungoes de estado tanto no espaco das solugoes fracas das equagoes de Navier - Stokes,
como no espaco das solugoes fortes. Em ambos os casos, consideramos o controle restrito a
um subconjunto convexo, fechado, limitado com interior nao vazio. Devemos ressaltar, no
entanto, que os resultados apresentados poderiam ser obtidos sem essa restricao ao controle,
0 que nos remete ao seguinte questionamento: Qual foi a finalidade de se introduzir tal
hipétese? A resposta vem ao se estudar o caso multiobjetivo. Acontece que para mostrar
a existéncia de possiveis equilibrios de Nash, tivemos que mostrar a existéncia de solucao
para um sistema de otimalidade formado pela equacao de Navier - Stokes acoplada com a
equacao adjunta, mais uma desigualdade integral que relaciona os controles com os estados
adjuntos. Como pode ser visto, a hipdtese em questao teve papel indispensavel na prova
dos resultados de existéncia de solugao para tal sistema. Apesar disso, ao considerarmos a
funcao de estado no espaco das solugoes fracas, vimos que sé foi possivel mostrar o resultado
no caso 2-dimensional. Este resultado foi conseguido usando uma técnica de ponto fixo
aplicado sobre um problema aproximado, mais um processo de passagem ao limite. No caso

3-dimensional a dificuldade apareceu somente no processo de passagem ao limite, pois, para
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isso, necessitamos de estimativas a priori para o estado aproximado u,, e para os estados
adjuntos q%). Gragcas a hipdtese citada, obtemos uma estimativa para u,, do tipo L*(0,T; V)
o que, no caso 2-dimensional, foi suficiente para obtermos uma estimativa do mesmo tipo

para qg';) e fazer a passagem ao limite. No entanto, nao tivemos a mesma sorte no caso

3-dimensional. Neste caso, para obter tal estimativa para q%), necessitariamos de alguma
hipétese que nos permitisse uma estimativa a priori para u,, pelo menos do tipo L*(0,T; V).
Essa exigéncia ¢ necessaria para que se consiga controlar os termos extras que aparecem
no segundo membro da desigualdade de energia, vindos da derivada do termo nao linear.
Observamos também que o fato de termos aplicado o Teorema de Ponto Fixo de Schauder
sobre um problema aproximado, nos permitiu o uso da unicidade da solugao do sistema e.d.o’s
associado para definir o operador “do ponto fixo”. Com isso, a nao unicidade da solucao
da equacao de Navier - Stokes 3-dimensional nao foi uma barreira para que tivéssemos os

resultados pretendidos.

O terceiro problema estudado foi um sistema distribuido sobre as equacoes de Stokes,
onde foi introduzido um controle f(z,t), atuando na equagdo numa regido w, mais dois
controles v&) e v(® | com atuacoes diferentes da de f, atuando localmente em wy e wo,
respectivamente. Vimos que o objetivo sobre f(z, ) era o de conduzir o estado u do sistema,
num tempo 7', para perto (no sentido de L*(€2)) de um estado ideal ur(x), sem um custo
muito alto, e os objetivos sobre os controles locais era o de nao deixar que o estado do sistema
se movimentasse para longe dos estados dados u; 4 € uy 4, nas regioes de interesse wy g € wy 4.
Observe que a priori nao foi exigida qualquer restrigao para as regioes wy 4 € wa 4, sendo que
elas poderiam até mesmo assumir o dominio todo 2. Isso poderia ser feito desde que fosse
introduzido uma func¢ao suave positiva, no termo principal do funcional, que assumisse o
valor 1 nas regices onde estao definidos os controles locais. A vantagem que tivemos por nao
fazer dessa maneira, foi que, ao mostrar o critério para a existéncia e unicidade do equilibrio
de Nash, nds usamos uma hipotese relativamente mais simples do que a usada por Diaz e
Lions ao mostrarem esse mesmo resultado para um sistema distribuido sobre uma equacao

de Cauchy abstrata (veja [10]).

De modo geral, é de nosso interesse aprofundar os estudos sobre as possiveis estratégias
para abordar problemas de controle com multiobjetivos, buscando apresentar caracterizagoes

suficientes para os equilibrios, fazer um tratamento numérico (sempre que possivel) e apri-
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morar nossas técnicas de tal forma a dar continuidade a pesquisa.



APENDICE A

Resultados Auxiliares

Neste apéndice, apresentaremos alguns resultados classicos da analise funcional e da teoria

de equacgoes diferenciais parciais.

Lema A.1. Seja 2 um dominio limitado do R™ com fronteira suficientemente suave (05) de

classe C™). Se k,m e p sdo inteiros e p > 1, entdo as sequintes imersées sao continuas:

Wy — L (Q), para kp <n e p* = o=

Wk — C™Q), para 0 <m < k—2.

Lema A.2. Seja 2 um dominio limitado do R™ com fronteira suficientemente suave (05 de

classe C™) er > 1, p < oco. Se j,m sao inteiros tais que 0 < j < m e

1 1 353 m
- > — + - = —,
p r n o n
entao a sequinte imersao é compacta:
W — Wy

Observacao A.3. As imersoes anteriores sao também validas para Wégq com 2 C R™ ar-

bitrario.
O proximo lema pode ser encontrado em [45], cap.3, pp.270.

99



100

Lema A.4. Sejam Xy, X e X; trés espacos de Banach tais que Xo — X — X; com
imersoes continuas e Xg — X compacta. Entao, para cada n > 0, existe alguma constante

C,, dependendo de n e dos espagos Xy, X, X; tal que:
IVllx < nllvllx, + Cyllviix,, Vv € Xo.

O seguinte, é um resultado de compacidade que relaciona distintos espacos de func¢oes na
variavel temporal ¢ € (0,7") com valores num espago de Banach. Essa versao foi apresentada

por J. Simon em [44].

Lema A.5. Sejam X, B e Y espacos de Banach tais que X — B — Y com imersoes
continuas e X — B compacta Tém-se as sequintes imersoes compactas:
(i) 190, T; X) ﬂ{¢,—¢eL1(OTY )} L0, T:B) 1< q< oo

(ii) L>=(0,T; X) {gb, GLT(OTY}—>C’ 0,T];B) 1<7r < oo.

Lema A.6. Sejam X, B e Y espaco de Banach reflexivos tais que X — B — Y com

imersoes continuas e X — B compacta. Entao, a sequinte imersao é compacta:
L0, T X)N{u;Dyu € L™(0,T:Y)} — C(0,T;B),1 <r < 0.

O proximo resultado é um caso particular do Lema 3.3 em Ladyzenskaja([27], pp.80) com
[=1ler=s5=0.

Lema A.7. Seja Q um dominio limitado do R™ com fronteira 0S) suficientemente suave(com
a propiedade do cone). Entdo para qualquer fun¢ao u € qu(Q) valem as sequintes desigual-
dades:

a) lullpo < M)l g omp2q 2= (3= n+2) >0

b) lulo(7) < Mllullyl com g > "2 e0<7=2—("2)

onde M € uma constante que depende de p, q, n e .

Observacao A.8. Para ¢ > n + 2 no lema anterior, temos que as derivadas da fun¢ao

u € qu’l(Q) com relacdo a x; também satisfazem uma condicao de Holder em x et e a
desigualdade b).

Em particular, estamos interessados nos casos n = 2,3 e vamos reescrever o Lema A.7

COoImo segue:
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Lema A.9. Seja Q um dominio limitado do R™ com fronteira 0S) suficientemente suave(com
a propiedade do cone). Entdo a imersio W' (Q) — LP(Q) ¢ continua e existe uma constante

M que depende de p, q e ) tal que
2
lullne < Mllullg

com p dado, para n = 2, por

00 se é—%<0

p= Vp>1  se %—%:

1 1y-1 11
(j—3) se ;—35>0

e com p dado, para n = 3, por

%) se L1220

q 5
p= Vp>1 se 5—%:0

1 2\— 12
(E—g)l se a—g>0

O préximo resultado é o conhecido Teorema de Arzela-Ascoli e pode ser encontrado em
Friedman([11]; pp.112, Teo0.3.6.4).

Lema A.10. Seja K uma familia de funcoes equicontinuas e uniformemente limitadas
definidas num espago métrico X. FEntdo, qualquer sequéncia {u,} de funcoes de IC tem

uma subsequéncia que converge uniformemente em X para uma func¢ao continua.

Agora, enunciaremos o Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder que pode ser encon-
trado em Friedman([12]; pp.189, Teo.3)

Lema A.11. Sejam X um espago de Banach e T : [a,b] x X — X wuma transformagao tal
quey =T(e,x) comx,y € X ec € [a,b]. Suponha que:

a) T'(e,x) estd definida para todo x € X e para todo € € [a,b].

b) Para todo € fizo, T'(e,x) € continua em X.

¢) Para todo x € A, A C X limitado, T(e,x) € uniformemente continua em &.

d) Para todo ¢ fizo, T(e,x) € uma transformagao compacta.

e) Existe uma constante(finita) M tal que toda possivel solu¢ao x de v = T(e,x) satisfaz

lz]lx < M.
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f) A equagio x = T(a,x) tém uma dnica solu¢ao em X.

Entao, existe uma unica solugdo para a equagio v = T(b,x).

O seguinte resultado é classico da teoria matematica dos fluidos incompressiveis para o

problema de Stokes.

Teorema A.12. Dados f € L*(0,T;V') eug € H existe uma unica solugdo u satisfazendo:
(i) u e L*(0,T;V), Ou € L*0,T;V")

(ii) O +vAu = f em L2(0,T;V'); u = uq. Além disso, u € C(0,T; H).

(veja Temam [45]; pp.254, Teorema 1.1)

O préximo lema é um caso particular do Teorema geral de Interpolagdes de Lions -

Magenes [34] e pode ser encontrado em [45]; pp.260, Lema 1.2.

Lema A.13. Sejam V, H e V' trés espacos de Hilbert, tais que V é denso em H e V —
H = H' — V' com imersoes continuas (V' e H' sao os duais de V' e H, respectivamente).
Se a fungdo u pertence a L*(0,T;V) e sua derivada —ltl pertence a L*(0,T;V"), entdo u é
quase sempre igual a uma func¢ao continua de [0,T] em H. Além disso, temos a sequinte

desigualdade, que ocorre no sentido da distribui¢do escalar sobre (0,T):

d :
E|u|2 = 2(u’, u).

Lema A.14. Sob as hipdteses do Teorema A.12, existe uma distribuicao p em @ tal que a

funcao u definida no Teorema A.12 e p satisfazem o sistema de Stokes

Oyv — vAvV + Vp = f(z,1), em Q;
divv =0, em Q;
v =0, sobre X;

v(z,0) = vy, em Q.

no sentido das distribuicoes (veja [45]; pp.266, Proposicio 1.1).



APENDICE B

Alguns Conceitos de Teoria dos Jogos

Os conceitos que apresentaremos a seguir podem ser encontrados em [1]. Por simplicidade,
nos descreveremos o Jogo com 2-jogadores na forma normal em termos dos seguintes itens:
(i) N = {1,2} conjunto de jogadores.

(ii) X,Y conjuntos de estratégias dos jogadores 1 e 2, respectivamente.

(iii) U C X x Y subconjunto de pares factiveis de estratégias.

(iv) Um operador biperda F : U — R? que associa a cada par de estratégias {z,y} € U a
biperda {Fi(x,y), F»(z,y)}, onde Fi(z,y) é a perda do primeiro jogador e Fy(z,y) é a perda
do segundo jogador.

Dizemos que um par de estratégias {Z,y} é individualmente estavel, se nem o jogador
1 nem o jogador 2 tem qualquer incentivo para modificar sua prépria estratégia com uma agao
unilateral, mas somente com os outros jogadores modificando suas escolhas. Isto significa
que

F1(T,§):géi)f(1F1(iU,§) e FQ(@@):fg}f}Fz(f’y)-

Neste caso, dizemos que {Z,7} é um equilibrio nao-cooperativo. Dizemos que é coleti-
vamente instavel, se ambos jogadores podem achar um par de estratégias {z,y} € U tal
que

F1(5U7y) <Fl<T7y) € FQ(I’,?J)<FQ(E,?).
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Dizemos que {T, 7} é coletivamente estével se ndo existe um par de estratégias {z,y} € U
tal que
Fl(xvy) SFl(f7y) e FQ(LU,’LZ/)SF&(E,E)

e pelo menos uma das desigualdades ¢ estrita.

Os pares individualmente estaveis de estratégias sao chamados equilibrios de Nash e
os pares coletivamente estaveis sao chamados 6timos de Pareto. A situacao ideal ocorre
quando existe um unico par de estratégias {Z,7} que é individualmente e coletivamente
estavel, isto ¢, um equilibrio nao-cooperativo que ¢ 6timo Pareto. Infelizmente esta situacao

¢ muito excepcional.
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