O POTENCIAL GENERALIZADO NO
UNIVERSO DE DE-SITTER-CASTELNUOVO

Este exemplar corresponde a redagio final da
tese devidamente corrigida e defendida pelo
Sr.  Denilson @)mesé Aprovada pela Co-
missao Julgadora.

Campinas, 01 de agosto de 1994

. de{Oliveira % '
Ca;;ri'.s’-rg T
Orientador

Prof. Dr. Edmundg
(/

Dissertacdo apresentada ao Instituto de Ma-
tematica, Istatistica e Ciéncia da Com-
putagio, UNICAMP, como requisito parcial
para a obtencao do titulo de Mestre em Ma-
tematica Aplicada. )

ML A M
RILIGTECA THNVTIAL i

v



“Dedico este trabalho
& Claudia, minha namorada,
e aos meus pais.”



AGRADECIMENTOS

Agradeco ao Prof. Dr. Edmundo Capelas de Oliveira pela competéncia e zelo na
orientagio deste trabalho.

Agradeco & Fundagio Coordenacio e Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
(CAPES) pela bolsa, sem a qual este trabalho ndo seria possivel.

Agradeco ao Departamento de Matemdtica Aplicada (DMA) do Instituto de Ma-
temdtica, Estatistica e Ciéncia da Computagio (IMECC) da UNICAMP pelo amparo e
suporte que tanto facilitaram este trabatho.

Agradeco, também, & Fétima pelo seu excelente trabalho de digitagio dos manuscri-
tos, ao Pedro Soares pela confecgdo das figuras que ilustram o texto e a todos os amigos
pelo incentivo.



INDICE

Capitulo I: O Universo de de-Sitter-Castelnuovo e o grupo de Fantappié............ 1
8l — — INtrodugho «vvvrnt it e 1
§2 — — O universo de de-Sitter-Castelnuovo . ....o.oovvviii i, 3
83 — — O grupode Fantappié .. ...oooiinii i 7
Capfitulo II: A Equacdo de Laplace Projetiva ........ooooiiiii e, 15
81 — — Introdugdo ...........cooiiiinn, e e e e 15
§2 — — Equacdes Diferenciais Parciais Lineares Elipticas................. 15
83 — — A Equacio de Laplace Projetiva........ ...t 21
Capitulo IIT: O Problema de Dirichlet no Interior da Fsfera................... ... 25
8l — — Introduglo ... 25
82 — — A Equacio de Laplace Projetiva em Coordenadas Esféricas ...... 25
83 - — A Equacio Radial ........ ... 26
§4 — — O Problema de Dirichlet para a Esfera....................o0 30
Capitulo IV: Sobre a solu¢do Polinomial da Equacao de Laplace Projefiva......... 32
81 — — Introdugio ...t e e 32

§2 — — A solugdo Polinemial ........oovviiiniiiiiii 32



83 ~ — Conexdo com as Funcdes Especiais ......ooviiiiiiinoiennn... 34

§4 — — Estudo dos Polinémios E(p) € GE(p) eeeeeereeeneenii.t, 37
85 — —~ A Lei de Gravitagio no Universo de Castelnuovo................, 41
Apéndice: ............... e e e e e e s 43
L @74) + Lol L5 T T T T 45

| SO =33 4 Lol ¥ =LA 47



RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar o modelo cosmoldgico de de-Sitter através de
sua representacao projetiva introduzido por Castelnuove, bem como o estudo classico da
equacdo diferencial parcial satisfeita pelo potencial escalar nesse modelo de universo, a
chamada equacio de Laplace projetiva.

Obtemos a equagio de Laplace projetiva na sua forma mais geral dependendo de um
parametro A. Mostramos a unicidade da solu¢do do problema de Dirichlet quando temos
—2<A2<0.

Estudando a equagao de Laplace projetiva em dominios esféricos emerge uma certa
classe de polinémios que permitemn a generalizagdo da lei da gravitacido de Newton ao uni-
verso de de-Sitter. Ainda neste caso, consideramos o problema de Dirichlet para a equagio
de Laplace projetiva como um problema de auto-valores, obtendo assim o equivalente da
alternativa de Fredholm para a teoria espectral.



ABSTRACT

The main purpose of this thesis is to study the de-Sitter cosmological model by
means of the projective representation introduced by Castelnuovo and the study of the
partial differential equation satisfied by the scalar potential in this universe, the so called
projective Laplace equation.

We obtain the projective Laplace equation in the general form depending on a pa-
rameter A. We show the unicity of the solution when we consider the Dirichlet problem
when we have —2 < A < 0.

In the study of the projective Laplace equation in a spherical domain we obtain a
class of polynomials which generalizes the Newton gravitation law for the de-Sitter uni-
verse. Finally, we consider the Dirichlet problem for the projective Laplace equation as
an eigenvalue problem and thus we obtain an equivalence to the Fredholm alternative for
spectral theory.
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CAPITULO I

O UNIVERSO DE DE-SITTER-CASTELNUOVO
E O GRUPO DE FANTAPPIE

§1. INTRODUGAO

A estrutura do universo, principalmente em escala cosmolégica, ou seja, o chamado
problema cosmoldgico, estd longe de ser resolvido, devido tanto as dificuldades tedricas
como & falta de dados astronémicos precisos em tal escala.

O universo newtoniano, baseado na mecanica cldssica de Newton (1687) € o universo
de Minkowski, formulado a partir da Teoria da Relatividade Especial de Einstein (1908)
tendo, respectivamente, como transformacio entre referenciais inerciais o grupo de Ga-
lilei e o grupo de Poincaré, foram os primeiros modelos cosmoldgicos propostos. Ambos
supdem um espago euclidiano tridimensional infinito tendo uma distribui¢do néo nula de
matéria em todo o espago. Sabemos que o potencial de uma dada distribuigao de massa
é dado pela integral de volume estendida a todo o espacgo:

olo) = =k [ (Das =) wta)d,

onde g(z) € a densidade de matéria no espago, k& € uma constante e (y) € o potencial no
ponto y, portanto, nessas condigdes o potencial serd infinito em cada ponto do espago, o
que ¢ um absurdo. Este problema € contornado se supusermos que a massa do universo
se encontra numa certa regiao limitada, deste modo teremos o potencial bem definido em
cada ponto do espaco [Landau).

Além disso, observagdes mais precisas acerca da érbita do planeta Mercirio mos-
traram um movimento de rotagio de seu periélio) que é incompativel com a mecénica
cldssica e a Relatividade Especial.

A Teoria da Relatividade Geral de Einstein {19186), langou um pouco mais de luz no

(1) periélio é o ponto da érbita mais préximo do seu centro, no caso o Sol.



probiema cosmolégico, esclarecendo o desvio do periélio de Merciirio e permitindo geome-
trias ndo-euclidianas aos modelos de universo. Um modelo cosmolégico relativistico neces-
sariamente satisfaz as equagdes do campo gravitacional de Einstein; um sistema nao-linear
de dez equacdes diferenciais a derivadas parciais [Landau]. Além do problema matematico
inerente, a questao central da cosmologia relativista € determinar a distribuicio de massa
no universo, que nio foi devidamente respondida pelas observagdes astronémicas.

Nio obstante, varios modelos de universo tém sido propostos admitindo o principio
cosmoldgico o qual impdem condigdes de isotropia ao espago e a distribuigio de matéria
em escala cosmologica. O universo cilindrico de Einstein {1917) foi o primeiro universo
relativistico obtido, porém, trata-se de um universo estitico incompativel com o efeito
Hubble. Cerca de dois meses apds, de-Sitter publicou seu modelo de universo [Merleau—
Ponty]. O universo dessiteriano estd em expansio, portanto, compativel com o efeito
Hubble. Entretanto, é desprovido de matéria {Arcidiacono (a)], o que poderia invalidar
sua utilizagdo. Contudo , conforme os trabalhos de Arcidiacono citado nas referéncias, o
universo dessiteriano apresenta boa compatibilidade com as observagdes atuais.

Na década de cinquenta Fantappié propds uma forma alternativa de se estudar os
modelos cosmolégicos independente da Teoria da Relatividade Geral, via teoria de grupos,
estendendo a fisica o “Erlangen Program” de I. Klein (1872). Fantappie observou que a
um dado grupo continuo de transformacdes esta associado um certo modelo de universo
fisico. Assim, por exemplo, ao grupo de Galilei temos associada a mecanica cldssica; ao
grupo de Poincaré, do qual o grupo de Galilei é um caso limite, guando a velocidade da
luz é considerada infinita, corresponde a Relatividade Especial, ambos formados por dez
parametros.

Fantappié demonstrou que o grupe de isometrias do universo de de-Sitter, o grupo de
Fantappié, formado por dez pardmetros contém o grupo de Poincaré como um caso limite
quando consideramos o raio do universo dessiteriano infinito, € ainda; que nenhum outro
grupo a dez parimetros associado a um universo quadridimensional pode conté-lo como
caso limite. Assim, o grupo de Fantappié generaliza de forma dnica a Teoria da Relativi-
dade Especial ao universo dessiteriano, dando origem a Relatividade Especial Projetiva,
designada pela suas iniciais R.E.P., [Arcidiacono (a) e {b)].

Apresentamos neste capitulo, o estudo do universo de de-Sitter e do grupo de Fan-
tappié. No §2 consideraremos o universo dessiteriano através da representagdo projetiva
de Castelnuovo, obteremos sua métrica e analisaremos um pouco da sua geometria espa-
cial e da sua escala temporal. Veremos que quando o raio do universo ¢ infinito obtemos
a métrica de Minkowski.

No §3 consideraremos o grupo de Fantappié associado a representacio de Castelnu-
ovo. Obteremos os seus dez parametros, veremos que, conforme ocorre com a métrica, o
grupo de Fantappié contém o grupo de Poincaré como um caso limite quando o raio do
universo é infinito, discutiremos também duas de suas consequéncias fisicas.



§2. O UNIVERSO DE DE-SITTER-CASTELNUOVO

O universo de de-Sitter corresponde a um modelo cosmoldgico com curvatura es-
pacial constante positiva e pode ser visualizado como uma pseudo-esfera num espaco de
Minkowski pentadimensional R3, portanto, sua topologia é dada por 5% x R, onde 5° é
a esfera em IR*, [Hawking].

Denotando as coordenadas de IR} por y;, ¢ = 0,1,2,3,4, sua métrica é dada por:

ds® = dy} + dy? + dy; + dy} — dy; (1.1)

Assim, o universo de de-Sitter que, sem perda de generalidade, suporemos centrado
na origem, é dado pela equagdo

vyt —yl= R (1.2)

onde R & o raio do universo.

Evidentemente o grupo de isometrias no universo dessiteriano é constituido pelas
pseudo-rotagdes em IR com determinante mais um.

O universo de de-Sitter tem o incoveniente de nio ser chato, isso dificulta a com-
parag¢do com o espago-tempo de Minkowski. Dentre as inmimeras representagdes que se
poderia adotar, a mais natural conforme observou Arcidiacono [Arcidiacono (a)], é aquela
introduzida por Castelnuovo em 1930, embora sem a devida interpretagio fisica. Na re-
presentacio de Castelnuovo, o universo de de-Sitter é associado as coordenadas projetivas
homogéneas do plano projetivo P%, e as coordenadas cartesianas da representacio de
Castelnuovo séo dadas pelas coordenadas do plano projetivo ndo homogéneo tangente 3
pseudo-esfera dessiteriana em (R,0,0,0,0), conforme Figura 1. Denominaremos de uni-
verso de Castelnuovo esta representacdo projetiva do modelo de de-Sitter.

Denotando as coordenadas cartesianas do universo de Castelnuove por
x;, 1 =1,2,3,4, decorre da geometria projetiva {Birkhoff], as seguintes relacdes:

z;=R%. i=1,2,3,4 (1.3)
Yo
Substituindo na equagio (1.2} obtemos:
R
- 1.4
Yo A (1.4)
22 2 2
onde A? = 1 + 2L Rl Baked: 2y (1.4.a)

R2

A equacio A% = 0 é conhecida como quidrica absoluto de Cayley-Klein. Segue da
representacio projetiva que o universo de Castelnuovo é constituido pelos pontos externos
a quédrica absoluto, ou seja, pelos pontos = (z1, 2, T3, 24), tais que A* > 0, veja Figura



1, logo a coordenada associada a parte temporal z4 € limitada ao intervalo [—R?; +R?],
enquanto as coordenadas espaciais 2y, zs, T3 sdo ilimitadas (1.

Como na geometria projetiva identificamos os pontos antipodais a um determinado
plano, devemos restringir a representagio de Castelnuovo a meia pseudo-esfera g > 0.

N

miverso de de-Sitier
universo de Castelnuovo

O universo de de-Sitter e a representagio de Castelnuovo
FIGURA 1

Utilizando as equagdes (1.3} e {1.4) temos a relagdo entre as coordenadas do universo
de de-Sitter e as do universo de Castelnuovo

. = : i=192:374

(L5)

Yo =

RV Y

Antes de prosseguirmos com nossa discussdo do universo de de-Sitter-Castenuovo -
convencionaremos as seguintes notagdes introduzidas por Einstein, com a intenc¢io de
simplificar a escrita das expressdes:

(1} Admite-se como métrica para um espago-tempo aquela que tenha assinatura (3, 1), ou seja, trés
auto-valores positives e um negativo e mais, o auto-vetor asscciado ao anto-valor negativo corresponde a
coordenada temporal.



i) A coordenada yy serd considerada imagindria, ou seja, ¥4 — 4.

ii} Usaremos indistintamente indices superiores e inferiores. Os indices com letras do
alfabeto grego serdo contados de zero até quatro, enquanto que aqueles com letras
latinas serdo contados de um até quatro.

iii) Quando um indice superior e um inferior estiverem denotados pela mesma letra
admitiremos sua soma.

Nessas condigdes a equagéo (1.1) € escrita da seguinte forma:
ds? = dy, dy* (1.1.a)

€, Como Z4 — 124, temos a equagio (1.4.a) escrita como:

7 II:{:I?'.
A :l-i-'“é;.

A partir das equagdes (1.5}, resulta que

z:dyo + Yodz;
dyi == T

Substituindo na equagdo (1.1.a) e simplificando, obtemos a métrica do universo de
Castelnuovo

Ti%;
R2
onde §;; é o delta de Kronecker e A® é dada acima.
Quando B — oo, temos A% —+ 1 e a métrica de Castelnuovo torna-se a métrica de
Minkowski, isso deve se repetir no grupo de isometrias, ou seja, o grupo das isometrias
do universo de Castelnuovo, denominado grupo de Fantappié, deve conter o grupo de
Poincaré como um case limite quando R — c¢o; veremos no préximo paragrafo que de

fato isto ocorre.
Uma questdo importante € a escala temporal e a geomeiria espacial para o universo
de Castelnuovo. De modo geral [Landau)], dada uma métrica.

ds* = A‘“‘{Agégj - }d&:édxj (1.6)

ds? = 9ij (m)dmfdxj t,7=1,2,3,4

onde g;;(z) = gs{z), de um determinado espago-tempo, no caso a equagéo (1.6}, a escala
temporal para um certo observador é determinada pelo seu tempo prdprio, isto €, o tempo



medido em relagao ao referencial onde o observador esteja em repouso. Denotando-o por
7, temos:

dr = =+/~gudzs; ¢ é a velocidade da luz

o

assim o tempo préprio de um certo observador no universo de Castelnuove é dado por:

L _E VB + 2} + a3 + a3
T Ryt tal—
1 2 3 4

d:!f,l

Integrando esta expressdo obtemos:

R, VR ¥+
'r=-2—c£0g\/m_$: onde: p? = 2?4z + 22

O elemento métrico espacial é dado por:

G4i04; ; S
dfz = (g,-_,' — = dz’ dz' 1,1 = ].._.2,3.
G144
Como ilustragdo consideremos o comprimento de uma linha reta no universo de
Castelnuovo sobre o eixo z;, no instante inicial 4 = 0, medido a partir da origem, tendo
coordenadas 0 e Ty, assim:

R’z

df = ———
R? 4 22

d:z:l.

Integrando segue:

{= R arctan (ﬂ)
R
Observe que o comprimento do eixo z; € igual ao comprimento de uma meia circun-
feréncia de raio R, conforme Figura 1. Esses resultados estdo de acordo com [Arcidiacono
(a)], embora sejam obtidos usando o modelo da geometria hiperbédlica de F. Klein para o
universo de Castelnuovo.
Para concluir, é evidente que a geometria espacial do universo de Castelnuovo néo
é euclidiana, porém fica completamente determinada através do seu elemento métrico
espacial.



§3. O GRUPO DE FANTAPPIE

O grupo de Fantappié € o grupo das isometrias do universo de de-Sitter-Castelnuovo
e conforme foi dito na introducdo deste capitulo constitui uma forma original de estender
a Teoria da Relatividade Especial ao universo dessiteriano resultando na R.E.P. .

Sabemos que o grupo das isometrias de uma pseudo-esfera num espago de Minkowski
n-dimensional R, », P+ ¢ = n, consiste do grupo ortogonal O(p, ¢}, ou seja, das pseudo-
rotagbes em R, , com determinante mais um, [Dubrovin]. Logo o grupo de Fantappié
é isomorfo ao grupo das pseudo-rotacdes em IR], o grupo O{4,1), tendo portanto dez
pardmetros. Nosso objetivo é encontrar sua expressdo na representagdo projetiva de Cas-
telnuovo.

Utilizando a seguinte convengdo:
Ty=a, Tz =Yy, T3 =%, T4 = ict,

comegamos por discutir os trés seguintes casos bidimensionais com um dnico parametro.
O caso geral a trés pardmetros, serd obtido pela multiplicacdo dessas transformagoes sim-

ples.
Nesses termos, considere dois observadores 0 e 0’ e seus respectivos referenciais k e

k' nos seguintes casos:

i) Translagdo Espacial

Sejam 0 e 0/ num mesmo instante de tempo e em repouso relativo sendo que 0
estd separado de ( por uma distancia T ac longo do eixo &', conforme Figura 2. A
transformagao do referencial k£ em &' é entdo, em coordenadas projetivas homogéneas

Yo = Yo cositL— 1 sen iy

yg sen iy + Y1 cos 4y

&=
H



i)

~ — — universo de de-Sitter
——— universo de Castelnuovo

Translagao espacial
FIGURA 2

Tomando & = tgt; = T/R como sugerido pela Figura 2 e passando para as coorde-
nadas cartesianas no universo de Castelnuovo, através das equagdes (1.5), temos:

(2',1) = m{ n"( el t1+&)
THH) = IEE = l—az/R ' 1—az/R

Observe que quando R — oo, a — 0 e temos:

(1.7)

=T ; t'=t
que corresponde a translagdo espacial ordinaria.

Translacdo Temporal.

Considere 0 e 0’ na mesma posicio do espago, com (' separado de 0 por um intervalo
de tempo Tj.
De forma analoga temos:



a/IT=7  t+T, )

o’ 1) = m(e, ) = :
(a,) = mal=,1) (I-I—'yt/tg 1+ ~t/t

onde o = R/c , v = To/ta e ¢ € a velocidade da luz.
Novamente, quando R — oo obtemos a translacdo temporal ordinaria, ou seja:
F !
=z , ¥ =t+Tp
iii) Deslocamento Inercial.

Sejam 0 e 0’ na origem de seus referenciais, com 0 deslocando-se com velocidade
constante V' em relagio a .

Observando que o plano da pseudo-rotagdo nas coordenadas projetivas homogéneas
é (y1,y4), segue, de forma analoga aos casos anteriores, que a transformacio no
universo de Castelnuovo é dada por

s A2
-+ Vi t-[—V:z,/c) (L9)

(a,17) = w5z, t) = (m VIR
onde 8 = V/e.

E interessante observar que formalmente m3(x,t) coincide com a transformagio de
Lorentz da Teoria da Relatividade Especial, além disso, independe do raio do universo R.

A inversa das transformacdes 7;, ¢ =1, 2,3, é obtida tomando o inverso aditivo dos
pardmetros T, Ty, V; 0 que estd de acordo com nossa intuigdo fisica. Este resultado pode
ser confirmado resolvendo as equacGes de 7; em relacdo a (x,t) ou valendo-se do mesmo
raciocinio para obter tais transformacdes.

A forma mais geral do grupo de Fantappié em relagdo as coordenadas projetivas
homogéneas ¢ dada por:

Yo = Goolo + Go1y1 + GoaYs
Y1 = Gio¥o + auyi + G1ays
¥y = Qoo + aqyr + Gy

Introduzindo as coordenadas da representacdo projetiva de Castelnuovo através da
equagdo (1.3) temos:



2
, _ Rayz + Raygzy + Baro
an1 + tosq + Rego

7 = Rayzy + Ragxy + Rlay (1.10)
am®1 + GosZy + Fago

Considerando o movimento da origem do referencial k& = (z,, 2,4}, ou seja, 2, = 0, e
eliminando a varidvel temporal z temos:

3004 — 140po

gty — G104
Ty = ‘ i+ R
Gp4Qyn — Qpolyd Qostag — Upola4

Observando que =, = ict/, é evidente que a velocidade do referencial k = (21, 24) em
relacio a k' = {2/, ) é dada por:

. d108¢4 — Q14800
V =ic

: (1.11.2)

Qo4 — 200%44
Tomando z; = z4 = 0 na equagéo (1.10) temos:
Ralo e . _ Ra.;()

T, =
4
Y] €po

[
Ty =

Esta claro que estes serao os parametros T e i¢ T de translagdo espacial € temporal,
respectivamente, logo:

a9 . T ayp
=2 . y=i—=— 1.11.b
@oo K to  Goo ( )

x =

=

A transformacio do grupo de Fantappié a trés parametros é obtida pela multiplicacio
das transformacoes simples #;. Por serem pseudo-rota¢des em planos distintos estas nio

comutam, logo devemos fixar uma certa sequéncia para uma transformacdo a mais de um
parametro.

Admitiremos como transformacéo a trés parametros a seguinte sequéncias
+ !
(2',t) = n(z,t) = 7172732, 1)

Valendo-se das relagdes (1.11a e 1.11b) para os pardmetros de cada transformagio
obtemos a transformagio acima efetuando a seguinte corre¢ao nos pardmetros:

__AB
T a?—anp



onde: > =14+a?; A’=14+c®—~+2

Note que os pardmetros 4 e [ sdo medidos em relagio a referenciais que foram
transformados por 7; e w3 respectivamente, pois, foi desta forma que tais transformagdes
foram definidas, enquanto que a,v e 8 sdo medidos em relagdo ao referencial transformado

por 7.
Efetuando os calculos obtemos:

y _ Azt [8+v(e—By)lct+ BT
A8 —a)z/R+ (v — aB)t/to+ B

Apr/c+ 1 + ala — Bv)]t + BT,
AlyB — a)z/R+ (v - af)t/te + B

onde A’=1+0?~-7'eB =1-0"+(a—p7)"
Quando R — oo temos A? — 1, B? — 1 ~ % e a transformacio acima se reduz a

¢ (1.12)

; ’t
= L+T

N

2
v t+Vz/ec LT

1=
que corresponde a transformagido do grupo de Poincaré. Assim, mostramos que o grupo

de Fantappié contém o grupo de Poincaré como um caso limite quando £ — oo, conforme
haviamos mencionado anteriormente.

Para que tenhamos (z',¢') reals nas equagdes (1.12) necessariamente devemos ter:
i}y A2>0.

Isto implica que (T, Tp) é externo a quadrica absoluto de Cayley-Klein, conforme ja
observamos.

ii) B2 > 0.

Dessa condigdo segue:




que generaliza a condigéo ~c £ V' < ¢ da Relatividade Especial.

Poderiamos ter tomado outra sequéncia para obter a transformagao do grupo de
Fantappié a trés pardmetros. Por exemplo, a seguinte transformacao:

(=, 1) = momi (g, 1)

( biy + T o zfed+ At 6T, )
ar/R+ Atfta+b ' ax/R+ Atfto+ b

onde b =1—+%
Em virtude das equagfes (1.11a e 1.11b) temos uma velocidade residual dependente
dos parametros T e T, ou seja:

asy
V = 0
ci+72 #

que limita sua aplicag&o fisica, porém, quando R — oo temos:
g=z+T ; ' =t4+To ; V=0

Ocupemo-nos com o grupo de Fantappié no caso geral do universo de Castelnuovo
quadridimensional, nos seguintes casos:

i) Translagcdo Espacial.

Do mesmo modo que para o caso bidimensional visto anteriormente, para uma
translagao ao longo do eixo z, temos:

: e+T , /14 of

= l1-—az/R ‘ :1—am/R
;. yVl4o?f o tv1 4+ o
vy = 1-—-az/R 1 - az/R

onde o =T/R.

Observe que somente a componente paralela a translagao, no caso, a componente z,
é envolvida na transformacdo acima. Assim para uma translagdo espacial com trés
parametros T = (71, T2, T3), podemos separar o vetor 2 = (1,22, £3) NumMa parte
X paralela 2 T' e numa parte x, perpendicular 2 T, donde segue que:
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o = AT o Xuvltat
I 1— {e,zy)/R’ T 1= (o, 7)/R
yo— iv1+a?

1= {a,x))/ R

onde {, ) éo produto interno euclidiano de R®, a = T/R e o = o'

Notando que x = xj + %, temos X’ = x|+ x".. Tomando A% =1+ &?, podemos
escrever as equagdes anteriores como:

o o Azt Tl - (@T/R)/(1+ A)
j 1+ Tiet [ R?
At

P - 1.13
1+ T/ (1.13)

onde a somatdria implicita é de um até trés.
Deslocamento Inercial

Suponhamos as mesmas condi¢des como no caso bidimensional, com (' deslocando-se
com velocidade constante V = (11, V3, V3) em relagio ao observador 0. As mesmas
observacgdes do caso anterior se aplicam agui sem nenhuma restrigio, assim a trans-
formagdo do grupo de Fantappié pode ser escrita do seguinte modo:

, x|+ Vi
X[I = “‘u“‘_— H Xl:‘XJ_

onde: B =V/ce 82 =385
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Escrevendo C? = 1 — 82, essas relagbes sio expressas por

2 = L {4 Vil @20+ O)))

¢ = -é{u-(:c"v,-)/c?} | (1.14)

it} Rotacdo Espacial.

Considere dois observadores 0 e 0/ na origem de seus referenciais e em repouso rela-
tivo, sendo que o plano (z1,z2) estd rodado de um &ngulo & em relagdo a (x},25) €
&3 coincidindo com z4. Evidentemente as transformacGes do grupo de Fantappié re-
ferente a este movimento serdo dadas por expressées formalmente iguais as rotacfes
euclidianas, assim tomando 6, = cos & temos:

x; = 913:1—\21—9%3:2
zh = /1 =8z + Hiz,

¢ = t (1.15)

Deste modo, obtemos finalmente os dez pardmetros do grupo de Fantappié na re-
presentacdo projetiva de Castelnuovo, sendo trés de translagio espacial (T1,73,73), um
de translagio temporal (Ty), trés de deslocamento inercial (V4, Vi, V3) e trés angulos de
rotagdo (#q, 0, 03}, exatamente como no grupo de Poincaré.

Algumas consequéncias fisicas interessantes podem ser obtidas a partir do grupo de
Fantappié. Examinaremos algumas dessas consequéncias a parte no Apéndice.
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CAPITULO II

A EQUACAO DE LAPLACE PROJETIVA

§1. INTRODUGAO

Neste capitulo obteremos a equagio diferencial parcial (E.D.P.) satisfeita pelo po-
tencial escalar no universo de de-Sitter com a representacio de Castelnuovo. Tendo em
vista o carater projetivo desta representacio, esta equagio sera chamada de Equacdo de
Laplace Projetiva.

Antes, porém, no §2 examinaremos as E.D.P’s lineares de segunda ordem do tipo
eliptico. Daremos uma defini¢do para esse tipo de equagdo, demonstraremos dois teore-
mas importantes, o8 Principios do Maximo Fraco e Forte, de onde decorre a unicidade
para o problema de Dirichlet para regides limitadas e nao limitadas, respectivamente.

No §3 obteremos a Fquagdo de Laplace Projetiva eliminando a dependéncia temporal
da equagio de D’ Alembert projetiva. Aplicando os resultados do §2 discute-se a unicidade
do problema de Dirichlet e o problema do potencial definido em todo o espago, chamado
problema no infinito, ao qual impde-se uma condigdo de decaimento da solugio no infinito.
Examinaremos suas transformagdes invariantes e veremos gue, como seu analogo cléssico,
trata-se de uma E.D.P. eliptica.

§2 EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS LINEARES ELIPTICAS

Consideraremos as E.D.P’s do tipo elipticas definidas num aberto £ do JB" que,
a menos de men¢ido em contrdrio serd conmsiderado limitado, indicaremos por 9§} sua
fronteira, por §2 seu fecho, por Br(y) a bola aberta euclidiana de raio R centrada em yz,
e por [|z|| a norma euclidiana do vetor z, assim Bg(y) € o conjunto formado pelos pontos
z, tais que, |z —y|| < R.
Sejam ! C JBE*, aberto e ndo vazio e L um operador diferencial parcial linear de
segunda ordem
fi 82 ) 3
L= a;{z)e—m—+ ) bi(z})— +¢clz
> ae) ooz + L) + el

i,7=1 i=1
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onde a;(x), bi{x) e ¢(z) sdo fungdes reais definidas em €1 e a;;(z) = a;i(z).
Diremos que L é do tipo eliptico em §1 se a forma quadritica associada a matriz
[a;;(z)] for positiva para todo z € (2, isto é, se existir uma constante ¢ > 0 tal que

n

> aile)éd; > ¢lléll®
iy=1
para todo £ € IR™; £ # 0 e todo 2 € {1
De forma mais restrita, se { > 0 for tal que

ClEl? < 3 aue)its < ZIel?

L sera dito uniformemente eliptico.
Uma equagéo diferencial parcial linear de segunda ordem

L{u}=f

seréd chamada eliptica ou uniformemente eliptica conforme a classificagio do operador a
ela associado.

Admitiremos que as fungdes a;;(z), 5:(z) e ¢(z) sejam continuas em . Logo se 0
for limitado essas fungdes serdo limitadas, e obviamente a elipticidade uniforme é con-
sequéncia da elipticidade em ).

A constante ¢ é chamada constante de elipticidade da equagdo. Obviamente se
A e A sio o menor e o malor auto-valor de [a;;{x)] respectivamente, podemos tomar
¢ = min{}, A7}

Sejam (2 e £ abertos do R™ e y = y(2),y(f2) — € uma mudanca de variavel de
classe C!. Nesta nova variavel a matriz da forma quadritica associada 3 parte principal
da ED.P. L{u} = f é dada por: [ay(y)] = J¥[ai;(2)]J, onde J é a matriz jacobiana
de y(z) e J? sua transposta. Se o determinante jacobiano nio se anular, a mudanca de
variavel preserva a elipticidade da E.D.P., ficando assim bem definida.

Uma propriedade importante das equacoes elipticas de segunda ordem € o chamado
Principio Fraco do Maximo, contido no seguinte:

TEOREMA 1. Principio Fraco do Mdzimo. Seja L eliptico em um aberto §3, se
L{u} 2 0(<0), ¢fz)=0 em O

para u € C*(0) N C(1)), entio o maximo (minimo) de u em {} se encontra na fronteira
de 1, isto e,

sup ¥ =supu {infu = infu).
up u = supu (igfu = infu)
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PROVA: Primeiro observamos que se L{u} > 0 em {}, entdo u{x) n&o pode assumir seu
maximo num ponta interior zy € ). De fato, se u{zp) é um maximo e x, se encontra no
Ju(zo) 0*u(zo)

Oz; Oz;0x;
por hipétese, a forma quadratica associada & matriz [a;;(zo)] é positiva, consequentemente
temos:

interior de {}, temos = 0 e a forma quadrédtica hessiana negativa. Porém,

- aq (xo)
u(zo)} = < 0.
o) Zz am 0
Logo u(z) ndo pode assumir um maximo interior a (2.

b
Como b;(z) é limitada em £, temos uma constante by > 0 tal que l—L < by, obvia-

mente a;1 > (, logo existe uma constante « suficientemente grande para a qual:
L{e™} = (v’ +9b)e™ 2 C(¥? = vho)e™ >0
Para ¢ > 0 temos:
L{u+ee™} >0 em Q,

segue entao

TEL ) YL )

= sup{u + ce

sup(u + ce
Q 50

Fazendo ¢ — 0 temos, evidentemente, sup u = sup %, como afirmado no teorema, a
0 a0

desigualdade contriria é obtida tomando —u(z) acima. O

Suponhamos agora que ¢(z) < 0 em 2. Considerando o subconjunto 0% C Qno qual

u({z) > 0, vemnos que se L{u} > 0 em {1, entao{ZaUa 9z, -I-Zb }u>—cu>0

11=1
em {3, decorre do teorema anterior que o maximo de uw em Q* se encontra. em It e,
portanto, em dQ. Denotando

ut = mawx(u,0) ; « = min(y,0)

obtemos o seguinte:

COROLARIO 1.: Sob as mesmas hipéteses do teorema anterior, exceto ¢{z) < 0, temos:

supu < suput (mfu > infu™).
0 a0
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Se L{u} = 0 entdo:
sup |u| = sup [ul.
Q a5

Uma consequéncia imediata do corolario acima é a unicidade do problema de Diri-
chlet para regides limitadas quando ¢ < 0.

A condigdo ¢ € 0 néo pode ser enfraquecida para permitir c(z) > 0. Um exemplo
familiar é a existéncia de auto-valores positivos para a equagio de Laplace, veja [Tijonov].

Para a unicidade do problema infinito precisamos do caso mais geral devido a E.
Hopf, [Gilbarg], chamado Principio Forte do Maximo, que provaremos a partir do se-

guinte resultado:
“Dizemos que um aberto 3 C JR"™ satisfaz uma condigio esférica interior em zq € 982

se existe uma bola B C @ com z5 € 0B”.

LEMA 1.: Supondo L uniformemente eliptico, ¢(z) =0 e L{u} > 0 em {, seja o € 00
tal que:

i} u(z) é continua em xg;

it) u(zq) > u{z) para todo z € (2, observe que isto € garantido pelo teogema anterior;

iii) O satisfaz uma condigio esférica interior em xq.

Entio a derivada normal exterior de u em =z, se existir, satisfaz a desigualdade
estrita

du

v

Se ¢{z} < 0 e ¢(z)/( é limitado, o mesmo se mantém desde que u(zy) > 0, e se
u(zg) = 0 obtemos a mesma conclusdo independente do sinal de ¢{z).

(.’Eo] > 0.

PROVA: Por hipétese, existe uma bola B = Bap(y) CQ comzo € dB. Paral < p < R
introduzimos uma fungao auxiliar v definida por:
ar? e—aR2

v(z) =€~

2 . :
‘e @ ¢ uma constante a ser determinada.

onde r? = ||z — y|
Temos

n

L{v} = oo [492 Z ai;(z; — yi)(z; — y;) — 20 (a;,- + Zn: bi(z; — y;))] + cv

f,7=1 =1
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observando a elipticidade uniforme e valendo-se da desigualdade de Cauchy-Schwarz, po-
demos escrever

L{v} » 7 [4c?Cr? — 2a{a; + erH) + ¢

Como ai;/(;[6]/¢ e ¢/{ séo limitados, podemos escolher o suficientermente grande de
tal modo que:

L{v} > 0 em toda regido anular A = Bp(y) — B,(y).
Por (ii) u(z) — u(zo) < 0 em 0B,(y), logo existe uma constante ¢ > 0, tal que:
P{z) = u(z) —ulzg) +ev <0 em 9B, (y).
Observe que esta desigualdade é satisfeita em 0Br(y) onde v = 0, assim temos:
L{Y} >0 em Ae ¢¥(z) £0 em OA.

Aplicando o principio fraco do maximo {Corolério 1) segue que #(z) < 0 em todo A.
W

Tomando a derivada normal exterior em zg temos:a—y = 5(3:0) + ¢v'(R) > 0; logo,
0
va%(xo) > —ev/(R) > 0. n

Uma consequéncia deste lema € a unicidade do problema de Neumann, veja [Gil
barg).

TEOREMA 2.: (Principio Forte do Mdzimo). Seja L uniformemente eliptico
L{u} 2 0(<0) ¢(z) =0

em um aberto {} ndo necessariamente limitado. Entdo se o méximo (minimo} de u se
encontra no interior de {2, « é uma constante. Se ¢ < 0 e ¢/( € limitado, entdo u ndo pode
assumir um maximo nZo negativo (minimo ndo positivo) no interior de 2.

PROVA: Supondo o contrario, ou seja, u{z) ndo é uma constante e assume seu maximo
M > 0 no interior de 2, entfo o conjunto 27 no qual u < M satisfaz

Q- CQ e dQ NQ#D.

Seja x¢ um ponto de 27, este estd mais préximo de 902~ que 942, e considere a maior
bola B C 1~ tendo zo como centro, veja Figura 3. Entdo u(y) = M para algum y € 9Q
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du

enquanto u < M em B. O lema precedente implica que -—(y) # 0 para algum ¢, 0 que é

0x;

1
impossivel para um ponto de maximo interior, esta contradi¢do estabelece o teorema. O

an

Principio Forte do Méximo

FIGURA 3

COROLARIO 2.: Seja L eliptico em IH™. Considere o problema
L{u} = f; c(z) €0 e(z)/¢ limitado

sujeito a condicido de decaimento i lim u{z)=0. Se existir solugdo regular, ela é dnica.
o | g =ed

Em particular se f = 0 entdo a tnica solugido serd a fung¢io identicamente nula.

De fato, se existisse uma outra solugio v(z) # wufz), entdo, pela linearidade
L{u—v} =0, podemos supor que existe um ponto o, tal que u(zg) —v{zo) =M > 0. A
condi¢do de decaimento a zero no infinito garante que podemos tomar uma bola centrada
na origem com raio R suficientemente grande tal que u(z)—v(z) < M para todo z externo
a essa bola. Logo wp € um ponto de maximo interior, com L uniformemente eliptico em
Bg(0). Pelo Principio Forte do Maximo u — v = constante, de onde decorre que u =v. O
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§ 3. A EQUACAO DE LAPLACE PROJETIVA

A equagio de D’ Alembert é definida para um espago-tempo com métrica
ds? = gi;(z)de’da?

através da seguinte equagio, [Landau]

y 1 & . O
*o = '1 = —— W — H— 1 =10
s v =P 1/“9’83),‘( 99 8$j)

onde ;7 denota a derivada covariante em relagdo a x;, ¢**gi; = 6 e g = det gi;.
Para a métrica (1.6) do universo de Castelnuovo, apds efetuar os calculos obtemos:

. 32 4 d
D@:Az{[ﬁ]+-§5{2x:§38 02, —I-‘)Zz:xra*;—_]}ga(x):{] (2.1)

Fj=1 :

onde 0O é o operador de D’ Alembert.

Evidentemente esta equacdo é invariante pelo grupo de Fantappié, em particular
para as rotagGes espacials.

A equagdo de D’ Alembert no universo de Castelnuovo (2.1} pode ainda ser generali-
zada um pouco mais, conforme [Arcidiacono]. Para isso consideraremos ¥(y) uma funcio
homogéneall) de grau X na variavel projetiva y, logo:

BNA Ry; .
(—) Y(yo, y;) = %b(R, A) 7=1,2,3,4
Yo Y

0

observando as relacdes (1.3), resulta que

R*(y) = y39(B,x).

Derivando esta relagdo com respeito a yo e ¥ obtemos, respectivamente

R oop(o) = Wi (B, 2) = 43 i (o)
Yo =]

(22)
., 0 o 9
layk¢(y) - yO 1a$k¢(R’ $)

(1) A hipdtese de homogeneidade de (y) é feita para garantir que esteja bem definida quando da
passagem das coordenadas cartesianas ¢ para as coordenadas projetivas homogéneas y e vice-versa.
Por definigdo: ¥ ¢ homogénea de grau A, entdo:

¥(oy) = o*P(y).



Essas relac¢Oes fornecem a derivada projetiva P em termos das derivadas cartesia-
¥

I1as.
Definimos o d’ alembertiane projetivo por:

4 82
y)= g a—y?%b(y)

A partir das relacbes (2.2) obtemos:

( o2
RA82¢ = Al {ZMJB 5 X Z,,,l _ )}1,1;(1%:::)

t,y=1

Rt L) = bR, )
Oyt R A

LY

Donde segue o d’ alembertiano projetivo em termos das coordenadas cartesianas do
plano projetivo P*

g = () {o ikl ,\14-—‘9—,\,\1]3
1= (3)" (o {8 w200 e 0]
(2.3)
Agora fazendo a restricio das coordenadas projetivas homogéneas ao universo de
de-Sitter, ou seja, a pseudo-esfera (1.2), a relacdo entre as varidveis x e y € dada pela
equagio (1.3), desta forma podemos escrever:

olz) = (5, %)- AR, )

,0u seja,
¢’(Rs a;i) = A\Q(l‘)
onde A é dado pela equagio (1.4.a).

Substituindo esta relagdo no d’ alembertiano projetivo, a equacdo de D’ Alembert
projetiva no universo de Castelnuovo é dada por:

o° 2 0 A(A+3)
D) N _— = .
A? {D+R2{E m$38x53j+'i_§1i'8 t_]}t,o(3:)+ 2 w(z) = 0. (2.4)

1,7=1
Quando A = 0 ou A = -3 obtemos a equagao de D’ Alembert (2.1). Observe que a
equagio (2.4) também é invariante pelo grupo de Fantappié.
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A equagdo (2.4) pode ser generalizada para um espago n-dimensional, sendo escrita
coTno:

A{D—f-——-[z:ca:,aa + 2 Z:f:, ]} —I—-/\(—/\%:—}-)@(m):O (2.4.a)

t,5=1

onde O é o operador de D’ Alembert n-dimensional.

Eliminando a dependéncia temporal da equacdo de D’ Alembert projetiva, obtemos
a equacao de Laplace projetiva, que sera objeto de estudo neste e nos préximos capitulos.
Desta forma tomando z4 = ict = 0 na equagio (2.4) a equagdo de Laplace projetiva é
dada por:

]} @+ om0 )

A-i——[ TiT; + 2 .7;‘
w{as g5 mmgd 08
x1+$2—]—x3

onde A é o operador de Laplacee AZ =1+ R

Obviamente, do mesmo modo que para a equagao (2.4), as transformagdes do grupo
de Fantappié que nio envolvem a coordenada temporal mantém a equagéo (2.5) invariante.
Mais explicitamente, a equagao de Laplace projetiva é invariante pelas rotagdes espaciais,
assim comno pela 2 translagdo espacial geral dada pela equagio (1.13).

E interessante observar que a equacio de Laplace projetiva também é invariante pela
troca —A = X + 2, como consequéncia, para A € IR, podemos limitar nosso estudo aos
casos A € [—2,0] e A € (0, 00).

Veremos agora que a equagao de Laplace projetiva € uma E.D.P. do tipo eliptico.
De fato, os auto-valores da matriz associada a equacdo (2.5} sdo dados pelas rafzes da
equacdo algébrica .

detfa;;(z) — (6] = (1= )} (A* =) =0
LT

e

onde [a;;(z)] = [6,-5 + ] e A? é dado como na equagio (2.5).
Logo ( = (1,1,A%) e consequentemente a equagdo de Laplace projetiva é uma
equagao eliptica em todoe o espago e uniformemente eliptica em dominios limitados.
Fisicamente a solugdo da equagio (2.5) representa o potencial escalar de algum
campo. Se considerarmos o potencial definido em todo o espago, o chamado problema no
mfinito, é natural considerar que para grandes distancias o potencial se anule, ou seja,
que @z} solugdo da equagao {2.5) satisfaca | ]li]moo w{z) = 0. Nessas condicdes decorre

do Colorario 2 do pardgrafo anterior que temos apenas a solugdo trivial ¢(z) = 0 para
A e[-2,0]
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No préximo capitulo estudaremos em detalhes o problema de Dirichlet para a equagio
(2.5) no interior da esfera. Pelo Coroldrio 1 podemos assegurar a unicidade da solugio
somente quando A € [—2,0], quando A ¢ positivo veremos que em geral isto nio ocorre.



CAPITULO III

O PROBLEMA DE DIRICHLET NO INTERIOR
DA ESFERA

§1. INTRODUGAO

Neste capitulo apresentaremos e discutiremos o problema de Dirichlet para a equagdo
de Laplace projetiva no interior da esfera. Para isso, no §2 introduzimos coordenadas
esféricas na equagio (2.5), obtendo uma E.D.P. separdvel nas varidveis angulares e ra-
dial. Para esta ltima obteremos uma equagio diferencial ordindria de segunda ordem
dependente de A, e para a parte angular obteremos sua solugdo em termos dos harménicos
esféricos classicos.

No §3 discutiremos a natureza dos pontos singulares da equagdo radial e a partir
disto obteremos sua solucdo identificando-a com uma equacio hipergeométrica.

No §4 consideraremos o problema de Dirichlet para a esfera, exibiremos sua solugao
em forma de série e analisaremos sua unicidade.

§2. A EQUAQAO DE LAPLACE PROJETIVA EM COORDENADAS
ESFERICAS

Introduzindo coordenadas esféricas:

Rr, = psen§ cose;
Rxy = psend send;
Rzs = pcos b, (3.1)

onde p>0, 0 <8< mel<¢<2r aequagdo (2.5) é escrita como:

e a7 @ o 1 & 2
2 -
{(I’LP)[ 62+2'08] Tom vt bt enzsa&}‘”u A+ 2)e =0
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onde ¢ = ¢(p, 0, ¢).
E evidente que trata-se de uma E.D.P. separdvel. Escrevendo ¢(p,8,¢) =
= U(p)V (8, ¢); obtemos:

a—zVﬁ-cot EQ—V+L6—2V+€(E+1)V-O (3.3}
062 9% %0 sen2f gp* - "

‘)
Poo2d, M4, W+

A e AT O L 5.4

Notando que a equagio (3.3) coincide com a parte angular da equagio de Laplace
cldssica, resulta que sua solugdo regular em § é um multiplo constante dos harménicos
esféricos Y;*(0, ¢) [Magnus]. Assim:

V(8 ¢)=kY(8,4) = ke'™® P (cosh) (3.5)
onde k é uma constante, P;*(cosf) sdao os polinémios de Legendre associados;
£=0,1,2,3,..;em=—-¢{-{+1,...,{—1,L

Decorre ainda, sua invaridncia por rotagles espaciais ordindrias como ja haviamos
observado.

§3. A EQUACAO RADIAL

Consideraremos agora a equagao radial {3.4). Observe que esta mantém-se invariante
pela troca —f & £+ 1 e —A « A+ 2, esta dltima nos permite considerar apenas os casos
A€ [-2,0] e A€ (0,00).

. i ~ . .
Efetuando a mudanca de varidvel ¢ = — a equagio (3.4} é escrita como
P

& MA+2) e+,
TVt Gl gtV o (3.6)

a qual é regular em { = 0, o que implica na regularidade no infinito da equagéo original.
Consequentemente a equagéo {3.4) possui apenas p; = 0,p; = +1 e py = —i como
pontos singulares regulares (V). Tratando-se de uma equagdo fuchsiana com trés pon-
tos singulares [Sotomayor], sua solugdo pode ser expressa em termos das fungdes hiper-
geométricas.
Introduzindo o simbolo de Riemann para tal equagio, temos:

(1} Dizemos que zg é ponto singular regular da equagio w” + by(z)w’ + ba(z)w = 0 se by(z) e ba(2)
forem singulares em z = =g € existirem os limites b) = lim (2 — 24)b1(2) & b2 = lim (z = z0)*ba(z).
Ty r—=Ty
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( 0 +1 —3
Ulp) = P4 4 =A2 =M2 p > (3.7)
A+2 A+2
\ _5_1 2 2 /

T do 2p 2p Pt temos 0e 2 0 41 &
oman T = - = Ty = = U; = =
pti 1+ \p+i & TR ’

=1; ps = —t & 23 = co. Assim,

( 0 i 00
Ulz) = P £ ~Af2 =A2 =z [ (3.8)
A2 A+2
| -1 2 )

que corresponde a uma equacio de Riemann.

Fazendo U(z) = 2f(z — 1)~*?v{z) temos:

0 1 o0

v{z) =P 0 0 ¢4, =z (3.9)

—20-1 A4+1 €=
que corresponde a uma equagao hipergeométrica com pardmetros a =€+ 1;8 =4 - )l e

v = 2{ 4+ 2. Na sua forma explicita tal equagdo € escrita como

d* d

z(l — x)-&;v +{2+2 (20 -2+ Q)m]%v + {4+ 1){¢-Xv=0.
Escrevendom =v—-1=2l4+1lem =a—1=/{ temos m > m’ > 0 sendo m e m’
inteiros positivos, como consequéncia, uma base para a solu¢do da equagéo (3.9) € dada,

[Gradshteyn], pelo par:

(3.9.2)

vo(z) = z )  F (-6 -\ —€-1;,-2¢1) (3.10)

-2
|



00 L L k
onde |z| £ 1 e Fi{e,B,v,2) = a )I‘ Z a+7+(f)+ )% é a série hiper-

geométrica.
Tendo em vista as mudangas nas varidveis dependente e independente, obtemos como

base para solugéio da equagio radial (3.4) para p € [0,1/V/3]:

2

. AbfEi
— "‘) ( te ) 2 F(—é’ A—f—1. 92 2=") 3.11
ua(p) ( pe p—1 241 ; i ot/ (3.11)

w(p) = (

.

Deste modo, a solugdo geral da equacio (3.4) para p € [0,1/v/3] é dada por:

Ulp) = a u1(p) + b ua(p)

onde a e b sao constantes arbitririas. Como cada fungdo em (3.11) é obtida da outra
pela troca ~f « £+ 1, do mesmo modo que a equagio {3.4) sua solugio geral mantém-se
invariante por esta troca.

Nossa intengiio agora é estender a solugio (3.11) para 1/v/3 < p,p € R. Observando

que os coeficientes de uma série hipergeométrica Fi{a, 8;7;2) = > axz* satisfazem a

(k+ a)(k + 8) e
D)

relagdo de recorréncia ag =13 @z = a; decorre:

i} o Fi(—4,—A —{—1,-24;z) é um polindmic em z de grau £, portanto, u;y{p) é um
polindémio em /1 + p%/p de grau £ + 1, sendo definido para p # 0.

i) o F1(€+1,£— X204+ 2;7) é um polindmicemz se A=nen > ¥fn=1012..,
cujo grau é k = X — {. Consequentemente neste caso ui(p) estd definido para todo
p € R

De acordo com [Gradstheyn], para A # n onde n = =2,-1,0,1,... a série hiper-
geométrica em (3.11) associada a 1;(p) admite prolongamento analitico em todo o plano
2

P eRez>1. Entretanto, quando p percorre os reais

p+1
positivos, x descreve uma curva ¥ no plano complexo z, que intercepta o eixo real 56 na

origem, veja Figura 4, onde a parte em negrito, sobre o eixo real, indica a curva que nado

complexo, exceto quando z =
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admite o prolongamento analitico. Assim, podemos prolongar u;{p) analiticamente para
p € IR, 0 < p e esta constiui uma solugio da equagdo (3.4).

Imh

+i

-1 ‘\1 Zz xe

-+

Convergéncia de u;(p) para A # —-2,-1,0,1,...

FIGURA 4

Finalmente, para A = n,n = —2,-1,0,...,f — 1, obtemos u,(p) através da relagio
de recorréncia [Gradshteyn],

Bz — 1)2Fi(e, B+ 1;v;2) + (26 —7— B + ax)e Fi(e, B;7vi2) +
+ (v=B)2Fife,B-Limz)=0 (3.12)

onde

2p
pti

X
2Fila,—Liviz)=1-3i e 2Fa,0i7iz) = 1.

a={+1;, f=0—n; y=20+2,2z =

Segue da relacio de recorréncia (3.12) que wy(p) é regular na origem e esta definida
para todo p.

Assim obtemos u;(p) e us(p) para todo p positivo. E, portanto, a solugio geral da
equagédo (3.4) é dada por:
U(s) = aus(p) + buolp) (313)
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onde « e bsio constantes arbitrarias e p € (0, 0).

Finalmente, indicando % como sendo o complexo conjugado de u, o par 7;(p) e Ta(p)
tamnbém é uma base para a solugdo geral da equacio (3.4), pois, esta tem os coeficientes
reais. Disto decorre que Ty (p) = aq ui(p) e U(p) = oz u2(p), onde ¢ e «; sio constantes
nfo nulas a serem determinadas.

Da condigio uy(p) = a; uy(p) obtemos:

. 9
2F1(£+1,)\—.€;2.€+2; «—g‘?—) :al(”"f) ng(€+1,€—/\;2€+2; —f—.) (3.14)
p—1 p— pte

em especial, tomando p = 0 temos 1 = ay(—1)*7¢, logo uma possibilidade é tomar
oy = (—1)*7%. Assim, fazendo

A=t
2

Ui(p) = (=1)77 w{p) = " "ui(p)

resulta que Ui{p) é uma solugéo real da equacgio (3.4). De fato,

Ti(p) = (=i~ Tlp) = (=) =1 ulp) = (=1) Fus(p) = Ui (p).

Analogamente, verifica-se que Uy{p) = (—I)A " u,(p) é uma outra solugio real da

equacio (3.4) linearmente independente a U{p).
Desta forma,

A=t At i1

Uilp) = (—1)‘2:“341(:0) € | Uzlp) = (1) 77 walp) (3.15)

constituem uma base de fungdes reais para a equagdo (3.4), portanto

Ulp) = a Ui(p) + b Ua(p)

onde a e b sdo constantes reais arbitririas, é sua solugdo geral.
84, O PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A ESFERA

Ocupemo-nos agora do problema de Dirichlet para o interior da esfera, a qual admi-
tiremos centrada na origem. Em virtude da invariancia da equacdo de Laplace projetiva
pela translagio espacial (1.13) isto n3o constitui perda de generalidade. Em termos mais
precisos nosso problema é da seguinte forma:
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“Dados A\, { € IR;0 < ¢ e =2 < A, determinar v,(p, 8, ¢} solugdo regular para o

interior da esfera de raio {, da equaglo (3.2), satisfazendo a condigio de contorno:

0.8, 8) = f(6.8), f(6,9) € C?(8,9) (3.16)

A partir das equagdes (3.5) € (3.15) e da regularidade de @j(p, 8, ) no interior da
esfera, temos:

,0,9 QS Z Z a{’m{’rl m(aj ¢)

=0 m=—¢£

onde ¢y, sdo constantes a serem determinadas.

Valendo-se da ortonormalizagdo dos harmonicos esfericos, denotando agn =

e T
=/ / f(6,0)Y" (0, ¢)senb did¢ os coeficientes de Fourier de f(8,¢), segue da
o Jo

condigio de contorno {3.16) que qgm = arnl1((), portanto, a solugdo do problema de
Dirchlet é dado por:

=3 3 an i Dyr(e,6). (3.17)

=0 m=-¢

Para —2 < ) £ 0 vimos no §3 do capitulo anterior que pi{p, 8, ¢) é tnica, isso
implica em particular que U;(p) = 0 ndo admite raiz real.

Entretanto, para 0 < A pode ocorrer de U7(() = 0 para certos valores de £ = £,
onde ¢ é um indice finito [Gilbarg]. Assim sendo, A pode ser considerado como auto-valor
e o conjunto das fungdes o Ui (p)Y;™(6, $), onde & € uma constante arbitriria néo nula,
i=0,1,....,kem = —£,—6+1,...,6 —1,¢, sdo as auto-fungbes da equacio (3.2)
associados a condigdo de contorno ©y((, 8, ¢) = 0.

No caso de A ser auto-valor, devemos ter ay,,, = 0 para que a solugio (3.17) seja
regular, dito de outra forma, devemos ter f(f,¢) ortogonal a parte angular das auto-
fungbes associadas a A, isto é, a ¥7'(0, ¢). Além disso, podemos somar a esta qualquer
combinacio linear das respectivas auto-funcgdes, logo, nfo existe unicidade da solugéo.
Obviamente, vale a reciproca deste resultado. Por outro lado, se Ui(() # 0 para todo £,
A néo é auto-valor e (3.17) constitui a inica solugdo do problema de Dirichlet acima.

Essa é a chamada alternativa de Fredholm para a equagio de Laplace projetiva
[Tijonov].
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CAPITULO IV

SOBRE A SOLUCAO POLINOMIAL DA
EQUACAO DE LAPLACE PROJETIVA

§1. INTRODUGAO

No capitulo anterior mostramos que em certos casos obtinhamos solugdo polinominal
para a parte radial da equagdo de Laplace projetiva. Neste capitulo consideraremos em
especial esses polinémios e como uma aplicagdo, a generalizagdo da lei da gravitagio de
Newton ao universo de Castelnuovo.

No §2 obteremos explicitamente esses polindmios, na varidvel radial, denominados
EX(p) e Gi(p), através do método de Frobenius aplicado & equagho radial (3.4).

No §3 discutiremos sua conexdo com os polindmios de Gegenbauer e as fungSes U1(p)
e Uz(p), estas iltimas obtidas no capitulo anterior.

No §4 apresentaremos um estudo desses polinémios, e alguns resultados especiais
quando temos simetria esférica.

Finalmente no §5 consideraremos uma aplicagiio dos polindmios E2(p) e G2(p) a
generalizacdo da lei de gravitagio newtoniana ao universo de Castelnuovo.

§2. A SOLUCAO POLINOMIAL DA EQUACAO DE LAPLACE
PROJETIVA
¥(p)

Fazendo a mudanga na variavel dependente U{p) = L+ g2 na equagao radial
p

(3.4) obtemos a seguinte equagio:

(4 A0 =2 |t 5| S OO0+ L+ TG =0 (&)

onde ¥ = ¥(p).

Procurando o par de solugBes linearmente independentes na forma de série, pelo
método de Frébenius



Y= HHZGLP e P = me

obtemos as seguintes férmulas de recorréncias

A= l=RA—f—k—1)
Gt = T TR )kt *

5 _ A+L+1—-K)A+£-k)
2T (k+2)(k—20+1)

onde £=10,2,4,6,....

be {4.2)

Utilizando o critério da razéo para convergéncia das séries resulta que ¥,(p) e ¥2(p)
convergem no intervalo aberto I = (—1,+1). Entretanto, tomando A um inteiro positivo,
A = n, o coeficiente apy; se anula para bk =n - € —1 ou k = n — ¢, enquanto &5, para
k=n+Ll+1ouk=n+{ logo tanto ;{p) como 1(p) séo polinémios em p, sendo o
primeiro definido apenas para n > £ e ambos definidos para p € R.

Fazendo & = 2m,m =0,1,2, ... as férmulas de recorréncias (4.2} podem ser escritas,
para A = n, na seguinte forma:

(n— DIT(€+3/2)
(n — £~ 2m)IT (¢ + m + 3/2)ml2zm *°

(n+ ¢+ D)IT(1/2 - 0)

bam = (=1) (n+€+1—2m)IT(1/2 — £+ m)m!22m * (43)
onde ag e by sdo constantes nio nulas L.
Tomando ag =n ~ £+ 1 e by = 1, resulta que:
[(25] — .
e/ N _ 9ty (n—24+1)1T(¢+3/2) (E) m
Yule) = En(o) = p mz_:o (n—¢—2m)T{{+m+3/2)m!\2 (4-42)
B2 = 3 (BT
WIS = L (n+ e+ 1=2m)T(1/2 = £+ m)mI\2 ‘

onde {j] denota a menor parte inteira de j.

1 Note que @am e bam estio telacionados pela troca —f « £+ 1.
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Observando a mudanga na variavel dependente resulta que a solugao geral da equagio
radial (3.4) é, para n > ¢, dada por:

a4 (p) + aGi(p)

U(p) = pg+1(l + p2)n;'2

(4.5)
onde o e qy sao constantes arbitrarias.

§3. CONEXAO COM AS FUNGOES ESPECIAIS

E evidente que os polindmios EZ(p) € G%(p) estio relacionados de alguma forma com
o par de fungdes da solugio (3.13), pois, ambos sao solucdes da mesma equagio .
Por comparagéo da equagdo (4.5) com a equagado (3.15) resulta que:

El(p) G
P“l(l -I—p2)n!2 =a,Ui(p) e P11+ pZ)n,’Z

= a2Usq(p)

onde a; e a, 530 constantes a serem determinadas. Explicitamente temos:
E¢(p) ¢’ "f"l(z‘ + p)— 2
n = F (e 1,6—n; 20+ )
pz+1(1+p2)n,!z 31(1+P2) i_p 29[ €4 n; 2t 4+ 2 ot+i

onde n>fe

{4 2, £+1 . ntfl
Glp) = a2(1+p ) : (a'—|~p) ’ 2F1(—€, —n-£f—1;-2 ;_2,0 .)a
pf-|~1(1 + p2)nf2 P+

para£=0,1,2,3,....
Tomando, em particular, p = 0 nas relagdes acima obtemos ¢y =n —£+1,¢a; = 1,
logo:

Efp) = (n— £+ 1)p" (1 4 p° )ﬂ(iiﬁ) =

2F1(6+1 {—n;20 49 -2F )
g+t

£41

¢ 3+P)2 (___m___Q,o)
Gilp) = (1+ )5 (1..,0 oFi(~tn - £ 1m0t 2

que podem ainda serem escritos como:

2
Ey(p)=(n =€+ 1)p™" (ip— 1) 21 (€ FLE-m2 42 sz)
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£ N _ (in_ 1\nHEH “fom —f—
Ga.lp) = (p—1) zF;( L-n—0—-1;— E,O-I-z)

Os polindmios Ef(p) e Gi(p) podem ser relacionados com os polinémios ultra-
esféricos, ou polindmios de Gegenbauer, os quais denotaremos por C(z).
Com efeito, introduzindo na equagdo (3.4) a mudan¢a na varidvel dependente

P
v = (57

¢
) S(p) obtemos a seguinte equagio.

2 2y —_ £,
d23+2£+1+p d ., nnt+2)—{f+2)

g2 S =0
dp? p(1+p?%) dp (1 +p%)°

Tomando = 1//1 + p* na equagio acima temos:

2

(1= 2%)-38 — (204 8-S + [nln +2) ~ £+ DS =0, (45)
onde S = S(x).

Identificando com a equacido satisfeita pelos polindémios de Gegenbauer [Magnus],
temnos como solucgio regular em 2z = 0,

S(z) = Citi(2)
onde n > £

Observando as mudangas nas variaveis dependente e independente resulta que:

S ) i)
Pl 22 T\YT 1 g2 VT P

onde 8 € uma constante a ser determinada. Em particular, tomando p == 0 tem-se
oty = nt 41! (n— ¢+ 120 +1)!
0 = R D= B CENERY

, portanto:

donde resulta que 8 =

(n— L4120+ 1)! ., 1
CET I A ror (m) (.7

El(p) =

De forma semelhante, introduzinclo-se na equagdo (3.4) a mudanga na variavel de-

gy NI IR
pendente U(p) = (%) R(p) obtemos a seguinte equagio:
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d? £ p? _g_ n(n+2)+1-¢

—AR-2 =0,
T Yt A dp G+ =0

Agora, tomando = 1/y/1 + p? esta equagao é escrita como:

(l—:c)d 2R+(E—I)xiR+[n(n+2)+1—32]R=0 (4.8)

onde R = R(z), cuja solugio regular em z = 0 é dada por R(z) = C5{,.,(z).

E importante observar que os polindmios de Gegenbauer C}(z) nio sio definidos
para A < —1/2. Logo, para £ = 1,2,3,... R(z) ndo corresponde efetivamente a tais
polindmios, mas, correspondem, conforme [Szégo], a um caso limite. De fato:

O;:(:z:) , 1 T(2x + k)
im ——~ = lim
As—m A+ m r-m A+ m (k4 1T(2A)

1l

QFI(—k :

°)

— — [ _
= 2omy® 2;'“ DI (—k, b= 2m,m 4 1/2; 2 . ”) -
k—2m—1) __
= 2{27‘.’1)!(—T)Ck E(I) (4,9)

valido para £ 2 2m + 1.

Em nosso caso temos A = —£,£ =1,2,3,...ek=n+ €+ 1, portanto paran > £ o
limite acima é satisfeito. Donde segue de forma anéloga a E(p) e utilizando-se do limite
(4.8) que:

1
f
Hp) =1+ Cﬁm(m) (4.10)
valido paran > £.

Das equagdes (4.7) e (4.10}) podemos escrever a solugao geral da equagdo (3.4) para
o caso em que n > £ como:

P 2 e+1 L 1+ /7 e -t 1
0(e) = (75 7) [“Cn-f(m) (=) T Gt (—1,/+=P2)] (4.11)
2
onde a e b sdo constantes arbitrarias, isto implica que ( ;’0 ) Crt,.i(x) élinearmente

independente a C**1(z), isto é, consiste na segunda solugio linearmente independente da
equagdo (4.6).
Passemos agora a discutir o caso em que temos simetria esférica. Neste caso, temos

£ =0, assim, a partir das relagbes (4.4a) e (4.4b) obtemos, respectivamente,
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2 n !
Golo) = Golp) = 3 (1) e
v/ o 1)1
B = Eip)= L () gt (412)

que coincidem com os polindémios obtidos por Arcidiacono e Rizzi [Rizzi]. -
Utilizando as seguintes relagdes

Ares) - )
i

0

1 1
Cn'['l(\/l + ,02) - n + 1Tn+1(\/1 + p2)

onde Uy(x} e T,(z) sao, respectivamente, os polinémios de Tchebyshev de primeira e
segunda espécies [Magnus), logo, segue das equagdes (4.7) e (4.10), respectivamente,

(140 1
Gn(p) - n41 Tn-l—l(m) €
Ep) = plL+ 0" (—) (4.13)

que estd de acordo com [Capelas de Oliveiral.
§4. ESTUDO DOS POLINOMIOS Et(p) E G (p)

Considere os polinémios Ef(p) € G¥(p) dados em (4.4.a e b). Verifica-se diretamente
a validade das seguintes relacGes:

Ei(p) = p*F(n — €+ 1)GTED(p) s n 2 ¢ (4.132)
e
Gilp) = ﬂE*“’“}(,o) s> —l—1 (4.13b)
" n+f+2 " U '

e, com relagdo a derivada primeira temos:
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—FEp) = (1+20pE"L(p)

dp ™
_d_ ! _ (n+€)(n+€+1) -1

Em particular, para £ = 0 e usando (4.13), decorre

d
%Eﬁ(p) = opEL(p) = (n+1)G°_.{p)

%Gi(p) = —n(n+1)pG:l(p) = —(n + 1) Ex_i(p).

Valendo-se da relagio (4.7) entre ES{p) e os polindmios de Gegenbauer e utilizando
a férmula de recorréncia pura destes dltimos [Gradshteyn], obtemos a seguinte férmula
de recorréncia pura para Ef{p)

(n— €+ 2)(n+L+3)Ef 4(p) =
=2n+2)(n = £+ 3)Enpil(p) — (1 + %) (n — £+ 3)(n — £+ 2)E%(p). (4.15)

Derivando a férmula de recorréncia acima duas vezes em relagdo a p e utilizando a
equagao (4.1) obtemos a seguinte férmula de recorréncia na derivada

d

7

Exibimos nas duas tabelas subsequentes alguns dos polindmios EZ(p) e G:(p). Ob-
serve que este iltimo estd definido para todo £, enquanto o primeiro apenas para n > £,

El (p)=(n+Et+DEL, (p)— (n—L+2)Ep) (4.16)



n\{ 0 1 2 3
0 p - - -
1 2p p° - -
2 | p(3-p7) 2p° P’ -
3 | p(4—140") | P°(3 3% 2p° P’
Gi(p)
0 1 2 3
1 1+ p? 1407 1+ 80+ Lpt
1—p? 14 3p° 1207+t L4207 + p*
1-3p? 1 +6p% —3p* 1+ 0% +p 1430 +3p" +°
=607 +p* [ 141007 +15p" | 1450 +15p" = 50° | 1+ 27 +7p* + 7p°
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E importante observar que para £ = 0, as formulas de recorréncia (4.15) e (4.16)
continuam validas para G,(p); pois estes também satisfazem a equagio (4.1) e estdo
relacionados aos polindmios de Gegenbauer ¢ ndo a sua segunda solugfo linearmente
independente.

Suponhamos a existéncia das fungles geratrizes dos polinémios E,(p) e G.(p), isto
é, a existéncia das fungdes g(p,t) e h(p,1) tais que:

g(p,t) = iEﬂ( " e h(p,t) iﬂGﬂ (4.17)

- parat € I =(-696), onde 0 < 6.
Derivando g(p,t) e h{p,t) em relagio a t e usando a férmula de recorréncia (4.15)
obtemos, respectivamente, as seguintes equagdes:

(6~ 17+ 2g = R -1 + 2l e

L. —[2(¢ = 1) + 2tp%h + (1 4 p*)

[t —1)* + %% —

donde obtemos

1—#p*+1)

P
t) = N h t) = f .
g(p! ) (t—1)2+t2p2 ! (p? ) (t_l)g_l_tgpg (4 }'8)
Deste modo, conforme [Gomes] os pelindmios E.(p) e Gr(p) sdo dados por:
10" , 1o
Eﬂ(p) latn (foa t) =0 e. Gﬂ-(p) - Eaf“h(p’t) t=0' (419)

Finalmente, considerando t = z complexo, multiplicando ambos os lados de (4.18)
por z~™~1 e integrando num contorno simples fechado 7 no sentido anti-horarie em torno
de z = 0 temos:

1 I & I
%ég(p, 2)e " Nz = ;?;};)(En(p)ﬁz 'dz)
I 1 = T n—in—
57 B2z = 5 S Galp) )

T

e do teorema de Cauchy para o cilculo dos residuos, resulta nas seguintes representagoes
integrais para E,{p) e G,(p), respectivamente:
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1 P
- )
En(p) I ‘f; .?,’n'+1[(2 — 1)2 + z2p21(2
€
1 1-2(p? +1)
. — dz. .
Ga(p) i i 1 [(z — 1) + 22p7] z (4.20)

§5. A LEI DE GRAVITACAO NO UNIVERSO DE CASTELNUOVO

Para concluir este capitulo consideraremos a generalizacdo, devida a Arcidiacono
[Arcidiacono (a) e (b}], da lei de gravitagdo newtoniana ao universo de Castelnuovo.
Limitar-nos-emos a discutir o campo gravitacional criado na auséncia de matéria, o cha-
mado problema exterior, desta forma o campo gravitacional satisfaz a equagdo (2.5). Na
presenca de matéria temos um termo de nio homogeneidade nesta equagio, equivalente
a equagao de Poisson na mecanica cldssica, uma discussio deste caso, quando A = 0, é
encontrada em [Pessal.

Do mesmo modo que em mecanica classica admite-se que o campo gravitacional na
R.E.P. seja radialmente simétrico, isto é, depende apenas da distancia entre os corpos.
Assim o potencial gravitacional satisfaz a equagéo (3.4) com £ = 0. Tomando em especial
A=n; n=0,1,2/3, ... obtemos como solugdo geral para o campo gravitacional

aln{p) + BGn(p)
p(L+p%)/?

onde p=r/R, r=1 /el +2l42k; E.(p)e Ga{p) sdo dados pela equagio (4.12) e e B
sdo contantes arbitrarias.
Quando consideramos o problema local do campo gravitacional o raio do universo

wn(p) = (4.21)

de de-Sitter é muito grande em relagio ao raio espacial r = (/22 + 2z} + 22, r << R.
Deste modo podemos desprezar os termos com poténcia maior que a unidade na equagao
(4.21), donde segue que En(p) ~ p; Galp) ~ L; (1 + p¥)*? ~ 1. Portanto, o potencial
gravitacional local € dado por ¢, (p) = a + 8/p, observando que p = r/R, temos

¢alr) = o+ R/

que esta de acordo com o potencial newtoniano. Assim devemos tomar 8 = —Q-R—, onde:
g € a constante de gravitacdo de Newton e M a massa. '
. . d .
A partir do campo gravitacional temos f(r) = ?fpn(r/ R) a forca gravitacional.
T

E evidente que para o problema local, a forca gravitacional na R.E.P. coincide com a
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mecanica classica.

Para grandes distancias, o chamado problema global, o potencial depende do valor
de n, a seguir considera-se alguns casos especificos.

Para n = 0 obtemos o potencial newtoniano e a lei da gravitagio de Newton

wo(r) = —gM/[r e folr) = gM/r”.

Para n = 1 temos:

_ 2 2
pi(r) = (1+r2/R2)‘1“(2‘*—9M1—“2ﬂ)
1+3?"2/R2)

2

(1 -+ 72/ RY)-3/2 (% +gM

Il

filr)

Para n = 2 temos:

— 2.2 D2

palr) = (1+T’2/Rg)“1[a(3-r2/}%2)—gﬂ-iri_“?,:i]
= 1/R? — 3r¢/ R4
flry = (1+7/RH? _S_CZr_l_ng+6r / . 3rt/ ]

Para n = 3 temos:

1 —6r%/R? 4 r*/R“]
-

oslr) = (1+r2/32)-5f2[a(4—4r2/R2)-'gM

1+ 10r%/R? — 1504/ R* — 2r8/ RS

r?

o
R?

falr) = (+r R [— r(dr?] R? — 20) + g

Finalmente, em R.E.P. temos duas constantes & e ¢M, a primeira estd ligada a
repulsdo cdsmica, a segunda € a constante de Newton. Vemos que novos termos, pro-
porcionais a poténcia da distancia, comparecem. E esses termos sdo tanto de natureza
atrativa como repulsiva dependendo do valor assumido por 7.



APENDICE

[lustraremos algumas das consequéncias fisicas do grupo de Fantappié. Seus detalhes
e outros resultados, dentre eles o efeito Doppler no universo de Castelnuovo sao discutidos
nos trabalhos de Arcidiacono citados nas referéncias. Por simplicidade consideraremos
apenas o caso bidimensional.

A equagao (1.8) para t' pode ser considerada como sendo a adigdo de dois intervalos.
Fazendo d = t',d; =t e dy = T temos:

=1 —Cit—ld+ddjt2 (1)
10/ g
que é analoga & formula de adigdo de velocidades da Relatividade Especial e como tal,
para —tg S dg S g ety < d; <ty temos ty € d < 1y e assim 1, pode ser interpretado
como sendo a idade aparente do universo de Castelnuovo.
Fazendo T}, = ¢, na equagio (1.8) obtemos z’ = 0, qualquer que seja z, consequente-

mente o universo se reduz a um ponto o que corresponde a teoria do Big-Bang césmico.
dz’ dr

d

Denotando W = T ¢ U = i velocidade de uma particula nos referenciais

¥ = (2/,¥) e k = (2,1), respectivamente, a lei de adicao de velocidades para uma trans-
- . 2 dt .

formagdo geral a trés parametros 75,7 e V, € dada por W = (f;; g;; Da equagdo (1.12)

segue que:

U4 AV 4 ala— By)U 4 By(Ut — z)t,
W = 5 . (2)
A+UV/ +v(y - By) + Ba(Ut —2)/R
onde a=T/R, B=V/cey=T,/t; sho os pardmetros, de translagio espacial, desloca-
mento inercial, e translacdo temporal, respectivamente, tg = B/c, R € o raio do universo
de de-Sitter e ¢ € a velocidade da luz.

Para a = 4 = 0 obtemos:

U
T 14 UV/ce? (%)

que, formalmente, coincide com a lei de adigéo de velocidades da relatividade especial.
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Para a = = 0 temos a lei de adigao de velocidades para uma translagio temporal

Wi/l =42 =U(1l +vt/ts) — vz /to.

Em particular para v =1, ou seja Ty = to temos:

z
to +1
que fornece a lei de expansio césmica valida para —1p <t < 0.

=

Para t = —1y a velocidade de expansdo ¢ infinita, enquanto para t = ( temos
U=Hz

onde H = 1/tp = R/c é a chamada constante de Hubble da expansio cdsmica.

Considerando T uma. galdxia, seja z a distdncia entre 7 e um observador na origem
de seu referencial, consequentemente o tempo do observador esta atrasado em relagdo a
T por't = —z /e, logo a velocidade de expansdo de 7, dada pela equagdo (4) é entdo:

cr

U= ="

No caso particular em que tomamos x = R/2 temos U = ¢. E, finalmente, tomando
Rf2 <z < R, temos U > ¢.
Se tomarmos 7 = —1, obtemos, analogamente a lei de contragio césmica vilida para

D<t<ty

(5)

Covém observar que tanto a contragio como a expansio do universo de Castelnuovo
ndo provém do campo gravitacional, estando ligadas & sua estrutura geométrica.

Finalmente, observando a igualdade formal entre a transformacdo do grupo de Fan-
tappié e o grupo de Lorentz para o deslocamento inercial, equacio (1.9}, temos os mes-
mos resultados da Relatividade Especial baseados na transformacio de Lorentz vilidos
na R.E.P., em particular temos a contracio do espago € a dilatagéo do tempo.
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CONCLUSAO

Neste trabalho examinamos do ponto de vista da teoria de grupos, proposta por Fan-
tappié, o universo de de-Sitter mediante sua representacio projetiva, denominada universo
de Castelnuovo. Neste sentido, a partir do grupo de Fantappié, a Relatividade Especial
¢ estendida de forma tnica ao universo dessiteriano originando a Relatividade Especial
Projetiva, a qual estd de acordo com a expansio césmica e de onde se obtém a primeira
como caso limite quando o raio do universo de de-Sitter é infinito.

Outro ponto enfocado é a equagio diferencial parcial satisfeita pelo potencial no
universo de Castelnuovo, a qual denominamos equagdo de Laplace projetiva. Da geome-
tria do universo de Castelnuovo foi possivel obter esta equagdo diferencial parcial numa
forma um pouco mais geral daquela que é dada pelo cdleulo tensorial, dependendo de
um parimetro A. Deste modo a equacio de Laplace projetiva consisie numa equacio
diferencial parcial a auto-valores. Mostramos que o problema de Dirichlet possui solugio
unica para A no intervalo fechado I = [~2,0], o que implica que neste intervalo A néo é
auto-valor. Particularizando para o problema de Dirichlet no interior da esfera obtemos
um equivalente a alternativa de Fredholm da teoria espectral, onde a caracterizagio de
A como um auto-valor esta diretamente ligada ao estudo dos zeros da fun¢io Uy(p) dada
pela equacdo (3.15).

Quando expressa em coordenadas esférica a equacio de Laplace projetiva é separvel
em suas variaveis angulares e radial. Nas varidveis angulares coincide com a equagio de
Laplace, donde resultam os harménicos esféricos.

Ja a parte radial é resolvida em termos das fungdes hipergeométricas, particular-
mente quando A € um inteiro positivo obtemos solucio polinomial. Esses polinémios
apresentam-se estreitamente ligados aos polinémios de Gegenbauer, de certa forma isto é
natural, pois, é sabido que os polindmios de Gegenbauer sdo obtidos como solucao regu-
lar da parte angular do laplaciano em coordenadas esféricas quadridimensional e a parte
“espacial” do universo de de-Sitter corresponde a uma esfera quadridimensional.

Ainda com relagdo ao potencial é interessante observar que quando o raio espacial
¢ muito pequeno em relagdo ao raio do universo de de-Sitter, podemos aproximé-lo pelo
potencial cldssico newtoniano, o que estd coerente com o fato de no limite, quando o
raio do universo de de-Sitter é infinito, a equacio de Laplace projetiva ser aproximada
pela equagdo de Laplace classica e a Relatividade Especial Projetiva pela Relatividade
Especial.
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Finalmente, indicamos como possibilidade para proximos trabalhos os tépicos apre-
sentados e ndo desenvolvidos neste trabalho, dentre eles, em especial, o problema no infi-
nito para a equagdo de Laplace projetiva, a equagao de D’ Alembert projetiva e também
o estudo dos sistemas de coordenadas nos quais esta seja separavel.
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