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RESUMO 

O objetivo deste trabalho é estudar o modelo cosmológico de de-Sitter através de 
sua representação projetiva introduz-ido por Castelnuovo, bem como o estudo clássico da 
equação diferencial parcial satisfeita pelo potencial escalar nesse modelo de universo, a 
chamada equação de Laplace projetiva. 

Obtemos a equação de Laplace projetiva na sua forma mais geral dependendo de um 
parâmetro À. Mostramos a unicidade da solução do problema de Dirichlet quando temos 
-2 :<: À :<: o. 

Estudando a equação de Laplace projetiva em domínios esféricos emerge uma certa 
classe de polinômios que permitem a generalização da lei da gravitação de Newton ao uni
verso de de-Sitter. Ainda neste caso, consideramos o problema de Dirichlet para a equação 
de Laplace projetiva como um problema de auto-valores, obtendo assim o equivalente da 
alternativa de Fredholm para a teoria espectral. 



ABSTRACT 

The main purpose of this thesis is to study the de-Sitter cosmological model by 
means of the projective representation introduced by Castelnuovo and the study of the 
partia} differential equation satis:fied by the scalar potential in this uni verse, the so called 
projective Laplace equation. 

We obtain the projective Laplace equation in the general forro depending on a pa
rameter >.. VVe show the unicity of the solution when we consider the Dirichlet problem 
when we have -2 :S). ::5 O. 

In the study of the projective Laplace equation in a spherical domain we obtain a 
class of polynomials which generalizes the Newton gravitation law for the de-Sitter uni
verse. Finally, we consider the Dirichlet problem for the projective Laplace equation as 
an eigenvalue problem and thus we obtain an equivalence to the Fredholm alternative for 
spectral theory. 
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' CAPITULO I 

O UNIVERSO DE DE-SITTER-CASTELNUOVO 
E O GRUPO DE FANTAPPIÉ 

§1. INTRODUÇÃO 

A estrutura do universo, principalmente em escala cosmológica, ou seja, o chamado 
problema cosmológico, está longe de ser resolvido, devido tanto às dificuldades teóricas 
como à falta de dados astronômicos precisos em tal escala. 

O universo newtoniana, baseado na mecânica clássica de Newton (1687) e o universo 
de Minkowski, formulado a partir da Teoria da Relatividade Especial de Einstein (1906) 
tendo, respectivamente, como transformação entre referenciais inerciais o grupo de Ga
lilei e o grupo de Poincaré, foram os primeiros modelos cosmológicos propostos. Ambos 
supõem um espaço euclidiano tridimensional infinito tendo urna distribuição não nula de 
matéria em todo o espaço. Sabemos que o potencial de uma dada distribuição de massa 
é dado pela integral de volume estendida a todo o espaço: 

( 
3 )-1/2 

<p(y) = -k l ~(x;- y;)
2 !'(x)dVx 

onde J.t(x) é a densidade de matéria no espaço, k é uma constante e l.P(Y) é o potencial no 
ponto y, portanto, nessas condições o potencial será infinito em cada ponto do espaço, o 
que é um absurdo. Este problema é contornado se supusermos que a massa do universo 
se encontra numa certa região limitada, deste modo teremos o potencial bem definido em 
cada ponto do espaço [Landau]. 

Além disso, observações mais precisas acerca da órbita do planeta Mercúrio mos~ 
traram um movimento de rotação de seu periélio(l) que é incompatível com a mecânica 
clássica e a Relatividade Especial. 

A Teoria da Relatividade Geral de Einstein {1916), lançou um pouco mais de luz no 

(l) periélio é o ponto da órbita mais próximo do seu centro, no caso o Sol. 
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problema cosmológico, esclarecendo o desvio do periélio de Mercúrio e permitindo geome
trias não-euclidianas aos modelos de universo. Um modelo cosmológico relativístico neces
sariamente satisfaz as equações do campo gravitacional de Einstein; um sistema não-linear 
de dez equações diferenciais a derivadas parciais [Landau]. Além do problema matemático 
inerente, a questão central da cosmologia relativista é determinar a distribuição de massa 
no universo, que não foi devidamente respondida pelas observações astronômicas. 

Não obstante, vários modelos de universo têm sido propostos admitindo o princípio 
cosmológico o qual impõem condições de isotropia ao espaço e à distribuição de matéria 
em escala cosmológica. O universo cilíndrico de Einstein (1917) foi o primeiro universo 
relativístico obtido, porém, trata-se de um universo estático incompatível com o efeito 
Hubble. Cerca de dois meses após, de-Sitter publicou seu modelo de universo [Merleau
Ponty]. O universo dessiteriano está em expansão, portanto, compatível com o efeito 
Hubble. Entretanto, é desprovido de matéria [Arcidiacono (a)], o que poderia invalidar 
sua utilização. Contudo , conforme os trabalhos de Arcidiacono citado nas referências, o 
universo dessiteriano apresenta boa compatibilidade com as observações atuais. 

Na década de cinquenta Fantappié propôs uma forma alternativa de se estudar os 
modelos cosmológicos independente da Teoria da Relatividade Geral, via teoria de grupos, 
estendendo à física o "Erlangen Program" de F. Klein (1872). Fantappié observou que a 
um dado grupo contínuo de transformações está associado um certo modelo de universo 
físico. Assim, por exemplo, ao grupo de Galilei temos associada a mecânica clássica; ao 
grupo de Poincaré, do qual o grupo de Galilei é um caso limite, quando a velocidade da 
luz é considerada infinita, corresponde a Relatividade Especial, ambos formados por dez 
parâmetros. 

Fantappié demonstrou que o grupo de isometrias do universo de de-Sitter, o grupo de 
Fantappié, formado por dez parâmetros contém o grupo de Poincaré como um caso limite 
quando consideramos o raio do universo dessiteriano infinito, e ainda; que nenhum outro 
grupo a dez parâmetros associado a um universo quadridimensional pode contê-lo como 
caso limite. Assim, o grupo de Fantappié generaliza de forma única a Teoria da Relativi
dade Especial ao universo dessiteriano, dando origem a Relatividade Especial Projetiva, 
designada pela suas iniciais R.E.P., [ Arcidiacono (a) e (b )] . 

Apresentamos neste capítulo, o estudo do universo de de-Sitter e do grupo de Fan
tappié. No §2 consideraremos o universo dessiteriano através da representação projetiva 
de Castelnuovo 1 obteremos sua métrica e analisaremos um pouco da sua geometria espa
cial e da sua escala temporal. Veremos que quando o raio do universo é infinito obtemos 
a métrica de Minkowski. 

No §3 consideraremos o grupo de Fantappié associado à representação de Castelnu
ovo. Obteremos os seus dez parâmetros, veremos que, conforme ocorre com a métrica, o 
grupo de Fantappié contém o grupo de Poincaré como um caso limite quando o raio do 
universo é infinito, discutiremos também duas de suas consequências físicas. 
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§2. O UNIVERSO DE DE-SITTER-CASTELNUOVO 

O universo de de-Sitter corresponde a um modelo cosmológico com curvatura es
pacial constante positiva e pode ser visualizado como uma pseudo-esfera num espaço de 
Minkowski pentadimensional IR~, portanto, sua topologia é dada por 5 3 X IR, onde 5 3 é 
a esfera em IR\ [Hawkiug]. 

Denotando as coordenadas de _m~ por Yi, i= O, 1, 2, 3, 4, sua métrica é dada por: 

(1.1) 

Assim, o universo de de-Sitter que, sem perda de generalidade, suporemos centrado 
na origem, é dado pela equação 

'+'+2 2 2-R' Yo Y1 Y2 +Y3 -y4- (1.2) 

onde R é o raio do universo. 
Evidentemente o grupo de isometrias no universo dessiteriano é constituído pelas 

pseudo-rotações em IR~ com determinante mais um. 
O universo de de-Sitter tem o incoveniente de não ser chato, isso dificulta a com

paração com o espaço-tempo de Minhuwski. Dentre as inúmeras representações que se 
poderia adotar, a mais natural conforme observou Arcidiacono [Arcidiacono (a)], é aquela 
introduzida por Castelnuovo em 1930, embora sem a devida interpretação física. Na re
presentação de Castelnuovo, o universo de de-Sitter é associado às coordenadas projetivas 
homogêneas do plano projetivo P4

, e as coordenadas cartesianas da representação de 
Castelnuovo são dadas pelas coordenadas do plano projetivo não homogêneo tangente à 
pseudo-esfera dessiteriana em (R,O,O,O,O), conforme Figura 1. Denominaremos de uni
verso de Castelnuovo esta representação projetiva do modelo de de-Sitter. 

Denotando as coordenadas cartesianas do universo de Castelnuovo por 
Xi, i= 1, 2, 3,4, decorre da geometria projetiva [Birkhoff], as seguintes relações: 

·- RY< . . -1 o 3 4 
X~ - - 1 Z - 1 ~, 1 

Yo 

Substituindo na equação (1.2) obtemos: 

'+ '+ 2 2 
d A' 1 xt Xz Xa- x4 

one =+ RZ 

R 
Yo=

A 

(1.3) 

(1.4) 

(1.4.a) 

A equação A2 = O é conhecida como quádrica absoluto de Cayley-Klein. Segue da 
representação projetiva que o universo de Castelnuovo é constituído pelos pontos externos 
à quádrica absoluto, ou seja, pelos pontos x = (x1, x 2 , x3 , x 4 ), tais que A2 2: O, veja Figura 
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1, logo a coordenada associada a parte temporal x4 é limitada ao intervalo [-R2 ; +R2], 

enquanto as coordenadas espaciais x1 , x 2 , x 3 são ilimitadas (t)_ 

Como na geometria projetiva identificamos os pontos antipodais a um determinado 
plano, devemos restringir a representação de Castelnuovo a meia pseudo-esfera y0 2:: O. 

Yo Absoluto de Cayley-Klein 

universo de de-Sitter 
--- universo de Castelnuovo 

_ _} 

O universo de de-Sitter e a representação de Castelnuovo 

FIGURA 1 

Utilizando as equações (1.3) e (1.4) temos a relação entre as coordenadas do universo 
de de-Sitter e as do universo de Castelnuovo 

l 
Y. - X;. 0 - 1 ? 3 4 
'- ~· . - ·-· ' 

Yo =-
A 

(1.5) 

Antes de prosseguirmos com nossa discussão do universo de de-Sitter-Castenuovo 
convencionaremos as seguintes notações introduzidas por Einstein, com a intenção de 
simplificar a. escrita. das expressões: 

(l) Admite-se como métrica. para um espaço-tempo aquela que tenha assinatura (3, 1}, ou seja, três 
auto-valores positivos e um negativo e mais, o auto-vetor associado ao auto-valor negativo corresponde a 
coordenada. temporal. 
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i) A coordenada y4 será considerada imaginária, ou seja, y4 ---+ iy4• 

ii) Usaremos indistintamente índices superiores e inferiores. Os índices com letras do 
alfabeto grego serão contados de zero até quatro, enquanto que aqueles com letras 
latinas serão contados de UI? até quatro. 

iii) Quando um índice superior e um inferior estiverem denotados pela mesma letra 
admitiremos sua soma. 

Nessas condições a equação (1.1) é escrita da seguinte forma: 

(!.La) 

e, como x4 ---+ ix4 , temos a equação (1.4.a) escrita como: 

A partir das equações (1.5), resulta que 

Substituindo na equação (l.l.a) e simplificando, obtemos a métrica do universo de 
Castelnuovo 

(1.6) 

onde D;i é o delta de Kronecker e A2 é dada acima. 
Quando R ---+ oo, temos A2 ---+ 1 e a métrica de Castelnuovo torna-se a métrica de 

Minkowski, isso deve se repetir no grupo de isometrias, ou seja, o grupo das isometrias 
do universo de Castelnuovo, denominado grupo de Fantappié, deve conter o grupo de 
Poincaré como um caso limite quando R ---+ oo; veremos no próximo paragráfo que de 
fato isto ocorre. 

Uma questão importante é a escala temporal e a geometria espacial para o universo 
de Castelnuovo. De modo geral [Landau], dada uma métrica. 

d 2 - ( )d 'd j . . 1 0 3 4 S - 9ij X X X 1,) = 1 ... ,. 1 

onde g;1(x) = g1;(x), de um determinado espaço-tempo, no caso a equação (1.6), a escala 
temporal para um certo observador é determinada pelo seu tempo próprio, isto é, o tempo 
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medido em relação ao referencial onde o observador esteja em repouso. Denotando-o por 
T, temos: 

c é a velocidade da luz 

assim o tempo próprio de um certo observador no universo de Ca.stelnuovo é dado por: 

Integrando esta expressão obtemos: 

R vR'+p'+x4 
T ;;; - log onde: p2 = x~ + x~ + x~. 

2c ylR2 +p2 x4 

O elemento métrico espacial é dado por: 

d,, ( 9«94i)d ,· d i .t ;;; g;j - -- X X 

944 
i,j;;; 1, 2, 3 . 

Como ilustração consideremos o comprimento de uma linha reta no universo de 
Castelnuovo sobre o eixo x1 , no instante inicial x4 =O, medido a partir da origem, tendo 
coordenadas O e X1 , assim: 

Integrando segue: 

("') e = R arctan R . 

Observe que o comprimento do eixo x1 é igual ao comprimento de uma meia circun
ferência de raio R, conforme Figura 1. Esses resultados estão de acordo com [Arcidiacono 
(a)], embora sejam obtidos usando o modelo da geometria hiperbólica de F. Klein para o 
universo de Castelnuovo. 

Para concluir, é evidente que a geometria espacial do universo de Castelnuovo não 
é euclidiana) porém fica completamente determinada através do seu elemento métrico 
espacial. 
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§3. O GRUPO DE FANTAPPIÉ 

O grupo de Fantappié é o grupo elas isometrias do universo de de-Sitter-Castelnuovo 
e conforme foi dito na introdução deste capítulo constitui uma forma original de estender 
a Teoria da Relatividade Especial ao universo dessiteriano resultando na R.E.P .. 

Sabemos que o grupo das isometrias de uma pseudo-esfera num espaço de Minkowski 

n-dimensionallR(p,q)• p+q = n, consiste do grupo ortogonal O(p,q), 01.1 seja, das pseudo
rotações em IR(p,q) com determinante mais um, [Dubrovin]. Logo o grupo de Fantappié 
é isomorfo ao grupo das pseudo-rotações em JR~, o grupo 0(4, 1), tendo portanto dez 
parâmetros. Nosso objetivo é encontrar sua expressão na representação projetiva de Cas
telnuovo. 

Utilizando a seguinte convenção: 

X1 = X 1 X2 = y, X3 = Z, X4 = ict, 

começamos por discutir os três seguintes ca.sos bidimensionais com um único parâmetro. 
O caso geral a três parâmetros, será obtido pela multiplicação dessas transformações simH 

ples. 
Nesses termos, considere dois observadores O e O' e seus respectivos referenciais k e 

k' nos seguintes casos: 

i) Translação Espacial. 

Sejam O e O' num mesmo instante de tempo e em repouso relativo sendo que O 
está separado de O' por uma distância T ao longo do eixo x', conforme Figura 2. A 
transformação do referencial k em k' é então, em coordenadas projetivas homogêneas 

' Yo Yo cos t1 - Yt sen t1 

Y~ - Yo .sen t1 + Yl cos t 1 
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y'~ Yo 
)f 

O' x' 
/ 

/ 
I / / 

RI t / \ 
I ''""'' I / 
I ~----r-+ 
I ' y' 

' I l 
\ ' I 

\ ' A 

' / ... ' -- Y, 

X 

- - - universo de de-Sitter 
universo de Castelnuovo 

Translação espacial 

FIGURA 2 

Tomando a = tgt1 = T j R como sugerido pela Figura 2 e passando para as coorde
nadas cartesianas no universo de Castelnuovo, através das equações (1.5), temos: 

('') ( (x+T x,t =1r1 x,t) = /R 1-ox 

Observe que quando R--+ oo, a: --+O e temos: 

x'=x+T; t'=t 

que corresponde a translação espacial ordinária. 

ii) Translação Temporal. 

tv'l + a 2
) 

1- ax/R 
(1. 7) 

Considere O e O' na mesma posição do espaço, com O' separado de O por um intervalo 
de tempo To. 
De forma análoga temos: 
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' ' ('·v'! 't' (x,t)=~ 2 (x,t)= / ; 
1+-ytt, 

onde to= R/c, 1 = T0 ft0 e c é a velocidade da luz. 

t +To ) 
1+-ytfto 

(1.8) 

Novamente, quando R---+ oo obtemos a translação temporal ordinária, ou seja: 

x' = x , t' = t + T0 • 

iii) Deslocamento Inercial. 

Sejam O e O' na origem de seus referenciais, com O deslocando-se com velocidade 
constante V em relação a O'. 
Observando que o plano da pseudo-rotação nas coordenadas projetivas homogêneas 
é (y1, y4 ), segue, de forma análoga aos casos anteriores, que a transformação no 
universo de Castelnuovo é dada por 

( , ') ( ) ( x + Vt x,t =1!"3 x,t = jl {3'1. 

onde (3 = Vfc. 

t + Vxfc') 
Jl (3' 

( 1.9) 

É interessante observar que formalmente 1r3 (x, t) coincide com a transformação de 
Lorentz da Teoria da Relatividade Especial, além disso, independe do raio do universo R. 

A inversa das transformações 1ri, i= 1, 2,:3, é obtida tomando o inverso aditivo dos 
parâmetros T, T0 , V; o que está de acordo com nossa intuição física. Este resultado pode 
ser confirmado resolvendo as equações de Ki em relação a (x, t) ou valendo-se do mesmo 
raciocínio para obter tais transformações. 

A forma mais geral do grupo de Fantappié em relação a<; coordenadas projetivas 
homogêneas é dada por: 

' Y1 a1oYo + auYt + aHY-< 

' Y4 a-1oYo + a.uYl + a-1-1Y-1 

Introduzindo as coordenadas da representação projetiva de Castelnuovo através da 
equação (1.3) temos: 

g 



x' 1 

' x, -

Ranxl + Ra14x4 + R2a10 

a01x1 + ao4X4 + Raoo 

Ra41 x1 + Ra44x 4 + R 2a40 

a01x1 + ao4X4 + Raoo 
(1.10) 

Considerando o movimento da origem do referencial k = (x1 , x 4 ), ou seja, x1 =O, e 

eliminando a variável temporal x4 temos: 

Observando que x~ = ict', é evidente que a velocidade do referencial k = (x1, x4) em 
relação a k' = ( xi, x~) é dada por: 

V 
. awa04 - a14aoo 

= zc -
aooa4o - aooa44 

Tomando x1 = x4 =O na equação {1.10) temos: 

(l.ll.a) 

Está claro que estes serão os parâmetros T e ic T0 de translação espacial e temporal, 
respectivamente, logo: 

T a10 a=-=-
R aoo 

. .To a,w 
q=t- =-

to aoo 
(l.ll.b) 

A transformação do grupo de Fantappié a três parâmetros é obtida pela multiplicação 
das transformações simples 1r;. Por serem pseudo-rotações em planos distintos estas não 
comutam, logo devemos fixar uma certa sequência para uma transformação a mais de um 

parâmetro. 
Admitiremos como transformação a três parâmetros a seguinte sequência: 

(x', t') = 1r(x, t) = ,-1.,-2 .,-3(x, t) 

Valendo-se das relações (l.lla e l.llb) para os parâmetros de cada transformação 
obtemos a transformação acima efetuando a seguinte correção nos parâmetros: 

ci=a; t'=J... /3'- A,B 
a ' - a2 - cq/3 

10 



Note que os parâmetros 1' e (3' são medidos em relação a referenciais que foram 
transformados por 1r2 e 1r3 respectivamente, pois, foi desta forma que tais transformações 
foram definidas, enquanto que a, 7 e j3 são medidos em relação ao referencial transformado 

por 1r1. 

Efetuando os cálculos obtemos: 

x' = 

t' = 

Ax + [;3 + -y(a- ;3-y)]ct + BT 
A(JJ)- a)x/R + (!- a;3)tfto + B 

AJ)xjc + [1 +a( a- ;3-y)]t + BT0 

A(/;3- a)x/R + (l'- a;3)t/to + B 

onde A'= 1 + a2 --y2 e B 2 = 1- ;32 +(a- !3·t) 2
• 

(1.12) 

Quando R--+ co temos A2 --+ 1, B 2 --+ 1- {J2 e a transformação acima se reduz a 

x' 

t' = 

x+ Vt T 
,j1- !3' + 
t+Vxfc' X 
,j1 ;3' + o 

que corresponde a transformação do grupo de Poincaré. Assim, mostramos que o grupo 
de Fantappié contém o grupo de Poincaré como um caso limite quando R --+ co, conforme 
havíamos mencionado anteriormente. 

Para que tenhamos (x', t') reais nas equações (1.12) necessariamente devemos ter: 

i) A2 ~ O. 

Isto implica que (T,T0 ) é externo a quádrica absoluto de Cayley-Klein, conforme já 
observamos. 

ii) B 2 ~ O. 

Dessa condição segue: 

-c a-y +A < V < c A- a-y 
1--y2 - - 1--y2 
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que generaliza a condição -c< li S c da Relatividade Especial. 

Poderíamos ter tomado outra sequência para obter a transformação do grupo de 
Fantappié a três parâmetros. Por exemplo, a seguinte transformação: 

(x', t') = x2.x1{x, t) 

onde b' = 1-1'· 

( 
b2x + bT 

cxx/R+Atfto+b ' 
xfc+At+bT0 ) 

cxxjR + Atfto + b 

Em virtude das equações (1.11a e 1.11b) temos uma velocidade residual dependente 
dos parâmetros T e T0 , ou seja: 

que limita sua aplicação física, porém, quando R --+ co temos: 

x'=x+T i t'=t+To; V=O 

Ocupemo-nos com o grupo de Fantappié no caso geral do universo de Castelnuovo 
quadridimensional, nos seguintes casos: 

i) Translação Espacial. 

Do mesmo modo que para o caso bidimensional visto anteriormente, para uma 
translação ao longo do eixo x, temos: 

x' 

y' 

onde a= TjR. 

x+T 
1-cxxjR 

yv1 + "' 
1- ox/R 

z' = 
zV1 +ex' 
1- ox/R 

, tv1+a' 
t = .;-1 -'-_'-cx-'-x-7/ R"' 

Observe que somente a componente paralela à translação, no caso, a componente x, 

é envolvida na transformação acima. Assim para uma translação espacial com três 
parâmetros T = (Tt,T2,T3), podemos separar o vetor x = (x1,x2,x3) numa parte 
x

11 
paralela a T e numa parte X .L perpendicular a T, donde segue que: 
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t' 

xn+T . 
1- (a,xn)/R' 

t)1 + a2 

1-(a,xu)/R 

onde ( 1 ) é o produto interno euclidiano de JR3
, a:::= T f R e a 2 = cia;. 

Notando que x = xu + x1., temos x' = x'11 + x~. Tomando A2 = 1 + a 2
, podemos 

escrever as equações anteriores como: 

t' -

Ax; + T;[1- (x,T'/R')/(1 +A)] 
1 + T;x'f R2 

At 
1 +T;x'/R' 

onde a somatória implícita é de um até três. 

ii) Deslocamento Inercial 

(1.13) 

Suponhamos as mesmas condições como no caso bidimensional, com O' deslocando-se 
com velocidade constante V= (V1 , VZ, %) em relação ao observador O. As mesmas 
observações do caso anterior se aplicam aqui sem nenhuma restrição, assim a trans
formação do grupo de Fantappié pode ser escrita do seguinte modo: 

t' 

onde: (3 = V/c e (3 2 = (3'(3;. 

xn+ Vt . 
,)1- (P ' 

' x.l = X.L 

t + (V,xll)/c2 

)1 - (3' 
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Escrevendo C2 = 1 - (J2, essas relações são expressas por 

xj - ~ { x; + V;[t + (x'V;J/c2(1 + CJJ} 

t' ~ {t + (x'V;)/c'} (1.14) 

iii) Rotação Espacial. 

Considere dois observadores O e O' na origem de seus referenciais e em repouso rela
tivo, sendo que o plano ( X1, x2) está rodado de um ângulo fJ em relação a ( x~, x2) e 
x3 coincidindo com x~. Evidentemente as transformações do grupo de Fantappié re
ferente a este movimento serão dadas por expressões formalmente iguais às rotações 
euclidianas, assim tomando 01 = cos (} temos: 

' x, B1x 1 - )1- Bfxz 

' x, )1 - Bix1 + B1x2 

' x3 x, 
t' t. (1.15) 

Deste modo, obtemos finalmente os dez parâmetros do grupo de Fantappiê na re
presentação projetiva de Castelnuovo, sendo três de translação espacial (T1 , T2 , T3 ), um 
de translação temporal (To), três de deslocamento inercial (V11 V2 , V3 ) e três ângulos de 
rotação ( (}1 , 82 , 83), exatamente como no grupo de Poincaré. 

Algumas consequências físicas interessantes podem ser obtidas a partir do grupo de 
Fantappié. Examinaremos algumas dessas consequências à parte no Apêndice. 
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CAPÍTULO Il 

-A EQUAÇAO DE LAPLACE PROJETIVA 

§1. INTRODUÇÃO 

Neste capítulo obteremos a equação diferencial parcial (E.D.P.) satisfeita pelo po
tencial escalar no universo de de-Sitter com a representação de Castelnuovo. Tendo em 
vista o caráter projetivo desta representação, esta equação será chamada de Equação de 
Laplace Projetiva. 

Antes, porém, no §2 examinaremos as E.D.P's lineares de segunda ordem do tipo 
eüptico. Daremos uma definição para esse tipo de equação, demonstraremos dois teore
mas importantes, os Princípios do Máximo Fraco e Forte, de onde decorre a unicidade 
para o problema de Dirichlet para regiões limitadas e não limitadas, respectivamente. 

No §3 obteremos a Equação de Laplace Projetiva eliminando a dependência temporal 
da equação de D' Alembert projetiva. Aplicando os resultados do §2 discute-se a unicidade 
do problema de Dirichlet e o problema do potencial definido em todo o espaço, chamado 
problema no infinito, ao qual impõe-se uma condição de decaimento da solução no infinito. 
Examinaremos suas transformações invariantes e veremos que, como seu análogo clássico, 
trata-se de uma E.D.P. elíptica. 

§2 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS LINEARES ELÍPTICAS 

Consideraremos as E.D.P's do tipo elípticas definidas num aberto n do JRn que, 
a menos de menção em contrário será considerado limitado, indicaremos por an sua 
fronteira, por n seu fecho, por BR(Y) a bola aberta euclidiana de raio R centrada em y, 

e por llxll a norma euclidiana do vetor x, assim BR(Y) é o conjunto formado pelos pontos 
x, tais que, llx- vil < R. 

Sejam n c JRn, aberto e não vazio e L um operador diferencial parcial linear de 
segunda ordem 
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onde aij(x), b,(x) e c(x) são funções reais definidas em De a;i(x) = ai;(x). 
Diremos que L é do tipo elíptico em D se a forma quadrática associada à matriz 

[aii(x)] for positiva para todo X E n, isto é, se existir uma constante (>o tal que 

n 

L a;i(x)Ç;Ç; > (jjÇjj 2 

i,;=l 

para todo Ç E !Rn;ç #O e todo x E f!. 
De forma mais restrita, se ( > O for tal que 

L será dito uniformemente elíptico. 
Uma equação diferencial parcial linear de segunda ordem 

L{u) =f 

será chamada elíptica ou uniformemente elíptica conforme a classificação do operador a 
ela associado. 

Admitiremos que as funções aiJ(x), bi(x) e c(x) sejam contínuas em D. Logo se D 
for limitado essas funções serão limitadas, e obviamente a elipticidade uniforme é con
sequência da elipticidade em n. 

A constante ( é chamada constante de elipticidade da equação. Obviamente se 
À e A são o menor e o maior auto-valor de [aij(x)] respectivamente, podemos tomar 
( = min{,\,A-1

}. 

Sejam De fl' abertos do IR:" e y = y(x).y(D) -+ D' urna mudança de variável de 
classe C1• Nesta nova variável a matriz da forma quadrática associada à parte principal 
da E.D.P. L{u) =f é dada por: [a;j(y)] = JT[a;i(x)]J, onde J é a matriz jacobiana 
de y( x) e JT sua transposta. Se o determinante ja.cobiano não se anular, a mudança de 
variável preserva a elipticidade da E.D.P., ficando assim bem definida. 

Uma propriedade importante das equações elípticas de segunda ordem é o chamado 
Princípio Fraco do Máximo, contido no seguinte: 

TEOREMA 1. Princípio Fraco do tYfcíximo. Seja L elíptico em um aberto O, se 

L{u) 2: 0(:0: 0), c(x) "'O em il 

para u E C2 (!1) n C0 (fl), então o mâ,'Cimo (mínimo) deu em fl se encontra na fronteira 
de n, isto é, 

supu= supu (infu = infu). 
nano ao 
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PROVA: Primeiro observamos que se L{u} >O em !1, então u(x) não pode assumir seu 
máximo num ponto interior x0 E O. De fato, se u(x0 ) é um máximo e x 0 se encontra no 

. d ,-, &u(xo) O f d , . h . &
2
u(x0 ) • p . 

intenor eu, temos Bx· = e a arma qua rattca esstana Bx-Bx. negativa. orem, 
• • J 

por hipótese, a forma quadrática associada à matriz [a;j(xo)] é positiva, consequentemente 
temos: 

Logo u(x) não pode assumir um máximo interior a n. 
Como bi(x) é limitada em n, temos uma constante b0 >O tal que 1~1 :S b0 , obvia

mente a 11 ;:::=: (, logo existe uma constante 1 suficientemente grande para a quaL 

Para E > O temos: 

L{ u +te'"''} > O em !1, 

segue então 

sup(u + ee1x1 ) = sup( u + ee1 x1 
). 

n an 

Fazendo e --+ O temos, evidentemente, supu= supu, como afirmado no teorema, a 
n an 

desigualdade contrária é obtida tomando -u(x) acima. O 

Suponhamos agora que c(:r)::; O em n. Considerando o subconjunto .n+ c !1 no qual 

{ 

n a• n a } 
u(x) > O, vemos que se L{ u} ?: O em !1, então it=I a;i &xi&xi + ~ b; &x; u ?: -cu ?: O 

em n+' decorre do teorema anterior que o máximo ele u em n+ se encontra em an+ e, 
portanto, em 80.. Denotando 

u+ = ma:t:( u, O) tt- = min(u,O) 

obtemos o seguinte: 

COROLÁRIO 1.: Sob as mesmas hipóteses do teorema anterior, exceto c(x) ::; O, temos: 

supu ::; supu+ (inf u ;:: inf u-). 
n an n 
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Se L{u) =O então: 

sup lu I = sup I ui. 
o 80 

Uma consequência imediata do corolário acima é a unicidade do problema de Diri
chlet para regiões limitadas quando c ::;: O. 

A condição c::;: O não pode ser enfraquecida para permitir c(x) >O. Um exemplo 
familiar é a existência de auto-valores positivos para a equação ele Laplace, veja [Tijonov]. 

Para a unicidade do problema infinito precisamos elo caso mais geral devido a E. 
Hopf, [Gilbarg], chamado Princípio Forte do Máximo, que provaremos a partir do se
guinte resultado: 

"Dizemos que um aberto n c mn satisfaz uma condição esférica interior em Xo E an 
se existe uma bola BC !1 com x0 E 8B". 

LEMA 1.: Supondo L uniformemente elíptico, c(x):: O e L{u} 2: O em D, seja x0 E âD. 
tal que: 

i) u(x) é contínua em x0 ; 

ii) u(xo) > u(x) para todo X E n, observe que isto é garantido pelo teo&ema anterior; 

iii) Ô0 satisfaz uma condição esférica interior em Xo. 

Então a derivada normal exterior de u em :r0 , se existir, satisfaz a desigualdade 
estrita 

i)u 

0
)xo) >O. 

Se c(x} :S O e c(x)/( é limitado, o mesmo se mantêm desde que u(x0 ) > O, e se 
u(x0 ) =O obtemos a mesma conclusão independente do sinal de c(x). 

PROVA: Por hipótese, existe uma bola B = BR(Y) C l1 com xo E iJB. Para O< p <R 
introduzimos uma função auxiliar v definida por: 

' R' v(x)=e-ar ~e-a 

onde r 2 = [[x ~ Yl[ 2 e a é uma constante a ser determinada. 
Temos 

L{ v) = ,-"'
2 
[4a2 _t a;;(x; - y;)(x; - Y;) - 2a( "" + t b;(x;- y;))] + cv 

I,J=l 1=1 
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observando a elipticidade uniforme e valendo-se da desigualdade de Cauchy-Schwarz, po
demos escrever 

L{ v} ~ e-"'' [4a2(r2 
- 2a( a;; + rjj bjj) + c] 

Como aii/(; lbl/( e c/( são limitados, podemos escolher o: suficientemente grande de 
tal modo que: 

L{ v)~ O em toda região anular A= BR(Y)- B,(y). 

Por (ii) u(x)- u(x0 ) <O em /JB,(y), logo existe uma constante e> O, tal que: 

,P(x) = u(x)- u(x0 ) + ev :S O em fJB,(y). 

Observe que esta desigualdade é satisfeita em ôBR(Y) onde v= O, assim temos: 

L{,p) ~O em A e ,P(x) :S O em IJA. 

Aplicando o princípio fraco do máximo (Corolário 1) segue que 1/;(x):::; O em todo A. 

Tomando a derivada normal exterior em x0 temos:~~;;:; ~:(xo) +ev'(R);::: O; logo, 

~~ (x 0 ) ~ -ev'(R) >O. O 

Uma consequência deste lema é a unicidade do problema de Neumann, veja [Gil
barg]. 

TEOREMA 2.: (Princípio Forte do lvfáximo). Seja L uniformemente elíptico 

L{u} ~ O(:S O) c(x) =O 

em um aberto f! não necessariamente limitado. Então se o máximo (mínimo) deu se 
encontra no interior de f!, ué uma constante. Se c::; O e c/Ç é limitado, então u não pode 
assumir um máximo não negativo (mínimo não positivo) no interior de f!. 

PROVA: Supondo o contrário, ou seja, u(x) não é uma constante e assume seu máximo 
M 2 O no interior de f!, então o conjunto n- no qual u < M satisfaz 

Seja Xo um ponto de n-' este está mais próximo de an- que an, e considere a maior 
bola B c n- tendo X o como centro, veja Figura 3. Então u(y} :;:;:; .lvf para algum y E an 
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enquanto u < M em B. O lema precedente implica que :~li (y) i= O para algum i, o que é 

impossível para um ponto de máximo interior 1 esta contradição estabelece o teorema. O 

"" !l 

Princípio Forte do Máximo 

FIGURA 3 

COROLÁRIO 2.: Seja L elíptico em IRn.. Considere o problema 

L{u) =f; c(x) S O c(x)/( limitado 

sujeito a condição de decaimento lim u(x) =O. Se existir solução regular, ela é única. 
11•11-oo 

Em particular se f = O então a única solução será a função identicamente nula. 

De fato, se existisse uma outra solução v(x) =f u(x), então, pela linearidade 
L{ u- v} =O, podemos supor que existe um ponto x0 , tal que u(x0 )- v(x0 ) = M > O. A 
condição de decaimento a zero no infinito garante que podemos tomar uma bola centrada 
na origem com raio R suficientemente grande tal que u( x) -v( x) < l'vf para todo x externo 
a essa bola. Logo x 0 é um ponto de máximo interior, com L uniformemente elíptico em 
BR(O). Pelo Princípio Forte do l\·Iáximo u- v = constante, de onde decorre que u =v. O 
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§ 3. A EQUAÇÃO DE LAPLACE PROJETIVA 

A equação de D' Alembert é definida para um espaço-tempo com métrica 

2 . . 
ds = 9<;(x)dx'dx1 

através da seguinte equação, [Landau] 

o·l' = 1':: = ~ .~1 ~y_ (ng'i 0\') =o 
F9íJx, Ôx; 

onde ;i denota a derivada covariante em relação a x;, gik9ki = ó~ e g = det 9ii· 

Para a métrica {1.6) do universo de Castelnuovo, após efetuar os cálculos obtemos: 

{ 
1[4 &' 4 i)l} o·I'=A' D+R, 2:;x,x;

0 
·o .+22:;x,-8 . l'(x)=O 

i,j=l X, X J i=l X, 
(2.1) 

onde O é o operador de D' Alembert. 
Evidentemente esta equação é invariante pelo grupo de Fantappié, em particular 

para as rotações espaciais. 
A equação de D' Alembert no universo de Castelnuovo {2.1) pode ainda ser generali

zada um pouco mais, confornie [ArcidiaconoJ. Para isso consideraremos 1/;(y) uma função 
homogênea(l) de grau ). na variável projetiva y, logo: 

(:,r ,P(y,, Y;) =.r( R, ~~j) j=1,2,3,4 

observando as relações (1.3), resulta que 

Derivando esta relação com respeito a y0 e Yk obtemos, respectivamente 

R' Ô~o ,P(y) = Ày~- 1 ,P(R, x)- y;-
1 ~ x; íJ~; ,P(R, x) 

R-'_1 y_,P(y) = y~- 1 _i)_,P(R.x) 
ày, àx, 

(2~2) 

(l) A hipótese de homogeneidade de 1/J(y) é feita para garantir que esteja bem definida quando da 
passagem das coordenadas cartesianas x para as coordenadas projetivas homogêneas y e vice-versa. 

Por definição: 1/; é homogênea de grau ..\, então: 

~(oy) = a'1(y). 
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Essas relações fornecem a derivada projetiva 
8
8 

em termos das derivadas cartesia
Yi 

nas. 
Definimos o d' alembertiano projetivo por: 

A partir das relações (2.2) obtemos: 

82 82 

R,,_2 ·'·( ) A-2 ·'·(R ) 
i) 2'~-' Y = Yo~ i)'~-' 'x 

Yk xk 

Donde segue o d' alembertiano projetivo em termos das coordenadas cartesianas do 

plano projetivo P 4 

(y)À-2{ ![' iJ' 4 i) l} 
0!/J(y)= ~ D+ R' ,'f;

1
x,x;ax,iJx; -2(.\-l)~x'àx, +.\(.\-!) ,P(R,x). 

(2.3) 
Agora fazendo a restrição das coordenadas projetivas homogêneas ao universo de 

de-Sitter, ou seja, a pseudo-esfera (1.2), a relação entre as variáveis x e y é dada pela 
equação (1.5), desta forma podemos escrever: 

,ou seJa, 

1/;(R,x,) = A\,(x) 

onde A é dado pela equação (L4.a). 

Substituindo esta relação no d' alembertiano projetivo, a equação de D' Alembert 
projetiva no universo de Castelnuovo é dada por: 

(2.4) 

Quando À= O ou À= -3 obtemos a equação de D' Alembert (2.1). Observe que a 
equação (2.4) também é invariante pelo grupo de Fantappié. 
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A equação (2.4) pode ser generalizada para um espaço n-dimensional, sendo escrita 
como: 

'{ 1 [ n a' n a l} .\(,\+n-1) A o+ R' 'L X;X; a .a .. + 2 'Lx,-a . l"(x) + R' l"(x) ~o .. _, x, x, ._, x, 
;,;- 1-

(2.4.a) 

onde D é o operador de D' Alembert n-dimensional. 

Eliminando a dependência temporal da equação de D' Alembert projetiva, obtemos 
a equação de Laplace projetiva, que será objeto de estudo neste e nos próximos capítulos. 
Desta forma tomando x4 = íct = O na equação (2.4) a equação de Laplace projetiva é 
dada por: 

' { 1 [ 3 a' 3 a ] } .\(H 2) -
A t>.+ R' ,t;,x;x;Ôx;âx; +2{;;x'ax, cp(x)+ R' cp(x)-0 (2.5) 

xz + xz + xz 
onde 6. é o operador de Laplace e A 2 = 1 + 1 R; 3 

Obviamente, do mesmo modo que para a equação (2.4), as transformações do grupo 
de Fantappié que não envolvem a coordenada temporal mantêm a equação (2.5) invariante. 
Mais explicitamente, a equação de Laplace projetiva é invariante pelas rotações espaciais, 
assim como pela a translação espacial geral dada pela equação (1.13). 

É interessante observar que a equação de Laplace projetiva também é invariante pela 
troca -À f-lo À + 2, como consequência, para À E IR, podemos limitar nosso estudo aos 
casos À E [-2, O] e À E (0, oo). 

Veremos agora que a equação de Laplace projetiva é uma E.D.P. do tipo elíptico. 
De fato, os auto-valores da matriz associada a equação (2.5) são dados pelas raízes da 
equação algébrica 

det[a;;(x)- (8;;] ~ (1- Ç)'(A2
- ()~O 

onde [a;;(x)] ~ [8;; + x:,;] e A2 é dado como na equação (2.5). 

Logo ( = (1, 1, A2) e consequentemente a equação de Laplace projetiva é uma 
equação elíptica em todo o espaço e uniformemente elíptica em domínios limitados. 

Fisicamente a solução da equação (2.5) representa o potencial escalar de algum 
campo. Se considerarmos o potencial definido em todo o espaço, o chamado problema no 
infinito, é natural considerar que para grandes distâncias o potencial se anule, ou seja, 
que lf'(x) solução da equação (2.5) satisfaça lim cp(x) =O. Nessas condições decorre 

llxlf-oo 
do Colorário 2 do parágrafo anterior que temos apenas a solução trivial cp( x) = O para 
À E [-2,0]. 

23 



No próximo capítulo estudaremos em detalhes o problema de Dirichlet para a equação 
(2.5) no interior da esfera. Pelo Corolário 1 podemos assegurar a unicidade da solução 
somente quando À E [-2 1 0] 1 quando À é positivo veremos que em geral isto não ocorre. 
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CAPÍTULO III 

O PROBLEMA DE DIRICHLET NO INTERIOR 
DA ESFERA 

§1. INTRODUÇÃO 

Neste capítulo apresentaremos e discutiremos o problema de Dirichlet para a equação 
de Laplace projetiva no interior da esfera. Para isso, no §2 introduzimos coordenadas 
esféricas na equação (2.5), obtendo uma E.D.P. separável nas variáveis angulares e ra
dial. Para esta última obteremos uma equação diferencial ordinária de segunda ordem 
dependente de )., e para a parte angular obteremos sua solução em termos dos harmônicos 
esféricos clássicos. 

No §3 discutiremos a natureza dos pontos singulares da equação radial e a partir 
disto obteremos sua solução identificando-a com uma equação hipergeométrica. 

No §4 consideraremos o problema de Dirichlet para a esfera, exibiremos sua solução 
em forma de série e analisaremos sua unicidade. 

§2. A EQUAÇÃO DE LAPLACE PROJETIVA EM COORDENADAS 
ESFÉRICAS 

Introduzindo coordenadas esféricas: 

Rx1 p sen fi cos(jJ; 

R~-cz p .sen () sen</J; 

Rx3 p cos fi; 

onde p >O, O<()< tr e O< </J < 21r, a equação (2.5) é escrita como: 

(3.1) 

{ [ 
&

2 &] à' à 1 &2
} p

2 

(! + p') p' àp' + 2p i)p + &e2 + cotg e &e + sen2e iJ,P' I'+ 1 + p2 .\(.\ + 2)1' = O. 

(3.2) 
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onde <p = <p(p,B,</>). 
É evidente que trata-se de uma E.D.P. separável. Escrevendo r.p(p, 8, q));::; 

= U(p)V(B, </>);obtemos: 

a' a 1 a' aez V+ cotg B ae V+ sen'B aq,' V+ f( f+ !)V= O 

~U+3_..<l_U+ .\(H2)U- f(f+l) U=O 
dp2 p dp (1 + p2 ) 2 p2 (1 + p2

) 

(3.3) 

(3.4) 

Notando que a equação (3.3) coincide com a parte angular da equação de Laplace 
clássica, resulta que sua solução regular em {} é um múltiplo constante dos harmônicos 
esféricos lT(B, </>) (Magnus]. Assim: 

onde k é uma constante, P( (cosO) são os polinômios de Legendre associados; 
i= o, 1, 2, 3, ... ; em= -f, -f+ 1, ... 'e- l,f. 

Decorre ainda, sua invariância por rotações espaciais ordinárias como já havíamos 
observado. 

§3. A EQUAÇÃO RADIAL 

Consideraremos agora a equação radial (3.4). Observe que esta mantém-se invariante 
pela troca -C H f+ 1 e -À H À+ 2, esta última nos permite considerar apenas os casos 
.\E (-2,0] e.\ E (O,oo). 

Efetuando a mudança de variável Ç = !. a equação (3.4) é escrita como 
p 

~u .\(À+Z)u e(l+l)u=o 
dÇ' +(( 2 +1) 2 + ( 2 +1 

(3.6) 

a qual é regular em Ç = O, o que implica na regularidade no infinito da equação original. 
Consequentemente a equação ( 3.4) possui apenas p1 = O, P2 = +i e p3 = -i como 

pontos singulares regulares (l). Tratando-se de uma equação fuchsiana com três pon
tos singulares [Sotomayor], sua solução pode ser expressa em termos das funções hiper
geométricas. 

Introduzindo o símbolo de Riemann para tal equação, temos: 

(l) Dizemos que zo é ponto singular regular da equação w11 + bt(z)w1 + b2(x)w =O se bt(z} e b2(x) 
forem singulares em x = x0 e existirem os limites b1 = lim (x- x 0 )b 1(x) e b2 = lim (x- x0)

2 b2(z). ,_,0 ,_,0 
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o +i _, 

U(p) = p e -.\/2 -.1/2; p (3.7) 

-f-1 
.\+2 .\+2 --

2 2 

2p 2p ~-i Tomando x = --. = V --., temos p1 = O {::} x1 = O; 
p+z 1+p2 p+z 

Pz = +i {::} Xz = 

= 1; P3 = -i{:} X3 = oo. Assim, 

o 1 00 

U(x) = P e -.\/2 -À/2; X (3.8) 

-f-1 
1.+2 1.+2 

2 2 
que corresponde a uma equação de Riemann. 

Fazendo U(x) = x'(x -1)-'i'v(x) temos: 

o 1 00 

v(x) = P o o e+ 1; X (3.9) 

-2f -1 .\+1 1-À 

que corresponde a uma equação hipergeométrica com parâmetros o:= 1! + 1; j3 =R-). e 
1 = 2f + 2. Na sua forma explícita tal equação é escrita como 

d2 d 
x(1-x)-

2
v + [2f+2- (2f- À +2)xj-d v+ (I+ 1)(1- .\)v= O. 

~ X 
(3.9.a) 

Escrevendo m :::: "/ - 1 ::::: 2C + 1 e m' = o: - 1 = C, temos m > m' > O sendo m e m' 
inteiros positivos, como consequência, uma base para a solução da equação (3.9) é dada, 
[Gradshteyn], pelo par: 

v1 (x) - 2 F1 (1+1,1-.\;21+2;x) 

v2(x) x-(U+l) 2F1( -I,-.\- I-!; -21; x) (3.10) 



onde 
r(l'} 00 r( c>+ k}f(/3 + k) x' ' ' . . 

f(a}f(/3} ~ r(l' + k) k! e a sene h1per-

geométrica. 
Tendo em vista as mudanças nas variáveis dependente e independente, obtemos como 

base para solução da equação radial (3.4} para p E [O, 1/VS]: 

( p' ,)
1(p+i)';-' 2F1 (R+1,f-A;2R+2;.l:L) 

1+p p-! p+! 

u,(p) 
1+ 2 w . ~ 2 

( p ) ' (p + I) ' ( p ) -- --. 2F1 -f, -À- f- li -2f; --. . 
p2 p-l p+z 

(3.11) 

Deste modo, a solução geral da equação (3.4} para p E [O, 1/VS] é dada por: 

U(p) =a u 1 (p) + b u 2(p) 

onde a e b são constantes arbitrárias. Como cada função em (3.11) é obtida da outra 
pela troca -f H f+ 1, do mesmo modo que a equação (3.4) sua solução geral mantém-se 
invariante por esta troca. 

Nossa intenção agora é estender a solução (3.11) para 1/J3::; p, p E IR. Observando 
00 

que os coeficientes de uma série hipergeométrica 2F1 {a, {3; '"'fi x) = Lakxk satisfazem a 
ko:=O 

relação de recorrência a0 = 1 ; 
(k + a)(k+ ;3) 

ak+l = ( )(k ) a, decorre: k+ 1 +7 

i) 2F1( -l, -À- C- 1; -2e; x) é um polinômio em x de grau C, portanto, u2 (p) é um 
polinômio em VI + p2 1 p de grau e+ 1, sendo definido para p 1- o. 

ii) 2F1(f+1,f-À;2f+2;x) é um polinômio em x se À= n en 2: f,n = 0,1,2, ... , 
cujo grau é k =À- f. Consequentemente neste caso u 1(p) está definido para todo 
p E IR. 

De acordo com [Gradstheyn], para). :j:. n onde n = -2,-1,0,1, ... a série hiper
geométrica em (3.11) associada a u1(p) admite prolongamento analítico em todo o plano 

?p 
complexo, exceto quando x = ~ E IR e x > 1. Entretanto, quando p percorre os reais 

p +• 
positivos, x descreve uma curva 7 no plano complexo z, que intercepta o eixo real só na 
origem, veja Figura 4, onde a parte em negrito, sobre o eixo real, indica a curva que não 
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admite o prolongamento analítico. Assim, podemos prolongar u1(p) analiticamente para 
p E IR, O::::; p e esta constiui uma solução da equação (3.4). 

2 

Convergência de u1 (p) para >.o:/-2, -1,0, 1, ... 

FIGURA 4 

Finalmente, para>.= n,n = -2,-1,0, ... ,€-1, obtemos u1(p) através da relação 
de recorrência [GradshteynL 

onde 

f3(x-1),F1(a,/3+1;7;x) + (2{3--y-f3x+ax),F1(a,{3;-y;x)+ 

+ (7- ;3),F1 (a, ;3 -1; 7; x) =O 

"=e+ 1; j3 =e- n; 
2p 

'"( = 2e + 2; X = --. 
p +• 

(3.12) 

Segue da relação de recorrência (3.12) que u1(p) é regular na origem e está definida 
para todo p. 

Assim obtemos u 1 (p) e u2(p) para todo p positivo. E, portanto, a solução geral da 
equação (3.4) é dada por: 

U(p) = au1(p) + bu 2(p) (3.13) 
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onde a e b são constantes arbitrárias e p E (0, oo ). 
Finalmente, indicando U como sendo o complexo conjugado deu, o par U1(p) e U2(p) 

também é uma base para a solução geral da equação (3.4), pois, esta tem os coeficientes 
reais. Disto decorre que ü1(p) = a:1 u1(p) e ü2(p) = 0:2 u2(p), onde 0:1 e a:2 são constantes 
não nulas a serem determinadas. 

Da condição U1(p) = a:1 u1(p) obtemos: 

2F1 (t + 1,.\ -1;21 + 2; .J:L) = a 1 (p+ i)>-t 2F1 (1 + 1,f- .\;2f + 2; .l:L) 
p-z p-z p+z 

(3,14) 

em especial, tomando p = O temos 1 = a 1(-1}.x-e, logo uma possibilidade é tomar 
a 1 = ( -1 ).x-e. Assim, fazendo 

J..-t ·.\ e 
U1(p) = ( -1)-, u1(p) = 1 - u1(p) 

resulta que U1(p) é uma solução real da equação (3.4). De fato, 

Analogamente, veri:fica·se que U2 (p) = ( -l)ilf±1u2 (p) é uma outra solução real da 
equação (3.4) linearmente independente a U1 (p). 

Desta forma, 

>.-! ,).±!±.!. 

U1(p) = (-1)-, u 1(p) e U2(p) = (-1) ' u2(p) (3.15) 

constituem uma base de funções reais para a equação (3.4), portanto 

U(p) =a U1 (p) + b U2 (p) 

onde a e b são constantes reais arbitrárias, é sua solução geral. 

§4. O PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A ESFERA 

Ocupemo-nos agora do problema de Dirichlet para o interior da esfera, a qual admi
tiremos centrada na origem. Em virtude da invariância da equação de Laplace projetiva 
pela translação espacial (1.13) isto não constitui perda de generalidade. Em termos mais 
precisos nosso problema é da seguinte forma: 
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'Dados À, ( E IR; O < ( e -2 :::; À, determinar i.p>.(p, O, tf;) solução regular para o 
interior da esfera de raio(, da equação (3.2), sati::,fazendo a condição de contorno: 

(3.16) 

A partir das equações (3.5) e ( 3.15) e da regularidade de 'P >.(p, O, ~) no interior da 
esfera, temos: 

00 ' 

'PÀ(p, e, 1>) =L L a,,mUl(p)Y;m(e, </>) 
t=O m=-e 

onde ne,m são constantes a serem determinadas. 

Valendo~se da ortonormalizaçào dos harmônicos esféricos, denotando ae,m 

= fo'' J,' !(e, q,)Y,m(e, </>)sene dedq, os coeficientes de Fourier de f(e, </>), segue da 

condição de contorno (3.16) que ae,m = ae,mU1(Ç), portanto, a solução do problema de 
Dirchlet é dado por: 

(3.17) 

Para -2 .::; À .$ O vimos no §:3 do capítulo anterior que r.p,\(p, &, 1'/J) é única, isso 
implica em particular que U1 (p) =O não admite raiz real. 

Entretanto, para O < À pode ocorrer de UI( Ç) = O para certos valores de f = f;, 
onde i é um índice finito [Gilbarg]. Assim sendo, À pode ser considerado como auto~ valor 
e o conjunto das funções a U 1 (p)Y~~(O, ÇJ), onde a: é uma constante arbitrária não nula, 
i = o, 1, ... ' k e m = -f;, -f; + 1, ... ,f; - 1, e;, são as auto~ funções da equação (3.2) 
associados a condição de contorno tp-\((, e, ifJ) =O. 

No caso de À ser auto~valor, devemos ter ae,m = O para que a solução (3.17) seja 
regular, dito de outra forma, devemos ter J(B, </!) ortogonal a parte angular das auto~ 
funções associadas a À, isto é, a Y€~(0, rj>). Além disso, podemos somar a esta qualquer 
combinação linear das respectivas auto-funções, logo, não existe unicidade da solução. 
Obviamente, vale a recíproca deste resultado. Por outro lado, se U1(() ;f; O para todo e, 
À não é auto~ valor e (3.17) constitui a única solução do problema de Dirichlet acima. 

Essa é a chamada alternativa de Fredholm para a equação de Laplace projetiva 
[Tijonov]. 
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CAPÍTULO IV 

SOBRE ~ SOLUÇAO POLINOMIAL DA 
EQUAÇAO DE LAPLACE PROJETIVA 

§1. INTRODUÇÃO 

No capítulo anterior mostramos que em certos casos obtínhamos solução polinominal 
para a parte radial da equação de Laplace projetiva. Neste capítulo consideraremos em 
especial esses polinômios e como uma aplicação, a generalização da lei da gravitação de 
Newton ao universo de Ca.stelnuovo. 

No §2 obteremos explicitamente esses polinômios, na variável radial, denominados 
E~(p) e G~(p), através do método de FrObenius aplicado à equação radial (3.4). 

No §3 discutiremos sua conexão com os polinômios de Gegenbauer e as funções U1 (p) 
e U2(p), estas últimas obtidas no capítulo anterior. 

No §4 apresentaremos um estudo desses polinômios, e alguns resultados especiais 
quando temos simetria esférica. 

Finalmente no §5 consideraremos uma aplicação dos polinômios E~(p) e G~(p) à 
generalização da lei de gravitação newtoniana ao universo de Castelnuovo. 

§2. A SOLUÇÃO POLINOMIAL DA EQUAÇÃO DE LAPLACE 
PROJETIVA 

Fazendo a mudança na variável dependente U(p) = Hl( '1/;(p) 2)"/2 na equação radial 
p 1 + p 

(3.4) obtemos a seguinte equação: 

(1+ p2
) :;, 1/;- 2 [(>, +f)p + ~] ~ 1/; +(H f)(H H 1)1/; =o (4.1) 

onde 1/; = tf;(p). 
Procurando o par de soluções linearmente independentes na forma de série, pelo 

método de Frõbenius 
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00 

e ,p, = 'I),p' 
f.,. o 

obtemos as seguintes fórmulas de recorrências 

onde k = O, 2, 4, 6, .... 

(A- e- kJ(A- e- k -1) 
(k+2)(k+2e+3) a, 

(A +1 + 1- k)(A +e- k) b 
(k+2)(k-2e+1) ' 

( 4.2) 

Utilizando o critério da razão para convergência das séries resulta que 7f1(p) e t/J2 (p) 
convergem no intervalo aberto I= ( -1, + 1). Entretanto, tomando À um inteiro positivo, 
). = n, o coeficiente ak+2 se anula para k = n- i!- 1 ou k = n -f, enquanto bk+2, para 
k = n +f+ 1 ou k = n + 1!, logo tanto 1/;1(p) como ,P2(p) são polinômios em p, sendo o 
primeiro definido apenas para n > f e ambos definidos para p E IR. 

Fazendo k = 2m, m = O, 1, 2, ... as fórmulas de recorrências ( 4.2) podem ser escritas, 
para ). = n, na seguinte forma: 

m (n-l)!f(l+3/2) 
azm=(-1) (n-e-2m)!f(l+m+3/2)m122mao 

b _ ( 
11

m (n +H 1)!f(1/2- e) b 
2
m- - (n +e+ 1- 2m)!f(1/2- e+ m)m!22m O· 

(4.3) 

onde ao e b0 são constantes não nulas 1 . 

Tomando a0 == n - e+ 1 e b0 = 1, resulta que: 

1/1 ()=E'()= ,+1
1f 1(-l)m (n-f+l)!r(e+3/2) (e)'m 

1 P- "P P m=O (n-l-2m)!f(l+m+:3/2)m! 2 
(4.4a) 

[!l±lli.j 
_ 1 _ -.!:-- m (n+f+1)!f(1/2-C) (P)'m 

,p,(p) = G.(p)- ~o ( - 1) (n +f+ 1- 2m)!f{1/2 -l + m)m! 2 ( 4.4b) 

onde [j] denota a menor parte inteira de j. 

1 Note que a2m e b2m estão relacionados pela troca -f +-+f+ 1. 
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Observando a mudança na variá.vel dependente resulta que a solução geral da equação 
radial (3.4) é, para n ~e, dada por: 

U( ) = a 1 E~(p) + a2G~(p) 
p p'+I(! + p2)nf2 

( 4.5) 

onde a 1 e a 2 são constantes arbitrárias. 

§3. CONEXÃO COM AS FUNÇÕES ESPECIAIS 

É evidente que os polinômios E! (p) e a; (p) estão relacionados de alguma forma com 
o par de funções da solução (3.13), pois, ambos são soluções da mesma equação. 

Por comparação da equação (4.5) com a equação (3.15) resulta que: 

p'+I(! + p2)nl2 = a1 Ur(P) e 

onde a 1 e a2 são constantes a serem determinadas. Explicitamente temos: 

__,~E"~"'(p'"')=,. = a1 ( p' ,)'''(_i +_P) ";-' ,Fr(e + 1,1- n;2e + 2; -
2
-P-.): 

pl+I(!+p2)nf2 l+p 1-p p+1 

onde n 2:: l e 

para l =O, 1, 2, 3, .... 
Tomando, em particular, p =O nas relações acima obtemos a1 = n- P + 1, a2 = 1, 

logo: 

E~(p) = (n- e+ l)p"+I(l +/)~(i+ P) ";-' ,F1 (e +!,e- n;21 + 2; ~): 
1-p p+1 

e 

. !!.±i±1. 2 
' 2 ill±l (' + p) ' ( p ) C!n(P) =(I+ p ) ' -. - ,Fr -1, -n- e-!; -21; -. 

2-p p+z 

que podem ainda serem escritos como: 

e 

E~(p) = (n- f+ !)p"+'(ip -!)"-' ,F,(e +I, 1- n;21 + 2; ~) 
p +1 
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a:,(p) = (ip -1)"+'+' ,F, ( -f,-n- e -1; -2f; /: J 
Os polinômios E; (p) e G~ (p) podem ser relacionados com os polinômios ultra

esféricos, ou polinômios de Gegenbauer, os quais denotaremos por Cf(x). 
Com efeito, introduzindo na eqttação (3.4) a mudança na variável dependente 

U(p) = ( P 2)
1
S(p) obtemos a seguinte equação. 

y'1 + p 

..'!:._S+l+l+p
2 

d S+ n(n+2)-f(I+2)S=O. 
dp2 p(1 + p2 ) dp (1 + p2)' 

Tomando x = 1 f Jl + p'l na equação acima temos: 

d' d 
(1- x') dx'S- (2f + 3)x dx S + [n(n + 2)- f( f+ 2)]S =O. (4.6) 

onde S = S(x). 
Identificando com a equação satisfeita pelos polinômios de Gegenbauer [Magnus], 

temos como solução regular em x = O, 

S(x) = C~!)(x) 

onde n 2: f. 

Observando as mudanças nas variáveis dependente e independente resulta que: 

onde f3 é uma constante a ser determinada. Em particular, tomando p = O tem-se 
l+l _ (n+f+1)! _ (n-f+1)!(2f+1)! . 

c._,(1)- (2f+1)!(n-f)!'donderesultaque;J- (n+f+1)! ,portanto. 

E'()= (n-f+1)!(2e+J)! "+'(! ')">'c'+>( 1 ) 
n p (n+f+1)! p +p n-1 y'1+p' . ( 4.7) 

De forma semelhante, introduzindo-se na equação (3.4) a mudança na variável de-

(
y'1 + p')'+l pendente U(p) = p R(p) obtemos a seguinte equação: 
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d2 R 
2 

R- p2 d R [n(n + 2) + 1- R'] 
dp2 - p(1 + p2) dp + (1 + p')' R= O. 

Agora, tomando x = 1/Jl + p2 esta equação é escrita como: 

d2 d 
(1- x')-d ,R+ (2R- 1)x-R + [n(n + 2) + 1- R'] R= O 

x dx 
(4.8) 

onde R= R(x), cuja solução regular em X= o é dada por R(x) = c~~t+l(x). 
É importante observar que os polinômios de Gegenbauer Cf(x) não são definidos 

para..\< -1/2. Logo, para e= 1,2,3, ... R(x) não corresponde efetivamente a tais 
polinômios, mas, correspondem, conforme [Szego], a um caso limite. De fato: 

1
. ct(x) 
lffi 

À-+-m ..\ + m 
. 1 f(2.\+k) (- 0 •. _1-x)-

,~~m.\+mf(k+1)r(2.\) ,F, k,.À+k,.\+1/2, 2 -

(n-2m-1)1 ( 1-x) 
2(2m)! k! · 2F1 -k, k- 2m, m + 1/2; -

2
- = 

2(0 )'(k-2m-1lc-'() 
~m . k! k x . (4.9) 

válido para k 2=, 2m + 1. 
Em nosso caso temos >. = -R,P = 1, 2, 3, ... e k = n +R+ 1, portanto para n ~ P o 

limite acima é satisfeito. Donde segue de forma análoga a E~(p) e utilizando-se do limite 
(4.8) que: 

G'' ( ) ( 2 ill±l -I ( 1 ) 
'n P = 1 + P ) ' CnH+I .j1 + p' (4.10) 

válido para n 2::: e. 
Das equações (4.7) e (4.10) podemos escrever a solução geral da equação (3.4) para 

o caso em que n :;::: e como: 

(4.11) 

onde a e b são constantes arbitrárias, isto implica que ( 
1 ;,p') 'f' c;:, +I (x) é linearmente 

independente a c~~}(x), isto é, consiste na segunda solução linearmente independente da 
equação (4.6). 

Passemos agora a discutir o caso em que temos simetria esférica. Neste caso, temos 
f= O, assim, a partir das relações (4.4a) e (4.4b) obtemos, respectivamente, 
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[ollj 
:2 m (n+l)! 2m 

Gn(P) = fo ( -1) (n + 1- 2m)!(2m)!p e 

( ) 
[~] )m (n + 1)! 2m+! 

En p = ,;';;',(-! (n-2m)!(2m+l)!p (4.12) 

que coincidem com os polinômios obtidos por Arcidiacono e Rizzi (Rizzi]. 
Utilizando as seguintes relações 

C' ( 1 ) 
n v'l+p> Une!~ p') e 

C' ( 1 ) 
n+l Jl + p2 - n:lTn+1Cl~p') 

onde Un(x) e T,.(x) são, respectivamente, os polinômios de Tchebyshev de primeira e 
segunda espécies [Magnus], logo, segue das equações (4.7) e (4.10), respectivamente_, 

Gn(P) 
o±l 

(1 + p2
) ' ( 1 ) 

n+l Tn+l v'l+p' e 

En(P) = p(l + p')"i'u ( 
1 

) 
n y'J +p' ( 4.13) 

que está de acordo com [Capelas de Oliveira]. 

§4. ESTUDO DOS POLINÔMIOS E~(p) E G~(p) 

Considere os polinômios E~(p) e G~(p) dados em ( 4.4.a e b). Verifica-se diretamente 
a validade das seguintes relações: 

(4.13a) 

e 

2l+l 
G' (p) = P E-i'+'i(p) · n > -1- 1 

n n+e+2 n ' -
(4.13b) 

e, com relação à derivada primeira temos: 
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(I+ 2f)pE~~\(p) 

(n+f)(n+f+1) a'-'() 
2f-1 p n-1P· ( 4.14) 

Em particular, para f= O e usando (4.13), decorre 

:/~(p) - pE;;"21 (p) ~ (n + 1)G~_ 1 (p) 

d~ G~(p) ~ -n(n + 1)pG;~ 1 (p) ~ -(n + 1)E~_ 1 (p). 

Valendo-se da relação (4.7) entre EfJp) e os polinômios de Gegenbauer e utilizando 
a fórmula de recorrência pura destes últimos [Gradshteyn], obtemos a seguinte fórmula 
de recorrência pura para E;. (p) 

(n- f+ 2)(n +e+ 3)E~.,(p) ~ 

~ 2(n + 2)(n- e+ 3)En+11(p)- (1 + p2)(n- f+ 3)(n- e+ 2)E!(p). (4.15) 

Derivando a fórmula de recorrência acima duas vezes em relação a p e utilizando a 
equação ( 4.1) obtemos a seguinte fórmula de recorrência na derivada 

(4.16) 

Exibimos nas duas tabelas subsequentes alguns dos polinômios E~(p) e G~(p). Ob
serve que este último está definido para todo P, enquanto o primeiro apenas para n 2: R.. 
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E:(p) 

n\C o 1 2 3 

o p ~ 
~ ~ 

1 2p p' ~ ~ 

2 p(3- p') 2p3 p' ~ 

3 p(4-4p2 ) p'(3- ~p') 2p5 p' 

G' (p) n 

n\C o 1 2 3 

o 1 1 + p' 1 + p' 1 + ~p2 + ~p4 

1 1- p' 1 + 3p2 1 + 2p2 + p4 1 + 2p2 + p4 

2 1- 3p' 1 + 6p2 
- 3p4 1 + p' + p' 1 + 3p2 + 3/ + p6 

3 1- 6p2 + p4 1 + 10p2 + 15p4 1 + 5p2 + 15p4 
- 5p6 1+ ',1 p2 +7/+7p6 
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É importante observar que para R =: O, as fórmulas de recorrência (4.15) e (4.16) 
continuam válidas para Gn(p); pois estes também satisfazem a equação (4.1) e estão 
relacionados aos polinômios de Gegenbauer e não a sua segunda solução linearmente 
independente. 

Suponhamos a existência das funções geratrizes dos polinômios En(P) e Gn(p), isto 
é, a existência das funções g(p, i) e h(p, i) tais que: 

00 00 

g(p, t) = L En(P )t" e h(p, t) = L Gn(p)t" (4.17) 
n=O n=O 

pru:a t E I= ( -5, 5), onde O< 5. 
Derivando g(p,i) e h(p,i) em relação ate usando a fórmula de recorrência (4.15) 

obtemos, respectivamente, as seguintes equações: 

d 
[(t -1)2 + t'p']dtg = -[2(1 -1) + 2tp2]g e 

d 
[(t -1)2 + t2p2]dt h= -[2(t- 1) + 2tp2 ]h + (1 + p') 

donde obtemos 

( t)- p 
g p, - (t-1)2 +t2p2 

h 1 - t(p' + 1) 
(p, t) = (t- 1)2 + t 2p2 • 

(4.18) 

Deste modo, conforme [Gomes] os polinômios En(p) e Gn(P) são dados por: 

1 Ô" I En(p) = lfitng(p, t) 
n. t=O 

1 Ô" I e Gn(P) = lot" h(p,t) . 
n. t=O 

(4.19) 

Finalmente, considerando t = z complexo, multiplicando ambos os lados de (4.18) 
por z-m-l e integrando num contorno simples fechado"( no sentido anti-horário em torno 
de z = O temos: 

2
1 ig(p,z)z-m-ldz 
,., o 

e do teorema de Cauchy para o cálculo dos resíduos, resulta nas seguintes representações 
integrais para En(P) e Gn(p), respectivamente: 
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I i p 
En(P) = 2rri 

7
zn+l[(z-1)2 +z2 p2]dz 

e 

I J l-z(p2 +1) 
Gn(P) = 2rri J, zn+I[(z -I)'+ z2 p2 ]dz. (4.20) 

§5. A LEI DE GRAVITAÇÃO NO UNIVERSO DE CASTELNUOVO 

Para concluir este capítulo consideraremos a generalização, devida a Arcidiacono 
[Arcidiacono (a) e (b)J, da lei de gravitação newtoniana ao universo de Castelnuovo. 
Limitar-nos-emas a discutir o campo gravitacional criado na attsência de matéria, o cha
mado problema exterior, desta forma o campo gravitacional satisfaz a equação (2.5). Na 
presença de matéria temos um termo de não homogeneidade nesta equação, equivalente 
a equação de Poisson na mecânica clássica, uma discussão deste caso, quando ..\ = O, é 
encontrada em [Pessa]. 

Do mesmo modo que em mecânica clássica admite-se que o campo gravitacional na 
R.E.P. seja radialmente simétrico, isto é, depende apenas da distância entre os corpos. 
Assim o potencial gravitacional satisfaz a equação (3.4) com C= O. Tomando em especial 
>. = n; n =O, 1, 2, 3, ... obtemos como solução geral para o campo gravitacional 

( ) 
_ aEn(P) + f3Gn(P) 

'Pn P - p(l + p')n/2 ( 4.21) 

onde p =r/R, r= Jxl + xl + x5; En(P) e Gn(P) são dados pela equação (4.12) e<> e (3 
são cantantes arbitrárias. 

Quando consideramos o problema local do campo gravitacional o raio do universo 

de de-Sitter é muito grande em relação ao raio espacial r = J xi + xi + x5, r < < R. 
Deste modo podemos desprezar os termos com potência maior que a unidade na equação 
(4.21), donde segue que En(p) - p ; Gn(P)- I ; (I+ p2 )n/Z- I. Portanto, o potencial 
gravitacionallocal é dado por 'Pn(P) =a:+ (Jjp, observando que p =r/R, temos 

'Pn(r) =a+ R/3/r 

que está de acordo com o potencial newtoniana. Assim devemos tomar [3 = - g:, onde: 

g é a constante de gravitação de Newton e 1\tf a massa. 

A partir do campo gravitacional temos fn(r) = dd '.f'n(r/ R) a força gravitacional. 
, r 

E evidente que para o problema local, a força gravitacional na R.E.P. coincide com a 
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mecânica clássica. 
Para grandes distâncias, o chamado problema global, o potencial depende do valor 

de n, a seguir considera-se alguns casos específicos. 
Para n = O obtemos o potencial ne\vtoniano e a lei ela gravitação ele Newton 

Para n = 1 temos: 

h(r) 

Para n = 2 temos: 

l'o(r) = -gM(r e fo(r) = gM/r'. 

(I+ r'/ R't1/' ( 2a- gMI- ~'IR') 

(I+ r'/ R't'i' (2" + gil!II + 3r'f R') 
R2 T2 

l',(r) (I + r'/ R2
) -l [ a(3 -r'/ R2

) - g M I -
3
;'/ R'] 

J,(r) = (I+ r'/R')-' [- Sa + M I + 6r
2

/ R'- 3r
4

/ R'] 
R2r g r2 

Para n = 3 temos: 

1'3 (r) (I+ r 2/ R't'i'[a(4- 4r 2 / R2 )- gM 
1 - 6r'/ ~

2 

+r' f R'] 

J,(r) (I+ r'/ R't*[- ~' r(4r'/ R'- 20) + gMI + IOr'/ R'- ~~r'/ R'- 2r'/ R']. 

Finalmente, em R.E.P. temos duas constantes a e gl\11, a primeira está ligada à 
repulsão cósmica, a segunda é a constante de Newton. Vemos que novos termos, pro
porcionais à potência da distância, comparecem. E esses termos são tanto de natureza 
atrativa como repulsiva dependendo do valor assumido por n. 
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APÊNDICE 

Ilustraremos algumas das consequências físicas do grupo de Fantappié. Seus detalhes 
e outros resultados, dentre eles o efeito Doppler no universo de Castelnuovo são discutidos 
nos trabalhos de Arcidiacono citados nas referências. Por simplicidade consideraremos 
apenas o caso bidimensional. 

A equação (1.8) para t' pode ser considerada como sendo a adição de dois intervalos. 
Fazendo d = t', d1 = t e do = T0 temos: 

d _ d1 +do 
- I + d,d,ft5 

(I) 

que é análoga à fórmula de adição de velocidades da Relatividade Especial e como tal, 
para -t0 ::; d0 ::; t0 e t0 :::; d1 .:S t0 temos t0 ::;; d :S t0 e assim t0 pode ser interpretado 
como sendo a idade aparente do universo de Castelnuovo. 

Fazendo T0 =to na equação (1.8) obtemos x' = O, qualquer que seja x, consequente
mente o universo se reduz a um ponto o que corresponde à teoria do Big~Bang cósmico. 

Denotando ltV = ~:: e U = ~: a velocidade de uma partícula nos referenciais 

k' = ( x', t') e k = ( x, t), respectivamente, a lei de adição de velocidades para uma trans~ 

' • l ' • ~ T V ' d d lV dx' dt D ( 10rmaçao gera a tres parametros .Lo, e , e a a por ' = dt dt'. a equação 1.12) 
segue que: 

W = U +AV+ a( a -{3-y)U + (3-y(Ut- x)t0 

A+ UV/c' +7(7 -Ih)+ Ba(Ut- x)/R 
(2) 

onde o:= T/R, f3 = Vjc e 1 = T0 jt0 são os parâmetros, de translação espacial, desloca~ 
menta inercial, e translação temporal, respectivamente, t0 = Rjc, R é o raio do universo 
de de~Sitter e c é a velocidade da luz. 

Para a= 1 = O obtemos: 

W= U+V 
1 + UVfc' 

(3) 

que, formalmente, coincide com a lei de adição de velocidades da relatividade especial. 



Para a = {3 = O temos a lei de adição ele velocidades para uma translação temporal 

wJl- ,, = U(l + ltfto)- /X/to. 

Em particular para 1 = 1, ou seja To= t 0 temos: 

X 
U=-

to + t 
que fornece a lei de expansão cósmica válida para -t0 s; t s; O. 

Para t = -t0 a velocidade de expansão é infinita, enquanto para t =O temos 

U=Hx 

onde H= I/to= R/c é a chamada constante de Hubble da expansão cósmica. 

( 4) 

Considerando T uma galáxia, seja x a distância entre T e um observador na origem 
de seu referencial, consequentemente o tempo do observador está atrasado em relação a 
T por t = -x f c, logo a velocidade de expansão de r 1 dada pela equação ( 4) é então: 

U=-=-. 
R-x 

No caso particular em que tomamos x = R/2 temos U =c. E, finalmente, tomando 
R/2 < x < R, temos U > c. 

Se tomarmos 1 = -1, obtemos, analogamente a lei de contração cósmica válida para 
O < t <to 

U=-x
t- t 0 

(5) 

Covém observar que tanto a contração como a expansão do universo de Castelnuovo 
não provêm do campo gravitacional, estando ligadas à sua estrutura geométrica. 

Finalmente, observando a igualdade formal entre a transformação do grupo de Fan
tappié e o grupo de Lorentz para o deslocamento inercial, equação (1.9), temos os mes
mos resultados da Relatividade Especial baseados na transformação de Lorentz válidos 
na R.E.P., em particular temos a contração do espaço e a dilatação do tempo. 
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CONCLUSA O 

Neste trabalho examinamos do ponto de vista da teoria de grupos, proposta por Fan
tappié, o universo de de-Sitter mediante sua representação projetiva, denominada universo 
de Castelnuovo. Neste sentido, a partir do grupo de Fantappié, .a Relatividade Especial 
é estendida de forma única ao universo dessiteriano originando a Relatividade Especial 
Projetiva, a qual está de acordo com a expansão cósmica e de onde se obtém a primeira 
como caso limite quando o raio do universo de de-Sitter é infinito. 

Outro ponto enfocado é a equação diferencial parcial satisfeita pelo potencial no 
universo de Castelnuovo, a qual denominamos equação de Laplace projetiva. Da geome
tria do universo de Castelnuovo foi possível obter esta equação diferencial parcial numa 
forma um pouco mais geral daquela que é dada pelo cálculo tensorial, dependendo de 
um parâmetro À. Deste modo a equação de Laplace projetiva consiste numa equação 
diferencial parcial a auto-valores. Mostramos que o problema de Dirichlet possui solução 
única para ,\ no intervalo fechado I = [-2, O], o que implica que neste intervalo ,\ não é 
auto-valor. Particularizando para o problema de Dirichlet no interior da esfera obtemos 
um equivalente a alternativa de Fredholm da teoria espectral, onde a caracterização de 
,\como um auto-valor está diretamente ligada ao estudo dos zeros da função U1(p) dada 
pela equação (3.15). 

Quando expressa em coordenadas esférica a equação de Laplace projetiva é separável 
em suas variáveis angulares e radial. Nas variáveis angulares coincide com a equação de 
Laplace, donde resultam os harmônicos esféricos. 

Já a parte radial é resolvida em termos das funções hipergeométricas, particular
mente quando À é um inteiro positivo obtemos solução polinomial. Esses polinômios 
apresentam-se estreitamente ligados aos polinômios de Gegenbauer, de certa forma isto é 
natural, pois, é sabido que os polinômios de Gegenbauer são obtidos como solução regu
lar da parte angular do laplaciano em coordenadas esféricas quadridimensional e a parte 
"espacial" do universo de de-Sitter corresponde a uma esfera quadridimensional. 

Ainda com relação ao potencial é interessante observar que quando o raio espacial 
é muito pequeno em relação ao raio do universo de de-Sitter, podemos aproximá-lo pelo 
potencial clássico newtoniana, o que está coerente com o fato de no limite, quando o 
raio do universo de de-Sitter é infinito, a equação de Laplace projetiva ser aproximada 
pela equação de Laplace clássica e a Relatividade Especial Projetiva pela Relatividade 
Especial. 

45 



Finalmente, indicamos como possibilidade para próximos trabalhos os tópicos apre
sentados e não desenvolvidos neste trabalho, dentre eles, em especial, o problema no infi~ 
nito para a equação de Laplace projetiva, a equação de D' Alembert projetiva e também 
o estudo dos sistemas de coordenadas nos quais esta seja separáveL 
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