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INTRODUCAO

Nesta dissertacdo estudaremos um problema de controle, o qual consiste na mini-
mizagao de um funcional envolvendo a turbuléncia dentro de um fluido, baseados no artigo
de F. Abergel e E. Casas [1]. Basicamente, o objetivo serd o de minimizar a turbuléncia
total através do controle de campos externos.

Primeiramente mostraremos a existéncia de solucdo (existéncia do controle étimo)
para esse problema. Como a relacio controle—velocidade é multivoca, a derivagio das
condigbes de otimalidade satisfeitas pelo controle étimo sido mais dificeis de obter. Para
isto utilizaremos uma técnica que é, em geral, muito 1itil na resolugido numérica de proble-
mas de controle 6timo. Especificamente, o que faremos sera introduzir uma familia apro-
ximada de problemas mais adequados de controle étimo; procuraremos, entio, mostrar
que as solugGes desses problemas aproximados convergem para uma solugio do problema
de controle original; derivaremos depois as condig¢des de otimalidade para esses problemas
aproximados, e s6 entdo tomaremos limites, para assim obter as condigdes de otimalidade
satisfeitas pelo controle 6timo do nosso problema inicial.

Gostariamos de enfatizar que, embora tenhamos seguido as idéias contidas no artigo
de F. Abergel e E. Casas [1], na verdade usamos uma sugestao apresentada naquele artigo
na qual se chama a atencdo para o fato de que o funcional J, definido por J (w,u) =

3 3

T, 0+ o= 3 [ 1945(0,0) = Vo P dzt 5 3 [ 1 —vo; P do + 5~ woll,
Jj=1 j=1

onde (Yo, up) é uma solugdo fixa do problema de controle original, poderia ser modificado

removendo-se os dois ultimos termos (maiores explicacdes serdo feitas no decorrer da dis-

sertagdo). Resultando-se assim no J, com o qual realmente trabalhamos. Fizemos isso,

porque do ponto de vista pratico seria um tanto estranho partirmos do fato de que (yo, uo)

j& seja uma solugdo, pois o que queremos na verdade é realmente obté-la. Da maneira

como fizemos, mostramos que as solu¢des dos problemas aproximados tém limite, e s6

entdo mostramos que este limite é uma solugdo do problema de controle original.

A partir de agora, faremos uma breve descrigdo do que foi feito em cada capitulo
que se segue.



No primeiro capitulo, procuramos relacionar apenas os principais resultados bésicos
que foram utilizados na dissertagdo. Estes envolvem resultados de Anélise Funcional, e
em particular de Analise Convexa.

Algumas propriedades de espacos de Hilbert estio relatadas na Segdo 1, desse
capitulo.

Ja na Secédo 2, procuramos colocar as definicdes de convergéncia forte e fraca, além
de alguns resultados; entre eles um resultado importante sobre conjuntos limitados em
espagos de Banach reflexivo.

Na Secdo 3, demos destaque aos resultados de Analise Convexa, principalmente
aqueles que envolvem funcionais convexos que sdo fracamente semicontinuo inferiormente.

Para a Segdo 4, damos alguns rudimentos de Espacos de Sobolev, incluindo as de-
finicbes dos espagos Y,Y e Y, a serem utilizados no decorrer do trabalho, bem como
enunciamos um Teorema de Imersio de Sobolev.

Reservamos o Capitulo 2 para fazermos um estudo preliminar da existéncia e unici-
dade de solugbes para as equacdes de Navier-Stokes estaciondrias que aparecem em nosso
problema.

Iniciamos o Capitulo 3 com uma pequena introdugdo sobre o nosso problema de con-
trole propriamente dito. Depois, na Segdo 2 desse capitulo, mostramos um resultado sobre
existéncia de solugdo para o problema de controle 6timo. Na Segdo 3, apresentamos um
teorema que fornece as chamadas condigdes de otimalidade para o problema de controle.
Com a finalidade de prové-lo (o que foi feito na Segdo 6) reservamos as demais segdes
para introduzir os problemas aproximados, obter as condigbes de otimalidade para esses
problemas e assim, tomarmos os limites.

Finalmente, com respeito & questdo de referéncias a resultados, adotaremos a nu-
meracio das se¢des da seguinte forma: o primeiro nimero indicard o capitulo em que se
encontra a segdo, o segundo nimero indicard a posi¢do da segio no capitulo. Mais ainda,
quando se tratar de numerar férmulas, ou algumas defini¢des, ou teoremas, aparecera
a mais um terceiro nimero, o qual indicard o lugar que eles ocupam na segao de um
capitulo. Como exemplo, a primeira férmula que aparecer na segunda segdo do terceiro
capitulo serd indicada com a numeracéio (3.2.1).



CAPITULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Nesse capitulo apresentaremos alguns resultados béasicos de Anilise Funcional, in-
cluindo também os de Anélise Convexa. Para o leitor interessado nas demonstragdes de
tais resultados, sugerimos ver (2], [3] e [4].

1.1 PROPRIEDADES DE ESPACOS DE HILBERT

Consideraremos H um espago de Hilbert com produto escalar (-,-) e norma | - |:

TEOREMA DE RIESZ: Dado f € H’ (dual topoldgico) existe um unico u; € H tal
que < f,v >= (uy,v), Yv € H.

DEFINIGAO: Sejam E e F, espagos vetoriais normados e seja A : D(A) C E — F
linear com D(A) = E.

Definimos A* : D(A*) C F' — E’, A*v = v*, onde, D(A*) = {v € F';3v* € F', tal
que, < v, Au >=< v*,u >, Yu € D(A)}.

A* é dito o dual de A. Portanto, < v, Au >=< A*v,u >, Yu € D(A),v € D(A*).

Agora, se A: D(A) C H — H linear, com D(A) = H, entdo A* é também chamado
de adjunto de A.

LEMA 1.1.1 (Laz-Milgram): Seja a : H x H — IR, uma forma bilinear continua e
coerciva, i.e. existe a > 0, tal que, a(v,v) > a.|v|?, Vv € H. Dado f € H’, entdo existe

um unico u € H, tal que, a(u,v) =< f,v >, Vv € H.

Além disso, |u] < %lflyr.



1.2 CONVERGENCIA FORTE E FRACA

Consideremos um espago de Banach X: dizemos que {u,} C X converge fortemente
au € X(u, — uem X) se {u,} converge a u na norma de X, i.e., ||u, ~ullx — 0,
quando n — +o00.

Agora, define-se a topologia da convergéncia fraca, em X, como aquela para a
qual u, € X — u € X, se e s6 se, para toda f € X' (dual topoldgico), temos que,
< f,up, >—=< f,u >, quando n — +oo.

Enunciaremos agora dois resultados fundamentais, cujas demonstragdes podem ser
encontradas em [3], paginas 44 e 52:

PROPOSICAO 1.2.1: Seja X um espago de Banach. Entdo X é reflexivo, se e somente
se, Bx = {z € X ||z|| £ R} é compacta na topologia fraca.

PROPOSICAO 1.2.2: Seja X um espago de Banach uniformemente convexo. Seja (z,)
uma sequéncia em X, tal que, z, — z e lim sup ||z,|| < ||z|. Entdo, z, — z.

1.3 RESULTADOS DE ANALISE CONVEXA

DEFINICAO: Um subconjunto K de um espago vetorial real X é dito convezo se para
quaisquer pontos a € b de K o segmento [a, b] estd contido em K.

[a,b] é definido por: z € [a,b] & 3t € [0,1],z=ta+ (1 -1)b

FUNCOES CONVEXAS EM ESPACOS VETORIAIS

Se K C X é convexo, dizemos que ¢ : K — IR é conveza se Va,b € K,t € [0,1] :
p(ta+ (1 —1)b) < tp(a) + (1 = t)p(b).

Se o dominio de ¢ nao for o espago inteiro, poremos ¢(z) = +0o nos pontos em que
¢ nio esta definida; a nova ¢ serd convexa se e sé se a antiga for. Por isso, em nosso caso,
uma fungio convexa serd considerada sempre definida no espago inteiro e tomara valores
em | — 00, o0] (salvo menc¢io contréria).

Para as demonstragdes dos resultados a seguir, o leitor poderd consultar [4], nas
paginas 158, 66, 82 e 83.



PROPOSICAO 1.3.1: Se X é um espaco vetorial normado e K C X é convexo e fe-
chado, entdo K é fracamente fechado.

DEFINICAO: Sejam E um espago topolégico e f : E —]— 00, 00] uma fungdo. Dizemos
que f é semicontinua inferiormente (s.c.i) se

f*(Ja,0]) ¢é aberto, Va € R.

Dizemos que f é sequencialmente semicontinua inferiormente se z, — z = f(z) <

liminf f(z,).

PROPOSICAO: Se f é semicontinua inferiormente, entdo, f é sequencialmente semi-
continua inferiormente.

PROPOSIC}AO 1.3.2: Sejam X um espaco vetorial normado e ¢ : X —] — 00, 00]
convexa. Entdo ¢ é s.c.t na norma de X, se e s6 se, ¢ € fracamente s.c.:.

Observagdo: Em virtude dessa proposicido, serd possivel obtermos fungbes convexas
fracamente s.c.z, para isso:

i) Considera-se uma fungdo ¢ : K — IR convexa e continua na norma de X (K C X,
convexo).

ii) Verifica-se se, dada uma sequéncia qualquer (z,) em K, z, = = € K = ¢(z,) — co.

iii) Redefine-se ¢ : X —] — 00, o], por

_J o(z), seze K
S0(:'3)_{00, sez g K

Note-se que ii) equivale a verificar se o grafico de ¢ é fechado (o que vale sempre
que K for fechado).

PROPOSIC.&O 1.3.3: Se K C X é convexo e J : K — IR é (G-diferenciavel sobre K,
entio todo ponto de minimo de J sobre K satisfaz & inequagio < J'(u),v—u >>0, Vv €

K.

PROPOSICAO 1.3.4: Se v : K — IR é convexa e G-diferencidvel, u € K é ponto de
minimo de ¢, se e so se,



<P(u),v—u>>0VWeK.

1.4 RUDIMENTOS DE ESPACOS DE SOBOLEV

Dados m € IV; 1 < p < 400;2 C R" um dominio aberto, denotamos o espago de
Sobolev:

W™P(Q) = {y € LP(Q); D%y € LP();|a| < m}
(entende-se aqui, D*y como sendo a derivada no sentido de distribuicio).

Introduzimos a seguinte norma em W™?(§1), o que o torna um espago de Banach:

1
o p
lollns = (3 ID°I5)" s 1S p<c0 e

lo<m

[9llmeo = max || D%y]|ze.

laj<m

Definem-se também as seminormas:

1
o P
blno = (X 1D%%) i 1<p< o0

loj=m

[Ylmeo = max |[D%y[|Le.
laj=m

Em nosso caso, trabalharemos com p = 2 e m = 1 e neste caso denotaremos H'() =
W12(Q). Ele é espaco de Hilbert com o produto interno

Yy, z € HI(Q) <Y,z >gy)= Z (D%y; Daz)Lz(Q).

lol<1

Consideraremos também os seguintes espagos

D@ @ = HA(Q) C HY(Q),



(H () = H™1(Q), o espago dual de H(R).

Valem entdo os seguintes resultados:
PROPOSICAO: Se Q tem fronteira Lipschitz:

m

—wm
C>=(Q) - Wm™P(Q), sel < p< +oo.

Com base no resultado anterior, estende-se o conceito de “restri¢do da funcdo a fron-
teira”, para fungdes de H'(f) (também chamada de trago da fungio).

A idéia € a seguinte: define-se a aplicagdo linear

%: D) — L*T)
y — ) =y|
e prova-se que Yo é continua, ou seja, Vy € D(Q) = [[vo¥) |2y LC( )|yl (-

Sabemos que uma aplicagio linear continua, na verdade, sera uniformemente
continua e, como D(Q?) é denso em H'(R), segue-se que existe uma tnica extensdo de
Yo (também denotada por 7o), continua 7o : H}(f2) — L%(T"), dita aplicagdo trago tal que
Vy € H'(Q) : [Ivo(y)llz2ry S Cllyllm@-

Resultados importantes associados a vy estdo na seguinte proposigao:
PROPOSICAO:

i) Ker(y) = Ho(9);

ii) O espago imagem de 4, é um subespago préprio e denso de L%(T'), chamado H D).

’701H1(Q) — Lz(r)
y — (y)=g€H}T)
para g € Hi(D):|lgll 3, = inf |lylme
HI(D)

yeH(R)
Yoy=g



Serdao também importantes nesta dissertacdo os seguintes resultados:

DESIGUALDADE DE POINCARE

Seja 1, aberto limitado. Entéo, existe uma constante@ (que depende de ), tal que,
HUHLz(Q) Swllvulle(Q); Yu € Hg(ﬂ)

TEOREMA DE IMERSAO DE SOBOLEV:
Sejam € IN,comm>1lesejap€ R, com 1< p < co.

Se §2 é um subconjunto aberto de IR*, com fronteira I' Lipschitz, entdo teremos as
seguintes inclusdes algébricas e topoldgicas:

1.(8)), Vg, com1 < g < oo,

W™P(Q) C | 1 m
desde que — — — =0
P n

C°(Q?), desde que m <0
\ Y4 n

Mais ainda, se §) é limitado, a imersdo candnica de W'?(Q) sobre L% () é compacta,
Vq: € IR que satisfaz: 1 < ¢; < ¢, sempre que - =—-—— > 0 ou 1l £ ¢ < 0o, quando
q
p2n.

Em nosso caso, n = 3:
HY(Q) — L%(Q) (imersdo algébrica e topoldgica).
Para (2, limitado:

HY(2) — L), Vg, tal que, 1 < g < 6, com imersdo compacta, isto é, a aplicagdo
i H(Q) — L9(Q)

é compacta.
Vv



O teorema acima serd muito utilizado em nosso trabalho; sua demonstragio pode
ser encontrada em [2], pdgina 99.

Frequentemente, trabalharemos com os espagos produto:
(D), (L), (HM ()%, (B3 ()%, (H3(T))* e (H1(R))* = (H3()))° = (HH(V)°)"

Excetuando-se (D(2))3, os demais espagos estarao munidos da norma produto ou

3 i
uma norma equivalente; como exemplo temos: ||yll(z2 @) = (Z ”yj”%p(ﬂ))z, onde
=1
y(2) = (v1(2), 12(2), y3(z))-
Agora, definiremos os seguintes espagos:
Y = {ye(DQ)):divy=0}

Y = {ye(H'(Q)®:divy=0}
Yo = {ye€ (Hy(Q)’:divy=0}

Pode-se provar que ¥, = T(H‘}(n))a (Temam [5)).

Estes espacos de fungdes sdo os espagos com os quais trabalharemos nesta dissertagao.



CAPITULO 2

O PROBLEMA DE NAVIER-STOKES
ESTACIONARIO

2.1 INTRODUCAO

Suponhamos que estamos diante da situacdo de um escoamento estacionario de um
fluido viscoso, incompressivel dentro de um dominio fisico 2 (um vaso, por exemplo),
mantido em movimento devido & uma forga externa f ou pelo movimento do vaso {2 que
contém o fluido. Em nosso caso, 2 é um conjunto aberto limitado de IR?, com fronteira
I', Lipschitz, e denotaremos por n(z), o vetor normal unitario exterior a I', no ponto z.

As equagdes de movimento para o fluido considerado se reduzem as chamadas
equagoes de Navier-Stokes estacionarias:

—pAy+ (y.V)y+Vr=f, em Q
(2.1.1) divy=0, em Q

y=%r, em [

onde a fungdo y : @ — IR?® d4 a velocidade do fluido em cada ponto;
a fungao 7 : ! — IR corresponde a pressdo;
g > 0 é o coeficiente de viscosidade;

(y.V)y é o termo néo linear, correspondendo & convecgdo, sendo sua i-ésima coorde-

3 ,
nada denotada por {(y.V)y]; = Zyj.%'

b
j=1 8:1:.7

fe(HYN)P = (Hy (D)) = (Hy(Q))3) é o campo de forgas externas;



®r é um elemento fixo de (H*(I"))3, tal que, &r.n = 0, em I'. Quando ®r = 0 o vaso
{2 esta em repouso; quando @r # 0 o vaso estd em movimento e ®r é a sua velocidade em

T.
A condigdo div y =0, em (2, significa que o fluido é incompressivel.

No presente capitulo, o objetivo serd mostrar que o sistema (2.1.1) tem ao menos
uma solugao e que, sob certas hipdteses, nés teremos até a unicidade.

Para isso, primeiramente pretendemos fazer um estudo da existéncia e unicidade de
solugbes para as equagdes de Navier-Stokes homogéneas (com condi¢Ses de fronteira ho-
mogéneas).

Depois, basta fazermos uma modificagado no sistema (2.1.1), de tal forma que ele se
torne um problema de Navier-Stokes homogéneo, e estaremos, assim, diante de um caso
similar ao ja estudado; a demonstracdo da existéncia de solugao segue-se entdo de maneira
analoga, desde que sejam feitas certas consideragoes.

2.2 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUGOES PARA AS EQUACOES
DE NAVIER-STOKES HOMOGENEAS

O nosso problema sera o seguinte:

Dados: p > 0; f € (H™1(Q))3, achar fungdes y(z) = (y1(z), y2(z), y3(x)) e uma
fungdo escalar 7(z), representando a velocidade e a pressao do fluido, respectivamente, as
quais estdao definidas em Q e satisfazem as seguintes equagdes e condigoes de fronteira:

i) —pAy+(y.V)y+Vr=f, em
(2.2.1) i) divy =0, em Q)

wi)y=0, em T

Vamos obter uma formulagao variacional fraca do problema (2.2.1). Para isto,
multiplicando-se a equagio (i) do problema (2.2.1) por uma fungio arbitriria z € Y
(recorde-se a definigdo do espago Y no final do capitulo anterior) e integrando-se sobre 2,
vem que:

—y/QAy.zd:c+ /Q(y.V)y.zda: +/9V7r.zd:v = Lf.zdx, Vze).

9



Logo,

3. By
_#/Q(Ayl.zl + Ays.z2 + Ays.zz)dz + /Q Z y;%.zjdx +

$,j=1 t

+/QV7r.zdz= /Qf.zdx, Vze ).

Usando-se da primeira identidade de Green e teorema do divergente, teremos que:

0 0 0
7 /(;(Vyl.Vzl + Vy2.Vzy + Vy3.Vz3)dz — ﬂ[\(‘%-h + %.zz + -5%3—23) dr

+/Q(y.V)y.zdx - /Qﬂ'.div zdzr + /Fz.n.mlF = Lf.zdx, Vze ).
Dai,
p‘/(;Vy.Vzd:v +/{;(y.V)y.zdx = /r;f.zdx; Vze ).
E, por argumentos de densidade, ja que Yy = j/'”‘}(m ? teremos que:

,u/QVy.Vzda: + /ﬂ(y.V)y.zdm = /{;f.zdx, Vz € Y.

Assim, a formulacio variacional sera:

Achar y € Yp, tal que,
(2.2.2)

pao(y, z) + b(y’y’z) = (f7 2), Vz e }/01

onde ag(+,-) é a forma bilinear dada por

ao: (HAQ) x (H}Q) — R
3 8?}' aZ'
(,2) — aoly,2) = /va'vm - ]9 2 5—5]- ' ﬁdm

=1

e b(:,+,-) é a forma trilinear dada por

10



b (Ho(Q)® x (Ho(Q))* x (H5(®))° — R

(¥, z,w) +— b(y,z,w) = / Z y, w,da:—-/(y V)z.wdz.

1,7=1

Mais adiante, mostraremos que a forma bilinear ap é continua e coerciva e que a
forma b é continua e satisfaz algumas propriedades.

A argumentagao anterior mostra que se y e 7 sdo “fungdes suaves” satisfazendo o
problema (2.2.1), entdo, y satisfaz (2.2.2). Reciprocamente, se y satisfaz (2.2.2), precisa-
mos mostrar que, em algum sentido, y satisfaz (2.2.1).

Desde que y encontra-se somente em (H}(2))3, teremos menos regularidade do que
antes e dizemos que y satisfaz (2.2.1) em um sentido mais fraco do que no sentido classico,
isto é, em um sentido generalizado.

Como y € Yp, automaticamente temos que div y = 0 e yoy = 0.

Mais, usando o fato de que y satisfaz (2.2.2) teremos:

,u/QVy.Vzd:v+ /Q(y.V)y.zdx = /Qf.zd:c, Vz € Ys.

Seja agora z € Y C Y e, lembrando que Y C (D(Q))3, usando a notagdo de atuacio
de uma distribuigdo sobre fungdes de (D(£2))3, podemos escrever a equagdo acima como

+1(Vy,Vz) +((y.-V)y, 2) = ([, 2).

Observamos ainda que yi% € L%(Q), pois y; € H'(R) C L5(f) (teorema de Imerséo

8:’/{ 2
de Sobolev) e 3z € L*(Q).

0y
Portanto, no sentido de distribuicdes podemos escrever (— ,uAy+Zyz Bz —fy2) =
1

=1
para todo z € ).

Observamos que —pAy + Zy, aa — f € (H™1(R))?, assim a atuagdo da distribuigao
é na verdade a a.tuagao por duahdade de (H~(Q))® sobre (H3(Q))3. Logo, podemos es-

Oy
crever (—pAy + Zy'a — 2@y ey =0, V2 €.

=1

11



Nesse momento precisaremos dos seguintes resultados (para maiores detalhes, veja
Temam [5], pdgina 14).

PROPOSICAO (2.2.1): Seja  um conjunto aberto de R® e F = {F}, Fy, F3}; F; €
D'(),: = 1,2,3. Uma condigio necessaria e suficiente que F = Vp, para algum p em
D'(Q), é que (F,v) =0, Vv € ).

PROPOSICAO (2.2.2): Seja Q um conjunto aberto limitado Lipschitz de IR?.

i) Se uma distribui¢io p tem todas derivadas de primeira ordem %)-;1 <:<3, em
Ti
L2(Q), entéo, y4 € Lz(Q) e |IP|IL2(Q)/R SG’(Q)”V}J”(Lz(Q))s

9p
a.'l,‘,' ’

ii) Se uma distribuicdo p tem todas suas primeiras derivadas

H_I(Q), entéo, pE LZ(Q) e ”p”Lz(Q)/R S(D(Q).”VPH(H—l(Q))s.

1<:1<3,em
Observagao: Combinando os resultados das proposigdes acima, vemos que se F' €
(H™1(Q)) e (F,v) =0, Yv € Y, entdo, F = Vp, com p € L}(Q).

Agora observemos que, €m nosso Caso,

3
E
F=—pAy+3 yig-—f€(H Q) e (Fz)=0,Vz€).

i=1

3
Podemos entdo concluir que existe uma distribuicio = € L*(2), tal que — uAy-%-z Yi 9z,
1

=1
f=-=Vr, em §1, no sentido de distribuigio.

Assim, y satisfaz (2.2.1), como queriamos mostrar.
2.2.1 - A FORMA BILINEAR ag:
A forma bilinear ag é continua e coerciva.

De fato,

3 6yj 8z,~ _ 3 Byj aZj .
Z /Q-a—xz-a-x—zd:c-— Z(‘a_;:, —a?i>L2(Q),

1,7=1 i,5=1

ao(y, z) = /QVy.Vzda: =

em consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwartz, vem que:

12



3 . .
wwz) < |2 |2

,-j 1 0z; 10z; 1120 - i,;zi:l (8 ) >%(/Q (gz ($)>2dx>2
3

< (L5 Ge) ) (] 2 Ge) ) -

1 J“l 1,7=1

LA (%)

= Z ||y”(H1(Q))3 ”Z“(HI(Q))3

1,7=1

3
Assim, ao(y, Z) < Z “y”(H&(Q))a.“Z“(Hg(g))s < M”y”(Hé(Q))s.”Z”(Hg(g))s € teremos que ap
Hj=1
é continua.

E mais,

0z
(5,2) = [[IVaPdz = 2 I ( ,) dz = |12y -
1,7=1
Assim, ag(z,2) > ||z||(H3m))3, e portanto, ag € coerciva (@ = 1).

2.2.2 - PROPRIEDADES DA FORMA TRILINEAR b

Com relagio a forma trilinear b, as seguintes propriedades podem ser verificadas para

todo (y, 2,w) € Y x (HA(Q)? x (H3(R))°

i) | b(y, z,w) |[S T Oyll m2 -2l a2 @yys 1wl (a3 @y
i) b(y, 2, w) = —b(y, w, 2);
i) b(y,z,2) =0

Para mostrarmos que b esta bem definida e é continua, observamos que para n < 4,
temos que, Hy(}) — L*(Q) (Teorema de Imersiao de Sobolev).

Assim,

|b(y, z,w)| =

Z / Y- Bz, 3:1:, dea:

1,7=1

<Z

1,7=1

/y, Ba; w,da:

logo,

13



Oz
|b(y, z,w)| < E lyill s (@y-| 52

Jlw; ;
Pl dz;lir2(a) loillze
. , 1 1 1 1
onde usamos a desigualdade de Hélder para 1 + sti=73
a

Portanto,

[6(y, z,w)| ST, n)lyllaz@ye- 112l g @yl wll axa @y
e estd mostrada a propriedade (z).

Prova de (ii):

0
b(yaz’w) = Z/yt de‘r Z/yi ZJ wJ Z/% Zj dex_

1,7=1 3,j=1 1,7=1
= —Z/a yzzgw]div-}-z:/z]w]y,ndr Z/yl z]dg;-—
t,7=1 1,7=1 1,7=1
Oyi
= _/ z( Yi ) z;w;de — Z:/y1 z,d:c— —b(y, w, 2).
1=1 1—1

Agora (217) decorre de (iz), bastando observar que:

b(y, z,2z) = —=b(y, z,2) = 2b(y,2z,2) = 0= b(y,z,2) =0

O

Observagao: Posteriormente trabalharemos com as formas bilinear a e trilinear b defini-
das apenas nos espagos (H'(Q2))?, dai, a, = a | Hi(@))y € as demonstragdes da continuidade
de a e b podem ser feitas da mesma maneira; mais ainda, a forma trilinear b satisfara as
mesmas propriedades desde que consideremos:

(y,z,w) €Y x (HY(N))® x (H*(Q))?, com yn=0, emT.

Agora apresentaremos um teorema que mostra a existéncia de solugio para o pro-
blema (2.2.2) e, consequentemente, para o problema (2.2.1):

TEOREMA (2.2.3): Seja 2, um conjunto limitado de IR® e seja f dada em (H~1(f2))3.
Entédo, o problema (2.2.2) tem ao menos uma solugdo y € Yp e existe uma distribuicdo
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7 € L*(Q), tal que, y e 7 satisfazem o problema (2.2.1).

DEMONSTRAGAO: Teremos apenas que provar a existéncia de y; uma vez dada y, a
existéncia de 7 e a interpretacdo do problema (2.2.1) j4 foi feita anteriormente.

A existéncia de y é obtida construindo-se solugdes aproximadas para o problema
(2.2.2), utilizando-se do Método Galerkin, e entdo passando ao limite.

Sendo Y, um subespago de (H}(Q))3, o qual é separdvel, teremos que Y, é separavel;
logo Yy admite um conjunto enumerével e denso; neste caso, Yy admite uma base de

Schauder.

Fixemos uma base de Schauder de Y, {wn,}3_,; e definamos os subespagos de di-
mensao finita Yo, = [wy, ..., wn].
Consideremos os seguintes problemas aproximados: achar as solu¢des y,, € Yom,

m
portanto, y,, = Z(,',m.w,- com (; » € IR, que satisfazem:
i=1

(2.2.3) 1ao(Ym, 2) + b(Ym, Ym,2) =< f,2 >, Vz € Yom.

No momento, estamos diante das seguintes questdes:
12) Existe y,, € Yom, tal que satisfaca o problema aproximado (2.2.3)?
22) y,, converge para y em algum sentido apropriado?
32) y é solugdo de (2.2.2)?

Para responder a primeira questio, utilizaremos o lema seguinte, cuja demonstragao
pode ser encontrada em [5], pdgina 164:

LEMA (2.2.4): Seja X um espago de Hilbert de dimensdo finita com produto esca-
lar (+,-) e norma | - | e, seja P uma aplicagio continua de X sobre si mesmo, tal que,

(P(¢),¢) >0, para |{| = R > 0.
Entao, existe ¢ € X, |(| < R, tal que, P({) = 0.

Agora, definindo-se a aplicagdo P, : Yy, — Yom, continua, dada por:

(Pm(y)’ wi) = ((Pm(y)vwi))(Hé(Q)P = ,uao(y,w,-)-l-b(y, Y, wi)_ < fyw; >, Vy € Yom;t=1,...

Assim, achar a solugdo y,, do problema aproximado é equivalente a achar a solucdo de
Pr(ym) = 0.
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A pergunta agora é: 3R > 0, tal que, (P,(y),y) >0, Vy € Yo, com |jy|| = R?
Temos:

(Pm(y),y) = paoly,y) + b(y, 4,%)— < f,y >;

pela propriedade (ii7) da forma trilinear b; e usando a coercividade de ag:

(Pn(¥),y) = paoly,y)— < f,y >=plyll*~ < f,y > .
Dal,

(Pm(y),y) 2 #”y”(zHg(n))s - ||f”(H—1(Q))3Hy”Hg(n))s;

logo,

(Pm(¥)s ) = lwlllellyll = 11 A11)-

Isso segue que (Pnr(y),y) > 0, para ||y|| = R; sendo R suficientemente grande; mais

precisamente quando R > —.|| f|l(z-1(q)):-
"

Assim, podemos aplicar o lema (2.2.4) e concluir que existe y, € Yom, tal que,
P, (ym) = 0.

Temos agora uma sequéncia {y, } de solugdes aproximadas e é necessirio agora saber
se elas convergem e se tal limite é solugdo de (2.2.2).

Tomando z = y,, € Yom, em (2.2.3), e usando a coercividade de ao, vem que:
. 1 1
”.nylH(JLIé(Q))3 = ao(Ym,Ym) = ; < fyym > -;b(ym’ Yms Ym)-
Pela propriedade (i¢:) da forma b:
, 1 1
sy = = < o >< 1 Fl gl
p p
Dai,
1
ymll (a3 @y < ;“f“(H-l(O)P-

Desde que a sequéncia y., estd limitada em Y5, que é um espago de Hilbert, sabemos
que existe y € ¥, e uma subsequéncia y,,,, tal que,
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(2.2.4) Ym, — ¥, em Yy, quando k — oo.

O teorema de Imersdo de Sobolev, mostra que a injegao de Y; sobre (L%(f2))? é com-
pacta, donde poderemos concluir que ao longo de outra subsequéncia (que para simplificar
a notagdo ainda chamamos {ym, }) teremos:

(2.2.5) Ym, — ¥, em (L*(0))® quando k — oo.

Agora, para passarmos ao limite em (2.2.3) precisaremos do seguinte lema: (veja
demonstragio em [5], pagina 165).

LEMA (2.2.5): Se y. converge & y, em Y; fracamente e em (L?(2))? fortemente, entio,

b(yevye7z) — b(y’y>z)7 Vz € y

Observemos agora que Yo C Yoo C .. ..

Fixemos z € Y,, € tomemos m; > m:
dai, pao(Ymes2) + 8(Ymy, Ymys 2) =< f, 2 >, vale Vm;
fazendo k — oo, usando (2.2.4), (2.2.5) e lema (2.2.5):

pao(y, z) + b(y,y,2) =< f,z >, vale Vm

e assim,

/J'G'O(yaz) +b(y,y,2) =< f,Z > Vze U me-

m=1

Portanto,
pao(y, z) + b(y,y,2z) =< f,z >, Vz € Yy,
e teremos que y é uma solugdo do problema (2.2.2).

Unicidade: Para a unicidade nés temos o seguinte resultado:

TEOREMA (2.2.6): Se n < 4 e se u é suficientemente grande ou f é suficientemente
pequeno, tal que,

(2.2.6) #* > c(n)|| flla-@p
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entdo, existe uma tunica solugio y de (2.2.2).

DEMONSTRAGCAO: Tomando-se z =y € Yp, em (2.2.2), e usando a coercividade de

ag, vem que:

1 1
IylI? = aoly,y) = < fry> —-;b(y,y,y);

Pela propriedade (i77) da forma trilinear b temos entdo ||y||? < l||f|||]y||, e dai, a
7
solugdo y de (2.2.2) satisfaz

1
(2.2.7) vl < ;Ilfll-
Agora, sejam y; e ys, duas solugdes diferentes de (2.2.2) e seja y = y1 — ya.
ASSim’ #G‘O(y17z) + b(ylyyla Z) =< f,Z > e #ao(ym Z) + b(y27y2)z) =< f,Z >.

Subtraindo-se estas duas igualdades, obtemos pao(y, 2) + b(y, y2,2) + b(y1,¥,2) =0, Vz €
Yo.

Agora, tomando-se z = y € Y, tem-se que pao(y,y) + b(y,y2,¥) + b(y1,¥,y) = 0, e pela
propriedade (i:7) da forma b e coercividade de ag, obteremos:

1 1
”y”2 = aO(yay) = —;b(ya y?ay) < '/; | b(y1y27y) l .

Pela propriedade (¢) da forma b, temos

lyll? < jjw(n).nynz.nyzu,

1
e como de (2.2.7) sabemos que ||yz|]] < —||fll, concluimos que
p©

2 1 2 1 _ 1 2
Iy < ~@ )P (A1) = @)l

Dai, [1 —W%%)Hfll] Il <0, e logo, [“ ~Clf ”} ol <o.

Assim devido 3 (2.2.6), devemos ter ||y||? <0, mas, ||y||?> > 0, logo, ||y||* = 0 e, portanto,
y =0, donde y; = y; o
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Observagao: A solugdo do problema (2.2.2) néo serd provavelmente tinica se (2.2.6) nio
for satisfeita.

Finalmente mostraremos que o sistema (2.1.1) tem ao menos uma solugao.
2.3 ESTUDO DO PROBLEMA DE NAVIER-STOKES NAO HOMOGENEO

Dados p >0, fe(H()?3 e ®r € (Hz(I') tal que r.n=0emT, achar y e

7 tal que:

[ 3. By
) —pAy—i—Zy,-—é;-l-Vr:f, em §.

=1

2.3.1
( ) < i) diwy=0, em Q.

i)y = Pr, em T.

\

TEOREMA (2.3.1): Sob as hipdteses acima, existe ao menos um y € (H!(2))® e uma
distribuigdo m, em Q, satisfazendo (2.3.1).

DEMONSTRACAO: Aqui, antes de pensarmos numa formulagio variacional para o
problema, precisamos fazer uma mudanca de variidvel dependente para tornar as condigGes
de fronteira homogénea e de tal forma que a nova variavel continue tendo divergente nulo.
Essa nova varidvel é obtida subtraindo-se de y uma funcdo ® adequada. Mas como deve
ser essa ®7

Observemos que, devido & nossas hipSteses, temos que / ®r.ndl’ =0 e assim, po-

demos usar um resultado que nos diz que ao resolvermos o seguinte problema de Stokes
(uma forma linearizada das equagdes de Navier-Stokes):

—pA® +Vp=f, em
div®=0, em Q2

7%® = Or;i.e., =P, em T

achamos uma & € (H(Q))® (“extensio de ®r”), tal que, @ = r,em T ediv ® =0e
também uma fungio p € L%(Q). (Para maiores detalhes, veja Temam [5], pagina 31).

Agora, tomando-se a nova varidvel § = y — ® € Y, em (2.3.1) (i), obteremos:
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3
. . g ..
—pAG+ )+ Y (5 + )= (§+ @)+ Vr=f, em Q.

=1 62:1'
Logo,
2..08) XK. 0% . 9 .
A . Y R Y
N A SPICLT o W AR A
H y+i=zly6x;+,;yaxi+i=l 8x,~+ m=f
onde,

X 3
f=(r+nae- EQ;%) e (H Q).

Assim, apés esta modificagdo do sistema (2.3.1) estamos diante de um problema do
tipo Navier-Stokes com condicées de fronteira homogéneas:

(Achar § € (HY(Q))® e 7 € L?(Q), tal que:

—pAj+ G-V + (§.V)® + (8.V)§+ Vr = f
(2.3.2) )
divy =0, emQ

L y=0, emT.

Da mesma forma como fizemos anteriormente, basta multiplicarmos a equagéo (2.3.2)
por uma funcdo z € Y e integrarmos sobre {) para obter a sua formulagdo variacional:

Achar § € Yy, tal que:
(2.3.3)

pao(§,z) + b(3,9,2) + b(§, @, 2) + b(®,9, 2) = (f,2), Vz € Yo

A demonstracio da existéncia de um § € Y, satisfazendo (2.3.3), podera ser feita
exatamente como no Teorema (2.2.3), desde que certas condigdes estejam satisfeitas. Para
isso, observemos que (2.3.3) pode ser escrito como:

c1(§,2) + b(§, 9, 2) = {F,2), Vz € Yo;

onde,

c1(d,2) = pao(§, 2) + 5(9, @, z) + b(®,9, 2)
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é uma forma bilinear continua e coerciva. Facilmente podemos verificar a bilinearidade e
continuidade de ¢;.

Agora, ¢(z,2) = pao(z, z) + b(z, D, 2) + (9, 2, 2);
usando a propriedade (¢47) da forma b e o fato de que ag é coerciva, vem que:

afz,z) = N'“Z”2 + b(z’q)7z)‘

Assim, desde que exista algum 8 > 0, tal que,

(2.3.4) plizl® +b(z, @, 2) 2 Bllz||*, ¥z € Yo

obteremos que ¢; é coerciva.

Dai, analogamente & demonstragido do Teorema (2.2.3), se ao definirmos a aplicagio
P,, como sendo:

(Pn(9),2) = paold,2) +b(§,9,2) + (3, 2,2) + 52,9,2) -
- (f,z>, V3272 € me’

precisaremos mostrar que (Ppn(z),2) > 0, Vz € Yon, com ||z|| = R e R adequado.

Para isso, fagamos:

(Pm(z)’z) = ﬂaO(Z&z) + b(z1z:z) + b(z) Q’z) + b(@,z,z) - (f’ z);

pela propriedade (i:z) da forma b, o segundo membro se torna

= pao(z,z) + b(z,®,2) — {f,2) = e1(z, 2) — {f, 2).

Usando a coercividade de ¢;, ou melhor, que a condigdo (2.3.4) esteja satisfeita,
teremos que,

(Pn(2),2) 2 Bllzl1* = (£, 2) 2 Bll=lI* = I Fll-l=,

1 .
donde segue-se (Pn(z),z) > 0, para ||z|| = R, com R > EHfH
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E o restante da demonstragio segue-se de maneira anéaloga; usando-se do lema (2.2.4)
e mostrando-se, enfim, a existéncia de §,, € Yon.

Agora, a condigdo (2.3.4) podera certamente ser satisfeita se pudermos achar ® € Y,
com ® = &y em T e satisfaca:

(2.3.5) | b(z, 8, z) |< guzu?, Vz € Y.

Com a finalidade de provar essa desigualdade, usaremos do seguinte lema:

LEMA (2.3.2): Paratodo v > 0, existe algum elemento ® = ®(v) € Y, tal que, ® = &r,,
em I’ e satisfaz

| b(y, @,2) < ~.lyll.liz]l, Vy,2 € Yo.

De fato, escolhendo-se v = g— obtém-se a desigualdade (2.3.5).

A demonstragdo desse lema é técnica e pode ser encontrada em Temam [5], pagina
174.
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CAPITULO 3

UM PROBLEMA DE CONTROLE PARA A
EQUACAO DE NAVIER-STOKES

3.1 INTRODUCAO

Nesta secdo, pretendemos descrever um pouco sobre o problema de controle com que
iremos trabalhar. Neste problema participam as equagbes de Navier-Stokes estacionarias
que ja estudamos:

—pAy + (y.V)y+ Vr = f+ Bu, em {.
(3.1.1) divy=0, em Q.

y=®r, em T.

Aqui, a situacdo do fluido é a mesma daquela considerada anteriormente, com a di-
ferenga que neste sistema aparece um controle u € U, sendo U um espago de Hilbert, que
atua na equagdo através de uma aplicagdo B € L(U,(H~*(R))*). Este controle podera
agir em todo dominio 2, ou somente numa parte de €2, ou até mesmo, numa dada diregdo
do espago. Todas essas possibilidades podem ser tratadas escolhendo-se um espago U
adequado e a correspondente aplicagio linear B.

Como podemos ver, o termo (f + Bu) continua sendo um elemento de (H~1(Q))% e
assim, denotando-o por uma f, de modo anédlogo ao que fizemos anteriormente, podemos
mostrar que fixados U e B, para cada u € U, &sse sistema (3.1.1) tem ao menos uma

solugdo (y,7) € (H*(9))? x L¥(Q).

Com base nisto, o nosso trabalho se desenvolvera em torno do seguinte problema de
controle:
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Achar um controle u € U, tal que, se (y, ) é a correspondente solugido da equagio
de Navier-Stokes (3.1.1), entdo elas minimizam um certo funcional J, o qual envolve a
turbuléncia dentro do fluido.

O detalhamento matematico deste problema sera feito na segdo seguinte.

3.2 UM RESULTADO DE EXISTENCIA DE SOLUCAO DO PROBLEMA
DE CONTROLE

Definiremos o funcional J por:

J:(HWQ))?PxU — R
_1 2 gr+ Ve
w) — Jw =3 [19xy [ de+ Sl

Jys _Oy2 Oyr  Oys Oy O
6132 82:3’ 6133 &vl’ 81171 8132

comN?_Oe,ny:(
do fluido.

) representando a vorticidade

. rd 1
Como podemos ver, o termo relevante fisicamente em J é 5 / | V x y |? dz, o qual
Q

fornece uma estimativa do nivel de turbuléncia dentro do fluido.

Dado K, um subconjunto nao vazio, convexo e fechado de U, formularemos mate-
maticamente o problema de controle 6timo como segue:

Minimizar J(y,u) na classe dos (y,u) tais que

(3.2.1) (y,u) € (H'(R))® x K e (y,u) satisfazendo (3.1.1),

para algum 7 € L?(9).

Veremos agora um resultado de existéncia de solugio do problema (3.2.1).

TEOREMA (3.2.1): Assumindo que N > 0 ou que K é limitado em U, entdo (3.2.1)

tem ao menos uma solugio.

DEMONSTRAGAO: Seja {(vs,ur)}2; € (H'(Q))® x K, uma sequéncia minimi-

te, logo, J(yk, inf J = ¢, quando k — +o0o. Observamos que
zante, logo, J(yeyue) —» dnf . Jyu)=c q q

0 < ¢ < 400 j& que J(y,u) > 0 para todo (y,u).
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Da definicdo de J e as hipSteses do teorema, segue-se que, {ux}52, é uma sequéncia
limitada em U. De fato, se por hipétese K for limitado em U; como {ux}2, C K, segue-
se trivialmente, que {ux} é limitada em U. Agora, se tivermos apenas que N > 0, podera
ocorrer de K ser ilimitado, dai poderemos concluir a limitagédo de {ux}g2, observando a
defini¢do de J: suponhamos por contradigdo que {u;}$2, ndo seja limitada; assim existe
uma subsequéncia {ug, }32, tal que |lug,|| — +o0, logo,

1 N
Hymruim) = 5 [ 1V 5y [ do + = |lugnlffy — +o0
2 Ja 2
o que é um absurdo, pois, J(yk, urn) — c.

Agora, usando (3.1.1), mostraremos a limitagao de {yx}2,, em (H!(2))3. Para tal,
primeiramente precisamos achar uma formulagdo variacional para o problema:

Dados: > 0; f € (HY(Q))® Be L(U,(H(Q)®);u € U e,
(3.2.2) {

&r € (H2())3, tal que, r.n =0, em I}
queremos achar y € (H'(2))?, tal que,

—pAy + (y.V.)y+Vr = f + Bu, em ()

(3.2.3) divy =0, em )

y=®r, em

Multiplicando-se (3.2.3) por uma fungdo z € Y e integrando-se sobre {2, vem que:

——,u/QAy.z dz + /Q(y.V)y.z dz + /Q Vr.z dz = /Q(f+ Bu)z dz, Vz € ).

(Hs ()

Usando argumentos de densidade, ja que Yo = Y , teremos:

7 ./9 Vy.Vzdz + /Q(y.V)y.z dz = /Q(f + Bu)z dz, Vz € Y,

Assim, a formulagido variacional sera:

achary € Y, tal que, y=®p, emT' e
(3.2.4)

pa(y, z) + b(y,y,2) = (f + Bu,z), Vz € Y,.
Aqui,
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a: (H'(Q))® x (H'())®> — IR, bilinear

00— at)= [ oumsae (3 2

J=1

b: (HY(Q)) x (H'(Q))® x (HY(Q))® — R, trilinear

(y,2,w) — by, z,w) = / Z Vi wJ dl‘—-/(y V)z.w dz.

t,7=1

Conforme ja mencionamos anteriormente, nas Segdes (2.2.1) e (2.2.2) do Capitulo 2,
as formas bilinear a e trilinear b sdo continuas e, além disso, a trilinear b satisfaz as trés
propriedades (i), (ii) e (iii).

Agora, usando o fato de que y; e ux constituem solugSes do problema (3.2.3) e,

consequentemente, do problema (3.2.4), obteremos que yx € Y é tal que yy = Prem ' e
satisfaz

(3.2.5) pa(yi, 2) + b(ye, Y, 2) = (f + Buy, 2), Vz € Yo,

Mais, devido a (3.2.2), tem-se que / ®r.ndl’ = 0 e pelo teorema (2.4), em Temam
r

[5], existe ® € Y, tal que, ® = & em I e satisfazendo a estimativa do Lema (2.3.2) com
um v adequado a ser escolhido nas computagdes que se seguem.

Tomando-se g = yr — ® € Y5 (logo, yx = §x + D), teremos em (3.2.5):
pa(gr + 0, 2) + b(Gx + @,9x + D,2) = (f + Bu, 2), Vz € Yo.
Assim,
pa(@r, 2)+pa(®, 2)+b(Gk, Ik, 2)+b(Tk, ®, 2)+5(®, Gk, 2)+b(®, ®, 2) = (f+Bux, z), Vz € Y.
Dal,
pa(Jk, 2)+5(Jk, Uk, 2)+b(3k, ®, 2)+b(®, Jx, 2) = (f+Bux, z)—pa(®,2)-5(®,®,2), Vz € Y.

Agora como antes a férmula abaixo vale imediatamente no sentido de distribuigGes
para z € Y C (D(2))%. Como A® € (H1(N))? a atuagio da distribui¢io é na verdade
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a atuagao por dualidade de (H~1(Q))3 sobre (H}(02))3. A densidade de Y em Y; garante
que a férmula abaixo vale para todo z € Y5,

—pa(d,z) = —u/ﬂ Vo.Vzdr = —pu(VP,Vz) =
= (pA®, 2) (-1 (@) (m3 ()2 -
Também vale

3
~b(®,8,2)= - [ 5 <1> sza: = <——Z<I>,-—g§,z

1,7=1 =1

> (H-1(2))° (HL (@)

-,

Assim,

/‘a(gh z) + b(gk’?)k, Z) + b(gk, (D’ Z) + b(Q’ '!}k, Z) =

(5 + Bus + ure - Z@ i

1 > , VzeY,.
Ox;" [ (-1 ()3 (HL (@)

Fazendo-se z = i € Yp, tem-se que:
uao({is G) + b(Gk, I, 91) + B(3k, @, 5) + B(®, i, G) = (fir )

R 3
onde, fr = f + Buy + pA® — Z@;—gg.
=1 ¢

Usando a propriedade (¢:2) da forma trilinear b e o fato de que aq € coerciva, vem
que,

. . . 1,~ . 1.,. .
9k l1Em yye < ao(de, Gk) = =(fi, Ix) — ;b(yk, P, k)

=

Dai,
R, <Llyp R 1 b B o) |-
“yk“(m(n))s = ;||fkl|(H—1(n))3~Hykll(ng(n))s + ; | 8(Jk, @, 9x) I;
Agora escolhendo ® de acordo com o Lema (2.3.2) (Capitulo 2), com v = g—, teremos:

. 1, - . l/p,.
6l < % ellamae g + — (51560 o )

Assim,
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1 1, - )
S 191 e < ;IIfkll(H~1(n))3-llykll(Hg(o))s-
Dali,

Waxll e @y Sd'lllfkll(H~1(n))3;

e, consequentemente,

od
— < — <
Ilyk“(Hl(Q))S ”q)“(]_p(g))s |[yk (I)”(Hl(g))s a; f—l—Buk—}-uA(I) ;‘I’ Bz; (H—l(ﬂ)):i.
Logo,
Nyl @ys SCllf + Burll -1 (qys + 1 ||pA® — Z‘I’ 0% + 112l (& )%
o Ozl

e, portanto,

lywll e e <@ [ fll-aps + 1Bl Nlusllo] +@x;

onde, 0'; depende de .

E, como (uk> é limitada, segue-se que: ||yk||(z(a)s <@, como queriamos mos-
k=1
trar.

Dai, teremos que {(yx,ux)2,} é limitado em (H'(Q))® x U (Hilbert).

Assim, de acordo com a Proposigdo (1.2.1), nés podemos extrair uma subsequéncia,
denotada da mesma forma, e um elemento (yo, uo) € (H*(22))® x U, tal que,

(yk>uk) - (yO, uO)v em (HI(Q))S x U
Como H'(f) est4 compactamente imerso em L?((2), temos que yx — yo, em (L%(Q2))3.

Assim, ao passarmos o limite na equagao (3.2.5) verificaremos que (yo, o) satisfaz
(3.1.1) para alguma pressio .

Ou seja, de pa(yx, 2) + b(yk, Y, 2z) = (f + Buk,2), Vz € Y;, mostraremos que ao
fazermos k — oo teremos:
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ﬂa(yo,z) + b(yO, yOyz) = (f + BUQ,Z), Vz € }/0

Analisaremos a passagem ao limite de cada termo: — Se pensarmos em a(-,z) como
um elemento de (H~1(§1))3, serd suficiente apenas a convergéncia fraca de y; — yo, para
concluirmos que, a(yx,z) — a(yo, 2)-

Agora, para mostrar que b(yx, yx, z) — b(¥o, %0, 2), Vz € Yq.
Basta mostrar que (b(yx, 2, yx) — b(yo, 2,Y0), V2 € V.
>

0z; 3 0z;
| b(yk, 2, yx) — b(yo, 2,%Yo) | = /(;yki'a'j’ykjdm - Z /(;y()ia_mj'yo_idx

1,7=1 1,5=1
3 2;
= = (Yki-Yri — Yoi-Yo;)dz
i,jz=:1/9 azz:i( J 0 01)

>

t,7=1

IN

5
/Q ﬁ(yki-ykj ~ Yoi-Yo;)dT

Como z; € D(Q2), segue-se que gii € L™.

Assim,

3
| by 2,9) = o 590) | < 30| [ M0t = voutos)de
t,j=1

3
MY
i,7=1

3
MY

iyj=1

<

/Q(ylci-ykj — Yri-Yo; + Yki-Yoj — Yoi-Yo;)dT

IA

+ Un(yki — Yoi)-Yo;dz

/kai-(ykj — Yoj)dz
Logo,

3
| 5(yxs 2, ¥)—b(¥0, 2, y0) IS M. D [Ilykillm(n)-llykj — yojllz2(ey + llyw — y0i||L2(Q)'||ijllL2(9)];

1,7=1
; 1 1 1
onde usamos Holder para — = — + —.
a 2 2
Como yx — Yo, em (L%(Q))3, teremos que:
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| b(yx, 2, yk)—b(¥o, 2, %0) |< M. vl 22y - lyx—voll (2 (s +lwx—voll L2 @)z -|¥oll(z2 )2 | — O-
E mais, temos que uy — ug, em U, ou seja,
Yw e U': (ur, w) — {ug, w) <=>| (ug — uo, w)yrr |— 0.

Assim,

| {(f + Bux — (f + Buo), 2) |=| (Buy, — Buo, 2) |=| (B(ux — %), 2)(m-1(a) (2@ |»

conforme vimos na secdo (1.1), pela defini¢do de dual do operador, esse termo serd

=| (ux — uo, B*2z) | = 0, quando k — oo;

isso decorre da definicido de up — ug, com w = B*z € U’.
E estd mostrada as convergéncias de cada um dos termos.

Sabemos pela Proposigdo (1.3.1) que, sendo K um conjunto convexo e fechado forte,
teremos que K é fechado fraco, ou seja, como u; — ug, segue-se que ug € K.

Passemos agora a verificar que J é convexo: basta mostrarmos que J é uma soma

de fungdes convexas; J(y,u) = %A(y) + %L(u) onde,

A:(H(Q))P — R

3 3
y — A(y)=[Vx y”?m(n))3 = Z ||¢’j||iz(n) = Z/Q‘/’?(‘T)dw =
J=1 Jj=1

3
- 2 _ 2
_/(2;¢J(a:)dx /QIny|Eda:,

(sendo %;, a j-ésima coordenada de V x y) e,

L:U — R

u — Lu) = Jlully = (v, v)o.

Primeiramente mostraremos que L é convexa.
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Para tal, lembremos que L, convexa <= L(u) > L(ug) + L'(uo).(v — up); ora,
L,(UO).h = (’Uo, h) + <h,’U0) = Q(UO, h) €

L(u) > L(uo) + L'(uo).(u — uo) <= [lullly = [|uollf + 2(uo,u — uo)y <=
= |lullf 2 lluolly + 2(uo,w)v — 2lluollfy <= llull* — 2(uo, w)u + ||uollf; > 0
<= (u — ug,u — o)y = 0 < ||u — wol|F > 0;

o que sabemos ser verdade. Esta demonstragio vale para qualquer norma ao quadrado.
Agora mostraremos que ||V x y“(2L2(Q))3 é convexa. Temos:
Alty+(1—t)z) = [V x (ty + (1 — 1)) ||Z2(q)p

(V x(:) é linear)
[]tV Xyt (1 —_ t)V X x||(2L2(Q))3'

i

Agora como || - ||? é convexa, entdo

Aty + (1 = 8)2) SV x ylliz@ye + (1 = DIV X zll{za -

Assim,

Aty + (1 —t)z) <t A(y) + (1 — t)A(z).

Logo, A é convexa.

Assim, J é um funcional convexo e é ficil ver que J é também continuo na to-
pologia forte de (H*(Q2))® x U. Donde, pela observagio apds Proposi¢io (1.3.2), po-
deremos concluir que J é fracamente semicontinuo inferiormente, entdo, teremos que

J(y03 uO) < klirgoznf‘](yk)uk) = ;}E&J(yk’uk) = (
inf J(y,u) < J(Yo, o).

y,u)e(;{rll{g))sxKJ(y’u) e, por outro lado,

Portanto, J(yo, ug) = J(y,u) e (yo,uo) é uma solugéo de (3.2.1). O

inf
(y.u)e(H (2))*xK

A seguir, especificaremos as chamadas condigdes de otimalidade para o problema de
controle (3.2.1).
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3.3 SISTEMA DE OTIMALIDADE PARA O PROBLEMA DE CONTROLE

TEOREMA (3.3.1): Se (7,u) € (H'(Q))® x U é uma solugéo de (3.2.1), entdo existe
um nimero « > 0 e algum elemento p € (H*(N))% e 7, X € L*(Q), verificando:

(331) o+ “_p-“(HI(Q))B >0
—pAY+(§.V)T+ V7T = f+ Bu, em Q,
(3.3.2)
divy=0, emQ e y=®p, emT.
~pAp — (FV)P+ (VP P+ VA =a.V x (VxF), em,
(3.3.3)
divp=0, emQ; e p=0, emT.
(3.3.4) (Bp+a.Nu,u—a)y >0, Vu € K.

E o restante do nosso trabalho serd dedicado a mostrarmos esse teorema.

Com a finalidade de prova-lo, consideraremos uma familia aproximada de problemas
mais adequados de controle 6timo, cujas solu¢des convergem para elementos que mostra-
remos ser uma solugao do problema (3.2.1), dai, derivaremos as condigbes de otimalidade
para esses problemas aproximados e, finalmente, tomaremos limites para obtermos essas
condigdes de otimalidade do nosso problema de controle original (problema (3.2.1)).

3.4 OS PROBLEMAS APROXIMADOS

Agora, caminharemos na direcdo de formularmos os problemas aproximados. Para
isso, definiremos para todo € > 0, o funcional:

Je:{fw€e€Y;w=0r, emT'} xU — R, por

1 3
Je(w,w) = J(y(w,u),0) + 52 2 [ 1 Vusw,u) = Vo, [ de,

3=1
onde, y(w,u) (y que depende de w e u) é a 1inica solugdo do problema variacional:
(3.4.1) Achar y €Y, tal que, y = §r, em I e satisfaz
o pa(y, z) + b(w, y, z) = (f + Bu, 2), Vz € Y.
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A unicidade dessa solugdo pode ser verificada considerando-se w, um elemento fixo
de Y, e pensando-se na formulagdo variacional acima da seguinte forma:

Achar y €Y, tal que, y = ®r, em I e satisfaz
c(y,z) = (F,z), Vze Y,

com

c: (H'(Q)® x (H'(Q))®* — IR, bilinear continua e coerciva

(vla ’U2) — C(v1, 7)2) = /l(l(vl, '02) + b(w, vy, 1)2)

F:(H'Y())® — R, linear e continua
z + F(z)=(f+ Bu,z).

E facil verificar a bilinearidade e continuidade de ¢, resta-nos mostrar a coercividade
de c: ora, Vz € Yy, ¢(z,2) = pa(z,z) + b(w, z, 2).

Pela propriedade (iit) da forma b, temos ¢(z, z) = pa(z, z) = pao(z, 2).
Pela coercividade de gy = a , vem que ¢(z, z) > pl|z||% dai, ¢ é coerciva.
(Hp ()

Mais, | (F, z) |=| (f + Bu, 2} |< ||f + Bul.||2]| £ c.||z|| donde, F é continua e clara-
mente vemos que F' é linear. Assim, pelo lema Lax Milgram teremos que existe um tnico
y €Y, tal que, ¢(y, 2) = (F, 2), Vz € Y;, como queriamos mostrar.

Agora, estaremos diante do seguinte problema:

(3.4.2) { Minimizar J.(w,u), tal que,

(w,u) Y xKew=%p, emT

Precisamos mostrar que cada problema (3.4.2) tem ao menos uma solugdo e que eles
formam uma familia aproximante para (3.2.1).

PROPOSICAO (3.4.1): Para todo ¢ > 0, existe ao menos uma solugio (w,,u,) de
(3.4.2). Mais ainda, se nés denotarmos por y., a solucio de (3.4.1) correspondendo a
(we, u.) entdo, nés temos:
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(3.4.3) ue — u, emU

(3.4.4) Yye — Y, emY

(3.4.5) w, — 7, emY.

(3.4.6) lir% J(we,u.) = J(7,u), quando € — 0.
.13 )

(3.4.7) m%; L | Vye; — Vaog; |? dz = 0

E mais ainda, se N > 0, temos que

(3.4.8) lin&[[ue —U|lv =0, ou seja, u. — u, em U.
£~

DEMONSTRAGCAO: Primeiramente, mostraremos a primeira parte da proposigao, ¢.e.,
existe ao menos uma solugio (w, u.) de (3.4.2). De maneira anéloga a demonstragio do
teorema (3.2.1), fagamos:

Seja {(wg,uk)}2; C Y x K, uma sequéncia minimizante de J.(w, u), com w; = Pr,
em I'. Logo, Jo(wi,ux) = inf J(w,u) =c.

(w,u)€Y xK
Precisamos mostrar que {u}2; é uma sequéncia limitada em U.

Se K for limitado, podemos facilmente concluir que {u;}2; C K é limitada.

Agora, se tivermos apenas que N > 0, poderemos ter K ilimitado; dai, faremos
assim:

Suponha que {ux}{2, nio é limitada, entdo existe uma subsequéncia {us,}32,, tal
que, ||Ugs|| — +oo logo,

1 3
Js(w) ukn) = J(ykn(w’ ukn),ukn) -+ 2_ Z/ l vyknj - ij 12 dl' -+ 400
€j=1 Q
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o que seria uma contradi¢do com J,(w, ug,) — ¢;. O

Agora, queremos mostrar que {wx}3%; é limitada em Y.

Consideraremos y; como a solugdo de (3.4.1) correspondendo a (wg, u).
Observemos que

wy=%®pr, emTD wry—yr =0, em T,
ey, =%r, emT donde (wy — yi) € (H3(2))3.

Sendo {(wg, ux)}3>, uma sequéncia minimizante de J,(w, u), teremos que J, (wy, ux) é

limitado; donde, pela definigdo de J,, decorre que o termo || Vyx — Vwgl|t72(qy)s é limitado,
e usando a desigualdade de Poincaré, temos:

lyx — wellzz@pe < 1V(ye — wi)ll 22y = [ Vye = Vil zz@yys < Qo
Logo, |lyx — will(zn (e)2 < o
Agora,
lwkll @) — lyellan@)s < llwe — yill@n @)y < To;
assim, [|wk|(n() <o + ||yl @ (@)
Se tivermos que {yx}52, € limitada, obteremos o requerido.
Ora, yr = yx(ws, ug) € solugdo de (3.4.1), assim:

pa(yr, z) + b(we, Y&, 2) = (f + Buy, z), Vz € Yo.

Agora, precisamos tomar ® € Y, tal que, & = &r, em I' e verifica | b(y, ®,2) |<
Ellyllllzll, ¥y, z € Yo (lema (2.3.2)).

Denotando-se z = z; = (yx — ®) € Yp, tem-se que:
pa(zi + ©;z) + b(wk, 2x + B, zx) = (f + Bug, 2), V2 € Yo
Portanto,
palzk, zx) + pa(®, zx) + b(wk; zx; zx) + b(we, @, 2) = (f + Buy; zx),
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e assim,

1 1
a(zk"zk) = ;(f + Buk’ zk) - a(é’zk) - ;b(wka (I)7zk)7 Vzk € 1/0
Lembrando-se que para ag = a é valida a coercividade:
(H3 ()
1
(3.49) Ity < a2 1< 5 (7 +Bus ) | +
1

+ | a(®,2) | +; | b(wk, @, 2k) | -
Agora,

| a(®, 21) |< M||®f (@)l 2]l (2 ()3

| b(wk, @, 2) |<| b(zk, @, 2¢) | + | b(wy — 2zx, P, 2i) | -
Pelo lema (2.3.2), o segundo membro se torna

< Szl e+ | Bwk — v @, 20) | +15(2,2,2) |
Pela continuidade de b, 0 segundo membro passa a ser
< gIIZkIIfHI(n))s + @ lwr = yill s a1 @l s gaps Nzl e apye +C- 181 e ayys-llzill o yye-
Usando que ||wi — yi|| <@o; teremos:

| b(w, @, 2k) |< %llzkllfm(m)s +@To @y || 2kl e e +C 72l a1 -
Dai,
| bk, @, 20) 1< Szl ape + @ llzelln e

logo, (3.4.9) fica:

It @y < @allf + Buallr-2ape-lzillar @y +

1 a’
+ M||®||(mr )2l zell (@) + 5!|Zk|lfm(n»s + ;HZkll(Hl(n))S-
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Logo,

lzellfen @y < @2 [llfll(H—l(m)3 + IlBlloHukHU] Nzl (zrr @y +
1
+ @l @y + §|lzk||fm(n))s + @ ze || (712 @2
Usando-se da limitagdo de {ux} em U, vem que:
1
2kl e < Tsllzellcarays + Callzellmr @y + slzliter e +@allzllr @ye-

Dali,

) 1
Izl @y < @ellzellcaaye + 3ll2ellF qy)s» assim, §||2k||fm(n))s < @el|zkll (a2 (). Por-
tanto, ||zx|| < @%.

Assim,

Nyellcr @y = llze + @@y < el @y + 1@l @y < @7 +Cs =s.

E finalmente podemos concluir que {w;}$2, é limitada.

Portanto, {(wk,ux)}$2; é limitada em Y x U. E dai, podemos extrair subsequéncia
(denotada da mesma forma) e um elemento (w.,u.) € Y x U, tal que, (wg, ux) — (we, u¢)
em Y x U, quando k — .

Como K, convexo fechado, temos que u, € K.

Devemos verificar que w, = &, em I':

Temos que wi — w,, em (H'(Q))? quando k — oo; € wy = &r, em I

Para (2 limitado, § pequeno: H'()) — H'~%(Q) (imersdo compacta) logo, wy — w,
em (H'~%(Q))?, quando k — oo; dai, Yowx — Yowe, em (H~4=3(I"))3 e, como yowy = ¥r,
tem-se que Yow, = Pr.

Da definigdo de J,, podemos observar que ele é uma soma de fun¢Ges convexas, logo,
Je € um funcional continuo e convexo, donde segue-se a semicontinuidade inferior de J,,

na topologia fraca, da qual conclui-se que,
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Je(w,,u,) < klirgomf Je(wi, ug) = klirn Je(wp,ug) = inf J(w,u).

Por outro lado, inf J.(w,u) < J.(w.,u.) e dai teremos inf J.(w,u) = J.(w.,u.) €
logo, (w.,u.) é uma solugio de (3.4.2).

Agora passemos a segunda parte da demonstragao:
Sejam {(w.,u.)}eo0 solugdes de (3.4.2).
Assim temos que, J.(w.,u.) < J.(y,u) e, desde que y(y,u) = y, vem que:

1 3
L) = Jeuu)+5 > [V -y e

7=1

(3.4.10) = J(y,u); Y(y,u) €Y x U,
tal que, y = ®r, em I' e satisfaga (3.1.1).

De onde segue-se:

3
Z/ﬂ | Vyej(we, ue) — Vw,; |? dz < 2eJ,(w,,u.) < 2¢J(y,u) — 0, quando & — 0.
j=1 :

Assim, ||V (ye —we)||fr2(q)2 — 0; e ainda temos que, sendo . a solugéo de (3.4.1) e como
w, pertence ao dominio de J,,y, = w, = ®r, em I.

Logo, y. — w. = 0, em T'; e, portanto: (y. —we) € (H}(R))? e dai, poderemos nos utilizar
da desigualdade de Poincaré para deduzirmos a seguinte convergéncia: (y. — w.) — 0,
fortemente em (H!(Q))3.

Realmente,

lye — well%m(n))s SCO|V(y: - “”E)H%Lz(ﬂ))3 — 0.

Logo,

”y, — ’wsll(Hl(Q))s — 0

E entdo, sabemos que existe g5 > 0, tal que
(3.4.11) ||w€ - ysn(Hl(Q))S <1 Ve < ¢
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Observemos que, da defini¢io de J(y., u.) e de J,(w,, u.) e pela desigualdade (3.4.10),
poderemos concluir que {u.}.5o é uma sequéncia limitada em U.

De fato,
N 2
E‘”uc”U S J(yeaus) < 'Je(weiuc) S J(yau)
Logo,
2
(3.4.12) luellyy < (), com N >0.

Agora, analogamente como fizemos na demonstracio da primeira parte, precisamos
tomar ® € Y tal que, & = ®r, em T e verifica-se | b(y, ®,2) |< E—”y””z”, Vy,z € Yp

(conforme lema (2.3.2)).
Denotando-se zp, = y, — ® € Yy, teremos de (3.4.1) com z = 2,
/‘a(ZOe + @, 205) + b(wev Zge t+ Qa zOs) = (f + Bue; zOe)'

Usando a coercividade de ap = @ e propriedade (ziz) da forma b, vem que:
(H3 (@)

1
|20 171y < a(20e, 20) [< . | (f + Bu., zoc) | +
1
+ I G(Q,ZOS) I +; l b(ws,QaZOe) I .
Dali,
| z0ell{err e < Co-ll f + Buell a1 (aye-llzoell oy + M@l arr @y 206l (a2 pye

1
+; l b(ZOE + (we - 205)7 q), ZOE) | .

Assim,

1 20ellZ: @y < @o- (| Fllczr-s @y + IBIl-lluellu] Nzoellans +@allzoc | ars e +
1
+; “ b(ZOE) @, zOs) I + l b(we — 20¢) @7 zOs) ” .

24 p2
Pela desigualdade ab < a’+b

,coma=||B| eb=|lu:
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||z ” <@ ||If “B”2 ||u€”2 a
ocll (1 )y < Qo |1 FII + "= 5 T 5 Jlzoell (a1 ()2 + @1 ll2oell (2 ()ys +

+; [l (z0., @, 20:) | + | B((we = ye) + &, 8, z0c) |] -

Usando a desigualdade (3.4.12) e lema (2.3.2), o segundo membro se torna

< [nfn +ABE,

2] ol + Gl +
[zl 6 = 3, 200 | 1 58,0, 200) |

Pela continuidade de b, teremos:

1
l|20¢ 152 ()2 < Collzoe || + Tl zoc]| + §||ZOs||2 +
0 [lwe = yel| 12 ll20e | + @3l 20e|-
Dai,

1
|20 |* < @3] z0e]] + -2-||z05||2 + @al|we = yel|-l|20el] +Ts | 20e]l;
e assim,

1
201 < @ellzoel| + 5 llz0c® +@allwe = gell- 1o -

Utilizando-se da desigualdade (3.4.11) vem que:
1
120]1* < @oll ol + 5 llzoell” + @120l
Logo,

1
5”205”2 < @7||z0¢ll; €, portanto ||ze|| < Ts.

Em consequéncia,
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[yl = 12 + zoc]| < (|]} + || 20: ] < To.

Ou seja, {y.}e>0 € limitada em (H*(Q))3.

E mais, ||w.|| — ||ye|| £ ||lwe — y|| < 1. Portanto, ||w,]| £ 1+Ty =T1o; assim, {w,} é
limitada em (H(Q))>.

Entao, nés podemos extrair subsequéncias (denotadas da mesma forma) e elementos
(,u) € Y x K satisfazendo:

u. —u, em U.
ye =7, em (H'(Q)).

e w.—7, em (H'(Q))% pois, Vp € ((H'(Q))?) :

| p(we) — @(@) |=l p(we — ye) + 0(y: = ) |< oll-lwe — vell+ | ¢(ve) — #(F) |- 0,

onde usamos o fato de que ||lw, — y.|| = 0 e que y. — 7;
com € — 0.

E esta provada (3.4.3), (3.4.4) e (3.4.5) da Proposicéo (3.4.1).

Dessas convergéncias e usando o teorema de Imersido de Sobolev, nés podemos passar
o limite em:

[la(ys,Z) + b(ws’ys’z) = (f -+ BU;,Z), Vz € YE),

e obtermos:

(3.4.13) pa(y,z) + b(7,9,2) = (f + Bu,z), Vz € Y,.

De (3.4.13) nds deduzimos a existéncia de um elemento ¥ € L*(f), tal que, (7,7) e
T satisfazem (3.1.1), em consequéncia (¥,%) é um ponto admissivel para (3.2.1).
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Temos que a familia inteira {(w.,y., u:)}e>0 converge & (7,7,%) fracamente em

(H'(Q))? x (HH(R))® x U.

Usando a desigualdade (3.4.10), a qual poderd ser usada jd que (7, U) satisfaz (3.1.1),
obteremos que J(7,u) = J.(7,%).

Como J, é fracamente semicontinuo inferiormente,
J(@,u) £ ll_{r&znf Je(We,ue) < li_g%sup Je(we, ue).
Usando novamente a desigualdade (3.4.10), li_zrésup Je(w,,u.) < J(7,0).
Portanto,
li_rg& Je(we, ue) = J(7,0).

Precisamos mostrar que J(7,%) = inf(3.2.1); ou seja,
J(y,u) = J(y',u), com (y', u') satisfazendo (3.1.1) para algum =.

inf
(v w)e(H (Q))*xK
Ou, equivalentemente, queremos mostrar que:

J(@,w) < J(y', ), V(v,v') € (H(R))® x K, satisfazendo (3.1.1).

Para tal, suponhamos que existe (y',u') € (H'(Q2))> x K satisfazendo (3.1.1), tal
que, J(y',u') < J(7, ).

Agora, conforme (3.4.10), temos:

Je(we,ue) < J(y,u), V(y,u) €Y x U,

tal que, y = ®r, em I' e satisfaz (3.1.1).
Logo, em particular, J.(w,,u.) < J(y',u’), Ve > 0.
Assim,

Js(ws’ue) S J(y”u’) < J(?? —ﬁ)

Tomando-se o limite, quando € — 0, vem que:
J(@,w) < J(¥,v') < J(7,7),
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o que é um absurdo!

Portanto, J(7,7) = . ')e(Hlf(Q))sxAJ(y u') e j4 vimos que (¥, ) satisfaz (3.1.1) para

alguma pressao 7, logo, (7,%) é a solugéo de (3.2.1) procurada. E, finalmente (3.4.6) est4
provada.

Agora, observemos que como (y.,u.) — (¥,%) e J é fracamente semicontinuo
inferiormente temos que J(y,u) < 1ir%in f J(y.,u.) e mais ainda, pela desigualdade
£—

(3.4.10), lilrésup Je(we,u.) < J(7,%) daf, podemos concluir que lirrésup Jo(we,ue) —
lir%inf J(Ye,u.) < 0.

Assim,
0 < hmsup( Z/ | Vy.; — Vu; |? da:) =
= IIT%SUP(Je(ws’us) = J(Yer u.)) <
< lg% sup Jo(we,ue) — lir%inf J(ye,ue) <0
e entao,

hn&sup( / | Vy.; — Vu,; | dx) = 0.

N
Portanto, hnol e Z/Q | Vye; — Vwe; |* dz = 0, e obtemos (3.4.7).
&= ]=1
Finalmente, passemos & demonstragdo de (3.4.8).

Primeiramente lembremos que devido as limitagdes de {u, }eso0; {we }e>0 € de {ye}eso,
nos foi possivel tomar subsequéncias, as quais foram também denotadas da mesma forma.

De agora em diante, consideraremos {u. }.50 como uma subsequéncia qualquer de
{te}eso; {w}er>0, uma subsequéncia de {we}.>0 € {y.}e>0, uma subsequéncia de {y.}.>0
e utilizaremos de alguns resultados obtidos, todos em termos de €’ > 0.

Assim, temos que:

i) Z/IVys, Vi, 2 dz =0

I
£ —>0 2e’! =1
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i1) l,inrtl) Jor(wer,ue) = J(7,7); logo,

e'—0

: 13

lim ['](ye’aus’) -+ 2—5—, ZL I Vyclj — nglj ]2 dz| = J('ﬂ,ﬂ)
i=1

Juntamente com 7), vem que:

lim J(y., ue) = J(7,8).

&' —0
Dai,
1111‘% inf J(ys’, us’) = J(g’ U)

Portanto,
(34.14) lim inf [2/9 IV xyo [ dz + —2—||u€,||U] =2 [ 1V %3P dz+ Sl

xxy 1 rd ’ ’ .
iii) Como y. — 7, e 3 / | V X y.r |* dz é convexo continuo, donde é fracamente semi-
Q

continuo inferiormente, segue-se que:

%/ﬂ|ng|2dm§}’i_rgz’nf%/QIV><y5, |2 dz;
dai,
1 _ . . N Ll .. N
-Q—/QIny |2 dx+€l,1_1¥%)znf5||us:||,?]Selll_r%me/(;|V><y£, 2 d:c+€1,1_rgmf-é—l|u5r|]f].

Devido a (3.4.14), o segundo membro se torna

1 _ N, _
=2 [19 %7 de + il

Portanto,

N

.. N _
tim inf S < 2 a3
Devido ao fato de que IV > 0 temos:

(3.4.15) lim infuello < [@o.

iv) Sabemos que uy — % e sendo || - ||y um funcional convexo, tem-se: ||y <
limn e
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Logo, juntamente com (3.4.15), obtemos que:
Liminflue|lv = f@lv.

Donde conclufmos que existe uma subsequéncia {u.} de {u.}, tal que,
i el = Il

v) Agora temos, us» — U e ||uer||y — ||T||y; assim, pela Proposigio (1.2.2) decorre que
Ugerr — u.

vi) Utilizaremos o seguinte resultado, de facil demonstragio por contradigio.

“Seja {an}, tal que, para qualquer subsequéncia {anx} de {a,} admite uma outra
subsequéncia {an;} convergindo para a. Suponha que a seja sempre o mesmo, isto €, ¢
independente da subsequéncia. Entdo, {a,} converge para a”.

E, em nosso caso, podemos concluir que:

ue — U, em U, istoé, |u.—7Tlly — 0, quandoe — 0.

3.5 AS CONDIGOES DE OTIMALIDADE PARA OS PROBLEMAS
APROXIMADOS

PROPOSICAO (8.5.1): Suponhamos que (we,u.) é uma solugido de (3.4.2), entéo,
existem dois elementos y. € Y, com y. = &, em I e p. € Yy, tal que, o seguinte sistema

é satisfeito:

(3.5.1) pa(ye, z) + b(we, Ye, 2) = (f + Bue, 2), Vz € Y.
(3.5.2)  pa(p., z) — b(we, pe, 2) — b(2, e, Ye) = /Q(V X Y )(V x z)dz, Vz € Y.

(3.5.3) (B*pe + Nu.,u —u,) 20, Vue K.

DEMONSTRAGAO: Desde que (we, ue) é uma solugdo de (3.4.2), sabemos que existe
Yye correspondendo & (we, u.), o qual é solugdo de (3.4.1). Sendo assim, temos que y. € Y,
comy., =®r,em I e
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P‘a(ye)z) + b(weaysaz) = <f + BU,;,Z), Vz € YE)

Logo, obtemos que y,. satisfaz (3.5.1).

Tomemos p. € Yy, satisfazendo:

1a(pe,2) — b(we, pey 2) = /Q(v x 3 )(V % 2)dz+
(3.5.4)

1 3
+g Z/Q(Vysj — Vuw,;)Vz;dz, Vz € Y.
i=1

Agora, dados w € Y5 e u € U, nds denotaremos por z,, € z,, os elementos de Yj,
verificando:

(3.5.5) pa(zy, z) + b(we, 2w, 2) + b(w, ye,2) = 0, Vz € Yo;
e

(3.5.6) pa(zy, z) + b(we, z,,2) = (Bu, 2), Vz € Y,
respectivamente.

Passemos agora a verificar que J, é de classe C! e para todo (w,u) € Y, x U, teremos:

aJ. 13
0 (wo, ue)w = /Q (V% 9)(V X 2)dz + 23 /Q (Vye; — Vae;)(Vzu; — Vu;)de.

ow j=1

De fato, vamos calcular

oJ. d
a—w(ws, U)W = EJG(wC + tw, u.)

t=0
Observemos que,
1 3 2
Jz(we + tw, us) = J(yi,u,) + é; E;A ! (vy:-j - v(wej + twj) I d:L‘;
J=

onde, em alguns momentos, denotaremos y = y(w, + tw, u.) e, mais adiante, usaremos o
fato de que y(w. + tw, u.) satisfaz (3.4.1), isto é,
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(3.5.Tpa(y(w, + tw, u.), z) + b(w, + tw, y(w. + tw, u.),2z) = {f + Bu,,z), Vz € Y.

Derivando-se (3.5.7) e calculando-se em t = 0, temos que:

d
(d‘z (we, ue). ,z) + o(w, y(we, ue), 2) + b(we, = (we,ur)w,2) =0 Vz €Y.

Devido a (3.5.5), obteremos:
&
dt

Continuando a nossa verificagao, temos que:

(3.5.8)

(We, u)w = 2y,

d d 1 &
dtJ (we + tw, u,) = —J(yt,u) 5— Z_; [/Q | Vit = V(wg; + tw;) | dx] .

Logo,
d aJ d 1 & d
EZJE(we +tw,u) = a_y(y:’ Ue). d?; (we + tw, u,). 2_ ; a [ lVyij - Vu,; — tvwi”b(n)] =
aJ dy
= By —(y%, ue). dt(w€+tw Ug )W
1 3
+ ;2} qu Vuw,; — tVwj; — 7 (Vysj Vuw,; — tVw;))2(e) =
]:
oJ d
= 3y —(y(we + tw, us),us).d—z(ws + tw, u,).w +
13 . d
+ -~ Z/(Vysj — Vw,; — tVw;).(V—yj(w. + tw, u,) — Vw;)dz.
€ia dt
Portanto,
ot twu)| = g—‘;(y(we,us),ue)d (1, )0 +

1 3
* g;/ﬂ(vyj(wc, ue) = szj).(V-(Eyj(w,,uc) — Vw;)dz.
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E, pela igualdade (3.5.8), tem-se que:

iJ( + tw, u,) —?—{(( ) ly Vy; =V \% Vw;)d
dt e\ We y Ye t:O— 8y y we,us)’us ~zw+€ Z:/‘;( yEJ_ we])( zwj— wJ) Z.

oJ dJ
Y% a Yy Ue ) 2w = 7 \Ye wy Ue
{as, ay(y Ue).Z dt(y + iz u)t=o
Ora,
Tyet tzurw) = 5 [ 1V x (g +t2) [ da + 5l
Assim,
1 2 N 2
J(ye + tzy,u.) = ‘2‘“V X (Ye + tzw)|l12(q) + ‘2‘”“5”U
Dai,
d 1d 9
Wtz ) = S [IV X (e + 2B =
d
= (V X (ye + t24); V X E—(ye + tzy))12(0) =
= (V (ys + tzu,), V x Zw)Lz(g).
d
Logo, —J(ye + tzy,uc)| = /(V X Ye)-(V X z,)dz.
d t=0 Q
Logo,
0J.

1 3
%(we,ue)w = /(V X ) (V X z,)dz + = Z/(Vysj - Vw,;).(Vzy; — Vw;)dz =

/(V X Yy (V X zy)dz + i E/ (Vye; — Vwe;)Vzyde —

j=1

1
—_ E ZL(Vysj - szj)ij d:r.
=1

Usando (3.5.4), com z = z,, vem que:
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dJ. 13
—a—u;(we,us).w = pa(pe,2w) — b(We, Pe, 2u) — - Z/(Vys,- — Vw).Vuw; dz =

= pa(zy,pe) + b(we, 2w, pe) — R Z/(Vy,j — Vuw,;).Vw; dz.
ij=1

E, por (3.5.5) com z = p,:

oJ. 13
-(S—L;(ws,us).w = —b(w, Ye,Pe) — E;/Q(Vy,j — Vw,;).Vw; dz.
Portanto,
(3.5.9) aJE(w ue).w = b( li/v . — Vuw,;).Vuw; dz
9. Ow ey Ue ). W = w,pnye c e Q Yej €7) J .

Da mesma forma, verificaremos agora que

aJ.
—az(ws, UE)U

/ﬂ (V % 3)(V X 2,)dz + N(ue, w)u +

1 3
+ Z/(vysj - Vwej)Vzuj dz.
€j=1 Q

De fato, vamos calcular

aJ.

_6_17 —d—Jg(w,,us + tu)

W, U )U = .
( ) dt t=0

Observemos que

Je(we,ue + tu) = J(y(we,u, + tu),u, + tu) +

+ / l Vyj(ws, U + tu) ng] l2 dz.

J—l

Agora utilizaremos que y(w,, u, + tu) satisfaz (3.4.1), ou seja,
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pa(y(we,ue +tu);z) +  blwe, y(we, ue + tu),z) =
= (f+ B(u. +tu),z), Vz € Y.

Derivando-se e calculando-se em ¢ = 0, tem-se:

(Ccllt (We, ue).u z) + b(we; ccllt (we, u).u,2) = (Bu,z), Vz € Y,

Assim de (3.5.6) decorre que

dy

(3.5.10) —

— (We, Ue ) U = Zy.

Voltando-se a verificagio:

d aJ dy
aJe(we,us +tu) = B —(y(we, ue + tu),u, + tu).

dt (
oJ
O(u. + tu)
1 i d

+ 55 2 g [IVs(e e + ) = Vil

We, Ue + tU).u +

d
(y(we, ue + tu),ue + tu).—(ue + tu) +

dt(

Dali,

d d
—Je(we,u. +tu) = g—j(y(ws,ue + tu),u. + tv,t).d—:Z(ws,u5 + tu).u +

dt
oJ

YT ey Ue t y Ue tu).
B(u€+tu)(y(w ue + tu),u, + tu).u+

d
+ - Z Vy;(we, ue + tu) — Vw,j; Va(yj(we,ue + tu))) 12 (q)-

]-1
Assim,
d oJ dy
EJf(w" u + tu) = -6—y(y(w5,u,), u,). 7 (We, Ue).u +
dJ 13
+ o) udat 232 f (T (w) =
- szj)(vdt?h(wm“c))d
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E por (3.5.10), obteremos:

d
EZJe(w,,ue + tu)

0 0J
_(ys) uc)-zu + 5"‘(’!,/5, ue).u +

t=0

+ Z / (Vye; — Vo) Vzydz.

_7—-1

oJ d
Mas, 3y ——(Ye, Ue) .24 Zi—t—J(ys+tzu’u€)

t=0

Ora,

I+ tzaw) = 3 [ 19 % o+ 822) [ doot el

o qual se torna:

1 N
= IV % (ye + t2)Zaey + 5 lluelr
Logo,
d 1d .
I+ tznu) = S [IV X (e + 12l =
d
= (VX (ye +t2,),V x (E(ys + tZU)>)L2(9)
= (V (ys + tzu); V x zu)L7(Q);

donde -C—l—J(y5 + tz,, u,)

7 /(V X Yy )V X z,)dz.

t=0

e, temos

Agora como, 0J —(Ye, u)u = d —J(Ye, ue + tu)
a dt t=0

1 N
J(ye,ue + tu) = 5/9 |V xy. |* dz + 5”“: + tull?.

Assim,

..—l

d Nd 2
/Wt i) = oy [”Vx%” toran] + 5 g e + ] =

= N(us + tu; -d—t(ug + tu)) "
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d
Portanto, —J(y., ue + tu)

' dt t=0= N(us’ U)U.
Assim,
0J.
a—u(ws,us)u = /Q(V X ¥e).(V X z,)dz + N(ue,u)u +
1
+ —_

3
. Z/Q(Vyej — Vw,;)Vz,dz.
Jj=1

Por (3.5.4); com z = z,:

8_(wsa us)u = ﬂa(Psy zu) - b(wa,Pn zu) + N(us,u)U =
= lla(zu,Ps) + b(wea Zmpe) + N(us,u)U'
E de (3.5.6), com 2z = p,:

(3.5.11) 33{; (we, ue).u = (Bu,p.) + N(ue,u)v = (B*p. + Nu,,u)y.

Desde que (w,, u.) é solugdo de (3.4.2), tem-se:

aJ. aJ.
£ W = — —u.) >0, K.
50 (we,ue)w=0, VweYse 50 (we, ue)(u —u) 20, Vu €
Assim,
aJE *
_a_{[(ws,us)(u - ue) = (B De + Nus’u - uc)U 2> 01 Yu € I{,

e obtemos (3.5.3).

Agora, de (3.5.9) temos

. 13
B—J-(we,uc).w = b(w, pe,ye) — = Z/(Vygj — Vuw,;)Vw;dz =0, Yw € Y.
Oow ole
Portanto
1
(3.5.12) b(w, pe,ve) = 2 3 /Q (Vye; — Viog;).Vw;dz.

J=1
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Usando (3.5.12), com w = z e por (3.5.4) segue-se que:
pa(pe, z) — b(we, pe, 2) = /Q(V X Y:)(V X 2)dz + b(z, p.,y.), Vz € Y.
Logo,
pa(per 2) = b1, ey 2) = bz, ) = [[(V X 3)(V x 2)da, Vz € Yo

e, dai, obtemos (3.5.2) o.

E Sbvio que essas condigdes de otimalidade (3.5.1) & (3.5.3) podem ser escritas da
seguinte forma:

COROLARIO (3.5.2): Se (w,,u.) é uma solucio de (3.4.2), entdo, existem elementos
Yey) Pe € (Hl(Q))s e /\5,7('5 € Lz(Q), tais que

(3.5.13) { —pAy. + (0. V)y. + Vr, = f + Bu,, em Q,

divy, =0, em Q;y. = &, em I

(3.5.14) —pAp. = (we.V)pe + (V9)Tp: + VA = V X (V x ), em €,
0. dz'vps=0, emﬂ;pszo, em I’

(3.5.15) (B*pe + Nu,,u —u, )y >0, Vu € K.

3.6 PROVA DO TEOREMA (3.3.1): Conforme mencionamos anteriormente, para
provarmos o teorema tomaremos limites nas condi¢des de otimalidade (3.5.1)-(3.5.3) e
nos utilizaremos da Proposigdo (3.4.1). Nesse processo o ponto essencial é a limitagdo de

{pe}s>0 €m (Hl(ﬂ))s
Primeiramente assumiremos que {p. }.>o é limitada em (L?(Q2)).

Escolhendo em (3.5.2), 2 = p. € Y, e relembrando as propriedades de b, teremos:

,ua(ps,pe) + b(ws,pe,ps) - b( 37p€,y5) = /(;(V X ye)(v X ps)dx-

Assim,
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,ua(pe,pe) + b(pmys,ps) = /Q(v X ys)(v X pe)dl‘.

Dai,

1
3y < < —I
Il e <1 a(per ) 1< 2| [(F % 0)(V x p)d

1
+ - be’ £3 De .
”I(py )|

Logo,

P32y S [lIPell e e+ | b(Pes s pe) 1] -

Em consequéncia,

(3.5.16) ”Pe”%ﬂ(n))s S @ullpell oy +G'2||Pe||%u(n))3-
Da desigualdade (Temam [1], pdg. 296):
1 2
(3.5.17) ”Pe”(L‘(Q))3 < \/§||pe”(4L2(Q))3'”pen(;ﬂ(ﬂ))?"
Dai,

1 2
1P:llFzaaye < 201Pellzayys - NPell Grr cayys-

E, juntamente com (3.5.16), obteremos:

1 2
||Ps||(2H1(Q))3 S @h|lpel| (e + 2@'2“175”(22(9))3-||Pe||(2H1(n))3-
Portanto
3
||Ps||?m(n))s S @illpell oy +@3||Pe||(§11(9))3’

o qual prova a limitacio de {p.}.>0 em (H'(2))3.

Dai, nés podemos extrair uma subsequéncia, também denotada por p., e um ele-
mento p € (H'(Q))?, tal que, p. — P, em (H(0)).

E, facilmente podemos passar o limite em (3.5.2), usando (3.4.4) e (3.4.5) e obtermos;
para todo z € Yg:

pa(p,2) - b(7,7,2) — bz, 5,9) = [ (VX TV x 2)da;
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daqui segue a existéncia de A € L?(f), verificando (3.3.3) com a = 1. E ainda podemos
observar que, como p, € Yy e p. — P, temos que p € Yp, ou seja, divp =0,em Qe p =0,
em .

Analogamente, podemos passar o limite em (3.5.1) e obtermos:

pa(y,z) + b(7,9, z) = (f + Bu; 2) Vz € Yo;

donde, sabemos que existe ¥ € L*(Q), tal que, (¥,7) e U satisfazem (3.3.2), como
queriamos.

Finalmente, para passarmos o limite em (3.5.3) e obtermos (3.3.4) com a = 1 é
preciso que consideremos que N > 0, ou que a aplicagio linear e continua B seja também
compacta.

De fato, 0 < (B*p. + Nu.,u — u.)v = (B*ps,u — v )v + (Nue,u — u.)y; dai, 0 <

(e, B(u — us))(Hg(n))S,(H—l(rz))3 + N(ue, u)y — N”“s”?}-
Logo,

0 S Iim inf(pe, B('LL - ue))(Hé(Q))sy(H—l(Q))s + lim Z.an(ue,U)U — Nlim an”’ll,,”‘ZU S
< bminf{p., B(u— Us))(Hg @R H-1(@)p +lim infN(ue,u)y — N”'ﬂ[l?j,

onde usamos o fato de que | - ||? é fracamente s.c.i. e u, — U, em U.

Se N > 0, nds temos que u. — U, em U, e como B é continua segue-se que
B(u — u;) — B(u—1%), em (H™*(f))?% daf como p. — p em (H(Q))?, tem-se que
(pe> B(u — we) )z -1y — (B B(u — T)) 1 ), (-1 @))e-

Portanto,

0 < bLm{p., B(u — ue))(Hé(Q))3’(H—1(Q))3 + limN(u,u)y — N”TI”%; =
= (B, B(u — W) (3 (). -1 @)y + N@ v - N|zg.

Logo,
(B*p,u —u)y + (Nu,u —u)y = (B'p+ Nu,u—u)y <0, Vu € K.

Agora se N = 0, é preciso que a aplicagdo B seja compacta. Assim, 0 <
(B*pe,u ~ uu = (ps, B(u — ue)) (o), (-1 (@)ps e comou —u, = u—% emUe B
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é compacta tem-se que B(u — u.) — B(u — %), em (H~1(Q))3.
Portanto, lim(p., B(u — u.)) > 0, logo, (B, B(u — U))mi@)p -1y = 0, ou seja,
(B*p,u — %)y 2 0, Yu € K; como queriamos mostrar.

1
Agora, se {p. }+>0 ndo é limitada em (L%(Q2))3, nés tomaremos o, = ———— — 0,

[1Pell 22 (e
quando ¢ — 0 e, redefiniremos «..p, por p.. Assim, (3.5.2) e (3.5.3) se tornam:

(3.5.18) pa(p.,z) — b(we, pe, 2) — b2, pe,ye) = . /Q(V X ¥¢).(V x z)dz, Vz € Y,

(3.5.19) (B™p: + acNu,u —u )y >0, Vu € K.

E, repetindo o argumento anterior, nés derivamos (3.3.2)—(3.3.4), com a = 0. Real-
mente, passando o limite em (3.5.18): pa(p, 2z) — b(y,P, z) — b(2,5,¥) =0, Vz € ¥; a qual
é (3.3.3) com @ = 0. E em (3.5.19): (B*p,u — %)y > 0, Yu € K desde que assumimos
que a aplicagdo B seja compacta; obtendo assim (3.3.4), com a = 0. Da mesma forma,
obtemos (3.3.2) facilmente.

Resta-nos provar (3.3.1). No caso em que a # 0, tem-se (3.3.1) trivialmente. Se
o = 0, precisamos provar que 7 # 0:

Da convergéncia fraca p. — P, em (H}(2))? e teorema de Imersdo de Sobolev segue
a convergéncia forte de p, a p em (L%(f2))3, o qual prova, relembrando a redefinigio de p,

que, [[Pllz2@y = limllpefl @y = 1.

De fato, como p. — P, em (L*(Q))> teremos, |lp: — Pll(z2(q)s — 0; assim,
[ lpellz2@yy = 1Bl z2(@pe 1< llpe = Pllz2(ay — 0

Dai,
l1P: |l (2202 — IBll(z2())2, quando € — 0;
€
1 1
lpellzaye = llew-pellzaans = Hm.psn = e I llaay =1
Logo,

|Pll 2@y = 1, donde ,p#0.
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O

Com isto estd provado o teorema que expressa as condi¢oes de otimalidade para o
nosso problema de controle.
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