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INTRODUCAO

Neste trabalho fazemos um estudo da aproximagio uniforme em espagos ve-
toriais de fungdes reais.

O objetivo principal é obter uma caracterizagio do fecho uniforme de um
dado subespaco vetorial do espago F'(X') das fungdes reais definidas sobre um espago
topoldgico X.

Este estudo foi motivado pela seguinte questio: Dado um subconjunto E do
espaco C(X) das funcbes reais continuas em X, onde X é compacto de Hausdorff,
é possivel obter condi¢Ges suficientes para que uma fungéo continua sobre X esteja
no fecho uniforme de £7?

Os primeiros resultados nesta linha foram obtidos por Stone (1937) [15] e
Kakutani (1941) [9] para subdlgebras e subreticulados de C(X): o Teorema de
Stone-Wejerstrass e o Teorema de Kakutani-Stone. Em 1947, Hewitt [7] generalizou
o Teorema de Stone-Weierstrass para o caso em que X é completamente regular de
Hausdorff.

Entretanto, tais resultados néo sio vélidos para subespagos vetoriais de C(X)
mesmo que X seja compacto. Dail surgiu o interesse em estudar o fecho uniforme de
subespacos vetoriais de func¢ées reais. Tal problema foi estudado por varios autores,
entre os quais podemos citar: Tietze [16], Mrowka {11}, Jameson (8] e Blasco-Molté
[2]. |

Recentemente, Garrido e Montalvo [5) consideraram esta questio para func¢des
nao-limitadas, generalizando os resultados de Blasco-Moltd. Essa dissertacdo é ba-
seada nestes artigos.

No Capitulo 1 apresentamos as notagoes e resultados basicos que serdo utili-
zados nos capitulos posteriores.

O Capitulo 2 trata da aproximagio uniforme em espagos vetoriais de funcdes
reais limitadas. Estudamos a caracterizagdo do fecho uniforme de subespagos ve-
toriais de Cy(X) através do conceito de S-separacdo. Tal condicdo nos permite
identificar os subespagos vetoriais de Fiy(X') cujos fechos uniformes sio subanéis ou
subreticulados contendo as fungdes constantes.

No Capitulo 3 estudamos o problema da aproximagio uniforme em espagos



vetoriais de fungles reais ndo-limitadas. Uma caracterizacio do fecho uniforme de
subespagos vetoriais de C'(X) é obtida através da “Condigio de Cadeia de Lebesgue”.
Com esta condi¢do podemos caracterizar os subespacos vetoriais de F(X), cujos

fechos uniformes sdo fechados sob composi¢do com fun¢des uniformemente continuas.
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CAPITULO 1
PRELIMINARES

Neste capitulo, estabelecemos as principais notagdes e definigdes, e alguns re-
sultados preliminares, necessarios para a compreensio dos enunciados dos capitulos
posteriores.

Se X é um espago topoldgico nio vazio, indicamos por F{X) o conjunto
das fun¢Bes definidas em X e com valores reajs. O subconjunto de F(X) das
fungoes limitadas serd denotado por F3(X). Recordemos que f: X — IR ¢é dita
limitada se f(X) é um subconjunto limitado de IR.

Indicamos por C(X) o conjunto das fungées continuas de X em IR, e por
Cy(X) o subconjunto das fungdes continuas e limitadas.

Consideramos em F{X) as operacdes algébricas usuais de soma e produto,

isto é,se f,g € F(X) definimos f+g e f.g, respectivamente por:

(f +9)z) = f(z) +g(z) e (fo)(z)= f(z)g(z)

para todo z € X.
Recordemos que um subconjunto ndo vazio £ de F(X) é:
(A) um anel,se f,g€e E= f—ge& FE e fg€E.
(B) um espago vetorialse, f,g€ E e a,€ R= af + g€ E.
(C) uma 4lgebra se E é um anel e um espago vetorial.

(D) um reticulado se, f,g € E=> fvg€ E e fag € E, onde

(fvg)(g;) = max{f(z),g(z)} = f(z) + g(z) -|—2|f(:3:) - g(2))|

(Fag)(z) = min{f(z),9(z)} = f(z) + g(=) —2|f(m) — g()]

para todo z € X. Observe que para provar que um subespago vetorial £ é um
subreticulado basta mostrar que se f € F entdo |fj € E.
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Os subconjuntos F3(X), C(X) e Cy(X) possuem todas as estruturas defi-

nidas acima.
A topologia que consideramos em F(X) é a da convergéncia uniforme, isto é,

a topologia que tem como base de vizinhancas de f € F(X) a familia de conjuntos
V() ={g€ F(X); lg(z) — f(e)l <&, paratodo z € X}

sendo & > 0 arbitrdrio. Nesse caso, uma sequéncia (f,)new em F(X) con-
verge uniformemente para f € F(X) se, dado ¢ > 0, existe N(¢) € IV tal que
|fa(z) — f(2)| < €, para todo = € X, sempre que n > N(¢). Indicamos tal con-
vergéncia por f, — f. <

E importante observar que F,(X), C(X) e Cy(X) sio subespagos uniforme-
mente fechados de F(X).

1.1. Definicdo. Dada f € F(X) deﬁnimqs:

Z{(fy={z€ X; f(z)=0}
Coz(f)={z e X; fl(z)#0}=X\Z({f)

Z(f) é denominado conjunto de zeros de f e Coz(f) de cozero de I-

1.2. Observagao. Dadas f,g € F(X), as seguintes propriedades sdo verdadeiras:

(1) Z(f} = Z(I1). (
(2) 2(f.9) = 2(f)V Z(g).
(3) Z2(f) N 2(g) = Z(F* + 9%} = Z(If[ + I9])-
4) {z € X; f(z) 20} = Z(f0)
{z € X; f(z) <0} = Z(fv0).
(5) Se f € C(X) entdo Coz(f) é um subconjunto aberto de X.

1.3. Proposigdo., A interseccdo de uma familia enumerdvel de conjuntos de zeros

de fungoes continuas € um conjunio de zeros de uma fungdo continua.



1
Prova: Para cada n € IV, seja f, € C(X). Definamos g, = |fn|A2—n e consideremos

x
1 ;s .
9(z) = ) gn(z), para cada & € X. Como |g,| £ -, a série acima converge
n=1

uniformemente para g. Portanto, ¢ € C(X), e o resultado segue da igualdade:

Z(g) = (] 2(g:) = [ Z(fa)-

nelv nelv

1.4. Proposigdo. A reunido de uma familia finita de conjuntos de zeros de fungies

€ um conjunto de zeros de uma fungdo.

Prova: Segue diretamente do fato que
¥
Uz(f) =2 fa-... fu)s onde fi F(X), i=1,...,n.

i=1

1.5. Definigéo. Se f € F(X) e a < f sdo ndmeros reais quaisquer, os conjuntos
La(f)={z € X; f(z) < a}

L(fy={z e X; f(z) = 0}

sao denominados conjuntos de Lebesgue de f.

1.6. Observacao.
(i) Para estender as definigdes acima a R U {—o0, 00} convencionamos:

Lo(f)=L"(f) = X

Loo(f) = L7(f) =0

(ii) Todo conjunto de Lebesgue é um conjunto de zeros de alguma fungio. Com

efeito, basta observar que Lq(f) = Z((f — e)v0) e LA(f) = Z((f — 8)A0).

Recordemos que um espaco topolégico X é dito completamente regular

quando, dados arbitrariamente um ponto z € X e um fechado Aem X, com z € A,



existir uma fun¢io continua f: X — [0,1]) tal que f(z) =0 e f(A)= {1}.

1.7. Proposigao. Se X ¢ um. espago topoldgico completamente regular entdo
{Cox(f) ; f e C(X)} € uma base para a topologia de X.

Prova: Seja G C X aberto. Como X é completamente regular, dado z € G existe
f: € C(X) tal que fu(z) =1 e f,(X\G) = {0}. Assim, 2 € Coz(f;) e portanto
GC U Coz( fz)-

z€G
Por outro lado, como X\G C Z(f.), ou equivalentemente, Coz(f;) C G, con-

cluimos que G = U Coz(f;). Portanto {Coz(f); f € C(X)} é uma base para a
zeld X
topologia de X. o

1.8. Definigao. Seja E um subconjunto ndo vazio de F(X).

(i) Dizemos que £ Si-separa dois subconjuntos A e B de X, quando existe
feEE com0< f<1,tal que f(A)= {0} e f(B)={1}.

(ii) Dizemos que E S)-separa os conjuntos de Lebesgue de uma fung¢do f € F(X),
~ quando E Sy-separa Lo(f) e LF(f), para todo a < 8.

1.9. Exemplos.
(a) Considere o subespaco vetorial £ das funcdes f : IR — IR que sio mensurdveis
e limitadas. Seja g: R — IR definida por

{0 se z€

1 se ze R\@

g(z) =

Entio g ¢é mensurdvel, 0 < ¢ <1, g(@) = {0} e g(”R\@) = {1}. Portanto,
E 5)-separa os conjuntos @ e IR\.
(b) Considere o subespaco vetorial E de C,(IR) das fung¢des poligonais continuas.



Sejam a < f ndmeros reais quaisquer. A fungio h: R —+ JR definida por

(0 ser<a
-«
h(z) = 4 3 seax<e<f
1 sex > ff

LY

pertence a E. Logo, E S;-separa os conjuntos L,(Id) e LP(Id),onde Id: R — R
é a fungdo identidade. .

(c) Supohha que X é um espaco normal. Entdo Cy(X) Si-separa dois subcon-
juntos fechados e disjuntos quaisquer de X. Isto é uma consequéncia imediata do
Lema de Urysohn. (Simmons [14], p. 135)

(d) Suponha que X é um espago completamente regular de Hausdorff. Eatio

Ce{X) Sy-separa dois pontos distintos quaisquer de X.

1.10. Proposigdo. Seja E um subespago de Fiy{ X). Se E 5i-separa os conjuntos
de Lebesgue de alguma funcdo f € Fy(X) entdo E contém as fungbes constantes.

Prova: De fato, sejam f € Fy(X) e a =inf{f(z); z € X}. Pela hipdtese, existe
geEF, 0<¢g<1,tal que

9(La-a(fF)) ={0} e g(L2(f)) ={1}.

Como L,_1(f) =0 e L*(f) = X, segue-se que ¢ = 1. Portanto, £ contém as

fungdes constantes. o

No Capitulo 3, veremos que, sob certas condiges, é possivel construir uma
particdo da unidade, através da S)-separagdo. Recordemos inicialmente que da-
dos um espago topoldgico X e f € F(X), o suporte de f é o fecho do conjunto
{z € X; f(z) # 0}, que é denotado por suppf.

1.11. Definigdo. Dizemos que uma familia {g;;: € I} de fungdes de C(X) é uma

partigio da unidade em X quando 0 < ¢; < 1, paratodo i € I e ) gi(z) = 1, para
1



cadar € X.

1.12. Observagdo. Se {g;;t € I'} é uma partigdo da unidade em X entéo a familia
{Coz{g;);t € I} é uma cobertura de X.

1.13. Definigdo. Dizemos que uma parti¢io da unidade {g;;i € I} é local-
mente finita se, para cada ¢ € X existe uma vizinhanga U de z tal que {¢ € I;
(suppg;) N U # @} é finito.

o i

1.14. Definigdo. Dada uma cobertura {Cy; A € I} de X dizemos que uma particio
da unidade {gx; A € I} é subordinada & cobertura {Cy; A € I'} quando suppgy C C),
para cada A € 1.

1.15. Teorema. Sejam Q um aberio em R* ¢ {U;;i € I} uma cobertura aberta
de Q). Entdo existe uma parti¢éo da unidade {g;;1 € I} em Q, com ¢ € C®(})
subordinada a {U;;i € I}.

Prova: R. Narasimhan [12], p. 11. o
1.16, Teorema. Se X € um espaco paracompacto e de Hausdorff entdo para cada

cobertura {Uy;1 € I} de X existe uma parti¢do da unidade {g;;¢ € I} subordinada a
{UsieI}.

Prova; Dugundji [3], p. 170. o

1.17. Definicdo. Dizemos que f € F(X) tem suporte compacto se o conjunto

suppf é compacto em X.

O conjunto das fungbes continuas em X com suporte compacto serd denotado
por Cx(X). Note que Cx(X) é um subespago vetorial de C(X).



1.18. Definigao. Dizemos que f € C(X) se anula no infinito se, dado & > 0 existe
um compacto K. em X tal que |f(z)| < €, para todo z ¢ K,.

Denotamos por Cp(X) o conjunto das funcdes continuas que se anulam no
infinito. I imediato que Co(X) C Cy(X).

1.19. Proposigdo. Se X € um espago de Hausdorff entdo o fecho uniforme de
Cr(X) é Co(X).

Prova: Sejam f € Cx(X) e ¢ > 0 arbitrirics. Existe h, € Cx(X) tal que
/(@) - he(a)] < &, para todo z € X. Logo, [£(z)] < |/(z) - he(z)] + [he(a)] < e,
para todo = ¢ supph; Portanto, f € Co(X).

Reciprocamente, sejam f € Cy(X) € € > 0 arbitrarios. Suponha f > 0, e
considere a funcio g definida por g(2] = max{f(z),c/2} —¢/2, paratodo z € X. Se
g(z) # 0, entdo f(z) > /2. Logo suppyg C K., e portanto suppg é compacto. Assim,
g€ Cr(X). Sejaz € X. Se z € K, entdo f(z) > /2. Logo g(z) = f(z) — /2. Se
¢ & K, entio f(z) < £/2 e g(z) = 0. Portanto, |f(z) — ¢(z)| < ¢, para todo z € X.
Logo, f € m

Para o caso de uma funcio arbitriria, escrevemos f = f* — f~ onde
fH(z) = max{0, f(z)} e f~(z) = max{0,-f(z)}. Se f € Co(X) entdo f*t e f~
também pertencem a Co(X). Segue da demonstragio anterior que f¥, f~ € Cr(X).

Logo, f € Cx(X). o

1.20. Teorema de Aproximacgio de Weierstrass. Sejam f € Cla,b] e ¢ > 0.
Eriste uma fungdo polinomial p com coeficientes reais tal que |f(z)—p(z)| < €, para

todo « € [a,b].
Prova: Simmons [14), p. 154. | o

1.21. Lema de Lebesgue. Toda dligebra E C F(X) uniformemente fechada e

contendo as fungbes constantes é um reticulado.



Prova: Sejam f € £ e M > 0 tal que f(X) C [-M, M]. Seja ¢ > 0 arbitrario.
Pelo Teorema de Aproximagdo de Welerstrass, existe uma fun¢do polinomial p tal
que [p(t) — [t]] < ¢, para todo t € [-M, M]. Como E é uma é&lgebra, po f € E, e
ainda [p(f(z)) — |f(z)|| < ¢, para todo 2 € X. Portanto, |f| € E, o que completa a

demonstracao. £

1.22. Teorema de Stone-Weierstrass. Sejam X wm espago compacto de Haus-
dorff e A uma subdlgebra fechada de C(X), que separa pontos em X e contém uma

fung@o constante ndv nula. Entdo A= C{X).
Prova: Simmons [14], p. 160. ) o

Recordermos que uma subalgebra A C C(X) separa pontos em X se dados -
z,y € X com z # y, existe f € A tal que f(2} # f(y).

1.23. Exemplo. Seja & C IR™ compacto. O conjuntb P(K) das fungdes polino-

miais reais, definidas em K é uniformemente denso em C(K).

1.24. Teorema de Kakutani-Stone. Sejam X um espago compacto de Hausdorff,
E um subreticulado de C(X} e f € C(X). As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) fEE.
(b) Para cada par de pontos distintos de X, 21,2, e para cada ¢ > 0 existe g € E
tal que |g(z1) = f(z1)] <& € |g(x2) — f(z2) < €.

Prova: Garrido, M.1.; Aproximacién uniforme en espacios de funciones continuas.

Publ. Depto. Mat. Univ. de Extremadura, vol. 24, 1990. a

1.25. Teorema de Hewitt. Se¢ X ¢ completamente regular de Hausdorff e
H C Cy(X) tal que pare cada par de fechados disjuntos Fy ¢ Fy de X completa-



mente separados (i.€., existe ¢ € Cy(X) tal que p(Fy) = {0} ¢ p(Fy) = {1}) existe
uma fungdo g € H tal que supg(F;) <infg(F;) i=lej=2o0ui=2¢j=1;
entdo o anel gerado por H e pelas funcdes contantes € uniformemente denso em

Cy(X).

Prova: [17] Hewitt, E. 0



CAPITULO 2

APROXIMAGAO UNIFORME EM ESPACOS
VETORIAIS DE FUNCOES REAIS LIMITADAS

Para estudar o fecho uniforme de um subespago vetorial do espago Fy(X) das
fungdes reais limitadas, definidas num espago completamente regular de Hausdorff
X, e, em particular, a densidade uniforme de subespagos de C4(X'), introduzimos a
nogio de S-separagao.

Através da S-separacio é possivel caracterizar os subespagos vetoriais de
Fy(X) cujos fechos uniformes sip subanéis ou subreticulados, contendo as fungdes

constantes.
Recordemos inicialmente que F C Fy(X) Si-separa dois subconjuntos A e
B de X, quando existe uma funcio g € E, 0 < ¢ < 1, tal que g(A) = {0} e

9(B) = {1}.

2.1. Teorema (Tietze [16], Mrowka [11]). Sejam E um subespago vetorial de Fy( X)
e f € Fy(X). Se E S)-separa os conjuntos de Lebesgue de f entdo f € E.

Prova: Suponha que E S;-separa os conjuntos de Lebesgue de f € F(X). Sejam
a = inf{f(z); £ € X} e & > 0 arbitrdrio. Considere p € IV tal que f(X) C
la, @ + pe]. Pela S,-separagio, para cada 1 <4 < p, existe g; € £, 0 < ¢; < 1, tal

que

Gi( Lo i-1)e ()} = {0}
g(Lee(f)) = {1}.

Considere » = a4+ e(g1 + -+ - + g,). Segue da Proposicio 1.10 que & € E.
Vamos mostrar que |h(z) — f(z)| < €, para todo z € X.

Seja z € X arbitrdrio. Existe j € {1,...,p} tal que a+ (7 — 1)e < f(z) <
a+je. Consequentemente, se i < j—1 entdo f(z) > a+tie, e portanto z € L¥H(f).
Analogamente, set 2> j+1 segue que z € L,y(i—1).(f). Concluimos daf que g;(z) = 0,

10



set>j+1 e gilz) =1,sei £7—1. Portanto h(z) = a+e(j —1 + g;(z)).
Como 0 € g; € 1, segue-se que a + (j — 1)e < A(s) €< a + je. Portanto,

|h(z) - f=z)] <e. D

Quando f € Cp(X), os resultados abaixo seguem imediatamente do Teorema
2.1, uma vez que os conjuntos de Lesbegue de f sdo conjuntos de zeros (Observagio

1.6) e, sdo fechados em X (Observacgdo 1.2).

2.2. Corolério. Seja E um subespago vetorial de Cp(X). Se E S;-separa cada par

de conjuntos de zeros disjuntos em X, entdo E € uniformemente denso em Cp(X).

2.3. Coroldrio (Jameson (8]). Seja E um subespago vetorial de Co(X). Se E 5;-

separa cada par de fechados disjuntos em X, entdo E € uniformemente denso em

Cy(X).

2.4. Exemplo. Considere X um espago munido com a topologia discreta. Segue
do Colorario 2.3 que o conjunto das fungdes reais definidas em X, que assumem

somente um numero finito de valores é denso em Fy(X).

O exemplo seguinte mostra que, nos resultados anteriores, as condigdes nao

s80 necessarias.

2.5. Exemplo. Seja P([0,1]) o espago dos polinémios reais definidos em [0, 1).
Afirmamos que P([0, 1]) ndo satisfaz a condigdo de S1-separagio para conjuntos fe-
chados e disjuntos em [0,1]. De fato, consideremos A =[0,1/3] ¢ B =][2/3,1]. Se
existisse p € P([0,1]), 0 £ p <1 tal que p(A) = {0}, do fato de p ter somente um

numero finito de raizes, concluiriamos que A seria finito, o que é impossivel.
2.6. Definigdo (Blasco-Molté [2]). Sejam E C Fy(X) e A,B C X. Dizemos

que £ S-separa A e B, se, paracada § > 0, existeg € F, 0 < g < 1, tal que
g(A) C[0,8] e g(B) Cl-61].

11



2.7, Definigdo. Sejam E C Fy(X) e A,B C X. Dizemos que E S'-separa A
e B se paracada § >0, existeg € B, -6 < g <6 +1, tal que g(A) C[-4,4] e
g(BYyC{l1-46,1+4).

2.8. Observagio.
(a) E imediato que $;-separacio = S-separagdo = $'-separacio.
(b) Se E S-separa A e B entio E S'-separa A e B.

De fato, seja § > 0 arbitrario. Pela hipétese, existe g € E, 0 < ¢ <1 tal que
g(A) € 0,6/2] e g(B)C[1-6/2,1]. Considere & € E tal que |h{z) — g{z)| < 6/2
para todo z € X. Entdo —§ < h <1+ 6, h(A) C[~6,6] e R(B) C[1-6,1+4].
Portanto, £ S'-separa A e B.

2.9. Definigao. Seja f € Fy(X). Se E S-separa (respectivamente S-separa) os
conjuntos L,(f) e LP(f), para todo & < B, dizemos que E S-separa (respectiva-

mente S’-separa) os conjuntos de Lebesgue de f.

2.10. Proposigdo. Seja E um subespago vetorial de Fy(X) tal que E contém as
fungdes constantes. Sejam A e B subconjuntos disjuntos de X. Se E 5'-separa
A e B entdo B S-separa A e B,

Prova: Seja § > 0 arbitrdrio. Considere 0 <r < § e h € E tais que —r < A <
r+1, R{A) C |-r,r] e A{B) C[l—r,147]. Como F contém as fungbes constantes,
€ E. Mais ainda,

segue-se que @ =

1+26
6—-r r+1+6

e
1+26 7= 1128

0< < 1.

§—r

Considere 0 < 8 < T8 < §. Como ¢ € E, existe g € E tal que |g(z) — ¢(2)| < 6,
para todo z € X. Afirmamos que ¢ S-separa A e B. Com efeito,

(i 0<g<1
Como ¢ — 8 < g < ¢+ 8, a conclusio segue de
h+6 9>h+6 6—r h+r

- - = >
1426 T14+26 1426 1-;—26‘0
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h+4 1+r446 1+r4+é6 &—r
=270 i< TTTO < =
PrO= s TS s YOS Tes Ty !
(i) g(A) C [0,34]
De fato, se z € A entdo h(z) < r. Logo,
r+é
< < <
0_g(:z:)_go(z)+0_1+25+5<36
(i) g(B) C [1 — 36,1]
Seja z € B. Entdo hA(z) > 1 — r e tem-se:
h(z)+ 6 1—r+6
> > — = —— -
12 g(2) 2 p(z) = 0= 5755 ~02 5
Por outro lado, .
l—-r+46 l—r+46 462+ 6—r 44*
——— —0+3-1>—— —1= :
Tyos Ml TRl > s O
Portanto, 1 — 36 < g(z} < 1.
Como g € E, segue de (i), (ii) e (iii) que F S-separa A e B. o

2.11. Observacao. A demonstracio da Proposi¢do 2.10 continua vilida para o
caso nio limitado, isto é, para qualquer subespago vetorial E de F(X) tal que E

contém as funcdes constantes.

2.12. Lema. Se um subespago vetorial E de Fy(X) 5'-separa os conjuntos de Le-

besgue de alguma f € Fy(X), entdo E contém as fungbes constantes.

Prova: Sendo f uma fungdo limitada, consideremos a = inf{f(z); z € X} € R.
Dado b < a, para cadan € IV, existe h, € E tal que 2, (L¥(f)) C [L - 3, 141

Como f(z) 2 a > b, para todo ¢ € X, segue-se que X = L¥(f). Portanto,
ho(X) C[1 =L, 14 1] ¢ consequentemente, k, — 1, Logo 1€ E. a

O préximo resuitado é uma consequéncia imediata do Lema 2.12 e da Pro-

posigdo 2.10.
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2.13. Proposicao. Sejam E um subespago vetorial de Fy(X) e f € Fy(X). As

sequintes condigbes sdo equivalentes:

(a) E S-separa os conjuntos de Lebesque de f.
(b) E S'-separa os conjunios de Lebesgue de f.

2.14, Teorema (Blasco-Molté [2]). Sejam E subespaco velorial de Fy(X) e
f € Fy(X). Se E S-separa os conjuntos de Lebesgue de f entio f € E.

Prova: Suponha que E S-separa os conjuntos de Lebesgue de f. Sejam a =
inf{f(z); = € X} e &> 0 arbitririo. Considere p € IV tal que f(X) C [, o + pe]
e escolha § > 0 tal que pd < 1. Pela S-separagéo, para cada 1 < ¢ < p, existe
g EeE 0<g <1 tal que

. Gi(Lati—nye(f)) C [0, 4]
g(LYe(f)) C 1 = 6,1].

Considere b = a+¢e(g1+-+++9,). Seja & € X arbitrario. Existe j € {1,...,p}
tal que a4+ (j —1)e < f(z) £ a+je. De modo analogo & demonstracio do Teorema
2.1, concluimos que, se 7 > j+ 1 entdo ¢ € Loyi1(f), ese i < j — 1 entdo
r € L*H(f). Consequentemente, se i < j — 1 entio 1 — 6 < g:(z) < 1; e tem-se

que:

G-DA-8<Y ae) < igf(x).

i=1
Segue dai que,
a+e(f - 1)(1 - 6) < h(z) (1)
Por outro lado, se ¢ > § +1 entdo 0 < g;(z) < 8. Logo,
? : é : N Ly )
2 0@ =3 g:(@)+ 3 (@) i+ (- <i+—+<j+1
i=1 i=1 i=i+1 p
e assim
h(z) S (i +1). ®)

De (1) e {2) temos que:

& +e(j ~ 1)1 - 6) < h(a) < a+e(j+1).
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Como j—1 < p e pé < 1, segue-se que §(j —1) < 1. Portanto, (j~1)(1-8) > 7 -2,

e podemos escrever:
a+e(j —2) S h(e) S a (i +1).
Logo,

fz)—h(z) Satje—(ate(j-2) =2 e
fl@)—hz)2a+(j-1De—(at+e(j+1)) = ~2.

Segue dai que |f(z) — h(z)| < 3¢, ou seja,

f(z) —a—elgi(z) + - + go2)] < 3.

Consequentemente, f — o € E. Como, pelo Lema 2.12, E contém as fungdes cons-
tantes, segue-se que f € E. 0
A S-separagdo é uma condigdo necessdria e suficiente para a densidade de um

subespaco vetorial de C3(X), como mostra o seguinte resultado:

2.15. Teorema (Blasco-Molté [2]). Seja E um subespago vetorial de Cp(X). Entdo
E € uniformemente denso em Cy(X), se, e somente se, E S-separa todo par de

conjuntos de zeros em X que sdo disjunios.

Prova: A condicido suficiente é uma consequéncia do Teorema 2.14, pois to::!o con-
junto de Lebesgue de f € Cy(X)} é um conjunto de zeros, em X.
Reciprocamente, sejam &, f € Cy(X) taisque Z(f)NZ(h) =B, eseja 0 < § < 1
2

. é
arbitrério. Considere ¢ = — + (1 — §) Observe que @ esta bem definida

9 h2 + f?'
pois Z(fYN Z(k) = @ e que ¢ € Cy(X). Pela densidade uniforme de E, existe
g € E tal que lg(z) ~ p{z)}| < §/2, para todo z € X. Afirmamos que g é a funcéo

procurada. Com efeito,

((0<g<1
Para z € X arbitrdrio, tem-se:
§ A {x) 5 &
> ——=(1-)——+=-—=>
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g(w)Sw(w)+gsg+g+1—5=1
(i) g(Z(R)) C [0,4] 5 5
De fato, se z € Z(}) entdo o(z) = 3" Logo, 0 £ ¢g{z) < o(z) + 5= )
(i) g(Z(N)) c 1 -6,1] p
Se z € Z(f) entdo go(m)=§+1—6. Logo, 1 Zg(x)zgo(x)w%:l—é. 0
A Propriedade S

2.16. Definicdo. Dizemos que um subespaco vetorial E de Fy(X) tem a Proprie-

dade § se E S-separa os conjuntos de Lebesgue de todas as suas fungdes.

2.17. Exemplos.
(a) Seja U o subespago de C{IR) das fun¢des uniformemente continuas. Para
a < B definimos ¢ : IR — IR por

(0 se 1 <a

se a<t<f

g(t) =« 3

1 se t > 8.

Entdo h=go fe U, paratoda f € U, 0 < h £1, eainda, (L,(f)) = {0}
e h(L°(f)) = {1}. Portanto U N F3(R) tem a Propriedade S.

(b) Fixado ¢ € X, considere o subespaco vetorial £ = {f € Fy(X); f(zo) =
0}. Entdo E é uniformemente fechado e nao satisfaz a condigdo de S-separagio para
os conjuntos de Lebesgue de nenhuma fungio f € Fy(X). Com efeito, caso contririo,
concluiriamos do Lema 2.12 que 1 € E, o que seria impossivel. Em particular, E

nao tem a Propriedade 5.

Para os espagos vetoriais que tém a Propriedade S, a condicio do Teorema

2.14 também é necessaria.
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2.18. Teorema. Seja E um subespago vetorial de Fy(X) que tem a Propriedade S

e seja f € Fy(X). As sequintes condiges sio equivalentes:

(a) feE.
(b) E S-separa os conjuntos de Lebesgue de f.

Prova: Pelo Teorema 2.14, basta mostrar que (a) = (b). Seja f € E. Dados
6§ >0 e o < [ arbitrdrios, considere r < min{é,(8 — @)/2} e ¢ € E tais
que l¢(z) — f(z)| < r, para todo z € X. Como E tem a Propriedade §, existe
heE,0<h<1 tal que ALyt (g)) € [0,8] e A{LP7(g)) C [1 — §,1]. Segue da
escolha de r que Lo(f) C Loge(g) e LP(f) C L7 7(g), o que completa a demons-

tragdo. n

2.19. Corolarjo. Pare um subespago vetorial E de Fy(X), as sequintes condigdes

sdo equivalentes:

(a) E tem a Propriedade S.
(b} E tem a Propriedade S.

Prova:

(a) = (b) Seja f € E arbitririo. Pelo Teorema 2.18, E S-separa os conjuntos
de Lebesgue de f. Portanto E tem a Propriedade S.

(b) = (a) Suponha que E tem a Propriedade S. Sejam f € E e a < 8 ar-
bitrarios. Pela hipétese, E S'-separa os conjuntos L,(f) e LP(f). Segue entio da
Observagdo 2.8 e da Proposigio 2.13 que E S-separa os conjuntos L,(f) e LP(f).
Portanto, £ tem a Propriedade S. o

Para obter uma caracterizacio dos subespacos vetoriais que tém a Proprie-

dade §, usaremos o seguinte resultado:

2.20. Lema. Seja E um subespago vetorial uniformemente fechado em Fy(X) e

que contém as fungdes constantes. As seguintes condi¢ées sdo equivalentes:

(a) E € um subanel de Fy(X).
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(b) E ¢ fechado sob composicio com fungées continuas definidas em IR*, para
n = 1,2,... (ze’, dadas f1,...,fﬂ c ke w € C(Rn), (Po(flj"'gfn) c E
onde po(fi,..., fu)(2) = ¢(fi(z),.... falz)), VreEX.

(c) E € fechado sob composi¢@o com fungies continuas definidas em R?.

(d) E é um subreticulado de Fiy(X).

Prova: _

(a) = (b) Sejam ¢ € C(BR") e fi,...,fn € E. Como as fi ,i = 1,...,n
sdo limitadas, existe um compacto K C R" tal que (fi,...,fu}(X) C K, onde
(fis- -2 Fu)(X) = {(f1(2),- .., ful2)); = € X}. Pelo Teorema de Stone-Weierstrass
existe uma sequéncia de fungdes polinomiais (P )men definidas em X que con-
verge uniformemente para ¢|x. Logo pm o (f1,..., fu) converge uniformemente para
@0{f1y...yfn). Como E éum subanel que contém as fungdes constantes, para cada
me N, p,o(fi,.- fm) € E. Assim, sendo E uniformemente fechado, concluimos
que o (fi,...,fn) € E.

(b) = (c) Obvio. |

{c) = (a) Asfuncdes ¢y e @3, definidas em IR? por ¢i(z,y) =2~y e @o(z,y) =
7y sdo continuas. Logo, dadas f,g € E, segue da hipdtese que f—g = ¢,0(f,9) € E
e f.g=@;0(f,g) € E. Portanto E é um subanel de F;(X).

(a) = (d) Consequéncia do Lema de Lebesgue (vide Capitulo 1).

(d) = (a) Para provar que E é um subanel, basta mostrar que se f € E entio

pesronne (15) - (559

Dados 0 € & < 3, definimos

_ [(5lve)aB) — e
h= 7 .

Como F é um subreticulado que contém as fungdes constantes, segue-se que

h € E. Mais ainda, h satisfaz as seguintes condigdes:

(1) A(La2(f*)) = {0},
anfl) —a

Dado « € La2(f?), temos |f(z)| < @, logo A(z) = LE_—_OS—-— = 0.
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(2) MLF (7)) = {1}
Dado z € L7 (f%), temos |f(z)| = 8, logo h(z) =
(3) A(X)C[0,1). ‘

Seja z € X arbitrario. Como o < {f(z)lva e « < f, segue-se que
(|f(z)|va)aB = e. Portanto, A(z) 2> 0. Por outro lado, (|f{z)|va)af < 8. Logo,
h(z) < 1. Segue-se de (1), (2) e (3) que E S-separa L,o(f?) e LF(f?). Pelo
Teorema 2.13, f*€ E. B

(O .
foa T

2.21. Teorema (Blasco-Molts [2]). Seja E # {0} um subespago vetorial de Fi(X).

As seguinies condicdes sdo equivalentes:

(a) E tem a Propriedade S.
(b) E € um subanel de Fy(X) que contém as fungdes constantes.

(c) E € um subreticulado de F\(X) que contém as fungées constantes.

Prova:

(a) = (¢) Pelo Lema 2.12, E contém as fungbes constantes. Seja f € E. Pro-
vemos que |f| € E. Como FE tem a propriedade S, pelo Corolirio 2.19, E tambhém
tem a proprieddde S. Observando que |ff = f* 4+ (=f)*, onde ft = fu@ e
(=f)* = (=f)v0, e considerando que os conjuntos de Lebesgue de f* e de (—f)*
séo também conjuntos de Lebesgue de f, concluimos que E S-separa os conjuntos
de Lebesgue de f+ e de (—f)*. Pelo Teorema 2.14, f* e (—f)* pertencem a E.
Portanto, |f] € E.

(c) = (b) Imediato a partir do Lema 2.20.

(b) = (a) Sejam f € E e a < @ arbitrdrios. Pelo Lema de Urysohn, existe
¢ € C(R) com 0 < ¢ < 1, tal que p({—o0,0a]} = {0} e @([f,+o0)) = {1}. Pelo
Lema 2.20, po f € E. Como (o fY{La(f)) = {0} e (o £)(LP(f)) = {1}, segue-se
que E S-separa L,(f) e L°(f). Logo, resulta da Observagio 2.8 e da Proposigio
2.13, que E S-separa L,(f) e LP(f). o

2.22. Coroldrio. Seja E um subespago vetorial de Fy{X).
(a) Se E € um subanel ou um subreticulado de Fy(X), contendo as func¢des cons-

tantes racionais entdo E tem a propriedade S.
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(b) Se E € uniformemente denso em Cy(X) entdo E tem a propriedade S.

L

Prova:
(a) Se E é um subanel (respectivamente subreticulado) de Fy(X), entio E

também é um subanel (respectivamente subreticulado). Como @ € denso em IR,
segue-se que F contém as funcdes constantes reais. Pelo Teorema 2.21, E tem a
propriedade S.

(b) Como E = C3(X) é um subanel e contém as fungdes constantes reais, o re-

sultado segue do Teorema 2.21. : a

2.23. Exemplos.

(a) Considere o subespago vetorial £ de C([a, b]) formado pelas fungdes poligonais
continuas em [a,b]. Entdo E tem a propriedade S, pois é denso em C{({a, b]).

(b) Considere o funcional linear 3 : C([0,2]) — IR definido por:

H(f) = /01 f(t)dt — flzf(t)dt.

Seja E = {f € C([0,2]); ¥(f) = 0}. Note que E é um subespaco vetorial de C({0, 2]),
contendo as fungdes constantes e uniformemente fechado, pois 4 & linear e continua.
Entretanto, E nio € subanel de C([0,2]). De fato, a fungéo % : [0,2] — IR definida

por
(x—1)? se 0<z<1

h(z) =
2
g(:x:—l) se 1<z <2
é um elemento de E, mas h* ¢ F. Portanto, E nao tem a propriedade S.
(c) Se X é um espago localmente compacto de Hausdorff, mas ndo compacto,
considere o subanel fechado Co(X) de Co(X). Como f = 0 é a dnica fungio
constante pertencente a Cp(X), pelo Teorema 2.21, Cy(X) ndo tem a pro-

priedade S.
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CAPITULO 3 .

APROXIMAGAO UNIFORME EM ESPAGOS
VETORIAIS DE FUNGOES REAIS NAO-LIMITADAS

Com o objetivo de generalizar os resultados obtidos no Capitulo 2, para o caso
nao-limitado, introduzimos o conceito de Condigio de Cadeia de Lebesgue. Seguindo
um estudo paralelo ao Capitulo 2, obtemos uma condigio necessiria e suficiente
para a densidade uniforme de subespagos vetoriais de C(X) e a caracterizagio de

subespagos vetoriais que satisfazem a Condigdo de Cadeia de Lebesgue.

Denotamos R == R U {~00,00}.
Consideramos uma rede ndo-decrescente (a,).ez em IR, satisfazendo a se-

guinte condigio:
(%) existe r € IR, r > 0 tal que o, — a,,_y > r, sempre que o, € IR,

3.1, Exemplos.

(a) A rede (@n)nez com @, = n satisfaz a condigdo (*) com r = 1.

. ] er se n>0
(b) Considere {an}necz definida por a, = { —x  se n<0

. : 1 1
Se a, € IR, com n22entaoan—an_1=e“—e“"1=e"(1—g)>1—--.
e

Portanto (an)nez € uma rede nio decrescente satisfazendo (x)comr=1-——
4

. _ ) —oo se n<p P
(c) Fixado p € Z, definamos a,, = { oo se n>p A rede (an)nez € nio
decrescente e nao contradiz ().
—o0 se n<{

1
j —_ se n>10
n

(d) Considere (@, )nez definida por a, = {

A rede (ay )nez € néo decrescente, mas a, — a,_; = — 0. Logo (@, )nez

_1
n{n — 1)

nio satisfaz a condi¢do (*).
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3.2. Observagao.
(1) Decorre da condigdo (*) que se an, @n—1 € F entdo a, # a1 € qQUe 0 conjunto
{an € R; n € Z} nio pode ter pontos de acumulagio, pois oy — an~1 2 r > 0.
(2) Se (0a)nez é uma rede nio decrescente satisfazendo a condigio (%) e se
{o;n € Z) é finito entdo existem p,q € Z tais que o, = —00, se n < pe

ay, = +00, 8¢ n 2 ¢.

3.3. Lema. Seja (0n)ncz uma rede ndo decrescente satisfazendo a condigdo (*) tal
que o, € R, para todo n € Z. Entio {an; n € Z} ndo € limitado superiormente

nem inferiormente.

Prova: Suponha que {a,; n € Z} seja limitado superiormente, e seja s =
sup{an; n € Z}. Para r > 0 dado pela condigio (x), existe ng € Z tal que

§—r < a,, X8, € portanto,
5=3'_'r+r<ano+rSaﬂo+aﬂa+1'—'ano=aﬂo+1

o que contradiz a defini¢io de supremo. De modo andlogo, demonstra-se que

{a,; n € Z} ndo é limitado inferiormente. o

3.4. Proposigdo. Se (ay)nez € uma rede ndo decrescente em IR satisfazendo
a condigio (*) entdo a familic {(@n-1,0n1); 7 € Z} ¢ uma cobertura

enumerdvel de IR.

Prova:
12 Caso. Suponhamos que @, € IR, para todon € Z. Se R ¢

L (@n-1, atny1) entdo existe Ao € IR tal que Ao & (ta-1, @ny1), Para todo n € Z.

nEZ
Entdo Ao < o, para todo n € Z, ou Ay 2 o, para todo n € Z, contrariando o

Lema 3.3.
22 Caso. Suponhamos que exista p € Z, tal que a, = ~oc € a, # —oo, para

todon > p. Afirmames que JR C [ J (a1, @41 ). Com efeito, seja A € IR arbitririo.
n2p
Entdo A < etpp1 0u A > arpe. Se A < py1 entdo A € (—00, 0ps1) = (Xp-1,2pt1). Se

A 2 apyq entdo usando o mesmo argumento do caso anterior, A € (a;_1, @;41), para
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algum j 2 p+ 1.
32 Caso. Suponhamos que exista ¢ € Z, tal que o, = +00 e @, # +00, para

todo n < ¢. De modo analogo ao caso anterior, R C | J(an-1,0ns1)-
n<y
Portanto, {(&n-1,@nt1); 1 € Z} é uma cobertura de IR. o

3.5. Observagdo. Se f € F(X) e Cp, = {z € X;a,-1 < f{z) < aps1} onde
(@ )nez é uma rede nio decrescente em IR satisfazendo a condigio (), entio a
familia {C,; n € Z} é uma cobertura de X. Com efeito, pela Proposicio 3.4,
R {J{an-1,@nt1). Portanto, X C {J f {etner, aner)] = | Co

neZ n€Z n€Z
3.6. Definigao. Seja f € F(X). Uma Cadeia de Lebesgue de f é qualquer

cobertura enumerdvel {Cn; n € Z} de X, onde
Cy = {1? €X; ap1 < f(x) < Qpg1}

e (@ )nez é uma rede néo decrescente em R satisfazendo a condigio (*).

3.7. Observagdo. Se a, = —oo (respectivamente o, = +oco) para algum p € Z
entio C; = § para todo j € p — 1 (respectivamente para todo j > p+ 1}. Conse-
quentemente, se existem p, ¢ € Z tais que a, = —o0 e a, = +00 entdo a Cadeia de

Lebesgue de uma f € F(X), associada & essa rede, é finita.

3.8. Exemplos.

(a) Considere a funcdo identidade Id : R —+ R e a rede (n)nez. Entdo C, =
{reRn~-1<z<nt+ll=m-Ln+l),e{(n—1,n+1)n € Z} é uma
Cadeia de Lebesgue de Id.

(b) Considere a funcio constante f : R — R dada por f(z) = ¢ e arede (n)nez.
Temos X =C;={z € X; j—1<a<j+1} paraalgumjec Ze

C. =0 paratodo n#j,se a€ %
*7 7] paratodo n#j—~l,ouj+1l,s¢e a€ RZ

3.9. Observacgio: Se f € C(X) e {C,; n € Z} é uma Cadeia de Lebesgue de f
entdo cada C, € um cozero em X. De fato, considere {(ay).cz a rede associada &

cadeia {Cp; n € Z}.
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() Se ag—1,0n41 € IR entdo
Co={2 € X;a,1 < f(z)} N{z € X; f(z) <ann}
= [N\ € X; £(2) < an s N Xz € X; £(2) > ania)]
= {X\L,,_ (A]0 [XAL*+(f)]
= POZ((f = WO N XVZ((S = g )AL
(ii) Se @, = +o0 para algum p € Z e o, € IR entdo
Co={z € X;ay-1 < f(z) < +oo} = Xz € X; f(2z) £ ap.1}
= X\Lq,_,(f) = XNZ((f — ap-1]v0).
(iii) Se @4 = ~oo para algum ¢ € Z ¢ a4y € IR entdo
Cy = {2 € X;—00 < f(z) < g} = XVE((] = g )n0).
(iv) Se €, = {z € X;—o0 < f(z) < +o0} = X = X\Z(g), onde g é uma fungdo

constante nao nula.

3.10. Definigdo. Dizemos que E C F(X) satisfaz a Condigdo de Cadeia de Lebes-
gue para f € F(X) se existe uma constante & > 0 tal que, para qualquer Cadeia de
Lebesgue {Cp; n € Z} de f existe g € E tal que |g(z) — n| < k, para todo z € C,.

3.11. Observagéo. Se E satisfaz a Condigio de Cadeia de Lebesgue para f € F(X)
entdo F satisfaz a Condigdo de Cadeia de Lebesgue para f + A, para cada A € R.
Com efeito, se {Cr;n € Z} é uma Cadela de Lebesgue para f + A, como

Co = {z€X; anu1 < flg)+A<amnl}=
= {meX; anﬁ—l_f\<f($)<0'n+1-"/\}

segue-se que {Cpyn € Z} é uma Cadeia de Lebesgue para f. Logo, concluimos da

hipdtese e da definigdo 3.10 que E satisfaz a Condigdo de Cadeia de Lebesgue para
F+Ah

3.12. Exemplos.

(a) Seja U C C({IR) o subespaco das fungdes uniformemente continuas. Sejam
felUe{C,;n€ Z} uma Cadeia de Lebesgue de f, associada a rede {(a,).cz. Se
a, = 00, para todo n € Z, seja p € Z tal que a, = ~00 € apy) = +00. Considere
k € U definida por A(z} = p + 3, para todo z € R. Entdo, |h(z) ~n| < 1 para
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todo x € C,, (note que O, = @ para n # p, p+1). Se (a,)nez possui termos reais,

definamos para ¢ € (o, Gnt1]

$—
. +n  se ap,op4y €R
(t) _ Qny1 — On
Pl = n+1 se (ry, = —00
1 8€ Cny1 = +00
+h+Z,
1h+4
-—/- h/
-4
dha-i dh» O(h-ri Q’(in-u-z_

A fungdo ¢ é uma poligonal ndo-decrescente e uniformemente continua. De fato,
seja € > 0 arbitrdrio e considere r > 0 a constante dada pela condi¢io (%) para a
rede (@, )nez. Tome 0 < é < min{r,er} e sejam ¢,5 € R tais que [t — s| < §.

12 Caso. a,, 0,1 € R.

. [t — s )

t o) = S 0
Se 1,8 € (ap, apy1] entdo |p(t) — o(s)| P—— <-<e
Se t € (an,an41] € 8 € (Qpy1, @ny2] entdo

|t — ] |s — g [t — s
t - 5 < < < g2,
lelt) = plo)] < long1 — @n|  aniz — oyl r

Analogamente para t € (ap-1,04] € 5 € (0, p41]-
292 Caso. Existe p € Z tal que o, = —00ea, € IR,paratodon € Z, n > p.‘
Se t,5 € (—00,0ps1}, 0 resultado segue trivialmente. Se ¢t € (—o0,ap] €

s € (ap41, Opy2) entdo

o —epnl _ Jt=sl _

lapis —opir| = 7

£.
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32 Caso. Existe ¢ € Z tal que oy = o0 e a, € R, paratodon € Z, n < .

De modo andlogo ao caso anterior obtemos: [@(t) — w(s)| < € para t €
(ag-2; a-1] € 3 € (ag-1, 0]

Portanto, ¢ € U. Consequentemente h = ¢ o f € U. Como ¢({@p,@ns1]) C
[n,n + 1} segue-se que |h(z) —n| < 1 para todo z € C,. Logo U verifica a Condigdo
de Cadeia de Lebesgue para f.

(b) O subespago vetorial E = {g : IR — IR; g(r) = az+b; a,b € IR} ndo satisfaz a
Condicio de Cadeia de Lebesgue para f = Id. Caso contrdrio, dada a rede (Qn)nez

definida por
g i @ sen< 0
S - se n>0 °

existem k > 0 e g € E, g(z) = aoz + bo, tais que |g(z) — n| = |aoz + bo — n{ < &
para todo = € C,,. Observe que gy # 0, pois, caso contrdrio, teriamos |bg — n| < k,

para todo n > 0, o que é impossivel. Entdo para z € C,, com n > 1, temos
n—l<lhz<n+l e n-k<agzr+bh<nt+ik

e portanto agz + by < 1+ k + Inz, ou seja, oz + d <Inz, onde d = by — (1 + ).

: aor +d . ez +d
Em particular, para z > 1, G+ ¢ < 1. Consequentemente lim — + <1,
Inz g—co  Ingz
apx + d

que é impossivel pois lim = Foo. Analogamente, podemos mostrar que o

oo Inz
espago dos polindmios reais P{IR) € o espago dos polinémios reais F,(R) que tém
grau menor ou igual a n, nio satisfazem a Condigdo de Cadeia de Lebesgue para

f=1d

O seguinte resultado é uma generalizacio do Teorema 2.14 para o caso nao

limitado.

3.13. Teorema. Sejam E C F(X) um subespago vetorial ¢ f € F(X). Se E
satisfoz a Condigdo de Cadeia de Lebesgue para f entdo f € E.

Prova: Dado ¢ > 0 arbitrario, sejam & > 0 dada pela definicio 3.10 e &' = P i T
Considere a rede {a,)ncz, com &, = ne’ e {Cy;n € Z} a Cadeia de Lebesgue de f
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associada a (@ )nez- Pela hipdtese, existe ¢ € E tal que [g(z) — n} < k, para todo
€ Cpn. Seja h =¢c'g € E. Dado z € X, como {C,; n € Z} € uma cobertura de
X, segue-se que z € Cy, para algum n € Z. Logo,

h(z) ~ f(@)l = [e'g(2) — F(2)| < |€'g(z) — e'n| +[e'n — f(z)| < ke’ + &' =

Portanto, f € E. o

3.14. Coroldrio. Se um subespaco vetorial E C F(X) satisfoz a Condigdo de

Cadeia de Lebesgue para alguma f € F(X) entdo E contém as fungbes constantes.

Prova: Como E é um espago vetorial, o resultado segue da Observagio 3.11 e do

Teorema 3.13. =

3.15. Corolério. Seja B um subespago vetorial de C(X). Se E satisfaz a Condigdo
de Cadeia de Lebesgue para cade f € C(X) entdo E € uniformemente denso em
C(X).

Prova: Consequéncia imediata do Teorema 3.13. o

3.16. Observagao. A Condigio de Cadeia de Lebesgue ndo é uma condigio
necessaria para o Teorema 3.13, como mostra o Exemplo 3.12(b). De fato, o espaco
vetorial £ = {g : R — R;g¢(z) = ez + b; a,b € R} nio satisfaz a Condi¢io de
Cadela de Lebesgue para f = Id.

Existem espagos vetoriais que nio verificam a Condigdo de Cadeia de Lebes-
gue para nenhuma fungdo. Considere, por exemplo, o subespaco vetorial E de F(IR)
gerado pela funcdo identidade, F é uniformemente fechado e ndo contém as funcdes
constantes nio nulas. Logo, pelo Corolario 3.14, FE ndo satisfaz a Condigic de Ca-

deia de Lebesgue para nenhuma f € F(R).

Mostraremos a seguir que, no caso limitado, a Condigao de Cadeia de Lebes-

gue e a S-separacao coincidem.
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3.17. Proposigdo. Sejam E C F(X) um subespago vetorial e f € Fy(X). As
sequintes condigdes sdo equivalentes:

(a) E satisfaz a Condigdo de Cadeia de Lebesgue para f.

(b) E S-separa os Conjuntos de Lebesgue de f.

Prova:
(a) = (b) Sejam e < Fe é > 0 arbitrarios. Considere £ > 0 dado pela Condi¢éo

de Cadeia e escolha m € IN tal que ki1

< §. Defina a rede (ay Jnez por

o, =—00 se n<-1
o, =+00 s n>m+1

a=o<a <. .. < apey <oy =5
A Cadeia de Lebesgue {C,;n € Z} associada a (ay)nez € tal que:

Co={z € X; f(z} < en} D LolJ)
Crm = {2 € X; am_1 < f(z)} D L°(f)
Co=0 se nd{-1,...,m+1}.

Seja g € E tal que |[g(z) —nr| < k, para todo z € C,, e considere h = ;% € E. Segue
da condigio sobre ¢ e da escolha de m, que, paran € {-1,...,m+ 1} ez € C,,

valem as desigualdades

L

—6<_1_k5n_k<h(:c)<n+k<m+1+k<
m m

m m

1+4.

Consequentemente,
(i) A(X) C[-61+4]
(if) A(La(f)) C 1(Co) C [, 4]
(iil) A(LP(f)) C A(Cr) C [1 — 8,1 4 &)

Portanto, E S-separa Lo(f) e LP(f), e a S-separagio segue da Proposigio 2.13.
(b) = (a)} Considere uma constante & > 1. Seja {Cy;n € Z} uma Cadela de
Lebesgue para f, associada a uma rede (@, )ncz. Como f é limitada existe somente
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somente um nimero finito de conjuntos C, que sido nao vazios. Sejam p e m o

menor e o malor inteiro, respectivamente, tais que C, # 0§ e Cp, # 0. Claramente
m

X =JCy e ap_y < f(2) < @my1 para todo 2 € X. Paracadan € {p,...,m+1},

n=p

consideremos L,_,(f) e L°»(f). Existe g, € E, 0 < g, <1 tal que

gn(Lan—i(f)) - [035]
gn(L*(f)) C L = 6,1]

k—]. ) m+1 .
onde 0 < § < —————. Sejag= > gu Sen € {p,...,m} e se x € Cn, temos:
m—p+1 o—p

(1-6)(n—p)<glz)Sn—p+2+(m—-n)d
e consequentemente
—1-(m—-p)§<-1-(n—-pld <glz)+p-1—-n<1+{m—n)d <1+ (m - p)d.
Portanto, se n € {p,...,m} e z € C,, temos
lg(z) +p—1—n| <1+ (m~p)s

Pela hipStese B contém as funcdes constantes, e assim g +p— 1 € E. Consideremos
entdo k € E tal que |h{z) — (g(z) + p—1)| < b, para todo z € X. Assim, se z € Cy
entao

h(z) —n| <14+ (m—-p+1}d<lt+b-1=r

Logo, E satisfaz a Condicao de Cadeia de Lebesgue para f. a

3.18. Observacdo. Analisando a demonstragao da Proposigdo 3.17, pode-se con-
cluir que a Condigdo de Cadeia de Lebesgue implica na S’-separacdo, também no
caso nao-limitado, pois ndo fo1r utilizada qualquer limitagdo para a fungdo conside-
rada. Logo, pela observagio 2.11 {(a) = (b) é sempre vilida. No entanto, nao é

verdade que (b) = (a) no caso ndo limitado. Veja o exemplo 3.44(h).

3.19. Definigdo. Dizemos que uma cobertura {Cy;n € Z} de X é 2-finita se
Ca N Cp = | sempre que [n —m| > 1.
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3.20. Proposicio. Toda Cadeia de Lebesgue de f € F(X) € uma cobertura 2-finita
de X.

Prova: Seja {C.;n € Z} uma Cadeia de Lebesgue de f associada a uma rede
(ctn)nez. Considere myn € Z com n —m = p, onde Jp| > 2. Suponhamos que

exista ¢ € C,, N Cpqp. Entdo
U1 < f(2) <ompr € Oy < f(2) < gy

Se p > 2, como (&,)ncz € ndo decrescente, temos f(z) < @mi1 € Apypa1 < f(2),
que é impossivel. Analogamente, se p < —2 chegamos a uma contradicio. Portanto,

Cm N Cy =0, o que completa a prova. o

3.21. Contra-exemplo.
Considere a rede (@, )nez definida por
~o00 se n<0
ap=4{ n se 0<n<p+2
400 se n>p+2
comp € N fixo. Seja C, = {2 € Ry o0, < 2 < apys}. Entéo {Cpsn=0,...,p} é
uma cobertura de JR que nao é 2-finita, pois C, NCy_a = (p,p+ 1) # 0.

3.22. Teorema. Sejam X um espago completamente regular ¢ E um subespago

vetorial de C(X). As seguintes condicdes sdo equivalentes:
(a) E € uniformemente denso em C(X).

(b} Para cada cobertura 2-finita {Cp;n € Z} de X formada por cozeros eziste
g € E tal que |g(2) — n| < 2, sempre que z € C,,.

Prova:

(a) = (b) Seja {C.;n € Z} uma cobertura 2-finita de X tal que C, = Coz(f..),
com f, € C(X), para cada n € Z. Como Z(f,) = Z(if,|) podemos supor f, > 0,
para cadan € Z.

Dado z € X existe m € Z tal que z € C,,, ou seja, f(z) > 0. Portanto,

> fa(x) # 0. Por outro lado, como tal cobertura é 2-finita, # pertencera, no
neZ

30



méximo, a Cp_1,Cn € Cryy. Logo, an(x) = fm-1(2) + fm () + frmia(z) < o0,

neZ

gk =fi | Y fa

neZ
Afirmamos que {g;; k € Z} é uma particio da unidade. Com efeito:

Definamos entao

(i) g« & continua para cada k € Z.

Seja f = > fa- Como {Cu; n € Z} é 2finita, f
neZ

= fn»l + fn + fn+1- LOSO:

n

¢é continua, para cada n € Z. Portanto f é continua. A contiruidade de g

f
Cn
segue do fato que gx = fi / f.

(ii) gx(X) C [0,1] para cada k € Z e _ gi(z) = 1, para cada z € X, seguem
keZ

diretamente da definigio de gg.
Observemos ainda que, C, = Coz(f,} = Coz(g,) para cadan € Z. Definamos

g=)_ng,. Com os mesmos argumentos usados acima, concluimos que g € C(X).

, MEZ .
Além disso, se z € C,, entdo

[(r ~ 1)ga-1(z} + ng.(z) + (n + 1)gns1(z) - n
= [n(gn-1(2) + ga(2) + gns1(2)) + gnr1(2) — gn-1(z) — 1|

= |gn+1(x) _gn—l(m)l < Z gk(x) =1.
keXZ

lg() — |

Pela hipétese, existe & € E tal que |h(z) — g(2)| < 1, para todo # € X. Em

particular, se z € C,, entdo
k() — n| < |h(z) - g(2)} + |g(z) — nf < 2

(b) = (a) Sejam f € C(X) e {Cp;n € Z} uma Cadeia de Lebesgue de f. Segue
da Proposicio 3.20 e da Observagdo 3.9 que {Cp;n € Z} é uma cobertura 2-finita
de X formada por cozeros. Pela hipétese, existe g € E tal que |¢(z) — n| < 2, para
todo z € C,. Portanto, £ satisfaz a Condicdo de Cadeia de Lebesgue para f. Pelo
Teorema 3.13 f € E. o

3.23. Observacgéo. A constante 2 do enunciado do Teorema acima pode ser subs-

tituida por qualquer constante k& > 1.

31



3.24. Exemplos.

(a) Considere um conjunto aberto néo-vazio X ¢ IR" e seja C*(X) o espago
vetorial das fungdes reais infinitamente diferencidveis em X. Seja {C,;n € Z}
uma cobertura 2-finita de X formada por cozeros. Pelo Teorema 1.15 existe uma
parti¢do da unidade {Ay;n € Z} localmente finita, subordinada a {C,;;n € Z} com
h, € C®(X), paracadan € Z.

Definamos A = ) _ nh,. Como Coz(h,) C C,, paracadan € Z, |h{z)—n| <1

para todo z € Cy. Pgretfnto [h(z) — n] < 2, para todo z € C,,. Como k € C®(X),
resulta do Teorema 3.22 que C®{X) é uniformemente denso em C(X).
(b) Seja E o subespaco vetorial de C(IN) gerado pelas fungbes f : IV —» Z.
Observemos primeiramente que E # C(INV). De fato, considere
f: N>R
n— et
Se existissem a1,...,ax € R e fi,...,fr € E tais que f = a1fi + - + apf,
entdo € = ayfi{n) + -+ + arfi(n), para todo n € IN. Considerando os espagos
vetoriais {e,e?,...,e",...) e {ay,...,ax) sobre o corpo @ dos racionais teriamos
entdo {e,e%,...,e%,...} C {a1,...,a;), que implicaria em dim{e, e?,...,€",...) <k,
uma contradi¢cdo. Portanto, E # C{IV).
Sendo IV paracompacto, dada uma cobertura {Cyr;n € Z} 2-finita de IV, for-

mada por cozeros, existe uma particdo da unidade {¢,;n € Z}, com ¢, € C(IV),
localmente finita, subordinada a esta cobertura (Teorema 1.16). Usando o mesmo

raciocinio do item (a}, concluimos que E é uniformemente denso em C(IV).

Usando o Teorema 3.22 podemos dar uma nova demonstragio de um resul-
tado de Anderson [1], para subanéis divisiveis de C'(X). Usaremos o fato de que o

Teorema 3.22 continuva valido para subespacos vetoriais sobre o corpo .

3.25. Definigdo. Um subanel A de C(X) ¢é divisivel se para cada f € A e cada
n € Z existe g € A tal que f = ng.

3.26. Observagao. Todo subanel divisivel de C/{ X) é um subespaco vetorial sobre
o corpo @.
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3.27. Lema. Sejam X um espago topoldgico completamente regular e {Cy; n €
IN U {0}} uma cobertura 2-finita de X formada por cozeros. Seja A um subanel de
C(X) que Si-separa todo par de conjuntos de zeros em X, que sdo disjuntos. Entdo
existe uma partigdo da unidade {g,;n € INU {0}} com g, € A e Coxg,) C C,,
para cada n € IN U {0}.

Prova: Para cada n € IN U {0}, seja D, = (Uc,,)\an. Entéo, cada D, ¢

k=0
um conjunto de zeros, pois D, = ﬂ (X\Ck). Com efeito, se z € D,, entio
k=n+1

z € C,, para algum ky < n e 2 € X\Cpy1. Como {Cn; n € IN U {0}} é 2-finita,
=] o oo

z€ [) (X\Ci). Logo, z € [ (X\Ci). Reciprocamente, seja z € [} (X\Cy).
k=n+2 k=n+l k=n+l

o0 n
Entio z € X\( U Ck) e, consequentemente r € (UCk)\Cﬂ+1. Portanto,

k=n+1 k=0
o

Dn, = () (X\Cy), e pela Proposigio 1.3, D, é um conjuntb de zeros em X.

k=n+1

Para construir a particdo da unidade, procedemos indutivamente. Como Dj e
X\Cp sao comjuntos de zeros, disjuntos, existe gg € F, 0 < g < 1 tal que go{Dg) =
{1} e go(X\Co) = {0}. Claramente, Coz(go) C Co. Procedendo analogamente,
seja, uy € E, 0 < uy <1 tal que u3(Dy) = {1} e ua( X\(Co U Cy)) = {0}. Defina
@1 = w1l — go). Como FE & subanel, g; € E. Note que 0 < ¢y < 1, Coz(g;) C
Cy e go(2) + g1(z) = 1, para todo 2 € Dy. Assim sucessivamente, suponhamos
definidas gg,...,9n-1 € E, 0 € ¢; €1 e Coz(g;) CCiy 1 =10,...,n—1, e ainda

n—1 n
Eg,-(m) = 1, para todo € Dy.q. Como D, e X\| JC; sio conjuntos de zeros,
=0 =0

disjuntos, existe u € F, 0 < v < 1 tal que u(D,) = {1} e u(X\UC,-) = {0}.
ol i=0

Definindo ¢, = u(l - Zg;) temos que g, € E e Coz(g,) C C,. De fato, se
=0

n—1 n
z € Coz(g,) entdo u(x) # 0 e > gi(z) # 1. Logo, z € | JCi e & Dy_y. Como
=0 =0
X\D,_, = UC‘;c segue-se que r € (UC,-) N (UCk) = U [(UC‘.) N Ck] =
k=n =0 k=n k=n" “i=0
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(ChaanNCRUCU (C NCpt1) C Cy p01s {Cp;n € NU{0}} é2- ﬁmta Finalmente,

-1
se z € D, entdo Zg(:z:) = gn(z) + Zg,(w) = u(z) + (1 — u(z) )Zg, (z) = 1 pois
i=0 =0
u(D,) = {1}.
Afirmamos que {g,;n € IV U {0}} é uma particio da unidade. Como E C
C(X), cada g, € C(X), e tem-se:

(i) 0 £ gn < 1 para todo n € IV U {0}.
n—-1
Sejaz € X. Se z € Dy,_; entéo ZQ;(w) =1, e assim gn{z) = 0. Se z & D, entdo
=0

2 € | JCk. Como {Cn;n € INU{U}} é 2-finita, z ¢ C;, para i =0,...,n — 2. Logo,
k=n

z € Coz{gi), i =0,...,n — 2, € gu(z) = u(z)(1 — gr-1(z)). Portanto, 0 < g, < 1.
(ii) > gn(z) = = 1, para todo z € X.

n=0
Dado z € X, existe n € IV U {0} tal que z € C,. Consequentemente ge{z) =0
n+l
para todo & > n + 2, pois Coz(gy) C Ck. Portanto, Zg;(m) = Y gi(z) = 1 pois
1==0 i=0
Cn C Dya. =

3.28. Definigdo. Uma cobertura {C,;a € I} de X ¢ *-finita se para cada
acl, {ieI;C,NC;F# 0} éfinito.

3.29. Observacao. Toda cobertura 2-finita de X é *-finita.

3.30. Teorema (Anderson {1]). Sejam X um espago completamente regular ¢ E um
subanel divisivel de C(X) satisfazendo as sequintes condigbes:

(i) E S:1-separa todo par de conjuntos de zeros em X, que sdo disjuntos.

(i1) Para cada sequéncia (fy)nenuioy de fungbes ndo negativas de E tal que
{Cox(f.);n € INU{0}} € uma cobertura *-finita de X, tem-se que ) _f. € E.

n=0

Entdo E ¢ uniformemente denso em C(X).

Prova: Seja {Cy;n € Z} uma cobertura 2-finita de X formada por cozeros. Consi-
dere as seguintes familias {Cl;n € INU {0}} e {C";n € INU {0}} definidas por:
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@) Ci={JCk e C.=Cn,n>0

k<0
B C=Ck ¢ C'=C_p,n>0.
k>0

Provemos que {Cl;n € IN U {0}} e {C};n € INU {0}} sio coberturas 2-finitas de
X. Paran > 2,
C\nC = (U ck) NC,=J(CnCy) =10
k<0 k<0

pois {Cp;n € Z} é 2finita. Por outro lado, se m,n € IV com |2 — m| > 1 entdo
C'NC! = C,NCyp = 0. Portanto, {C;n € IN U {0}} é 2-finita. A demonstragio
que {C/;n € IN U {0}} é 2-finita é andloga.

Pelo Lema 3.27 existem partigoes da unidade {u,;n € N U {0}} e {vy;n €
IV U {0}}, com u,,v, € E, Coz(u,) C Cj, Coz(v,) C C, para cadan € INU
{0}. Resulta das condigbes acima que {Coz(un);n € IV U {0}} e {Coz(v.);n €
IN U {0}} sdo coberturas 2-finitas de X. Como Coz(u,) = Coz(nu,) e Coz{v,) =
Coz(nv,) segue-se que {Coz(nu,);n € IN U {0}} e {Coz(nv,);n € IV U {0}} sdo
também coberfuras 2-finitas de X. Pela hipotese, inun € Fe invn € F.

- nil;l n=0
Consequentemente, gy = ug + Znun Eleg =uvy+ van € F.
n=0 =0

Considere h = wvogy — uoge € E. Afirmamos que [h{z) -~ n| < 1, para todo
z € Cy. :

Suponhamos primeiramente n > 0 e seja ¢ € C,,. Pela construgdo de {C/;n €
IN U {0}} temos que z & Cj. Logo, ue(x) = 0, pois Coz(u,) C C§. Por outro lado,
z & C”, para to;doo m > 0, e assim v, () = 0, para todom > 0, pois Coz(v,,)) C C”.
Portanto, 1 = Y vn(z) = vo(z) e temos:

m=0

h(z) = qu(z) = 3 nua().

n=0

Como Coz(nus) C Cn, para n > 0, e Y _u,(2) = 1 para todo 2 € X, segue-se que
n=0

para z € Cy,
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hz) = (n—Dupy(2) + nua(z) + (0 + Dupgr(2)

= 1t U (2) — tna (2)

Portaﬁto, [h(z) — n| = |tpp(z) — un—y(z){ £ 1, pois 0 < u,, < 1, para todo
m € IN U {0}.

A demonstra¢io do caso n < 0 ¢ analoga & anterior.

Concluimos assim, que existe A € E tal que |h(z} — n| < 2, para todo 2 € O,
com n € IV U {0}. Pelo Teorema 3.22, E ¢ uniformemente denso em C({X) o

O préximo exemplo mostra que no teorema anterior, as condigdes nio sdo

necessarias.

3.31. Exemplo. Seja E o subespago vetorial de C'((0,00)} das fungdes derivdveis
exceto em um numero finito de pontos de (0,00). E é um anel divisivel e uniforme-
mente denso em C((0, c)}. Entretanto, & nfo satisfaz a condi¢do (i1} do Teorema
de Anderson. De fato, considere a sequéncia (f, }nepvufoy de fungdes nao-negativas
de E, definidas por:

z se O<r<i
fo=0, @) =3¢ —z4+2 se 1<z<?2
0 se x2>2
0 se z<2n—3% ou z2>2n
2 5
fa(2) = 5[‘”_(2”_5)} se 2n—s<az<2m-1 (n22)
—z+2n se In—-1<z<2n,

Note que Coz(fo) = 8, Coz(fi) = (0,2) e Coz(f,) = (2n — 3,2n) para n > 2,
Portanto, {Coz(f,);n € IV U {0}} é uma cobertura #-finita de (0, 00). Entretanto,

> fa € E porque ndo é derivdvel em uma quantidade infinita de pontos.

n=_(}

A Propriedade C
A seguir, daremos uma caracterizagio da Condi¢do de Cadeia de Lebesgue.
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Para isso precisamos do seguinte resultado preliminar.

3.32. Lema. Sejam U C C(IR) o subespago das fungdes uniformemente continuas

e E o subespaco de U gerado pelas fungbes uniformemente continuas e mondtonas.
Entio E = U.

Prova: Sendo U uniformemente fechado, E C U. Sejam f € U e € > 0 arbitrarios.
Existe 6 > 0 tal que |t — s| < 6 = |f(¢) — f(s)| < &/2. Definamos g : R — IR por

g(f): (t——n5) f((n'l'l)? _f(né) +f(n5)

set € (nd, (n+1)6], comn € Z. Assim g € a poligonal continua que une os pontos da
forma (né, f(né)) em 2, com n € Z. Afirmamos que ¢ é uniformemente continua.
Seja &' > 0 arbitrario. Considere 0 < &' < min{é,e'8/¢}. Sejam ¢,s € I tais que
it —s| < &. Como |t — s| < &, é suficiente considerar os seguintes casos:

(i) t,5 € (n6, (n + 1)8}
«n+1)) f(né)

l9(2) — (s} = [t — 5] 5 S%It-3|<5'

(i) te (né,(n+1)8] ese((n+1)6(n+2)
Podemos supor ¢ # (n 4 1)é. Entao

o) ~ gl o lo@®) —o((n+1)3)|  Jo((n+1)8) — g(s)]

|t — s] - |t — s [t — s|
|lg(t) — g({n + 1))} . lg((n +1}8) — g(s)|
- |t — (n + 1)4] |s — (n + 1}
< =t ==
- 26 26 &
]

£ € ,
Portanto, [g(¢) — ¢(s)] < 3|‘5 -5 < 3o =¢

Provemos agora. que g € E. Observe primeiramente que, se t € (né, (n + 1)§]

lf nt l)i) (né) 25 Congidere ¢, ' IR - HReg:: R—> IR

definidas respectwamente por ¢i(t) = g(t) + 25t e g2{t) = —%t, para todo ¢ €

entdo |g'(t

R. A observacdo acima implica que g; é ndo-decrescente pois, dado § € IR, como
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t € (nd,(n + 1)8], para algum n € Z, tem-se g1(t) = ¢'(t) + ~2% > ——gg + gg = 0.
Claramente, g, ¢ monétona, e portanto ¢ = g1+g. € E. Alémdisso, |f(t)—g(t)| < &,
para todo t € IR. De fato, dado ¢ € IR, existe n € Z tal que t € (né,(n + 1}4].
Ent&o,

l9(2) = SO S 51t — né] + |£(n8) — F)] <.

Portanto, f € E. o

3.33. Observacio. Na demonstracio do Lema 3.32 provamos implicitamente
que toda funcdo uniformemente continua em IR é aproximada por uma poligonal

,
continua.

3.34. Proposigdo. Sejam E C F(X) um subespago vetorial e f € F(X). As

sequintes condicdes sdo equivalentes:

(a) F satisfaz a Condicdo de Cadeia de Lebesgue para f.
(b) ¢of € E, para toda fungio uniformemente coniinua e mondtona ¢ : IR — IR.

(c) ¥ o f € E, para toda fungdo uniformemente continua ¢ : R — R.

Prova:
(a) = (b) Seja ¢ : R — IR uma funcdo uniformemente continua e mondtona.
Suponhamos ¢ ndo-decrescente. Seja {Cpjn € Z} uma Cadeia de Lebesgue de

wo f, associada a uma rede (&, ),cz. Para cada n € Z, escolha 8, € IR tal que:

P(Ba) =an st an € p(R)
Bn=—00 se a,&o(R) e o, <inf{p(z);2 € R}

Bo=400 se a, o(R) e an2>sup{p(e);z € R}
Como a rede (ayp)nez € a fungio ¢ sdo nio-decrescentes, segue-se que (Balnez €
nao-decrescente. Afirmamos que existe s € IR, s > 0 tal que 8, — Bn-1 > 5, sempre
que B, € R. Com efeito, se f,_; = —o0, a desigualdade é trivialmente satisfeita.
Se 8.1 € IR, suponha que dado € > 0, existe ny € Z tal que 8., ~ Bn—1 < €,
quando f3,, € IR. Segue da continuidade uniforme de ¢ que @(Bn,) — @(Fno-1) < 7,
e consequentemente, Gy, — Gpg—1 < 7, 0 que é impossivel. Podemos definir assim,

uma Cadeia de Lebesgue {D,;n € Z} para f, associada & rede (8,).ez. Segue da
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defini¢io de (Bp)nez que C, C D, para cada n € Z. Pela hipdtese, existem &k > 0
e g € F tais que |g(z) — n| < k, para todo z € D,. Em particular, [g(z) — n| < k,
para todo z € C,. Portanto, E satisfaz a Condigdo de Cadeia de Lebesgue para
@o f. Pelo Teorema 3.13, po f € E.

(b) = (a) Sejam k > 1 arbitrdrio e {C,;n € Z} uma Cadeia de Lebesgue
arbitraria de f, associada a uma rede (@n)acz- Se a, = to0o, para todo n € Z,
seja p € Z tal que ap = —00 € ap41 = +oo. Considere ¢ : B — IR definida
por p(z) = p+ 1/2, para todo z € IR. Segue da hipétese que b = ¢ o f € E.
Observando que C,, = §, para todo n # p,p + 1, segue que se z € C, ou Cpy, entdo

|a(z) — p| = } < 1. Se por outro lado, (@4 )nez possui termos reais, definimos para

RS (an)an+1]

T —
"+ n  se op,ap4 € R
(t) - Xyl — On
¥ n+1 5€ Gy = —O0
T € Qp4y = F00.

Vimos no exemplo 3.12(a) que ¢ é uniformemente continua, monétona e h =@ o f
satisfaz |h(z) — n| < 1, para todo z € C,. Pela hipétese, € E. Seja entdo g € E
tal que |h(z) — g(z)| < k — 1, para todo z € X. Logo,
| l9(z) —n| < lg(=) = A(2)] + |h(z) ~n| < &

para todo z € C,,. Portanto E satisfaz a Condi¢do de Cadeia de Lebesgue para f.

(b) = (c) Considere % : IR — IR uniformemente continua. Pelo Lema 3.32 existe
uma sequéncia (An e, COM A, = @1 P10+ F Gy nPr, o Ode a;, € R,
uniformemente continuas e mondtonas, ¢ = 1,...,ry, tal que b, — 1. Pela hipdtese,
(@inpin)o f € E,i=1,...,r,. Sendo E subespago vetorial resulta que A, o f € E,
para cada n € IN. Como h, o f — o f, segue-se que o f € E.

(c) = (b) Obvie. a

3.35. Observacgdo. Segue da demonstracdo da proposi¢do anterior que, se E sa-
tisfaz a Condicdo de Cadeia de Lebesgue para f, com alguma constante k, entdo &

também verifica esta Condigdo para qualquer constante maior do que 1.

3.36. Corolédrio. Seja E C C(X) um subespago vetorial. Entdo E € unifor-

memente denso em C(X), se, e somente se, E satisfaz a Condi¢do de Cadeia de
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Lebesgue para cada f € C(X).

3.37. Exemplos.

(a) C°(IR") satisfaz a Condigdo de Cadeia de Lebesgue para toda f € C(JR").
Com efeito, ¢ o f € C(IR") = C*(IR"), para toda ¢ : IR — IR uniformemente
continua e o resultado segue da Proposicio 3.34.

(b) Sejam U o espago das funcgdes uniformemente continuas em R e P.(R) o
espago das fungdes poligonais continuas em IR, Pela Observagio 3.33, U C m
Logo, pela Proposi¢io 3.34 P,(IR) satisfaz a Condigio de Cadeia de Lebesgue para
qualquer f € U.

(c) Segue da Proposigio 3.34 que se E C F(JR) satisfaz a Condi¢do de Cadeia
de Lebesgue para f = Id entio U C E. Como consequéncia imediata temos que
E={¢g:R— R; g(z) = az +b, a,b € R} ndo satisfaz a Condicdo de Cadeia de

Lebesgue para f = Id. Tal resultado foi provado diretamente no Exemplo 3.12(h).

3.38. Definigio. Dizemos que um subespago £ C F(X) tem a Propriedade C se
F verifica a Condicio de Cadeia de Lebesgue para todas as suas funcdes.

Observemos que, no caso limitado, a Propriedade C coincide com a Proprie-

dade S, pela Proposicdo 3.17.

3.39. Exemplos.

(a) O espaco U das funges uniformemente continuas em IR tem a Propriedade

C (Vide Exemplo 3.12(a)).

(b) O espago uniformemente fechado P(IR) das fungdes polinomiais reais defi-
nidas em IR ndo tem a Propriedade C pois nioc satisfaz a Condigio de Cadeia de
Lebesgue para f = Id. Caso satisfizesse, terfamos U C P(IR), o que ¢ impossivel.

3.40. Proposicio. Se um subespago vetorial E C C(X) € denso em C(X) entdo
E tem a Propriedade C.

Prova: Seja f € E arbitraria. Se ¢ : JR — JR é uniformemente continua entdo
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wof € C(X) = E. Pela Proposicio 3.34 E satisfaz a Condigio de Cadeia de Le-

besgue para f. o

Observe que a reciproca da Proposicdo 3.40 néo é necessariamente verdadeira.
Basta considerar, por exemplo, o espago das fungées uniformemente continuas em
R.

O préximo resultado d4 uma caracterizagdo do fecho uniforme de espagos ve-

toriais que tém a Propriedade C.

3.41. Teorema. Sejam E C F(X) um subespago vetorial com a Propriedade C
e f € F(X). Entdo f € E se, e somente se, E satisfaz a Condigdo de Cadeia de
Lebesgue para f.

Prova: Seja f € E. Existe (f.)nepv, fo € E para cada n € N, tal que f, — f. Pela
Proposicio 3.34, wo f, € E, para toda ¢ : JR — IR uniformemente continua. Como
© 0 fn =+ @o f, segue-se que ¢ o f € E. Novamente, da Proposicdo 3.34 segue-se
que E satisfaz a Condi¢do de Cadeia de Lebesgue para f. A reciproca é o Teorema
3.13. . o

Note que o resultado acima se reduz ao Teorema 2.18, no caso limitado.

3.42, Teorema. Seja E C F(X) um subespago vetorial. As seguintes condigdes
sdo equivalentes:

{(a) E tem a Propriedade C.

(b) E ¢ fechado sob composicdo com funcies reais uniformemente continuas e
mondtonas definidas em IRR.

(c) E € fechado sob composi¢do com fungbes reais uniformemente continuas de-
finidas em .

(d) E tem a Propriedade C.

(e) Existe k > 0 tal que E satisfaz a Condigdo de Cudeia de Lebesgue, para cada

f € E, com o mesmo k.
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Prova:

(a) = (b) Sejam f € E e ¢ : R — IR uniformemente continua e monétona.
Como E tem a Propriedade C, pelo Teorema 3.41, F satisfaz a Condicio de Cadeia
de Lebesgue para f. Pela Proposicio 3.34, po f € E.

(b) = (c) Segue do Lema 3.32.

(c) = (d) Segue do fato que E = F e da Proposicio 3.34.

(d) = (e) Imediato da Proposicio 3.34 e da Observacgio 3.35.
(e) = (a) Obvio. o

Podemos estender naturalmente a Propriedade S para o caso ndo-limitado, di-
zendo que E C F(X) tem a Propriedade S se E S-separa os conjuntos de Lebesgue

de todas as suas fungOes.

3.43. Corolério. Seja £ C F(X) um subespago vetoyial. Considere as sequintes
afirmagées:

(a) E tem a Propriedade C.

(b) E tem a Propriedade S. _

(c) E ¢ um subanel de F(X) que contém as fungdes constantes.

(d) E € um subreticulado de F(X) que contém as fungdes constantes.

(€) E € fechado sob composigdo com funcées continuas em IR.

Entdo (a) = (b), (a) = (d), (d) = (b), (e) = (a), (e) = (d) e (¢) = (c).

Prova: (a) = (b) segue da Observagdo 3.18 enquanto () = (a) resulta do Teorema
3.42. Para provar (a) = (d) suponha que E tem a Propriedade C. Pelo Teorema 3.42,
E é fechado sob composicao com a fungio o{t) = |t], t € R. Logo, po f =|f] € E,
para toda f € E. Além disso, E contém as fun¢des constantes, pelo Corolirio 3.14.
Usando o mesmo raciocinio, prova-se que (e} = (d} e (e) = (c). Finalmente, para
provar que (d) = (b), sejam f € £ e a < § arbitririos. Considere g = (fva)af.
Como E é um subreticulado que contém as fungdes constantes e g é limitada, segue-
se que ¢ € EN F(X). Usando o fato que E N Fy(X) = m também € um
reticulado contendo as fungdes constantes, pelo Teorema 2.21 E N Fy(X) tem a
Propriedade S. Observando que L,(f) = L,(g) e L?(f) = LP(g) concluimos que £
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tem a Propriedade S. o

Utilizando a Proposicdo 3.17 e resultados do Capitulo 2, conclufmos que as
afirmagbes do Corolario 3.43 sdo equivalentes no caso limitado.
Os seguintes exemplos mostram que as outras implicagbes nio sio necessa-

riamente verdadeiras, no caso nio-limitado.

3.44. Exemplos.
{a) O subespago U C C(IR) das fungdes uniformemente continuas é uniforme-

mente fechado e tem a Propriedade C. Entretanto, I/ nfo é um subanel. Portanto,
(a) # (c). Este mesmo subespaco serve de contra-exemplo para (a) = (e).
(b) Seja E o subespago vetorial de C(IR) gerado por Cy(IR) e pela fungdo identi-
dade:
E= {g—i-/\fd;g € Cb(ﬂ), A€ B}

E ¢é uniformemente fechado e S-separa cada par de conjuntos fechados disjuntos
de IR pois E D Cy(IR). Portanto, E tem a Propriedade S. Por outro lado, E nio
verifica nenhuma das condicdes (a), (c), (d) e (e). De fato, basta observar que as

fungdes g(z) = |z| e h(z) = z* ndo pertencem a E.

(c) Seja E o conjunto das fun¢des de C'(IR) que possuem assintota a direita, isto
é, f € F se existe u(z) = ax + b com a,b € R tal que zl{glmf(x) — ufz) = 0.
Claramente, E é um subreticulado de C(IR) e contém as fungdes constantes. Afir-
mamos que F é uniformemente fechado. Observemos primeiramente que se uma {
funcdo continua é limitada e tem assintota & direita entdo sua assintota é horizon-
tal. Consideremos (fn)nenv, fa € E tal que f, — f € C(IR) e seja up(z) = anz+ b,
a assintota & direita de f,, com a,,b, € R, para cada n € IN. Sendo (f,)en uma
sequéncia de Cauchy e u, uma assintota  direita de f,, concluimos que dado £ > 0

arbitrario existe ng € IV tal que para n > ng e z suficientemente grande

|(an - an")x + (bn - b““’)l = |a"x + bﬂ - fﬂ_(&?)[ + Ifn(x) - fno (.’B)l—{-
lane® + bpy — fro{z)| < 3e.
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Logo, para n > ng, a fungéo ¢, definida por pn(z) = (an — @n)z + (by — by,)
é limitada e pertence a E. Consequentemente @, = a,, para cada n > ng. Por
outro lado, |b, — bns| < |{@n ~ Gne)z} + 3¢ = 3¢ para cada n > ng. Portanto,
an® + by — any@ + by, € assim u(z) = ap 2 + by, € assintota a direita de f. Logo
f € E, o que prova que E é uniformemente fechado.

Considere a funcéo ¢ : R — IR definida por:

] 0 se <0
g(z) = £/ e 220.

Note que g é uniformemente continua. Como ¢ & F segue-se que £ nio é fechado
sob composicdo com todas as fungGes uniformemente continuas. Logo, E ndo tem a
Propriedade C. Portanto, E nio satisfaz (a) e (e). A condicdo (c¢) também néo é

? ndo pertence a E.

verificada pois a fun¢do h(z) =z

(d) Seja P(IR) o espago das fun¢des polinomiais reais definidas em R. P(R)
¢ um subanel uniformemente fechado que contém as fungdes constantes mas néo
verifica nenhuma das outras afirmagdes. Note que a fungio h(z) = |z| ndo pertence
a P(JR). Logo, {c) ndo implica as afirmagdes (a), (d) e (e). Para mostrar que P(R)
ndo tem a Propriedade S, sejam A, B C IR conjuntos fechados e disjuntos. Dado
p € P(IR),se 0 < p <1 entdo p é um polindmio constante, digamos p{z) = ¢ > 0,
para todo & € JR. Entdo existe é§ = ¢/2 tal que p(A) ¢ [0, 8]. Portanto, P(IR) ndo

verifica a condigio de S-separagio de conjuntos fechados e disjuntos em IR.

Os exemplos 3.44 (¢) e (d) mostram que o fato de um subespago vetorial F
uniformemente fechado, contendo as funcdes constantes, ser um subreticulado ou

um subanel de F(X) ndo € suficiente para concluir que £ tem a Propriedade C.

O préximo resultado garante que se E for simultaneamente um subanel e um
subreticulado de F(X) entdo E tem a Propriedade C. Para isso, precisamos do se-

guinte lema:

3.45. Lema. Se ¢ : IR — IR ¢ uniformemente continua e tg € IR, entdo ezistem
duas retas v(t) = ayt + by e £(t) = azt + by tais que o(t) < r(t) parat > g e
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p(t) 2 £(t), para t <to.

Prova: Efetuando-se uma mudanca de varidveis, se necessirio, podemos supor ¢g = 0.
Pela continuidade uniforme, existe 6 > 0 tal que |t — s| < § = |p(1) — ¢{s)| < 1. Se
t > 0, existe p € INU {0} tal que pé <t < (p+1)6. Logo |p(t) — o(pd)| < 1. Entdo

p(t) —p(pb) <1
w(p8) —@((p—1)8) <1

e((p—(p—1))8) — ¢(0) < 1.

Logo, ¢(t) £ o(0)+p+1 < p(0)+1/6+1. Analogamente, se? < 0, existe ¢ € INU{0}
tal que —(q -+ 1) £t < —gé. Portanto |p(t) — p(-g8)| £ 1. Entdo

IA

-1 < (t) ~ p(—gé)
-1 < p(—¢8) — p(—(g — 1))

~1 < 9(=8) ~ (0)-

Logo, —(g+ 1) < ¢(t) — ¢(0). Como —q > /6 segue-se que ¢(0) + /6 — 1 < (£).
Portanto, as retas r(t) = Et-l—gs((}) +1ef(t) = -;:i +¢(0) — 1 satisfazem as condigdes

do enunciado. o

3.46. Proposicdo. Seja E um subespaco vetorial de F(X). Se E ¢ um subanel e

um subreticulado de F{X) contendo as fungdes constantes, entdo E tem a Proprie-

dade C.

Prova: Visto que E tem a Propriedade C, se, e somente se, E tem a Propriedade
C (Teorema, 3.42), podemos supor que E é uniformermente fechado. Seja L= {p €
C(R);po f € E, para toda f € E}. Para provar que F tem a Propriedade C,
basta mostrar que £ contém as fungbes uniformemente continuas. Note que £ é um
subanel e um subreticulado uniformemente fechado em C{JR). Além do mais,

(1) £ contém as fungdes polinomiais.
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Isto decorre do fato de £ ser um subanel que contém as fungdes constantes e a
fungdo identidade.
(2} £ contém as poligonais continuas com um nidmero finito de vértices.

Como £ é um subreticulado que contém as funcdes polinomiais, £ contém
também o supremo e o infimo entre duas retas. Logo, £ contém toda poligonal com
um vértice. Usando indugio sobre o nimero de vértices, concluimos que £ contém
as poligonais com um nilmero finito de vértices.

(3) £ D Co(R).

Pela Proposicio 1.19, Co(R) = m Sendo £ uniformemente fechado,
basta provar que Cx(JR) C L. Seja ¢ € C(IR) tal que suppy C [a,b]. Existem poli-
gonais ¢, € Cla, b] tais que p, — ¢ ol Cada @y pode ser estendida continuamente
a IR, de forma constante em (—oo0, a}a‘; [b, +o0), obtendo-se assim uma poligonal ¢,
com um numero finito de vértices. Como ¥, € £, para cada n € N, e ¥, — v,
segue-se que ¢ € L, pois £ é uniformemente fechado. Portanto, Cx(R) C L.

(4) L contém as fun¢des uniformemente continuas.

Pela Proposigédo 3.34 basta mostrar que se ¢ : IR — IR é uniformemente

continua e monétona, entdo ¢ € £. Suponhamos ¢ nio-decrescente. Pelo Lema

3.45 dado tg € R, existem r(t) = a1t + by e £{t) = a,t + b, tais que:

elte) Cp(t) < at + by se t>t,

e

(o) 2 p(t) 2 agt + b, se t <t

i

Entao (t) 0 i

VAL © ay "

< < 1>t

1+2= 1+~ 14 =0

e

azt + b, < (1) < @(to)
1442 — 14122~ 1412

. ¢(t)
Consequentemente, :EE‘W T

t ~ -
f:(_ 32 pertence a Co(R) C £. Como £ é um subanel contendo as fungdes polino-
miais, segue-se que ¢ € L. 5

se 1 <1

= 0. Portanto, a fungio v definida por t(t) =
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3.47. Observagdo. Segue da demonstragio da proposigio anterior que todo su-
bespacgo vetorial F C F(X) uniformemente fechado, que é um subanel e um subreti-
culado, contendo as funcdes constantes, é fechado sob composi¢io com uma grande
classe de fungdes continuas em IR. Tal classe inclue P(R), U,Ck (IR} e Co(IR). Ob-
servemos também que F é fechado sob composicdo com fungdes continuas limitadas,
pois dada ¢ € Cy(IR), temos v = 1 - p onde () = 1Lp.|(.t1);2 e p(t) = 1 +% Como
P € Co(R) e p € P(IR), segue-se que p € L.

O exemplo seguinte mostra que, entretanto, tal classe nio é necessariamente

C(R).

3.48. Exemplo. Seja F = {Zf, pi tais que f; € Co(IR) e p; € ’P(R)} 0
subanel de C(R) gerado por CO(R) e P(R). Note que F é um subreticulado
. /(=)
= ' d —
de C(RR), pois dada f € E, |f]| © + ¢ onde (r) 0 )+ 29
P(z) = (1 + f¥(2))(1 + 2*). Como E é um subanel e contém P(R) e Co(R),
segue-se que ¢, € E. Logo, |f] € E. Com um argumento analogo prova-

se que £ D Cy(JR). Por outre lado, FE é uniformemente fechado pois dada
(FadnenJn € E e fo — f € C(R), existe ng € IN tal que f — f,, é limitado.
Logo, f — fa, € E. Como f = (f — fno) + fro segue-se que f € E. Observemos
que E nado é fechado sob composigdo com todas as funcdes continuas em IR. De
fato, a fungﬁo b definida em IR por h(z) = €° nio pertence a E pois caso contrario,
h(z) = Zf, ) com f; € Co(RR), p; € P(R), pi(z) = zak, ,t=1,.

i=1

Como f; € Cs(JR), existe M > 0 tal que |fi(z)] < M para. todoz € Re

¢ = 1,...,m. Portanto, para cada z € IR,

e = Z <Z|fs Npi(z

f=1 =1

< M max Iak,=|Z ZI@‘I"

1<:<m i=1 k=0

Em particular, para todo z > 0, —(—7 5 =M Jax, lak.i}, 0 que é impossivel.
=1 Z"—O 1<|<m
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