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Resumo

Ao lidarmos com dados de contagem, uma abordagem possivel é estimar um Modelo
Linear Generalizado com distribui¢cao de Poisson. Freqiientemente nestes modelos cos-
tuma surgir o problema da superdispersao, um fenémeno que aparece quando estamos
diante de uma variabilidade dos dados maior do que a média.

Temos basicamente trés solucoes para este problema: abordagem bayesiana, assu-
mindo que o parametro do modelo possui uma distribuicao de probabilidade; estimacgao
por Quase-verossimilhanca, incluindo um fator de dispersao diferente da unidade ou uma
funcao de variancia diversa e, finalmente, o emprego de modelos mistos, com a separacao
de efeitos fixos e aleatoérios.

Outra ocorréncia comum para dados de contagem é encontrarmos amostras que apre-
sentem um nimero excessivo de zeros. Detectamos a presenca da superdispersao, mas
agora ela é devida a ocorréncia de mais valores zero na amostra do que seria esperado
para dados que seguissem a distribui¢do de Poisson. Para este caso Lambert (1982) apre-
senta a chamada regressdo de Poisson inflacionada de zeros (ZIP - Zero Inflated Poisson).

Através de uma aplicacdo a dados reais, em estudo referente a alimentacdo de ras
da espécie Adenomera, identificamos os melhores modelos para explicar a quantidade de
comida ingerida em funcao dos efeitos de sexo e da estagdo do ano. Utilizamos técnicas de
diagnéstico para avaliar o impacto que uma determinada observacao exerce na estimativa
dos parametros.
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Abstract

When one deals with count data, a possible approach is to fit a generalized linear
model with Poisson distribution. Usually it may occur the problem of superdispersion,
when the variability of the data is greater then the mean.

There are three basic solutions to this problem: the Bayesian approach, when we
assume that the parameter of the model has a distribution of probability; the Quasi-
likelihood estimation, including a non-unitary dispersion parameter or a different variance
function and, finally, the mixed models.

Another possible occurrence to count data is the presence of samples with an excess
of zeros. We detect the presence of the superdispersion, but now it is due to more zero
counts than expected from the Poisson distribution. For this case, Lambert (1982) pre-
sents the Zero Inflated Poisson (ZIP) model.

As an application to real data, in the study of frogs’ nourishment from the species
Adenomera, we identify the best models to explain the quantity of swallowed food related
to sex and season effects. We employ techniques of diagnosis to verify the impact of a
specific observation in the parameter estimations.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A principal motivacao para este trabalho foi estudar os modelos empregados para a ana-
lise de dados de contagem. O conjunto de dados gentilmente cedido pelo Prof. Dr. Sérgio
Furtado dos Reis e seu aluno Marcio Silva Araijo, do Instituto de Biologia da Unicamp,
nos motivou a buscar na literatura quais eram as principais abordagens para modelar
dados de contagem.

Iniciamos nosso trabalho com uma visao geral de quais foram as solucoes apresentadas
para dados de contagem antes do aparecimento dos modelos lineares generalizados. No
capitulo 2 apresentamos a teoria dos modelos lineares generalizados, discutindo sua esti-
macao e ajuste do modelo. No capitulo 3 discutimos um pouco mais os modelos ligados
a dados de contagem e as solucoes mais conhecidas para o problema de superdispersao.
Apresentamos também o modelo conhecido como ZIP (Zero Inflated Poisson) que lida
com amostras de contagem em que ocorre um nimero excessivo de zeros. No capitulo 4
discutiremos os modelos mistos, que também aparecem na literatura como solucao para a
superdispersao, uma vez que estes modelos permitem trabalhar de forma mais refinada a
variabilidade encontrada nos dados. No capitulo 5 apresentaremos dois exemplos de dados
ja conhecidos na literatura. No capitulo 6 usamos as nocoes discutidas e propomos uma
metodologia para estudar os dados referentes a alimentacao de ras da espécie Adenomera,
ponto de partida de nosso estudo.

1.2 Antecedentes dos modelos lineares generalizados

Stigler (1986) inicia seu livro afirmando que o método dos minimos quadrados representou
para a Estatistica no século XIX aquilo que o Calculo representou para a Matematica no
século XVIII. Trabalhando com medidas astrondémicas e seus erros de medidas, Legendre
publicou em 1805 o0 método dos minimos quadrados. Outro trabalho de suma importancia



2 CAPITULO 1. INTRODUGAO

para os modelos lineares foi o de Galton, em 1885, em que ele apresentou o termo ‘“re-
gressao” no estudo sobre hereditariedade e estatura. Os trabalhos de Legendre e Galton
estavam ligados respectivamente a medidas astron6micas e biolégicas, mas ambos tinham
em comum a suposi¢ao da normalidade dos erros.

A teoria de modelos lineares cldssicos supoe a hipotese de normalidade dos erros, mas,
como afirmam McCullagh e Nelder (1989), citando Gauss, as propriedades mais impor-
tantes dos minimos quadrados nao dependem da normalidade dos erros, mas da suposicao
de variancia constante e independéncia das observacgoes.

Antes do aparecimento dos modelos lineares generalizados havia algumas técnicas que
buscavam lidar com modelos lineares nos quais a variavel resposta nao tinha distribuicao
normal. As transformacgoes nas variaveis resposta eram uma tentativa de “normalizar” os
dados originais. Desta forma conseguia-se chegar mais perto da suposicao da variancia
constante que é inerente a distribuicao normal.

Diversos autores apresentam os modelos de regressao linear classicos como Draper e
Smith (1981) e Montgomery e Peck (1991) estudando os modelos basicos, qualidade do
ajuste, analise de residuos etc. e propondo algumas técnicas de transformacao das varia-
veis para buscar a normalidade dos dados.

Uma solu¢ao mais consistente do que as transformacoes foi dada por Nelder e Wed-
derburn (1972). Eles generalizaram o emprego de modelos lineares para distribuigoes
pertencentes a familia exponencial. Modelos lineares generalizados (MLGs) dizem res-
peito a modelos lineares em relacao a uma funcao da média da variavel, de tal forma que
podemos lidar com outras familias de distribuicao de variaveis aleatérias, especificamente,
as que pertencem a familia exponencial.

O desenvolvimento dos MLGs pode ser visto como uma generalizagao do procedimento
descrito por Finney (1971) para a estimagdo de méaxima verossimilhanga do probito. A
técnica apresentada por Nelder e Wedderburn (1972) unificou os problemas de estimagao
de méaxima verossimilhanca dos parametros dos seguintes modelos lineares de regressao:
probito, logistico, Poisson, log-lineares etc. Finney (1971) trabalhou especificamente com
o probito (um caso particular) e Nelder e Wedderburn (1972) generalizaram a estimagao
de méaxima verossimilhanca para a chamada “funcao de ligacao”, que “liga” a média da
variavel ao preditor linear.

McCullagh e Nelder (1989) enfatizam que para os MLGs as propriedades mais im-
portantes sao a relagao existente entre a variancia e a média e a independéncia entre as

observagoes, e nao tanto a forma da distribui¢ao que esta sendo analisada.

Na subsecao a seguir mostraremos quais eram as transformagdes mais comuns utiliza-
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das para tentar sanar o problema de dados com distribui¢oes diferentes da Normal.

1.2.1 Transformacoes

Montgomery e Peck (1991) apresentam uma tabela de transformagoes na variavel resposta
que buscavam a estabilizacdo da variancia como na Tabela 1.1. Desta forma, podia-se
continuar trabalhando com a teoria de modelos lineares classicos. Seja Y a varidvel
aleatoria e Y’ a transformacao sugerida.

Tabela 1.1: Transformacoes para estabilizar a variancia.

Relagdo entre 0® ¢ E(Y) | Transformagao
02 o constante Y=Y
o? o< B(Y) Y' =VY
> x EY)1—-E®Y)) |Y' =sen'(VY)
% o< [E(Y))? Y=Y
o2 o [E(Y)]? Y =Yy~1/?
o2 o [E(Y)]* y =y

No caso da distribuicao de Poisson, a variancia da variavel aleatéria Y ¢ igual a sua
média, mas a varidncia da raiz quadrada de Y é independente desta. Bartlett (1936)
apresenta uma justificativa para esta afirmacao colocando a variancia de VY como sendo
constante. Seja Y varidvel aleatoria com distribui¢do Poisson()\) e uma amostra Y7, ..., Y.
Temos que 6%(Y) = E(Y — A\)? e seja uma func¢do f : R — R, continua. Vamos estudar
o comportamento da razao entre a variancia amostral de uma funcao de Y e a variancia

amostral de Y: ) A
& (f(Y)) _ _ S L(F(Y;) — m)?

7 S (V- AP
Agora, no caso de f(Y) =

E(f(Y) — )
E(Y —\)?

, (1.1)

em que 1 é a média amostral de f(Y). VY e A >> 1,

temos que a aproximacao linear

t VA
2V
é bastante satisfatoria para um largo intervalo contendo A. Por exemplo, tomemos o
intervalo [\/2;3\/2],

i(G)-()-24 7 s

($)A8)- 3555

(1) =

NG
%\/X:O,OZB e

—9
\/_\/_ =0,025.
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 1.1: Aproximagcao linear para a fungao raiz quadrada

Ou seja, conseguimos uma boa aproximacao linear para f(t) = v/t, como podemos tam-
bém atestar pelo Figura 1.1. Vamos conseguir uma aproximacao linear para m:

Zf [QIZYJFE\E}:LXJrg:f(S\)

n n

SO0 — ) 2 STV — Foi)? = o S (V- A2 (12)

=1 =1 =1

Com f(Y) = /Y e substituindo o resultado (1.2) em (1.1) temos

G2(VY) 1

F2(Y)  4n

Para Y ~ Poisson()) temos finalmente 6%(v/Y) = 1, independente de .

Tukey (1957) faz uma anéalise grafica conjunta das possiveis transformagoes, o que
ele chama de familia de transformacoes que serd generalizado por Box e Cox (1964). A
transformagao de Box e Cox lida com a corregdo da nao-normalidade e/ou da variancia
nao constante. A variavel Y é transformada em Y segundo a férmula

Y*—1
AV A7 0

YN = (1.3)

YInY , A=0
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em que Y é a média geométrica das observacoes dada por:

Y = In-! (M)

n

O modelo a ser estimado é entao:

Y(

V_oX8 ou YO =XB+e

O método consiste em ajustar-se modelos para Y™ de acordo com (1.3) para diferentes
valores de A. Nao se pode selecionar A\ diretamente comparando a soma dos quadrados dos
residuos de YV em X, pois para cada A estariamos medindo a soma dos quadrados dos
residuos em uma escala diferente. A transformagao sugerida em (1.3) escalona as respostas
de tal forma que as somas dos quadrados dos residuos sao diretamente comparaveis. O
melhor valor de A\ é o que fornece a menor soma dos quadrados dos residuos.
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Capitulo 2

Modelos Lineares (Generalizados

2.1 Introducao

Consideremos um vetor de variaveis aleatérias Y e uma matriz X de valores fixos e
independentes. Dizemos que um modelo é linear nos parametros se

Y = X3 + €,

em que (3 é o vetor de parametros a ser estimado e € ~ N(0,02I). Um modelo ¢ linear
generalizado se existe uma fungdo g tal que g(E(Y)) = X3, e a distribui¢ao da variavel
Y pertence a familia exponencial.

Por exemplo, se Y ~ N(u,0%I), g(p) = p nos dara p = X3. Entao, Y — X3 = e,
onde € ~ N(0,0%I). Desta forma, recaimos no modelo linear, ou seja, o caso normal é
um caso particular dos modelos lineares generalizados (MLGs).

Os MLGs representam assim uma classe de modelos nao lineares que abrangem di-
ferentes distribuicoes. Também nos MLGs sao modelados os efeitos fixos das varaveis
explicativas, ou regressores. Primeiramente, temos o preditor linear

n; = x;ﬁ7

em que x; representa os regressores da i-ésima observacao e 3 é o vetor de parametros a
serem estimados, que explicam a relacao existente entre os regressores e uma funcgao da
média das observagoes.

Em seguida, define-se a funcao de ligacao tal que g(u;) = 7; e finalmente especifica-se
a forma da varidncia em termos da média u;. Os dois tltimos passos estao ligados a

informacao sobre a distribuicao dos Y;, que pertence & familia exponencial.

Segundo McCullogh e Searle (2001), a construgdo de um MLG envolve 3 decisoes:
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1. Qual é a distribuicao dos dados?
2. Qual funcao da média serd modelada como fung¢ao linear dos regressores?
3. Quais serdo os regressores?

Supoe-se inicialmente que o vetor Y consista de medidas independentes de uma va-
riavel aleatoria cuja distribuicao pertenca a familia exponencial, ou seja:

Y; ~ fyz(yz)a 1= 17 ceey N

Uma funcao que comumente associa a média aos regressores é a chamada funcao de
ligacao canonica, especificada na parametrizacao da familia exponencial por #;. Mas
podem existir outras funcoes de ligacao, diferentes da canonica.

Podemos escrever cada funcao densidade de distribui¢ao na forma

f(yi;0i, ¢) = exp{o[yidi — b(0:)] + c(vi, @)},

em que temos a esperancga das variaveis dada por E(Y;) = u; = V/(6;), como mostramos a
seguir. Por defini¢ao,

B(Y) = / " dF ().

[ee]
A integral acima é a de Lebesgue-Stieltjes. Uma definicao desta integral encontra-se em
Durret (1991), pagina 416, ou em qualquer literatura sobre Teoria da Medida. No caso
discreto, esta integral assume a forma de uma somatoria, a saber,

E(Y) = y:P(Yi=y).
i
Usaremos para exemplificar o caso de uma variavel continua em que temos:

E(Y;) = / i (95105, &)y

o0

Como [ é funcao densidade, entao

/ " Py 0) = 1. (2.1)

[e.o]

Supondo que todas as condiges de regularidade sao satisfeitas, de (2.1) temos

/Oo exp{ o0 — b(0;)] + c(yi, ) ydy; = 1

[e.o]

/ 901t el ) gy p9H(0)

[o¢]
log/ 6¢01yi€c(yi,¢)dyi7

[e.o]
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entao

1 1 oo
/ . — — i ¢>01yz C(yi,¢) 4
b (61) b f—oooo e#0iyi ec(yi,¢)dy /_oo yipe e dy;

o
— b)) / yie(z)@iyi ec(y“‘z’)dyi
—0o0

[o¢]
— / yied)(eiyi*b(gi)) Wi r®) dy;

o0

= BEY)=n

A seguir, mostramos que a variancia ¢ dada por Var(Y;) = ¢~'V;, sendo que V; =
du;/df; & a chamada fungao de variancia, que caracteriza a distribuicdo e ¢! é o para-
metro de dispersdo. Note que ¢+ > 0.

Como Var(Y;) = E(Y?) — u? = E(Y?) — [1/(0;)]?, e também V' (6;) = p;, entdo

dp;
db;
- (—cbb/(@i))/_ yif(yi§‘9i7¢)dyi+¢/_ v [ (yi; 0;, ) dy;

= o (0)]" + 0B (Y)).

b//(ei)

Rearranjando os termos da equacao acima, chegamos a expressao da variancia:

dpi
oot = B(Y2) — V(6] = Var(Y).
Em relagao a distribuicao Binomial para uma variavel aleatéria temos:

Y ~ Binomial(n, p),

fr(y) = ( ; ) pf (L —p)?

Y

- exp{ {;,m(ﬁ) tnlog(l — u)} +log ( Z ) }

Temos entao que:

¢ = 1 (parametro de dispersao),

0 = log <ﬁ) (funcgdo de ligacdo canénica),
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b(0) = nlog(l+e’) = —nlog(1 — ),

b'(0) = nlig = np,

A funcdo 0”(f) deve depender somente de p. Para o caso da distribui¢do Binomial,
temos entdo que Y* = Y/n pertence a familia exponencial.

Vejamos como ficam as func¢oes referentes a distribuicao de Poisson para uma variavel:
Y ~ Poisson(p),

hw%=6f§=emﬂw%u—u%%%w0}

Temos entao que:

¢ = 1 (parametro de disperséo),

0 = log i1 (fungao de ligagao candnica),
b(0) = e = elogr =y,

v(0) = e’ = p,

c(y, ¢) = —log(y!),

Var(y) = ¢~ % = s

n = g(p) = log u = xif3,

p= eXiP,
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2.2 Estimacao dos Parametros

Se Y1, ..., Y, é uma amostra de variaveis aleatorias independentes com médias diferentes,
logo, nao sao identicamente distribuidas. A funcao de verossimilhanca é dada por

L(y;0,¢) = Hexp{cﬁ[w@i—b(9i)]+0(yi,¢)}

= eXp{Zsbyﬁ —b(0 +Z c(yi, ¢

Temos entao que o logaritmo da funcao de verossimilhanca é dado por
((y;6,0) = log{L(y;0,0)} = > _ o[yt — b(6:)] + Y _ c(yi, 0)- (2.2)
i=1 i=1

Usando os resultados gerais de verossimilhanca que valem sob as condicoes de regula-
ridade satisfeitas pela familia exponencial,

B(2)-0 o -p(20)-p(2Y" o3

Agresti (2006) mostra que para uma observagao y; a sua contribuigdo para o logaritmo
da verossimilhanga é dada por

b = ¢lyiti — b(0:)] + c(vi, ¢) e

ov; , 0%¢; "
6, = ¢[yz‘ —b (‘9@)] ) 8—Of = —¢b (‘91)

Aplicando estes resultados em (2.3) para uma tnica observagao,

B(55)= E@Ni- 00 =0 on B0 =1(0) «

AN
B( g5 ) = Bl ~ YOI = ¢V ar() = o8 (5.
Desta forma Var(Y;) = b"(0;)/¢, ou seja, a fungdo b(-) determina os momentos de Y;.
A estimagao dos parametros do vetor 3 pelo método da maxima verossimilhanca con-

siste em encontrar o vetor 3 que maximize a funcao de verossimilhanga, ou o logaritmo
desta.
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Se temos n observacoes independentes,

n

U(B) = Zfi = Z olyit; — b(6;)] + Zc(yi, 9).

i=1
Maximizando a verossimilhanca,
op) "L 00, B
o5, 405,
Aplicando a regra da cadeia para uma observagao:

aﬁj B 00; O O 3@"

Sabemos que

aﬁz - / _ / aél _ .
8,ui ” 882 1
— ) — Y YYi _ 2 .
gs, ~ VO =oVerh) = S = Sy
O
m=g(w) = o, depende de g(p;);

o
i = Bixij = S5 = Tij
zj: 70 aﬁ] J

Portanto, para uma observacao ¢, temos que

oty  0l; 99; Op; Oy L O (Yi — 1) Opti

— — B S AP 2.4
05, ~ 06,0 o 08~ U T M Ve on 0 = Varv) om0 %Y

As equacgbes de verossimilhanca ficam

n

(Vi — 11s) Ops .
M PR =0, j=1,....m.
> V(v g5 =0 ¢ 3= Lo

A matriz de covaridncia assintotica do estimador de verossimilhanca 3 é dada pela
inversa da matriz de informacao de Fisher, J. Vale para a familia exponencial

E(aﬂjaﬁk) a E(%j) ((%fk)
_ _E ( (Y; — pi)wij Ops (Y — i) Tk am)
Var(Y;) On; Var(Y;) o

2
_ TijTik O
vy ()
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Mas temos que,

(g =3 (w1
B)=> e w = (am) T

82€(ﬁ) a TijTik a:uz
E ( a@aﬂk) ZV@T( (am) Zx”wlx““

i=1

entao

Escrevendo na forma matricial, expressamos a matriz de Informacao de Fisher

_ W)_ ,
J = E( 5335, = X'WX, (2.5)

tal que W = diagonal{wy, ..., w,}.

Assim a matriz de varidncia-covariancia de ,5’ é dada por
Cov(B)=J ' = (X'WX)™!

A solucao das equacoes de verossimilhanca para 3 é feita por um método iterativo.
Agresti (2006) inicialmente nos mostra como ficaria a estimagdo usando o método de
Newton-Raphson. Este é um método classico para o célculo de zeros de funcoes. Segundo
Claudio e Marins (1988), se queremos encontrar o valor x em que a funcdo f(z) se anula,
a formula de Newton ou o método das tangentes é dado por:

(®)
2D — (0 _ f(@?) '

(2.6)
em que t indica a t-ésima iteragao.

Na estimacao de verossimilhanca estamos procurando os valores de 3 que maximizem
¢(B3), ou seja, queremos encontrar os valores de 3 que anulem ¢'(3).

Aplicando em (2.6) temos

v (B)

6//( ﬁ) :

A primeira derivada do logaritmo da verossimilhanca é a chamada funcao escore

oo (. )

e a segunda derivada do logaritmo da verossimilhanca é a chamada matriz Hessiana H
com entradas
or*(B)

Hab = == ou

aﬂaaﬁb ’

ﬁ(t+1) _ B(t) _
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matriz de informacao de Fisher observada.

O passo t no processo iterativo t = 0, 1,2, ... aproxima ¢(3) perto de ,B(t), € 0 passo
(t + 1) no processo iterativo é dado por

BEH — g0 _ (0] 1y
As iteracoes procedem até que as alteracoes em E(ﬁ(t)) sejam muito pequenas.
Vamos dar um exemplo usando um problema conhecido. O valor que maximiza a ve-
rossimilhanga de uma observagao y de uma distribui¢do Binomial (n,7) é y/n. Vejamos

este mesmo célculo usando o método de Newton-Raphson.

Sabemos que

() =ylogm + (n—y)log(l — )+ log < Z ) ,

1—-7m) #(1—-m)

ﬁl(ﬂ') _ % (n B y) (y - 7’L7T)

- L+ 020

72 (1—7)?

e cada passo da iteracao tem a forma

_ -1 — nr®
A a0 Y (n—y) (y —nr'®)
(71'(75))2 (]_ — 7r(t))2 W(t)(]_ — 71'(75))

Se iniciarmos com 7(®) = 1/2 verificamos que 7 = y/n e os préximos passos conti-
nuam iguais a y/n, ou seja, ja chegamos na resposta correta para 7.

Um outro método para encontrar os estimadores de méxima verossimilhanca é o do
escore de Fisher. Ao invés de utilizarmos a informagao de Fisher observada, usamos a
informacao de Fisher esperada, J. A expressao do céalculo iterativo fica:

5(t+1) — ﬁ(t) + [j(t)]—lu(t) ou

j(t)ﬁ(tﬂ) — j(t)ﬁ(t) +u®. (2.7)

Existe uma relagao entre este método e o de estimagao por minimos quadrados pon-
derados. Lembrando que

o yi—p O ((M)Q 1
xij W; =

96; - Var(Y;) On; on; ) Var(y;)

u]’:
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e multiplicando o numerador e o denominador da primeira equagao acima por g’;?, temos
que

uo s (O Om
I VCLT‘(K) " (9772 3,uz
on;

= xijwi(yi - Mi)alu;

Assim, o lado direito de (2.7) pode ser escrito como
JOEH L u® = X'WOXZH 4 y®
= X'wt Z xijﬂj(-t) + Z Tijwiy; — uf-t))
i=1 i=1

= X'Wz®

an(t)

)

3,11@

7

onde z® & dada por

Para todo 7, z; € uma forma linearizada da funcao de ligacao g, avaliada em y; ou seja,

>~

9(yi) = g(pi) + (v — pa)g' () = mi + (yi — pi) 75— =

Desta forma, a equacao (2.7) para o escore de Fisher assume a forma
X’W(t)X,E)’(H'l) — X’W(t)z(t),

que sao as equacgoes usadas para ajustar um modelo linear por minimos quadrados pon-
derados para a variavel resposta z(") quando a matriz do modelo ¢ X e W® ¢ a inversa
da matriz de covaridncia. A solucao das equagoes é dada por:

/B(t+1) — (Xlw(t)X)flx/W(t)z(t) )

. : . . t

A variavel resposta ajustada z tem elementos ¢ aproximados por zf) para o passo t
do processo iterativo. Em cada passo faz-se uma regressiao de z em X com pesos W)
para se obter uma nova estimativa ﬁ(tﬂ). Esta estimativa fornece um novo preditor linear

it = Xﬁ(tﬂ) e uma nova resposta ajustada, z*1, para o préximo passo.
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Assim, o estimador de méxima verossimilhanca resulta do uso iterativo de minimos
quadrados ponderados, nos quais a matriz de pesos muda a cada passo. Este é o chamado
método iterativo de minimos quadrados re-ponderados.

Uma maneira simples de comegar o processo iterativo é usar os dados y como estima-
tiva para p. Isto determina a primeira estimativa para a matriz de pesos W e portanto
a estimativa inicial de 3.

Se a funcgao de ligacao utilizada for a funcao candnica, aparecem algumas simplifica-
coes. Temos
ni=0; = Zﬂsz‘j‘
j=1

Em (2.2) podemos encontrar casos em que o valor de ¢ = 1, como por exemplo para a
regressdo de Poisson. A parte da verossimilhanga que envolve os dados fica entao > y;6;,
que simplificamos para

Xi: yiti = XZ: Yi (XJ: ﬂsz‘j) = 2]: B; (2; yzxw) :

Desta forma, a estatistica suficiente para estimar 3 é >, y;x;; para j = 1,...,m. Para
a funcao de ligacao canoénica,

Assim, (2.4) pode ser escrita como

— 1'(6,).

8& T .
95~ Varqr)? o)ri = (i = m)ziio.

Quando ¢ é idéntico para todas as observagoes, as equacoes de verossimilhanca sao
E xmyz = E .CEZJ/LZ s j = 1, e, m.
i i

Estas equagoes igualam a estatistica suficiente para os pardmetros do modelo aos seus
valores esperados. Com a func¢ao de ligacao canonica, as segundas derivadas do logaritmo
da verossimilhanga ficam

0 _ — o O
0305 Y oB,

que nao dependem mais das observacgoes y;, portanto,
PO (240

05;00.  \0B;08%

Desta forma, H = —J. Para modelos com ligacbes canonicas, os algoritmos de
Newton-Raphson e do escore de Fisher sao idénticos.
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2.3 Ajuste do modelo

2.3.1 Escolha do melhor modelo

Existem véarias abordagens relacionadas & busca do melhor modelo, como por exemplo
sugere Myers et al. (2001). Comegamos com a escolha das variaveis regressoras conside-
radas na matriz X. Por exemplo, inicia-se com o modelo saturado, que envolve os efeitos
principais de todas varidveis regressoras e todas as interagoes entre estas. Em seguida,
verificam-se quais coeficientes sdo estatisticamente significantes. Consideraremos os testes
de hipdtese para os elementos individuais do vetor B, levando em conta a normalidade
assintotica dos estimadores de méxima verossimilhancga:

HO:ﬂjzov ]:1,,]),

()
dp(f;) '

O desvio padrao de cada parametro (3; escrito como dp(ﬁj) é dado pela raiz quadrada do
j-ésimo elemento da diagonal principal do inverso da matriz de Informacao de Fisher.

Com relacgao a estimacao de maxima verossimilhanga, para estimar a variancia e tam-
bém o ajuste do modelo, uma das medidas empregadas é a fun¢do desvio, ou deviance.
Casela e Berger (2001) mostram que, sob as condigbes de regularidade satisfeitas pela
familia exponencial, a estatistica —2log A(y) converge para uma distribui¢ao ng—p’ em

o (:0.9)
_ L(i;0,9
M) = L(y;0,9)

n € o nimero total de individuos na amostra e p o nimero total de parametros estimados.
Porém, este resultado nao vale quando o niimero de paradmetros aumenta junto com o n.

Temos que L(y; 8, ¢) é a verossimilhanga do modelo saturado, enquanto que L(fi; 6, ¢)
é a verossimilhanca do modelo ajustado. A deviance é dada por

D(y,p) = —2logA(y) = —2[(f1;0,0) — ((y;0,0)] = 2[¢(y; 6, ¢) — £(i; 0, 9)]
= 20{ S luti — 060] - Yl ~ 409 . (2.9
i=1 i=1
Por exemplo, para a distribui¢do normal de uma variavel com variancia conhecida o2,

fy,p) = \/2;7 eXp(—M)

O logaritmo da verossimilhanca é dado por

(y—m)?

1
Upy) = =3 log(2m0”) — =
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Se p =y, o valor maximo alcancado pelo logaritmo da verossimilhanca é

1
Uyy)=—3 log(2ma?),

e o desvio ( 2
y—p
D(y, ) = 2[l(y,y) =l y)] = =
Para os modelos considerados, ¢(y,y) é o valor maximo do logaritmo da verossimi-
lhanca quando os valores ajustados sao iguais aos valores observados. Portanto, o melhor
modelo ajustado é aquele com o méximo ¢(u,y), ou seja, menor valor de D(y, u). Apos
a selecao do melhor conjunto de varidveis explicativas, o proximo passo é comparar a

deviance dos possiveis modelos, verificando em qual deles ela é minima.

Outra medida usada para comparar o ajuste de modelos é o o critério AIC:
AIC = =20(p,y) + 2m,

em que m é o nimero de parametros estimados. Também procuramos o modelo que tenha
o menor valor para o critério AIC.

Como medida de discrepancia temos também o Chi-quadrado de Pearson generalizado,

)2
2 (y — 1)
X = EETITS N
2 V(i)
onde V(f1) é a fungdo de varidncia estimada para a distribuigdo com a qual estamos li-
dando. Para a distribuicao Normal esta estatistica é idéntica a soma dos quadrados dos
residuos, enquanto que para as distribui¢oes Poisson e Binomial trata-se da estatistica de
Pearson original.

Em relacao a estimacao do parametro de dispersao, foram sugeridas vérias aborda-
gens, que mudam segundo a distribuicao de probabilidade considerada. No caso das
distribui¢oes da familia exponencial ha interesse em estimar ¢ para as distribuicoes Nor-
mal, Normal Inversa e Gama. Para a Poisson e a Binomial, o pardmetro de dispersao é
um. Por exemplo, a estimativa ¢! = D(y, 1)/ (n — p), ou seja, a deviance dividida pelos
graus de liberdade, é usada como indicadora da presenca de superdispersao no caso da
Binomial e da Poisson. Ja para o caso da Gama, esta nao é uma estimativa consistente
segundo Paula (2004).

Para os modelos de Poisson, antes de prosseguirmos no ajuste precisamos verificar se
a deviance dividida pelos graus de liberdade é proxima da unidade. Se nao for, podemos
ter escolhido uma distribuicao inadequada para os dados, ou estar diante do problema da
superdispersao, que serd melhor analisado no préximo capitulo.
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2.3.2 Técnicas de diagnéstico

As chamadas técnicas de diagnoéstico referem-se basicamente & anéalise dos residuos e de
pontos na amostra que possam ter uma influéncia muito grande no ajuste do modelo.

Podemos pensar basicamente em 4 residuos:
1. Y; — [1;, ou residuos de resposta;
2. 7p, = (Y; — 1;)/ V' Vi, residuos de Pearson;

3. (Yi — fu)/(du;/dn;), residuos de working, que vém do tltimo estagio do processo itera-
tivo;

4. d(Y;, f1;), residuos deviance, que sdo a raiz quadrada de cada componente da fungio
desvio \/D(y;, fu;), (definida em (2.8)), e o sinal dos residuos sdo os mesmos de (Y; — [i;).

Em relagao aos residuos dos MLGs, Paula (2004) mostra que os que estdo mais proxi-
mos da normalidade sao os residuos padronizados da deviance.

Paula (2004) também mostra como, das técnicas de diagnodstico existentes para o
modelo linear classico, pode-se obter técnicas para os MLG’s. Inicialmente Pregibon
(1981) estendeu a técnica de diagnostico para o modelo logistico e mostrou que podemos
usar a diagonal principal da matriz de projecao H para detectar pontos de alavanca. Para
os modelos generalizados,

H= WX (X'WX) ' X'W'/2,
Estas técnicas podem ser extendidas para os outros modelos da classe dos MLGs.

Uma medida que pode ser usada para os modelos nao lineares é chamada de afasta-
mento da verossimilhanga (likelihood displacement):

LD; = 2{L(B) - L(B(z’))}‘

Ou seja, para cada uma das n observagoes da amostra verifica-se qual € o afastamento
da verossimilhanca total L(3) em relagao ao valor da verossimilhanca que seria obtida se
a observacao ¢ desconsiderada, L(ﬁ(i)). Uma maneira de obter estes valores é através de

uma aproximagao por série de Taylor até segunda ordem.

Por exemplo, para uma fun¢do G de duas componentes (z e y), queremos obter o
valor aproximado em série de Taylor desprezando os valores de terceira ordem em diante.
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Temos entao

G(I‘, ?J) = G([E'(), y0)+ < (G:Ba G’y)7 (I‘ — o, Y — yO) >

i v (B 62 (573)
2 oY Yo Ga:y ny Y—Yo '

Vamos entdo expandir a funcio L(3) em torno de 3:

L(B) = L(B) + L'(B)(B — B) + %(ﬁ ~B)'L"(B)(B - B)-

A

Passamos L(3) para o lado esquerdo da equagio e temos que se L ¢ a fungao de verossi-
milhanga, ao maximiza-la, L'(3) = 0 e portanto,

2{L(B) — L(B)} = (B B)'L"(B)(B - B).

Sabemos por (2.5) que o valor esperado de —L"(3) corresponde & matriz de informagao de
Fisher, podemos substituir —L"(B) na equagdo anterior pelo seu valor esperado e trocar
B por B; obtendo assim um valor aproximado para LD;

LD; = 2{L(B) — L(By)} = (B — By)) {eX'WX}(B — By)- (2.9)

Para obter os valores de B(i), Pregibon (1981) utilizou a aproximagao de um passo do
processo iterativo de scoring de Fisher quando o mesmo é iniciado em 3:

Bl =8 L \W(X/WX)71X'

Substituindo a expressdo anterior em (2.9) temos

LD, = (Lv@f(b%xwml&) {d)X’WX}(%i W(X’waxi)

(1 = his) — hii)

_ m((X’WX)‘ ;) (X'WX)((X'WX)~x,)
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Acima, t%i ¢ o quadrado do residuo de Pearson e hii é o i-ésimo componente da diagonal
principal da matriz H. Esta é uma medida aproximada da distancia de verossimilhanca.
Paula (2004) discute que esta aproximagao tem sido investigada por pesquisadores, e que
apesar dela subestimar o verdadeiro valor de LD;, ainda assim ela é suficiente para iden-
tificar pontos aberrantes.

Podemos construir um grafico com os valores de LD, para cada observacao para iden-
tificar quais observagoes tém uma influéncia grande no valor da verossimilhanca. Venables
e Ripley (1999) sugerem como gréfico de diagnostico os valores dos residuos de deviance
contra os valores lineares preditos.

Uma outra ferramenta de analise é o grafico de envelope sugerido por Paula (2004).
O objetivo do grafico de envelope é gerar a distribui¢ao empirica do residuo através de
simulagoes sob o modelo postulado e comparar com os residuos padronizados da deviance
observados:

_ 9Md(ys )

A banda de confianga de 95% do gréfico do envelope é calculada ordenando-se os re-
siduos da simulagao, que pode ser, por exemplo, de cem modelos, usando a distribuicao
em questao.

tp,

2.4 Intervalos de Confianca

Para calcularmos os intervalos de confianca para os parametros ou funcoes destes, recorre-
remos ao Método Delta. Seja T, uma estatistica, em que refere-se ao tamanho da amostra.
Para grandes amostras, 7;, ¢ aproximandamente normal, distribuida em torno de €, com
erro padrdo aproximado o/v/n. A medida em que n diverge para infinito, a funcdo de
distribui¢do acumulada de \/n(7T, — 6) converge para a fun¢io distribui¢do acumulada de
uma variavel aleatéria normal com média 0 e variancia 0. Este é um exemplo de limite
em distribuicao, onde

Vnl[T, — 0] 2, N(0;0?).
A estatistica ¢g(7,,) também tem uma distribui¢do limite. Para mostrarmos isto, vamos

supor que g é pelo menos duas vezes diferenciavel em relagao a . Usaremos a expansao
de Taylor para g, avaliada numa vizinhanca de 6. Para algum 6* entre ¢ e 0,

g(t) = g(O) +(t—0)g'(0) + (t — 0)*9"(6")/2
= g(0) + (t—0)g'(0) + Op(|t — 0]%).
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Set="1T,,

9(Ta) = g(0)+ (T, —0)g' () + (T — 0)*9"(6") /2
= 9(0) + (Tn — 0)g'(0) + Oy(IT5, — 0).

Multiplicando os dois lados por y/n e rearranjando os termos,
Vi(g(T,) — 9(0)) = V(T — 0)g'(0) + VnOu(|T, — 6]?).

O 1ltimo termo & direita sera desprezivel, uma vez que temos que |T,, — 6| é limitada com
probabilidade alta ou seja,

lim lim P(|7, —6] < N)=1

N—o00 n—00
: P
Assim temos que |T,, — 0] — 0.

Levando-se em conta que no limite o ultimo termo a direita da expressao acima tende
a zero, concluimos que \/n(g(T,,) — g(f)) tem a mesma distribui¢do limite que /n(7,, —
0)g' (), ou mais precisamente,

Va(g(Tu) — g(0)) > N(0;0%('(0))?).

Este é o chamado método delta para obter a distribuicao assintética de fungoes de esta-
tisticas, com g duas vezes diferencidvel. Como em geral o = 0%(6) e ¢'(f) dependem do
parametro desconhecido 6, a variancia assintotica também nao é conhecida. Mas quando
02 = 0%(-) e ¢'(+) sio fungdes continuas em 6 e o(T},), ¢'(T;) sao estimadores consistentes
de o(0) e ¢'(f). Dessa forma, podemos construir os intervalos de confianga e realizar
testes usando o resultado que v/n(g(7,) —g(9))/o(T,)|¢' (T,)| tem distribuigao assintdtica

normal padrao. Ou seja,

U(Tn)
Vn

onde z, é o valor na tabela da Normal padrao tal que P(Z > z, = a.

IClOO(lfa)% 1 9(Th) £ 24

19" (T0)!,

Como estamos diante de estimadores de maxima verossimilhanca, estas propriedades
se verificam e podemos utilizar o método delta. Podemos também generalizar este método
para funcoes de vetores aleatorios. Suponha que T,, = (T,,,...,T,,) tenha distribuicdo
assintotica normal multivariada com média @ = (01, ...,0x)" e matriz de covariincia % /n.
Suponha que as derivadas das fungoes g(t1, ..., ty) sejam ¢ = (1, ..., o) € nado se anulem
em 0. Entao
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Va(g(T,) — g(8)) = N(0: ¢ £) e

o(T,) 2 N(g<9>; ¢l2¢).

n

Por exemplo, suponha uma regressao de Poisson com duas varidveis explicativas cate-
goricas X; e Xy que podem assumir os valores 0 ou 1. Nosso modelo entao fica:

In A= fy + 51Xy + (2 Xo.
Se quisermos encontrar um intervalo de confianga para A quando X; = 1 e Xy = 1,
teremos L
\ = PotBit+pe

de tal forma que T,, = (ﬁo, B, BQ)’ , 9(T,) = 630+31+Bz’

% 65:0+ﬁ:1+ﬁ:2
(pﬁ» — ?gl — eﬁAO“F?I “FﬁAQ e
8_,5; ePo+B14052

V&TA(BOA) COU(B% Bl) COU(@O; 5:2)

23 = | Cov(fo, A1) Vcw‘A(BlA) Cov(1, fa)
OOU(ﬁO?BQ) OOU(ﬁl?ﬁQ) Var(ﬁQ)

Assim, intervalo de confianca para A é dado por

IClOO(lfa)% : €BO+B1+BQ + “ar/ qygﬁlgqbg .
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Capitulo 3

Modelando Dados de Contagem

3.1 Introducao

Ao lidarmos com dados de contagem, a distribuicdo de probabilidade muitas vezes é a
de Poisson. Se além disso estivermos lidando com dados categorizados, sempre podemos
construir tabelas de contigéncia separando as contagens pelos diferentes fatores possiveis.

Neste caso é importante conhecer como a amostra foi obtida, pois isto nos daré infor-
magao sobre o modelo probabilistico que se encontra por tras da tabela de contingéncia.
Na proxima secao discutiremos as estratégias de amostragem possiveis e os modelos pro-
babilisticos associados. Verificaremos que no caso de dados categorizados encontramos
uma relacao entre a distribuicao Poisson e multinomial.

Nas secoes seguintes apresentaremos modelos com regressao de Poisson, bem como os
problemas que comumente aparecem.

3.2 Modelos Probabilisticos

Em Paulino e Singer (2006) ha uma discussio sobre os diferentes modelos probabilisticos
para analisar dados categorizados. Basicamente, as suposi¢oes dependem do planejamento
do experimento. Ha 3 estratégias, que serao ilustradas através de um exemplo pratico.
Queremos saber para duas sub-populagoes, ou estratos de uma populagao, qual é a opi-
niao das pessoas a respeito de um assunto. As diferentes sub-populacoes podem estar
divididas por faixa etéria, nivel de renda, de escolaridade, etc.

Estratégia 1. O entrevistador faz a pergunta as pessoas que passarem num determi-
nado periodo de tempo pré fixado (ele ndo sabe quantas n pessoas ele vai conseguir
entrevistar). Terminado o periodo de entrevistas, as respostas obtidas serdo classificadas
de acordo com a sub-populacdo e a resposta dada (cada n;;), como ilustra a Tabela 3.1.

25
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Tabela 3.1: Estratégia 1 - Periodo fixo, niimero total de entrevistas indeterminado.

Opiniao favor | contra | Total
sub-populagao 1 | nqq 19 o
sub-populagao 2 | no 99 o,

Total n1 N9 n

Se X é o nimero de entrevistados da sub-populagao 1 que sao a favor, podemos fazer
algumas suposicoes sobre a variavel:

1. Incrementos estacionarios: a distribuicao do ntimero de pessoas no intervalo de
tempo (s, s+ t] s6 depende da extensdo t e ndo de s. Esta hipotese é simplificadora,
pois despreza periodos de tempo em que existe maior movimento de transeuntes,
mas continua sendo uma boa aproximagao em periodos curtos de tempo;

2. Incrementos independentes: o niimero de pessoas que passa num determinado pe-
riodo de tempo (s, s+ é independente do namero de pessoas que passam em outro
intervalo disjunto de tempo (u,u + v], ou seja, (s, s+ t] N (u,u + v] = 0;

3. Chegadas nao coincidentes: a probabilidade de duas pessoas passarem simultanea-
mente num intervalo de tempo muito pequeno é desprezivel.

Estas suposigoes, utilizadas por James (1996), permitem deduzir o modelo probabilis-
tico para o processo de Poisson. Desta forma, o nimero de pessoas ni; da sub-populagao
1, que sao favoraveis & proposta e que passam no intervalo de tempo de comprimento ¢,
¢ uma variavel aleatoria, X;, com distribui¢do de Poisson com média p;; = t\;. Estas
mesmas suposicoes podem ser aplicadas aos n,; restantes. Admitindo a independéncia
das variaveis aleatorias X;;, chegamos ao modelo de produto de distribuigoes de Poisson,

representado por
2

2 e_“if,u?-ij
f(nlp) = H H T']7
5

i=1 j=1

!/ /
€m que n = (7111777/12777/21,”22) e n = (Mll,M12>M21,M22), com n;; € Ng e p;; € R,
1,7 = 1,2. Podemos testar a hip6tese de interesse como sendo a de que a proporcao de
pessoas a favor é a mesma para as duas sub-populacoes:

B, - P pe (: &),
M. 2. L.

onde f1; = > . fij, Mi. = Zj [ij € f. = Z” ;- Podemos expressar H, também da
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forma alternativa:

Hy : iy = i b5

, para 1,7 =1,2.

Estatégia 2: Neste caso fixa-se o total N de entrevistas que devem ser feitas antes de ini-
ciar o processo de pesquisa. Ao final, classificam-se as respostas entre as sub-populagoes
como na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Estratégia 2 - Numero total de entrevistas a serem feitas é fixado de
antemao.

Opiniao favor | contra | Total
sub-populagao 1 | 644 012 0,
sub-populagao 2 | 6y 02 0,

Total ‘9 1 0.2 1

Definimos a probabilidade do individuo apresentar a caracteristica (,j) como 6;; =
P(X; =i, X5 = j). Ou seja, cada individuo vai ser classificado como pertencendo a uma
sub-populagao X; e apresentando uma das possiveis categorias de resposta X,. Entao,
dos N entrevistados, n;; deles pertencerao a sub-populacao i e darao a resposta j. Temos
entao combinagoes possiveis de valores para n;;, sendo que ZZ jnij = N.

Vamos falar agora da frequéncia relativa de cada resposta éij = n;;/N. O vetor de
probabilidades associado as proporcoes de cada categoria de resposta por estrato é dado
por @ = (011, 612,051,05), com Z” 6;; = 1. O vetor aleatério X = (X1, X12, Xo1, X22)
tém distribuicao Multinomial

uz

J
[ E nU:N
K 0.

Se estamos interessados em saber se existe indepéndencia entre as respostas dadas no
estrato 1 e 2 da populagao, fazemos um teste de independéncia,

2
P(Xn = N1, X12 = Nig, Xo1 = Ny, Xog = n22) = N! H

i,j=1

H() : Hij = 62 X «9J

Estratégia 3: Fixam-se, de antemao, o nimero N; de pessoas que serdo entrevistadas
no estrato 1 e o nimero N, de quantas no estrato 2. Aqui, os totais marginais das
linhas estao fixados. Temos em cada linha uma variavel aleatéoria X; com distribuicao
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Binomial (n;,0;). Mas, podemos tornar este exemplo mais geral e pensar que, ao invés de
somente duas categorias de resposta, temos r categorias. Assim, em cada linha havera uma
distribuicdo Multinomial. Agora a probabilidade de um individuo apresentar a categoria
de resposta j é condicional a linha em que ele se encontra: ;) = P(X, = j|X; = 1).

Tabela 3.3: Estratégia 3 - Tamanho das subpopulagoes fixados de antemao.

Opiniao resposta 1 | resposta 2 | ... | resposta r | Total
sub-populagao 1 ni1 12 o N1y Ny
sub-populacgao 2 o1 99 o Ny N,

Total n1 No - n., Ny + Ny

Nk
0k

T T
P(Xil = N1, Xig = N2, ooy Xip = nir) = N;! H ) anj = N;.

k=1 j=1
Como as linhas sao independentes, ficamos com o modelo de produto de distribuicoes
Multinomiais dado por

Estamos trabalhando com o exemplo em que ¢ = 1,2, mas assim como aumentamos as
categorias de resposta, podemos também pensar em s sub-populacoes independentes e
estender parat=1,...,s.

2 r ‘97“:212
f(n|N, ) :H(N;H n(;'
k=1 "%

=1

3.2.1 Relacao entre os modelos Poisson e Multinomial

Palmgren (1981) discute modelos para tabelas de contigéncia em que cada casela é uma
variavel aleatéria Poisson independente. As varidveis do modelo pertencem a dois con-
juntos: um de varidveis resposta e outro de variaveis explicativas. Para estudar como as
variaveis resposta dependem das variaveis explicativas, condiciona-se os totais marginais
observados nas variaveis explicativas.

Consideremos uma tabela de contigéncia com r categorias de resposta e s categorias
para a variavel explicativa. As caselas Y;; da tabela sao tratadas como varidveis indepen-
dentes tendo distribuicao Poisson, ou seja,

Yij ~ Poisson(p;;), i=1,...,r i=1,...,s,

ZY;]- ~ Poz’sson(z f;;) onde Z,uij =pu. e

P(Y =a Yii=n
PVt Yigs o Vi) = (0t 10| 3 iy = m) = 00 SO =)
ij =
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de tal forma que estamos sujeitos a restri¢ao a,s = n —ay — a2 — ... — @;; — ... — Qps COM
t=1,..,7rej=1,.., 5. Una vez que os Y;; sao independentes,:

P(Y = aﬂZYZj = n) P(}/H = CLH)P()/H = alg)...P(}/rs =NnN—ay; — a2 — )
P(>]Y; =n) P(>]Y; =n)

e—hnn ()M o —pp (112)"12 oy (prs) 11—
ai1! aia! (n—ai1—...)!

)™
e #T

| ail ai2 Qrs .
- —(M_) (ﬂ_) (ﬂ) gl que Mg,
arrlass!.aps! \ p .. M. k..

Assim, temos que a distribuicdo de Y|> Y;; = n é Multinomial com parametros n e
(6117 6127 -'-ers)-

3.3 Regressao de Poisson e Superdispersao

A primeira abordagem possivel para dados de contagem é fazer uma regressao de Poisson.
Estimamos um MLG com distribuigao Poisson e fungao de ligagdo canonica (o logaritmo
da média). Freqiientemente, alguns problemas podem surgir, como superdispersdo ou um
nimero excessivo de zeros.

Existem varios artigos sugerindo solugoes para estes problemas comuns. Em relacao a
superdispersao, Hinde e Demétrio (1998) apresentam um artigo bastante abrangente, com
varios exemplos e técnicas alternativas de estimacao. Para o caso do ntimero excessivo de
zeros, temos o artigo de Lambert (1992) para a chamada regressao de Poisson inflacionada
de zeros (ZIP - Zero Inflated Poisson). Além disso, é bem provavel estarmos diante de
dados que misturem estes dois problemas classicos.

No caso da distribuicao de Poisson, a superdispersao ¢ um fené6meno que aparece
quando estamos diante de uma variabilidade dos dados maior do que a média. A hipotese
inicial de ¢ = 1 nao mais se verifica e precisamos encontrar formas possiveis de lidar com
a variabilidade extra. Basicamente temos trés solucoes possiveis:

1. abordagem bayesiana, assumindo que o parametro do modelo possui uma distribuicao
de probabilidade;

2. estimagao por Quase-verossimilhanca, incluindo um fator de dispersao diferente da
unidade ou uma funcao de variancia diversa;

3. modelos mistos com a separacao de efeitos fixos e efeitos aleatorios para as varidveis
explicativas. Este modelo é apresentado no préximo capitulo.
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3.3.1 Modelo Binomial Negativa

Verificando que temos a presenca da superdispersao, podemos levantar agora a hipdtese
de que, condicionada nos parametros, a variavel resposta tem distribui¢ao de Poisson. Ou
seja, os parametros da Poisson sao considerados como variaveis aleatérias com distribui-
¢ao conhecida. Se a distribui¢ao a priori dos parametros for Gama, chegamos a solugao
da Binomial Negativa para a distribuigao marginal de Y.

A abordagem bayesiana também lida com tipos diferentes de variancias: uma fun¢ao
linear da média ou uma funcao quadrética, por exemplo. Vamos assumir primeiro a
hipotese de que estamos diante de variaveis Y |Z ~ Poisson(Z) e que a distribuigio a
priori de Z é Gama com parametros ¢u e ¢, ou seja, E(Z) = pe Var(Z) = p/¢. Assim,

Yy
Y|Z ~ Poisson(Z) ,ic.. f(ylz)=e* Lio1.3(),
y:

Z ~ Gama(ou, ¢) ,ie., g(z)= %Z(wleml(o,m)(z)-

Para encontrar a distribuicao marginal de Y integramos a distribui¢cao conjunta de Ye Z
em relacao a Z, produzindo

B 0 B 00 _Zzy ¢<¢>u Sul —ba
1) = / F(y12)g(=)dz = / e
¢<¢>u 00

- yt+ou—1,=(¢+1)z g
yTWwLA : ‘ :
o T(y+op) [F(o+D)Y o1 s
_ S dz. 3.1
YT (o) (6 + 1>¢~+y/o Ty o) © ’ (31)

Temos que em (3.1) a integral é um, pois estamos integrando uma variavel com distribuic¢do
Gama com parametros y + ¢u e ¢ + 1. Rearranjando os termos que se encontram a
esquerda da integral, chegamos a uma distribuicao Binomial Negativa com parametros

ppe ¢/(¢+1), e,

) = (Z@i“—_l;!) | (¢ : 1)w(ﬁ)y1{°’l’“}(y)'

EY)=pe Var(yY) = MM. (3.2)

¢

Outra possibilidade considera Y'|Z ~ Poisson(Z) com Z tendo distribuig¢do a priori Gama,
com parametros v e u/v, tal que, E(Z) = p e Var(Z) = p*/v. A distribuigio marginal
de Y serd novamente binomial negativa, mas com uma func¢ao de variancia quadréatica,
i.e.,

Desta forma,

Y
Y|Z ~ Poisson(Z) ,ie., f(y|lz) = 6722—'1{0,17“.}@})
y!
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. 1 vl —z)
Z ~ Gama(v, p/v) ,ie., g(z) = WZ Lm0 0,00y (2).

v

Procedemos da mesma maneira para encontrar a distribui¢cao marginal de Y,

> Zy 1 n
fy) = / et ey
W = ) TaEy

_ (Z§V /OOZerul udz
v » oo (¥ 1)y+v
. Iy + >/ G+1

V) ( + 1)vtv C(y+v)

Zy—i-V—l

e *t gy, (3.3)

Da mesma forma, temos que em (3.3) o valor da integral de uma variavel com distribuigao
Gama de parametros y+v e (v/u+1) é um. Rearranjando os termos a esquerda da integral,

v

chegamos a uma outra distribuicao Binomial Negativa, com parametros | v, 7
I
(y+v=/ 2 \'( 1Y
= 1 .
Neste caso,
1
EY)=pe Var(Y)=pu+ ;;ﬂ. (3.4)

Podemos notar tanto em (3.2) quanto em (3.4) que temos a varidncia maior do que a mé-
dia. Assim, uma solugao alternativa seria estimar via maxima verossimilhanca, um MLG
usando a Binomial Negativa como distribuicao. Questoes mais detalhadas, referentes aos
modelos de regressio da Binomial Negativa, aparecem em Lawless (1987).

3.3.2 Quase-verossimilhanca

Outra abordagem para lidar com a presenca da superdispersao nos dados sao os modelos
de Quase-verossimilhancga, uma generalizacao dos MLG’s. Agora nao precisamos conhecer
a distribuicao da variavel resposta, mas postular uma forma de relagao entre a média e a
varidncia como é tratada por Wedderburn (1974):

1. a média da variavel é fungao dos pardmetros do modelo linear,i.e.: E(Y) = u(3);
2. a variancia da variavel é fun¢do da média:Var(Y) = ¢V (u).

Em seguida, define-se a funcao de Quase-verossimilhanca por

Qu;y) = /“ g{/—zt)tdt,
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de tal forma que
0Q(my) _y—n

oy Vi)

Por esta definicao constatamos que a fun¢do de Quase-verossimilhanca vai apresentar as
mesmas propriedades de uma func¢ao de verossimilhanca. Estas propriedades sdo apresen-
tadas por Wedderburn como um teorema:

Teorema 1:

1. E <8Q(u;y)

2
MQuwy) \ _ 0Q%(wy) \__ 1 du ou.
4. E( 08: 85 ) - E( 08: 85 )_ V(w) 08; 0857

A propriedade 1 do Teorema segue diretamente da definicao:

@Q(u;y)) (y—u)
EF|—=|=FE|=——|=0.

( I V()

Para mostrar a propriedade 2 utilizamos o fato que p é funcao de 3, entao pela regra da
cadein 0Q/95%; = (9Q/I)(Ip/9B,):

0Q\  .(0Q dp
E(@@-) - E(%a@)
_ ou (00 _

= a@E(%)_O'

A propriedade 3 é um caso especial da propriedade 4. Para provar esta ultima, note que:

0Q QY _ Ou op . (9Q\’
E(a@a—@-) - a@ia—@E(a)
_ Op 3ME((?J—M)2)
96 0B; \ (V(w))?
1 Ou Ou

V(1) 06, 08;
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Também temos

PQ N\ (0 [0Q
E(aﬁiaﬁj) - F 3—@95@})

_ (0 [0 auD
B (8_@- | Ou 95,
1

B 0 [(y—p) op
= o [ v a@-D

0 ol 0 du
= WE(a—@(y—M)aﬁi+(y—M)a—@aﬂi)

1 ou 0 02
B WE(_ﬁag H- “)a@;ﬂj)‘
Ao aplicar o operador esperanca temos a igualdade procurada
B E( 0?Q ): 1 Op op
0B:i08; ) V(n) 98; 0B;

Em seguida, Wedderburn apresenta um corolirio que mostra que se sabemos qual
é a distribuigdo da variavel, e portanto conhecemos a verossimilhanga L(u;y), entdo a
informacao dada pela verossimilhanca é maior do que a informacao dada pela quase-

verossimilhanca. , ,
(997 y) < _p(2 (59) )
ou? ou?
Da propriedade 1 do Teorema 1 temos que:

50 5(5=1) <0 o By

Da propriedade 3 temos que:

E(Mf: E(uf: BV - _VarV) _ 1 vary) = vip).

Op V(n) V(p)? V(p?  Viw)
Como
OE(Y)
= 17
op
pela desigualdade de Cramer-Rao temos
1
Var(Y) > ,
(Y) > E(aLéZ;y)y

e sabemos que
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Assim,
-1 1 OL?(p;y)
Y)> ————— < -—-Fl—=
Varty) = E(%56Y) M Var(y) = ( o’ )
8Q2(u;y)) 1
mas, Var(Y)=V e —F = ,
¥ =Vl ( Op? V(u)

e desta forma mostra-se que

_E<3Q2(u;y))§_E<M)

ou? ou?

Wedderburn (1974) também destaca o fato de que quando estamos diante de distribuigoes
que pertencem a familia exponencial e com um tnico pardmetro, a quase-verossimilhanca
é idéntica a verossimilhanga. Para a distribui¢do Binomial temos que Var(Y) = u(1 — p)

entdo,
Qlusy) = /u )dt /yu(y—t)(%—ﬁ)dt
)—t+t—(y —1)1n(1—t)r: {yln(lit)—i—ln(l—t)]“

_ [ y y

= yln(l ﬁ M)—Hn(l —n) — yln(l g y)—ln(l — )
x yln E +In(1 — p).
I—mn
Para a distribui¢do Poisson temos Var(Y) = p e,
“w
Qluy) = / —dt {y In(t) — t}
Yy

= yln(u) —p—yn(y) +y
o< yln(u) — p.

t(1 -
n(t

Nao sao todas as funcgoes de quase-verossimilhanca que correspondem a distribuicoes
conhecidas. Se tivermos uma fun¢ao de variancia dada por Var(Y) = p?(1 — p)?

DO L ml2y—1 y 2y—1 y—1
Quiy) = /y t2(1—t) dt = /y ( i et +(1—t)2)dt
- [(Qy ~1)In(t) — % 2y — D)In(1 — 1) + ﬁ—l}

t
t 1—yl*
= [2y—1)In _y_--4
1—¢ t 1-t],

y 1l—y
X 2y—1ln< )————.
( ) —pn) p l-p
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Neste caso a funcao de quase-verossimilhanca nao corresponde a nenhuma distribuicao
conhecida da familia exponencial.

3.3.3 Numero excessivo de zeros - ZIP

Lambert (1982) em seu artigo discute a existéncia de defeitos em pegas fabricadas. O ni-
mero de pecas defeituosas tem uma distribuicao de Poisson com média A. Assim, em uma
amostra de n pecas esperariamos encontrar ne * pecas que nio apresentassem nenhum
defeito. Porém, podemos encontrar um nimero ainda maior de pecas nao-defeituosas,
pois estariamos diante de um “estado perfeito” em que hé itens extremamente resistentes
a defeitos.

Ridout et al. (1998) referem-se aos “zeros estruturais”, que sio inevitéveis e aos “zeros
amostrais” que podem ocorrer ao acaso. Num estudo que conte lesoes em plantas, uma
planta pode ndo apresentar a lesdo por que é resistente aquela doenca (“zero estrutural”)
ou simplesmente por que o agente causador da doenca nao recaiu sobre aquela planta
(“zero amostral”).

Quando h& um nimero excessivo de zeros, a solu¢cao mais freqiiente é a de estimarmos
um modelo que misture a Poisson com uma distribuicao que leve em conta o excesso de
zeros. No caso, tem-se a hipotese que, com probabilidade p nossa variavel resposta assume
o valor zero e com probabilidade (1 — p) assume o valor de uma variavel aleatoria com
distribuicao de Poisson com média A\. Assim a distribuicao de Y é dada por

p+(1—ple?, se y=0,
P =y = (3.5)
(1—p)e 2L, se y>0.

E(Y) = ) yP[Y =y|=> yPlY =y
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Para encontrarmos a variancia precisamos calcular F(Y?):

E(Y?) = Y ¢’PYV=yl=) ¢’P[Y =y]=) 41 —p)e‘A§

|
—~
—_
|
=
(]
<
ml
>
>
<

(v—12m) X 00 . _)\)\erl
o m o0 A
_ - -
= (1—p)(2me )\W—FZe )\—')
m=0 m=0
= (1-p )\ime)‘)\—m—i-/\ie)‘/\—m
m=0 m‘ m=0 m'

De tal forma que

Var(Y) = E(Y*) = (B(Y))’ = (1= p)(W +X) = (1 - p)A)’
= (=P + (=P
= u+%u2-
p

Note que a variancia da mistura é maior que a média da distribuicdo. Quanto maior
a probabilidade do excesso de zeros, maior a variancia da variavel. A medida que p se
aproxima de zero, a variancia se aproxima de pu, ou seja, voltamos a lidar somente com
uma distribruicao Poisson padrao.

Vamos apresentar os modelos ZIP como descritos por Lambert (1982). Sejam as
variaveis aleatorias independentes Y = (Y1,Y5, ..., Y,,) com

Y; =0 com probabilidade p; e

Y; ~ Poisson()\;) com probabilidade 1 — p;.
Além disso, Os parametros A = (Aq, Ay, ..., \y) € p = (p1, P2, -.., Pn) satisfazem

log(A;)) =XB e log(1 Di ): Z~, (3.6)

— P
e X e Z sao as matrizes de varidveis explicaticas. Estas varidveis podem ou nao ser
idénticas. Se forem, pode-se pensar em p como funcao de A. Esta expressao vai estar
condicionada & fun¢do de ligacdo escolhida para a probabilidade de zeros. O chamado
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modelo ZIP(7) padrao é obtido quando tem-se como fungio de ligagdo o logaritmo para
a média da Poisson e o logito para a probabilidade de zeros:

log(A;) = X3 e bg(lpi ):—¢Xﬂ. (3.7)

I

H& um outro parametro desconhecido a estimar (7), mas em contrapartida, em relagio as
covariaveis, temos somente um vetor 3. A expressao de p; como funcao de \; é dada por

]_ .
log(\;) = ——log<1pZ ),

T — P
- Pi
log(A;7) = 1
Og( % ) Og(l—pz)7
)\Z-_T - ( b )7
L —pi
AT 1
pi = 1+Z>\;T =17 N para todo ¢ =1...,n.

Como a func¢ao logito é simétrica em torno de 0,5, Lambert (1982) sugere outras fungoes
de ligacao possiveis que lidam com a assimetria de p. Temos por exemplo a func¢ao log-log:

log(—log(pi)) X0,
log(—log(pi)) = 7log(Xi),
—log(p;) = Al ou
pi = e M.
Ou a fungao log-log complementar
log(—log(l —p;) = —7X;8=—7log(\),
—log(l—p;)) = X7,
1—p; = e ou
pi = 1-— 67)\;T.

A Tabela 3.4 ilustra o que acontece com a probabilidade de zeros de acordo com as pos-
siveis combinacgoes de 7 e \;.

No caso em que 7 < 0, a média da Poisson aumenta & medida que o excesso de zeros
fica mais provavel.

A funcao de verossimilhan¢a do modelo ZIP é dada por

L(y:B,v) = ﬁ{ (pz- +(1- pi)e‘Ai) L=+ <(1 —pi)e ™ Zy, ) 1yi>o}.

i=1 v
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Tabela 3.4: Comportamento de 7 e A\ para diferentes funcoes de ligacao.

logito | log-log | log-log compl.
Di 1+1A; e N L—e '
7T>0 N\ —o00 | pp—0]|p —0 pi — 0
T—o00 A\ fixo|p,—0|p —0 pi — 0
T — —00 pi—1|pi—1 pi — 1

Arranjando os termos em relagao as fungoes indicadoras, o logaritmo da fungao de veros-
similhanca fica

Uy;B,v) = log{ H(pZ + (1 = py)e ™) H (1-— pi)eAiz_ii}

y;=0 y; >0
n
DPi iy v 1
_ 1og{H<1_pi>H<1_ e T e Hf,}.
i=1 y;=0 DPi yi>0 ¥ >0 Yi:

Sabemos que

log(\i) = X;B e log( b ): Z,
1 —p;
N\ = eXiP Pz 1—pi= !
3 b 1 - pz 1 1 + ZZ")/7
= —log(JJ(1 + ¢7)) +log(J [ (%7 + =) +log([ [ e~ e*#*) —log(] ] wih)
=1 ¥i=0 y:>0 ¥ >0
- _ Z log(1 + e%7) + Z log(eZ + efexlﬂ)) + Z(—exiﬁ + X, By;) — Z log(y;!).
i=1 y;=0 yi>0 yi>0

A maximizacao da funcao de verossimilhanca fica bastante complicada, uma vez que te-
mos o termo com o logaritmo da soma de exponenciais. Lambert (1982) apresenta entao
uma solucao que envolve o algoritmo EM, que costuma ser usado na maximizacao de ve-
rossimilhangas incompletas. Supde-se poder identificar qual contagem de valor zero vem
da Poisson e qual vem da probabilidade de zeros, de tal forma que chegamos a uma ve-
rossimilhanc¢a mais simples com dois termos que podem ser maximizados separadamente.

Além dos modelos sugeridos por Lambert (1982), trabalhamos com um outro modelo
em que a probabilidade de zeros é vista como um parametro a ser estimado como apre-
sentado em Bohning et al.(1999). Ou seja, hd um p comum a todas as observagdes e um
modelo linear para o logaritmo da média Poisson. O modelo é dado por (3.5) com

log(\) = X. (3.8)
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Neste caso a verossimilhanca é dada por

n

L(y;p,B) = H{(P +(1=ple ™) Ly— + (1 —ple™ zy‘ )1yi>o}'

i=1 v

Tomando-se o logaritmo da verossimilhanca, temos que

Uyi;p,B) = 10g{H(P+(1—P)€Ai)H(l_p)SAiA_?:}

yi=0 yi>0 4
n
= ]0g{H(1—p)H(——|—6 He Z)\%H_}
i=1 ;=0 yi>0 yi>0 yz
P yi>0 ;>0
= nlog(l—p +210g—+676 +Z Xﬁ—i-Xzﬁyi)—ZlOgyz’!-
y; >0 y; >0

Para encontrar o vetor de parametros (p, 3) maximiza-se o logaritmo de verossimilhangca,
igualhando suas primeiras derivadas a zero, i.e.,

op.By) _ _n 1 T 1 _0
Op p—1 1-p=pte?(1-p)

I(p,B;y) e~ (—eXP) xw

_— = = + xw ——1x;;) = 0.
a5; yzo = te ;;0 X B

Uma vez que estamos diante de fungoes nao lineares, pode-se, na estimacgao, recorrer ao
uso dos varios algoritmos de maximizagao existentes. Segundo o manual do SAS, nao
existe um algoritmo que sempre encontre o valor 6timo para o problema de maximizar
funcoes nao lineares, por isto o programa oferece virias opgoes de escolha da técnica de
maximizacao.

A funcao escore, que corresponde as primeiras derivadas parciais do logaritmo da

verossimilhanca é dada por
33(23[3;11)
U(p7 ﬁ) = af(p,,p&y) .

oB;

Para escrevermos a matriz de Informacao de Fisher necessitamos calcular todas as deri-
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vadas de segunda ordem, e temos nesse caso,

opBy) _ —n 1 21—2(p+(1—p)6exiﬁ) 1
Op? (p—1)?2 1-p (p+e?(1-p)? (1-p)*

y;=0

—eXiB 2X,83,.2 —eXiB X;8,.2 P —eXiB —2eXiB _2X,;3,.2
(e Rl —e e P ) (i +e )+ e Rl

(5 + e

o (p, B y)
Tor X

yi=0
; Yi 2
T e N )
2 g

o (p, Bsy) Z e’ eXiPy;;
dpd; (p+ (1 —plee?)>

y;=0

—_eXiB X p

0 (p, Bsy) _ Z@ XPijwy (eXP — 1)(12 + e
95; 00k

yi=0 1-p
A n
+ Z(—€X1ﬁxij$ik + ﬁxwl‘m)
y;>0 !

A matriz de Informagao de Fisher sera portanto

0% (p,By)  0%(p,By)
_E Op? OpoB,;
0% (p,By)  0%(p,By) ’

pdB; 9B;0B

Bohning et al. (1999) apresentam a verossimilhanca p homogéneo. Considere a densidade
da variavel aleatoria com ZIP p homogéneo,

PIY = y) = (p+ (1 p)e Mgy + (1 - p)e—%)l{yw}.

No intuito de facilitar as contas, usaremos ¢ = 1 — p e chamaremos de ny o ntimero de
todos os valores y = 0 que se encontram na amostra. Os valores diferentes de zero sao
chamados de n, para y = 1,...,m. Aqui m é o maior valor nao-nulo que y assume na
amostra de n individuos e 221:1 n, = n —ng. A verossimilhanca pode ser escrita como

n

_ B Y
L(yiq,\) = H{(l—q+qe M1y=0 + (ge Ayl,)ly»o}

i=1 v

- H(l —q+qe?) H qe_’\/\yi.

|
yi=0 yi>0 Yi
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Tomando-se o logaritmo da verossimilhanga, obtém-se

N———

e Y
y=1 v

Derivando o logaritmo da verossimilhanca temos a fun¢ao escore

9(y;q,)\)
Ue; M) = | o) |-

oX

Para maximizar a verossimilhanca tomamos

ol(y;q,\) (e —1) n —ng
Joy =0 3.9
dq nol—q—kqe—k—i_ q ’ (3:9)
l(y;q,\) (—ge™) ny
_ _(n — < 0. 1
O\ . q+qe? (n = no) + A (3:10)

Na equagao (3.9) encontramos ¢ resolvendo

(e —=1) L

:07
nol—quqe*A q

de tal forma que
qno(e”\ -1+ (n—ne)(l—qg+ qe’)‘) =0

1 — no
n

~A ~
gn(l —e =n—ng ou (= -,
( ) 0 1—eA

Na equagao (3.10) encontramos 5\, deduzindo da equagao anterior que

oy n—ng y n—ng—ng
q—qge " = e —qge "= —m—/m.
n n

Substituindo estas igualdades somente no primeiro termo de (3.10) ficamos com

(e _mmen
T—qtger 1w '

n

Voltando a (3.10) ficamos com

n—no—nq—(n—no)—i-n—/\y:() ou =

<L

Chegamos entao a um sistema nao-linear com duas equagoes:

1—m
1= —2- e A=
1 1—e

LN



42 CAPITULO 3. MODELANDO DADOS DE CONTAGEM

Sem nos esquecer que A = eXA.

Os diferentes métodos de otimizagdo disponiveis no programa SAS se diferenciam ba-
sicamente por aqueles que calculam diretamente as derivadas de primeira e/ou segunda
ordem e aqueles que usam aproximacoes. Assim como cada método possui critérios pro-
prios para determinar a convergéncia. A escolha do melhor método geralmente envolve
tentativa e erro, mas, no caso de conjuntos de dados menos complicados, os resultados
obtidos pelos diferentes métodos sao muito proximos.



Capitulo 4

Modelos Lineares Generalizados Mistos

Os modelos lineares discutidos no capitulo anterior sao modelos de efeitos fixos, ou seja,
conhecemos a matriz X e estimamos os efeitos fixos representados pelo vetor 3. Os efeitos
fixos modelam a média de Y no caso dos modelos lineares normais e modelam uma func¢ao
da média de Y no caso dos MLGs. Neste caso, supoe-se que nao ha correlacao entre as
respostas. Mas, na presenca de uma estrutura de correlacao entre as respostas, pode-se
trabalhar com os modelos mistos, que incluem os chamados efeitos aleatoérios.

A defini¢do de quais efeitos serdo tratados como fixos ou aleatérios depende do pro-
blema com o qual estamos lidando e, principalmente, da amostragem dos dados. Por
exemplo, queremos testar o efeito de diferentes procedimentos cirtirgicos, os quais cha-
maremos de tratamentos. Além disso, dispomos destas informagoes para trés hospitais
determinados. Podemos testar a eficiéncia dos diversos tratamentos, assim como o efeito
dos hospitais e possivelmente, de uma interagao entre tratamentos e hospitais. Neste caso,
estamos diante de dois efeitos fixos: tratamentos e hospitais. Agora, suponha que ao in-
vés de determinar os hospitais, faz-se uma escolha aleatéria de alguns deles na cidade.
Neste caso, os tratamentos continuam sendo considerados como efeitos fixos, mas agora
os hospitais serao efeitos aleatorios.

McCullogh e Searle (2001) propoem uma “arvore de decisdo” para decidir se um efeito
deve ser considerado como fixo ou aleatorio. Se for razoavel assumir que os niveis de um
efeito vém de uma distribuicao conhecida, entao este deve ser tratado como aleatorio.
Caso contrario, o efeito deve ser considerado fixo. Para os efeitos aleatorios existem dois
focos de interesse possiveis. Se houver interesse somente na distribuicao dos efeitos alea-
torios, entdao estima-se os parametros de sua distribuicao. Se além disso houver interesse
nos valores observados dos efeitos aleatorios, entao calcula-se seus preditores.

Iniciaremos com modelos mistos com varidvel resposta com distribuicao normal, e
depois introduziremos os modelos mistos generalizados.

43
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4.1 Modelos Mistos Lineares

Considere o modelo de efeitos fixos adicionado de efeitos aleatorios, isto é,
EYlu=XB+Zu e VarY|u|=R.

Note que adicionamos a matriz Z, que é uma matriz conhecida, e o vetor u de efeitos
aleatorios. Além disso, note que estamos diante de uma esperanca condicional no vetor u
observado. Precisamos também especificar que

u~ (0,D),

ou seja, Efu] = 0 e Var[u] = D. Dessa forma a esperanga e a varidncia de Y sdo dadas
por:
EIY) = E{E[Y|u]} = E{XB + Zu} = X8,

Var[Y] = Var{E[Y|u]} + E{Var[Y|u]}
= Var[XB+ Zu] + ER]
= ZVar[uZ +R
= ZDZ' +R=V.

Note que os efeitos fixos entram somente na média de Y, enquanto a matriz de efeitos
aleatorios e a varidncia aparecem somente na expressao da varidncia de Y.

No emprego de modelos de efeitos mistos existem varias hipdteses que podem ser feitas
quanto & estrutura de varidncia-covariancia, ver McCullogh e Searle (2001).

4.2 Modelos Lineares Generalizados Mistos

A especificagdo do modelo generalizado misto também comecga com a distribui¢do condi-
cional de Y dado u. Dado u, o vetor de respostas Y consiste de elementos independentes
com distribuicao pertencente a familia exponencial:

Yilu~ fyu(yilu), i=1,..,n, onde

friu(yilu) = exp{olyit; — b(0:)] + c(yi, 9)}.

Aqui estamos modelando uma fungéo (fungao de ligacdo) da média da distribuicao, u, ou
seja, g(p;) = ;B + ziu, onde E[Y;|u] = p;.

Necessitamos também definir uma distribuigao para os efeitos aleatérios (u ~ fy(u)).
Da mesma forma como nos modelos lineares normais, podemos encontrar a distribuicao
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marginal de Y. Porém, nao estamos mais diante de modelos puramente lineares, o que
pode gerar func¢oes mais complexas, como por exemplo no caso E|[Y;], onde

ElY;] = E[E[Yi[u]] = E[w] = Elg~"(2;8 + zju)].
Note que para o caso da distribui¢ao de Poisson, em que g(u) = log(u) e g~ (x) = exp(z),
ElY;] = Elexp{x.3+ z/u}|
= exp{x;8}Elexp{ziu}]
= exp{x;B8} My (2),
em que M,(z;) é a funcdo geratriz de momentos de u calculada em z;. Simplificando,
podemos supor que u; ~ N(0,02) e que cada linha da matriz Z tem uma tnica entrada

unitaria, com todo o restante igual a zero. Sabemos que a funcao geratriz de momentos
para uma normal com média zero ¢ exp{c?2/2}, e portanto temos

2 .2
BIY] = exp{xi8} exp{ 2} = 5% on
2

log E[Y;] = x;8+ 2.

Uma outra maneira de encontrar a esperanca marginal é a partir do modelo misto. Sa-
bemos que Yj|u; ~ Poisson(u;). Estamos nos referindo & observagdo ¢ no grupo i
em que t = 1,...,n e ¢ engloba os clusters ou grupos de fatores distintos. Escolhendo
g(1it) = log(ui;) o modelo misto é dado por

log[E[Yi|us]] = x84 u; ou E[Yy|u;] = eXuPtu,

Usando a propriedade da esperanca condicional,

o
ED/Z] - E[E[th\uz]] = E[exétﬁ-f-ui] — €x;t'8+7

VarlYy] = E[Var[Yy|u]] + Var[E[Yi|u]]
= Elexp{x};8 + z;u}] + Var[exp{x;;8 + z;u}]
= Elexp{x;,8 + zju}] + Ellexp{x,8 + zju}|’] - [Elexp{x;3 + zju}]J’
= exp{—x},B} M.(2)) + exp{2x},8}(M,.(22;) — (M. (2:))*.
Continuando com a ilustracdo da distribui¢ao de Poisson,
VarlYy| = E[Var[Yi|w]] + Var[E[Yy|w]] = E[e";tﬁ“i] + Var[e";tf”“i]
— XiPtE eQX;fﬁVar[e“i]
= B L (B - [B(e)])
2
)

2
’ Sy ’ 2
— eX”,B-I— 2 + e2xztﬁ(e2a — ea

2

= B+ B 1),
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Embora a distribuigao de Y;; dado u; seja Poisson, a distribuicao marginal de Y;; pode
nao ser. Neste exemplo, podemos verificar que a varidncia marginal de Y;; é somada a um
termo positivo, o que indica a presenca de superdispersdo (a varidncia é maior que a mé-
dia). Neste sentido, podemos pensar nos efeitos aleatorios como uma maneira alternativa
de modelar a superdispersao.

Podemos tentar escrever a funcao densidade marginal de Y, ou seja,

FY) = /qudu_/fY\u

oo ’ X/:B'HL Yy w2
= / e P (e o1 e 202du
—so y! 2mo
ex'Py o ! Bt
NG / P g3 . (4.1)
y\v2mo

Vamos nos concentrar somente na integral. Podemos escrever:

° en(x'B+u)
_e(x B+u) Z ) (42)

n=0

Substituindo (4.2) na integral (4.1) temos que
o0 n [e's)
Z (_1) / 6nx’ﬁ+(n+y)u7%du
n!
n— —o0

Completando com os termos que faltam para o quadrado e rearranjando a equagao temos
que

00
(-1)" nx’ n 2& > _(_u__ (nty)oy2
V)=d o et [ A (4.3)
n=0 —

Podemos fazer uma mudanca de varidvel na integral assumindo

d
Y U _(n+y)0 o du— U

V2o V2 V2o

de tal forma que a equagao (4.3) fica

> —1 n / 202 & 2
F(Y) :Z( )" g / e~ V20dv. (4.4)

n!
n=0
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Sabendo que

/ eV V2odv = o2,

temos que
2o? - —-1)" ’ no?
fY) = oV2re™ Z ( n!> (X Btyo?+ 1)
n=0
W202 OO
= VY e s
n=0
n ’ ne)2
em que ¢, = %6%‘ Btyo?) . 3%, z=-¢/3em, = (no)?/2.

A somatoéria em (4.5) ndo pode ser expressa por um nimero finito de operagoes ele-
mentares (+,—, %, /,”,...) envolvendo somente funcées elementares (log,cos,...), pois
segundo Weiss e Weiss (1963) vale o seguinte resultado:

Se Y 0y cnz™, |z] < 1, muy1/my, > cte > 0 satisfazendo > |c,| = oo, entdo a
série assume cada valor complexo w para infinitos pontos z no disco unitario.

Tal propriedade nao se verifica para uma expressao finita envolvendo somente opera-
¢oes e funcoes elementares. Neste caso (4.1) é calculada numericamente pelo MatLab.

O uso de efeitos aleatérios também leva em consideracao a correlagao entre as obser-
vacoes que tenham algum efeito aleatério em comum. Assim, Yj; e Y;, sdo independentes
dado u;, mas sao marginalmente correlacionadas. Para t # s,

Cov(Yi,Yis) = E[Cov(Yi, Yislug)] + Cov[E(Yi|us), E(Yis|us)]
= 0 4 Coy[eXuPtu gxisBui)

Como os termos da covaridncia sao ambos funcdes monotonas crescentes de u;, temos que
Yi: e Y;s sdo correlacionados nao-negativamente.

O capitulo 10 de McCullogh e Searle (2001) traz uma discussdo bastante abrangente
dos métodos possiveis para a estimacao de modelos generalizados mistos. Uma vez que
estamos diante de modelos nao lineares, varias dificuldades de célculo aparecem. Atu-
almente o programa SAS ja possui uma rotina para modelos mistos nio lineares (NL-
MIXED), que engloba os modelos mistos generalizados. Porém, tal rotina tem melhor
desempenho quando limitada a um tnico efeito aleatério com distribuicao normal.
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CAPITULO 4. MODELOS LINEARES GENERALIZADOS MISTOS



Capitulo 5

Aplicacoes de Regressao de Poisson

5.1 Dados de cancer de pulmao

Analisaremos os dados de Hirayama (1981) sobre os efeitos do fumo passivo na incidéncia
de cancer de pulmao para mulheres japonesas nao fumantes. Em um estudo prospectivo
em 29 centros de satide do Japao, um dos objetivos do estudo era verificar o efeito do
fumo passivo na incidéncia de cancer de pulmao. Durante 14 anos (1966-1979), entre
91.540 mulheres casadas, nao-fumantes e que tinham 40 anos ou menos no inicio do es-
tudo, ocorreram 174 mortes por cancer de pulmao. Além do status do marido quanto ao
fumo, temos outras variaveis como o tipo de trabalho do marido (se na agricultura ou
nao) e a faixa de idade do marido (de 40 a 59 anos ou com 60 anos ou mais ). Na Tabela
5.1 temos o numero de casos para cada sub-populacao, assim como o nimero de pessoas
expostas.

Neste caso especifico, para i = 1, ..., 12, temos que Y; representa o nimero de casos de
cancer e n; o nimero de pessoas expostas em cada grupo. A incidéncia de cancer é dada
por J;, escreve-se o modelo:

Y; ~ Poisson(n;\;),

log(Efjfz)>: .3 ou log(E(Y;)) = x.8 + log(n;).
7

A quantidade log(n;) é chamada de offset. As variaveis explicativas sdo a ocupacdo do
marido (ocup), o status do marido quanto ao fumo (fumo) e o grupo de idade (idade).
Os efeitos das diferentes variaveis foram codificados conforme a Tabela 5.2. Um modelo
com efeitos principais e todas as possiveis interagdes (modelo saturado) foi ajustado. Os
resultados mostraram que as interagoes nao sao significativas. O melhor modelo foi aquele
ajustado somente com as trés variaveis principais. Na Tabela 5.3 temos os valores para a
deviance e o critério AIC dos varios modelos de efeitos principais possiveis.
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Tabela 5.1: Estudo sobre efeito de fumo passivo em cancer de pulmao.

ocupacao idade status quanto Casos | pessoas mortes
ao fumo expostas | por 1000
agricultura 40-59 anos nao fumante 3 5.999 0,5
ex ou 1-19 cig/dia | 20 12.753 1,6
mais de 20 cig/dia | 16 7.150 2,2
mais de 60 anos nao fumante 14 4.407 3,2
ex ou 1-19 cig/dia | 32 7.291 4,4
mais de 20 cig/dia | 8 2.241 3,6
outros 40-59 anos nao fumante 8 8.021 1,0
ex ou 1-19 cig/dia | 20 17.923 1,1
mais de 20 cig/dia | 20 13.434 1,5
mais de 60 anos nao fumante 7 3.468 2,0
ex ou 1-19 cig/dia | 14 6.217 2,3
mais de 20 cig/dia | 12 2.636 4,6

Normal Q—Q Plot

Componente do Desvio Padronizado

-1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Percentis da N(0,1)

Figura 5.1: Grafico do envelope para dados de cancer de pulmao utilizando a regressao
de Poisson.
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Tabela 5.2: Codificacdo dos Efeitos.

Variavel ‘ Fatores ‘ Codificacao ‘
ocup agricultura 0
outros 1
idade 40-59 anos 0
mais de 60 anos 1
fumo nao fumante 0
ex ou 1-19 cig/dia 1
mais de 20 cig/dia 1

o1

Tabela 5.3: Comparacao dos possiveis modelos, segundo o critério de deviance e AIC.

| Modelo | deviance | Critério AIC |
ocup 45,8 102,2
fumo 49,1 107.,5
tdade 17,8 74,2
ocup, fumo 41,4 101,9
ocup, idade 14,2 72,7
fumo,idade 10,3 70,8
ocup, fumo,idade 6,1 68,5
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Tabela 5.4: Estimativa dos parametros, respectivos erros padrao e p-valor.

| Parmetro | Valor | erro padrao | p-valor |

intercepto | —6,8263 0,2130 <0,0001

ocupacaol | —0, 3166 0,1538 0,0395
fumol 0,3492 0,2073 0,0920
fumo?2 0,6285 0,2245 0,0051
idadel 0,9364 0,1549 <0,0001

Os modelos que melhor se ajustam aos dados sao aqueles com a menor deviance e
também o menor critério AIC, no caso o modelo com todos os efeitos principais. Agora,
uma pergunta que pode surgir é se a reducao da deviance devido a introducao de uma
nova variavel é significativa ou nao. Por exemplo, no modelo ajustado com as variaveis
fumo e idade temos uma deviance de 10, 3395. Serd que ao introduzirmos a variavel ocup,
a reducao na deviance é significativa? Note que

D(ocup| fumo,idade) = D(fumo,idade) — D(ocup, fumo,idade) =
— 10,3395 — 6, 0882 — 4, 2513.

O valor de 4,2513 é significativo ao nivel de 0,0392, de acordo com uma distribuicao
X{1)- Portanto devemos incluir a variavel ocup no modelo. Para o modelo com menor
da deviance, a Tabela 5.4 apresenta as estimativas dos parametros, os erros padrao e os
p-valores para os testes Hy : 3; = 0,7 =0, ...,4. A interpretacao dos parametros é dada a
seguir, em que

@0 Bo = log()\;) para casela de referéncia,

B4 1 = incremento em log()\;) devido as outras ocupagoes,
B = BQ =< [y = incremento em log();) devido ao efeito de fumo 1,

Bg B3 = incremento em log()\;) devido ao efeito de fumo 2,

34 B4 = incremento em log()\;) devido ao efeito de idade.

Como podemos verificar pela interpretacao dos parametros, (;, a casela de referéncia,
refere-se ao logaritmo da quantidade das mulheres cujo marido trabalha na agricultura,
estd na faixa de idade de 40 a 59 anos e nao é fumante.

Uma vez que nao estamos diante de superdispersao, pois

deviance/g.l. = 6,0882/7 = 0,8697,

parece razoavel aceitar uma regressao de Poisson para estes dados. Na Figura 5.1 temos
o grafico do envelope que indica que o modelo estd bem ajustado, apesar de haver um
ponto fora e outro no limite da banda de confianca.
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Tabela 5.5: Dados de leucemia para diferentes doses de radiacao.

numero de | pessoas | dose de
casos expostas | radiacao
13 26523 0
45 55134 5
19 14407 30
7 3896 75
13 2906 150
42 2770 300

5.2 Dados de morte por leucemia

Para ilustrar o aparecimento da superdispersao, usaremos dados de morte por leucemia
por diferentes doses de radiagao. Também neste caso estamos lidando com incidéncia, e
o modelo tem um of fset com o logaritmo do niimero de pessoas expostas. Diferente do
modelo anterior, a variavel explicativa nao é categorica, mas refere-se as diferentes doses
de radiacao. Estamos diante de seis grupos diferentes de pessoas expostas em que foram
anotados os casos de leucemia conforme mostra a Tabela 5.5. Para i = 1,...,6 temos que
Y; € o niimero de casos de leucemia e n; é o nimero de pessoas expostas em cada grupo.
Como a incidéncia de leucemia é )\;, escreve-se o modelo:

Y; ~ Poisson(n;\;),

E(Y;
log( ( )): ;B ou log(E(Y;)) = 2.3 + log(n;).

n;
O modelo de Poisson apresenta superdispersao, pois o valor da deviance dividido pelos

graus de liberdade é
4921,9/4 = 1230, 5,

que é muito maior que 1. Nesse caso, os seis pontos do conjunto de dados estao comple-
tamente fora da banda de confianga. Ja para o modelo com Binomial Negativa, notamos
uma melhora sensivel: somente um ponto se encontra ligeiramente fora do envelope. A
Figura 5.2 nos mostra claramente como o modelo de Poisson com superdispersao apre-
senta residuos muito grandes, e portanto fora da banda de confianca. Quando aplicamos
a solucao da Binomial Negativa percebemos um ajuste bem melhor para os residuos.

Estimamos também dois modelos de quase-verossimilhanca, o primeiro com V (p1) = pi?
e o outro com V(u) = p®. Estes também nao apresentaram uma solu¢do melhor pois a
Tabela 5.6 compara os valores observados com os valores preditos e também nos mostra
o fraco poder de todos os modelos para este pequeno conjunto de dados.
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Tabela 5.6: Valores preditos pelos diferentes modelos.

Valor obs. | Poisson | Bin.Negativa | Quase-vero | Quase-vero
0 1
13 20.0 20.6 20.6 20.3
45 43.8 45.0 45.0 44.7
19 14.8 15.3 15.3 15.5
7 6.3 6.6 6.6 6.9
13 10.1 10.8 10.8 12.0
42 44.1 49.0 49.0 61.9

Este exemplo é somente ilustrativo, uma vez que estamos diante de um conjunto de
dados muito pequeno. Como todos os testes de hipoteses sao baseados em propriedades
assintoticas dos estimadores de maxima verossimilhacga, é sempre mais adequado traba-
lhar com amostras maiores. A Tabela 5.6 compara os valores observados com os valores
preditos.

Para o modelo de Poisson o critério AIC é de 4995,9 e para o modelo Binomial Negativa,
é 123,7. Nao temos esta informacado para os modelos de quase-verossimilhanca uma vez
que nestes modelos nao temos uma funcao de distribuicao associada como foi exposto
no capitulo 3. Neste caso, o modelo Binomial Negativa ¢ bem melhor do que o modelo
Poisson.
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Figura 5.2: Grafico envelope para regressao de Poisson e Binomial Negativa.
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Capitulo 6

Aplicacoes a dados reais

Em um estudo referente & alimentacdo de ras da espécie Adenomera, foi anotado para
cada um dos 102 individuos capturados, o contetido do estomago. Este poderia incluir
contagens de 9 tipos de comidas diferentes. Entre as nove categorias de comida possiveis
temos: Blattodea, Isoptera Alates, Isoptera non-Alates, Heteroptera, Hemiptera, Larvae,
Coleoptera, Hymenoptera-Formicidae e Aranae.

As ras foram coletadas entre outubro de 1999 e margo de 2001 pelo Museu de Bio-
diversidade do Cerrado da Universidade Federal de Uberlandia, Minas Gerais. Os dados
foram coletados para ambos os sexos e na estacdo seca (meses de abril a agosto) e tmida
(meses de setembro a marco). Os individuos foram classificados por sexo e segundo a
estacao em que foram observados, como mostra a Tabela 6.1. Como variaveis explicativas
temos a estagdo do ano em que o animal foi capturado (seca ou tmida) e o sexo de cada
animal. Podemos verificar tanto os efeitos principais como a interagao entre estes. Os
efeitos foram codificados de acordo com a Tabela 6.2.

Vamos ilustrar para alguns individuos como é a apresentacao dos dados. Cada ra
foi identificada com um nimero. No caso da Tabela 6.3 temos para efeito de ilustra-
¢ao somente uma parte dos dados coletados. Ilustramos assim para 8 fémeas que foram
coletadas na estagao imida como os dados se apresentam. Na primeira coluna temos o
numero identificador de cada individuo e nas colunas subseqiientes o quanto foi ingerido

Tabela 6.1: Adenomera - Distribuicao dos individuos por estacao e sexo.

‘ ‘ Machos ‘ Fémeas ‘ Total ‘

Seca 10 4 14
Umida 49 39 88
Total 59 43 102

o7
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Tabela 6.2: Codificacdo dos Efeitos do sexo e da estacao.

| Varidvel | | valor |
Sexo Fémea 0
Macho 1
Estacdo | Seca 0
Umida 1

Tabela 6.3: Adenomera - Quantidade ingerida por cada individuo.

‘ Ind ‘ Blatt ‘ Isopal ‘ Isonon ‘ Hete ‘ Hemi ‘ Larv ‘ Cole ‘ Hyme ‘ Aran ‘

1341 0 0 0 0 0 2 2 0 0
1300 0 0 4 0 1 0 0 0 0
1298 1 0 0 2 0 0 1 3 1
1291 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1310 0 0 0 0 0 0 0 1 1
1309 0 0 0 0 1 0 0 4 1
1301 0 0 0 0 0 0 0 0 2
1288 0 4 0 0 0 0 0 1 1

de cada tipo de comida. Por exemplo, a fémea identificada com o niimero 1341 ingeriu 2
unidades da comida Larvae e duas unidades da comida Coleoptera.

A particularidade destes dados, é que para cada animal estudado, podia-se encontrar
tanto poucas categorias de comidas representadas quanto poucas unidades de cada tipo
de comida ingerida. Os dados, da forma como sao apresentados, sugerem um modelo
multimonial para cada individuo. Uma vez que estes sao independentes, cada linha seria
um modelo multinomial com o vetor p = (p1, ps, ..., pg) representando as probabilidades
da ingestao de cada comida.

Agresti (2002) apresenta um exemplo de alimentagao de jacarés em que ele testa mode-
los logito nominal para respostas multinomiais. Para cada par de categoria de resposta ele
apresenta a razao entre as proporccoes ingeridas de comida, sempre comparando com uma
categoria fixa. A diferenca entre este exemplo e os nossos dados é que para os 219 jacarés
que compoem a amostra foi anotado somente a escolha principal de alimento. Assim, um
mesmo animal poderia ter comido peixes, invertebrados e répteis, mas somente o volume
maior de comida ingerida era anotado. Para o conjunto das ras, nao foi anotado somente
o alimento principal. Assim, tal modelo apresentava muitas dificuldades de estimacao
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devido a peculiaridade dos dados. Além de existirem 9 categorias diversas, os dados sao
esparsos e apresentam muitos zeros. Podemos postular que o fato de um individuo nao
ter ingerido determinada comida se deu por que ele ndo a encontrou no ambiente (“zero
amostral”), ou, ele encontrou, mas preferiu ndo comer (“zero estrutural”).

Optamos entao por analisar cada categoria de comida separadamente. Para cada tipo
de comida estamos interessados em verificar se h& variacao no habito alimentar de acordo
com sexo e estacao. Desta forma teremos a oportunidade de testar os diversos modelos
lineares existentes para dados de contagem, inclusive modelos mais complexos como os
modelos mistos e os modelos com excesso de zeros.

Para cada comida analisamos os modelos possiveis partindo do mais simples, que é
a regressao de Poisson. Em seguida verificaremos se o modelo apresenta ou nao super-
dispersao, ou seja, se a deviance dividida pelos graus de liberdade é maior que 1. Na
presenca da superdispersao podemos buscar a alternativa do modelo Binomial Negativa
ou modelo misto, com efeito aleatorio. Outra abordagem é verificar se para a comida em

questdo encontramos um modelo ZIP com probabilidade extra de zero (p) significativa.

Assim, definimos as seguintes variaveis explicativas X1, X5 e Xj:

1 = se macho,
Xo= { 0 = se fémea.

v 1 = se estagao imida,
2= 0 = se estacao seca.
X, — 1= se estacdo ,ﬁmida e macho, (6.1)
0 = caso contrario.

O primeiro modelo testado é a regressao de Poisson. No caso, Y;; é a quantidade da
comida que foi ingerida por cada individuo i que pertencente a subpopulacao ou ao grupo
t. Temos que Y;; ~ Poisson(M\y), i = 1,...,n e t depende de quantos grupos diferentes
tivermos em um modelo.

Por exemplo, em um modelo em que os efeitos do sexo e da estacao sejam significativos
teremos t—4, pois teremos os grupos de fémeas na estagao seca, fémeas na estacao imida,
machos na estagao seca e machos na estacao imida. Para cada um destes grupos teremos
n; individuos na amostra de tal forma que ), n; = n.

A regressao de Poisson fica expressa por
/
log(Ait) = %8,
em que X}, é a i-ésima linha da matriz X de efeitos fixos conhecidos. Teremos um \; para

cada grupo:
)\t = exéﬁ.
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A primeira opcao de modelo a ser testado é o modelo saturado:

log(A\it) = Bo + X1, 01 + Xo,, 02 + X3, 5. (6.2)

O vetor de parametros estimados neste modelo é:

@0 By = casela de referéncia,
3= B p = efeito do sexo,

B, B = efeito da estagio

33 B3 = interacao sexo e estagao.

Se tivermos todos efeitos significativos teremos a seguinte interpretagao para as quatro
sub-populagoes possiveis:

(o representa o logaritmo da quantidade de comida ingerida pelo animal do sexo feminino
na estacao seca;

(1 representa o efeito do sexo masculino;

[, representa o efeito da estacdo timida;

(3 representa o efeito conjunto do sexo masculino e da estacao timida.

Para encontrarmos as médias ingeridas por cada sub-populagao temos:

e’ = meédia de comida ingerida pelo animal do sexo feminino na estacdo seca;

eP+P2 — media de comida ingerida pelo animal do sexo feminino na estacio tmida;
ePo+P1 — media de comida ingerida pelo animal do sexo masculino na estacio seca;
ePotPitP2+f — media de comida ingerida pelo animal do sexo masculino na estacdo imida.

Outro modelo a ser testado é o modelo de efeitos principais:

log(Ait) = Bo + X1, 01 + X, B (6.3)

O vetor de parametros estimados neste modelo é:

X By fo = casela de referéncia,
B=1| B B1 = efeito do sexo,
B, B = efeito da estagao.

Se tivermos todos efeitos significativos teremos a seguinte interpretacao para as quatro
sub-populagoes possiveis:

(o representa o logaritmo da quantidade de comida ingerida pelo animal do sexo feminino
na estacao seca;
(3, representa o efeito do sexo masculino;
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(- representa o efeito da estacao timida.
Para encontrarmos as médias ingeridas por cada sub-populacao temos:

e’ — meédia de comida ingerida pelo animal do sexo feminino na estacdo seca;

ePo+P2 — media de comida ingerida pelo animal do sexo feminino na estacdo tmida;
eM+P — media de comida ingerida pelo animal do sexo masculino na estacdo seca;
ePo+Pi+P2 — media de comida ingerida pelo animal do sexo masculino na estagio timida.

Depois sera testado o modelo somente com efeito do sexo:

log(Ait) = Bo + X1,,51. (6.4)

O vetor de parametros estimados neste modelo é:

3= By fo = casela de referéncia,
B B = efeito do sexo.

Agora temos somente duas sub-populagbes e a interpretacdo dada aos parametros é a
seguinte:

(o representa o logaritmo da quantidade de comida ingerida pelo animal do sexo feminino;
[, representa o efeito do sexo masculino.

Agora nao temos mais o efeito da estagdo, entdao para encontrarmos as médias ingeri-
das por cada sub-populacao temos:

e’ — meédia de comida ingerida pelo animal do sexo feminino;
e+t — meédia de comida ingerida pelo animal do sexo masculino.

Outro modelo a ser testado é o modelo somente com a estacgao:

log(Ai) = Bo + Xo,, 3. (6.5)

O vetor de parametros estimados neste modelo é:

3= By fo = casela de referéncia,
\ B, B = efeito da estagao.

A interpretacao dada aos paradmetros é a seguinte:
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(o representa o logaritmo da quantidade de comida ingerida pelo animal na estagao seca;
(> representa o efeito da estagao timida.

Para encontrarmos as médias ingeridas por cada sub-populacao temos:

e’ — meédia de comida ingerida pelo animal na estacdo seca;
eP+P2 — media de comida ingerida pelo animal na estacdo imida.

Finalmente estimaremos o efeito somento com o 3y, que neste caso significa uma média
geral, sem distin¢ao de sub-populagoes. A quantidade média de comida ingerida vai ser
dada por e™®. Este modelo sera chamado de modelo com a média geral e serd dado por:

log(Air) = fo. (6.6)

Para encontrar as quantidades preditas pelos modelos Poisson iremos calcular as pro-
babilidades para cada quantidade observada na comida em questao e multiplicar pelo
nimero de animais no grupo. Por exemplo, a previsao do niimero de individuos no grupo
t que nao ingeriram nenhum item da comida em estudo é:

P(Y =0)n; = e .
O valor predito para o modelo dos que ingeriram y itens no grupo t, para y = 1,2, ..., é:

_— <\
P(Y =y)n, = e_Atjnt.

Outro modelo a ser testado, principalmente no caso da regressao de Poisson apresentar
superdispersao, ¢ o modelo Binomial Negativa. Também estimaremos os modelos satu-
rado, de efeitos principais, efeito do sexo, efeito da estacao e média geral. Temos agora
que Y|Z ~ Poisson(Z) e Z ~ Gama(v, A\/v) como mostrado no capitulo 3. A distribuicao
marginal de Y é Binomial Negativa com média A e parametro de dispersao v. O modelo
é também

log(Air) = x};3,

e temos para cada grupo t o valor estimado de A,
5\,5 = exé'é.

Para os modelos Binomial Negativa também valem os modelos (6.2) a (6.6) para a média
ingerida, a diferenga deste modelo é que temos uma dispersao estimada, ou seja, além do
A teremos um valor 7, de tal forma que os valores preditos pelo modelo para o grupo t

ficam: ) )
— D 5 \/ 1\
P(Y:y)nt = (y +AI/ ) (A A ) <A ) Tg.
: AN 5+ 1
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O modelo misto ou de efeitos aleatorios foi discutido no capitulo 4. Temos Yy |u; ~
Poisson(\y) e u; ~ Normal(0,0?) e

log[E[Yit|u))] = x},8 + u; com

A = BT (6.7)

No caso dos modelos estimados, para calcular as médias para cada sub-populacao te-
mos que considerar a equagao (6.7). Neste caso o ¢ vai ser considerado na média, mas
a interpretagao dos parametros 3 permanece a mesma dada para os modelos Poisson e
Binomial Negativa.

Os valores preditos sao obtidos pela distribui¢ao marginal de Y-

— exé'éy & x4 B+u u?
PY =y)n, = <7/ et )ey“e_ﬁdu) .
)

V2710 J_oo

Como foi mostrado no capitulo 4, a densidade explicita nao pode ser escrita, mas podemos
calcular estas probabilidades no MatLab.

Finalmente podemos testar se existe um nimero excessivo de zeros na amostra. Esti-
mamos 0 modelo ZIP e verificamos se a estimativa de p é significativa. Como foi mostrado
no capitulo 3, p é a probabilidade extra de zeros que nao é levada em conta pela distri-
buicao Poisson.

O modelo testado é da forma
1Og()\zt) - X;tﬁ?

com Y ~ ZIP(p,\;y), neste caso, além de estimar \;, estimamos p. Vale lembrar que
Lambert (1982) mostra outros modelos para estimar p, como mostrado no Capitulo 3 em
(3.6) e (3.7). No nosso caso estimaremos p separadamente como mostrado em (3.8). Uma
vez que temos em nossos dados poucas variaveis explicativas, estes modelos se equivalem.
Um exemplo ilustrativo de modelo ZIP em que o p é estimado com logito pode ser visto
em Slymen (2006).

Assim como nos modelos de efeitos aleatorios, para calcular as médias consumidas
teremos uma pequena modificacao em relacao as médias calculadas nos modelos Poisson e
Binomial Negativa. Temos que utilizar o fato que estamos lidando com uma distribui¢ao
que é a mistura de uma Poisson com a probabilidade extra de zeros, e como foi mostrado
no capitulo 3, a média consumida por cada populagdo fica dada por (1 — p)\,. Para

s e . A\ 2 kN /
calcularmos as médias consumidas usamos (1 — p)\; em que \; = eXtP.
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Uma vez que temos os valores para \; e p, calculamos os valores preditos pelo modelo:

PY =0 = (p+(1—p)e)n, e

_— <\

PY=ymn = ((1 —ﬁ)e‘ky)nt, se y>0.

Todos os modelos foram estimados utilizando-se o programa SAS. Os modelos Poisson
e Binomial Negativa foram estimados pelo procedure GENMOD. Para os modelos com
efeitos aleatorios e ZIP utilizamos o procedure NLMIXED. Para comparar os modelos
usamos o critério AIC, procurando o modelo com o menor valor, ou seja,

AIC = —20(p,y) + 2k,

em que ¢(u,y) é o logaritmo da verossimilhanga do modelo em questdo e k é o nimero
de parametros estimados. O programa SAS somente fornece os valores do critério AIC
para o procedure NLMIXED, entao, os modelos estimados pelo procedure GENMOD sao
também estimados usando o programa R.

Na literatura, o critério AIC é utilizado para comparar modelos encaixados, ou seja,
para uma configuracao de modelo, por exemplo, na regressao de Poisson, escolhemos
aquele com o menor valor do critério AIC entre (6.2) a (6.6). Em nossa aplicacao estamos
comparando quatro possibilidades diferentes: regressao de Poisson, Binomial Negativa,
Modelo de Efeitos Aleatérios e Modelo ZIP com p homogéneo. Desta forma, procurare-
mos o menor valor de AIC entre as configuracoes possiveis, uma vez que as funcgoes de
verossimilhanca sao parecidas.

Embora McCullagh e Nelder (1989) postulem que nem sempre é possivel estabelecer o
“melhor” modelo entre os analisados, escolhemos o “melhor” dentre eles para cada tipo de
comida, a titulo de ilustragdo. Por exemplo, Agresti (2002) compara modelos diferentes
para o mesmo conjunto de dados e comenta a pertinéncia de preferir aquele que apresenta
o menor valor da deviance entre eles.

Também faremos a inspecao de ajuste do modelo comparando valores observados com
valores estimados. A titulo de ilustracao, para os modelos Poisson e Binomial Nega-
tiva, construiremos os graficos de envelope mencionados no capitulo 2. Estes graficos sao
construidos no programa R, conforme Paula (2004). Com este programa construiremos
também os graficos de diagnostico para o afastamento da verossimilhanga e o grafico de
residuos de deviance contra os valores lineares preditos.

6.1 Modelos para alimentacao da espécie Adenomera

Nosso interesse é explicar o consumo de cada tipo de comida pelas ras da espécie Adeno-
mera de acordo com sexo e estagao.
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Nas proximas subsecoes apresentaremos para cada tipo de comida ingerida os modelos
de contagem discutidos anteriormente. Ou seja, para cada categoria de comida estima-
remos o modelo de Poisson, Binomial Negativa, Efeitos Aleatorios e ZIP. E para cada
modelo em questao estimaremos o modelo saturado, o de efeitos principais, o de efeito
somente do sexo, o de efeito da estacao e o de média geral.

Em seguida compararemos os modelos em termos de estimativa dos parametros, valo-
res observados e preditos, valor de AIC e graficos de diagnostico, para buscar para cada
tipo de comida um modelo que apresente o melhor ajuste. No Apéndice A apresenta-
mos todos os valores do critério AIC para os modelos estimados em cada subsecao. No
Apéndice B apresentamos gréaficos de diagnoéstico para alguns dos modelos estimados para
ilustrar como estes graficos podem nos orientar na busca de modelos mais adequados e
na identificacao de observagoes influentes.

6.1.1 Modelos para Blattodea

Em termos gerais, para esta comida nao h& muita diferenca no valor do critério AIC dos
diferentes modelos, como atesta a Tabela A.1. O menor valor é para a regressao de Pois-
son somente com o sexo, em que este efeito é significativo a 9,44%.

Nao ha evidéncia de superdispersao no modelo Poisson, pois no modelo saturado
deviance/g.l. = 93,5077/98 = 0, 9542.

E no modelo somente com o efeito do sexo,
deviance/g.l. = 97,0024/98 = 0, 9700.

Na Figura 6.1 temos os gréaficos de envelope para os modelos saturado e somente com o
efeito de sexo. Por este grafico ndo notamos muita diferenca entre os modelos, eles pare-
cem satisfatorios. Porém quando comparamos os valores observados com os preditos para
os dois modelos, encontramos maiores discrepancias dos valores preditos no modelo satu-
rado. Elegemos como melhor modelo a regressao de Poisson somente com o efeito do sexo.

Modelo Poisson para Blattodea:

log(j\it) = Bo + lelit.

Modelo ajustado: R
log(Aig) = —1,1962 + 0, 5527z,
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Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

Figura 6.1: Blattodea - Grafico envelope para comparagdo entre os modelos (a) Poisson -
saturado; (b) Poisson - sexo.

Tabela 6.4: Blattodea - Estimativa dos parametros com seus respectivos erro padrao,
estatistica do teste e p-valor para o modelo escolhido.

| parametro | estimativa | erro padrio | x* | p-valor |
0o —1,1962 0,2773 18,6 | <0,0001
51 0,5527 0,3304 2,80 | 0,0944
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Figura 6.2: Blattodea - Comparacao de valores observados e preditos - Regressao de
Poisson com efeito do sexo (a) machos; (b) fémeas.

Para cada sub-populagao do modelo temos os valores preditos das quantidades médias
ingeridas pelas fémeas e machos:

Femeas: \; = e’ = 0,3023.
Machos: A, = e®+51 = (, 5255.

Razao de médias:

Comparando fémeas (f) e machos (m):

A e 1 —0,5754
;\m N eﬁo+ﬁ1 N e,él N 0,5527 o '

Como os machos comem em média mais do que as fémeas, consideraremos o inverso
da razao de médias calculado acima. Temos entao que os machos comem 1,7379 vezes
mais Blattodea do que as fémeas. 1Cqq : [0, 7933; 2, 6826].

O efeito do sexo ¢é significativo a 9%, desta forma, calculamos os intervalos de confi-
anca com 90% de nivel de confianca. Os intervalos de confianca sao construidos a partir
do método Delta descrito na secao 2.4.

6.1.2 Modelos para Isoptera Alates

Para esta comida nao houve consumo na estagao seca, por isso os modelos foram testados
somente na estacao umida, verificando se havia o efeito de sexo. Ficamos assim com um



68 CAPITULO 6. APLICACOES A DADOS REAIS

Tabela 6.5: Blattodea - Valores observados e preditos pelo modelo.

Valores Observados Poisson
Quant. | Machos Fémeas | Machos Fémeas
0 34 33 34,9 31,8
1 20 7 18,3 9,6
2 4 3 4.8 1,5
3 1 0 0,8 0,1

total de 88 individuos: 59 machos e 49 fémeas. Como nao temos o efeito da estacao, os
modelos testados para esta comida serao somente os modelos com efeito de sexo e o média
geral.

Para esta comida ha evidéncias para excesso de zeros e o modelo ZIP média geral é o
melhor entre todos pelo critério AIC.

Modelo ZIP para Isoptera Alates

~

log(j\it):ﬁo e p.

Tabela 6.6: Isoptera-Alates - Estimativa dos parametros com seus respectivos erro
padrao, estatistica do teste e p-valor para o modelo escolhido.

‘ parametro ‘ estimativa ‘ erro padrao ‘ valor t ‘ p-valor ‘
P 0,9033 0,0328 27,53 | <0,0001
Bo 1,0372 0,2252 4,61 | <0,0001

Modelo ajustado:
log(Ai) = 1,0372 e p=0,9033.

O valor médio ingerido:

(1—p)A = (1—p)e = 0,2728.
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Tabela 6.7: Isoptera Alates - Valores observados e preditos pelo modelo.

‘ Quant. ‘ Observado ‘ Modelo ZIP ‘

0
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80,0
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1,9
1,3
0,8
0,4
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Figura 6.3: Isoptera Alates - Comparacao de valores observados e preditos - Modelo ZIP

média geral.
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Figura 6.4: Isoptera Non-Alates - Comparacao de valores observados e preditos - Modelo
Binomial Negativa.

6.1.3 Modelos para Isoptera Non-Alates

Para Isoptera Non-Alates temos o mesmo fendomeno que para Isoptera Alates, somente
foi consumida na estacao umida. Portanto, s6 testaremos se h& ou nao efeito do sexo.
Pelo critério AIC o melhor modelo é Binomial Negativa média geral. Ha evidéncias para
excesso de zeros na amostra, porém o modelo ZIP tem um ajuste pior.

Modelo Binomial Negativa para Isoptera Non-Alates

A

IOg(S\Zt) = ﬂo e .

Tabela 6.8: Isoptera Non-Alates - Estimativa dos pardmetros com seus respectivos erro
padrao, estatistica do teste e p-valor para o modelo escolhido.

‘ parametro ‘ estimativa ‘ erro padrao ‘ 2 ‘ p-valor ‘

Bo -1,0433 0,4547 | 5,26 | 0,0218
D 15,3578 6,7408 — | =

Modelo ajustado: R
log(A\ig) = —1,0433 e » = 15,3578.

O valor médio ingerido: )
A =e® =0,3523.
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Tabela 6.9: Isoptera Non-Alates - Valores observados e preditos pelo modelo.

| Quant. | Observado | Modelo BinNeg |

0 78 78,0
5 4,3
0 1,9
1 1,1
1 0,7
0
p
1

0,5
0,4
0,0

N O Ot W N
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Figura 6.5: Heteroptera - Comparacao de valores observados e preditos - Regressao de
Poisson com efeito do sexo (a) Machos; (b) Fémeas.

[
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6.1.4 Modelos para Heteroptera

Para o tipo de comida Heteroptera temos resultados bastante surpreendentes. Os modelos
nao se diferenciam entre si. Parece haver uma pequena diferenca entre os sexos, o que da
um efeito negativo para o sexo ao nivel de 10%, ou seja, as fémeas comem uma quanti-
dade um pouco maior do que os machos. O modelo Poisson nao apresenta superdispersao,
pois a dewviance dividida pelos graus de liberdade é 0,82. Ao mesmo tempo, ha indicios
de que estamos diante de um niimero excessivo de zeros pois a probabilidade extra de
zeros estimada no modelo ZIP é significativa ao nivel de 6%. Quanto ao grafico que com-
para as previsoes dos modelos também nao percebemos diferencas significativas. Levando
em conta o critério AIC e a parcimoénia, ficamos com o modelo Poisson com efeito de sexo.

Modelo Poisson para Heteroptera:

log(A\it) = Bo + lelit-
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Tabela 6.10: Heteroptera - Estimativa dos parametros com seus respectivos erro padrao,
estatistica do teste e p-valor para o modelo escolhido.

‘ parametro ‘ estimativa ‘ erro padrao ‘ X2 ‘ p-valor ‘
Bo -1,0531 0,2582 16,64 | <0,0001
b -0,7218 0,4082 3,13 | 0,0771

Modelo ajustado:
log(Ait) = —1,0531 — 0, 72181,

Para cada sub-populagao do modelo temos os valores preditos das quantidades médias
ingeridas pelas fémeas e machos:

Femeas: \; = e’ = 0, 3489.
Machos: A, = e®*1 = 0, 1695.

Razao de médias:
Comparando fémeas (f) e machos (m):

f_efio_l_ 1 _, R "
T ih o h oo — 20581 1Cs0g : [0,6759;3, 4403]

p

Em média as fémeas comem 2,0581 vezes mais Heteroptera do que os machos.

Tabela 6.11: Heteroptera - Valores observados e preditos pelo modelo

Valores Observados | Modelo Poisson
Quant. | Machos Fémeas | Machos Fémeas

0 50 32 49,8 30,3
1 8 8 8,4 10,6
2 1 2 0,7 1,8
3 0 1 0,0 0,2
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6.1.5 Modelos para Hemiptera

Para esta comida o modelo escolhido é a regressao de Poisson somente com a média geral,
ou seja, o modelo mais simples possivel. O valor da deviance dividido pelos graus de
liberdade é 0,8511. A Tabela A.5 do Apéndice A que apresenta a comparacao entre os
modelos nos mostra que nao ha diferencga significativa entre estes. A probabilidade de
zero no modelo ZIP nao é significativa assim como nao ha efeitos significativos de sexo e
estacao.

Modelo Poisson para Hemiptera:

log(jxlt) = B(].

Tabela 6.12: Hemiptera - Estimativa do parametro com seu respectivo erro padrao,
estatistica do teste e p-valor para o modelo escolhido.

‘ parametro ‘ estimativa ‘ erro padrao ‘ x> ‘ p-valor ‘
| G | —1,0606 [ 10,1690 [ 40,04 | <0,0001 |

Modelo ajustado: X
log(A\it) = —1,0696.

O valor médio ingerido: )
A =e® =0,3431.

6.1.6 Modelos para Larvae

Comecando pela regressao de Poisson para o modelo saturado encontramos
deviance/g.l. = 236,9755/98 = 2, 4181,

que indica a presenca de superdispersao. Os parametros 3; e 35 sdo significativos, mos-
trando efeito do sexo e da interagdo deste com a estacdo. Inspecionando os graficos de
envelope na Figura 6.7 para o modelo Poisson notamos a presenca de um valor aberrante

Tabela 6.13: Hemiptera - Valores observados e preditos pelo modelo.

‘ Quant. ‘ Observado ‘ Modelo Poisson ‘
0 71 72,4

1 27 24.8
2 4 4,3
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Figura 6.6: Hemiptera - Comparacao de valores observados e preditos - Regressao de
Poisson - média geral.

muito alto, correspondente ao individuo niimero 511 que ingeriu 31 unidades da comida
em questdo. A alternativa do modelo Binomial Negativa acomoda melhor os residuos,
apesar de ainda termos pontos fora do envelope.

Para todas as opgoes de modelos, ao retirarmos o individuo 511 da amostra, nao te-
remos mais os efeitos sexo e interacao significativos, o que indica que a presenca do valor
aberrante influenciou muito o modelo.

Comparando os modelos, notamos que aquele com o menor valor para o critério AIC
é o modelo com efeitos aleatorios somente com a média geral. Ou seja, nao hé efeito de
sexo e/ou estagio influenciando na escolha da comida do tipo Larvae. Para efeito de ilus-
tragao, refizemos todos os modelos retirando o valor aberrante consumido pelo individuo
511 e percebemos a contribuicao que esta observacao traz ao valor da verossimilhanca
do modelo. Novamente, o menor valor de AIC é para o modelo com efeitos aleatorios
somente com a média geral.

Outro aspecto importante em relagao a esta comida, é que existe um ntimero excessivo
de zeros na amostra, pois temos um valor significativo para o p do modelo ZIP. Mas o
melhor modelo para esta amostra é o modelo de efeitos aleatorios somente com a média
geral, conforme Tabela A.6 do Apéndice A.

Modelo de Efeitos Aleatorios para Larvae:

log(j\it) = Bo + u.

Modelo ajustado: R
log(A\ig) = —1,4786 e & =1,3575.
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Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

Figura 6.7: Larvae - Graficos envelope para os modelos: (a) Poisson; (b) Binomial
Negativa.

Tabela 6.14: Larvae - Estimativa dos parametros com seus respectivos erro padrao,
estatistica do teste e p-valor para o modelo escolhido.

‘ Parametro ‘ Estimativa ‘ erro padrao ‘ valor t ‘ p-valor ‘

Bo -1,4786 0,2884 -9,13 | <,0001
o 1,3575 0,2134 6,36 | <,0001

O valor médio ingerido:
A =Mt —0,5728.

A Figura 6.8 mostra a comparacao dos valores observados para a ingestao de Larvae
e os valores preditos pelo modelo de efeitos aleatérios. O valor aberrante do individuo
que consumiu 31 unidades nao aparece no grafico, mas o modelo foi feito para a amostra
total. Os valores observados e preditos sao mostrados na Tabela 6.15.

Estamos diante de uma amostra peculiar, pois a presenca ou auséncia nos calculos
do valor aberrante muda bastante os modelos obtidos. Apesar de termos selecionado um
modelo pouco informativo, pois s6 temos a média geral, o modelo de efeitos aleatérios
parece ser a melhor escolha neste caso.
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Tabela 6.15: Larvae - Valores observados e preditos pelo modelo.

‘ Quant. ‘ Observado ‘ Modelo Ef.Aleat. ‘

0 69 71,9
1 25 18,4
2 5 6,0
3 1 2,5
4 0 1,2
5 0 0,6
6 1 0,4
31 1 0

Valores Observados x Modelo Efeitos Aleatorios
T T T T T
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Figura 6.8: Larvae - Comparacao de valores observados e preditos - Modelo de efeitos
aleatorios com média geral.
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6.1.7 Modelos para Coleoptera

Para a comida Coleoptera nao temos evidéncia de superdispersao, nem de excesso de zeros.
O melhor modelo neste caso é a regressao de Poisson com o efeito de sexo significativo ao

nivel de 10%.

Modelo Poisson para Coleoptera:

log(j\it) = BO + lelit-

Tabela 6.16: Coleoptera - Estimativa dos pardmetros com seus respectivos erro padrao,
estatistica do teste e p-valor para o modelo escolhido.

parametro ‘ estimativa ‘ erro padrao ‘ 2 ‘ p-valor ‘
Bo —0, 7655 0,2236 11,72 | 0,0006
o3 0,4491 0,2707 2,75 | 0,0970

Modelo ajustado:
log(Ait) = —0, 7655 4 0, 44911,

Para cada sub-populagao do modelo temos os valores preditos das quantidades médias

ingeridas pelas fémeas e machos:
Femeas: \; = e’ = 0,4651.
Machos: ), = e®+5 = (), 7288.

Razao de médias:
Comparando fémeas (f) e machos (m):

A Bo 1
Mo _0.63%2
Ay, ePotBr ePr

Em média os machos comem 1,5669 (1/0,6382) vezes mais Coleoptera do que as fémeas.
[Cgo% : [0, 8692; 2, 2646]
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Tabela 6.17: Coleoptera - Valores observados e preditos pelo modelo.

Valores Observados Poisson
Quant. | Machos Fémeas | Machos Fémeas
0 29 28 28,5 27,0
1 21 12 20,7 12,6
2 6 2 7,6 2,9
3 2 0 1,8 0,5
4 1 1 0,3 0,1
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Figura 6.9: Coleoptera - Comparagao de valores observados e preditos - Regressao de
Poisson com efeito do sexo (a) Machos; (b) Fémeas.
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Figura 6.10: Hymenoptera - Comparacao de valores observados e preditos - Modelo de
efeitos aleatorios com média geral.

6.1.8 Modelos para Hymenoptera

Nao ha efeito de sexo e estacdo em nenhum modelo. Temos evidéncia de excesso de zeros
mas o modelo que se ajusta melhor pelo critério AIC é o modelo de efeitos aleatorios com
meédia geral.

Modelo de Efeitos Aleatérios para Hymenoptera:

log(j‘it) = Bo + u.

Tabela 6.18: Hymenoptera - Estimativa dos parametros com seus respectivos erro
padrao, estatistica do teste e p-valor para o modelo escolhido.

‘ Parametro ‘ Estimativa ‘ erro padrao ‘ valor t ‘ p-valor ‘

o -0,0662 0,1588 -0,42 | 0,6778
& 0,9444 0,1386 6,81 | <0,0001

Modelo ajustado: R
log(Air) = —0,0662 e & =0,9444.

O valor médio ingerido:
A =M T = 1,4620.



80 CAPITULO 6. APLICACOES A DADOS REAIS

Tabela 6.19: Hymenoptera - Valores observados e preditos pelo modelo

| Quant. | Observado | Modelo EfAleat |

0 39 40,6
1 32 27,3
p 11 14,8
3 7 7.9
4 8 4,4
5 1 2,5
6 0 1,5
7 1 0,9
8 1 0,6
9 0 0,4
10 1 0,3
11 0 0,2
12 1 0,1

6.1.9 Modelos para Aranae

Nao hé indicio de superdisperao, pois o valor da deviance dividida pelos graus de liber-
dade no modelo Poisson saturado é de 1,1084. Em relacao aos efeitos, somente o efeito
para sexo deu significativo. Para modelo ZIP a probabilidade extra de zeros nao deu
significativa. Como a regressao de Poisson nao apresentou problemas de superdispersao,
era pouco provavel que houvesse problemas de excesso de zeros.

Comparando os modelos Poisson, Binomial Negativa e Efeitos Aleatorios em termos
de previsao e de valores do critério AIC nao encontramos diferencas significativas. So-
mente para efeito de ilustracao, no apéndice C apresentamos para a comida Aranae uma
comparacao entre os diferentes modelos possiveis, uma vez que estes nao parecem se dife-
renciar tanto assim. Escolheremos o modelo Poisson como melhor modelo por ser o mais
parcimonioso.

Modelo Poisson para Aranae:

log(Xit) = Bo + Bixy,, -

Modelo ajustado: R
log(Air) = —0,1236 — 0, 7350y, .
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Tabela 6.20: Aranae - Estimativa dos parametros com seus respectivos erro padrao,
estatistica do teste e p-valor para o modelo escolhido.

‘ parametro ‘ estimativa ‘ erro padrao ‘ x> ‘ p-valor ‘
Bo —0,1236 0,1622 0,58 | 0,4461
B -0, 7350 0,2575 8,15 | 0,0043

Para cada sub-populagao do modelo temos os valores preditos das quantidades médias
ingeridas pelas fémeas e machos:

Femeas: \; = e’ = (), 8837.
Machos: A, = e®01 =0, 4238.

Razao de médias:
Comparando fémeas (f) e machos (m):
j\f eﬁO

1 1
5\ = ,@0-1—/31 = E == m = 2,0855 1095% : [1,0328, 3, 1381]
m (& (& ’

Em média as fémeas comem 2,0855 vezes mais aranhas do que os machos.

6.2 Discussao

Em termos de modelos lineares para dados de contagem, nossa aplicacao aos dados reais
foi bastante ilustrativa. Como efeitos significativos temos somente sexo, em 4 categorias
de comida: Blattodea, Heteroptera, Coleoptera e Aranae. Somente para esta tltima o nivel
de significancia do sexo foi menor que 5%. Para estas 4 comidas, o modelo Poisson com
o efeito do sexo se apresentou como o melhor modelo em termos de critério AIC. Para
Hemiptera temos como melhor modelo Poisson com a média geral.

Para as outras 4 comidas, tivemos a presenca de uma superdispersao leve, de tal forma
que para Larvae e Hymenoptera-Formicidae o modelo de Efeitos Aleatorios foi o melhor.
Para Isoptera non-Alates foi o modelo Binomial Negativa e para Isoptera Alates o modelo
Z1P, todos sem efeitos significativos, somente com a média geral.

A Tabela 6.21 resume os resultados obtidos, além de apresentar o valor da deviance
dividida pelos graus de liberdade dos modelos Poisson citados. Para os quatros tipos de
comida que nao tiveram o modelo Poisson como melhor modelo, apresentamos o valor da
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Tabela 6.21: Adenomera - Resumo comparativo dos modelos estimados.

| Tipo de comida | Melhor modelo | efeito | dev/gl. |
Blattodea Poisson Sexo 0,9700
Heteroptera Poisson sexo 0,8200
Coleoptera Poisson sexo 1,1537
Aranae Poisson Sexo 1,1278
Hemiptera Poisson média geral | 0,8511
Isoptera Alates ZIP média geral | 1,3825
Isoptera non-Alates | Binomial Negativa | média geral | 1,7542
Larvae Efeitos Aleatorios | média geral | 2,9800
Hymenoptera Efeitos Aleatorios | média geral | 2,3240

deviance dividida pelos graus de liberdade referente a um modelo Poisson com média geral.

Os dados para alimentagao de Adenomera mostram somente uma pequena diferenca
entre os sexos para 4 tipos de comida sendo que para as demais nao encontramos efeitos
significativos. O modelo ZIP foi escolhido como o melhor modelo somente para um tipo
de comida. O caso em que o melhor modelo foi o de Binomial Negativa é interessante por
que a superdispersao nao é tao grande assim. Nos dois casos em que a superdispersao foi
um pouco mais alta, a solucao de efeitos aleatérios mostrou-se a mais razoavel.



Capitulo 7

Conclusao

Este trabalho procurou estudar os modelos lineares para dados de contagem. Na
classe dos modelos lineares generalizados, comegamos com a regressao de Poisson. Se esta
apresentasse superdispersao, buscariamos as solu¢oes mais comuns: modelo Binomial Ne-
gativa, Efeitos Aleatérios ou ZIP.

A aplicacao em estudo referente & alimentacao dos sapos da espécie Adenomera foi
bastante ilustrativa, inclusive apresentou alguns resultados curiosos. No caso das comi-
das em que os modelos Poisson apresentavam superdispersao, esta nao era tao alta, mas
mesmo assim, encontramos alternativas melhores.

No caso em que o melhor modelo foi o Poisson constatamos um resultado bastante
uniforme em termos de critério AIC. Os valores dos diferentes modelos sao marginalmente
diferentes. O efeito do sexo, quando presente, s foi realmente significativo para Aranae.
Para as outras comidas temos que o intervalo de confianca para a razao de médias inclui
a unidade, o que torna a diferenca entre fémeas e machos pouco significativa. Devemos
lembrar que os intervalos de confianca sao calculados com métodos assintéticos, as apro-
ximagoes provavelmente aumentam a amplitude destes.

Os métodos de diagnostico mostraram-se bastante tteis para detectar o ponto influ-
ente em Larvae, principalmente o método de afastamento da verossimilhanca. Apesar do
valor da medida ser uma aproximacao do verdadeiro valor, como foi discutido no Capitulo
2, ela é suficiente para identificar pontos influentes.

Para os modelos ZIP e mistos nao encontramos medidas de diagndstico tais como as
que foram adaptadas para os MLGs. A verossimilhancga para os modelos mais complexos
envolvem misturas de varidveis ou fungoes de verossimilhanca que nao apresentam uma
forma explicita, e assim, ndo temos valores para medidas cldssicas como a matriz de

33
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projecao H, os residuos de deviance ou de Pearson. Um assunto bastante interessante
para pesquisas futuras é estudar uma maneira de construir técnicas de diagnostico para
tais modelos.



Apéndice A

Critério AIC para os modelos testados

Tabela A.1: Modelos testados para Blattodea.

‘ Modelo ‘ Parametros ‘ AIC ‘
Poisson saturado 176,8
ef.principais | 178,3
sexo 176,3
estacao 179,3
média geral | 177,3
Binomial Negativa | saturado 1788
ef.principais | 180,2
sexo 178,3
estacao 181,2
média geral | 179,3
Efeitos Aleatorios | saturado 179,8
ef.principais | 180,3
sexo 178,3
estacao 181,3
média geral | 179,2
ZIP saturado 178,8
ef.principais | 180,2
sexo 178,3
estacao 181,2
média geral | 179,2
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Tabela A.2: Modelos testados para Isoptera Alates.

| Modelo | Parametros | AIC |
Poisson sexo 143,5
média geral | 1454
Binomial Negativa | sexo 92,4
média geral | 91,1
Efeitos Aleatorios | sexo 95,7
meédia geral | 94,7
ZIP sexo 87,0
média geral | 85,0

Tabela A.3: Modelos testados para Isoptera Non-Alates.

‘ Modelo ‘ Parametros ‘ AIC ‘
Poisson sexo 182,6
média geral | 181,9
Binomial Negativa | sexo 106,9
meédia geral | 105,1
Efeitos Aleatérios | sexo 109,2
média geral | 107,2
ZIP SeX0 109,3
média geral | 110,5




Tabela A.4: Modelos testados para Heteroptera.

‘ Modelo ‘ Parametros ‘ AIC ‘
Poisson saturado 132,6
ef.principais | 130,8
Sexo 128,8
estacao 132,0
média geral | 130,1
Binomial Negativa | saturado 133,2
ef.principais | 131,4
sexo 129.4
estacao 131,9
média geral | 130,0
Efeitos Aleatorios | saturado 134,6
ef.principais | 132,8
Sexo 129.5
estacao 132,1
média geral | 130,1
ZIP saturado 133,0
ef.principais | 131,2
sexo 129,2
estacao 131,9
média geral | 130,0
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Tabela A.5: Modelos testados para Hemiptera.

‘ Modelo ‘ Parametros ‘ AIC ‘
Poisson saturado 156,9
ef.principais | 155,3
Sexo 153.,5
estacao 154,1
média geral | 152,4
Binomial Negativa | saturado 158,9
ef.principais | 157,3
sexo 155,5
estacao 156,1
média geral | 154.4
Efeitos Aleatorios | saturado 1589
ef.principais | 157,3
Sexo 155,5
estacao 156,1
média geral | 154,4
ZIP saturado 158,0
ef.principais | 156,7
sexo 154,8
estacao 155,6
média geral | 1538




Tabela A.6: Modelos testados para Larvae.

Modelo ‘ Parametros ‘ AIC ‘ AIC sem ind 511 ‘
Poisson saturado 320,0 191,6
ef.principais | 332,0 189,9
Sexo 373,5 188.3
estacao 332,8 188,2
média geral | 378,0 186,8
Binomial Negativa | saturado 213,7 188,0
ef.principais | 215,5 185,2
Sexo 223,2 183,6
estacao 213,5 183,5
média geral | 223,0 181,9
Efeitos Aleatérios | saturado 210,6 186,0
ef.principais | 209,8 184,1
Sexo 208.7 182.,5
estacao 207,8 182,3
média geral | 206,7 180,7
Z1P saturado 253,3 190,9
ef.principais | 265,4 189,2
sexo 323,7 187,5
estacao 265,7 187,6
meédia geral | 330,7 186,1
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Tabela A.7: Modelos testados para Coleoptera.

‘ Modelo ‘ Parametros ‘ AIC ‘
Poisson saturado 220,2
ef.principais | 219,8
Sexo 218,8
estacao 220,3
média geral | 219,7
Binomial Negativa | saturado 2214
ef.principais | 220,8
sexo 219,6
estacao 220,9
média geral | 220,1
Efeitos Aleatérios | saturado 221,3
ef.principais | 220,7
Sexo 220,8
estacao 220,9
média geral | 221,7
ZIP saturado 222,0
ef.principais | 221,6
sexo 220,5
estacao 221,8
média geral | 221,1




Tabela A.8: Modelos testados para Hymenoptera.

‘ Modelo ‘ Parametros ‘ AIC ‘
Poisson saturado 399,4
ef.principais | 399,2
Sexo 398,3
estacao 397,2
média geral | 396,3
Binomial Negativa | saturado 348.0
ef.principais | 346,7
sexo 345,1
estacao 344,7
média geral | 343,1
Efeitos Aleatorios | saturado 345,7
ef.principais | 344,0
sexo 3429
estacao 3420
média geral | 340,9
ZIP saturado 379,6
ef.principais | 379,5
sexo 377,8
estagao 377,6
média geral | 375,9
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Tabela A.9: Modelos testados para Aranae.

‘ Modelo ‘ Parametros ‘ AIC ‘
Poisson saturado 214,7
ef.principais | 214,4
Sexo 214.9
estacao 219,8
média geral | 221,3
Binomial Negativa | saturado 215,9
ef.principais | 215,4
sexo 215,8
estacao 219,9
média geral | 220,9
Efeitos Aleatérios | saturado 2157
ef.principais | 215,2
Sexo 215,6
estacao 219,6
média geral | 220,6
ZIP saturado 216,6
ef.principais | 216,2
sexo 216,7
estacao 221,0
média geral | 222,0




Apéndice B

Graficos de Diagnéstico

B.1 Isoptera Non-alates

Para Isoptera Non-alates escolhemos o modelo Binomial Negativa. Para este tipo de co-
mida h& um nimero bastante grande de zeros na amostra, porém em termos de critério
AIC, o modelo Binomial Negativa apresenta o menor valor. Além disso, comparando
os graficos na Figura B.1 , percebemos que o modelo Binomial Negativa apresenta uma
previsao um pouco melhor do que o modelo ZIP.

Na figura B.2 comparamos os graficos de envelope para o modelo Poisson e Binomial
Negativa. O modelo Poisson apresenta superdispersao leve (deviance/g.l.= 1,7542) e no-
tamos varios pontos fora da banda de confianca. Para o modelo Binomial Negativa temos
uma, acomodacao melhor dos desvios na banda de confianca, mas podemos perceber que
na parte inferior do grafico h4 uma grande concentragao de pontos. Estes se referem aos
animais que nao ingeriram este tipo de comida.

Finalmente na figura B.3 temos os gréficos de residuos de deviance contra preditor
linear e afastamento da verossimilhanca para cada observagao. Como estamos diante de
um modelo média geral, verificamos que os residuos concentram-se numa mesma faixa,
estando sobrepostos. No grafico do afastamento da verossimilhanca identificamos alguns
pontos em destaque, acima da faixa em que se encontram a maioria dos valores aproxi-
mados da LD;. Estes pontos referem-se aos animais que ingeriram de 3 a 7 unidades da
comida. Mas, este pontos nao sao considerados influentes, pois a presenca ou auséncia
destes na amostra nao muda a interpretacao dos parametros.

B.2 Larvae

Temos que para Larvae o ponto extremo identificado é o correspondente ao individuo 511,
que ingeriu 31 unidades da comida em questdao. Apresentamos os graficos de diagnéstico
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Figura B.1: Isoptera Non-alates - Valores preditos para (a) Modelo ZIP (b) Modelo Bi-
nomial Negativa.

para o modelo Poisson saturado, ou seja, com os efeitos principais e a interagao.

No grafico (a) da Figura B.4 em que temos o grafico dos residuos da deviance contra
os preditores lineares podemos identificar o ponto extremo no canto superior direito.

No gréfico (b) da Figura B.4 com os valores aproximados do afastamento da veros-
similhanca para cada observacao podemos identificar o ponto extremo no canto superior
esquerdo. O distanciamento deste ponto é muito grande, pois os valores restantes se en-
contram num intervalo de 0,0086 a 1,5857, enquanto para o ponto aberrante é 27,6601.

Constatamos que se estimarmos uma regressao de Poisson saturada para Larvae in-
cluindo todas as observacgoes, os efeitos de sexo e interagao sexo-estacao sao significativos.
Se retirarmos a observacao referente ao individuo 511 da amostra, nao temos mais efeitos
significativos. Portanto, este ponto é considerado influente por mudar a interpretacao dos
parametros.

O grafico de envelope é bastante util para identificar a superdispersao. Na figura
B.5 encontramos véarios pontos fora da banda de confianca e verificamos que os residuos
estao concentrados na parte inferior do grafico, o que indica que este modelo apresenta
superdispersao.
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Figura B.2: Isoptera Non-alates - Gréfico envelope para (a) regressio de Poisson (b)
Binomial Negativa.
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Figura B.3: Isoptera Non-alates - Modelo Binomial Negativa média geral (a) residuos de
deviance contra preditor linear; (b) afastamento da verossimilhanca para cada observagcao.
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Figura B.4: Larvae - (a) residuos de deviance contra preditor linear; (b) afastamento da
verossimilhanca para cada observacao.
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Figura B.5: Larvae - Grafico envelope para regressao de Poisson - modelo saturado.
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B.3 Aranae

O melhor modelo para a comida Aranae foi o modelo Poisson com efeito de sexo.

No grafico (a) da Figura B.6, em que temos o grafico dos residuos da deviance contra
os preditores lineares, nao identificamos nenhum ponto extremo.

No grafico (b) da Figura B.6, em que temos o grafico do afastamento da verossimi-
lhanca para cada observagao, podemos identificar dois pontos no canto superior esquerdo,
porém neste caso o intervalo entre todos os valores de LD; vai de 0,0004 a 0,5294, por-
tanto nao classificariamos estes pontos como aberrantes. Constatamos que estes pontos
se referem aos valores mais altos de ingestao de Aranae, ou seja, houve um individuo que
ingeriu 4 unidades e outro que ingeriu 5 unidades deste tipo de comida.

Neste caso, se retirarmos da amostra um das duas observagoes em questao, ou mesmo
se retirarmos as duas observagoes e reestimarmos as regressoes de Poisson, a interpretagao
dos parametros é a mesma, ou seja, somente o efeito do sexo é significativo. Desta forma,
estes pontos nao foram considerados influentes.

O modelo de regressao de Poisson nao apresenta superdispersao, como podemos cons-
tatar no grafico envelope na figura B.7 No entanto, é interessante notar que para os valores
de contagem mais altos, os residuos padronizados da deviance encontram-se fora da banda
de confianca de 95%, o que mostra que modelos lineares generalizados sdo sensiveis a pon-
tos extremos.
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Figura B.6: Aranae - (a) residuos de deviance contra preditor linear; (b) afastamento da
verossimilhanca para cada observacao.
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Figura B.7: Aranae - Grafico envelope para regressao de Poisson - modelo com efeito de
Sexo.
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Apéndice C

Comparacao de modelos diferentes para
Aranae

Como temos uma diferenca muito pequena no valor do critério AIC para os modelos Pois-
son, Binomial Negativa e de Efeitos Aleatérios com o sexo como efeito, comparamos a
previsao para os trés modelos na tabela C.1. Nas figuras C.1 e C.2 temos a comparagao
entre os quantidades ingeridas observadas e previstas pelos trés modelos.

Comparamos também os modelos Poisson e Binomial Negativa com o efeito do sexo
significativo. Nota-se pela figura C.3 que nao ha praticamente diferenca entre o gréfico
envelope para os dois modelos, uma vez que nao estamos diante de superdispersao. A
banda de confianca para o grafico envelope da Binomial Negativa é ligeiramente maior.

Tabela C.1: Aranae - Valores observados e preditos pelos modelos

| | Valores Observados | Modelo Poisson | Binomial Negativa | Efeitos Aleatorios

Quant. | Machos Fémeas | Machos Fémeas | Machos Fémeas | Machos Fémeas
0 40 18 38,6 17,8 39,4 19,2 39,5 19,3
1 15 15 16,4 15,7 15,2 14,1 15,1 14,1
2 3 9 3,5 6,9 3,6 6,4 3,6 6,3
3 0 0 0,5 2,0 0,7 2,3 0,7 2,3
4 1 0 0,1 0,5 0,1 0,7 0,1 0,7
5 0 1 0,0 0,1 0,0 0,2 0,2 0,2
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Figura C.1: Aranae Modelos com efeito de sexo - Valores observados e preditos para
machos (a) Poisson; (b) Binomial Negativa (c) Efeitos Aleatorios.
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Figura C.2: Aranae - Modelos com efeito de sexo - Valores observados e preditos para
femeas (a) Poisson; (b) Binomial Negativa (c) Efeitos Aleatorios.
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Figura C.3: Gréficos envelope para os modelos: (a) Poisson; (b) Binomial Negativa.
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