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Resumo

Neste trabalho analisamos dois sistemas de equagoes diferenciais parciais nao
lineares que modelam mudangas de fases em materiais viscoelasticos sujeitos a efeitos
térmicos. Tais sistemas apresentam uma equacao de balanco de energia interna,
responsavel pela evolucao da temperatura, uma equacao de evolucao para a variavel
campo de fases, cujos valores detereminam a fase do material, e uma equacao do
balanco de momento que determina os deslocamentos.

Nosso primeiro modelo esta relacionado com o de Rocca e Rossi no artigo ” Analy-
sis of a nonlinear degenerating PDE system for phase transitions in thermoviscoelas-
tic materials”, J. Differential Equations 245 (2008), pp. 3327-3375. Elas provaram
a existéncia de solucoes locais no tempo com valores inteiramente contidos na zona
de mescla entre sélido e liquido (a chamada "mushy zone”). Com a inclusao de dis-
sipagao e calor latente constante, no nosso primeiro modelo provamos a existéncia
global no tempo de solucoes que podem tocar as chamadas barreiras de potencial,
correspondendo a estados puramente liquido ou sélido. Analisamos também o caso
de materiais isocoricos, obtendo resultados semelhantes ao do modelo anterior.

Para provar a existéncia de solugoes, no primeiro modelo primeiramente obtemos
solugoes de certos problemas regularizados usando argumentos de pontos fixos; em
seguida, por métodos de compacidade, passamos ao limite para obtermos solugoes
do problema original. Na analise do segundo modelo, além da regularizacao, usamos

uma variante do método de compressibilidade artificial.
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Abstract

In this work we are interested in analyzing two systems of nonlinear partial
differential equations modeling phase changes in viscoelastic materials subject to
thermal effects. The systems features an internal energy balance equation, governing
the evolution of temperature, an evolution equation for the phase field, whose values
determine the state of material, and a moment balance equation governing the
displacement.

Our first model is related to the one in Rocca and Rossi’s paper ” Analysis of
a nonlinear degenerating PDE system for phase transitions in thermoviscoelastic
materials”, J. Differential Equations 245 (2008), pp. 3327-3375). In that paper,
they proof the existence of local solutions in time with values contained entirely
within the region of mixed beetwen solid and liquid (called "mushy zone”). With
the inclusion of dissipation and constant latent heat, in our first model we proof the
existence of global solutions in time that may touch the potential barriers, which
correspond to pure solid or pure liquid states. We also analyzed the case of isochoric
materials, obtaining similar results to the previous model.

To proof the existence of solutions, in the first model we firstly obtain solutions
of certain regularized problems using fixed point arguments; next, by compactness
methods, we pass to the limit to obtain solutions of the original problem. In the
analysis of the second model, in addition to regularization, we use a variant of

artificial compressible method.
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Introducao

Neste trabalho, estamos interessados em estudar modelos de equagoes diferenciais
parciais que descrevem aspectos importantes em fenomenos de transi¢oes de fases em
materiais viscoelasticos sujeitos a efeitos térmicos. Fenomenos de transicao de fases
surgem em uma variedade de situagoes relevantes do mundo real, como por exemplo
solidificacao e fusao em sistemas sélido-liquido, evaporacao, moldagem de metais,
combustao, desenvolvimento de cristais, transicoes de fases em polimeros etc. O
interesse pratico nestes tipos de fenomenos é evidente e tem profunda influéncia no
desenvolvimento tecnoldgico de nossa sociedade, sendo fundamental, por exemplo,
no aprimoramento de técnicas de producao de novos materiais. O estudo desses
fendmenos em geral é uma tarefa nao-trivial e a analise matematica rigorosa dos
modelos utilizados é importante na fundamentacao de simulagoes numéricas.

Nesse sentido, vamos estudar dois modelos relacionados com situagoes descritas

acima. O primeiro modelo considerado neste trabalho é o seguinte:

O +1lx: — A0 =g em ) x (0,7), (1)
Xt—Ax—l—W’(x)BQ—QC—I—M em ) x (0,7), (2)
uy — div((1 = x)n(u) + xn(w)) + v(=A)u = f em Qx (0,7), (3)

que descreve um fenomeno de transicao de fase para um sistema viscoelastico de duas
fases, ocupando um dominio limitado Q C RY, N = 1,2, 3, durante um intervalo de
tempo [0, 7.



O segundo modelo considerado é o seguinte:

O, +1lxt — A0 =g em Q x (0,7), (4)
Xt—Ax—l—W’(x)B@—@c—i-M em Qx (0,7), (5)

uy — div((1 — x)n(u) + xn(u)) + v(=A)u; + Vp=f em Qx (0,7), (6)
div(us) =0 em Q x (0,7), (7)

que leva em conta também os efeitos da pressao no material, neste caso considerando
pressao em todas as fases do sistema. Materiais com este tipo de comportamento sao
conhecidos como isocoricos, que tem a propriedade de preservar o volume durante
o processo de transicao.

Nos dois modelos, as variaveis de estado sao a temperatura absoluta 6 do sistema
(6. denotando a temperatura de equilibrio), e o parametro de ordem Yy, denotando a
propor¢ao local de uma das duas fases (por exemplo, em um processo de solidificacao-
fusao temos x = 0 na fase sélida e y = 1 na fase liquida). A fung¢do u denota o vetor
de pequenos deslocamentos, e no caso do segundo modelo, p denota a pressao.

As condicoes iniciais e de fronteira dos problemas acima serao especificadas nos
capitulos posteriores.

Para maiores detalhes de deducgoes das equagoes desses tipos de modelos, reco-
mendamos Frémond [14], Rocca-Rossi [28] ou Stefanelli [32]. Sem muitos detalhes,
aqui vamos apenas salientar algumas caracteristicas do primeiro modelo, o segundo
segue uma abordagem semelhante. A primeira equacao é a equacao de balanco de
energia interna, onde g é uma fonte de calor conhecida. Do mesmo modo, a terceira
equacao é a equagao de balango cldssico para movimentos macroscopicos (também
conhecida como relagao estresse-tensao (stress-strain relation)), que também des-
creve as aceleragoes. Como usual em teoria de elasticidade, n(u) denota o tensor de
tensao (strain tensor) simétrico linearizado, que no caso tridimensional (espacial)
é dado por n; j(u) == (u;; +u;;)/2, i, = 1,2, 3, enquanto o simbolo ”div”denota
tanto o operador divergente vetorial quanto o escalar. Além disso, o termo (—A)?
denota o biharmonico e f, do lado direito, pode ser interpretado como um volume
de forca exterior aplicado no corpo. Seguindo entao a perspectiva de Frémond, a

primeira e a terceira equagoes sao acopladas com a segunda equacao, a equacao de



movimentos microscépicos para a variavel de fase y (veja Frémond [14], pg. 5),
na qual, dentro desta teoria, é obtido de uma escolha particular do funcional de
energia livre e do pseudo-potencial de dissipagao. Na segunda equacao, |n(u)|* é
uma abreviagdo para o ”colon product”n(u) : n(u), enquanto o potencial W é dado
pela soma de uma funcao suave nao convexa 7 e de uma funcgao convexa B\ com
dominio limitado. No que se segue, vamos tomar o dominio de B como sendo [0, 1].
Note que, neste sentido, os valores fora de [0, 1] (na qual de fato fisicamente nao sao
significantes para o parametro de ordem Y, denotando uma proporgao da fase) sado
excluidos. Entretanto, em algumas situacoes esta andlise pode ser estendida ao caso
na qual o dominio de B é toda a semi-reta [0,00). Exemplos tipicos de funcionais

que podemos incluir em nossa analise sao o potencial logaritmico
W(r):=rn(r)+ (1 —7r)In(l —r) —c1r® —cor — ez Vr € (0,1),

onde ¢ e ¢y sao constantes positivas, assim como potencial de obstaculo duplo, dado

pela soma da funcao indicatriz Ijo;; com uma nao convexa 7.

Antes de prosseguir com detalhes a serem discutidos neste trabalho, vamos ten-
tar fazer um descri¢ao delineada da literatura matematica relacionada com os nos-
sos problemas. O interesse cientifico em fenomenos de transicoes de fases data,
ao menos, do século XIX, no trabalho de Lamé e Clayperon [21], e tem crescido
progressivamente. Porém, esses tipos de problemas ganharam notoriedade com as
formulacoes de J. Stefan para encontrar a distribuicao de temperatura durante a so-
lidificacao da agua e derretimento de camadas de gelo, entre outros. Nos problemas
classicos tratados por Stefan, a hipdtese fundamental é que, numa temperatura de
equilibrio, as fases do processo podiam coexistir separadas por uma supeficie regular,
chamada interface. Neste caso, a temperatura satisfaz uma equacao de difusao de
calor em cada regiao separada pela interface, juntamente com uma condigao inicial
e uma condicao de fronteira particular, chamada condicao de Stefan. Entretanto,
esses tipos de modelos nao incorporam diversos efeitos importantes, como tensao
superficial, super-aquecimento e super-resfriamento.

Um método para estudar o problema classico de Stefan é o chamado método

de entalpia, que é uma formulacao fraca ou variacional do problema de Stefan que



incorpora as condicoes da interface, e comegou a ser investigada a partir da década
de 60, onde citamos como referéncia histérica Oleinic [25]. Neste tipo de formulacao
nao se faz nenhuma suposicao sobre a regularidade da interface, porém este método
tem a desvantagem de nao incorporar de forma natural alguns efeitos na interface,
como super-resfriamento. Para mais informacoes sobre problema classicos de Stefan,
citamos Rubinstein [30].

Uma formulagao alternativa e mais interessante desse tipo de problema é o cha-
mado campo de fases (phase field), que permite que se tenha espessura e estrutura
interna na interface. Neste tipo de problema usa-se um funcional de energia livre
para descrever a cinematica do campo de fases e uma equacgao de balanco modi-
ficada para descrever a conducao de calor. Esse tipo de modelo comegou a ser
estudado a partir da década de 80, onde citamos como referéncia histérica Cagi-
nalp [11]. A vantagem deste tipo de abordagem é que efeitos de tensao superficial e
super-resfriamento, por exemplo, sao mais faceis de serem incorporados no modelo.
Outros autores que consideraram esse tipo de abordagem foram Hoffman e Jiang
[17], e Morosanu e Motreanu [23].

No entanto, uma coisa em comum entre todas as formulagoes mencionadas acima
é que 0 meio em que ocorre a mudanca de fases é tratado como um corpo rigido, tanto
em escala macroscépica como em microscopica (molecular). Entretanto, transi¢oes
de fases estao relacionadas a algumas mudancas nos arranjos moleculares do pro-
cesso. Isto quer dizer que a mudanca de fases certamente nao é rigida numa escala
microscopica. Por exemplo, se considerarmos a densidade de volume de ligagoes
ativas entre as granulagoes microscdpicas que constituem um material, movimen-
tos microscopicos sao responsaveis pela criagao ou ruptura dessas ligagoes. Neste
sentido, a abordagem proposta por Frémond [9, 14] é levar em conta esse tipo de
fenomeno. A idéia desenvolvida por Frémond consiste em generalizar o principio
da poténcia virtual introduzindo a poténcia das forgas microscépicas, em dualidade
com as velocidades microscépicas.

A este respeito, existe uma grande literatura que compreende modelos de mu-
dancas de fases que levam em conta movimentos microscopicos propostos por Frémond
(veja Stefanelli [32] e suas referéncias). Porém, grande parte dos modelos com es-

sas caracteristicas nao apresentam uma equacao de balang¢o para movimentos ma-
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croscopicos. Em particular, o sistema acoplando a equagao (1) com a equagao (2)
se obtém usualmente pela abordagem de Frémond escolhendo funcionais de enegia
livre e pseudo-potencial de dissipacao de formas "tradicionais”, ou seja, nao levam
em conta propriedades diferentes das partes viscosas e eldsticas do sistema (por
exemplo, uma porcao liquida viscosa coexistindo com uma porgao solida elastica
no caso de um sistema sélido-liquido sofrendo um processo de solidificagao-fusao).
Portanto, nao existe acoplamento entre o sistema constituido pelas equagoes (1) e
(2), e a equagao para movimentos macroscopicos, na qual é ignorada.

Neste trabalho, a coexisténcia das propriedades viscosas e eldsticas do sistema
tem papel de destaque, sob a hipdétese fundamental de que essas propriedades in-
fluenciam de fato o processo de transicao de fases. Neste sentido, existe uma
rica literatura sobre modelos desse tipo onde, dentre tantos, citamos os trabalhos
3, 4,5, 7, 8, 18]. A anélise de um sistema termoviscoeldstico sem estar sujeito a
mudangas de fases é feita em Bonetti-Bonfanti [3, 4], onde sao considerados uma
equacao de viscoelasticidade linear para o deslocamento u e uma equacao de balanco
de energia interna para a temperatura 6.

Os trabalhos [5, 7, 8, 18] consideram modelos para fenémenos de danos onde,
nestes casos, a variavel de fase x estd relacionada a proporcao local do material da-
nificado. Em Kuttler [18], é considerado um modelo de evolugao de danos reversiveis
quase estaticos em materiais visco-plasticos, enquanto que em Bonetti-Bonfanti [5]
e Bonetti-Schimperna [7, 8] sdo considerados processos de danos irreversiveis onde
a velocidade microscopica y; é forcada a assumir valores nao-positivos.

Ainda assim, nenhum desses modelos apresentam possibilidade de fluxo, que
em alguns casos é um fenomeno completamente natural, principalmente em fases
nao solidas do material. Nesse sentido, podemos citar os trabalhos de Boldrini-
Planas [26, 27] e Boldrini-Vaz [34], onde se estudam modelos de solidificagdo com

movimentagao na parte nao-sélida com possibilidade de fluxo.

Os modelos tratados neste trabalho estao relacionados com aquele proposto por
M. Frémond [14] e que foi analisado por Rocca e Rossi em [28]. Para esse modelo
de Frémond, E. Rocca e R. Rossi provaram a existéncia de solugoes locais no tempo

com valores inteiramente contidos na zona de mescla entre solido e liquido (a cha-



mada "mushy zone”). Para o primeiro modelo do presente trabalho, que inclui uma
dissipacao adequada ao modelo de Frémond e calor latente constante, provamos a
exiténcia global no tempo de solugoes que podem sair da ”mushy zone”e tocar as
chamadas barreiras de potencial, que correspondem a estados puramente liquido ou
solido. Para isso, fazemos uma regularizacao apropriada do problema e usamos o
teorema do ponto fixo de Leray-Schauder para obter solucao do problema aproxi-
mado. Em seguida, buscamos estimativas a prior: necessarias para passar o limite
no problema aproximado, obtendo assim solucoes do problema original.

No modelo seguinte, analisamos materiais viscoelasticos isocdricos, isto é, que
satisfazem a restricao de conservacao de volume quando submetidos a deformagao
(materiais como borracha, por exemplo); para tais materiais, a movimentagao deve
ocorrer com fluxo incompressivel e, portanto, tem associado a ele uma pressao que
funciona como multiplicador de Lagrange. Para este modelo, usamos uma versao mo-
dificada da técnica conhecida como método de compressibilidade artificial, que con-
siste em contornar dificuldades relacionadas com a restricao ”div u; = 0”adicionando
uma equacao que perturba o sistema. Esse sistema perturbado sera uma apro-
ximacao do modelo com possibilidade de fluxo, e nao possui a respectiva condic¢ao
de incompressibilidade. Contudo, esta "nova” aproximagao exigira outras estimati-
vas a priori.

O presente trabalho esta dividido como segue. No capitulo 1, introduzimos
algumas notagcoes, definigoes, e enunciamos alguns resultados que serao importantes
durante o texto.

O capitulo 2 é dedicado ao estudo do primeiro modelo introduzido aqui, onde
comecamos fazendo uma formulacao abstrata do problema. Em seguida, introduzi-
mos problemas aproximados adequados, onde obtemos existéncia e regularidade de
solugoes para tais problemas. Terminamos o capitulo obtendo existéncia e regulari-
dade de solugoes para o problema original.

No capitulo 3, seguimos a mesma linha do capitulo 2, considerando o segundo
modelo introduzido aqui, fazendo uma formulacao abstrata do problema. Em se-
guida, além de considerar aproximagoes similares as do capitulo anterior, introduzi-
mos uma aproximacao que ¢ uma variante do método da compressibilidade artificial.

Encerramos o capitulo também obtendo existéncia e regularidade de solugoes para



o problema original.



CapiTULO 1

Preliminares

Dedicamos este capitulo para introducao de algumas notacoes, defini¢oes e re-

sultados que serao importantes ao longo de todo o texto.

1.1 Espacos funcionais, teoremas de imersao e com-

pacidade

Durante todo o texto, vamos supor que 2 C R", n = 1,2, 3, é um dominio conexo
limitado, com fronteira 9 de classe C*. Como usual, LP(2) denota o espaco de

Banach das (classes de) fun¢oes mensuraveis f, definidas sobre €2, pela qual

/ f@)Pdz < oo,
Q

cuja norma é dada por

1/p
T ( / rf<x>|pd:c) l<p<oo

e L>(2) denota o espago de Banach das (classes de) fungdes mensuraveis f, definidas

sobre €2, que sao essencialmente limitdas, com a norma dada por

[f1zoe () = esssup | f(z)].
e



Se p =2, L*(2) é um espago de Hilbert com o produto escalar

(u,v) 12(0) :/Qu(a:)v(a:)da:.

Ao longo do texto denotaremos por WP () o espago de Banach de todas as fungoes
u € LP(Q) tais que, para todo |j| < m, Diu € LP(Q), sendo D’u a derivada no

sentido das distribui¢oes, munido da norma

[ullwmr@) = Z ||Dju||Lp(Q), 1 <p< o0

l7]<m

Quando p = 2, W™2(Q) = H™(Q) é um espaco de Hilbert com o produto escalar

(U,U)Hm(g) = Z (Dju, DjU)L2(Q).

l7]<m

Vamos denotar por H{"(2) e Hy(€2) os seguintes espagos

H' () :={v e H™(Q);v = 0 sobre 002} (1.1)
Hy(Q) :=={v e H™(2); 0,v = 0 sobre 02}, (1.2)

munidos da norma de H™(£2). Além disso, vamos identificar L?(Q) com seu espago
dual L*(Q2)’, de modo que temos, por exemplo, H'(Q) < L?(Q) < HY(Q)" com
imersoes continua e densa, como pode ser visto no Teorema abaixo, que pode ser

encontrado, por exemplo, em Adams [1] pg. 144, ou Medeiros-Miranda [22] pg. 79:

Teorema 1.1 Seja ) um aberto limitado de R™ com fronteira de classe C™ e con-

sidere 1 < p < 0o. Entao as sequintes imersoes sao continuas e compactas:

i) WmP(Q) — L1(Q), 1 < ¢ < 2o, semp <n;

n—

ii) WmP(Q) — L1(Q), 1 < g < oo, se mp=n;

iii) WmP(Q) — C*(Q), k < m — 5 < k+1semp>n ondek éum inteiro nao

neqativo.

O resultado abaixo ém uma consequéncia imediata do teorema acima, e pode ser

encontrada também em Adams [1] pg. 144, ou Medeiros-Miranda [22] pg. 82:
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Corolario 1.1 Seja Q um aberto limitado de R", Q de classe C™*, e 1 < p < o0.

Entao as sequintes imersoes sao continuas e compactas:
i) WmHbp(Q) — Wmi1(Q), 1 < ¢ < b, sep<n;
i) WmHhp(Q) < Wm™1(Q), 1 < g < oo, sep=mn;

i) WmHhe(Q) — C™(Q), se p > n.

Seja X um espago de Banach, equipado com uma norma || - ||x. Definimos o

espago LP(0,T; X) como sendo o conjunto das fungdes u : [0, 7] — X que satisfazem

T 1/p
im0y = (/ ||u<t>||§dt) < o0
0

paral <p < oo, e
l|w]| Loo (0,7;x) := esssup ||u(t)||x < oo.
0<t<T

Definimos também o espago C'(0,7"; X') como sendo o de todas as fungdes continuas
w: [0,7] — X tais que

Jullcto ) = mas [lu(®)x < oc.

Definimos ainda o espago de Sobolev W™P?(0,T; X), com 1 < p < 0o, como sendo o
conjunto de todas as fungoes u : [0,7] — X tais que

2

LP0,7T: X :
ue LP0,T;X) e o

€ L0, 7;X), 1<j<m.

P 1/p
dt
X

du(t)
dti

Munimos W™P(0,T; X) da norma

m T
Jullr o) = (Z/
7=0 "0

paral <p<ooe

dou(t)
dti

0<t<T

m
HUHW"L"X’(O,T;X) = Z ess sup
j=0 X
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Quando p = 2, denotamos W™2(0,T; X) := H™(0,T; X).
Vamos enunciar a seguir um resultado importante que serd usado constantemente
no texto, que pode ser encontrado em Simon [31]. Considere X, B e Y espagos de

Banach que satisfazem
X C BCY, com aimersao X — B sendo compacta. (1.3)
Temos entao

Proposicao 1.1 Suponha (1.3). Seja F' um conjunto limitado em LP(0,T; X) onde
1 < p < oo, edE/Ot = {0f/0t; f € F} limitado em L'(0,T;Y). Entio F é
relativamente compacto em LP(0,T; B).

Seja F' um conjunto limitado em L>*(0,T;X) onde 1 < p < oo, e OF/0t =
{0f/ot; f € F} limitado em L"(0,T,Y), onde r > 1. Entdo F € relativamente
compacto em C(0,T; B).

Denotemos por D(2) o espago das fungoes C*(£2) de suporte compacto. Consi-

deremos o espago

V :={u € D(Q);divu = 0}
Definimos os espacos

H = VLQ‘”), V.=y"r

O espago V' ainda pode ser escrito como (veja Teman [33] pg. 18)

V ={ue€ Hy(Q);divu = 0}

1.2 Operadores maximais monotonos

Seja H um espago de Hilbert. Um operador multivalorado é uma aplicagao de H
em P(H) (partes de H). Se A é um operador multivalorado, o dominio e a imagem

de A sao, respectivamente,

dom(A) ={z € H; Az # 0} e R(A) = U Az.

zeH
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Podemos identificar A com seu grafico em H x H:
{[xr,y] € H x H;y € Ax}.

Dizemos que A é mondtono se para cada xq,x2 € dom(A), temos (Ax;— Axy, 11—

x9) > 0, ou mais precisamente, Yy, € Az, Yy, € Axo,
(Y1 — Y2, 01 — 12) > 0.

O operador monétono A é dito mondtono mazximal se seu grafico nao esta pro-
priamente contido em qualquer outro subconjunto mondétono de H x H, isto é, A
¢ mondtono e para todo [x,y] € H x H tal que (y — A,z — &) > 0 V€ € dom(A),
entao y € Ax.

Um exemplo particular de operador maximal mondétono que serd usado aqui
é o seguinte: seja ¢ uma fungdo convexa prépria sobre H. Se ¢ é semicontinua
inferiormente, entao seu subdiferencial dp ¢ maximal mondtono (veja Brézis [10]
pg. 25)

Um propriedade importante dos operadores maximais monoétonos, e que pode

ser encontrada em Barbu [2] pg. 29, é a seguinte:

Proposicao 1.2 Seja A um operador mazximal mondtono. Entao A € fracamante-
fortemente fechado em H X H, isto €, sey, = Ax,, t, =~z em H, ey, >y em H,

entdo [z,y] € A.

Vamos agora estabelecer alguns fatos sobre aproximacao de Yosida de operadores
maximais monotonos.

Seja A um operador maximal monétono. Denotamos por Jy = (I + AA)™! o
resolvente de A que pode-se verificar, para todo A > 0, que é uma contracao de H
em H (veja Brézis [10] pg. 23). Dessa forma, definimos a aproximacdo de Yosida

como sendo

Definicao 1.1 Chamamos de segao principal de A todo operador univoco A" C A

com dom(A) = dom(A’) e tal que para todo [z,y] € dom(A) x H, a desigualdade
(A€ —y,&—2) >0 VEEe dom(A)
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implica y € Ax.

Denotamos A%z = proja,0, ou seja, A’ é o elemento de norma minimal em Ax.

Temos assim as seguintes propriedades (veja Barbu [2] pg. 38 e Brézis [10] pg. 28):

Proposicao 1.3 i) A, € univaluado, mondtono mazximal, limitado e Lipschitz, com

1.
N

ii) Para todo v € dom(A), temos |Axz| T |A%z| e Ayx — A% quando X\ | 0 com
|Ayz — A%z |2 < | A% — |Ayx]?.

constante de Lipschitz de razao

Podemos encontrar também em Brézis [10] pg. 29:
Proposigao 1.4 O operador A° é uma se¢ao principal de A.

O préximo resultado pode ser encontrado em Barbu [2] pg. 48:

Teorema 1.2 Seja B um espaco de Banach reflexivo e estritamente convexo com
dual estritamente convexo. Sejam ¢ : B — R uma func¢do s.c.i., conveza, propria e
A=0p C B x B*. Entdo a funcao ¢y € convexa, continua, Gateaux diferencidvel,
e Opy = Ay para todo X > 0. Se B é um espago de Hilbert (ndo necessariamente

identificado com seu dual), entao vy € Fréchet diferencidvel sobre B.

1.3 Uma familia de problemas viscoelasticos e notacoes

operacionais

A fim de estabelecer uma formulagao variacional do problema de Cauchy para
a equagoes consideradas neste trabalho, precisamos introduzir algumas notagoes e
propriedades.

Seja ¢ : Q — [0,1] uma funcao mensuravel e consideremos as formas bilineares

simétricas continuas ag, by : Hy(Q) x H(Q2) — R definidas por

ap(u,v) = ay /Q odiv(u)div(v) + 200 Z /Q¢mj(u)mj(v) Yu,v€ Hy(Q), (1.4)

1,j=1

be(u,v) == Z /ngﬁbijmj(u)mj(v) Vu,v € Hy(Q), (1.5)

1,j=1
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que estao relacionadas com problemas de elasticidade mais gerais. Aqui, a; e ay
estao relacionados as propriedades elasticas do material e sao chamadas constantes
de Lamé. A matriz (b;;) é positiva definida e chamada matriz de viscosidade, também
relacionada com propriedades do material.

Como ¢(x) < 1 para todo x € €, temos que existe uma constante positiva K,

dependendo apenas de a; e as, tal que
lag(u,v)| < Kallullm@llv|m@ Vu,ve Hi(Q). (1.6)

O seguinte resultado, que pode ser encontrado em Ciarlet [12] pg. 291, garante

propriedades de elipticidade para as formas ay(-,-) e bs(-,-):

Teorema 1.3 (Desigualdade de Korn). Seja Q C R? um dominio com fronteira
Lipschitz. Para cada v = (v;) € H(Q), seja

1
T](U) = (5(1]1',]' + Uj,i)) S L2(Q)
Entao existe uma constante C' > 0 tal que
[v[3 ) < CUIZ2 @) + () 72@)), Vo € H' (),

e portanto, sobre o espago H*(SY), a aplicagdo

v = (lollZ2) + In(@)l720)"

¢ uma norma, equivalente a norma || - || (o).

Assim, pela desigualdade de Korn, as formas ay(-, -) e by (-, -) sdo Hy(Q)-elipticas,
isto é, existem C,, Cj > 0 tais que para u € H}(2)

gl ) > i (6(2))Callul (17)

bolon ) > inf (6())Cillu s o (19

Se S: O — S? é um tensor simétrico suficientemente suave e v : Q — R? é uma
funcao suficientemente suave, temos a seguinte identidade de Green, que pode ser

encontrada em Ciarlet [12] pg. 288:

14



/ divS - vdx = — / S :n(v)dr + Sn - vda. (1.9)
Q 0 G

Denotamos por H(¢-) : H}(Q) — H1(Q) e K(¢) : H} () — H Q) os opera-

dores associados com a4 e by, respectivamente, a saber
(H(dv), w) = ag(v,w) and (K(pv),w) = by(v,w) YV v,w € HH().  (1.10)

Pode ser verificado por um argumento de aproximacao que o seguinte resultado de

regularidade é vélido:
se p € H*(Q) ev € H3(Q), entdo H(¢v), K(ov) € L*(Q). (1.11)

Além disso, vamos introduzir o operador Ay : H'(2) — H'(Q) compreendendo
o operador de Laplace —A com condicao de fronteira de Neumann homogéneas,

definido por
(Anu,v) == (Vu, Vo) Yu,ve H (), (1.12)

o operador A? : H*(Q) — H?*(Q)" que realiza o biharmonico A? com as condigoes
de Navier (isto é, u = Au = 0 sobre 0f2 x [0,7), definido por

(A%u,v) = (Au, Av), Yu,v € H*(Q), (1.13)

e o operador A : H}(Q) — H'(Q) realizando o operador de Laplace —A com

condicao de fronteira de Dirichlet, definido por
(Au,v) := (Vu, Vo), Yu,v € Hy(Q). (1.14)

Denotamos por J o operador de dualidade Ay + I : H'(Q2) — H'(Q2)’ (I sendo

o operador identidade); no que se segue, faremos uso das relagoes

(Ju,u) = HuH%{l(Q) Vue H(Q), (Jlvov) = Hvl\%{l(m, Voe  HY(Q). (1.15)
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1.4 Definicoes e resultados adicionais

Consideremos agora o seguinte problema de valor inicial e de fronteira

Ixe —eAx+B(x)+0'(x) > f qtp. em Qx(0,7) (1.16)
Onx =0 sobre 09 x (0,7) (1.17)
x(0) = xo em (), (1.18)

onde temos as seguintes hipdteses para (1.16)-(1.18):
Al) 8 é o subdiferencial de uma fungao semicontinua inferiormente convexa

propria e nao negativa B: R — [0, 00] tal que ,/6\(0) = 0. Denotamos por K o fecho

D(5) do dominio efetivo de  em R. O conjunto K é assumido sendo limitado se
e=0.

A2) 0 e CY(K) e o' € COYK) com S := [|0”]| Lo (k).-

A3) xo € L*(Q) e B(xo) € L'(Q). Além disso, xo € H(Q) quando € > 0.

A4) §, € sdo constantes positivas e f € L%(1).

Temos assim o seguinte resultado, que pode ser encontrado em Colli-Laurengot
[13]:
Proposicao 1.5 Suponha Al - A4. Entao existe uma unica funcao x =: Bf satis-
fazendo x € dom(f) q.t.p. em Q,

x € H(0,T; L*(Q)) N C°([0, T]; H'(2)) N L*(0, T; H*(Q))

e satisfazendo

Ixt —eAx+&+0'(x)=f qtp em Qx(0,7T) (1.19)
Onx =0 sobre 02 x (0,T) (1.20)
x(0) = xo em §, (1.21)

para & € L*(0,T; L*(Q2)) com & € B(x) q.t.p. em Q. Além disso, podemos determinar

uma constante C, dependendo apenas de 9, |a’(0)], S, || e T, tal que

) € ~
§HXtH%2(o,t;L2(Q)) + §HVX(15)H%2(Q) + /QB(X(t)) < C(1+ [IxollZ2()

c N t t
519000y + [ B0 +C [ IalBaaaman + | [ S
Q 0 0o Jo
para qualquer t € [0,T].
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Necessitaremos de um resultado da teoria LP de equacoes diferenciais parabdlicas

lineares. Para isso, considere o seguinte problema parabdlico linear:

ut_Au:f(xat) emQ7
Opu =0 em S, (1.22)
u(z,0) = ug(x) em ().

Temos entao o seguinte resultado, que pode ser encontrado em Ladyzhenskaya

et al [20], pg. 351 numa versdo mais elaborada:

Teorema 1.4 Seja ) um dominio do R™ com fronteira OS2 suficientemente suave.
Suponha que f € L*(0,T; L*(Q)), up € HY(Q) € d,up = 0 em 9K Entao, existe uma
tinica solugdo w € L*(0,T; H*(Q))NH (0, T; L*(Q)) do problema (1.22) satisfazendo

a sequinte estimativa:

HUHL2(o,T;HQ(Q))mHl(O,T;m(Q)) < C(HfHLQ(o,T;m(Q)) + HUOHHl(Q))? (1-23)

com C' uma constante dependendo de T e €.

Vamos precisar também de um resultado da teoria LP de operadores poliharmonicos.

Para isso, considere o seguinte problema:

{ Aty = f em §, (1.24)

u=Au=0 em Of).

Temos entao o seguinte resultado, que pode ser encontrado numa versao mais ela-

borada em Gazzola et al [16], pg. 46:

Proposicao 1.6 Seja 1 < p < oo e suponha que 02 € C*. Entdo para toda f €
L3(2), o problema (1.24) admite uma tnica solu¢io v € H*(Q); além disso, existe

uma constante C' > 0, dependendo apenas de €2, tal que

lull @) < Cllfll2e)- (1.25)
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Desta vez vamos estabelecer alguns fatos sobre regularidade eliptica. Para isso,

consideremos um sistema

a rs a rs - .
Arsz_@ﬂii (a”(?_x]> +b07i,5=1,2,.... N,r,s =1,2,..., M, (1.26)
ag] € CONQ), 0 € L®(Q), 07 = a5, af) = alf". (1.27)

Suponha que o sistema (1.26) é fortemente eliptico, isto é, existe uma constante

e > 0 tal que

N M
para cada ¢ € RY, n e RM, a;?&mms > e (Z «53) (Z nf) . (1.28)
i=1 r=1

Por simplicidade, consideramos ainda

n€RM = bsn.mn, >0, (1.29)
o €D(O) = [ (65252 + 0700, ) do > el D [0y, (130)

Com isso, temos o seguinte resultado, que pode ser encontrado em Necas [24] pg.
260:

Lema 1.1 Sejam Q um dominio com fronteira de classe C*°, A,s o sistema (1.26)-
(1.80), g € [H¥2(0Q)M, f € [L2 ()M, u uma solugdo do problema A,qus = f. em
Q,r=12,...M, u= g sobre 0). Entao

ull g2y < CULFNFizayr + 19120000 (1.31)

Um resultado muito importante que faremos uso, e que pode ser encontrado em
Ladyzhenskaya [19], pg. 293, ou Friedman [15] pg. 189, é Teorema de Ponto Fixo

de Leray-Schauder, que enunciamos a seguir:

Teorema 1.5 (Leray-Schauder) Sejam X um espag¢o de Banach e T : [a,b] X
X — X uma transformagao tal que y = T\, x) com xz,y € X e X € [a,b]. Suponha

que:
a) T'(\, x) estd definida Vx € X e VA € [a,bl;
b) Para A fixo, T(\,x) € continua em X ;
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c) Para x € A, A C X limitado, T(\,x) € continua em X\, uniformemente com

respeito a x € A;
d) Para A fixo, T(\,x) € uma transformacao compacta;

e) Ezxiste uma constante M tal que toda possivel solu¢ao x de x = T'(\, x) satisfaz

]| x < M;
f) A equacao v = T(a,x) tem uma tunica solu¢io em X.
Entao, existe uma solucao da equagio x =T (b, x).
Um resultado 1til que usaremos com frequéncia é o seguinte:

Lema 1.2 Seja H um espago de Hilbert e w € H'(0,T; H), com u(0) = uy. Temos

a sequinte desigualdade:

[ utoas < (ks + [ [ lut)liar) as). (132

Demonstragao. Temos

d ) d
Sl = ), u)

= 2(w(t), u(?))
2w @) [l
el + lu®)l%

IA

IN

Integrando em ¢, temos

t t
HMM@SWM@+AWM@%@+4HMM@@

e usando o Lema de Gronwall, obtemos

wwwégf(mwz+éwm@MMQ. (1.33)

Integrando novamente em ¢, concluimos

[ ot <o (ks + [ ([ lular) as).
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O

Finalmente, um resultado conhecido e que sera usado constantemento no texto,

podendo ser encontrado por exemplo em Brézis [10] pg. 156, é o seguinte:

Lema 1.3 (Gronwall-Bellman) Sejam ¢ € L'(0,T;R) tal que 1) > 0 q.t.p. sobre
(0,T), e « uma constante ndao negativa.

Seja ¢ : [0,T] — R uma fungao continua satisfazendo

o(t) < a-+ /t¢(s)¢(s)ds, para todo t € [0, T].
0
Entao

o(t) < ael Vs para todo t € [0,T).
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CAPITULO 2

Solidificacao de material
viscoelastico: um modelo

simplificado

Neste capitulo apresentaremos resultados de existéncia e regularidade para o
primeiro sistema apresentado na introducao, ou seja, um modelo matematico que
descreve mudancas de fases com propriedades de viscoelasticidade, neste caso sem
a possibilidade de fluxo. Para isso, comegamos especificando as condicoes iniciais
e de fronteira, e as hipoteses sobre os parametros. Em seguida, introduzimos duas
aproximacoes adequadas do sistema, primeiro a de Yosida, depois uma por trunca-
mentos. Para o primeiro problema aproximado, obteremos existéncia de solugoes por
meio de argumentos de ponto fixo de Leray-Schauder. Para essas solucoes, através
de estimativas a priori, obteremos subsequéncias convergentes, cujos limites serao
solucoes do segundo problema aproximado. Finalmente, por um processo analogo
para se obter solucoes do segundo problema aproximado, obteremos solucoes do

problema original.
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2.1 Formulacao do problema

Como dito antes, estaremos interessados em estudar o seguinte problema:
O +1lxy—Ab0=g em x(0,7), (2.1)

Xe —Ax+W'(x)20—-0.+ |77(;L)|2 em Qx(0,7), (2.2)
ug — div((1 = x)n(u) + xn(ug)) + v(=A)us = f em Qx (0,7), (2.3)

sujeito as seguintes condicoes iniciais:

6(0) = 6, em €, (2.4)
x(0) = xo em (), (2.5)
w(0) =ug, w(0)=vy em, (2.6)

e as seguintes condigoes de fronteira:

u=Au=0  sobredf x (0,7), (2.7)
Onx =0 sobre 09 x (0,7, (2.8)
Opf =0 sobre 02 x (0,7, (2.9)

onde, como especificado na introducao, # denota a temperatura, x a proporgao local
de uma das duas fases (ou simplesmente o campo de fases), e u o vetor de pequenos
deslocamentos.

Vamos supor que o potencial W satisfaz as seguintes condig¢oes em (2.2):

W =3+7, (2.10)
onde
7y e C*([0,1]) e (2.11)
B: [0,1] — [0, +00] é prépria, s.c.i., convexa, com 3(0) > 0, (2.12)
Blo € Cioa(0,1). (2.13)

Observagao 2.1 A condigdo (2.12) implica em particular que existe uma constante

positiva M < oo tal que

—-M < B(l‘) para qualquer x € [0, 1].
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Temos, por exemplo, a fungio logaritmica 3(r) = rIn(r) + (1 — r) In(1 — r), para
r € (0,1), e a funcdo indicadora 3 = I}o,1) do intervalo [0, 1] satisfazendo (2.12)-(2.13)
(como visto na introdugao). A seguir, por uma questao de simplicidade, trataremos
ambas 83 e OW como fungoes § and W’. Vamos definir também ~ := 7', de modo

que (2.10) pode ser escrito como
W'=pB+~.

Como é usual, por composicao 3 induz um operador maximal mondétono, na qual

ainda denota
A dom(B) C L*(0,T; L*(Q)) — L*(0,T; L*(%2)),

com f(g)(z,t) = B(g(x,1)) para g € L*(0, T3 L*(Q2)) e dom(B) = {g € L*(0,T; L*()) :
Blg) € L*(0, T L*()) }.

Finalmente, sem perda de generalidade e também por simplicidade de exposicao,
tomamos 6, = 0.

Portanto, em vista do anterior, da identidade de Green (1.9), e de (1.4)-(1.5) e

(1.10)-(1.13), podemos escrever o sistema (2.1)-(2.3) na seguinte forma abstrata:

0t+lXt+AN9 =4dq,

2
u
Xt‘i‘ANX‘I'f"{"V(X):Q‘I'@v

up +H((1 = x)u) + K(xus) + vA%u; = f,

para algum & € B(x), e no caso especial em que as constantes de Lamé sdo a; = 0,
ay = 1 e a matriz de viscosidade dada por b;; =1 e b;; =0 parai # jet,j=1,2,3.

Esta formulacao nos diz que o sistema (2.1)-(2.3) pode ser considerado como
um caso especial de um contexto mais geral. De fato, nao apenas a parte elastica
pode ser generalizada, tomando diferentes matrizes elasticas e constantes de Lamé,
mas também os operadores A e Ay podem ser operadores uniformemente elipticos
de segunda ordem lineares com coeficientes suficientemente suaves independente do
tempo.

Entretanto, estas generalizacoes nao mudarao substancialmente os argumentos
matematicos e, por simplicidade de exposicao, vamos considerar a formulacao abs-

trata correspondente ao primeiro problema descrito na introducao
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Nesse sentido, estaremos interessados em resolver entao o seguinte problema de

valor inicial e de fronteira abstrato:

Problema 2.1 Encontrar funcoes 0,x,& : Q x [0,T] = R ewu: Q x [0,T] — R3
satisfazendo as condigdes iniciais (2.4)-(2.6), as condigoes de fronteira (2.7)-(2.9),

x(x,t) € dom(B) e &€ B(x) gtp. emQ x(0,7T),

€ as equacoes

2
u
Xe + Avx +E+7(x) =0+ |n(2)| : (2.15)
wy + H((1 = x)u) + K(xus) + vA*u, = f. (2.16)
As hipoteses sobre as funcgoes dadas e condicoes iniciais sao
g€ HY(0,T; L*(Q)), (2.17)
f € L*0,T; L*(2)), (2.18)
0y € H3(92), (2.19)
Xo € Hy (%), (2.20)
ug € H*(Q), vy € H*(Q). (2.21)
Além disso, permitimos que xo “toque as barreiras de potencial”, isto ¢€,
0 < min xo(z) < max yo(z) < 1. (2.22)
z€eQ) e
satisfazendo
Xo € dom(p). (2.23)

Nestas condig¢oes, podemos provar o seguinte resultado, o qual é o principal deste

capitulo:
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Teorema 2.1 Suponha (2.11)-(2.13) e (2.17)-(2.23). Entao existe (0, x, &, u) resol-
vendo o Problema 2.1 com a sequinte reqularidade:

0 € H'(0,T; L*(2)) N L*(0, T; H()),

x € HY(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H' (%)),

¢ € L*0,T; L*()), €€ B(),

u € W (0,T; L*(2)) N H (0, T; H*(Q)).

)
)

2.2 Problemas aproximados

Introduzimos nesta se¢ao um problema aproximado que na verdade é uma versao
regularizada das equagoes (2.14)-(2.16), cujo limite serd solu¢ao do Problema 2.1.
Provaremos existéncia e unicidade de solucao para este problema aproximado.

Introduzimos inicialmente dois operadores de truncamento T}/ e 7, definidos

COomo segue:

11
s se s € [——,—]
Tye(s) =14 1 € € (2.24)
—sign(s) caso contrario,
€
e
0 se s<0
7(s) =14 s se s€|0,1] (2.25)
1 se s>1.

Dado i > 0, vamos considerar a aproximacao de Yosida do operador maximal
mondétono 3, que denotaremos por f3,. Desse modo, vamos considerar a seguinte

versao regularizada e truncada do Problema 2.1:

Problema 2.2 Seja € > 0 fizo. Dado p > 0, encontrar 0", x*: Q x [0,T] — R e
ut: Q x [0, T] = R? satisfazendo

0y +xi + An0" =g, (2.26)
wY|2

X+ A + 000 +20) = 0+ T (100

s — Hr (1= x4 KO0l + v AP = (229
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sujeito as mesmas condicoes iniciais e de fronteira do Problema 2.1.

Para este problema, através de argumentos de ponto fixo de Leray-Schauder,

vamos provar o seguinte resultado:

Proposigao 2.1 Suponha (2.11)-(2.13) e (2.17)-(2.23). Entao existe (6", x*,u")
resolvendo o sistema (2.2) com a regularidade

0" € H*(0,T; H'(Q)") n W (0, T; L*(Q)) N H(0,T; H(Q))

NL>(0, T; H (),

X" € H?(0,T; H'(Q)) nWh>(0,T; L*(Q)) N H'(0,T; H'(2))

NL>(0,T; H3 (),

ut € H*(0,T; L*(Q)) N Wh>(0,T; H*(2)) N H*(0,T; H(Q)).

)
)
)
)

Note que as solugoes 0", x* e u* dependem dos truncamentos, em particular
dependem de e. Entretanto, vamos omitir a dependéncia de €, para facilitar a
notacao.

Apoés provarmos existéncia de solucao para o Problema 2.2, através de estimati-
vas independentes de u, passaremos ao limite quando p — 0T, encontrando assim
fungoes 6¢, x¢, £ e u¢, dependendo de ¢, que satisfazem x© € dom(B) e £ € B(x°).
Este tltimo fato implica em particular que 0 < x¢ < 1, V (z,t) € Q x [0,T], e
portanto 7(x¢) = x¢ e 7(1 — x°) = 1 — x5; isto é, podemos desconsiderar o operador
de truncamento 7 quando trabalharmos com estas funcoes limites.

Usando estes resultados, provaremos facilmente que 6¢, x¢, &€ e u sao solugoes

do seguinte problema:

Problema 2.3 Para qualquer ¢ > 0, encontrar 6, x,£ : Q x [0,T] — R e u :
Q x [0,T] — R? satisfazendo

0; + Ix; + An0“ = g, (2.29)
€ € € € € |77<u6)|2

Xi + AnXS+ & +(X) = 0+ Ty (o), (2.30)

£ € B(x)

gy — H((L = xu) + K(xuf) + vA%u; = f. (2.31)
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sujeito as mesmas condicoes iniciais e de fronteira como no Problema 2.1.

Como proximo passo, obteremos estimativas adequadas independente de €. Estas
estimativas permitirdo, quando ¢ — 0%, extrair subsequéncias 6¢, x¢, £¢ e u¢ que

convergem para solucoes do Problema 2.1 original.

2.3 Existéncia de solucoes para o Problema 2.2

Aplicaremos o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder. Para isso, vamos cons-
truir um operador Ty, 0 < X < 1, sobre o espago de Banach B := H'(0,T; L*(Q2)) x
HY (0, T; WH4(Q)), que serd a composigao de outros dois operadores, definidos como

segue.

2.3.1 Construcao do operador solucao do Problema 2.2

Comecamos considerando o seguinte problema de valor inicial associado com a

segunda equagao do Problema 2.2:
Problema 2.4 Dados (6", 7") € B, encontrar x* : Q x [0,T] — R satisfazendo a
condig¢ao inicial (2.5) e a equagao

_ )2
V4 A + Bu0¢") + A") =A@ + T (1)

))em Qx (0,7). (2.32)
Temos entao o

Lema 2.1 Suponha (2.11)-(2.13), (2.20) e (2.22)-(2.23). Entdo, para cada (6", ") €

B, o Problema 2.4 possui uma unica solugao x* satisfazendo
Xt e Whe(0,T; L*(Q)) N HY(0,T; H' () N L>(0, T; H%()). (2.33)

Demonstracgao. Por simplicidade de notacao, denotemos

(@)
2 )

E“ = 9” + Tl/e(
Agora, note que para todo (gu,ﬂ“) € B temos
w' e HY(0,T; L*(Q)). (2.34)

27



Em particular, w* € L*(0,T; L*(Q)), e portanto, pela Proposigao 1.5, o problema

(2.4) tem uma tnica solugao
X € HY0,T; L*()) N C°([0, T); H(Q)) N L*(0,T; Hx (). (2.35)
Assim, em vista de (2.11) e (2.35), temos que
v(x*) € H'(0,T; L*()). (2.36)

Procedemos entdo como na demonstracao de Rocca-Rossi [28], Lema 4.2, ou seja,
testamos a equagao em (2.32) por (Anx* + 5.(x")): e integramos no tempo. Por-

tanto, temos

! 1
[ IV + 5140 + A0 Dl + [ [ ey
< IxolBmgey + 18 000) ey + o (2.37)

onde estimamos [0 como segue

I, = )@“ — YO (AN + Bu(X™):

< / / @ — 7 () AN + Bu(x™)
+ / () — 7O () (A" (8) + B (1)))]
/ (A@(0) = 7(x0))(AnXo + BulX0))|

IN

Z(HXUHHQ(Q) + 18u(xo) 720y + 1ANX" (1) + Bu (X ()1 72())
+2/[@" + () o022

1 t _
+3 ( / AN + B 20y + " + v(xﬂ>||%p<o,T;Lz(m)) L (238)
0

a tltima desigualdade seguindo de (2.34) e (2.36). Notando, pela Proposicao 1.3 i),
que |B.(x0)| < |Bo(xo)|, temos B,(xo) € L>*(12), independente de p. Além disso,
como 3 é monétono, temos que 3, é mondtono, e portanto BL(X“) > 0. Com essas
observagoes, usando (2.37)-(2.38), podemos aplicar o Lema de Gronwall e usar a

estimativa da Proposicao 1.5 para x* e obter
[ANX" + BuOX) | 0220y + IXE 20,7301 (2)) < € (2.39)
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Agora, usando a monotonicidade de (3, temos

[ v aeo) = [ Ivenrsoem) 2o, vee o)
Q Q
o que nos permite obter a seguinte desigualdade:

[ Anx" + ﬂ#(X“)“%W(O,T;L?(Q)) > ||ANX“||%OO(0,T;L2(Q)) + Hﬁﬂ(xu>H%OO(O,T;L?(Q))'(QAO)
Portanto, de (2.39) e usando regularidade eliptica, temos uma estimativa para y* em
L>(0,T; H3(Q)). Além disso, de (2.39), temos uma limitagao para || x4 || .20.7;171 (0))-

Escrevendo a equacao em (2.32) como

= Ay = 5,000 = ) + 2@ + 7y, (1)

notando que y(x*) € L=(0,T;L*(Q)), pois x* € L>*(0,T;L*(Q)), e usando as
estimativas obtidas acima, obtemos uma limitacao para ||x}'|| Lo (0,7;22(02)), € portanto

a regularidade desejada. 0
Observagao 2.2 Quando x* € limitado em H'(0,T;L*(Q)) em relacio a p, te-
mos o mesmo para Y(x*). Além disso, quando temos 0" também limitado em
HY0,T; L*(Q)) em relagao a p, como Ty (In(u*)|?/2) é limitado independente de
i, temos que as estimativas (2.37)-(2.40), valem independentes de p. Mais adiante

veremos que x* e 0% cumprem as limitagoes citadas.

Defina X := Wh(0,T;L*(Q)) N H'(0,T; H(Q)) N L>(0,T; H%()). Con-
clufmos do Lema 2.1 que o operador solu¢iao T} associado ao Problema 2.4 estd
bem definido de B em X para todo A € [0, 1].

Continuamos agora considerando o seguinte problema de valor inicial associado

a primeira e terceira equagoes do Problema 2.2:
Problema 2.5 Dado x* € X, encontrar 0" : Q x [0,T] > R eu*: Q x[0,T] — R?
satisfazendo as condigdes iniciais (2.4) e (2.6) e as equagioes
0y + Ix} + AnO* = Ag em Q2 x (0,7), (2.41)
uby + H(T(1 — x")ur) + K(r(x")ul) + vA%ul = N\f em Q x (0,T). (2.42)
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Temos assim o seguinte resultado:

Lema 2.2 Suponha (2.17)-(2.19) e (2.21). Entdo para cada x* € X, existe uma

tnica dupla (0", u") que € solugdo do Problema 2.5 com a sequinte reqularidade:
O € L*(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*(Q)), (2.43)
ut € H?(0,T; L2(Q2)) N Whe(0,T; H*(Q2)) N HY(0, T; H4()). (2.44)
Demonstracao. Como as duas equagoes sao desacopladas, vamos analisi-las sepa-
radamente. Por simplicidade, vamos omitir temporariamente o indice p na equagao.
Existéncia de solugao para a equacao (2.42) segue do método de Galerkin. De fato,

seja {w; };>1 uma base ”especial” para H?((2), isto é, autofungoes associadas ao pro-

blema

(AQwhv) = A?(whv)? ‘v’v,wi € H2<Q)7

Seja V™ o espago gerado por wy, ..., w,,. Para cada m > 1, estaremos interessados
em encontrar uma solucao aproximada u™ da segunda equagao de (2.42) com suas

respectivas condigoes iniciais, no seguinte sentido:

u"(t) =Y gim(t)w; (2.45)
i=1
satisfazendo a seguinte equacao,

(u?tza Um) + aT(l—X”)(uma Um) + bT(X”)(“?? Um) + I/(AQUT, Um) = (fv Um)? (2'46>

u™(0) = uom (2.47)
;" (0) = vom, (2.48)
Yo e V',

onde U, € Vo, $20 projecoes ortogonais em H?(Q) de g e vy respectivamente, sobre
o espaco V™.

Desse modo, obtemos um sistema de equagoes diferenciais ondinéarias de segunda
ordem, pela qual tem tunica solucao na teoria de equacoes diferenciais ordindrias

usual.
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Buscaremos agora estimativas a prior: para u* independentes de m. Conside-
rando entao em (2.46) u}" como funcgao teste, obtemos, integrando no tempo, usando

desigualdade de Young, (1.6), (1.8) e regularidade eliptica,

S O+ C [ 1y < Floomlsey + € | N o

t t
e ( | e+ [ ||f||%2(m). (2.49)
0 0

Escolhendo € suficientemente pequeno, usando a desigualdade (1.32) e o Lema de

Gronwall, temos
w limitada em L°°(0,7T; L*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)), (2.50)

e portanto, usando desta vez a desigualdade (1.33) na demonstragdo do Lema 1.2,

obtemos
u™ limitado em W'*(0,T; L*(2)) N H'(0,T; H*(Q)). (2.51)

Agora, consideremos em (2.46) A?u!™ como fungao teste. Obtemos, integrando

no tempo, as seguintes estimativas:

| ) = SO ey = 3l At (2:52)

t
/ / H(T(1—x")u™) - AP = I + I, (2.53)
0 JQ

onde

= | [ o= ) - ang

IN

t
c / ™ sz | A% ey
0

IN

t
(J/ g™ [ 2o [|[u™ || 2 (02)
0

t t
! / e Zragey + C / 1™ ey (2.54)

IN
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L] = V(=) A

< C/O 1A% || 22 |V X 2o I (w™) || 2s )
t

< c / e L I Lz o™ 2
0

t t
< e / e 20y + C / ™ 2 (2.55)

A ultima estimativa segue do fato que x* € X e de imersao continua do Teorema

1.1. Além disso, temos

// ) - AU = I3+ Iy, (2.56)

onde
|I3] = mdiv(n(u™)) - A2ul
< c / e Lz A% 2
t t
mll2 m||2
< < / e 2y + C / . (2.57)
e
t
- Azu?-mumwx“»\
Q

t
< c / VA eyl Loy

t t
< e / e 20y + C / . (2.58)
0 0

Temos ainda, por (1.25), que

t t
/O/QAQUt ut —/ HA2 ||2LQ(Q) ZC/O ||U?1HH4(Q). (259)

Finalmente,
t t t
/ / foA < / 1 20y + C / 11220 (2.60)
0 0 0
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Logo, somando (2.52)-(2.60) e usando a desigualdade (1.32), obtemos

Clla Ol +C [ ol < 5l Avom ey + 5 [ 1 g

t t s
+C (/ HUTH%P(Q) + [Juol| 720 +/ (/ Huf‘(r)Hip(Q)dr)) .
0 0o \Jo

Desse modo, podemos escolher ¢ > 0 suficientemente pequeno e aplicar o Lema

de Gronwall para concluir que

u™ ¢ limitada em Wh°(0,T; H*(2)) N H'(0,T; HY(Q)). (2.61)
Escolhendo uj} como fungao teste na equagao (2.46), obtemos facilmente

ez < Cll = (1= W™ = K () = vARa? + M.
Usando as estimativas obtidas acima e observando que x* € X, temos
ul limitada em L*(0,T; L*()). (2.62)
Notando que temos as imersoes compactas
H*(Q) C H*(Q) Cc H'(Q) C L*(Q),

podemos entao usar os métodos de compacidade da Proposica 1.1, obtendo assim a
existéncia de uma subsequéncia de v, que por simplicidade nao renomearemos, e

uma funcao u* tal que as seguintes convergéncias sao validas:

u™ >t in H2(0,T; L)) nWhe(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; H*(Q)), (2.63)

u™ =yt in H*(0,T; L*(Q)) N HY(0,T; HY(Q)), (2.64)

u™ = u” in CY0,T; HY(Q))N HY(0,T; H*(Q)).  (2.65)

Essas convergéncias nos permite ainda passar o limite quando m — 400 na equagao

(2.46) e concluir que u* é uma solugao da equagao (2.42). Usando uma imersao do
Corolério 1.1, concluimos ainda que u* € H(0, T; Wh4(Q)).

Para provar unicidade, considere duas solugoes uf,uf de (2.42) e defina u* :

uf — uh; a funcao ut satisfaz a seguinte equagao:
ub 4+ H(T(1 — ")) + K(r(x*)ul) + vA%ul = 0. (2.66)
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Multiplicando (2.66), por u}', integrando e usando (1.6) e (1.8), temos

IO+ [ TtV < [ 1ot +Co [ 10 267

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, usando a desigualdade (1.32) e o Lema

de Gronwall, obtemos

SO+ [ e <

ou seja, uf = 0 q.t.p. em Q x [0,7]. Assim, podemos concluir, da desigualdade
(1.33) da demonstragao do Lema 1.2, que u* = 0 e portanto a equagao (2.42) possui
Unica solucao.

Resta entao analizar a primeira equagao (2.41). Como x* € X, em particu-
lar temos \g — Ix4 € L*(0,T; L*(f)), e portanto pelo Teorema 1.4 (Regularidade
Parabdlica), existe uma tunica solugdo 6* da equagao (2.41) com a seguinte regula-
ridade:

0" € L*(0,T; H*(Q)) N H*(0,T; L*(2)).

0

Seja T o operador solugao do Problema 2.5. Do Lema 2.2 acima, temos (6, u*) €
B e portanto o operador T} est4d bem definido para todo A € [0, 1].

Definimos assim a familia de operadores Ty : B — B como a composi¢ao Ty :=
T?oTy. Os resultados acima permitem concluir que T estd bem definido para todo
A€ [0,1].

2.3.2 Propriedades do operador T

Nesta secao vamos provar algumas propriedades do operador definido na secao

anterior que serao necessarias para a aplicacao do teorema do ponto fixo de Leray-
Schauder.

Comecamos com o seguinte:

Lema 2.3 O operador T\ definido na secao anterior € continuo em relacdo a A,

uniformemente em subconjuntos limitados de B.
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Demonstracao. Consideremos 0 < A, A < 1, ¥ = T/\li(gﬂ,ﬂ”), 0 ul'y =
T3 (X)), e defina (0#, x*,ut) == (0} — 05, x} — x4, uf — uf). Temos assim a tri-

pla (0*, x* ut) satisfazendo q.t.p. em Q x (0,7 as equagoes

Xt + AN+ B = Buxg) +7(xE) —v(xy) = (M — M)W (2.69)

ue + H(T(1 = x)u") + H((T(1 = x1) = 7(1 = x5))uy) + K(r(xX1)ur)
HE((T(XY) = 7(X5))0uy) + vA*uf = (A = Ao)f (2.70)

e as condicoes iniciais

Buscaremos agora estimativas para y*, 0 e u* que dependam da diferenca A\; — A,
o que implicara na continuidade do operador T em relagao a \.
Comegamos testanto a equagao (2.69) por x* e integrando no tempo. Usando o

fato que 3, e v sao funcoes Lipschitz, temos

fewr [ fweese [ fuersonr [[f=

e entao, usando o Lema de Gronwall, obtemos

t
/(X“(t))2 +/ / IVXH? < ClA = Ao (2.71)
Q 0 Jo
Agora, testamos a equagao (2.69) por x}' e integramos no tempo para obter
t ) 1 ) t t
| Wt + 5190l < € [ [ etet+ =) [ [ i
6/ HXt HLQ(Q)—i_C/ HXM”LQ —|—C )\1 )\2 / /|w| 272
0

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno em (2.72) e usando (2.71), concluimos

que
X" 120,181 @m0, 020)) < ClA1 — Ag (2.73)
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Testamos agora a equagao (2.69) por Ax* e integramos no tempo:

1 t t t
5 [rvewrs [ [ <o [ [ et [ [ llavy
Q 0 JQ 0 JQ 0 JQ
t t
<o [1avpec [ [per
0 JQ 0 JQ

t
+ Oe\Al—AQP/ /Q|w|2. (2.74)
0

XN 20,7512 (0)) < ClAL = Agl. (2.75)

Obtemos que

Desta vez, testamos a equagao (2.69) por (Ax* + 3,(x}) — B(x%)): e integramos no

tempo:
[ 19+ [ [t - g8
LAV + 8,060 = B,0E ) B
-/ t 100 =221 = (06 = CENAN" + BuaD) = B (276)
Integrando por partes, temos
[ 100 = Ao = /0t = ORI + 5u0) - B8
100 = X300 ~ (OEE) = SOOI + 50 ~ B 0)
< = [ ol A + 8.00) - Btz
+0 [ Nl At + 5u0t) - Bl

e / I s | AX + Bu(¢) — B
A = A)@(t) — (YO () = vOEEON 720
LA (1) + B0 (1) — B0 D) aio277)

Usando o Lema de Gronwall, que v é Lipschitz, que ﬁ; é limitada (pois §, é Lips-
chitz), (2.73) e (2.75), nao ¢é dificil concluir que

X" Lo 0,732 @) nE (0,381 () < CAL — Aal. (2.78)
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Agora, testamos a equagao (2.68) por 0" e integramos no tempo:

s Lo [ [wor < e [ [ove [ [oer
. /0 /Q (0my? (2.79)

onde, pelo Lema de Gronwall e por (2.78), temos
1091 Lo (0,7; 2@ nE2 0,511 () < ClA1 — A2 (2.80)

Testamos desta vez a equagao (2.68) por 0 e integramos no tempo:

t t t
/ / 017 + / VOWOE < G — f? / / #2+C. / / ()2
0 Q Q 0 Q 0 Q
t
woe | [ (2.81)
0 Q

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, somando (2.79) e (2.81), usando o Lema

de Gronwall e (2.78), concluimos que
1091 oo (0,711 () E (0,7522(0)) < ClAL — Ao (2.82)

Finalmente, testamos a equagao (2.70) por A%u}’, integramos no tempo e esti-

mamos termo a termo:

t
1
| [t 2t = A ) (28)
0 JQ

/Ot /Q H(T(1 — xut) - Al =1 + I, (2.84)

onde, usando que 7(1 — x*) <1 — x*, temos
= | [ [0 xtdietae - A
< [ [ —xtidtuian)

t
< c / 11— o A% oz 2
0

t t
< 6/ I\A%fe‘llizmﬁ(fe/ 11 = XML o 1 2 (2.85)
0 0
37



AQU? (uf)V(r(1 = xY))

< //|A2 Hlin(w)] 19 (r(1 = )]

< [ 1A% i I s 9

< / 1A% | e IV 5 s I oy

< c / 1A% ozl sy Iz
0

IA

t
[ 1A e+ OO iy [ Iy 259

/ t [0~ = 70t A% = (2.87)

onde, similarmente, podemos estimar

t
[Is] < C/O Xz (0 | A%t | 2y 0 | 2

t t
< e / A2 2oy + Collid | o220 / e (288)
0 0

t
L < c / et 2 ¢z | A%
0

t t
< 6/0 ||A2U?||iz(g)+CEHUS‘|IL«>0<0,T;H2<Q)>/O X2y (2:89)

Além disso, temos

onde

L] = “div(n(ul)) - Aul

< / ey A2 | 2

t
‘ / e yagey + Ce / . (2.91)
0 0

IN
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=[] A ) (0|

t
< / 1A% e () v |5 oy
0

t
< c / a2 e 1 4202 | 2y
0

IN

t t
‘ / e sy + Ce / . (2.92)
e temos
t
| [ Kt = riagaus) - At = 14 1 (2:99)
0 Q

onde

[I7| =

/Ot/Q(T(XT) — (X)) div(n(0pul)) - A%ul
o [ [ e tiimoatyyiac

IN

IN

t
c / ¢ a2 9o e | A% 2
0

IN

t t
6/0 HA2UQ‘II%2(Q)+Ce\|x”||Loo<o,T;H2(m>/0 0 |y (2:94)

n = | [ [ Ao vion )

t
< c / / A2l (O |V x|
0 9]

t t
< 6/0 IIAQU?Hiz(Q)+Ce!|X“HLoo(o,T;H2(m>/O 105 2y (2.95)

Temos também

t t
y/ /A%;;.A?u;; - ,// 1A% |22, (2.96)
0 Q 0

Finalmente,

t t
(A1 — A / / £ A < O = Ml oronza + € / | A% 220, (2.97)
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Somamos (2.83)-(2.97), usamos a desigualdade (1.32), imersoes do Teorema 1.1, e

aplicamos o Lema de Gronwall para concluir que

||| 0,119 (00)) < ClAL — Ag, (2.98)
e portanto, novamente por imersao do Teorema 1.1,

| || 1 o, a(e)) < ClA — Agl. (2.99)

Por (2.82) e (2.99), concluimos que T} é continua em A, uniformemente em subcon-

juntos limitados de B. O

Lema 2.4 Cada possivel ponto fizo de Ty € limitado em B := H'(0,T; L*(Q)) x
HY (0, T; WH4(Q)), para todo X € [0,1].

Demonstragao Vamos estimar agora o conjunto de todos os pontos fixos de Ty em

B. Cada ponto fixo (0*, ut) € B satisfaz o seguinte problema:

0 + Ix} + AnO" = Ag em Q x (0,7)(2.100)
X AN+ Bu(0) + () = A0+ T1ye(P25)) e Q x (0, T)(2.101)
uly — H(T(1 — xM)ur) + K(t(x*)ul) + vA%ul = Af  em Q x (0,7)(2.102)
sujeito as condicoes iniciais

61(0) = 6, em 9,
X*(0) = xo em €,

w(0) = ug, u(0) = v em 2,

e as mesmas condicoes de fronteira do Problema 2.1.

Comegamos testando a equagao (2.101) por x* e integramos no tempo

s [rewrs [ [owr < ave [ [

t
1
+ //H”X”+§HX0HL2(Q)- (2.103)
0 Q
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Agora, testamos a equacao (2.100) por * + [x* e integramos no tempo

/If)“ + () + //|v9~|2+z//v9ﬂvx

= 5”90 + lXoHZLz(Q) —l—/ /g(@“ +Ix"). (2.104)
0 Jo

Multiplicando (2.103) por 1+ 3{* e somando com (2.104) obtemos sem muita difi-
culdade

1 1 I
L (geror+500@2) + 5 [ [averp 419w
o \ 6 2 2 Jo Ja
< CO A+ [|6oll720) + IIxoll 7o) + ; 1911720
t
+ C/ /(\9“|2+|x“!2)- (2.105)
0 Ja
Aplicando o Lema de Gronwall, temos
X", 0" limitados em L*°(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)), (2.106)

sendo a limitagao (2.106) independente de p.

Testamos agora a equagao (2.101) por x} e integramos no tempo:

//w 3 IR+ [ B <C+6//|xé‘|2
+C. (/O /Q|X“F+/O /QWP). (2.107)

Usando (2.106), a Observagao 2.1 para B e 0 Teorema 1.2 (lembrando que = 83),

temos
/ Bu(x") < M|Q| < +o0
e portanto, usando o Lema de Gronwall, obtemos
x4 limitado em L*(0,T; L*(Q2)), (2.108)

com a limitagao (2.108) também independente de p.
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Testamos a equagao (2.100) por 0 e integramos no tempo:

t 1 1 t
/ / oo 1 2 / VODR < (VO Zae) + - / / oo
0 Q 2 Q 2 0 Q
t t
+ z/ /|X;;|2+/ /g2. (2.100)
0 Q 0 (9]

Por (2.108), temos 6, € L?(0,T; L*(2)), e portanto
0" limitado H'(0,T;L*(9)), (2.110)

com a limitagao (2.110) também independente de . Vamos buscar agora estimativas
para u*. Antes disso, precisamos de mais uma estimativa para y*. Do fato de 6*, y*
serem limitados em H'(0,T; L*(Q)) e de T} /e(M) ser limitado, de forma similar

2
a feita em (2.37)-(2.40), temos
x* limitado em L>(0,T; Hx(9)). (2.111)

Procedendo de forma semelhante a (2.83)-(2.97) e usando (2.111), temos u* limitado
em H'(0,T; H*(Q)), e portanto

u” limitado em H'(0,T; W'*(Q)). (2.112)
Assim, podemos concluir de (2.110)-(2.112) que existe M > 0 tal que
16", u*)[p < M.
U

Observagao 2.3 Como visto na demonstracao do Lema 2.4 acima, as limitagoes
(2.106), (2.108) e (2.110) independem de . Segue desse fato entao que as limitagoes
da Observacdao 2.2 sao vdlidas.

Além disso, se temos T'c(|n(u®)|?/2) limitada em L*(0,T; L*(?)) em relagdo a
€, entdo as estimativas (2.103)-(2.105), (2.107) e (2.109) nao dependem de €, ou
seja, as limitagoes (2.106), (2.108) e (2.110) também ndo dependem de €.
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Lema 2.5 O operador Ty é continuo e compacto sobre B, para cada A € [0, 1].

Demonstracao Antes de mostrar continuidade e compacidade de T sobre B, vamos
buscar algumas estimativas adicionais. Comecamos diferenciando a equagao de x*

do Problema 2.4, testamos por J~'(x%), e integramos no tempo:

t
/ ”Xft”%]l(ﬁ)’ < Ig+ Lo+ I1n + Lo, (2.113)
0
onde

1 t
Iy = <C/ I 1 @) Z/0 IXGllFr s (2:114)

/ \oVAva

ho = T (k)
< 100+l [ 17 izt
1 t
< 3 [ Il + € [ It (2.115)

de modo que, para estimar Iy usamos que 3, e 7 sao Lipschitz, e que x* €
L>(0, T HG(9));

Iy = efJ_l(XZs)

1/6 <

t
< O||77(U“)||L°°(0,T;L4(Q))/ ||77(Uf)||L4(Q)||X$||H1(Q)’
0

1 [t t
= g/ ||XZ5H§{1(Q),+2/ 10411320y (2.116)
0 0

Ly =

) ()T ()

IN

1 t t

5 | Wl + Cle gy | Wbl (2117
Somando (2.113)-(2.117), concluimos que

X" limitado em H?(0,T; H'(Q2)"). (2.118)
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Diferenciamos agora a equagao (2.41) do Problema 2.5, multiplicamos por J~(64;),
integramos no tempo e usamos (2.118), obtendo de forma semelhante a feita em
(2.113)-(2.117)

0" limitado em H?(0,T; H'(Q)'). (2.119)

Desta vez, testamos a equagao (2.41) do Problema 2.5 por 6.’ e integramos no tempo:

[ fored [woor < swole o [ [
w3 feree [ [or
+ i/ot/ﬂ(ﬁé‘f- (2.120)

Recordando a desigualdade (2.39) para x*, obtemos
0" limitado em L(0,T; H'(Q)). (2.121)

Agora, testamos a equagao (2.41) por Ax6.' e integramos:

¢ 1 1
/ / vorR 4 / ANO DO < [ A0 (0)[22(0) [ gavtt
0o Ja 2 Jq 2
t
0
1 9 t
< §||90||H29 w| [ oo + | [ gwanence
ool [ [eew
9]
< ||90||H2 +OHQHHI (0,T;L2())

T / / A0 4+ / A0 (1)
2 0 Q 4 Q
t 1 t
+ C/ /yvm%-/ /|V0§‘\2. (2.122)
0 Q 2 0 Q

Recordando novamente a desigualdade (2.39) para x*, usando regularidade eliptica

e o Lema de Gronwall, obtemos
0" limitado em H*(0,T; H*(Q)) N L>*(0,T; Hy(S2)). (2.123)
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Agora, escrevendo a primeira equagao do Problema 2.5 como
01 = —Ix} — AnO0" + \g
e usando as estimativas obtidas acima, obtemos
0! limitado em L*(0,T; L*(Q)). (2.124)
Finalmente, procedendo numa forma semelhante a feita em (2.49)-(2.62), obtemos
u” limitado em H?(0,T; L*(Q)) N W (0,T; H*(2)) N H'(0, T; H*(R)). (2.125)

Vamos agora a demonstracao do Lema. A compacidade de T sobre B segue
diretamente das estimativas (2.119)-(2.125) e por métodos de compacidade da Pro-
posicao 1.1. De fato, seja (6%, u/) uma sequéncia limitada em H'(0,T; L*(Q)) x

HY0,T; Wh4()). De (2.119)-(2.124), temos
0" limitada em H?(0,T; H*(Q)) N W (0, T; L*(Q)) N H (0, T; H'(Q))
NL>(0,T; Hy ()

e a limitagao (2.125) para u#, ambas independentes de n. Notando novamente que

temos as imersoes compactas
HY(Q) c H*(Q) c WH4(Q) c H'(Q) c L*(Q),

podemos usar entao os métodos de compacidade da Proposicao 1.1 para obter uma
subsequéncia (que por simplicidade nao renomearemos) e fungdes 0 e u* tais que

as seguintes convergencias sao validas, para todo 1 < p < oo e para todo p > 0:

OF — 0" em WP(0,T; L*(2)) N H' (0, T; H=7(Q)) N LP(0, T; Hx (),
u' — ut em HY0,T; H*P(Q)) N WP(0,T; H*(2)) N CH0,T; H**(Q)).

Em particular, temos (6, ut) — (0", u*) em H'(0,T;L*(Q)) x HO,T; WH(Q), e
portanto o operador T} é compacto.
Para provar que T) é continua sobre B, tomamos uma sequéncia {(6.,7")} em

B tal que

(@), a") — (0,7) fortemente em H'(0,T; L*(Q)) x H'(0,T; W4(Q)), (2.126)

n -'n
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e consideramos y* := T1(#.,,@") para todo n € N. De (2.35), (2.39)-(2.40) e (2.118),

n -'n

temos
X limitada em H?(0,7T; H'(2)") nWh>(0,T; L*(Q)) N H*(0,T; H(Q))
NL>®(0,T; Hx(2)).
Segue dos métodos de compacidade da Proposicao 1.1, que existe uma subsequéncia,

que por simplicidade nao renomearemos, e uma funcao x* tal que as seguintes con-

vergéncias sao validas, para todo 1 < p < oo e para todo p > 0:
Xp = x* em C1(0,T; H'(Q)") N C°(0, T; H**(Q)),
Xh = X" em WHP(0, T; L*(Q)) N H' (0, T; H*(Q)) N LP(0, T; H (),
Xh = X! em H?(0, T; H'(Q)') 0 HY 0,75 HY(Q2)) N L*(0, T HY ()
xS em H2(0,T; HY(Q)) n Whe(0,T; LA(Q)) N HY(0,T; H'(2))
NL>®(0,T; H%(Q)). (2.127)

)

Além disso, das convergéncias acima se conclui facilmente que x* satisfaz a condigao
inicial (2.5). Usando (2.126)-(2.127), é fécil passar o limite na equagao do Problema
2.4 e concluir que
X=T0" ).

Portanto, concluimos que as convergéncias em (2.127) valem ao longo de toda
sequéncia {x#}.

Consideramos agora a sequéncia (0%, ut) := T2(x*) = Tx(9,,,@"). De (2.119)-
(2.124), obtemos

6" limitada em H?(0,T; H'(Q)) nW'>(0,T; L*(Q)) N H'(0,T; H'(Q))

NL>®(0,T; H3(Q)).

Em vista de (2.125) e por métodos de compacidade da Proposigao 1.1, deduzimos

que existem subsequéncias adequadas (as quais nao renomearemos) de {6} e {u#},

e duas fungoes limites 0" e u* tais que para todo 1 < p < oo e para todo p > 0:
u — ut em HY0,T; H*P(Q)) N W0, T; H*(2)) N CH0,T; H**()),
u' — vt em H?(0,T;L*(Q)) N H0,T; H*(Q)) N HY (0, T; H*(2)),
w' S outem H2(0,T; LA(Q) n WEee(0,T; H*(Q)) N H* (0, T; H*(2))(2.128)
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enquanto que, para {6} e 6#, as mesmas convergéncias como em (2.127) sdo vélidas.
Em particular, u* — u* em H(0,T;W'4(Q)), e portanto

(0", ut) — (6", u") fortemente em H'(0,T;L*(Q)) x H*(0,T; W*(Q)). (2.129)

n»-'n

As convergéncias em (2.128) e (2.127) relativas a 6* permitem concluir facilmente
que 6* e u* cumprem as condigoes iniciais (2.4) e (2.6) respectivamente.

Observe que, pela definicao do operador 7, temos
[TOcn) = 7O < I = XH,
e pelas convergéncias (2.127) de x*, temos em particular que
T(xh) = T(x") em C(0,T5 H'(Q)),

o mesmo valendo para 1—x*. Com isso e as convergéncias (2.128) para u, facilmente
se passa o limite na segunda equagao do Problema 2.5 e conclui-se que o par (u*, x*)
satisfaz esta mesma equacgao sobre €2 x (0, 7).

De forma semelhante, as convergéncias (2.127) para {x*} e {#*} nos permite
concluir que (6, x*) satisfazem a primeira equagao no Problema 2.5 sobre Q2 x (0, 7).

Concluimos dessa forma que
(0%, u) = T3 (x*) = Ta(0", ),

e que (2.129) valem ao longo de toda a sequéncia { (0%, ut)}.

n’'n

Mostramos assim que o operador T é continuo e compacto em relacao a B. [

Observagao 2.4 Das Observagoes 2.2 e 2.3, temos que x* € limitado em H'(0,T; H'(Q))
em relagdo a p. Logo, as estimativas (2.120)-(2.122) sao independendentes de yu, e
portanto as limitagoes (2.123) e (2.124) independem de .

2.3.3 Demonstracao da Proposicao 2.1

Para podermos aplicar o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder, falta ainda
observar que para A = 0, o Problema 2.4 possui unica solucao devido a Proposi¢ao

1.5. Com essa informacao, é facil ver que, para A = 0, a primeira equacao do
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Problema 2.5 possui tnica solugdo pela teoria de equagdes parabdlicas (Teorema
1.4), e que a segunda equacao do Problema 2.5 possui tinica solugao pelo método de
Galerkin (conforme demonstragao do Lema 2.2).

Com isso, e os Lemas provados anteriormente, estamos em condicoes de usar o
teorema do ponto fixo de Leray-Schauder para concluir que o operador T tem um
ponto fixo (6#,u*) em A = 1, isto é, existe uma tripla (0, x*, u*) que satisfaz o

Problema 2.2 com as seguintes regularidades:

0" € H*(0,T; H'(Q)) nWh>(0,T; L*(Q)) N HY(0,T; H'(Q))

)
NL>®(0,T; H(Q)), (2.130)
X € H*(0,T; H'(Q)) nWh>(0,T; L*(Q)) N H'(0,T; H'(2))
NL>®(0,T; H%(Q)), (2.131)
ut € H*(0,T; L*(Q)) N Wh>(0,T; H*()) N H*(0,T; H(Q)). (2.132)

2.4 Demonstracao do Teorema 2.1

2.4.1 Existéncia de solugoes para o Problema 2.3

Vamos buscar agora estimativas independentes de y sobre a solu¢ao do Problema
2.2, que nos permitira passar o limite quando pu | 0.

Pelas Observacgoes 2.2, 2.3 e 2.4, temos

X, 0" limitadas em W>°(0,T; L*(2)) N H'(0, T; H*(Q))
NL>®(0,T; H3 (), (2.133)

e, em particular, a limitagao
B.(x") limitada em L>(0,T; L*(2)).
Agora, procedendo de maneira similar a (2.52)-(2.62), obtemos

u” limitada em H?(0,T; L*(Q)) N Wh°(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; H*(2)). (2.134)
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Assim, pelos métodos de compacidade da Proposicao 1.1, temos as seguintes

convergeéncias (ao longo de subsequéncias) em pu:
Or 9 em W00, T3 L2(Q)) N HY(0, T; H'Y(Q)) N L0, T; H2()), (2.135

O — 0 em HY(0,T; H () N L*(0,T; HZ (),
O — 6¢em C(0,T; H(R)),

)
(2.136)

(2.137)

XM 2 xCem WE(0,T; L2(Q)) N HY (0, T; HY()) N L>®(0,T; H3(9)),(2.138)
X' — x“em HY(0,T; H'(Q)) N L*(0,T; H%(9)), (2.139)

X" — x“em C(0,T; HY(Q)), (2.140)

Bux) = € em L2(0,T; 17(Q), (2.141)

ut 5w em H2(0,T; L2(Q)) N Wh(0,T; H2(Q)) N HY(0,T; HY(R)), (2.142)
ut — uf em H?(0,T; L*(Q)) N HY(0,T; HY(Q)), ( )

ut — ufem CH0,T; HY(Q)) N HY(0,T; H*(Q)). ( )

2.143
2.144

Além disso, pela monotonicidade de 3, temos

(Bu(x) = Bu(X") ,x —x") >0 Vx € dom(p). (2.145)

Usando (2.140) and (2.141) e tomando p — 0+ na inequagao (2.145), obtemos

(B°(x) =&, x—x) =0 Vy e dom(B),

onde 3°(x) denota o elemento de () com norma minimal, e usamos o fato de que
B, € a aproximagao de Yosida de 3 e a Proposi¢ao 1.3 (ii), sobre propriedades de
convergéncia da aproximacao de Yosida.

Mas 3% ¢ a segao principal de 3, de acordo com a Preposi¢ao 1.4 (veja também

a Defini¢ao 1.1) sobre se¢bes principais, e logo a iltima desigualdade implica,

X° € dom(B) e &° € B(x°). (2.146)

Usando argumentos similares aos usados para provar que o operador 7} é continuo

e compacto, podemos passar o limite quando p — 0 nas equacoes do Problema
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2.2, e obter a quadrupla (0, x¢, £, u¢) satisfazendo

6c € Whe(0,T; L*(Q)) N HY(0,T; H'(2)) N L>=(0,T; H%(9)), (2.147)
XE € Whe(0,T; L*(Q)) N HY(0,T; H'(2)) N L>(0,T; H()), (2.148)
€€ L*(0, T, L*(Q), & € B9, (2.149)

u € H*(0,T; L*(Q)) N Wh>(0,T; H*(Q)) N H*(0,T; H4(9)), (2.150)

e além disso resolvendo o Problema 2.3 "truncado” (veja (2.29)-(2.31)), visto que
(2.146) implica que 7(x¢) = x“ e 7(1 — x) = 1 — x*, e com as convergéncias obtidas,

é facil verificar que satisfazem suas respectivas condigoes iniciais.

2.4.2 Existéncia de solucoes para o Problema 2.1

Para provarmos o Teorema 2.1, resta apenas buscar estimativas independentes
de e.
Para isto, primeiramente, testamos a equacdo (2.31) por u§ e integramos no

tempo para obter, em vista das desigualdades (1.6) e (1.8), e imersoes do Teorema

1 € 2 ! €12 1 2 C ! €12
3 QIut(t)l +O [ uillee = gllvollzee + 5 ||U't||H1(Q)
0

1
b B 1l + G o
Pelo Lema de Gronwall e a desigualdade (1.32) do Lema 1.2, obtemos
u limitada em WH(0, T; L*(Q)) N H'(0,T; H*(2)). (2.151)

Devido & (2.151), temos T7/(|n(u)|?/2) limitada em L*(0,T; L*(2)). Logo, pela

Observagao 2.3, temos
0%, x¢ limitadas em H*(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)). (2.152)

Ainda, testanto a equacao (2.30) do Problema 2.3 por Ayx© + £° e integrando,

obtemos

t t
/ [ANX" + €72 () < 6/ IANX + €720
0 0

t t t t
%c{inmm@+4uwm@+4umm@+lnm@@)
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Em vista das estimativas obtidas acima e da monotonicidade de (3, temos entao
¢¢ limitada em L*(0,T; L*()).

Portanto, novamente pelos métodos de compacidade da Proposicao 1.1, temos as

seguintes convergencias:

6 — 6 em H'(0,T; L*(2)) N L*(0,T; H(Q)),
6 — 0 em L*(0,T; L*(9)),
X© = x em H'(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H'(Q)),
X° — x em L*(0,T; L*(Q)),
€6 — € em L2(0,T; L*(9))
ut = wem WL (0,T; L2(Q)) N HY(0,T; H*(Q)),
u¢ — uwem HY(0,T; H*(Q)),
u¢ = wem C(0,T; H'(Q)).
Agora, observe que quando v € L'(f2), usando o teorema da convergéncia do-

minada, obtemos facilmente que Ti,.(v) — v (pois |T1/e(v)| < |v|). Quando, além

disso, temos uma sequéncia v¢ — v em L'(€), usando que
(@, t) = Tiye(v) (@, )] < |v(x, t) = Taye(v)(2, )] + |Taje(v) (@, 1) = Tyje(v) (2, )]
e que

Tyje(v) (@, t) = Thye(v) (2, 1) < Jo(a, t) — vz, 1)),

concluimos que T /e(v¢) = v em L'(Q).
Como a convergéncia (2.160) implica |n(u)|?/2 — |n(u)|*/2 em C(0,T; L*(Q)),
podemos usar a observacao acima para obter

Tyye(In(u)?/2) = In(u)[*/2 em LY(Q).

As convergéncias obtidas para € e a observacao acima nos permite entao passar
o limite quando € — 0" em todos os termos das equagoes (2.29)-(2.31) do Problema
2.5. Além disso, usando (2.156) e (2.157) e procedendo como em (2.146), obtemos

£eBx).
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Ademais, com as convergéncias obtidas, é facil ver que 6, x e u satisfazem suas
respectivas condicoes iniciais.
Com isso, concluimos que (6, x, &, u) sao solugdes do Problema 2.1 e portanto o

Teorema 2.1 esta provado.
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CapriTULO 3

Solidificacao de material

viscoelastico isocorico

Este capitulo é voltado para o estudo do segundo modelo matematico citado
na introducao, ou seja, de um modelo que descreve mudangas de fases em mate-
riais isocédricos, isto é, aqueles que possuam a caracteristica de que ao sofrerem
deformagoes, o fazem de forma a preservar o volume (materiais como borracha, por
exemplo). Neste caso, a movimentagao do material deve se dar por fluxo incom-
pressivel e, portanto, ter associado a ele uma pressao que funciona como multiplica-
dor de Lagrange.

Apresentaremos um resultado de existéncia e regularidade de solucoes para este
modelo. A demonstracao disso seguira uma linha semelhante aquela do capitulo an-
terior; especificaremos as condigoes iniciais e de fronteira, e as hipétoses sobre os da-
dos do problema. A seguir, introduziremos problemas aproximados adequados que,
além da dependéncia dos parametros do truncamento e da aproximacao de Yosida
como no capitulo anterior, dependera também de um terceiro parametro associado
a variante do método da compressibilidade artificial que utilizaremos. Como antes,
obteremos a existéncia de solugoes para este primeiro problema aproximado e a se-
guir iremos passando ao limite, um parametro por vez e em uma ordem adequada,
para construir solugoes de outros problemas aproximados em que os parametros vao

sendo eliminados. Finalmente, obteremos uma solugao do problema original.
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3.1 Formulacao do problema

Neste capitulo, consideramos o seguinte sistema de equagoes diferenciais parciais
nao lineares, as quais sao semelhantes as do capitulo anterior, mas com a condigao

adicional de incompressibilidade do fluxo associado a movimentacao do material:

2

Xe— Ay +W'(x)>60—0,+ W;‘)' , (3.2)
uy — div((1 = x)n(u) + xn(ur)) +v(=A)%u, + Vp = f, (3-3)
div(u) = 0, (3.4)

sujeito as seguintes condicoes de fronteira
u=Au=0 em0dQx (0,7), (3.5)
Onx =0 em 02 x (0,7), (3.6)
0,0 =0 em 02 x (0,7), (3.7)

as condigoes iniciais

0(0) =6 em {2, (3.8)
x(0) = xo em Q, (3.9)
w(0) = up, w(0) =v9 em, (3.10)

onde, como especificado na introducao, ¢ denota a temperatura, y o campo de fases,
u o vetor de pequenos deslocamentos, e p a pressao.

Vamos supor que o potencial W é como no capitulo anterior, ou seja,
W' =B+,

com 3 := 83 e v := 07, onde 3 e 7 satisfazem

5 € C*(0,1) (3.11)
B [0,1] — [0, +00] é prépria, s.c.i., convexa, (3.12)
Blio) € Ciae (0,1). (3.13)
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As notagoes (1.4)-(1.5) e (1.10) a (1.13), e a identidade de Green (1.9) permitem

escrever as equagoes (3.1)-(3.3) da seguinte forma abstrata:

O, +1lxi +Anb =g

2
xt + Anvx +E+7(x) :0+@
wy + H((1 — x)u) + K(xw) + vA*u, + Vp = f,

div(us) = 0,

para algum € € B(x),
Como no capitulo anterior, o problema que motiva o trabalho corresponde ao

caso especial em que as contantes de Lamé sao a; = 0, ap = 1 e a matriz de
viscosidade é dada por b; =1 e b;; =0 parai # j ed,j = 1,2,3. Também como no
capitulo anterior e sem perda de generalidade matemaética, tomamos 6, = 0.

Sendo assim, estaremos interessados em resolver o seguinte problema de valor

inicial abstrato:

Problema 3.1 Encontrar fungoes 0,x,&,p: Qx [0,T] > R eu: Q x[0,7] — R3
satisfazendo as condigdes iniciais (3.8)-(3.4), as condigdes de fronteira (3.5)-(3.7),

x € dom(B) e &€ B(x),

e as equagoes

2
Xt+ANX+§+’Y(X) :Q—F@, (315)
uy + H((1 - x)u) + K(xu,) + vA*u, +Vp = f. (3.16)
div(uy) = 0. (3.17)

As hipdteses sobre as funcoes dadas e condigoes iniciais $ao

g€ HY(0,T; L*(Q)), (3.18)

f € L*0,T; L*()), (3.19)

0 € H%(Q), (3.20)

Xo € H% (), (3.21)

ug € H4(Q), vy € H*(Q), (3.22)
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Além disso, permitimos que xo “toque as barreiras de potencial”, isto €,

0 < min yo(z) < max xo(z) < 1. (3.23)
el €
satisfazendo
Xo € dom(f3). (3.24)

Nas condicoes do Problema 3.1, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Suponha (3.11)-(3.13) e (5.18)-(3.24). Entao existe (0, x,&,u,p) re-

solvendo o Problema 3.1, com 0, x, £ e u possuindo a sequinte regqularidade:
0 c H'(0,T; L*(Q) N L*0,T; H(Q)),

X € H'(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H'(Q)),

€€ L*(0,T: L*(9), €€ B(x),

u € W (0,T; L*(2)) N H' (0, T; H*(Q)).

3.2 Problemas aproximados e um problema per-

turbado

Nesta se¢ao introduzimos uma aproximagao do problema descrito acima na qual
usamos técnicas semelhantes aquelas ja utilizadas no capitulo anterior, isto é, regula-
rizacao de Yosida do operador proveniente do potencial e truncamentos, mas agora
conjuntamente com uma variante da técnica da compressibilidade artificial para
poder dar conta da restri¢ao isocérica. Em outras palavras, este método tenta con-
tornar dificuldades computacionais relacionadas com o termo de restricao ”divu; =
0”substituindo-o em um problema aproximado por uma equacao de evolugao para a
pressao p que seja adequada ao problema, tornando-o ”mais facil de ser analisado”.

Consideramos os mesmos operadores de truncamento do capitulo anterior:

11
s se s € [——,—]

Tie(s) =1 1 €€
—sign(s) caso contrario,
€

26



para e > 0, e

0 se s<0
T(s) =4 s se s€l0,1]
1 se s>1.

Também, dado p > 0, vamos considerar a aproximacao de Yosida correspondente
ao operador maximal mondtono /3, que vamos denotar por [,,.
O primeiro problema aproximado dependeréd de trés parametros, cada um asso-

ciado a uma das técnicas empregadas na aproximacao. Ele é o seguinte:

Problema 3.2 Fizemos ¢ > 0 e 0 > 0. Para cada p > 0 queremos encontrar
fungoes 01, x*, p": Q x [0, T] = R eut: Q x [0,T] — R satisfazendo

;

0; +Ix; + Antt = g,
u p H o o n(w)]?
X+ A + B, (") + () = 0%+ (), (3.25)
wpy — H(T(1 = x")u) + K(r(x*)uy) + vA%uf + Vp* = f,
dp) + SAp* + div(uy) = 0.

\

Aqui, os operadores envolvidos sao aqueles definidos no primeiro capitulo, isto é, H

¢ operador associado a parte eldstica, IC € o operador associado a parte viscosa e A

¢ o operador associado ao Laplaceano com condigoes de Dirichlet homogéneas.
Este problema estd sujeito as condigoes de fronteira (3.5)-(3.7) e iniciais (3.8)-

(8.10) para 0", x* e ut, e p* satisfazendo a condi¢do inicial
p"(0) =po em 2 (3.26)
e a condicao de fronteira
pt =0 sobre 92 x (0,T). (3.27)

Observe que a condicao inicial py nao é dada no Problema 3.1; ela pode ser

tomada independente de pu, € e d como segue:

po € Hy(9). (3.28)
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Note que 6, x*, u* e p*, também dependem de € e 9, mas por simplicidade de
notagao omitiremos os indices correspondentes a eles até se fazerem necessarios.
As condigbes acima descritas no Problema 3.2 nos permitem provar o seguinte

resultado:

Proposicao 3.1 Suponha (8.11)-(3.13) e (3.18)-(3.24). Entao existem (0", x*,u*, p*)

que sao solucoes do Problema 3.2 com as sequintes reqularidades:

o e H2(0,T; H'(Q)') N Wh(0,T; L*()) N H'Y(0,T; H'(Q)) N L=(0, T; H(Q)),
x* € H*(0,T; HY(Q)) nWhee(0,T; L*(Q2)) N H'(0, T3 H' () N L>(0, T; HR (),
W e H2(0,T; LX(Q)) N W (0,T; HX(Q)) N H'(0,T; H(Q)),

P e HY(0,T; L2(Q)) N L>(0,T; HA () N L2(0, T; H2(Q)).

Seguindo os passos do problema do capitulo anterior, por meio de estimativas
independentes de p para 0%, x*, u* e p*, passaremos ao limite quando p — 0T
nas equagoes do Problema 3.2, obtendo ¢, x¢, £, u® e p¢ (note que essas fungoes
também dependem de ¢), satisfazendo x¢ € dom(f) e ¢ € 5(x). Neste caso também
teremos em particular que 7(x¢) = x¢ e 7(1 — x) = 1 — x° e portanto poderemos
desconsiderar o operador de truncamento 7.

Além disso, com os resultados obtidos para 6°, x¢, &, u® e p¢, sera facil provar
que estas funcoes sao solugoes do seguinte problema, agora com apenas um operador

de truncamento T .:

Problema 3.3 Fizemos 6 > 0. Para cada € > 0, queremos encontrar funcoes 6¢,
XS € Qx[0,T] >R eu: Qx[0,T] — R3 tais que

0; +Ix; + An0O“ = g, (3.29)
X+ AnXE + € +7(x) =6 +T1/E(|n(l§)|2), (3.30)
£ € Bx)

uf, — H((1 — x)u) + K(xus) + vvA%ul + Vp© = f, (3.31)
op; + 0Ap© + div(ug) = 0, (3.32)
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sujeito as mesmas condicoes iniciais e de fronteira do Problema 3.2.

Como préximo passo, de estimativas que obteremos independente de e para 6°,
X6, €, uf e p°, passaremos agora ao limite quando € — 0" nas equacoes do Problema
3.3, obtendo assim €%, x°, €%, u® e p°, satisfazendo também x° € dom(5) e £ € B(x?).

Ainda, da mesma forma que ocorreu com as aproximacoes em ¢, serd facil provar
que as funcoes 62, x°, £°, u? e p’ sdo solucdes do seguinte problema, agora sem

truncamentos:

Problema 3.4 Dado qualquer § > 0, queremos encontrar funcées 0°, x°, £: Q x
0,T] = R eu’: Qx[0,T] — R? tais que

0 + 10 + Ax6° = g, (3.33)
Xp + AV +E +(0) =0 + M (3.34)
& e B

ul, — H((1 = xO)ud) + K(x°ud) + vA*ud + Vp° = f, (3.35)
opd + 6AP° + div(ul) = 0, (3.36)

sujeito as mesmas condicoes iniciais e de fronteira do Problema 3.2.

Finalmente, como ultimo passo, vamos obter estimativas independente de §.

% e uma especial

Com estas estimativas, vamos extrair subsequéncias #°, x%, £ e u
envolvendo p°, que, quando § — 01, convergem para solucoes do Problema 3.1

original, além de satisfazer a condicao de restrigao "div(u;) = 0”.

3.3 Existéncia de solucoes para o Problema 3.2

Como antes, usaremos argumentos do teorema do ponto fixo de Leray-Schauder.
Para isto, vamos seguir os passos do capitulo anterior, com a diferenca de que desta
vez vamos construir um operador Ty, 0 < A < 1 (sem risco de confusio, neste capitlo
usamos a mesma notagao do anterior para a familia de operadores), sobre o espago
de Banach B := H'(0,T; L*(Q)) x H'(0,T; Wh4(Q)) x L?(0,T; H}(2)).
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3.3.1 Construcao do operador solucao do Problema 3.2

Vamos construir agora um operador semelhante ao problema do capitulo anterior.
Para isso, considere o seguinte problema, associado a segunda equacao do Problema
3.2

Problema 3.5 Dados (6", 7", 7") € B, encontrar x* : Q x [0,T] — R satisfazendo

a condig¢ao inicial (3.9) e a equagao

[n(@")[*
2

Xt AN+ Bux") + () = A0 + Ty ))em Qx(0,T)  (3.37)

Temos assim:

Lema 3.1 Suponha (3.11)-(3.13), (3.21) e (3.18)-(3.24). Entdo, para cada (6", 5", ") €

B, o Problema 2.4 possui uma unica solu¢ao x* com
Xt e Wh(0,T; L2(Q)) N H'(0,T5 H () N L¥(0, T; H () (3.38)

Demonstragao. Veja demonstracao do Lema 2.1 do capitulo anterior. 0

Considere agora o operador Ty : B — X, onde definimos X := W1>°(0, T; L*(2))N
HY0,T; HY(Q)) N L>®(0,T; H%(Q)), que para cada (6", 7", ") € B, leva na solucio
x* do Problema 3.5.

O Lema 3.1 acima afirma que este operador esta bem definido de B em X, para
todo A € [0, 1].

Agora, vamos considerar o seguinte problema de valor inicial e de fronteira asso-

ciado & primeira, terceira e quarta equagoes de (3.2):

Problema 3.6 Dado x* € X, encontrar 0", p* : Q x [0,T] > R eu": Qx[0,T] —
R3 satisfazendo as condigoes iniciais (3.20), (3.22) e (3.28), e as equagies

0y + Ixi + AnO" = Ag, (3.39)
g + H(T(L = X)) + K(r(x")ui)

+v AUl + Vpt = \f, (3.40)
opl + OAp" + div(u') = 0. (3.41)
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Como no capitulo anterior, temos o seguinte:

Lema 3.2 Suponha (3.18)-(3.20) e (3.22). Entao para cada x* € X, eziste uma

unica tripla (0", u", p*) que € solug¢do do Problema 3.6 com a sequinte regularidade:

or € L2(0,T; HX(Q)) N H'Y(0, T; LA()),
wh € H2(0,T; L(Q)) N W (0, T; HA(Q)) N H'(0, T; HY()),
P e HY0,T; L2(Q)) N L2(0, T; HY(Q)) N L2(0, T; H2(R)).

Demonstragao. Seguimos numa forma parecida com a demonstracao do Lema 2.2
do capitulo anterior. A primeira equacao é desacoplada das duas ultimas equacoes,
portanto podemos analisar estas duas dltimas equacoes separadamente da primeira.
Comegamos com as duas ultimas. Como no problema anterior, existéncia de solugoes
para essas equacoes seguem do método de Galerkin. Para provar isso, escolhemos
bases ”especiais” {w; };>1 € {r;}i>1 de H*(Q) e Hj (), respectivamente, isto é, auto-

funcoes associadas aos problemas

(A%w;,v) = A2(w;,v),  Yo,w; € H*(S),

(AT’Z',Q) = )‘i(riaQ)a VQ>TZ' € H&(Q)7
=1, A oo,

Denotemos por V™ e U™ os espagos gerados por wy, ..., Wy, € 71, ..., Tm, respectiva-
mente. Como antes, estaremos interessados em buscar solugdes aproximadas u™ e
p™ para a segunda e terceira equacao do Problema 3.6, respectivamente, cumprindo

suas respectivas condigoes iniciais, no seguinte sentido:

w0 = gin(ws e P =D Gt (342)
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satisfazendo as equacoes,

(g, v™) + ar—y (W™, V™) + by (4, v™) + (A0, 0™)
+(Vp™, ™) = (Af,0™), (3.43)
o(py",q™) + 0(Ap™, ¢™) + (div(ug*), ™) =0 (3.44)
u™(0) = uom (3.45)
u;"(0) = vom, (3.46)
p™(0) = pom (3.47)

Yom e V™ e Vg™ e U™,

onde g, € Vo, SA0 projecoes ortogonais em H?(2) de ug e vy, respectivamente,
sobre o espago V™, e py,, é a projegao ortogonal em H}(Q) de py sobre o espago U™.

Desta forma, obtemos um sistema de equagoes diferenciais ordindrias linear, que
possui unica solucao pela teoria de equagoes diferenciais ordinarias usual. O proximo
passo entao é buscar estimativas a priori para u™ e p™ independentes de m. Con-
sideramos para isso, na primeira equacao, u;* como funcao teste, e integramos no

tempo, obtendo assim
t 1 ,
S @+ C [ ey + [ (T57 )20 < HloomlE

t
v [N+ Cc [ 1 nm + [ 1 (349
Na segunda equacao consideramos p" como funcao teste e integramos em t,

§||p 1720 +5/ V™ |72(0 —/ (Vp™ ui")r2(0) = §||Pom||%2(sz)- (3.49)
0 0

Somando (3.48)-(3.49) obtemos

S O+ C [ 1 i + 1o Ol +5 [ 195" o
5 1 o
< Sl + g leom Ex + ¢ [ 1 e
0

t t
e / ™20 ey + / 122y (3:50)
0 0
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Escolhendo € suficientemente pequeno, usando a desigualdade (1.32) do Lema 1.2 e

o Lema de Gronwall, obtemos entao

u™ limitada em Wh>(0,T; L*(Q)) N H*(0,T; H*(Q)) (3.51)
p™ limitada em L>(0,T; L*(2)) N L*(0,T; Hy (). (3.52)

Desta vez, escolhemos A%u como funcao teste na primeira equacio e integramos
) t

no tempo, obtendo assim

1

t
| ) = A Ol

1
2

HAUOWH%Q(Q)? (3.53)

t
| [#ea -y aur = .50
0 JQ

onde

nl = | [ [ 0wt At

IN

t
c / ™ oz A% 22
0

IA

t
C /O |z 1™ | 2

t t
‘ / ey + C / I (3.55)
0 0

IA

L] =

t
| [ora—xmem - a2
0 Q
t
¢ [ 1A ol 93 s (e as

IN

t
< c / e ey I larzcon o™ L2

t t
<« / e Zpagey + Ce / T (3.56)

A dltima estimativa segue do fato que y* € X e de imersao do Teorema 1.1.

Além disso, temos
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/ / K(r( ) - Al = Iy + I, (3.57)

onde

M div(n(u™)) - A%ul

IN

c / gz | A%
0

t t
: / e 2y + C / . (3.58)
0

IN

A n(umw(xm\
Q

t
< c / 1A% o o r2csn rc
0

t t
‘ / e Zragy + Ce / e 20 (3.50)

IA

t
//AQUt Ut —/ ||A2 ||%2(Q)
0 Q
>0 [ 1l (3.60)
0

Finalmente,

t t t
/ / foA / (Vp™, A2 oy < € / 1A% 2
0 Q 0 0
t t
C / 12200 + C / V5™ 2o, (3.61)

Na segunda equacao, consideramos dAp™ como funcao teste e integramos no

tempo, obtendo
5?2 9
CIVE" (e + / IAP" sy < 6% / AP 2210
&2
+0 [ il + 5 Vol (362

64



Somando (3.53)-(3.62) e aplicando imersées do Teorema 1.1 e o Lema de Gronwall,

obtemos

u limitada em W1*°(0,7T; H*(2)) N H'(0, T; H4(Q)), (3.63)
p™ limitada em L>°(0,7T; Hy(2)) N L*(0, T; H*(Q)). (3.64)

Escolhendo uy} como fungao teste na primeira equagao, obtemos facilmente
iy z2) < I = H(T(1 = x"u™) = K(T(X")u") = vA*u" = Vp™ + Af|r2()

Do fato de x* € X, das estimativas obtidas para u™ e p™, e das propriedades (1.11)

para H e K, concluimos que
ulm € L*(0,T; L*()). (3.65)
Usando as estimativas obtidas acima para u;* e p™, obtemos
pt € L*(0,T; L*(Q)). (3.66)
Finalmente, escolhendo p}* como funcao teste na segunda equagao, obtemos
19" |22y < COO)AP™ [ L2() + || div(ue) || 22(0))-

Assim, usando os métodos de compacidade da Proposicao 1.1, obtemos

u™ S utem H2(0,T; L*(Q)) nWhe(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; HY(Q)), (3.67)
u™ — ' em H*(0,T; L*(Q)) N HY(0,T; H4(Q)), (3.68)

u™ = u em CH0,T; HY(Q)) N HY0,T; H*(Q)), (3.69)

p™ = ptem H'(0,T; L*(Q)) N L>(0,T; Hy () N L*(0, T; H*()),  (3.70)
p™ = p' em HY(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)). (3.71)

As convergéncias obtidas acima para v e p™ permitem passar o limite quando
m — 400 nas equagoes (3.43) e (3.44) e concluir que u* e p* sdo solugdes das
equagoes (3.40)-(3.41). Além disso, usando imersao do Teorema 1.1 e (3.67)-(3.71),
concluimos que u* € H'(0,T; W'*(Q)) e que p* € L*(0,T; H}()).
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Para provar a unicidade, considere duas solugoes uf,u de (3.43) e pf,ph de
(3.44), e defina u* := uf — uh e p* = pf' — ph. Temos que u* e p" satisfazem as

seguintes equacoes:

uby + H(T(1 — x*)ur) + K(7(x*)ul') + vA%ul + VpHt = 0, (3.72)
opi + dApH + div(ul') = 0. (3.73)
Multiplicando (3.72), por u}', integrando e usando (1.6) e (1.8), temos

t
wﬁnwm+c/mmm /YW>WL2 /meg)
0

Agora, multiplicando a equagao (3.73) por p* e integrando, obtemos
5 t t
SOl +8 [ 199 = [ (V0 )iy =0 (3.75)
Somando (3.74)-(3.75) obtemos
1 17 2 ! H2 5 o 2 ! )2
5”“:& (t>HL2(Q) +C ; [ HH2(Q) + §Hp (t)HLQ(Q)C+ 0 ; |Vp ”L2(Q)
t t
<e [ Nt +C. [ 1l (70
0 0

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, usando a desigualdade (1.32) e o

Lema de Gronwall, obtemos

1 t 5 t
S O +C [ ety + 510 O e+ [ 19 ey <0

ou seja, uy = p* = 0 q.t.p. em Q x [0,7]. Além disso, podemos concluir, da
desigualdade (1.33) da demonstragao do Lema 1.2, que u* = 0 e portanto as equagoes

(3.40)-(3.41) possuem solugoes unicas.

Vamos analisar agora a primeira equacao do Problema 3.6. Como y* € X, em

particular temos Ag—Ix} € L*(0,T; L*(f2)), e portanto por Regularidade Parabélica
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do Teorema 1.4, existe uma tnica solucao 0* da primeira equacao do Problema 3.6

com a seguinte regularidade:
0" € L*(0,T; H*(Q)) N H'(0,T; L*(2)). (3.77)

Concluimos assim a demonstragao do lema. 0

Seja agora T% : T} (B) € X — B o operador soluciao que leva cada x* € Ty (B)
na solugao (0*,u*,p") € B do Problema 3.6. De acordo com o Lema 3.2, T} estd
bem definido de T} (B) em B.

Definindo T) : B — B como o operador composicao Ty := T¢ o T}, os Lemas 3.1

e 3.2 nos garantem que T) estd bem definido para todo A € [0, 1].

3.3.2 Propriedades do operador solucao

Na mesma linha do capitulo anterior, provaremos algumas propriedades do ope-
rador de Leray-Schauder T definido acima, para entao podermos aplicar o teorema
de ponto fixo de Leray-Schauder.

Comecamos com o

Lema 3.3 O operador T\ definido na se¢ao anterior € continuo em relagdo a A,

uniformemente em subconjuntos limitados de B.

Demonstragao. Para provar esse fato, comecamos considerando 0 < A\j; Ay < 1,
XE = T/\li(gu,ﬂ“,ﬁ“), (08, ul' pt') = T)\Qi(xf), e definimos (6%, x*, u*,p*) = (0} —

05, x5y — xb,uf —ub, pl' — ph). Temos entao a quadrupla (04, y*, u*, p) satisfazendo
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q.t.p. em  x (0,7) as equagoes

Xt + AN + B (XT) — Bu(xz) +7(x1) — v(x4) = (M1 — A)w (3.79)

up + H(T(1 = XP)u) + H(T(1 = xT) — 7(1 = x3))us)
TR () ui) + K((T(X1) — 7(x2))0ruy)
+vA%ul + Vpt = (A — Xo) f (3.80)
opl + OApH + div(u}') = 0, (3.81)

onde denotamos @" := 0" + T} /G(W).
Como as duas primeiras equagoes (3.78) e (3.79) sao idénticas as equagoes (2.68)
e (2.69) da demonstracdo do Lema 2.1, obtemos de forma imediata as seguintes

estimativas para 6 e x*:

IX*[ Lo 0,72y nE (0,311 () < ClAL — Ao (3.82)

101 Lo (0,751 () E (0,1522(0)) < ClAL — Al (3.83)

Agora, testamos a equacao (3.80) por u} e integramos no tempo, obtendo

1 ¢ t 1
et O[30y + v / I 20 + / (V" ul)120) < 5ol
0

t
0=l [ oot + T+ Is, (38)
0

t t
Iy=— / Hir(l— i) - < C / 11— Xl el e L1 e
0

0

t t
< / e sy + C / ¥l (3.85)
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I = — / (H((r(L = 4) = (1 = xs)ub) + K((r () = 7(0x5))9unis)) -

t
< C/ ([[uf [l wraay + [10uub lwra@) X | Loy llut | a1 o)
0

t
0

t
< / sy + C / (I llwrsiey + 19l s 2 - (3.86)
0

Testamos agora equagao (3.81) por p# e integramos no tempo,

) t t )
5”]7“(75)”%2(9) "‘5/ ”VPMH%?(Q) _/ (VPM>UtM)L2(Q) = §||p0||%2(9) (3.87)
0 0

Somando (3.84)-(3.87), escolhendo € suficientemente pequeno, e usando a desigual-
dade (1.32) do Lema 1.2, imersdes do Teorema 1.1, (3.82) e Lema de Gronwall,

obtemos

[w[[wiee 0.1;22 (@) E1 (07312 (9) F 1P ] Lo (0.7522 () nL2 0,033 () < ClAL — Ag].(3.88)

Portanto, por imersao do Teorema 1.1,

[ [0, rwra)) + 1Pl L2051 ) < ClA— Aal- (3.89)

Concluimos assim, por (3.83) e (3.89), que T) é continua em A, uniformemente em

subconjuntos limitados de B. 0

Lema 3.4 Cada possivel ponto fizo de Ty é limitado em B := H(0,T; L*(Q2)) x
HY(0,T; WH4(Q)) x L*(0,T; H}()), para todo X € [0,1].

Demonstragao. Vamos estimar o conjunto de todos os possiveis pontos fixos de

T\ em B. Cada ponto fixo (0*, u*, p*) € B satisfaz o seguinte problema:

01 + Ixy + AnO" = Ng em Q x (0,7) (3.90)

XE AN+ Bu) () = MO+ Ty (55)) em © x (0,7) (3.91)
gy — H(T(1 = x")u) + K(T(x")uy)

+v A%l + Vpt = \f em Qx (0,7) (3.92)

opy + 0Ap* + div(u}) =0 em  x (0,7) (3.93)
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sujeito as condigoes

6"(0) = 6y em €,
X*(0) = xo em €,
ut(0) = ug, uy'(0) = vy em €.

p*(0) = po em €,

Como no lema anterior, as duas primeiras equagcoes sao idénticas as duas primei-

ras do problema do capitulo anterior. Assim, do Lema 2.4, sabemos que

0" limitado em H'(0,T; L*(Q2)), (3.94)
e portanto, da limitacao de T/, que

x* limitado em L>(0,T; Hx(Q)). (3.95)

Procedendo de forma semelhante a (3.49)-(3.62) e usando (3.95), temos u* €
HY(0,T; H*(R)), ou ainda, por imersao do Teorema 1.1,

u” limitado em H'(0,T; WH4(Q)), (3.96)

p" limitado em L?*(0,T; Hy(S)). (3.97)
De (3.94), (3.96) e (3.97), concluimos entao que existe uma constante M > 0 tal que
16", u*, )| < M
e o lema esta provado. 0
Lema 3.5 O operador Ty é continuo e compacto sobre B, para cada X € [0, 1].

Demonstragao. Vamos provar que 7} é continuo e compacto sobre B, para todo
A € [0, 1], seguindo as idéias feitas no Lema 2.5. Inicialmente, deste mesmo lema,
temos as seguintes limitacoes para 0" e x*:
0", x* limitados em HZ(0,T; H'(2)") " W>(0,T; L*(Q))
NH(0,T; H(Q)) N L>(0,T; Hy(2)) (3.98)

70



Procedendo como em (3.49)-(3.62), obtemos também as limitagdes

u” limitado em HZ(0,T; L*(2)) N Wh(0,T; H*(Q)) N H'(0,T; H*(£2)), (3.99)
p* limitado em H'(0,T; L*(2)) N L™(0,T; Hy () N L*(0, T; H*(2)).(3.100)

Com as limitagdes (3.98), (3.99), (3.100) e os métodos de compacidade da Pro-
posicao 1.1, procedendo de forma similar a feita no Lema 2.5 do caitulo anterior, a
compacidade de T em B é simples de ser obtida.

Vamos mostrar agora que T} é continuo em B. Para isso, considere uma sequéncia
{0, . 7))} tal que
(0, P) — (07,3, 7) forte em H'(0,T5 L*(Q)) x H'(0, T; W(Q))
x L*(0,T; Hy(Q)), (3.101)

e defina x* := TL(0,,w",7") para todo n € N. Do Lema 2.5 do capitulo anterior,
sabemos que existe uma subsequéncia de {x*}, que por simplicidade ndo renome-
aremos, e uma funcao x* tal que as seguintes convergéncias sao vélidas, para todo

1 < p < ooeparatodo p > 0:

Xi = X" em CH(0, T; HY(Q)') N C°(0,T; H* (%)),

Xp = X" em WHP(0, T; L*(Q)) N H'(0, T; H'=(Q)) N LP(0, T; HY (),

Xh = X" em H(0,T; HH(Q)') 0 HY 0,75 H(Q)) N L*(0, T HY (),

XM St em H2(0,T; HH(Q)) n Whee(0,T; L2(Q)) N H (0, T; H'(Q))
NL>(0,T; Hy(Q)), (3.102)

com x* satisfazendo a condicao inicial (3.9). Usando (3.101)-(3.102), facilmente se

passa o limite na equacao do Problema 3.5 para concluir que
X' =10 a7

Portanto, concluimos que a convergéncia em (3.102) é valida em toda a sequéncia
{xn}.

Vamos considerar agora a sequéncia (0%, u, p) := T2(x*) = Tx(0%, @, p"). Em
vista das limitagdes (3.98), (3.99) e (3.100), e dos métodos de compacidade da
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Proposigao 1.1, deduzimos que existem subsequéncias (que nao renomearemos) de
{083, {ul'} e {p"} e fungdes limites 6*, u* e p* tais que para todo 1 < p < oo e para
todo p > 0, valem as convergéncias:
ul — u em HY0,T; H**(Q)) N W (0,T; H*(Q)) N CH0,T; H** (%)),
ul —ut em H?*(0,7T;L*(Q))N HY(0,T; H*()),
u S utem H?(0,T; L*(Q) N W0, T; H(Q)) N H' (0, T; H*(£2)),(3.103)
P = P em L*(0, T Hy () N C%(0, T; L*(Q),
ph = p* em H'(0,T;L*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)),
pr St em HY(0,T; L2(Q)) N L>=(0,T; Hy () N L*(0,T; H*())(3.104)
enquanto que, para {0} e 0", temos as mesmas convergéncias encontradas em
(3.102). Em particular, u/ — u* in H*(0,T; W'(Q)), logo
(0, ul, p) — (6", ut, p*) forte em H'(0,T; L*(Q)) x H*(0,T; W*(Q))
x L*(0,T; Hy(Q)). (3.105)
Segue de (3.103)-(3.104) que u* e pH satisfazem as condigoes iniciais (3.10) e (3.28).
Combinando (3.102), (3.103) e (3.104), e argumentando de maneira semelhante ao
Lema 2.5, facilmente se deduz que a tripla (u*, x*, p") satisfaz a segunda e terceira
equagoes do Problema 3.6 sobre Q x (0,7, e que u* e p* satisfazem as condigdes
iniciais (3.10) e (3.26), respectivamente.
Da mesma forma, as convergéncias (3.102) para {x*} e {##} permitem concluir

que (6" x*) satisfaz a primeira equacao do Problema 3.6 sobre 2 x (0,7, e que 6*

satisfaz a condigao inicial (3.8). Finalmente, deduzimos que
(0" ut,p*) = T{(x") = (0", @, "),

e que (3.105) vale ao longo de toda a sequéncia {(6*, u”, p")}.

Com isso, mostramos que o operador T é continuo e compacto sobre B. O

3.3.3 Demonstragao da Proposicao 3.1

Antes de prosseguirmos com o argumento de ponto fixo de Leray-Schauder, ob-

servemos que, para A = 0, a equacao do Problema 3.5 tem solucao unica pela
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Proposicao 1.5, a primeira equacao do Problema 3.6 tem solucao tnica pela teoria
de equagoes parabdlicas (Teorema 1.4) e a segunda e terceira equagoes do Problema
3.6 possuem solucoes tnicas pelo método de Galerkin utilizado anteriormente na
demonstracao do Lema 3.2.

Dessa forma, estamos em condigoes de utilizar o teorema do ponto fixo de Leray-
Schauder para concluir que o operador T\ tem um ponto fixo (0* u*, p") em A = 1,
isto é, existe uma quadrupla (60*, y*, u*, p*) que satisfaz o Problema 3.2 aproximado,

com as seguintes regularidades:

0" € H*(0,T; H'(Q)) nWh>(0,T; L*(Q)) N H'(0,T; H*(Q))
NL>®(0,T; H%(Q)), (3.106)
X" € H*(0,T; HY(Q)") nWh>(0,T; L*(Q)) N H'(0,T; H'(2))
NL>(0,T; H%(Q)), (3.107)
u' € H*(0,T; L*(Q)) N Wh>(0,T; H*(Q)) N H*(0,T; H(Q)) (3.108)
'€ HY(0,T; L*(2)) N L>(0,T; Hy(2)) N L*(0,T; H*(Q)). (3.109)

)
)

3.4 Demonstracao do Teorema 3.1

3.4.1 Existéncia de solugoes para o Problema 3.3

Buscaremos agora estimativas para as solugoes do Problema 3.2 independentes
de p, que nos permitird passar o limite quando u 0.

Como as duas primeiras equacoes no Problema 3.2 sao idénticas as do Problema
2.2 do capitulo anterior, temos em particular as seguintes limitagoes para 6* e x*
independentes de u:

0", x* limitadas em W">(0,T; L*(Q)) N H'(0,T; H'(Q))
NL®(0,T; H (). (3.110)

Além disso temos, em particular, a limitacao

B.(x") limitada em L>(0,T; L*(2)).
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Agora, para u* e p", procedemos como em (3.48)-(3.62), obtendo assim as se-

guintes limitagoes:

u* limitada em H?(0,T; L*(Q)) N W*°(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; H*()) (3.111)

p* limitada em H'(0,T; L*(Q)) N L>®(0,T; Hy () N L*(0,T; H*(2)). (3.112)

Em vista de (3.110), (3.111), (3.112) e dos métodos de compacidade da Proposicao

1.1, obtemos as seguintes convergéncias (em subsequéncias):

0" — 6°em H'(0,T; H'(Q)) N L*(0,T; H%()),
O" — 0 em C(0,T; H(2)),

(3.113)
(3.114)
(3.115)
(3.116)
X! = X em HY(0,T; HY () N L2(0, T; HY (), (3.117)
X" = x“em C(0,T; H' (2)), (3.118)

Bu(x") — € em L2(0, T3 L*(Q2)), (3.119)

ut > uf em H2(0,T; L2(Q) N Wh°(0, T; H?(Q (3.120)
ut — uf em H2(0,T; L*(Q)) N HY(0,T; H*(Q )) (3.121)

ut — ucem C(0,T; HY () N HY(0,T; H} (), (3.122)

Pt ptem HY(0,T; L2(Q)) N L>(0,T; H(Q)) N L2(0,T; H?()), (3.123)
p = pem H'(0,T5 L*(Q)) N L*(0, T; H*(2)), (3.124)

P — p®em L*(0,T; Hy () N C(0, T; L2(€2)). (3.125)

Temos ainda, pela monotonicidade de 3, que

(Bu(x) = Bu(X") , x —x*) 20 V¥x € dom(B),

e usando (3.118)-(3.119), tomamos o limite ¢ — 04 na ultima inequagado, obtendo

assim

(B°(x) =€, x—x) =0 Vy e dom(B),
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onde (°(x) denota o elemento de 3(x) com norma minimal. Como no capitulo
anterior, usamos a Proposi¢ao 1.3 (ii), sobre propriedades de convergéncia da apro-
ximagao de Yosida, notando que 3, ¢ a aproximacao de Yosida de 3.

Como 3° é a secao principal de 3, de acordo com a Preposicao 1.4 (veja também
a Defini¢ao 1.1) sobre segdes principais, a iltima desigualdade implica em particular

que
X° € dom(B) e &° € B(x°). (3.126)

De forma analoga a feita na prova de que o operador T é continuo e compacto,
podemos passar o limite quando . — 0% nas equacoes do Problema 3.2, e obter a
quadrupla (6¢, x¢, u, p°) satisfazendo o Problema 3.3 aproximado, pois de (3.126)
temos 7(1 — x°) =1 — x e 7(x°) = X, e ainda possuindo a seguinte regularidade:

6c € Whe(0,T; L*(Q) N HY(0,T; H'()) N L>=(0,T; Hx(Q)) ( )
X© € WH(0,T; L*(Q)) N H(0,T; HY(2)) N L>(0,T; HY () (3.128)
€€ L*(0,T5 L*(Q)), £ € B(X), (3.129)

u‘ € H*(0,T; L*(Q)) nWh>(0,T; H*(Q)) N H' (0, T; H*()), ( )
pt € HY0,T; L*(Q)) N L™(0,T; Hy () N L*(0,T; H*(2)). ( )

3.4.2 Existéncia de solugoes para o Problema 3.4

Desta vez procedemos buscando estimativas independentes de e. De forma
andloga a (3.48)-(3.49), obtemos

u® limitada em Wh*(0,T; L*(Q)) N H'(0,T; H*(Q)) (3.132)
p° limitada em L>(0,T; L*(Q2)) N L*(0,T; Hy (), (3.133)

e portanto, como as duas primeiras equagoes do Problema 3.3 sao idénticas as do

sistema considerado no capitulo anterior, obtemos em particular

6%, x© limitadas em H'(0,7; L*(Q)) N L*(0,T; H'(2)) (3.134)

¢¢ limitada em L*(0,T; L*()).
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Em vista dos métodos de compacidade da Proposicao 1.1, obtemos as seguintes

convergéncias (em subsequéncias):

6° — 0% em H'(0,T; L2(Q)) N L2(0, T; H'()), (3.135)
6c — 0% em L2(0,T; L*()), ( )

X — x° em H'(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H'(Q)), (3.137)
X< — x° em L*(0,T; L*(Q)), (3.138)

€ — & em L2(0,T; LX(R)) (3.139)

ut = ud em WH(0,T; L2(Q)) N HY(0,T; H*(Q)), ( )
u¢ — u’ em H(0,T; H*(2)), ( )

u¢ — u’ em C(0,T; HY(Q)), ( )

pe = p® em L>(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; Hy (), (3.143)
p¢ = p’ em L*(0,T; Hy(Q)). (3.144)

Como visto no capitulo anterior, por (3.142), temos para 7}/ a seguinte con-

vergeéncia:
Tye(In()P/2) = n(u®)?/2 em LY(Q).
Além disso, usando (3.138) e (3.139), e procedendo como em (3.126), obtemos
& € B(X).

As observacoes acima e as convergéncias obtidas para € nos permitem passar o
limite quando € — 0% nas equacoes do Problema 3.3, e concluir que (6°, x?, €, u%, p°)

satisfazem as equacoes do Problema 3.4 perturbado.

3.4.3 Existéncia de solugao para o Problema 3.1

Resta agora obter estimativas independente de ¢§. Inicialmente, observamos pelo

que foi feito em (3.48)-(3.49), que temos

u’ limitada em W1h(0,7; L*(Q)) N HY(0,T; H*(Q)) (3.145)
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V6p? limitada em L>(0,T; L*()) N L*(0,T; H (). (3.146)
Procedendo como feito nas estimativas para €, obtemos ainda

0°, x° limitadas em H'(0,7; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)). (3.147)

¢° limitada em L*(0, T; L*()).

Dessa forma, por métodos de compacidade da Proposicao 1.1, obtemos as seguintes

convergencias:

9 — 0 em H'(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)), (3.148)
65 — 6 em L2(0, T; L2(R2)), (3.149)

X* — x em H'(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H'(Q)), (3.150)
X* = x em L*(0,T; L*(2)), (3.151)

€ — Eem L2(0,T; L%(Q)) (3.152)

u® = wem WHe(0,T; L2(Q) N HY(0,T; H*(Q)), ( )
u® — uwem HY(0,T; H*(Q)), ( )

u® — wem C(0,T; HL()), ( )

Vop® = ¢ em L(0,T; LA(2)) N L*(0, T; Hy (€2)), (3.156)
Vop® = ¢ em L*(0,T; Hy(€2)). (3.157)

De (3.156), temos

d. d
\/ga(p >Q)—>£(C,Q)

Vé(Vp®,Vq) — (V¢, V),

para todo ¢ € Hg (). Logo

d

5_ )
dt(p,q)—>0
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5(Vp°,Vq) — 0.

Com essas observagoes e em vista de (3.153), passamos o limite na quarta equagao
do Problema 3.4, obtendo

(div(us),q) =0 Vg € Hy (), (3.158)

ou seja, obtemos div(u;) = 0.
Considere agora v € H(2) N'V. Podemos escrever entao a terceira equagiao do

Problema 3.4 como
(uy, v) = (f = H((1 = x")u’) = K(xup) — A%uy, v)
Pelas limitacoes obtidas acima em 9, temos
ul, limitada em L2(0, T; (H*(Q) N V).
Portanto, podemos considerar que também vale:

4
Uy — Ugt-

Agora, para a pressao podemos proceder como no método classico de compres-
sibilidade artificial para as equagoes de Navier-Stokes (Temam [33], p. 299).

Escrevemos
Vi = f =, — H((1 = x)) — K(ul) — v A,
A seguir tomamos outra vez v € H%(2) NV arbitrdrio e observamos que
0= (Vp',0) = (f —up — H((L = X")u’) = K(X"uj) — vA*uf, v).

Passando ao limite na identidade acima quando 0 — 0+, utilizando as con-

vergéncias ja obtidas, concluimos que

0=(f —uy —H({(1—x)u) — K(xu) — vA%u;,v).
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Como a tltima identidade vale para v € H%(2) NV arbitrarios, concluimos que

existe p tal que
Vp = f—uw — H((1 = x)u) = K(xu) — vAuy,
e do argumento anterior, quando § — 0T, temos
Vp? = Vp em L*0,T; (H*(Q)NV)).

As convergéncias que temos também permitem como fizemos anteriormente pas-
sar ao limite quando ¢ — 0% em todos os termos das outras equacoes do Problema
3.4, conforme se espera. Como feito para €, usando (3.151) e (3.152), e procedendo

como em (3.126), obtemos

£ € Bx)-

As convergéncias obtidas também nos permitem de forma usual concluir que 6,
X e u satisfazem suas respectivas condigoes iniciais.
Portanto, (6, x, £, u) sdo solugdes do Problema 3.1 e portanto o Teorema 3.1 estd

provado. 0
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