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INTRODUGCAO

Nesse trabalho, pretendemos fazer um estudo das equagdes de Navier-
Stokes, as quais regem o escoamento de fluidos viscosos incompressiveis, no
caso em que sao dadas condigGes de fronteira sobre a pressio que sao frequen-
tes em problemas de escoamentos industriais. Consideraremos a situagio
particular, mas muito importante, onde o fluido é assumido ter densidade
constante; deter-nos-emos em estudar o caso estaciondrio, ou seja, onde as
variaveis envolvidas nao dependem do tempo.

Mais especificamente, serd objeto de nosso estudo o seguinte problema :
achar u : @ — IR", p: Q) — R tais que :

—vAu -+ pou-Vu+ gradp=f
divu =0

com condi¢bes de contorno a serem descritas posteriormente e onde
u(z) € JH" é a velocidade do fluido no ponto = € §2 C R™ (regido de escoa-
mento), pp > 0 é a densidade e ¥ > 0 é o coeficiente de viscosidade (ambos
constantes), f € a densidade de forgas externas por unidade de massa, u- Vu
indica o operador convecgio e p(z) € a pressao hidrostatica. Observamos
que a equagdo divu = 0 indica o incompressibilidade do fluido e u |sq= 0
indica que o fluido adere as paredes de ), suposto em repouso. Além disso,
suporemos {2 limitado e com fronteira regular e consideraremos n = 2, 3 pois



sao os casos fisicamente interessantes, uma vez que no caso n = 1, teriamos
necessariamente u(z) identicamente nula.

Um passo importante na compreensido do problema anterior é o estudo
preliminar do caso linearizado; para tal, consideraremos o chamado Pro-
blema de Stokes Estaciondrio : acharu: 1 — R" ep: Q — IR tais
que :

—vAu+gradp=f

divu =0

com condigdes de contorno similares as anteriores.

O estudo de tais problemas serd baseado no artigo de Begue-Conca-
Murat-Pironeau [ 2 |. Faremos um detalhamento do mesmo, procurando for-
necer gradativamente, os fundamentos matematicos que se fardo necessarios
no seu estudo. Assim sendo, no capitulo 1, daremos alguns resultados da
teoria classica dos espacos de Sobolev e também algumas propriedades dos
espacos funcionais que serao utilizados nas formulagGes variacionais dos pro-
blemas de Stokes e de Navier-Stokes propostos acima.

O objetivo do capitulo 2 serd fornecer algumas informagdes sobre os pro-
blemas classicos, isto €, com condigées de contorno apenas sobre a velocidade.
Descreveremos, além de resultados de existéncia e de unicidade das solugdes,
algo sobre o que se conhece sobre a regularidade de eventuais solugdes dos
problemas de Stokes e de Navier-Stokes estacionérios.

No capitulo 3, ja tratando efetivamente do que nos interessa, considera-
remos o problema de Stokes com condigOes de fronteira nao habituais. Mais
precisamente, consideraremos os casos onde a velocidade € dada sobre uma
parte da fronteira, a pressdo e a componente tangencial da velocidade dadas
sobre uma outra parte da fronteira e onde a velocidade normal e a com-
ponente tangencial da vorticidade sendo dadas sobre uma terceira parte da
fronteira. Além das formmilagdes variacionais, resultados de existéncia e uni-
cidade e a “equivaléncia” entre as formula¢des variacionais e fortes (tanto
no caso de condigdes de fronteira homogéneas sobre a velecidade, quanto no
caso de condigdes ndo homogéneas), daremos alguns resultados sobre o fluxo



da velocidade sobre certas partes da fronteira e também, um método para
determinar a derivada normal da pressao sobre uma outra parte da fronteira.

No capitulo 4, faremos uma generalizagido para o caso das equagdes de
Navier-Stokes, de alguns resultados obtidos no capitulo anterior, conside-
rando duas versdes do problema (uma com condigbes de fronteira homogéneas
e outra com nio homogéneas sobre a velocidade). Daremos alguns resultados
sobre a existéncia e a unicidade de solu¢bes com a condigido de que os dados
do problema sejam pequenos em relagio 3 viscosidade, bem como resultados
sobre o fluxo da velocidade e sobre a derivada normal da pressio.

Os resultados anteriores sio de Begue-Conca-Murat-Pironneau [ 2 ]. Na
ultima se¢do do capitulo 4, daremos um resultado original, mostrando que,
mesmo sem a pequenes dos dados, é possivel ainda, sob condigdes naturais,
obter um resultado de existéncia de solugdes para o problema de Navier-
Stokes nao homogéneo.

No apéndice, daremos alguns exemplos que aparecem com certa frequéncia,
em situagbes concretas. Veremos também, como adequar a taorla, aqui de-
senvolvida a resolugio de tais problemas.



Capitulo 1

RESULTADOS PRELIMINARES

1.1 Introducao

Daremos neste capitulo alguns resultados que nos serdo tteis no desen-
volver deste trabalho. Por razdes técnicas frequentemente omitiremos as
demonstracoes destes, as quais poderdo ser encontradas nas referéncias cita-
das. Recomendamos também, uma ripida leitura das propriedades bésicas
do produto de convolugao.,

1.2 Conceitos basicos sobre espagos de
Sobolev

Consideremos inicialmente, um subconjunto £ do R*, aberto, com fron-
teira I' . Suporemos, salvo mengdo contrdria, que I' é localmente lipschitzi-
ana, ou seja, [' é, localmente, o grafico de uma funcio lipschitziana.

Seja D(?) o espago vetorial das funcdes infinitamente diferenciaveis, com
suporte compacto em @ e denotemos por D(Q)’, o espaco dual de D(2),
frequentemente chamado o espaco das distribuigcoes sobre (1. Lembramos
que, quando f & uma funcdo localmente integravel, podemos identifica-la a
distribuigao por ela definida colocando



<o >= [ f@)ple)dz, Vo e D®),

onde <.,.> denota o produto de dualidade entre D(f?)’ e D(Q?).
Em seguida, consideremos, para cada inteiro m > 0 e cada real p com
1 < p < o0, 0 espago

wmr(Q) = {ve LP(Q) | v e L’Q), V |a| <m).

O espago de Sobolev W™P(Q) é um espago de Banach (cfe.
Adams - [ 1], pég. 45) com a norma:

| lmpe = {3 /Q|a°'u(x) P ds}}, se p< oo

Jerl<m

ou

| 1 [[me00 = max { supess | Fu(z) ]}, se p=oo.
lalgm * req

Além disso, se 1 £ p < oo, W™P(12) é separdvel e se 1 < p < o0, €
reflexivo (cfe. Adams - [ 1], pdg. 47). Podemos ainda, munir tal espaco da
seminorma:

| Ulnpe= { 5 [ 18°u(a) I da}5, se p<oo

|ev[=m

ou

| ¥ |mcop = max {supess|du(z)|}, se p=oo.
loj=m ~ zeQ

Lembramos que, quando p = 2, W™?({2) é frequentemente denotado por
H™(Q) que é um espago de Hilbert (cfe. Medeiros - [ 5 ], pag. 22) com o
seguinte produto interno:

(W V)ma = Y, _/Qaau(:r)a%(:r]dm.

fa]<m



Como D(2) C W™P(§2), definiremos

FTETW ()

WP (@) = D(Q)

ou seja, W?(Q) é o fecho de D(2) na norma |} - ||l 0. Em particular,
quando m = 0, temos o seguinte resultado:

Lema 1.1 O espago D(}) € denso em LP(2) paral < p< co. m

O proximo teorema, conhecido como a desigualdade de Poincaré-Friedrichs,
afirma que a aplicagdo v — | v |40 é uma norma em H7*(£2), equivalente a

I llms -

Teorerna 1.2 Se Q € conero e limitado ao menos em uma diregdo, entéo,
para cada inteiro m > 0, existe uma constante K = K(m, ) > 0 tal que

|2 llme € K }v|na, YVve H' Q) =

Para demonstragao, sugerimos ao leitor Medeiros, Miranda - [ 5 |, cap. 3.

Em véarias ocasies, precisaremos de critérios de convergéncia para sequén-
cias de fungdes. Para tal, o seguinte teorema muito nos serd util; a demons-
tracdo deste pode ser encontrada em Adams - [ 1 ], pag. 97.

Teorema 1.3 Sejam Q um aberto do IR™ com fronteira lipschitziane, p € R
coml < p< oo emke& N comk <m. As sequintes imersdes ocorrem
algébrica e topologicamente: '

wmP(Q) C
C*(1) se



Além disso, se Q € limitado, a +iltima inclusdo ocorre em C*(Q1) e @
imersio de W™P(Q) em W59 (Q) ¢ compacta para todo ¢ € IR satisfazendo

1€¢ < ;'(?“;P-T}p quando n > (m—k)p,
ou
1€¢ <00 quando n = (m — k)p.

Também para k ou m negativo, estas imersdes compactes ainda ocorrem. m

Para 1 € p < oo, denotaremos W="2((Q)} o espago dual de W*?(Q) nor-
mado por:

< f,v>

f —mpl = sup
” “ m,p vE W;:r:(n), ” v ”m,p,n

onde p’ satisfaz i; + # = 1.

Neste trabalho, restringir-nos-emos aos espagos H™({l), ou seja, no caso
p = 2 e para estudarmos os valores de fronteira das fungbes cestes espagos,
suporemos que a fronteira I de ) é de classe C™.

Consideraremos ds como a medida de superficie sobre I' ¢ L*(T") como o
espaco das funcdes de quadrado integrével sobre I' com respeits & medida ds,

munido da norma

lullor = {f 1u(s) P ds}.

Os resultados abaixo, cujas demonstragées sdo encontradas em
Treves - [ 9 |, se¢do 26, caracterizam o trago das fungbes de H™(Q).

Teorema 1.4 Seja m qualquer inteiro ndo negativo. Entdo a restricdo a
Q) das fungies de C°(IR™) formam um subespaco denso de H™(f}). =



Observamos que este subespaco denso € o espago C°(() das fungdes inde-
finidamente diferencidveis em Q, cujas derivadas de todas as ordens podem
ser estendidas ao fecho de (! com continuidade. Para qualquer funcio de
C*®(01) podemos definir seus valores sobre a fronteira e chamaremos de trago
sobre I', o qual é simplesmente a sua restricao a I'.

Teorema 1.5 Se m > 1, entdo o trago sobre ', definido inicialmente so-
bre C°(Q), pode ser estendido de forma dnica, como ume aplicagdo linear
continua e sobrejetiva de H™(f1) em H™3(T). =

Denotaremos o trago de u sobre I' por ,u ou poderemos eventualmente,
+ . ¥ . -1

usar ¢ |r, sem que haja aviso prévio; lembramos ainda que, se u € ™~ 2(T),
m > 1, entao '

leloye = inf, 10 lna

Yob = v

define uma norma em H™~3(T'), com a qual torna-se um espago de Hilbert.

Corolario 1.6 Se m >> 1, entdo existe uma constante K > 0, indepen-
dente de u tel que

[ Yot lmgr S K| % lma, Yue H?(Q). =

Consideremos H~2(T') = espago dual de H%(T), munido da norma:

; |< o/, u >|
“ U ”—:1,-.1" = sup “ u “1 )
uEH%(l"), g0
uFD

onde < -,- > denota a dualidade entre H-#(T') ¢ H2(T'). Lembramos que
< -+ > é uma extensio do produto escalar de L*(T') no sentido de que se
w € L?(T), entido podemos identificar < u,v > com Jru(s)v(s)ds.

Como a fronteira I' de €2 é suposta pelo menos lipschitziana, temos que a
normal exterior n estd definida em quase toda parte da fronteira e portanto



faz sentido definir derivadas normais. Para v € H™({1), definiremos a deri-
vada normal de v por :

dv i v

_— I: —_

dn ; ' ’Yo( 3:13.,)

onde n = (ng,+++,n,) é a normal exterior unitaria a fronteira.
Temos, entdo, os seguintes resultados:

Lema 1.7 A aplicacido u +— {v.u,dufon} definida de H™(Q) em
Hm_'lz‘(I‘) X Hm_%(l“) é sobrejetiva. =

Observagio 1: No caso m = 1, temos o seguinte resultado {cfe.
Girault, Raviart - [ 4 |, pag. 24):

Seja g € H%(I‘)“, satisfazendo [rg-nds = 0. FEntdo existe uma fung¢do
u € HY ()™, tinica @« menos de uma fungdo aditiva tal que

divu=0 em Q e u=g sobre I.

1.3 Alguns espagos funcionais importantes
para as equacgoes de Navier-Stokes

Assumiremos neste paragrafo (salvo mencéo contriria), que {2 é um sub-
conjunto aberto do IR", n = 2 ou 3, com fronteira I" lipschitziana.
Consideremos os seguintes espagos:

A={pe DQ)"| divp =10} (1.1)

V={ve H(Q)"| divv =0} (1.2)



H(div; Q) = {v e L}(Q)* | divv € L*(Q)} (1.3)

H(curl; Q) = {v € L* ()" | curlv € L*((1)"} (1.4)

Observamos primeiramente, que usaremos div v ou V - u para denotar o
divergente de u, curlu ou V X u para o rotacional de u e grad v ou Vu para
o gradiente de u.

Notamos que munindo o espago H{div; (1) do produto interno

(w0, V) arqgin) = (4, V) 2y + (divu, div v)p2(g)
e o espago H(curl; Q) do produto interno
(s V) H(eurti) = (U, v)p2(@ps + (V X 4, V X 0)p2(0)m,
vemos que tals espagos sdo de Hilber{ e consideraremos as normas induzidas
por tais produtos internos.

O seguinte lema nos serd bastante 1itil no desenvolver deste trabalho; para
a demonstracdo sugerimos Girault, Raviart - [ 4 ], pdg. 25.

Lema 1.8 Se f € H™'(Q)" satisfaz

<fo>=0VYveV,

entdo existe p € L2(Q) tal que
f=gradp.

Quando 1 € conexro, p € dnica ¢ menos de uma constante aditiva. ®
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Para um estudo detalhado da relacio de densidade entre estes espagos,
bem como das demonstragdes dos dois teoremas que se seguem, recomenda-
mos a leitura da segio 1.2 de Girault, Raviart - [ 4 ].

Teorema 1.9 Seja 1 um subconjunto aberto do R" simplesmente conezo.
Uma fungio u € L* ()" satisfaz

curlu =0 em §2

se, e somen:e se, existe uma tnica funcdo p € H'(Q)/IR tal que

u = gradp. W

Observaraos que p é, na verdade, uma classe de fungdes e que se {) néo for
simplesmente conexo, a tltima igualdade é satisfeita ac menos localmente.

Podemos agora, definir o trago tangencial sobre I' das fungbes de
H(curl; ©).. Lembramos que no caso bidimensional, se 2 normal unitaria
exterior é dada por n = (ny,ng), entdo podemos deduzir que a tangencial
unitaria é dada por 7 = (-ng, my).

A prova do resultado que se segue pode ser encontrada em
Girault, Raviart - [ 4 ], pig. 34.

Teorema 1.10 A aplicagéo v; : v > wv-mn | pare n = 2 ou
Y v — o X0 |r para n = 3 definida em D(Q)" pode ser estendida a
uma aplicagdo linear e continua, ainde denotada por v, de H{curl; Q) sobre
H‘%(I‘) sen = 2 ou sobre H‘%(I‘)s sen = 3. Além disso, a sequinte férmula

de Green € satisfeita:

(curlv, ) — (v, curl @) = — < v, >p (1.5)

Vo€ H(curl; Q) eVoe H(QP sen=3 ouVop e H'(}) sen=2. =

11



Considersmos agora, os espagos a serem utilizados na resolugao dos pro-
blemas de Stokes e de Navier-Stokes clissicos:

V= fecho de A em H(Q)" (1.6)

H = fechode A em L*(Q)" . (1.7)

onde A é o espago definido em (1.1).

Para uma melhor caracterizagio do espago V, observamos que as fungdes
deste espago tém divergente nulo no sentido de L?({?) e se anulam na fronteira
de & num sentido generalizado.

Usando a caracterizacio de V dada em Temam - [ 8 |, pég. 18, con-
cluiremos que ¥ = V (definido em (1.2)) e, portanto, utilizaremos sempre a
notagdo V quando nos referirmos a tal espago.

Com relzgio ao espago H, vemos que as funcgdes deste espago tém diver-
gente nulo no sentido de distribui¢do e componente normal nula num sentido
generalizado na fronteira de . '

Nas formulacSes variacionais dos problemas de Stokes e de Navier-Stokes
que serdo exibidas nos capitulos 3 e 4, serdo de grande importarcia os espagos
V, V,, V1 e a forma bilinear continua a(-,-) que definiremos abzixo.

Suporemos que existem trés abertos regulares de I', {I'1,I';,1's}, satisfa-
zendo:

a) Ty, 'z, T's sdo de classe C'H!
b) TinT;=0 Vi,j=1,23,i#] (1.8)

¢ T=T,uUT,uUT;

e cada I'; com um nlmero finito de componentes conexas; denotaremos por
Iy,,..., 9, as componentes conexas de I's.
Considersmos, entdo, os seguintes espagos:

V={ veH(QP| V-v=0em £, v=0 sobre Iy,
)

vXxn =190 sobre 'z, v-n =0 sobre I'3}

12



Vo={v. €V | Jr, %o 'nds=0Vi=1,.,r} (1.10)

os quais muniremos com o produto interno de H'(0)3. Como estes sio
espacos fechados de H'(2)3, sio espacos de Hibert.

Observamos (usando o teorema de Stokes) que o trago normal das fungdes
de V tem média nula sobre I'y, uma vez que V-v =0,

Sejam a(-,-) : H{(0)? x H'(Q)? a forma bilinear continua definida por

o) = "/n(v xu)(V x v) Yuve H(QP, (1.11)

e V] o subespago de V definido por:

Vi={weV | alw,v,)=0 Vv, €V} . (1.12)

Lembramos que uma forma bilinear a{-,) : M x M — IR, onde M éum
espaco de Hilbert, é dita M-elitica (ou M-coerciva) se existe uma constante
a = a(2,T1,T2,Ts) > 0 tal que

a(v,v) 2 a || v, Vve M. (1.13)

Considerando a forma bilinear a{-, ) definida em (1.11), diremos que a(-, *)
é V,-elitica com nicleo V; se as seguintes condigbes forem verificadas:

g) (") & Vaeclitica, isto &, existe as = cio(@, Ty, T3, Ts) > 0
a(vo,v0) = v Jo [Vxvo 2 dz > aov || vo [3nays » Yoo € Vo (1.14)
b N@)=W |
onde N(a) denota o niicleo de a(-,:) em V, ou seja,

N(a) = {v eV |a(v,w)=0 Ywe H{Q)’} (1.15)

13



E interessante notar que se I's = ) ou I’y tem somente uma componente
conexa, entdo V, = V e, portanto, as nogdes de V-eliticidade e V,-eliticidade
coincidem. Observamos que se w € N(ea), entdo a(w,w) = 0 e, assim,
V xw = 0 em §}; por outro lado, é ébvio quese w € Ve VX w =0em
{) entdo w &€ N(a). Concluimos entdo, que o nticleo de a(-,") em V é o su-
bespago de V das fungdes de rotacional nulo em 2, ou seja,

Na)={weV|Vxw=0 em {}. _ (1.16)

Lembramos que se tivermos {! ndo simplesmente conexo, I" de classe C?
eI =T, entdo a dimenséo de N(a) é estritamente positiva € como V =V,
a forma a(-,+) nfo é V-elitica, nem V,-elitica com nucleo V.

Exibiremos, a seguir um resultado devido a LAX- MILGRAM, o qual é
de grande utilidade na obtencio de solugbes e de estimativas em problemas
lineares.

Lema 1.11 Sejam X um espage de Hilbert real com norma || - |,
a:X x X — IR uma forma bilinear continua e coerciva e f € X’ (dual de
X ). Entdo eziste um unico u € X tal que a(u,v) = f(v), Vv € X. Além
disso, tem-se que Jull< L) fllx. ™

O préximo lema nos fornecerd uma decomposicio do espaco V.,

Lema 1.12 Se a{-,-) é V-elitice ou V,-elitica com nicleo Vi, enido
V =V, ® WV, sendo Vi fechado em V e existe uma base {wy, -, w,_1}
de V; tal que :

ﬂ.) fri,w;-nd.s:t‘i,-j Vi,j:l,...,r—l
(1.17)
b) Jo, wi'nds=-1 Vi=1,..,r—1

Demonstragéio: Mostraremos primeiramente, que ¥} € o complementar to-
polégico de V, em V. Como a(:,-) é continua em V e V; é a imagem inversa
do subconjunto fechado {0} de R, entdo V; é wm subespago fechado de V.
Mostremos agora, que V = V, @ V3. Suponha que w € V, N V;; entao
a{w,w) = 0'e como a(-,-) é V,-elitica temos que w = 0. Logo, V,NV; = {0}.
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Temos que mostrar que, se v € V | entio existem dnicos v, € V,,
vy € V] tal que:

v = v, + V1.

Como a(-,-) € V;-elitica, é suficiente definir v, (com v fixo) como a tinica
solugio (cfe. lema 1.11) do seguinte problemas:

Achar v, € V, tal que:
a(ve,2) = alv,2), Yz €YV,
e definir v; por:

v =V — Vg

Utilizando as definicdes de V] e de v,, deduzimos que a{v;,z) = 0,
¥V z € V, e assim, v; € V4. Isto conclui a demonstracio de que V; é um
complementar topolégico de V, em V.,

Mostraremos agora, que ¥} tem dimensdo finita.

Seja @ : V; — IR" a aplicagdo linear continua definida por:

B(w) = ( , w-nds,...,jr2 w - nds).
1 r

Sew € V; é tal que ®(w) = 0, entdo w € V, e assim w = 0. Logo, ® é inje-
tiva. Por outro lado, como as fungbes de V] tém divergente nulo em (2, temos :

Z w-nds:/{\w-ndszo VweW.

t=1 l"g,-

Como dim @(V}) < r —1 e & é injetiva, deduzimos que

dimV, <r —1. (1.18)
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Sejamn z1,...,2.—1 (r-1) fungbes de V verificando as condiges:

a) fI‘:j zi-nds=6; VYi,j=1,.,r—1
(1.19)
b) fr, zi-mds=-1 Vi=1,.,r—1

Observarmos que a existéncia de tais fungdes é garantida pela observagao
do lema 1.7. Para cada ¢ = 1,...,,r — 1, associamos 3 z; a funcio w;, de V,
solugdo 1nica (cfe. lema 1.11) do problema:

Achar w;, € V, tal que:
(1.20)
a(wio:vo) = - a'(zia va): A Yo € T/u:

e definimos w; por:

wi=w;, +2z, 1=1,..,7—1L (1.21)

Utilizando (1.19) e (1.20), verificamos facilmente que w; € Vi, para
i = 1,..,7 — 1 e satisfaz (1.17). Por outro lado, a condigio (1.17a) im-
plica que as fungdes w; sfo linearmente independentes. Deduzimos entdo de
(1.18), que a dimensdo de V; é exatamente igual a (r — 1) e que o conjunto
{wiy. .. w1} é uma base de V) que satisfaz (1.17). w ~

Daremos a seguir, um resultado que é uma consequéncia direta do Teo-
rema do Ponto Fixo de Brouwer e nos serd 1til para garantir a existéncia de
solugdes dos problemas aproximados ndo lineares.

Lema 1.13 Seja X um espago de Hilbert de dimensdo finita com produto

interno (-,’) e norma | - | e seja P uma aplicagio continua de X em X
satisfazendo

(P(£),6) >0 para |£|=K>0. (1.22)
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Entio eviste £ € X, com | £ |< K tal que P(£) = 0.

Demonstragao: Suponhamos que P ndo se anule na bola Bx(0) C X.
Entédo a aplicagdo S : Bx{0) — Bg(0) definida por:

S = —k 2L

| P(£) ]

é continua em Bg(0). Pelo Teorema de Brouwer sabemos que S tem um
ponto fixo em Bx(0), ou seja, existe £, € Bg(0) tal que

P(&)
—K e = &,
| P(&) |
Tomando a norma dos dois lados desta equagio, vemnos que | &, | = K, e

se calcularmos o produto interno com ¢, teremos :

s o1 o (Ple),60)
6o = K= =K ey

Mas isto contradiz (1.22) e portanto P(£) deve se anular em algum ponto
de BK(U). |

Conforme veremos nos capitulos seguintes, apés obtermos uma estimativa
uniforme para a sequéncia de solu¢des aproximadas, precisaremos de algum
critério de cunvergéncia para podermos fazer a passagem ao limite. O lema
abaixo nos forneceré tal critério. Apesar de ndo apresentarmos sua demons-
tragio, recomendamos a leitura de Brezis - { 3 |, cap. 3.

Lema 1.14 Sejam E um espago de Banach reflexivo e (r,) uma sequéncia li-

mitada em K. Entdo existe uma subsequéncia (z,,) que converge fracamente
paraz € E. nm
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No final dos capitulos 3 e 4, daremos uma férmula que permite calcular a
derivada normal da pressio sobre a parte I's da fronteira ' de 2. Para isto
precisaremos do conceito de divergente tangencial no sentido de distribuigdes
e comegaremos dando algumas condigbes para que tal conceito possa ser
estabelecido.

Considerzmos p € H %(I‘) e ®, e ®, duas extensoes de ¢, isto é,

&, 0, € HY(S), &, = &, = ¢ sobre T.

Lembramos que, como I' € de classe ', o lema 1.7 garante a existéncia de

tais extensoes.
Seja g € H3(I")® tal que:

g-n =0 sobre I, (1.23)

Como ©; = @, sobre T', entao V@, xn= V@, xn sobre I, e assim:

< g, VO, >pr =< g, VP >p.

Isto mostra que para ¢ dada, < ¢,V® >r ndo depende da extensao
® € H*() de ¢. Como

|< gav¢) >F| < ” g “H—ﬁ‘{p)a ” ¢ ||H2(ﬂ)a

obteremos:

Ty L A LS
4 = psobrel

|<g, V@ >ri<| gl

Isto nos permite introduzir a seguinte defini¢do:
Seja g uma distribuiio em H~2(I')® satisfazendo (1.21). Chamamos de

divergente tangencial de g a distribuigio Vi-g € H "%(F) definida por

KVigor=—<g,Vd> VeeH ), (1.24)
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onde ® é uma extensio qualquer de v em H%(Q) e < -,- >>r denota a dua-
2
lidade entre H~%(I') e H2(T).

Observagfio 2: E interessante lembrar que se g é uma funcdo suficien-
temente regular definida em (I com valores em IR® e satisfazendo (1.23),
um célculo explicito (cfe.  Murat, Simon - [ 6 ], lema 4.9 ou
Simon - { 7 ], segio 4) mostra que: :

3

. 3 . o
Vi-g= Z % - Z g'g".”‘"f sobre T
k)

=0z 5T

Daremos, finalmente, alguns resultados que serio usados no apéndice
deste trabalho, para uma outra caracterizagio do espago V definido em (1.9);
as provas destes podem ser encontradas em Girault, Raviart - [ 4 ], p. 51-54.

Consideremos os seguintes espagos:

W = H(div; Q) N Hy(curl; ) -

U = H,(div; ) N H{curl; ),

onde Hy(curl; @) = DI " ¢ H,(div; 0) = D) .

Temos entao :
Teorema 1.15 O espago W estd continuamente imerso em H'({1). »

Teorema 1.16 Suponhamos que { seja limitado e tenha fronteira de classe
C'? ou seje um poliedro convezo. Entdo U esté continuamente imerso em

H(Q)?®. =
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Capitulo 2

RESULTADOS SOBRE 0OS PROBLEMAS CLASSICOS DE STOKES E
DE NAVIER- STOKES ESTACIONARIOS

2.1 O problema de Stokes estacionario

As equagdes de Stokes siao a forma estaciondria linearizada das equacdes
de Navier-Stokes. Faremos, neste paragrafo, duas formulagdes variacionais e
um resultado de existéncia e unicidade para o problema:

Achar u: Q — R*(n=20u3), p: Q — IR taisque:
~vhu-+gradp = f (2.1)

divy = 0, v = 0 sobre T.

E converiente observar que, apesar de na formulagio dos problemas de
Stokes e de Navier-Stokes aparecer a densidade p,, ndo ha perda de generali-
dade ao se tomar p, = 1. Além disso, gostariamos de observar que a pressdo
p é Unica a menos de constantes aditivas e para fixd-la suporemos sempre
que p € LE(0), ou seja, p é quadrado integravel e possui média nula sobre €2.
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2.1.1 Formulagao variacional

Para obtermos uma formulagdo fraca de (2.1), tomemos uma funcao ar-
bitrdria v : § — IR® suficientemente regular tal que v|r = 0 e multiplique-
mos a primeira equagio de (2.1) por v. Uma integragio por partes sobre {1
e a condicic.de fronteira nos dara:

1 d . d —_ * ; :-"./ - dﬂ:-
./j‘;gmugm vdz fnp dwvdu.:. nfv

Tomemos agora uma fungio ¢ :  — IR" suficientemente regular tal que
Jo g dz = 0 e multipliquemos a segunda equagéo de (2.1). Integrando sobre
{2 teremos:

]q-dz'vud:csﬂ.
0

Recordemos os seguintes espacos funcionais:

A ={pe D) |divp=0}
v = fecho de A em H}(S})"
H = fecho de A em L2(Q)"

LiQ) ={g€ LAQ)| Jag(z)dz =0}

Definamos as seguintes formas bilineares:

a;: H(QO)" x H}{(Q)Y — R
(2.2)
as(u,v) = p(grod u, grad v)

b: HMUSO) x LA(Q) — R
(2.3)
b(ws Q) = _(QS div UJ) :

onde (-,-) é o produto interno de L#(f1) usual.
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Temos, entdo uma formulagio variacional para o problema (2.1):
Dada f € H-Y(Q)", achar (u,p) € HA(Q)" x LX) tal que:
a3(u,v) + b(v,p) =< fro >, Vo H{Q)P | (2.4)
b(u,q) = 0, Vge L)

onde < -,- > denota o produto de dualidade entre H~1(Q)" e H}{Q)".
Podemos ainda, dar uma formulagio fraca onde ndo aparega a pressio

p. Para tal, basta restringir a forma bilinear em (2.2) ao subespaco V de

Hy(Q)*, pois assim, teremos b(v,p) = 0, Vv € V e o seguinie problema :

Dada f e H™Y(Q)", achar (u,p) tal que:
(2.5)

a(u,v) =< fo>, YveV

Mostraremos posteriormente, que as duas formulagdes sdo equivalentes.

2.1.2 Resultados de existéncia e unicidade

Notamos primeiramente, que a forma bilinear definida em (2.2) é continua,
pois

| ax{u,0) | < || gradu {1z || gradv [z < C@) u s || v Ils

e também ceerciva, pois usando a desigualdade de Poincaré-Fredrichs (t_eo-
rema 1.2), temos :

|ay(v,v) | = v || gradv |1z 2 (@ v) v ]T.

Assim, se tomarmos I(v) = < f,v > teremos que I € V' e
Il I ilv <[l f llg-1@) € portanto (2.5) estd nas condigdes do lema 1.11.
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Logo, existe uma tnica solugio u € V de (2.5) satisfazendo

”UMSEm%ﬁufhﬂwh (2.6)

Precisamos agora recuperar a pressio p. Para isto vamos mostrar que as
formulagdes {2.4) e (2.5) sio equivalentes. Notamos que se (u,p) é solugdo
de (2.4) entdo u é solucao de (2.5). Temos que mostrar que, se u é solugao
de (2.5), entéo existe p tal que (u,p) € solugdo de (2.4).

Seja g : H2{Q)" — R a forma linear definida por

g(v) =< f,v > —ay(u,v) _ (2.7)

Temos que g(v) = 0, Vv € V, isto é, g € V° = {h € HI{Q) |
h(v) =0, Yv €V }, o conjunto polar de V. Assim temos que mostrar que
existe p € L3(Q) tal que

b(v,p) = g(v), Vv e H(Q)™ (2.8)

Para isto, precisaremos do resultado seguinte, cuja demonstragdo pode
ser encontrada em Girault, Raviart - { 4 |, pég. 58.

Lema 2.1 .Sejam X, M espacos de Hilbert reais e b : X x M — R
uma forma bilinear continua. Consideremos os operadores B € L(X, M’)

e B' € L(M,X") definidos por

< B'q,v > =< Bv,¢>= b(”:‘]): YgeM,VveX

onde < +,+ > denota o produto de dualidade entre X' e X e M’ ¢ M. Seja,
ainda, V = kerB = {ve X | blv,g) = 0, Vge M} . Entdo sio
equivalentes:
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(1) existe uma constante 8 > 0 tal que

o f b{v, q)
inf sup ——""t—
7€M yex [lviix |l glim

> B (2.9)

(it) o operador B' € um isomorfismo de M sobre V° = {h € X' |
hv)=0,VoeV}e| Bqllx = Bl qlla Vg M.

(iii) o operador B ¢ umisomorfismo de V* sobreM'e || Bu|la> 8 || v |x,
VoeVi={weX |<wv>=0,YVveV}].

A forma bilinear definida em (2.3) é continua pois
| 6(w, ) | < | ¢ le2gy | divew Nlzzgay £ )| ¢ lle2 gy IV w0 |2y
e neste caso os operadores B e B’ associados a b sao
B = —div : H{(Q)* —s L}§)
B = grad :L%}Q)— H Q)"
Além disso, kerB = {v € H(Q})" : B(v) = divv = 0} = V (definido na

seqdo anterior). A equagdo (2.8) é entdo, equivalente a achar p € LZ(Q) tal
que

B'p = g )® (2.10)

Pelo lema anterior, para achar a pressao basta mostrar que a forma bili-
near de (2.3) satisfaz a condicdo (2.9), isto é, que existe uma constante g > 0
tal que

p
sup ) S a1, Ve € Z2(Q). (2.11)
veri@p v
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Para isto, necessitamos ainda do resultado abaixo, cuja demonstragao
pode ser encontrada em Giraul, Raviart - {4 |, pag. 24.

Lema 2.2 O operador divergente é um isomorfismo de V' (complemento
ortogonal de V em H2(£)™ com o produto (grad -,grad -)) sobre L2({}). m

Assim, dada ¢ € L%((1), existe v € V* tal que p = divv e
|vh € C|| ¢ |le2, C > 0 independente de .
Assim,

(0, dive) _ (0,0) _ el

|U|1 - |"|1 - |U|1

> 2ol

Tomando-se § = é > 0 temos (2.11) e, portanto, B’ = grad é um iso-
morfismo sobre V° de acordo com o lema (2.1). Logo, existe p € LZ(Q)
satisfazendo (2.10) e

lplle: < Cl Bplla-yqp = Cll g lla-1
< Cilll f =y +v lu ) € CLA+B8) || -1

Concluimos assim, que as formulagées {2.4) e (2.5) sdo equivalentes .
Observamos que uma outra possibilidade para recuperarmos a pressao seria
considerarmos que

—vAu+ f e HI{Q)™.

Pelo lema 1.8, teriamos que existe uma funcdo p € L} (02)/R tal que
(u, p) é solugao de (2.5).

Podemos entdo, resumir os resultados anteriores no seguinte

Teorema 2.3 Dado f € H7WQ), existe uma inica solugdo
(u,p) € HH{Q)™ x L2(Q) de (2.4). Além disso, temos a estimativa



lulh+ 12l < Clayy) | fillarq-»

Antes de terminarmos esta secio, gostariamos de comentar sobre a re-
gularidade do problema de Stokes ndo homogéneo (valida também para o
caso homogéneo). Um resultado consequente do paper de Agmon, Douglis,
Nirenberg, o qual fornece estimativas a priori de solugbes de siztemas eliticos
gerais, mostra que se tivermos §) suficientemente regular, com a solugéo (u, p)
e os dados satisfazendo

u € W(Q), pe W*(Q) com 1< a< oo,
FEW™(Q), g€ W™9(Q) ¢ & € W™~ 3(I') com m > 0,

entao

u € WmH(Q), pe Wmhe(q)

e existe uma constante k = k{a, v,m, ) tal que

| % [[wmizay + || P lwmtre@yr |
< E{ll £ llwma@) + 1 g lwmtre@) + | @ llymir-goagy Fdall v llze@)}

onded, =0paraa>2ed,=1paral <a <2

Observamos que este resultado nio garante a existéncia mas apenas a
regularidade de uma eventual solugao. Entretanto, no caso n = 2 ou 3 é
possivel obter um resultado de existéncia e regularidade; para tal, indicamos
Temam - [ 8 ], pig. 35.
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2.2 O problema de Navier-Stokes estacio-
nario
Daremos neste parigrafo, formulacdes fracas e um resultado de existéncia
para o problema de Navier-Stokes estacionédrio. O resultado de existéncia
sera obtido por construgdo de solugbes aproximadas usando o método de Ga-
lerkin e passando ao limite. Na passagem ao limite dos termos néo lineares

precisaremos de algumas propriedades de convergéncia forte que obteremos
por métodos de compacidade. Trabalharemos, entio, com o seguinte pro-

blema :

Achar u: Q@ — IR", p: O — IR tal que:
—vAu+u-Vutgradp = f : (2.12)

divu =0, ulp= 0

2.2.1 Formulagao variacional

Procedendo como no pardgrafo anterior, teremos uma primeira formulagéo
variacional ;-

Dado f € H™Y{(Q)", achar (u,p) € HY{Q)" x L) tal que :
ay (u, v + ag(u, u,v) + b(v,p) = < f,v >, Vv e HH{Q)" (2.13)
b(u,q) = 0, Vg€ Li()

onde ay : H ()" x H3 ()" x Hy ()" — R é a forma trilinea,f definida por:

aa(u,v,w) = fn(u-VU)- / Z wi g 3”3

t,5=1
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Se restringirmos a forma bilinear ao subespago V de Hj{Q)", teremos que
b(v,q) =0, Vv € V e uma nova formulagdo variacional :

Achar uw €V tal que: _
(2.14)
ai(u,v) + ax(u,u,v) =< fv>, Voey

Como no paragrafo anterior, pode-se mostrar a equivaléncia entre os pro-
blemas (2.13) e (2.14) usando o mesmo método, e, portanto, vamos nos
concentrar em mostrar a existéncia de solugio para o problema (2.14}).

A esta altura se faz necessario observar algumas propriedades da forma
trilinear as(-,-,-).

Lema 24 i) A forma trilinear ao(-,-,:) € continua em
HY(Q) x HY(Q)" x H(Q);
i) Sew €V, e v,w € HJ(Q)", entdo az(u,v,w) = —ax(u,10,v). Em parti-

cular, az(u,v,v) = 0.

Demonstragéo : i) Usando a desigualdade de Hélder, teremos que :

[ 3w < C) 1w syl gradv aae | w s

!j_

e, como, pelo teorema 1.3, H'(Q))" estd compactamente imerso em L*()",
segue-se que :

| as(u,v,20) | < C [Luflm@e | v [aep | w - -

ii) Sejam v,w € D(Q2)" e u € A; teremos que :

f Z(dwu Yosw;de = / Z u,a (vsw;)

£,1=1
= / Z ul—wj dx +/ Z ut ; dx
i,j=1 ‘ f,7=1
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Portanto, a;(u,v,w) = —as(u,w,v), com v,w € D(Q)" e u € A. Usando a
densidade de D(Q)* em H}(Q)" e de A em V, teremos verificado o resultado.
[

Para provar a existéncia de solugdo do problema (2.14) usaremos a seguir
o método de Galerkin.

la. Etapa : Construgio da solucdo aproximada

Como V é separavel (subespago fechado de um separdvel) existe uma
sequéncia de elementos linearmente independentes {w;}32, em V tal que as
combinac¢des lineares finitas sfo densas em V. Seja V) o subespago de V
gerado por wy, ..., ws. Consideremos os seguintes problemas aproximados de
(2.14) :

Achar u; € V. tal que:
) (2.15)
a1{uk, v) + aa(up, Ui, v) =< fiuv>, Yo E Vi

O problema (2.15) é nféio linear em um subespago de V de dimensdo finita
e para mostrar que €le temn solugdo usaremos o lema 1.13 com a aplicagao
P : V., — V. definida, para cada v € Vi, por :

(Pe(v),wi) = ai(v,wi) + az(v, v, w;) — < f,w; >

para todo ¢ = 1,...,k.

Verifiquemos a continuidade de Fy. Seja {v, }$—; C Vi convergindo para
v € Vi. Como v, — v em HY{§1)", o qual estd continuamente imerso em
L) (e, portanto, em L2(1)"), temos que :

UV —F U em L4(Q)"

gradv, — gradv  em L Q).
Assim sendo, teremos :

29



”ll_r‘rgo a1(Vp,w;) = lim -/n Vv, - Vuw; = /n Vv - Vu; = a;(v, w;)

T —~—+CO

m‘il__r.rc}':’ a2(Vmy U, w;) = n!l_l:l;lo n(v,?,,-va)-w,- = _L(v-Vu)-w,— = az(v,v,w;)

pois w; € H}()* — LYN)". Entdo, para todo ¢ = 1,...,k, teremos :

(lim Pe(om),ws) = lm [a1(vm,wi) + a2(vm, vm, wi) — < f,w; >]

= ay(v, wi} + ax(v,v,w;)— < fyw; > = (Prv), w;).

Portanto, limn—o Pi(vm) = Pi(v) e P, é continua.
Temos também, que :

(Pe(v),v) = ai(v,v) + ax(v,v,0)— < f,v >

2 afv|f +0-}fllaa@r -Nlv]i>0

para || v |i= R = 2| f luay

Assim, P estd nas condigbes do lema 1.13 e, portanto, existe uy € V;
tal que Pi(ux) = 0, ou seja, ug € solugdo de (2.15). Além disso, temos a
estimativa em H}(Q)" :

1
luefs < =1 flla-2@n
que é independente de k.

2a. Etapa : Passagem ao limite

Nesta ete;pa mostraremos que existe solugio para o problema (2.14). Con-
sideremos a sequéncia de solu¢des aproximadas {uy}i>, construida na etapa
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anterior. Como ela esta limitada em H}(2)® que est4 compactamente imerso
em L{Q)" (conforme teorema 1.3), podemos extrair uma subsequéncia, que
ainda denotaremos por {ux}2,, tal que :

uy — fracoem H}(Q)"

ur — forteem LYQ)" (e, portan_to; em L*()").
Fixando w; e usando o resultado ii) do lema 2.4, temos :

klim a1(ux,w;) = ax(u, w;)
— Q0
JL% ag(ug, ug,w;) = Hjcligloaz(uk, Wi, tx)

= —’cliﬁ-/‘)(uk-Vw.-)-uk = -—fﬂ(u-Vw.-)-u

= _a2(uawi:u) = a2(u:uawi)‘

Portanto, de a;{ug,w;) + az(ux,ur,w;) = < f,w; >, tomando o limite
em k, segue-se que :

al(us wt’) + a?(ua u, wt') =< f: w; >,

Como w; foi tomado arbitrariamente e as combinagtes lineares finitas sio
densas em V. temos que u ¢ solugdo de (2.14), ou seja,

al(u)v) +a2(usu:v) =< fiv> VveV.
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Segue da estimativa uniforme de u; em HJ(2)" e da convergéncia fraca
para u no mesmo espago, que u também satisfaz a mesma estimativa. Usando
o mesmo argumento que no paradgralo anterior recuperamos a pressio.

Temos entdo provado o seguinte resultado :

Teorema 2.5 Dado f € HY )", eziste uma solugio
(u,p) € HY}Q)™ x L) do problema (2.13). Além disso, temos :

| v l[m@y + || pllzae) £ COUv) || fl[a-1qpy =

Observagao 1 : Nio obtivemos a unicidade da solugao e de fato, ela nio &,
em geral, tnica. Entretanto, se 2 || f ||g-1(q)= for suficientemente pequeno,
pode-se provar que a solucao dada pelo teorema 2.5 é unica.

Com relagio & regularidade da solugdo do problema de Navier-Stokes
homogéneo, obtemos melhores resultados que no problema linearizado. Su-
pondo & C R", n = 2 ou 3, limitado e de classe C* e f € C*, teremos
que qualquer soluggo (u,p) € C®(Q) x C2(N); se Q é ilimitado, o resuliado
continua vilido para todo compacto K C Q. Obviamente, se f for menos
regular, assim o serd u também.

Para o caso ndo homogéneo obteremos o mesmo resultado se colocarmos
a hipétese adicional sobre o dado ¢ da fronteira de que ¢ € C=(I).
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Capitulo 3

O PROBLEMA DE STOKES COM CONQIQﬁES DE
FRONTEIRA SOBRE A PRESSAOQO

3.1 Introdugao

Estudaremos neste capitulo, as equagdes de Stokes com as seguintes
condigdes de fronteira: velocidade dada sobre uma parte da fronteira, pressio
e componente tangencial da velocidade dadas sobre uma outra parte da fron-
teira, velocidade normal e componente tangencial da vorticidade dadas sobre
uma terceira parte da fronteira. Nosso objetivo serd dar uma formulagao va-
riacional deste problema e em seguida demonstrar os resultados de existéncia
e unicidade.

3.2 Formulagao do problema de Stokes

Seja © um aberto do IR?, limitado, conexo (ndo necessariamente simples-
mente conexo), com fronteira I' localmente lipschitziana. Vamos supor que
existem abertos regulares I'y, T’y e I'y cada um com um niimero finito de
componentes conexas tais que :
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a) Ty, Ty eT3 sio de classe C11
b) TinT; = 0 Vi,j=1,23,i#j (3.1)

C) = I‘_l U T‘; U F_g
Notaremos por I'; a j-ésima componente conexa de I'; e por n a normal
exterior 4 . Uma vez que I" é localmente lipschitziana, a normal esta definida
em quase toda parte de I'. Além disso, n € lipschitziana sobre qualquer

componente de I'.
Propor-nos-emos a estudar entdo, as equagoes de Stokes (estaciondrias) :

a) —vAu-+Vp= fsobre £
b) V-u=0sobre Q
com as seguintes condicSes de fronteira :
¢) u = ugsobre I’
(3.2)
d) uxn=axnsobre I'y
e) p = ppsobre I'y

f) u-n=2"5-nsobre I’

g) (Vxu)xn=~hxnsobre T'3

onde u Xxn ¢ VX u X n denotam as componentes tangenciais da velocidade
e da vorticidade, respectivamente e, v, f, uo, @, b, po, € k s8> os dados do
problema satisfazendo :

v>0 (3.3)

FELXQP, V. fe L}Q), V x f € L¥Q)>. (3.4)
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e suporemos que existe uma extensdo Uy € H'(2)® tal que :

a) V-Uy=0sobre §

b) Uy = up sobre T

(3.5)
¢) Upxn=axnsobre Iy
d} Up-n=1b-nsobre Ty
po € H31(TL)/ R ) (3.6)
he H-3(I3) (8.7

Lembramos que a condigio (3.5) é uma hipétese de regularidade sobre as
funcdes ug, a e b. Sendo dados 4 € H3([1)°, a € H3(I,)® e b € Hi(T3)°,
a existéncia de uma fungio Uy € HY(Q)? verificando (3.5) nfo é evidente
a priori. Entretanto, se tomarmos ¢ € H%(I‘)E’ tal que ¢ = ug sobre Iy
g = a sobre I'; , g = b sobre T'; e satisfazendo [ g-nds = 0, entdo pela
observacdo 1, cap. 1, teremos que existe Uy € H(Q)® tal que :

divlp=0em Qe ly=gsobrel.

3.3 Formulacao variacional do problema e
resultados de existéncia e unicidade
Comegaremos recordando os seguintes espagos funcionais :

V={ ve H(QP |V -v=0em §,v =0 sobre T},
(338)

v Xn =0 sobre Ty, v-n=0sobre T3}

._Voz{voeV|]P vo-nds=0, Vi=1,..r} (3.9)
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Munindd-os do produto interno de H!(02)3, fica claro que gue V e V; séo
subespagos techados de H'(Q)® e, portanto, espagos de Hilbert.

Seja af-,+) : H'(2)® x H'()® — IR a forma bilinear continua definida
por:

a(u,v) = vff}(v x u)(V xv)de, Vu,ve H(Q® (3.10)

Consideremos o seguinte subespago de V definido por :

V={weV]alwv) =0, Vv €V} (3.11)

Como veremos a seguir, os espagos V, Vo e V| e a forma bilinear a( -, )
definidos acima serdo a base da formulagdo variacional e da resolugio do
problema (3.2).

Consideremos agora, o seguinte problema variacional :

a) Achar u ¢ HYQ) tal que:
B (u—U) €V (3.12)
¢) a(u,v) =L{v), YveV
onde V é o espago definido em (3.8), a(-,-) é definida por (3.10) e L(-) é
a forma linear sobre H'(2)® definida por :

L(v)=fﬂf'-vd:c+v< hxn,v >, — < po,v-n >r, Vo€ HY(Q)® (3.13)

com < -,- >, denotando o produto de dualidade entre H‘%('y)’_‘ e Hi(y)", n
=1oude~yumaberto de T '
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Consideremos, para todo v € H'(Q2)?, as seguintes desigualdades :

< fio > f @ - e lm@e = Cull e e

| v < hx {1,‘1’ > < v || hxmnl| . ]] v ||H1(Q)3 =Chv "H:(Q)a

H"%(l":;]'3
I< Po,¥ -1 >l"z| < " Po ”H"%{l":) ) ” v-n ||H%(1-\2) = Cs ” v ||H1(Q)3

Como para todo v € H1(Q2)® vale :

| L(v) | < |< fiv >+ | v <hxn,v >0, +|<po,v-n >n,

temos entao-:

PL(v) | < C |l v [l ey

e portanto, L é continua sobre H'(02)3.
Usando as definigdes de a(-,-) € de L(-) o problema (3.12) se escreve :

(@) Achar u € HY(Q)? tal que:

By (u—-Up) €V
$ . (3.14)
¢) vfp(Vxu)-(Vxvidr=fof-vdz+v<hxnovo>p

-~ < Pp,¥ N >r,, VVEV

Temos que se a forma bilinear a(.,-) for V-elitica, o lema 1.11 (LAX-
MILGRAM) parante no s6 a existéncia mas também a unicidade de solucio
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do problemai_ (3.14). Entretanto, se a forma a(-,-) for apenas Vp-elitica com
niicleo em V;, veremos que ainda teremos a existéncia mas nio mais a uni-
cidade de sclugfo em V do problema (3.14), conforme mostra o resultado
abaixo. '

Teorema 3.1 Suponhamos que a forma bilinear a(-,-) seja Vy-elitica com
nicleo em Vi e a forma L(-) verifique a condi¢do adicional :

Lw)=0, YweV. | (3.15)

Seja yo e tnica solugdo do seguinte problema variacional :

a) Achar y, € H'(Q)? tal que :
b (-U) €W (3.16)

¢) a(yo, o) = L(vg), Yvo € V.

Entéo para todo w € Vi, a funcdo v = yo + w € uma solu¢do do problema
(3.12)e toda solugdo do problema (3.12)¢€ desta forma. Reciprocamente, se o
problema (3.12)admite uma solugdo, entdo L{w) =0, Vw € Vi.

Demonstragio : Tomemos u = yp + w, com yg solucio de (3.16) e w € W.
Estd claro que v € HY(Q)® e (u — Up) € V. Seja v uma funcio qualquer de
V. Usando o lema 1.12, podemos decompor v na forma :

v=20+21, 2z€ Vo, € V1.
Como W, é o niicleo de a( -,- ), temos que :
a(u,v) = a(yo, 20)-
Assim, (3.15) e (3.16) implicam que :
a(u,v) = L{v), Ywel

Suponhamos agora, que z seja uma solugio de (3.12). De (3.12c) e (3.16¢)
deduzimos, fazendo a diferencga, que :
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a(z — yo,v0) =0, Yo € Vo

Assim z - yo = w € V; e, portanto, z = yo + w, com w € V;. Recipro-
camente, se o problema (3.12) admite uma solugio u, entdo tomando-se em
(3.12¢) as fungles testes v = w, com w € V;, o fato de V] ser o micleo de
a(,) implica que L(-) é identicamente nula em V5. m

Observamos que o teorema acima é um pouco mais geral : sua conclusio
permanece valida se V é um espago de Banach reflexivo, ¥, um subespaco
fechado de Ve a(-,-) € uma forma bilinear continua e simétrica satisfazendo :

® a(:,) é Vp-elitica
o i = {weV]a(w,v), Yvg €V} éo niicleo de a(-,-) em V.

Veremos no apéndice deste trabalho, alguns exemplos que se constituem
casos de aplicagdo deste teorema que é uma variante do lema LAX-MILGRAM.

3.4 Interpretacdo do problema variacional e
propriedades das solugoes

Comegaremos este pardgrafo mostrando que toda solugdo do problema de
fronteira (3:2) é solucio do problema variacional (3.14) e que toda solucéo
do probleme variacional (3.14) é solu¢do (num certo sentido) do problema de
fronteira (3.2). '

3.4.1 Equivaléncia entre os problemas variacional e
de fronteira

Comecaremos com o seguinte resultado :
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Teorema 3.2 Se u € C*(Q) ¢ p € C*Q) sdo solugbes clissicas do pro-
blema de fronteira (3.2),entdo u € solugdo do problema variacional (3.14).

Demonstragéo : A demonstracio é feita da forma habitual. Multiplicamos

a equacio (3.2a) por uma func¢do v qualquer de V, integramos por partes em
1, utilizando a seguinte férmula :

—Au=Vx(Vxu}—-V(V-u) ' (3.17)
¢ obteremos :

LV(VX(VXu)—V(V-u))-vdw = jgf-vd:c-}- ]npdivvd:c-frp(v-n)dS

de onde (usando a férmula de Green) segue :

an(VXu)-(VXv)da: — V/F((qu)xn)-vds — vntV(V-u)-vda:

=/ﬂf.vdx + /npdz'vvda: - LP(U'n)dS

Usandoc fato de V-u=0e V-v =0, teremos :

/(qu) (Vxv)d /fvdm+v/(qu)xn ) dS - jp (v-n)dS

Assim, usando as condigbes de fronteira que verificam as fungbes de V
sobre I, teremos :

/(VXU.) (Vxv)d / fovde + y/a((qu)xn)-vdS - _/sz(v»n) ds

de onde, utilizando o fato de p = po sobre I'; e (V xu) xn = hxn sobre I's
deduzimos que u verifica (3.14c). Além disso, utilizando o fato de u € C*(Q)
(e, portanto, u € H(§1)?), deduzimos de {3.2b-f) e de (3.5) que u — Up € V.
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Logo, u é solugdo do problema (3.14). m

Reciprocamente, temos o seguinte
Teorema 3.3 Suponhamos que as condigdes (3.4-7) sdo verificadas. Seja
u uma solucdo do problema variacional (3.14). Enido (V x u) € H(A,Q)®
e existe p € H(A, Q)[R tal que u ¢ p sdo solugées do problema de fronteira
(3.2) no seguinte sentido :

a) —vAu + Vp = f no sentido de distribui¢io sobre ()

by V-u = 0 no sentido de distribui¢io em

c) wu satisfaz (4.2¢,d,f) no sentido de traco {3.18)

das funcdes de H'(Q)®

d) pe(V xu) satisfazem (3.2e,g) no sequinte sentido :

/Q(—VAu—l- Vp)rvdr — u_/n(VXu)(VXU)d;r = —y<hx n,v>n

+<ps,v- N >p, YoEV

Além disso, se V x (V x u) € L*(Q)?, entdo (3.2d) implica :

a) p = po sobre Ty no sentido de H3(T,)/IR
(3.19)
b) (Vxu)xn=hxn sobre I's no sentido de H™3(Ts)%

Demonstragao : Seja u uma solucio de (3.14). O fato de (v — Up) € Ve
Uy verificar (3.5) implicam que u satisfaz (3.2b) no sentido de distribuigdes
em ! e u verifica as condi¢des de fronteira (3.2¢, d, f) no sentido de tragos
sobre o hordo de Q das funcdes de H'(2)3. Isto demonstra {3.18b) e (3.18¢).

Para demonstrar (3.18a) tomamos comeo funcio teste em (3.14c), uma
fungio v € D(N)® com divergente nulo. Utilizando a definicio de derivada
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no sentido de distribui¢des temos que :

< vV x(Vxu),v>= fnf-vd:r . Yo eD(Q)? V-v = 0em 0,
onde < +,- > denota a dualidade de (D(Q)®)’ e D(£2)®. Como T é localmente

lipschitziana, deduzimos pelo lema 1.8, que existe (uma classe de fungdes)
p € L*(Q)/R tal que :

vV x(Vxu) + Vp = f - (3.20)

no sentido de distribuigSes em £2; isto prova (3.18a.)
Aplicando o operador divergente & equagdo (3.20) teremos :

Ap=V-.f (3.21)

no sentido de distribuigdes em £).

Por outro lado, aplicando o operador rotacional a (3.18a), teremos :

vVx (Au) = vA(VXu) = ~VXf (3.22)

no sentido de distribuigdes em {1.

Como f verifica (3.4), a equagéo em (3.21) implica que p £ H(A, Q) e
(3.22) implica que V x u € H( A, Q)3

Agora, multiplicando (3.20) por v € V e utilizando (3.14c), obteremos
por diferenca :

Ja(rV x (Vxu) + Vp) vdz — v fo(Vxu)-(V xv)de
(3.23)
= —v< hxnv>r, + < p,ve 0>,
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para todo v € V, o que demonstra (3.18d).

As condigdes de fronteira (3.2e) e (3.2g) estio contidas implicitamente em
(3.23). Para demonstri-las deveremos poder integrar por partes o primeiro
termo da esquerda em (3.23). Precisaremos supor entdo que
V x(V xu) € L*)® e usando (3.4) e (3.20) obteremos que Vp € L*(Q)3
(e, portanto, p € H'()).

Fazendo entdo, a integragdo por partes naquele termo, teremos :

{vL(VXu)-(va)d:r—vfr((Vx'u)xn)-v da:-—/npdivvd:r-[-j;p(vxn) ds}
—vf(](Vx'u)-(VXU)d:a::Hv<hxn,v>p3+<po,v-n>r2, YV ev.

Como divv = 0 em §I e usando as propriedades das fungBes de V,
teremos : '

—v'/ra((qu)xn)-vd:c + [‘gp(v-n)ds =

v <hxn,v>, + <pyv-n>p, Yv € V

e usando a notagio de distribuigdo,

—v <(VXu)xn,v >, +< p,v-n >,
= —v<hxnv>y, + <p,v-n>p, Yv € V.

Tomando-se nesta expressdo, as fungbes testes com suporte compacto em
I'3, obteremos (3.19b) e tomando-as com suporte compacto em I'; e usando
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o fato de que o trago normal das fungbes de V tem média nula sobre T'y,
obteremos (3.192). m

3.4.2 Determinacio do fluxo da velocidade sobre as
componentes conexas de I'y

Estudarernos agora, o fluxo das solugdes do problema variacional (3.14),

utilizando as fungbes w; da base de V; (conforme lema 1.12}. No que segue,

denotaremos por Fy; e Fj, o fluxo sobre I';; de u e Up respectivamente, ou
seja :

7

Fy. = /%”'"ds’ R = /sz Up-ndS, Vj=1,.,r (3.24)

Temos entao a seguinte

Proposigio 8.4 Suponhamos que a(-,-) seja V-elitica ou Vy-elitica com
nicleo Vi e sejam satisfeitas as hipdteses (3.3) a (3.7). Se u é uma solugio
do problema variacional (3.12) com fluzo Fy; entdo :

r—1

(ng — on") G("U),', wj) = L(w,) — G(Ug, w,—), Vi= 1, ey T — 1, (325)
=1

i
onde as fungdes w; sdo os elementos da base de V.

Demonstragao : Observamos inicialmente que, usando a definigéo de L{-)
(conforme (3.13)}), a relagio (3.25) se escreve : '

r—1
Z(Fﬂj - ng)a(w;, w;) = /ﬂf~w,-dx + v <hxn,w>r,

=1

— < py,w;n>p, —a(lo, w;), Vi = 1,..,7r—1
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Tomando-se v = w; em (3.12¢), teremos :

a(u, ;) = Lw;)

que 1mplicara :

a(u — Uy, w;) = L{w;) — a(Us, wy)

Pelo lema 1.12 temos que u — Uy pode ser escrito na forma :

r—1

iU — Ug = U -+ Z(sz — ng)wt y COIM g = Vg.

i=1

Uma vez que a( vy, w;) = 0, combinando as duas dltimas identidades,
obteremos (3.25).m

Notamos que se a(-,-) € V-elitica, os coeficientes a(w:, w;),
ty7 = 1,...,7 — 1 definem uma matriz simétrica, definida positiva e as-
sim € possivel calcular os fluxos Fy,,..., /5 _, de u sobre as r — 1 primeiras
componentes de 'y a partir dos dados do problema e determinar o fluxo F;, a
partir dos fluxos F,, ..., Fs,_,, da condigdo (3.2b) e das condi¢des de fronteira
(3.2c) e (3.2f), ou seja :

r=1

Foo = =([ wo-ndS + [ bonds + Y F)

i=1

Consideremos agora, o caso onde a(-,-) é Vg-elitica com nicleo V;. Con-
forme teorema 3.1 , para que o problema variacional (3.12) admita ao menos
uma solugio € necessario que os dados verifiquem a condigido de compatibi-
lidade (3.15). Utilizando o fato de {wy,...,w,_; } ser uma base de V;, tal
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condi¢do se escreve :

L{w;) =0, Vi=1.,r-1 (3.26)

ou seja ¢

_/r;f-w;d:s v <hxmw>r, — <p,wirn>p,=0,YVi=1.,r—1

Por outre lado, uma vez que V; é o niicleo de a(-, ), os termos a(Uy,w;) e
a(w;, w;), para i = 1,...r — 1, sio todos nulos e a condigio (3.25) é a mesma
de (3.26). Além disso , quando a condigio (3.26) € verificada, as solugbes do
problema variacional (3.12) se escrevem :

u=y0+w7

onde w € V) e yo é solugdo inica do problema :

(@) Achar y, € HY{(Q)3 tal que:

b) yo - Uo € Vo
4 ' (3.27)

C) fQ(nyo)(VX‘UU)dx = fgf‘vgd&,“ +v<h><n,vg>p3

— <pg,vg-n>r2,va € Vo

Lembramos ainda, que é sempre possivel escolher w de forma que a
solugdo ©u = yp + w de (3.12) tenha os fluxos fixados F, ..., F;_ sobre as
componentes conexas de 'y, basta escolher w da forma :

r—1

w= Y (F — Fg)w;, (3.28)

j=t
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3.4.3 As equagoes de Stokes com o fluxo imposto so-
bre as componentes conexas de I'y
Suporemos agora que a forma bilinear a{-,-) é V-elitica ou Vg-elitica com

nucleo V; e consideraremos a seguinte variante do problema de
fronteira (3.2) :

Achar u, p e as constantes C1, ..., C, definidas a menos de uma constante

global (isto é, se C, ..., C, sdo solucdes entdo C; + d, ..., C. + d sdo também
solugbes com d constante) tais que :

a) —vAu+Vp = f em {}

b)) V.u =0 em §2
c) u = uy sobre I'y
d) uXxn = a¢Xxn sobre I';
(3.29)
e) p=D0 t+ Ci sobre I'y, ,¢ = 1,...,7
f) u-m =5%-n sobre ['y
g9) (Vxu)xn = hxn sobrel;
k) frzj_ u-ndS = F,, VYj=1..,r
onde os dados do problema sdo v, f, ug, a, By, b, b € os fluxos Fo,, ..., 5, .

Notamos que a unica diferenga entre este novo problema de fronteira e o
problema (3.2) é que neste, o fluxo faz parte dos dados e as constantes C;
sdo incégnitas do problema, ao passo que, no problema de fronteira {3.2)
tinhamos a situacéo inversa.

Para estudarmos o novo problema sdo necessarias as hipoteses (3 3) a
(3.7) com excessao de (3.6) que substituiremos por :

o, € H73([), Vi = 1yunr (3.30)
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Oﬂde ﬁO.‘ = ﬁﬂ |F2.- .
Integrando por partes (3.29b), veremos que uma condigdo necessaria de
existéncia de uma solugio de (3.29) é a de fluzo global nulo, ou seja : .

frlug-ndS—}-J;ng+frsb-nd5'=0, (3.31)

que suporemos verificada.
Utilizando o teorema 3.2 e a proposi¢do 3.4, é facil ver que se
u € C¥Q), p € C'(Q) e Ci,...,Cr sdo uma solugdo do problema (3.29),

entao u e as constantes C; sdao solugdes do seguinte problema variacional :

(@) Achar u € H'(Q) e constantes Cj,...,C, tais que :
b) (u—Uh) €V
¢} a(u,v) = f(vo) , Yo € Vg (3.32)

d) C,—C, = _f('w;) — a(Ug, w;) — ;;}(F‘ZJ — Ffj)a(w;, ’{Uj),

| para todo ¢ =1,...,r — L.

onde L(-) é a forma linear definida por :
L(v) = fgf-vdm-{-v < hXn,v>r, ~ < Pv-n>r, Yo H(Q)® (3.33)

e U, € HY{(Q)® definida por :

r—1
Ul = U(] ~+ Z(FQJ- - Fe‘-?j)lUj. (3.34)

i=1

Reciprocamente, se u e Cy,..., C,. sio solugdes de (3.32), utilizando a
decomposicio V = V; @ V; (conforme lema 1.12} e definindo :
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Po = P, + C; sobre I'y, Vi =1,..,r, (3.35)

verificamos facilmente que u é solugio do problema variacional (3.12). Pelo
teorema de interpretagéo 3.3 existe p € H( A, )/ IR tal que u, p € as cons-
tantes C, ..., C; sdo solugdes das equagdes (3.29a),...,(3.29g) no sentido dado
neste teorema. Por outro lado, a velocidade u verifica as condi¢des de fluxo
(3.29h), pois (v — U;) € Vg e a condigio (3.31) é verificada.

A existéncia e a unicidade de uma solugfio do problema variacional (3.32)
é evidente : notamos que o problema est4 desacoplado entre, de uma parte,
(3.32b) e (3.32¢) que dio a existéncia e a unicidade de u e, de outra parte,
(3.32d) que determina as diferengas C; — C,. Temos entdo demonstrado o
seguinte '

Teorema 3.5 Suponhamos que a(-,-) seja V-elitica ou Vy-elitica com nicleo
Vi e as hipsteses (3.3) a (3.7), (3.30) e (3.31) sejam satisfeilas. Entdo o
problema variacional (3.32) admite uma tinica solucdo. A interpretacdo deste
problema variacional é @ mesma do problema de fronteira (3.29). m

E interessante lembrar que se a(,-) é Vp-elitica com miicleo V; a equagdio
(3.32d) se escreve :

C; — Cp = L(w;), Vi=1,.,r—1 (3.36)

3.4.4 Determinacao da derivada normal da pressao
sobre I';

Nesta segio, voltaremos ao problema (3.2) cuja formulagio variacional

é dada em (3.14). Sob certas hipéteses de regularidade mostraremos que a

derivada normal da pressao sobre I's é determinada explicitarnente a partir
dos dados de problema. Suporemos que a fronteira I' de 2 satisfaz a condigio

49



de regularidade :

' é de classe C"F, (3.37)

e denotaremos por < +,- > o produto de dualidade entre H -3 (TMeH %(I‘),
Consideremos o seguinte espaco :

X = {®c H Q)| ® = 0 sobre T UT,} (3.38)

Sejam u uma solugdo do problema variacional (3.14) e p a pressdo cor-
respondente. Pelo que foi visto na demonstragio do teorema 3.3, u e p sdo
solugdes das seguintes equagoes :

¢) vVX(Vxu)+Vp=f
(3.39)
b Ap=V-f

no sentido de distribui¢bes em 2. Assim, se & € X, multiplicando-se (3.39a)
por V& e (3.39b) por @ , teremos :

a) fo(vV x(Vxu)+Vp)-Vode=ff - VOdz,VPe X
(3.40)

b JoAp-®dz = [((V-f) - 2ds, VD€ X

Estas duas 1ltimas relagées contém implicitamente a propriedade de p
que nos interessa. Para interpretd-la é preciso integrar por partes os termos
da esquerda =m (3.40a) e (3.40b). Para isto, suporemos :

V x (V x u) € L) (3.41)
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Isto implicara que p € H'(Q) N H(A,)) e assim, poderemos integrar e
utilizando a férmula de Green (1.5), obteremos :

a) —v<(Vxu)xnVe>r+ [(Vp - Vode = [, f-Vodez,

(3.42)
) —[oVp-Vodzt « 3£,® 1=~ [, f-VOdz+< fon, &>y,
para toda ® € X, de onde deduziremos que :
< 23}-,‘1’ Pr=< f-n,®>r4+r < (VX u) Xxn, VO >r, (3.43)

dn

Usando a definicido de divergente tangencial (1.24), teremos :

g y @ >r=<f-n,®>r - <V, ((qu) X.n),@ >ry (344)

para toda ® € X.

Considerémos ¥ e Hi( ) com suporte compacto em 'y e ® € H*(}) uma
extensio de ¥. Como ¢ € X e usando a condigdo de fronteira (V X ¢) X n
sobre T3 teremos :

g
<<—5§—;, U, =<fn¥>y, —v<V:-(hxn), ¥ >,

2
onde € -, 31, denota o produto de dualidade entre H'g(f‘a) e Hi(T3).

Temos assim, demonstrada a seguinte

Proposicio 3.6 Suponhamos que as condigies (3.3) e (3.7) sdo verifica-
das. Se u é uma solucdo do problema variacional (3.14) que satisfaz (3.41),
entdo a pressio associada a u salisfaz a seguinte condi¢do de fronteire :

dp

o = f+n — vV,-(hxn) no sentido de H_%(Fs)- u
n
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Capitulo 4

O PROBLEMA DE NAVIER-STOKES COM QONDIC@ES DE
FRONTEIRA SOBRE A PRESSAO

4.1 Introducao

Generalizaremos, neste capitulo, cerios resultados do capitulo anterior
para o caso das equagBes de Navier-Stokes. Estudaremos duas versdes (com
condigdes de fronteira homogéneas, depois ndo homogéneas sobre a veloci-
dade) do problema de Navier-Stokes associado ao problema (3.2).

4.2 Formulacao do problema de Navier-
Stokes homogéneo

Seja ) um aberto do IR3, limitado, conexo, cuja fronteira I' é localmente
lipschitziana. Suporemos que I' se decompde em abertos {I'1, 'z, I's} satis-

fazendo (3.1
Estudaremos as equagdes de Navier-Stokes (estaciondrias) :
M
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a) —vAu + (u-Viu+Vp = 7§ em {1
b) V-u =0 em {}

com as seguintes condigdes de fronteira :

) u=20 . sobre Ty
' (4.1)
d) uxn=20 sobre I';
e) p+ ilulP= p sobre [y
) ven = 0 sobre TI'a
g) {(Vxu)xn=~hxn sobre T

onde v, f, po € h sdo os dados do problema. Suporemos que estes satisfa-
zem as condigdes (3.3) a (3.7).

Notamos que a condigdo {4.1e) é sobre a pressiao dindmica do fluido (de-
finida por p + 1 | v |*) ao passo que no problema de Stokes a condigdo de
fronteira é sobre a pressdo estatica. Observamos ainda, que hd a perda da
linearidade da condi¢do de fronteira ao se tomar a pressdo dindmica.

4.3 Formulagao variacional do problema ho-
mogéneo e resultado de existéncia

{

Constderemos o seguinte problema variacional :

a) Achar u € V tal que :
(4.2)

b) a(u,v) + b(u,u,v) = L(v),VveE V,
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onde V é o espago definido por (3.8), a(-,+) é a forma bilinear definida por
(3.10), L{-) é a forma linear definida por (3.13) e b(:,-,-} é a forma trilinear
definida por :

b(-,-,) : HY(Q)P x HYQ)? x HYQ)® — R
by, v, w) = fn (Vxu)x o) wde, Yuo,w € H(QP.  (4.3)

Lembramos que seu, v, w € H'(Q)3 entdo Vxu € L)% v € LYQ)},
w € L*Q)® porque, em dimenséo 3, o espago H'({2)? est4 imerso em L4(2)?,
com imersdo compacta (cfe. teorema 1.3). Assim ((V xu)xv)-w € L'(f1)?
e b(-,-,-) estd bem definida em H'(2)*. Além disso, usando a desigual-
dade de Hélder e em seguida, a imersio compacta de H'(Q)® em L*(Q)3,
teremos :

lb(u,,w) [ < [ 1V xw)(@)xo(@) |- | w(e)] do
< [ 1T xw)@ |- 1o@) |- w@) ]| dz
1 1 1
< ([ V@[ do)t ([ (@) [ de)b-( [ Jui(z) |* de)
< Go lulm@e - v llm@e - | w e
onde Cy é a constante da imersio compacta; assim concluimos que &(:,-,-) é
continua em (H'(02)%)%.

Usando as definigdes de V, a(-,-), L(.), b(-,+,-), o problema (4.2} se es-

creve
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a) Achar u € V talque:
b) v ol Vxu)-(Vxvlde + fH((Vxu)xu)-vdr = (4.4)

Jofvdr +v<hxmv>r, — <py,v-n>n,Yvev

Mostraremos, posteriormente, que o problema (4.4) tem a mesma in-
terpretacio que o problema (4.1). Mostraremos agora, um resultado de
existéncia para (4.2)., Observamos que nfo é feita nenhuma hipédtese so-
bre a pequenes dos dados.

Teorema 4.1 Se a forma bilinear a(-,-) for V-elitica, entdo o problema va-
riacional (4:2) admite ao menos uma solugdo.

Demonstragao : Usaremos aqui o método de Galerkin. Como V é um su-
bespago fechado de H'(Q2)?, podemos escolher uma base de Schauder
Py veey Uk v de V.

Para cada & < 1, definiremos o seguinte problema aproximado :

a) Achar o € R(1<i<k) talque u; = Ele QR4
seja solugio de : (4.5)

b} alug,vi) + blug,ug, v} = L{w),Vi = 1,..,k

Para demonstrar que este problema admite ao menos uma solucio, uti-
lizaremos o lema 1.13, Observamos que a estrutura desta demonstracio é
inteiramente analoga aquela do problema (2.15) e que, apesar das definigbes
serem diferentes, as formas bilineares e trilineares tém as mesrnas proprieda-
des. _

Consideremos entdo, o subespago Vi de V gerado por vy, ...,v; e munido
do produto interno de H'(2)? e definamos P por :
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(Pk(é):v) = a(f}E) + b(f,f,v) "‘L(U) y Y€, v € Vi

Verificamos a continuidade de P, da mesma forma feita em (2.15). Temos
que :

(P(£),€) = al£,€) + b(§,¢, €) — L(§).

Como ((V x £) X £) - £ = 0, entdo b({,£,€) = 0 ; além disso, sendo L(-)

continua, existe C > 0 tal que :

| L(v) I <C ” v ”HI(Q}3 , Yv € HI(Q)S (46)

Utilizando as duas 1ltimas informacdes e o fato de a(-,-) ser V-elitica
teremos :

(Pe(€),6) = av || € e — C | €Ny, VE € Vi,

Tomando-se B > £ teremos que (P(¢),¢) > 0se | € | = R. Assim,

oir?

para todo k > 1, existe £ € V. tal que || & ”Hl(g)a < £ o Pi(&) = 0, on

— ay
seja, existe uma solu¢do uy do problema (4.5) verificando :

C
< =,
| us [lm@p < o

Temos, portanto, uma limitagio uniforme em H'(f1)° para a sequéncia de
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solugbes {uy}72,. Podemos extrair uma subsequéncia que ainda denotare-
mos por {uxipe, tal que:

up — u fracoem H'(Q), quando k — oo, (4.7)

onde u € V (V é fechado). Como H'(Q)? — L*(Q)® compactamente, pode-
mos escolher a subsequéncia {u;}{2, de modo que :

u, — u forteem L*})°, quando k— co. (4.8)

Fixando v € Vp arbitrariamente e tomando k& > %' teremos que
Vi C Vi e que a expressao

a(uk,vk;) -+ b(uk,uk,vk;) = L(‘Uk:)

ird convergit para

a(u,vk:) + b(u,u,vk:) = .L(?Jka), Vs EVkJ (49)

Como vy foi tomado arbitrariamente, (4.9) continua valida para qualquer
v € Vi e como as combinagdes lineares finitas de {v1, ..., v, ...} s80 densas
em V, teremos que :

a(u,v) + dlu,u,v) = L{v), YveV. =u
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4.3.1 Resultado de unicidade para o problema ho-
mogeéneo

Denotaremos por || L ||. 2 norma de L no dual de V :

HL]. = sup L (4.10)

veV v |lmap

Mostraremos a seguir, que se a viscosidade v for muito grande em relacio
a forga exterior entdo o problema (4.2) admitird uma tinica solugio.

Teorema 4.2 Se ¢ forma bilinear a(.,") for V-elitica, enido existe
§ = 6(2) > 0 tal que se

Vo> S| L|.,

o problema (4.2) admite uma tnica solugio.
Demeonstragio : Sejam u, e u, duas solugdes de (4.2). Tomando-se v =
na equagao (4.2b) e lembrando que ({(V X %;) X u3) - 4 = 0, obteremos :

av |lus ligp S HL. | v lla gy -

Toda solugio u; de (4.2) verifica entdo :

1
< — . - 4.11
I oy < — I L. (a11)

Por outro lado, tomando-se z = u; — wuy, teremos :

a(z,v) + b(z,u,v) + b{ug, 2,v) = 0, Vv € V. (4.12)
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Colocando-se v = z em (4.12), teremos :

av || 2 [ffa@p +b(z,u1,2) + b(uz, 2,2) <0.

Como ((V X ug) X z) -z = 0, teremos que b{uz,z,z) = 0 e assim :

av ” z ”12{1{0)3 < - b(z,ul,z) = - /g((V X Z) X ‘U.l) - de,
de onde, usando a desigualdade de Hélder, obteremos :

av || z fgp < Co §ur |lmep | 2 “12{1(9}3 (4.13)

onde Cy é a constante de imersio de H'(Q)® em L*(2). Utilizando (4.11)
teremos :

(v = (Co — ar} | L) || 2 llfeqap < O

Assim,se v > (G || L|)entioz =Ocom § = . m

4.4 Formulagao do problema nao homogéneo

Nesta secdo, estaremos interessados em estudar o seguinte problema :
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a) —vAu+ (u-Viu+Vp=f em

by Vu=20 em $

c) u=ug sobre I

d uxn=gaxn sobre Ty (4.14)
e) p+ -;- |u = po - sobre Ty

f) un=5b:n sobre Ty

g) (Vxu)xn=~axn sobre I’

onde v, f,u,,qa, po, & e h sdo os dados do problema e u e p sdo as incognitas.
Como no capitulo anterior, consideraremos Up a extensdo de o, ¢ € b verifi-
cando (3.3) 2 (3.7).

Para estudarmos o problema (4.14), consideraremos o seguinte problema
variacional :

a) Achar v € H(2)° tal que:
b) (u—Uh) €V (4.15)

c) a(u,v) + blu,u,v) = L(‘t’)), VveV

Usando as definigbes de a(-,-}, b(:,+,+) e L{:), o problema se escreve :
(@) Achar u € H'(2)® tal que:

b) (u - U[)) = V .
; | (4.16)
) v f(VXxulVxv)de + [f({V xu) xu)-vde =

fof-vdz+v <hxnu>r, —<py,v-n>r,YveV.

.
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Veremos na secio 4.7 que a interpretagio do problema (4.16) é a mesma
do problema (4.14).

4.5 Um resultado de existéncia e de unici-
dade para o problema nao homogéneo

Mostrareinos na secio 4.10 que, mesmo nio tendo a pequenes dos dados
do problema n3o homogéneo, é possivel garantir a existéncia de solugdes sob
certas condigdes naturais.

Demonstraremos agora, que se os dados do problema sao muito pequenos,
ou se a viscosidade do fluido é muito grande entio existe a0 menos uma
solugao de (4.15) que devera estar numa vizinhanga pequena de U.

Comegaremos introduzindo as seguintes notagdes :

M= sup a( k v) (4'17)
aveni@P || v @l v le e
K = sup | oy, v, w) | (4.18)

wowe (@ || U [l @p]l v lm@p]l w |lagpe

Lembramos que M e X estdo bem definidos porque as formas a(,-) e
b(:,+,-) sdo continuas em H'({2)? e H'(Q)%. Notamos que K < C2, onde Cy
é a constante da imersio de H'(R2)® em L)% Sejam A definido por :

A =] LI + | Vol e (M + 2K || Uo [l ) (4.19)
e B(Up, 22) a bola em H'(Q2)* de centro Uj e raio 24 ou scja,

2A 2A
B(Us, —) = {v € H(QP v = Vo lmap £ =1 (4.20)
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Teorema 4.3 Suponhamos que a forma bilinear a(.,-) € V-elitica e que
os dados do problema (4.15) verificam a seguinte condigdo :

SAK
v > — ). (4.21)

onde o € a constante de coercividade da forma a(-,-). Entdo o problema
(4.15) admite uma solugdo dnica e esta solugdo pertence a B( Uy, 24},

Demonstragdo : Seja G : B(Uy, 2) — H'()? definida por G(v) = v,
onde u é a solucgéo tnica do seguinte problema de Stokes :

a) Achar u € H'(Q2)® tal que:
b (u—Up) €V (4.22)

¢) a{u,z) = L(z) — b{v,v,2) ,Vz € V

Notamos que, como o problema (4.22) tem solugdo unica (conforme lema
LAX-MILGRAM) G esta bem definida; nosso objetivo serd mostrar que GG tem
um tnico ponto fixo em B(Uj, 22). :

Comegaremos mostrando que G leva B(Up, 24) nela mesma.

Colocando z = u — Uy em (4.22¢), teremos :

a(u —Up,u—Up) = L(u = Up) — a(Us,u — Us) — b(v,v,u — Up)

de onde deduzimos que :

avflu—UolP < (1L +M || Ul +E [0 IP) lu — Tolf, (4.28)

onde ]| - || € a norma de HY{(Q)3
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Como [[v |2< 2([[v - U * + Il Us |I?) entdo (4.23) e (4.19) implicam
que :

avflu— Ul A+2K v —Us?. (4.24)

Assim, utilizando o fato de v € B(Us, #2) e a hipdtese (4.21) deduzire-
mos que :

av || — Uy || £ 2A.

ou seja, u € B(Uo,z—%).
Mostraremos em seguida que G € uma contracio éstrita,
Sejam v1,v2 € B(Up, %) e

U = G(n) , vz = Gvy).

Como u; é solugio tnica de (4.22¢) comv = v;, ¢ = 1,2, teremos fazendo
a diferenga :

a(uy — ug, z) = —b(vy, v1,2) + blvg, v, 2), Y2 € V

Fazendo z = u; — u, nesta expressio, teremos :

a(u1 — Uz, Uy — uz) = _b(vlavliul - uz) + b(v2s U, Uy — ‘Uz)

= ~b(vy — vq, vy, t1 — uy) + b(ve, V2 — v1, Uy — )
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de onde deduziremos, utilizando a coercividade da forma a(-, ) e a expressio

{4.18) :

av |l —w < Kol + o2 )l vg = va s = g |

ecomo||vill< B+ || U|,i=1,2:

ap

avflu —u | < K((%) +2[[Ue)for — vzl (4.25)

Além disso, a hipétese (4.21) implica, de um ladé, que :

4A av

e de outro lado (uma vez que, por (4.18), || Us [[* < (&), que :

oK (| Us || < “2—” (4.27)

Combinando (4.25}) e (4.27), obteremos :

fwr —w|l< Cllv - v,

onde C = (%}-"- + ?»I-%lg'ﬂl) < 1. Assim, G é uma contragio estrita e,
portanto, peio Teorema do Ponto Fixo de Banach admite um dnico ponto fixo
em B(U,, -z%). Este ponto fixo é uma solugio do problema (4.15). Mostremos
agora, a unicidade da solugio.

Sejam u; o ponto fixo de G e u; uma outra solugéo de (4.15). Se 2 =

uy — U, obteremos por diferenga :
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a) zeV
(4.28)
b) a(z,v) + b{z,u5,v) + blug,2,v) = 0, Vv e V

Por uma demonstragio analoga aquela do teorema 4.2, deduziremos fa-
cilmente que :

av | zIP< K wllllz].

Mas [ ]| € (22) + [ U | e assim :

ov 217 < (P2) + K Uol) 1 2 P

de onde deduziremos, utilizando (4.27) :

av ||z P < — [z |7

o que Implicard que z = 0, ou seja, ¥; = u,. M

E interessante observar que o método de achar a solugio via Teorema
de Pouto Fixo de Banach nos d4 unicidade apenas na bola B(Up, 24); en-
tretanto, a- dltima parte do teorema acima garante a unicidade néo sé em
B(Us, %) mas também no espago inteiro.
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4.6 Equivaléncia entre os problemas
variacional e de fronteira

Consideraremos aqui, apenas o caso das condigdes ndo homogéneas so-
bre a velocidade, mas todos os resultados se aplicam ao caso das condigdes
homogéneas (basta tomar U, ue, a, b, € k nulas).

Comecaremos demonstrando o seguinte

Teorema 4.4 Se u € C*({QY) e p € CYN) sdo solugies classicas do pro-
blema de fronteira (4.14), entdo u € solugdo do problema variacional (4.16).

Demonstragio : A demonstracio é inteiramente andloga ao caso linear
e nio nos prenderemos aos detalhes. Multiplicando (4.14a) por v € V,
integrando por partes em (1 e utilizando a expressio (3.17) e a expressio
abaixo :

(u-V)u:VX(VXu)+%|u|2 (4.29)

obteremos !

V./Q(VXu)(va)dx+ /n((VXu)Xu)-vdz -:

- j{if.vdx+yﬁ((qu)xn)-vds—jr(p+%|ulz).vds

Introduzindo as definigdes de a(-,-}, b(-,+,") e as condi¢des de fronteira
que verificam #, (p + ; |« |*) e v, a expressio acima ficard :

a(u,v) + by, 1,v) = fnf.vdﬂ-La(hxn)-vds—lﬂzmv-nds
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o que mostia que u verifica (4.16c). Usando (4.14b, ¢, d) e (4.17f), a de-
finicio de Up e o fato de u ser solugio regular do problema (4.14), teremos
queu € H' ()P e(u—-Up) €V.m

Mostraremos em seguida, que toda solugio do problema variacional (4.16)
é solugio (num certo sentido) do problema (4.14).

Teorema 4.5 Suponhamos que as condi§6cs (3.4) a (3.7) sdo verificadas.
Seja u uma solugdo do problema variacional (4.16). Entdo existe p € L*(Q)/R
tal que u e p sdo solugbes do problema de fronteira (4.14) no seguinte
sentido :

a) —vAu+ (u-V)u+ Vp= f no sentido de distribui¢cdo em

b) V.-u=10 no sentido de distribuigdo em 2

c) u satisfaz (4.16¢c,df) no sentido de trago
(4.30)
de funcdo de H*(Q)®
d) (p+3%1ul®) e(V xu)satisfazem (4.16e,g) no seguinte

sentido :

]ﬂ(—vAu + (4-V)u+ Vp)-vdzr — vL(qu)(va)d:c —/ﬂ((V)-(u)xu)-vda:

=v<hxnv>pr, + <pp,v-n>r,, Vv €,V.

Além dicso, se V x (V x u) € L*()® e (V x u) x u € L}Q)* entdo
(4.30d) impiicard :

a) p+ % lul?=ps sobre Iz no sentido de H'é(r‘z)/ﬂ

{4.31)
b) (Vxu)xn=hxn sobre I's no sentido de H=5(I'5)%.
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Demonstragao : Seja u uma solugéo do problema (4.16}). Lembramos pri-
meiramente que (3.5), (4.16a,b) implicam (4.30b) e {4.30c). Além disso,
colocando em (4.16¢) as fungdes testes de D(£2)® com divergente nulo em
e utilizando a definigdo de derivada no sentido de distribui¢des, teremos que :

< vV x{V xu) +(V><u)><u,v>=/‘_j f-vdz, Yoe D), Vv =0
o que implicard que existe ¢ € L*(})/ R (conforme lerﬁa 1.8} tal que :

rVx(Vxu)+ (Vxu)xu+Vg=f
no sentido de distribuigdo em §}. Em seguida. definindo
1, o |
p=q-lul (432)
teremos :
VVX(VXu)+(V><u)><u+é-|u[2-I—szf (4.33)

no sentido de distribui¢io em . Como V-u = 0, e de (3.17) e (4.29),
deduziremos que :

~-vAu + (u-Viu+Vp = f

no sentido de distribuicic em 1. Além disso, multlphcando (4.33) por
v € V e utilizando (4.16c), obteremos por diferenca. :

LV x(Vxu)+(Vxuyxu+Vip+ilul?)) vde
v [p(Vxu) (Vxov)de — [(H((V xu) xu)-vde (4.34)

=—v<hxnov>r,+<p,v-n>n, YvVEV
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o que demonstra (4.30d).

Como no caso linear, a relagao (4.34) contém implicitamente as condigdes
de fronteira {4.14¢) e (4.14g). Se Vx(Vxu) € L* (1) e (Vxu)}xu € L¥N)3,
de (3.4) e (4.33) deduziremos que V(p + 1 | u |?) € L*(R2) Portanto,
(p + 3] ul?) € HY() e fazendo uma integragdo por partes no primeiro
termo de (4.34), teremos :

—v<(Vxu)yxn,v>p + <(p+3|ul?),v-n>p
_ (4.35)
=v<hxnv>y, + <py,v.n>p, VveV

Tomando-se em (4.35) as fungdes testes v com suporte compacto em T's,
obteremos (4.31b). Em seguida, tomando-se as funcbes testes v com suporte
compacto em I'; e utilizando o fato do trago normal das fungdes de V ter
média nula sobre Iy, obteremos (4.31a). =

4.7 As equagoes de Navier-Stokes com o flu-
X0 imposto sobre as componentes cone-
xas de I's

Nesta segdo, suporemos que a forma bilinear a(-, -} é V-elitica ou Vg-elitica
com ntcleo V,.
Como no caso linear, estudaremos primeiramente uma variante do pro-
blema (4.1) : achar u, p e as constantes (), ..., C,., definidas a menos de uma
constante global, tais que :
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a) —vAu+ (u-Vjut+Vp=f em Q

b) V-u=20 em {}
c) u = ug sobre Iy
d) uXxn=axn sobre I'y
(4.36)
e) p+ilul’=5, +C sobre T, , Vi=1,..,r
f) un="b-n sobre Iz
9) (Vxu)xn=~hxn sobre I3

B f, u-ndS = F,

1

Vi=1.,r

onde v, f, ug, a, By, b, b e os fluxos Fy,,..., F3, sao os dados do problema.
Suporemos que estes dados verificam as condigdes (3.3) a (3.7) e trocaremos
a condigio (3.6) por (3. 30)

Colocando :

Po, = Po, + Ci, ¢ = 1,..,7, (4.37)

e utilizando o teorema 4.4, a decomposicio V = Vo & V; e a base {wy,...,w,_1}
de V4, é facil mostrar que se u € C*(§1), p € C*(N) e Gy,...,C, sio as solugdes
classicas do problema (4.36), entdo u e as constantes C;,...,C; sio solugles
do seguinte problema variacional :
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[ @) Achar u € H'(Q)? e as constantes Cy, ...,C, tais que :
b (u—U) eV
$ ¢) alu,vo)+ b(u,u,vp) = L{ve), Yvo € Vo (4.38)

d) C;— Cr = L{wi) — b(u,u,w;) — a(Uo, w;)

— i (Fy — Fg.)a(wg,wj) WVi=1,.,r—-1

onde Vg ¢ definido por (3.9), L(-) por {3.33) e U; por (3.34).

Reciprocamente, se u e C},...,C, sdo solugdes de (4.38), utilizando o lema
1.12 e a definigio de pp por (4.37), é facil de ver que u é solugio do problema
variacional (4.15). Além disso, pelo teorema 4.5 existe p € L%(2}/R tal que
u, p e as constantes Cj,...,C, sdo solugdes das equacgGes (4.362) a (4.36g). Por
outro lado, u verifica as condigbes (4.36h) porque (u — U;) € Vg e a condigio
(3.31) é verificada.

O problema (4.38) é entdo, a formulagio variacional do problema de fron-
teira (4.36). No que diz respeito 3 existéncia e & unicidade das solugdes deste
problema, veremos a seguir, que se v ¢é grande em relagido aos dados (ou se
os dados sio pequenos em relagio a v}, entdo o problema (4.38) admitird
uma tnica solu¢do, onde a velocidade associada a esta solugiao estara numa
pequena vizinhanga de U;.

Seja A definido por :

A=|L|. + 1V lw@p (M + 2K || U |lmnye) (4.39)

onde M é definido por (4.17), K ¢ definido por (4.18) e || L |. denota a
norma da forma linear I no dual de Vj, ou seja,

IT]= sup A Llvo)l

—_ 4.40
weV, | Yo iy (440)
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Denotaremos por B(Ul, a bola em H!(2)° de centro L e raio ( ),
onde ap € a constante da coercividade de a(+,+) em V. :

Teorema 4.6 Suponhamos que a forma bilinear a(-,+) € Vy-elitica com nicleo
Vi e que os dados do problema (4.38) satisfazem a condigdo :

A -
v > (8 :,() (4.41)
g

onde A ¢ definido por (4.39). Entdo o problema (4.38) admite uma inica
solu¢do e a velocidade associada a esta solugdo pertence a B(Uy, 24 p

Demonstragio : A demonstragio é inteiramente andloga a demonstragio
do teorema 4.3. Lembramos primeiramente que o problema (4.38) se desa-
copla em duas partes ; a primeira (4.38b,c) consiste em determinar u e a
segunda (4.28d) em determinar as constantes C;, uma vez conhecida u. Te-
remos entio o seguinte problema :

a) Achar u € HYN)? tal que:
b) (u~—Uh) € Vo (4.42)

¢) a(u,v0) + b{u,u,v) = L(w), Yo € Vo

Para demonstrar o teorema 4.6 é suficiente seguir passo a passo a de-
monstracio do teorema 4.3, trocando V por Vo, L por L, Uy por Uy, A por
A e a por ag. Obteremos assim, que se (4.41) é verificada, o problema (4.42)
admite uma solugdo inica e que esta solugéo pertence a B(U, ;204;) Uma
vez que u é obtida, a expressio (4.38d) determina as constantes C4,...,Cy a
menos de uma constante global. m

Como no caso linear, é interessante lembrar que se af-,-) é Vg-elitica com
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nicleo Vy, a equagio (4.38d) se escreverd simplesmente ¢

C; - C, = L{w) — blu,u,w;),Vi=1,..,r =1 (4.43)

4.8 Determinacao da derivada normal da
pressao sobre [y

Nesta se¢ao, generalizaremos a férmula que nos permite determinar g—g
sobre '3, no caso do problema (4.14) de Navier-Stokes ndo homogéneo. Ao
contrario do caso linear, veremos que esta formula depende ndo somente dos
dados do problema mas também da velocidade.

Proposigio 4.7 Suponhamos que as condigées (3.3) a (3.7) e (3.37) sio

verificadas. Se u € uma solugdo do prodblema variacional (4.16) que verifica
as sequintes condigdes :

a) Vx(Vxu)e L}0)

b (Vxu)xue L0 (4.44)

F
) V- -({(Vxu)xu) e L} Q)
entdo (p + 1 | u |?) satisfaz a seguinte condigdo de fronteira sobre I's :

ap + %Iu]’)/an = (f - (Vxu)xu)-n - vV,-(hxn) (4.45)

no sentido de H“g'(l"a).

Demonstragﬁb : Seja u uma solugio do problema (4.16) verificando as
condigbes de regularidade (4.44) e seja p a pressio correspondente. Pelo
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teorema 4.5, u ¢ p satisfazem :
qu(qu)+(V)<u)><u+V(p+%|u|2)=f (4.46)
em D'(Q1)?, e aplicando o operador divergente, temos :
Ap+ 5 luf) = V-(f = (Vxu) xu) (4.47)

em D'(Q1)%; dai, deduziremos que :

/ (vi(qu)+(V><u)xu+V(p+%Iu ) Veds = [ 1V8d, (1.45)
/Ap+~—|u| q)dx—fv — (Vxu)xu) ®&dz  (4.49)

para toda ® € X onde X £ definido por (3.38). Basta agora, seguir a
demonstragido do caso linear trocando-se f por (f — (V X u) x u) e p por
(p + 1 {u|? para obtermos o resultado.m

4.9 Um resultado de existéncia para o pro-
blema de Navier-Stokes nao homogéneo

Estabeleceremos nesta secio, um resultado de existéncia de solugio do
problema (4.15) onde ndo é exigido que os dados sejam pequenos. Para
tal, faremos uso da mesma técnica utilizada em Temam - [ 8 |, cap. 2 e
comegaremos com alguns resultados preliminares.

Lema 4.8 Seja p(xr) = d(z,T') = a distdncia de ¢ a I'. Pare qualquer
€ > 0, existe uma funcdo 8, € C*() tal que :
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i) 6, =1 em alguma vizinhanga de T (que depende de €)
i5) 8. =0 se p(z)2>25(c), &(c) = exp(—1)

i) [ Db () < ;5 se plz) < 26(e),k = 1,...,n

Demonstragdo : Consideremos inicialmente, a funcio €, : Ry — R
definida por :

1 ; se A < §%(e)
&) =< e In(2d) |, se &(e) < X < 8(e) (4.50)
0 ; se A > () _

e seja e : §1 — R definida por :
xe{z) = &le(=)).

Definindo por N, = {z € Q | p(z) < 6(e)} a v1z1nhan§a de T’ de raio
8%(e), teremos :

xe{z) = &(p(z)) = 1,Vz € N.. : (4.51)

Tomando-se z € £t com p(x) > é(¢) teremos :

Xe(z) =0,Vzef, plx)> 8¢
e, em particular,
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x{z) = 0,Vz €9, p(z) 2 28(¢).

Além disso, se z € € tal que p(z) < 26(¢), entdo

| Dixc(z) |=| Dite(p(z)) | =] T(Z") Dep(z) |

o) | Dyp(x) | < )’

uma vez que a fungio distancia € lipschitziana com constante 1.
Consideremos a vizinhanga Ny de I' dada por

M = {xeﬂlp(m)<@}

e tomemos 7 € IR tal que < 35321’5_1 Assim, para todo y € B,(z), teremos

que x(y) = 1.
Definamos 8, como a regularizada de x., isto é,

8.(z) = (x. *0,)(2),

onde o, é um nucleo de convolugio.
Assim, se ¢ € N, teremos ;

0e(z) = fpr x(¥)onz—¥}dy = [p 1oy x(¥)oy(z —y)dy
= fB,=) op(z — y)dy = 1
Para z € Q, com p(z) 2 26(e) teremos também que 8.(z) = 0 pois

Xe{y} = 0 nessa regido. ’
Falta, portanto, mostras que | Difl(z) | < 5, para ple) < 25(). E

suficiente mostrar para z € ) tal que p(z) > 52—2(51.
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Escolhemos inicialmente x, tal que :

/2

| Doxle) | < 2o para pla) < 26(0)

Observemos agora que, como a funcdo distdncia p é lipschitziana com
constante 1, entdo | p(z) — p(y) | £ || 2 — y || ; portanto, p(z) — p(y) <19,
ou seja, 0 < p(z) — 7 < p(y). -

Assim,

€2 €2 € €
@) S @) -1 B =5 < A

Com isto obteremos :

Dbt |< [ 1 Dixclw) | -onle — v)dy

6/2
< = —yid
= JBy@) p(y) onlx = y)dy

< /B,;{a:] ,0('17) Jﬂ($ - y)dy = H' u

O lema abaixo mostra que, mesmo que haja explosio na fronteira, as
funcGes de H}(§}) continuam ainda integriveis.

Lema 4.9 Existe uma constante Cy dependendo apenas de Q tal que
1
I ;v IL‘Z(Q) < €y ” ] ”H&(Q) , Yv e Hé(ﬂ)

Demonstragao : Lembramos que se ¢ é um difeomorfismo local de © em

[



I, entdo existem constantes Cy, C; > 0 tais que Cip(z) < p(z) < Cop(z),
ou seja, & pessivel controlar a distancia por tal difeomorfismo.
Usando entdo, uma parti¢io da unidade subordinada a uma cobertura de
' e coordenadas locais perto da fronteira, reduzimos o problema ao mesmo
problema onde @ = {z = (2, z,), &’ = (21, ..1yZTn-1), T > 0}. Neste caso,
p(z) = z, e é suficiente verificar que :

2
jﬂ %dm < G fn | Dov(z) |2 de, Vv e D(Q) (4.52)

Esta desigualdade tornard-se 6bvia se provarmos a seguinte desigualdade
em dimenséo 1 :

oo +o0
I |“’(T""‘) Pds< [T IVG) P ds, Voe DO +o0). (453

1]

Para prova-la, colocaremos s = exp?, t{ = exp” e

KO l/:w(t)dt, v = w.

-] 3

Assim,

[ o [ e [t i

|s]?

+co +oo {e~1)
= f / (0 — 7)exp™ 7 w(exp)exp? dr)*do,

*

onde H representa a funcio de Heaviside, H(o) = 1, para ¢ > 0 e H{o) =0
para ¢ < 0. Usando a seguinte desigualdade do produto de convolugao

Hfxgle < 11 flle -l gl
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majoramos o iultimo termo da direita por

+o0 « +o0 )
(f H(o)exp~% do)?- f_m | w(exp™) |* exp”™ dr =

-

+ +
( = exp~? dr)? -fm | w(exp™) |* expl7)dr = 4/ ool w(t) | dt.
o —00 g
Assim, mostramos (4.53) que implicard em (4.52). =
Lema 4.10 Seja b(+,+,*) a forma trilinear definida em (4.4); entdo para todo

v > 0, existe Uo = Uo(y) € HYQ)® tal que

| 8w, U0} | £ vl iy, Yo eV

Demonstragdo : Mostraremos que Uy = curlf,( com { € H*(Q)3,
(; € L), Di(; € L*(R) satisfaz a conclusio do lema. E obvio que
Uo € H'(N)® e além disso, temos que

(To)i(z) = 0, se p(x) > 28(e}, Vi =1,2,3

e também :
| (@o)i(=) | <1 Db(=) || ula) | +1 02 || Dice(a) |
+1D46.2) |1 6(a) | + 1 6(2) || Dii(a) |
< (50 16(@) )+ (T2m | Diti(a) |
< Oz 1@ | + 1 D) D) se p(z) < 26()
onde | D{(z) | = {T3ma | D) [P},

Como (; € L*(N) e considerando a notagdo C para quaquer constante,
teremos :
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| (To)i(a) | < C‘Tiﬁ | D¢(z) ]y, se plz) < 26(c), Vj=1,2,3

Tomando-se v € D(€1)® com divv = 0, teremos :

| Wo)jvilezey < Cle-vwi+ [ D] vl|2e
< Clel % | + (fpcono | D¢ 1P 07 dz )i}

< Clel % lra) + | vi e | DC sy}

onde usamos a desigualdade de Holder para i + % = %
Fazendo

(AT

ue) = (f . 1DCF de)

temos p(€) ‘— 0 quando e — 0, pois D;(; € L3(), 1 <4,7 <3.
Assim, usando o lema 4.9, teremos :

| (To)j - i vy < Clell vl + #(e) | ¥ lLegays)

< Cle + pe) [ v lluyep

paral <4, j < 3.
Logo, para todo v € D{2)® com divergente nulo em £, teremos :

3
16(v,To,v) | < C |l v ey { 22 | To)i-wi |}

i,j=1

< Cle+ p(e) || v Ilfnay -
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Tomanda-se ¢ suficientemente pequeno de modo que C{e + u(e)) £ v
entao

| (v, Uo,v) | < v [l v lfnays

para todo v € D(£2)? com divv = 0 em . Usando a densidede, por conti-
nuidade estendemos para todov € V. m

Para mostrarmos o resultado de existéncia de solugio do problema de
Navier-Stokes ndo homogéneo, suporemos que f € H™1(2)° , § com fron-
teira de classe C? e colocaremos a seguinte hipdtese adicional sobre a extensio

Uo:

Uo = curl(, ¢ € H}Q)Y, G € L™(Q), Di¢; € [3(D) (4.54)
Tomandc-se

Uy = curl 8. o : (4.55)

vemos facilmente, que as condigoes abaixo sao verificadas :

a) V-Upg =0 em §

b) Uo IFl = 0
_ (4.56)
¢) (Upxn)fp,=axn

d) (Wo-n),=">bxn
Tomemos em seguida, uma sequéncia {ug}32, de solucbes aproximadas
do problema de Navier-Stokes ndo homogéneo e vejamos se é possivel obter
uma estimativa uniforme para tal sequéncta.

Usando a formulacdo variacional do problema (4. 15) e colocando
ux — Uy = wy, para todo k, teremos :

a(wi + Uo,v) + b(wy + Vo, wi + Uoyv) = L(v), Vv € V.

81



_Usando a linearidade das formas a e &, considerando que b{wy, wi, w) =
b(Uo, wy, wr) = 0 e fazendo v = wy, teremos :

a(wk,wk) -+ b(wk,-(jg,wk) = L(wk) - G(Uo,wk) - b(ﬁo,ﬁo,wk).

A coercividade de a(-,-) e a continuidade das formas L(), a(-,-) e b(:,, )
implicam : .

av || w fagap + b(wk, Uoywi) < C | wi || ay (4.57)

Para ¢ suficientemente pequeno, vimos (conforme lema 4.10) que Uy =
curl (8.() satisfaz :

| b(w,-U_g,w) | S “ ” w ”}2{1(9)3 3 Vv eV
Fixando ¥ = %* e tomando w = wy, segue que :
— - av
— b{w, Ugywy) < b(wy, Ugywi) | < 5 I w Iy (4.58)

Assim, somando as desigualdades em (4.57) e (4.58), teremos :
av
5 Nl 7@y < C ] we flmyaye,

ou seja,

20

< —_—
|| wi fhiraye < —

e, portanto, temos uma estimativa uniforme para a sequéncia {26, }$2,. Usando
novamente, os critérios de convergéncia e de compacidade, concluimos que
existe uma solugio u para o problema de Navier-Stokes ndo homogéneo. Te-
mos entdo, demonstrado o seguinte

Teorema 4.11 Se a(-,-) é V-elitica e a extensdo Uq satisfaz as condigies
(4.55) e (4.56), entdo existe ao menos uma solugdo do problema (4.15). m

32



Observamos que, para n > 3, precisamos colocar a hip6tese adicional
Di{ € I*Q), ¢ € L*®(9) e impor que Uy € HE(Q) N L*(N), de modo
que ainda se tenha Hj(Q) — L*(Q) compactamente.

Notamos também, que no problema (4.38), onde o fluxo ¢é imposto, ndo
teremos mais unicidade, uma vez que as equagdes estio desacopladas e as
constantes Cy,...,Cr 580 achadas em fungéo da solugio w.
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Apéndice A

RELACAO ENTRE A GEOMETRIA E A COERCIVIDADE

A.l Introdagao

Conforme anunciamos anteriormente, daremos neste apéndice, alguns
exemplos interessantes que aparecem frequentemente nas aplicagdes onde sdo
colocadas as condigbes de fronteira citadas nas formulagdes dos problemas de
Stokes e de Navier-Stokes (capitulos 3 e 4).

A.2 Exemplos
(a) - Escoamentos por uma tubulagéo

Consideremos o escoamento de um fluido (viscoso incompressivel) numa
rede de tubos {ver figura 1). O dominio §) representa o conjunto de tubos;
I'; é formada pelas paredes dos tubos; I'; é a unido de todas as entradas e as
saldas dos tubos, isto &, T'; = U;T';,, onde cada I'y; representa uma entrada
ou uma safda sobre a qual é dada a pressdo e I's = . Suporemos que ug e a
sdo nulas, isto €, as paredes dos tubos sio rigidas e o fluido adere 3 parede;
ele entra e sai com velocidade tangencial nula. Neste exemplo, as condigoes
de fronteira sobre a velocidade sdo, portanto, homogéneas.
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Figura 1

(b) Escoamento num tubo com obstdculo

Consideremos o escoamento de um fluido em volta de um obsticulo num
tubo cilindrico (ver figura 2). O cilindro menos o obsticulo é o dominio £;
I'1 é formada pelo bordo do obstaculo e pelas paredes laterais do cilindro;
Ty tem duas componentes conexas : a entrada I'y, e a saida I';, do cilindro
([ = I'y, UTy,); s = 0. Suporemos que uy € a s&o nulas (isto é, que o
fluido adere &s paredes laterais do obstéculo e do cilindro) e que a velocidade
tangencial do fluido € nula sobre I's : a entrada e a saida 3o feitas com
velocidade normal. Também neste caso, as condigdes de fronteira sobre a
velocidade sio homogéneas.
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(c) Modelagem das condicbes de fronteira no infinito para o es-
coamento em volta de um obstéculo :

Teremos neste caso, o escoamento no exterior de um obsticulo dentro de
um dominio finito mas suficientemente grande, cuja fronteira exterior é uma
aproximagao do infinito {por exemplo, uma bola (ver figura 3)). O dominio €
ser4 esta bola menos o obstéculo; I'; é o bordo do obsticulo que suporemos
em repouso {(up = 0); s é o bordo da bola, sobre o qual colocaremos
Po = cte € @ = U, Onde Uy, é a velocidade (em geral uniforme) no infinito.

Figura 3

A.3 Resultados de coercividade em alguns casos especiais

Antes de mostrarmos a relacdo entre a geometria dos problemas acima
e a coercividade da forma bilinear a(:, -), daremos uma outra caracterizagio

do espago V, definido em (1.9).

Seja  um aberto do IR?, limitado, conexo (néo necessariamente simples-
mente conexo), cuja fronteira I' € localmente lipschitziana. Suporemos que
uma das hipdteses abaixo sdo verificadas :

T é de classe C'* (A.1)

€ é um poliedro convexo. _ (A.2)
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Suporemos ainda, que existem abertos I'y, 'y e I'; de T' satisfazendo (3.1)
e tais que

I'; e I'3 ndo t8m fronteira comum. (A.3)

Consideremos o seguinte espago :

U={ ve L) (Q®|Vxvel} ()P, V-v=0em Quxn=0
_ (A4)
sobre I'; UT';, v-n = 0sobre T’y UT's}

Lembramos que se v € L¥{Q2)° tal que Vx v € L2 (})° e V.ve L¥ (),
entdo v X n estd bem definida em H”%(I')?’ e v - n esta bem definida em

H-3(T) (conforme teorema 1.10) e a defini¢io em (A.4) faz centido. Além
disso, como U é fechado em H(curl,(?), U é um espago de Hilbert munido
do produto interno :

(v, w)y = /Qv-wdx + /Q(va)-(wa)da:, Vo,we U, (AS)

e usaremos entdo, a norma induzida por tal produto interno :
1 .
lollo={llvlizap + | VX v ||Z2qp }? (A.6)

Observamos que, se v € U entfo v é nula sobre I'; pois vxn & v-n séo nulas
sobre I’y. Além disso, se V é o espago definido por (1.9), munido da norma
de HY(Q)? e:}téo VcUecomo || Vxovlfaqp< Cln= || 0% 120955
temos que a imersdo € continua.

Mostraremos agora, que também U C V.

Teorema A.l Suponhamos que § e [' satisfacam (A.1) ou (A.2) e que a
partigdo {I'y, Ty, Ta} de T satisfuz (3.1) e (A.3). Entdo U = V algébrica e

topologicamente.
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Demonstragao : Para demonstrar o teorema é suficiente mostrar que
U C V com imerséo continua.

Utilizando o fato de que I'y e I's nfo tém fronteira comum (conforme
(A.3)), podemos tomar uma cobertura de Q de bolas abertas {8;}_; de
forma que se

GNYNT £0 | (A.7)

entao
(6;NO)NT ¢ (T, UTy) (A.8)

ou
(NN C (T UT,) (A.9)
para todo ¢ = 1,...,I. Tomamos em seguida, uma particdo da unidade

{e; }\_, subordinada & cobertura {9; }!_,, ou seja,

a) o € CP(6:) yVi=1,.,1
b) 0<(z)<1 ,Vi=1l,.,,Yzel (A.10)

c) Z£‘=1 afe) =1 ,Vzell

Assim, para v € U, teremos :

!
v =Y v (A.11)
i=1

A demounstragio de que U C V com imersdo continua se reduz entdo a de-
monstrar que para toda v € U, as fungdes oyv € HY(N)® e que
| @iv {lime £ C || v |ly. Para isto, dividiremos a demonstragio consi-
derando 0s casos (A.1) e (A.2) separadamente :
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(1) T é de classe C'1

Devido a regularidade de T' e ao fato de que o suporte de «; é um com-
pacto contido em #;, podemos supor que «; v estd definida num subconjunto
aberto &;” de (6; N ) tal que

a) 00 é de classe C'!
(A.12)
b} supp(a,)NQC &

e que 0 verifica (A.8) ou (A.9) assim como (8; N Q) (ver figura 4).

Figura 4

Assim, utilizando (A.10a), (A.12) e (A.8) ou (A.9) e as condigdes de fron-
teira que as fungdes de U satisfazem, deduzimos que «; v verificam sobre 99,
uma das seguintes condigGes :

a;v = 0 sobre uma parte A; de 9¢;
(A.13)
(a;v) xn = 0 sobre 9;\ A;
o;v = 0 sobre uma parte A; de 08!
{A.14)
(a;v)-n = 0 sobre 08\ A;
e teremos, em particular :
(a;jv) xn = 0 sobre 98, (A.15)

89



ou entao,
(a;v)-n = 0 sobre 89, (A.16)

Além disco, € facil ver que, para todo ¢ :

a;v € LX0))°
Veleiv) = (Vi) v + ;- (V-v) € L*8)
Vx{(ev) = (Vay) xv + o+ (Vxv) € LHEWP

Considerando o caso em que ;v X n = 0 sobre 8¢, e usando o teorema
1.10, temos que :

(v, Vx ) = (VX (aiv, ), Yo € HY(8)3,

e, pelo lema 2.4 de Girault, Raviart - [ 4 |, pdg. 33, podemos concluir que
o;v E Ho(curl; 9:).

Por outre lado, como a;v € H(div;8}), ou seja, v € LZ%(8)% e
V- a;v € L*8), temos que v € W = Hy(eurl; 81) 0 H(div; 67).

Se considerarmos agora o caso em que (q;v) - n = 0 sobre 94, veremos
que a;v € Ho(div; 8}) e, como V X (a;v) € L*(#)?, teremos ayv € H(curl; 8).
Assim, concluiremos que, neste caso, ayv € P = Ho(div; 8!) N H(curl; 8}).

Logo, em qualquer um dos casos ({A.15) ou (A.16)), poderemos aplicar
os teoremas 1.15 e 1.16 e deduziremos que ;v € H'(8)° e que existe uma

constante K; = K;(8!) tal que :

7 1
| v [l oy < K|l esw ||E2{s;)3 + || V- (aiv) ||12,2(9g) + | V x{aw) ”%2(9;)3 }2.

Como esta estimativa é vélida para todo ¢ = 1,...,I, podemos escolher

K = K(Q, {6}, {a;}) tal que:
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| eiw “H‘{J{P < K{[v ”?ﬁ(a;)s + |V-v ”Ez{sg) + |V xv ||%,2(e;)3 }%a

parai = 1,...,1, 0 que implica que v € H(Q)3. Usando o fato de V-v =0
em {1, teremos :

1
v llmep < k{llvifxap + | VX0 [f20 }2,

para todo ¢ = 1,...,0 e, portanto, || v [lyy < K | v |lv.

(ii) 2 é um poliedro convexo

A demonstragio neste caso, é inteiramente andloga ao caso (i): a inica
diferenca encontrada estd na construgao dos abertos ..

Neste caso, definimos #) como um poliedro convexo contido em (£2 N §;)
que verifica a seguinte condi¢do (ver figura 3) :

supp(e)NQ C &,

=

Figura 5

Lembramos que &) verifica (A.7,8,9) assim como (6; N ). F suficiente
entdo usar os teoremas 1.15 e 1.16 para concluir. m '
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Em situagdo de aplicacbes, é bastante comum termos as seguintes possi-
bilidades para a fronteira I' e para {2 :

Q) Ty # 0
B T =T, (A.17)

¢) T1 = @, Q simplesmente conexo .

Daremos a seguir, resultados que relacionam os casos @), b), ¢) com as
hipéteses de coercividade da forma bilinear a(,-) definida por (1.13) e (1.14).
Para demonstra-las usaremos o teorema A.l e consideramos os trés casos se-
paradamente.

lo. Caso: I'| # 0
Neste exemplo, demonstraremos que a forma bilinear a(+,-) é V-elitica e
comegaremos demonstrando que ela induz uma norma em V.

Lema A.2 Seja § um aberto de IR°, limitado, conexo, cuja fronteira I' é
localmente lipschitziana. Suporemos que a particdo T'y, Ty, T3} de T, além
das condicies (3.1), verifica a seguinte condigdo :

T, # 0. (A.18)

Entdo a aplica¢io definida por

vEVn—r”VXv”Lz(ma:{/Q|V><v|2d:::}é (A.19)

I
€ uma norma em V.

Demonstracéo : E imediato que a expressio (A.19) é uma seminorma
em V. Assim, basta mostrar quese v € V, Vxv = 0Oem 2, entdov = 0.

Para isto, construiremos um aberto {2° simplesmente conexo com a ajuda
de um nuimero finito de cortes regulares. Mais precisamente, denotamos
Y153 om, 1 variedades de dimensio 2 de classe C* tais que 3;NY; = 0
parai # jequefl’ = Q\Y,onde} = UL, Y ;, seja simplesmente conexo

92



(ver figura 3). Lembramos ainda que a fronteira (3 UT') de £2° é localmente
lipschitziana.

Figura 6

Sejav €V, Vxv = 0. Uma vez que v tem rotacional nulo, entde pelo
teorma 1.9, ¥ é localmente um gradiente, ou seja, existe uma tnica classe de

funcdes ¢° e HY(°)/IR tal que :

v =V em (A.20)

Como v tem divergente nulo em ) (e, portanto, em 0°), teremos :

Ag® = div(gred¢®) = V.v = 0 em Q% (A.21)

Assim, ¢” é de classe C* e univoca em 02° (¢® é multivoca em Q pois pode
assumir valores distintos em }).

Seja I' um subconjunto aberto, nio vazio, conexo de I'y. Utilizando o
fato de v ser nula sobre I'y, deduziremos :

a) ¢ =0 sobre I
(A.22)
b) 0¢°/0n = (grad¢®)-n = 0 sobre I'| -
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O principio da continuagéo e o fato de que 2° é simplesmente conexo
implicam que ¢° = 0% em 1° e, portanto, v = 0. m

Demonstraremos agora, que a norma induzida por a(-,-) sobre V é equi-
valente & norma de H'(Q)3. Lembramos que, pelo teorema A.1, existe uma
constante C; = C((§) tal que:

1
I lire € Cufll 2 lia@p + IV X0 llia@e}s, Vo e Vo (A23)

Assim, para demonstrar a V-eliticidade de a(-,-), é suficiente mostrar que
existe uma constante Cy = C2() tal que :

| v llezepe S| VX0 |l2gye, Vo € V. (A.24)

Suporemos por absurdo que (A.24) ndo ocorra; entio seria possivel achar
uma sequéncia {v,} em V tal que, para todo n :

3=

lvnll2ee =1 e IV X0alliagp < = - (A.25)

Por (A.23) e (A.25), concluiremos que {v,} é limitada em V. Podemos

entdo, extrair uma subsequéncia, que ainda denotaremos por {v,}, tal que :

v, — v fracoem H()3
(A.26)

v, — v forteem L%*(§1)3,

quando n — oo.
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De (A.25), concluiremos que Vxv = 0 em §. Como v € V, 0 lema A.2
nos dd que v = 0. Obtemos assim, uma contradigio com {(A.25) e (A.26). B

20. Caso: I' = I

Como no exemplo anterior, o dominio §} pode ser simplesmente ou mul-
tiplamente conexo.

Vimos que o subespago V) de V, definido por 1.12, é caracterizado por :

Vi ={veV|iVxv =0 em Q}
(Vi é o niicleo de af+,-) em V) e que a aplicagio :
UEVH{I[VXU"E'Q(QJS +Z:|./F ‘U'IldSP}%,
i=1 %

é uma norma em V, equivalente & norma de H(Q)®. Assim, a aplicagdo
v € Vp +—| V X v |li2ap € uma norma em V,, equivalente & norma de
H'{(Q)3. Neste caso, af:,-) é Vp-elitica com niicleo V. m

30. Caso : I} = 0, ) simplesmente conexo

Demonstraremos que, neste caso a forma bilinear a(:,-) é Vj-elftica com
nucleo V; e comegaremos mostrande que ela induz uma norma sobre o su-
bespago V5. '

Lema A.3 Seja 0 um aberto de IR, aberto, conero, cuja fronteira I' €
localmente lipschitziana. Se Q1 é simplesmente conezo, a aplicagdo definida

por :
v € Vo +— || V x2 |2y, (A.27)

¢ uma norma em V.

Demonstragéo : Como || V x v ||iz(n) define uma seminorma sobre Vo, é
suficiente demonstrar que se v € Vp satisfaz Vxv = 0em 9, entdaov = 0.
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Seja v € Vytal que Vxv = 0em 2. Como Q é simplesmente conexo,
pelo teorema 1.9, existe uma iinica classe de fungdes ¢° em H?(2)3/ R tal que:

v =Vq¢® em 0 (A.28)

Como v € H'(£2)*, temos que ¢° € H*(§2)/IR. Usando (A.28) e o fato de
v ter divergente nulo em 2, teremos :

A¢® = 0 em Q. (A.29)

Comov-n = Osobre (IWUTs)e fi, v-ndS = 0,Vi=1,.r,
concluimos que :

a) 8¢°/on = 0 sobre (I3 UT3)
(A.30)
b) fpz‘_(aq"/an)ds =0 Vi=1,.,r
Além disso, v X n = 0 sobre I'y, e assim,
c) ¢° = d; = cte sobre Ty, Vi = 1,..,7 (A.31)

Multiplicando (A.29) por ¢°, integrando por partes sobre 2 e utilizando
(A.30a,b) e (A.31), obteremos :

_ 0 A0 _ 0 _ 0 7,0
O__j(;qudm—/Pq—andS anq Vg dz
= - [V d
0

== ll qu ”%ﬁ(n)a
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que implicari que V¢® = 0 e, portanto,v = 0. m

Para dermonstrar que (quando (A.3) é verificada e (A.1) ou (A.2) é ve-
rificada) a norma definida por (A.27) é uma norma sobre VC., equivalente a
norma de H'{Q2)® (o que implicard que a(-,-) é Vy-elitica), é suficiente proce-
der exatamente como no lo. caso (I'; # 8}, trocando V por Vj.

Mostraremos agora, que V| é o nicleo de af-,-). Para isto, definiremos
para k = 1,..,r — 1, a fungdo g, € H'(2)® por :

a) —Aqk =0 em §}

b) Oqi/On =0 sobre T,

¢) g =1 sobre Ty, (A.32)
d ¢ =20 sobre Ty, Vi # k
e) @ =1 sobre I'y,
e colocaremos
= Vg ,' (A.33)

Temos entdo, que 2; € L*(Q)P, V-2, = 0eVXz, = fem . Além
disso, as condigdes de fronteira de g, implicam que zz X n = 0 sobre I';
e zp-n = O em 3. Assim, z; € U e, portanto, (conforme teorema A.1),
2z € V. Como V x 2z = 0 (o que implica que a(zx,v0) = 0, Vv € V}),
entdo z; € Vi,

Mostraremos que as fungdes 2, sdo linearmente independentes. Com
efeito, se para certos A, tivermos

r--1

Zkkz;, =0

k=1

97



entao

r—1
Z Mg = C em §,
k=1

uma vez que {1 é conexo.

Usando (A.32c,d), deduziremos que Ay, = C,VEk=1,.,r—1ede
(A.32e) teremos C = 0. Como, pelo lema 1.12, a dimenséo de V] € igual a
r—1, as funcgbes z; sdo linearmente independentes e formam uma base de V5.
Como toda funcio de V; tem rotacional nulo, concluimos que V; € o niicleo

de a(-,-)em V. =

A.4 Estudo dos exemplos

Mostraremos, nesta seciio, que nos exemplos (a), (b), (c) apresentados no
inicio deste apéndice, a forma bilinear a(, -} é V-elitica. Tal resultado nio é
uma simples aplicagio dos resultados da seciio precedente, perque naqueles
exemplos o dominio {2 néo era um poliedro convexo, nem tinha fronteira de
classe CV1,

A.4.1 Exemplo (c)
O dominio §2, neste caso, ¢ uma bola aberta da qual é retirado um
obstaculo K, onde K é um conjunto fechado regular qualquer (ver figura

7). Assim, teremos :

o) = KUJB

Para demonstrar, neste caso, que a(-,-) é V-elitica, é suficiente identificar
o espago V = V({1) dado por :

Viy={ veH'(2)?| Vv = 0emQ, v = Osobre I = 8K,

vXn = Osobre I'; = B}

com o espago V(B) (com extensio nula em K) definido por :
V(B) = {te H(B)?}| V-s =0 em B, =0 em K,¥xn = 0 sobre I'; = B}
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Figura 7

Como a fronteira de B é regular, poderemos aplicar o lema A.2 e assim,
teremos que existe a« > 0 tal que:

G('U, 'U) 2« [! v ||I2{1(B)3 s Vve V(B)

e como, para toda v € V(), || v [lfaqp = | 7 lin(mye, onde & é a extensdo
de v para B, portanto, a{-,-) é V(Q)-elitica. m

A.4.2 Exehjlplo (a)

Neste caso, o dominio 0 é uma tubulagio, I'; é formada pelas paredes
laterais dos tubos, I'; é formada pelas entradas e saidas. Introduziremos em
seguida, um dominio regular B (nao necessariamente uma bola} cuja fronteira
é de classe Cy 1 tal que @ C B ey CIB (ver figura 8).

Para demonstrar que a(+,-) é V{Q)-elitica, é suficiente entdo, identificar
V() a0 subespago V(B) de V(B) definido por :

99



V(B)={se H(B)’ | V-9=0em B, =0 em B\Q, 5 xn =0 sobre T, }

e aplicar o lema A2 2 V(B). =

Figura 8
A.4.3 Exemplo (b)

Neste caso, combinamos os procedimentos usados nos casos (a) e (c),
considerando I'y formada por 8K e pelas paredes laterais do cilindro, T's
formada pela entrada e saida do cilindro e I's = @. Prolongamos as fungdes
de V({1) por zero no interior do obsticulo e em B\ {2, onde B é um aberto
com fronteira de classe C1! tal que Q C B e, C 9B (ver figura 9). m

B p

Figura 9
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